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Uvod

Lidstvo fascinovaly pohyby nebeskych téles od nepaméti. , Of all the creatures
who had yet walked on Earth, the man-apes were the first to look steadfastly at
the Moon*“ [1]. Ve snaze uniknout cliché poetickému zac¢étku se radéji presunime
do doby, kdy lidé zacali tyto pohyby systematicky popisovat a predpovidat.

Ptolemaios nebyl zdaleka prvni, kdo se zabyval astronomii. Diky peclivym
pozorovanim vsak vytvoril prehledné tabulky pro popis pohybu nebeskych téles.
Vsiml si, ze pozorované pohyby planet l1ze priblizné popsat kruhovou trajektorii
okolo Zemé, na které obihd stfed druhé kruhové trajektorie samotné planety.
Tim vznika ve 2. stoleti naseho letopoc¢tu prvni pouzitelny a prekvapivé presny
popis pohybu nebeskych téles. Zajimavé je, ze pro kazdé téleso je dilezity pouze
pomér velikosti polomérii jeho kruznic, nikoli samotné velikosti polomért. Jinymi
slovy, tato reprezentace je skalové invariantni vii¢i zméné obou polomeéri soucasné
pri zachovani jejich poméru. Jediné téleso, které ma v tomto modelu kruhovou
trajektorii, je Slunce. Pokud bychom naskalovali primarni kruznice (ty se Zemi
ve svém stiedu) vsech planet v tomto modelu tak, aby splynuly s trajektorii
Slunce, tak by sekundarni kruznice samotnych planet mély Slunce ve svém stiedu
a obihaly by ve spravném poradi. Tak blizko byl Ptolemaios od heliocentrického
modelu. Ten vsak prisel az s Kopernikovou revoluci o priblizné 14 stoleti pozdéji.

Model se Zemi ve stredu vesmiru byl ale pro cirkev takika primy dikaz bozské
existence a podpora jeji autority, jelikoz blith otacel nebeskou sférou. Proto byl po-
treba velmi dobry divod, aby se tohoto modelu po nelehkém boji vzdala. Pro ten
musime do Prahy na dviir Rudolfa I1. Diky velmi pfesnym pozorovanim nebeskych
téles, kterd ucinil dansky astronom Tycho Brahe, prisel vynikajici matematik Jan
Kepler se svymi zakony nebeské mechaniky. S nimi byl heliocentricky model pres-
néjsi nez modely dosavadni. Neslo tak jen o zménu pohledu na véc nybrz o zcela
zasadni ,prevraceni svéta“. Zatim jsme vSak mluvili jen o kinematice. Dynamiku
z Keplerovych zakont odvodil az Sir Isaac Newton jehoz teorie mechaniky je ve
vétsiné béznych pripadi pouzitelna i dnes. Jiz od doby znamého pozorovani sta-
¢eni perihelia Merkuru z roku 1859 jsme ale védéli, Ze neni kompletni [2]. Staceni
perihelia je sice prirozeny proces, ktery zejména vznika ptisobenim ostatnich téles
ve slunecni soustavé spolu s nesférickym tvarem Slunce. Zvlastni ale bylo, Ze po
odecteni vSech téchto vliva zbyvalo jesté 43 thlovych vterin za stoleti, které se
nedarilo vysvétlit. To privedlo, spolecné s paradoxy zpusobenymi klasickymi po-
jmy absolutniho prostoru a ¢asu a nekonecné rychlosti siteni informace, Alberta
Einsteina k formulovani specialni (1905) a nésledné obecné (1915) teorie relati-
vity. Prestoze dnes jiz mame tuto teorii k dispozici, tak je feseni Einsteinovych
rovnic obecné naroc¢né i pro zdanlivé velmi jednoduché systémy a Newtonovska
mechanika se i dnes viceméné tuspésné pouziva napriklad pro popis obéhu hvézd
okolo galaktického centra.

Cela teorie obecné relativity vychazi ze tii zakladnich principt. Princip ekvi-
valence, obecné kovariance a minimalni vazby.

« Princip ekvivalence tika, ze nemtzeme rozlisit mezi setrvacnou a gravitacni
hmotnosti. Jinymi slovy, ze gravitace je ekvivalentni setrvacnosti.

o Princip obecné kovariance tvrdi, ze fyzikalni zakony nemohou zaviset na



volbé soutadnic. Tedy Ze se daji zapsat tak, aby se transformovaly tenzorové
a byly tak invariantni co do svého tvaru.

o Takto bychom ale mohli napsat libovolny zédkon a proto uzijeme filozofického
nastroje Occamovy britvy, neboli principu minimalni vazby. Mysleno vazby
na gravitaci, ¢ili aby zédkony zavisely co nejméné na metrice.

Obecna teorie relativity prinasi zasadni zménu ve zplisobu, jak se divame na
cely vesmir. Jednd se o geometricky pohled na gravitaci. Prostor a ¢as zkombinu-
jeme do deformovatelné lorentzovské variety, kterou nazveme prostorocas (nebo
také opacné Casoprostor). Jeji geometrické vlastnosti jsou popsany metrickym
tenzorem g,,. Nejjednodussi forma prostorocasu, se kterym pracuje specidlni teo-
rie relativity, je plochda Minkowského metrika 7, = diag(—1,1,1,1). Koncepc¢né
zasadni byl pravé prechod k obecné metrice, protoze jsme zacali brat casoprostor
jako dynamicky. Kazdy objekt ovliviiuje svou pritomnosti tvar casoprostoru a
nehomogenita gravitace je tak samotné zakriveni tohoto prostoru.

Jak vSak popsat geometricky zakfiveny prostorocas? Plujeme v prazdném a
neznamém vesmiru a snazime se zjistit jeho strukturu. Pouzijeme pro to dvé tes-
tovaci ¢astice a sledujeme zrychleni mezi nimi. Protoze se ¢astice pohybuji volné,
tak jsou jejich svétocarami geodetiky. Geodetiky se daji popsat i pomoci zobec-
néné predstavy paralelniho prenosu vektoru. Jsou to takové krivky, podél kterych
muzeme prenaset vektory tak, aby se jejich skalarni soucin vzhledem k metrice
nemeénil. Je to téz extremalni spojnice dvou bodu v prostorocasu. Tedy aby vari-
ace akce mezi témito body byla nulova, kde akce je integral pfes prostorocasovy
interval. Pfi nulovém vzajemném zrychleni mezi testovacimi casticemi je v daném
misté prostor plochy. V opacném pripadé je né¢jakym zpiisobem zakiiveny. Stejné
jako v klasické mechanice, kde potiebujeme druhé derivace gravitacniho pole pro
popis jeho nehomogenity, tak potfebujeme druhé derivace metriky pro popis za-
kiiveni prostorocasu. Ty obsahuje Riemanntv tenzor kiivosti R, .\, ktery pravé
popisuje ktivost této diferencovatelné variety.

Zdroje gravitacniho pole nové popisujeme tenzorem energie a hybnosti 7.
Zajima nas, jak tyto zdroje ovliviuji zakfiveni prostorocasu. Dame s nim do
rovnosti vSechny mozné kombinace metrického tenzoru a to véetné jeho prvnich
i druhych derivaci, po vzoru klasické zdrojové rovnice pole. JelikoZ je T}, ten-
zor druhého radu, musi byt kombinace takové, aby to byl také tenzor druhého
rfadu. Druhé derivace se tak objevi v kontrakcich Riemannova tenzoru. Vycislime-
li konstanty pro takto obecnou rovnici, ziskame zlaty klenot tohoto heuristického
principu, jez by mély splinovat vSechny teorie. Einsteinovy rovnice gravitacniho
pole (1915)

1
R, — iRQW + Agp = 87T, , (1)

kde R, = R);L ,, Pedstavuje Ricciho tenzor, R = R} Ricciho skaldr a A takzvanou
kosmologickou konstantu.

Jedna se o mocny nastroj predpovidajici existenci a umoznujici zkoumani i tak
extrémnich objekti jako jsou ¢erné diry, ¢i davajici jasnou predstavu o chovani
vesmiru jako celku. Matematicky se jedna o silné nelinearni systém 10 parcialnich
diferencidlnich rovnic 2. fadu. Jak se daji takové komplikované rovnice resit?
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o Presné tfeseni, nebo také analytické feseni, je samoziejmé idedlni, jelikoz
o systému vime vse, ale i dnes jich existuje jen velmi mélo a ve velmi
specialnich situacich.

o Perturbativni feseni vychazi z presnych reseni, do kterych vlozime drobnou
poruchu.

e S dnesnim vykonem pocitacii a hlubsim porozuménim Einsteinové teorii je
mozné v posledni fadé sahnout alespon po jejich numerickém feseni. Jedna
se pak jen o aproximaci do urc¢itého radu.

I kdyz s prvnim c¢ernodérovym exaktni feSeni Einsteinovych rovnic prisel Karl
Schwartzschild jiz par mésici po jich zverejnéni, jednalo se o statické sféricky
symetrické gravitaéni pole, tak jeho stacionarni rotujici zobecnéni nalezl Roy
Kerr az 48 let poté (v dobé, kdy zacala vznikat vesmirna odysea).

Presto, nebo mozna pravé proto, ze obecnd relativita popisuje nas sveét s
dechberouci presnosti, tak jsou vypocty velmi slozité a ¢asto se délaji numericky,
¢i alespon s vyuzitim softwaru pro symbolické manipulace. O to vice je fasci-
nujici Kerrovo feseni, kterym se da velmi dobfe reprezentovat gravitacni pole
realnych rotujicich cernych dér. Zda se, ze naprosta vétsina skutecnych cernych
dér totiz pravdépodobné rotuje, jelikoz by si méli zachovavat alespon ¢ast mo-
mentu hybnosti ptivodni hvézdy. Jednd se tak o exaktni feSeni, kterym se da
popsat prostorocas v okoli netriviadlnich redlnych astrofyzikalnich objekti. Odvo-
dit exaktni feseni pro jednu ¢ernou diru bylo vsak tak slozité, ze uz i systém dvou
(ne)rotujicich ¢ernych dér se musi zkoumat numericky.

Praveé kvuli slozitosti vypoc¢tl jsou aplikacni oblasti obecné teorie relativity
prevazné velmi husté zdroje, nestacionarni procesy a nebo kosmologické modely.
Napriklad efekt staceni pericentra u slavného binarniho systému pulsari PSR
1913+16 je 4.2 stupnu za rok! Efekt je tak mnohem vétsi, nez v piripadé Mer-
kuru [3].

Od zformulovani obecné teorie relativity a vysvétleni staceni perihelia Mer-
kuru se objevuji dalsi experimenty, které potvrzuji jeji predpovédi. Zde uvedme
alespon nékteré:

o A7 teoreticka predpovéd obecné relativity o ohybu svételnych paprska v
gravitacnim poli Slunce souhlasi s experimenty. Méfeni provedl jiz v roce
1919 Sir Arthur Eddington a jeho tym [4].

o 7 dat, kterd v roce 1929 publikoval Edwin Hubble, plyne, Ze se vesmir
rozpind [5]. Oduvodnéni muze také poskytnout jen obecnd relativita.

« Dle obecné relativity by u fotonti, které unikaji z gravita¢niho pole, mélo do-
jit k frekvencnimu posunu. Ten byl v roce 1954 skute¢né naméten Danielem
Popperem u hvézdy 40 Eridani B [6].

« K dalsimu otestovani obecné teorie relativity doslo diky objeveni kosmického
mikrovlnného zareni. To pozorovali Arno Penzias a Robert Wilson v roce
1965 [7].

e V roce 2015 byly observatori LIGO poprvé pozorovany gravitacni viny, coz
je jedna z dalsich teoretickych predpovédi obecné relativity [§]. Tato udalost
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byla zptsobena splynutim dvojice ¢ernych dér a jednalo se tak o jejich prvni
primé pozorovani.

e Vroce 2019 byl porizen prvni snimek supermasivni ¢erné diry v centru gala-
xie M87 [9]. Pozorovany objekt je v souladu s pFedpovédi obecné relativity.

V 60. letech doslo také k objeviim X-zdroju, kvasari, pulsari nebo GRB. Obecna
teorie relativity tak tispésné odolava experimenttim, ale bohuzel i pokustim o jeji
spojeni s kvantovou teorii pole a popisem zbylych elementarnich interakei.

Kerrovo reseni se pravdépodobné blizi popisu skutecénych astrofyzikalnich ob-
jektl, ale uz jen samotna rotujici ¢erna dira v pritomnosti a v interakci s hmo-
tou a zarenim se muze deformovat. Formalizmus slabych izolovanych horizontt
(Weakly isolated horizons - WIHs) je silny néstroj pro studium téchto slozitéj-
sich pripadi. Pro pouziti tohoto formalizmu je tfeba prepsat Kerrovo feseni v
feCi netwistujicich souradnic. Jinymi slovy je tfeba casoprostor parametrizovat
nulovymi nadplochami. Pokusit se o takovou parametrizaci Kerrova feseni bude
i cilem této prace.

V prvni kapitole se podiviame na Kerrovo feseni a jeho vlastnosti. Nejprve
feSeni zapiSeme v puvodnim tvaru, ve kterém ho Roy Kerr odvodil (1963) a
nasledné ho vhodnou transformaci prepiseme do Boyerova—Lindquistova tvaru. V
tomto tvaru lze nazornéji popsat klicové vlastnosti tohoto reseni. Podrobné téz
rozebereme horizonty udalosti a takzvané ergosféry.

V druhé kapitole odvodime obecny tvar metriky pro prostorocas, ktery po-
voluje existenci netwistujici nulové a afinné parametrizované geodetické kongru-
ence. Zavedeme optické skalary a ukazeme, jak je lze pouzit pro klasifikaci pro-
storoCasti. Shrneme explicitni vyjadreni Riemannova tenzoru, Ricciho tenzoru
a Ricciho skaldru obecné metriky ze zacatku této kapitoly. V téchto vyjadreni
derivace na pricném prostoru pro dalsi pouziti v nasledujici kapitole.

V posledni kapitole zapiSeme Kerrovu metriku pomoci netwistujicich sourad-
nic adaptovanych na kongruenci, ktera vsak neni afinné parametrizovana a neza-
pada tak do naseho obecného tvaru metriky kapitoly 2. Dale se pokusime naznacit
cesty, jak k afinné parametrizované kongruenci generujici prostorocasové sourad-
nice prejit.



1. Kerrovo reseni

V této kapitole se blize podivame na Kerrovo feseni Einsteinovych rovnic. Fy-
zikalné toto Teseni popisuje Casoprostor okolo axialné symetrické, rotujici ¢erné
diry. Pravé rotace prinasi mnoho intuitivnich, ale i zcela necekanych vlastnosti,
které nerotujici Schwarzschildovo feseni nemé. Rotace je zde zadana takzvanym
rotacnim parametrem a, pricemz Kerrovo feseni v limité a — 0 prechazi na Sch-
warzschildovo statické a sféricky symetrické reseni, jak se za chvili presvédcéime
v Podkapitole 1.1. Pravé vliv rotace je zasadni pro geometrii Kerrovy c¢erné diry.
Na rozdil od Schwarzschildova TeSeni se pro a # 0 horizont udalosti deformuje
a dokonce vznika dalsi horizont uvniti ¢erné diry. Déle okolo ¢erné diry vznika
oblast takzvané ergosféry, uvnitt které pozorovatel nemuze zustat v klidu vzhle-
dem k nekonec¢nu a jeho pohyb musi byt strhavan rotaci ¢erné diry. Schématické
znazornéni horizonti a ergosfér Kerrovy cerné diry ve sférickych souradnicich je
na Obrdzku 1.1 a v kartézskych souradnicich na Obrdzku 1.2.

Tato kapitola je prehledova a vychazi predevsim z pedagogického tvodu do
Kerrova casoprostoru od profesora Matta Vissera [10] a z knihy o pfesnych ¢a-
soprostorech v Einsteinové obecné relativité od profesorti Jifitho Podolského a
Jerryho Griffithse [11].

1.1 Puvodni tvar

Roy Kerr ve své praci ,,Gravitational Field of a Spinning Mass as an Example
of Algebraically Special Metrics® z roku 1963 [12] odvodil metriku rotujici ¢erné
diry metodou , tour de force®, dle slov Matta Vissera. Ale i s jiz zndmym postu-
pem je samotné odvozeni znacné slozité. Zde pro zajimavost citujeme jesté jeden
komentar Matta Vissera k odvozeni této metriky: , The algebraic complexity of
the computations is so high that relatively few physicist or mathematicians have
the fortitude to carry them through to completition .

Pavodné bylo Kerrovo feseni zformulovano ve tvaru

2mr
2 _ (M .2 2
ds < R 9) (du + asin® 0de)

+ 2(du + asin? 0d¢) (dr + asin? 0de)

+ (r* + a® cos® 0) (d6? + sin® 0d¢?), (1.1)
kde m, a jsou konstantni parametry, jejichz vyznam bude zfejmy nize. Pragamtic-
kym pohledem matematika vidime pritomnost nediagonalnich metrickych clent,
které znesnadnuji veskeré vypocty. Na druhou stranu zde explicitné nevystupuji
proménné u ani ¢, coz vypovida o stacionarité a axialni symetrii tohoto prosto-

rocasu. Pokud usporadame souradnice jako (u,r, 0, ¢), tak mizeme tyto symetrie
popsat dvéma Killingovymi vektory

Dale vidime, ze pro m # 0 je v oblasti

“ v T
r=0 asoucasné¢ 0= 5



chovani metrickych funkci v singularni. Zatim ale nevime, zda se jednéa o
singularitu casoprostorovou, nebo pouze souradnicovou.

Pro a — 0 se casoprostorovy interval zredukuje na klasicky Schwarz-
schildtv casoprostor a pokud déle uvazujeme limitu m — 0, tak dostaneme plo-
chy Minkowského prostor. Toto nemusi byt ani v jednom ptipadé na prvni po-
hled ztejmé, nebot Schwarzschildova geometrie je v takzvaném Eddingtonové-
Finkelsteinove tvaru, tedy

ds? = — (1 - 2;”) du? + 2dudr + r2(d6? + sin® 0d¢?). (1.3)
Pro Minkowského casoprostor pak dostavame
ds® = —du® + 2dudr + r*(d6? + sin” 0d¢?), (1.4)
coz lze substituci
u=t+17,

trivialné prepsat do tvaru

ds? = —dt* =2etdr — dr? £2dtdr + 2dr? + r?(d6? + sin? Odp?)
= —dt? + dr? + r*(d#?* + sin? d¢?) (1.5)
a ziskavame tak klasicky tvar Minkowského metriky ve sférickych soutadnicich.
Nyni se vratme zpét ke Kerrovu feseni (1.1]). Spoc¢tenim jednoho ze zakladnich

invariant obecné relativity pro klasifikaci singularit v prostorocasech, takzvaného
Kretchmannova invarianty] dostdvame

48m? (r* — a? cos® 0) [(rQ + a2 cos? 0)” — 161242 cos? 9}

(r2 + a2 cos? )’

R R = (1.6)
a vidime, Ze singularita v bodech s 7 =0 a ¢ = 7 je singularitou casoprostoro-
vou. Obecné vsak tento puvodni tvar Kerrova Teseni neni zcela idealni pro jeho
nazorny popis a fyzikalni interpretaci. V nasledujici kapitole prejdéme proto do
Boyerovych-Lindquistovych souradnic a budeme pokracovat v prehledu vlastnosti
tohoto presného reseni.

1.2 Boyertiv-Lindquisttv tvar

Nejprve provedeme v puvodnim Kerrové tvaru metriky (|1.1)) transformaci
u=t+r. (1.7)
Takto dostavame

ds? = — dt* + dr? + 2asin® 0drde + (r* + a® cos® 0)d6?
mr

r2 + a? cos? 0

+ (r* 4 a®) sin” §d¢* + (dt + dr + asin® 6dg)>. (1.8)

!Tento invariant m4 samozfejmé stejnou hodnotu jako jeho obdoba konstruovans z Weylova,
tenzoru, tedy C',“,,{)\C"“"“\7 nebot se jedna o vakuové feSeni Einsteinovych rovnic s nulovou
kosmologickou konstantou, tj. R,, =0a R = 0.
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Nasledné provedeme dalsi substituci zavislou na obou parametrech m a a

~ 2mr .. ~ a
dt = dt + SR e—— dr, asouCasné d¢ = —d¢ — o £ 2 (1.9)
¢imz dostavame
d?— |1 2mr } 2, 2mrasin®é 1o
L r?+a%cos?0 r2 4+ a? cos? 0
"2 1 a2 cos?
TN L R (r* + a® cos® 0)d6?
|72 —2mr + a?
[ 2mra? sin’ 0
2 | 2 212
—_— Odo”. 1.10
—i—_r +a +T2+CLQCOS28]SIH 1o (1.10)

Toto jiz je vysledny casoprostorovy interval v takzvanych Boyerovych-Lingquistovych
soutadnicich. Pro zjednoduseni jesté zavedeme oznaceni

p2 = r? + a® cos’ ,

A, =1 =2mr+a*, (1.11)
pricemz rovnici (|1.8) tak mizeme jednoduse prepsat do ekvivalentniho tvaru

7
A,

2 A, .9 2 2 2., SiD*0 2, 2 2
ds® = —F(dt — asin®0de)? + L—dr? + p?d6* + — ladt — (* + a?)d| .
(1.12)

Pomoci Boyerova—Lindquistova tvaru metriky nyni prozkoumejme dalsi vlast-
nosti Kerrova c¢asoprostoru. Jak vidime, metrika ma v tomto tvaru pouze jeden
mimo diagonalni ¢len, coz nam pocetné pomuze pri analyze tohoto Teseni.

Pro a — 0 samozrejmé dostavame Schwarzschildiv prostorocas, nyni jiz vsak
ve zcela klasickém tvaru

2
dsQ:—<1—;n>dt2+

dr?
1 2m

+ 72(d6?* + sin® 0d¢?). (1.13)

Jak vime, tak zde predstavuje parametr m hmotnost. Lze tedy predpokladat, ze i
pro a # 0 bude tento parametr urcitym zpusobem odpovidat hmotnosti. Naopak
pro m — 0 dostavame

r? + a®cos® 6
r2 + a?

Lze ukézat, ze (1.14) je Minkowského metrika ve zplostélych sférickych sourad-
nicich. Skutec¢né, transformaci souradnic

r=vVr2+a?sinfcos¢ ,
y=+Vr?2+a’sinfsing ,
z=rcosf , (1.15)

ds? = —dt* + dr® + (r* + a® cos* 0)d6? + (r* + a®) sin® d¢*. (1.14)

dostaneme tradi¢ni tvar Minkowského metriky , nyni vyjadreny v kartéz-
skych souradnicich. Z téchto pozorovani usuzujeme, ze a je nezavisly rotacni pa-
rametr. Naivné tedy mtzeme Tici, ze parametry a a m odpovidaji pozadavkim na
prostorocas, ktery ma jako své nezavislé veliciny hmotnost a moment hybnosti.



Tento prostorocas je rotacné symetricky, protoze transformace a — —a je in-
variantni, pokud zaroven transformujeme ¢ — —¢ nebo t — —t. Fyzikdlné tato
zména uhlu znamend otaceni v opacném smeéru, ¢ehoz ale mizeme jiz méné fyzi-
kalné dosdhnout i opa¢nym smérem v toku ¢asu. Zaroven si mizeme povsimnout
symetrie pii zrcadleni okolo roviny 6 = 7.

Pokud chceme jakykoliv prostorocas charakterizovat bez ohledu na konkrétni
volbu souradnic, tak bychom tak zcela prirozené radi ucinili invariantnimi ska-
larnimi veli¢cinami, abychom mohli mezi sebou porovnavat riizné prostorocasy a
kategorizovat je. Jedna z moZnosti je vytvorit z bazovych vektorti nulovou (své-
telnou) tetrddu (k,1,m,m) a pak promitat na rizné kombinace téchto vektort
Weyluv tenzor a studovat chovani vyslednych skalari pri zméné tetrady. Tento
postup predstavuje takzvanou algebraickou klasifikaci prostorocasi spojenou se
jmény jako Petrov, Penrose, nebo Newman. Weyliv tenzor je geometricky beze-
stopa ¢ast Riemannova tenzoru kiivosti. V Einsteinové teorii se jedna vlastné o
volné gravitacni pole, tedy o prirozené zaktiveni prostorocasu po odecteni zdroji
svazanych s geometrii skrze polni rovnice. Lze ho ziskat jako

1 1
Cn)\,uu :Rn/\/,w + §(R)\ugmz + R/ﬂ/g)\,u - R)\ugm,u - Rn,ug)\u) + ER(gm,ug/\u - gm/g)\,u) .
(1.16)

Weyltv tenzor ma v ¢tyfrozmérném prostorocase celkem 10 nezavislych slozek
a tak ho lze popsat 5 komplexnimi skalarnimi veli¢inami {¥o, ..., U} sestupné s
nejvyssimi boostovymi vahami:

Uy = Croppwk™m kFmY |
Uy = Conuw k™ EPm” |
Uy = Copw k™ m mtl”
U3 = Cropu "KM

Uy = Copl"mM m” . (1.17)

Pak se jiz jen snazime uzitim Lorentzovych transformaci volit tetradu tak, abychom
vynulovali co nejvice téchto veli¢in smérem od nejvyssich boostovych vah.
Pro metriku ((1.12)) 1ze volbou nulové tetrady (k, 1, m,m), konkrétné [13]

k_(?““aﬂl,o’a) |

A, A,
I U R
2p? 202" 7 2p?
! (iasin.0.1 " )
m = iasin®,0,1, — | ,
\/§(r + iacosf) sin
1 —1
= _iasi 0,0,1,,) : 1.18
V2(r —iacos ) ( s sin 0 (1.18)

dosdhnout toho, ze jedind nenulova (pro m # 0) slozka tenzoru kiivosti je

m
Vy= "7 . 1.1
2 (r + iacos )3 (1.19)
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Nahlédnuto z pohledu volnych testovacich c¢astic, tato slozka obecné popisuje
chovani Newtonovského pole. Casoprostory, které maji nenulovou jen tuto kom-
ponentu boostové vahy nula vzhledem k tetradé hlavnich nulovych smért, jsou
algebraického typu D. Jedné se tedy o znac¢né specidlni feseni.

7 rovnice vidime, Ze pro m # 0 skaldr ¥, diverguje pro hodnoty

« « T
r =0 a soucasné 0:5.

To prirozené odpovida casoprostorové singularité ptivodniho tvar metriky .
Neni tedy prekvapujici, ze metrika ma tuto singularitu také, coz odpovida
p =0, ale navic ma jesté jednu singularitu pro A, = 0. V analogii se Schwarz-
schildovym fesenim muzeme tedy ocekavat, ze se jednd o rovnici plochy, ktera
predstavuje horizont udalosti, ale ne o skutecnou fyzikalni singularitu.

1.3 Horizonty v Kerrové reseni

Jak jsme jiz uvedli, tak singularita pro A, = 0, ve tvaru metriky (1.12)), neni
singularitou kfivosti. Popisme tuto oblast podrobné&ji. Pro m? > a? ma A, =0

dva koteny, tedy
ry =m=+vm?—a? (1.20)

Podivame-li se, co to znamena v limité a — 0, tedy pro Schwarzschildovo feseni,
tak dostavame . — 2m a r_ = 0. Hodnota r, tedy odpovida horizontu udalosti
(soutadnicové singularité), zatimco r_ je singularita kiivosti ve stfedu ¢erné diry.

Déle je dilezité pozorovani chovani metrickych koeficienti , tedy Ze pro
A, > 0 je r prostorova souradnice, ale pro A, < 0 ziskdva vyznam soutadnice ¢a-
sové. Vidime tedy, ze hodnoty r+ nejspise odpovidaji dvéma horizontim udalosti.
Je nutné poznamenat, ze toto plati pro nadplochy s fixnimi hodnotami m? > a?.
Pro m? = a? dostdvame takzvané extrémni feSeni a pro m? < a? hyperextrémni,
coz je pripad nahé singularity. Nyni se omezime na fyzikdlné nejzajimavéjsi a
nejrealnéjsi piipad m? > a?.

Konkrétné se podivejme na to, jak vypadaji trojrozmérné plochy s konstant-
nim r. Ze vztahu tak ziskavame

2mr 2mrasin? 0
ds? :—(1—> 2_o 7~ dud
3D r2 + a? cos? 0 r2 + a? cos? 0 ¢
2 2¢in% 0
+(r* + a* cos? 0)dH* + (7’2 +a® + 7%) sin? 0d¢?. (1.21)

Determinant této trojrozmérné metriky (pro prehlednost ji oznac¢me g;;, kde ne-
pouziti feckych indext znaci pravé jen 3 rozméry) snadno spocitame jako

det(g;;) = —sin?0(r* + a® cos® 0) (r* — 2mr + a?), (1.22)

pricemz chovani znaménka tohoto determinantu vzhledem k hodnoté sourad-
nice 1, je shrnuté v Tabulce 1.1.

Determinant této trirozmérné metriky obsahuje hodnotné informace o po-
vaze dané nadplochy, jelikoz mame zadanou signaturu celého prostorocasu a to
(—, +, +,+). Pro zdporny determinant trojplochy vime, ze je (2+1) dimenzio-
nalni a ma tak ¢asovou komponentu. Pro kladny determinant je naopak plocha

11



Tabulka 1.1: Chovani znaménka det(g;;) pro riznou volbu konstantntho r.

r<r_ |r=r_|r-<r<ry|re=r|ry<r
sign[det(g;;)] - 0 + 0 -

prostorového charakteru. Pti znalosti Schwarzschildova feseni neni prekvapivé, ze
od jisté hodnoty nabyva r vyznamu casové souradnice a vSe co prekroc¢i urcitou
hranici, tak jiz musi kauzalné smérovat do nitra cerné diry. V pripadé Kerrova
prostorocasu vsak nové pozorujeme existenci dalsi hranice r_, ¢imz uvniti ¢erné
diry vznika prostor, kde je ¢asova souradnice opét t.

Pokud je determinant metriky roven nule, tak je matice jejich kom-
ponent singuldrni a jddro ma nenulovou dimenzi. Existuje tak vektor L! ktery
splnuje

9Fli=0 = gL =0, (1.23)
pricemz druhd rovnost plyne z té prvni trividlné. Tyto vektory miizeme rozsitit
na Ctyr-vektory jednoduse tak, ze pridame r-komponentu rovnou nule, tedy

L' — Lr=(L'0,L% L?). (1.24)

Tento vektor je tedy vsude teény k povrchu r =ry a generuje tak na tomto
povrchu kriky. Skaldrni soucin takového ctyivektoru prejde na

g L'L" =0, (1.25)

a vidime tedy, Ze je tento vektor nulovy (svételny) a kiivky jim generované jsou
rovnéz nulové. To fyzikalné odpovida trajektoriim fotonii, které se na nadplochach
s 7 = r4 pohybuji aniz by spadly dovnitt, nebo odletély pryc.

Rozvinme tuto myslenku jesté o kousek dale. Nejprve zavedeme veli¢iny €24

jako
a a

0. = = 1.26
T omry 12 4 a2 (1.26)
a k nim prislusné vektory
LY =(1,0,0,9Q4). (1.27)
Zde chceme, aby bylo automaticky splnéno
gl LALY =0, (1.28)

o ¢emz se ale snadno presvédcéime viz a . Dikaz provedeme napriklad

pro Q. Ctyfvektor L = (1,0,0, ﬁ) Ize vytvorit z vektoru L = (2mry,0,a)

zpusobem popsanym vyse po vydéleni faktorem 2mr,. Staci tedy dokazat, ze

g”. Maticové to znamena

g 0 gig| |2mry 0

0 g O 0 | =10], (1.29)
0

Got 0 gep a

kde podminka |2 | je splnéna automaticky. Slozky metriky, viz (1.21]), vynasobime
faktorem r3 + a® cos #% a pro podminku | 1| dostédvame

vektor L’ spliiuje rovnici (1.23)) pro g

—2mr — 2mrya® cos 0% + (2mry)* — 2mr,a” sin 6°
= —2mr(rl +a®) + (2mry)* = 0. (1.30)
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kde jsme pouzili 73 4+ a® = 2mr,. Pro podminku | 3] ziskavdme
— (2mry)?asin@® + 2mrya(r? + a® cos 0%) sin 0% + 2mra® sin 6*
= —(2mry)%asin0® + 2mr3 asin 6% + 2mra® sin 6°
= —(2mry)%asin 0 4+ 2mria(r? + a*)sin6* = 0 (1.31)

a vektor L', spliiuje rovnici (1.23)) a tedy i (1.28)).

Jelikoz se jedna o vektorové pole tecné k povrchu konstantniho r., tak mizeme
kiivky timto polem generované popsat jednoduse jako

dX#(t)
= L%. 1.32
dt + ( )
Integraci této podminky ziskame explicitni vyjadreni krivek, tedy
X(t) = (t, 74,00, g0 + 2st) (1.33)

které jsou, stejné jako vektory L*, definované jen na povrsich s fixnim ry. Po
vzoru Schwarzschildova feseni pro numericky vétsi hodnotu r, nez r_ usuzujeme,
ze ry predstavuje horizont udéalosti. Tedy jakési vnéjsi ohranic¢eni této ¢erné diry.
Vse co prekroc¢i tento horizont jiz musi kauzalné skoncit uvniti cerné diry, viz
Tabulka 1.1. Na tomto povrchu je €2, konstantni a pokud jsme tedy fotonem na
trajektorii X (¢), tak s plynoucim ¢asem ¢ se neméni hodnoty nasich soutadnic
r a 6 a souradnice ¢ se nutné méni s konstantni thlovou rychlosti, odpovidajici
pravé 2, . Na povrchu r, tedy nelze zlstat v klidu a cely horizont tak v jistém
smyslu rotuje. To samé plati pro vnitini horizont na r_.

Pojdme se nyni podivat na tvar ploch r+ v daném okamziku konstantniho t,
tedy pro dt = 0. Dosadime-li tuto podminku do rovnice , tak dostavame

2,2
dm=ri

dsyp = (ri + a? cos? 9) do* + ( ) sin” fd¢? . (1.34)

r% + a2 cos? 0
Na prvni pohled tak vidime, ze plochy dané r1 nejsou z geometrického hlediska
sférické jako horizont udélosti Schwarzschildova feseni. Z rovnice ((1.34) lze dale
spocitat plochu horizont, tedy » = r4 a t = konst., pomoci odmocniny z jakobi-
anu metriky jako

2w
AL = / / \V90096pd0de = 8mmry = 87 <m2 +vm* — m2a2) . (1.35)
o Jo
Rozvineme-li odmocninu do prvniho fadu v a?/m?, tak dostdvame
Al = 16mm? — 4ma? |
Ay ~ 4na® (1.36)
a pro a — 0 tak skutecné povrch vnéjsitho horizontu odpovida Schwarzschildové
feseni kde r;, = 2m a povrch vnitiniho horizontu jde do nuly.

Povrch tedy zavisi na parametru m a ¢lenu ma = L, ktery lze interpretovat
jako moment hybnosti. Pro dvojrozmérny povrch horizontt zle spocitat Ricciho
skalar a vyjadrit ho jako
2 (ri + a2) (ri — 3a? cos? 0)

(r2 + a2 cos? §)°

Rop = (1.37)
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Pro 6 = 7, tedy na rovniku horizontu, dostdvame
2 (rl+a?
Rop|,_, = (i) > 0. (1.38)
6:5 i

Tato hodnota je vzdy kladnd a tudiz i zakfiveni této plochy v okoli rovniku je
kladné. Pro pdl, tedy pro 6 = {0, 7w}, dostavame

2(r2 +a?) (r2 — 3a?
R2D’9:{0,w} - ( - (r3 1((1:)3 ) ' (1.39)

Vidime, Ze tento vyraz mize byt zdporny pro ri < 3a?. Podivame-li se na chovani
vnejsiho horizontu na 7, tak je zakriveni zadporné pro
V3la| > |ry| = m+ vVm? — a2
— (V3|a| = m)? > m? — d?
— 4a® > 2v/3am

3
= a> \é_m : (1.40)

tedy zaporné zakiiveni miize nastat i pro m > a a tedy i pro feseni bez nahych
singularit. V takovém ptipadé jiz nelze geometrii objektu vlozit do tfirozmérného
euklidovského prostoru.

1.4 Ergosféry

Vné horizontu udalosti vznika pro rotujici ¢erné diry nova oblast, takzvana
ergosféra. Jedna o oblasti, kde nelze, vzhledem k nekonec¢nu, zistat v klidu. Po-
zorovatel, ktery je v klidu vzhledem k nekonecnu je popsany svétocarou X (t) s
prislusnym te¢nym vektorem 7

X(t) = (t,?”07€0,¢0> — T(t) = (1,0,0,0) . (141)

Pokud chceme, aby se jednalo o skutecného pozorovatele, musi byt navic vektor,
tedy norma vektoru musi byt zaporna

2mr
0> g, THT" = B:L—<1—) 1.42
In Ju r2 + a2 cos? 0 (142)
Aby tedy mohl pozorovatel zustat v klidu, tak musi platit
—(r* —2mr +a*cos?0) < 0, (1.43)

tedy aby byl ¢len v zévorce kladny. Reseni této kvadratické rovnice ziskdvame
dalsi, velmi dilezité, radidlni hodnoty 7., pii kterych vyraz meéni znaménko.
Podobné jako s horizonty udalosti, vymezuji plochy konstantniho r.. specifické
oblasti prostorocasu. Explicitné

Tex =m £ vVm?2 —a?cos?f (1.44)
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a hned je vidét (napiiklad volbou r = m), ze v oblasti 7., > r > r._ nerovnice
(1.43]) neplati a pozorovatel se musi, vzhledem k danému soutfadnému systému,
pohybovat. Déle vidime, ze plati

Tey > Ty ZT7_ > Te (1.45)

a pro 6 = {0,7} prejde rovnice na rovnici pro horizonty r., tedy na polech
se vnéjsi horizont dotyka s vnéjsi hranici ergosféry a vnitini horizont se na pélech
dotyka s vnitini hranici ergosféry. Také vidime, ze pokud zastavime rotaci ¢erné
diry, tedy a — 0, tak

Ter =Ty =2m 7o =7_=0. (1.46)
Vnéjsi ergosféra tedy splyne s vnéjsi horizontem udalosti a vnitini ergosféra i

horizont udalosti zaniknou. Vznikne tak jen jeden sféricky symetricky horizont
udalosti Schwarzschildova feseni.

Obrazek 1.1: Znazornéni vnéjsi ergosféry, vnéjsiho horizontu, vnitiniho horizontu
a vnittni ergosféry Kerrovy cerné diry ve sférickych souradnicich
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Obrézek 1.2: Znazornéni vnéjsi ergostéry, vnéjsiho horizontu, vnitiniho horizontu
a vnitini ergosféry Kerrovy cerné diry v kartézskych souradnicich

1.5 Invariantni charakterizace Kerrova reseni

Nejprimocareji 1ze Kerrovo cernodérové feseni jednoznacné charakterizovat
nésledujici sadou na konkrétnich soufadnicich nezavislych podminek: [

o vakuové TeSeni Einsteinovych rovnic gravita¢niho pole,
o axialné symetrickd prostorocasova geometrie,

« geometrie algebraického typu D Weylova tenzoru,

e stacionarni reseni,

o asymptoticky plochy prostorocas.

Tyto obecné vlastnosti Kerrova feSeni, podrobnéji rozebrané v [11] a [10], tak
tvoli postacujici podminky pro to, aby obecny prostorocas byl prostorocasem
Kerrovym.

Jiny zpusob jak lze jednoznac¢né identifikovat Kerrovo reseni nehledé na sou-
radny systém, je zavedenim jeho charakterizace pomoci invariantii. Ty lze sestrojit
mnoha zptisoby a pocet invariantti, které jsou potreba pro plnou charakterizaci
feseni se lisi dle zpusobu jejich zavedeni. My zde uvedeme postup z clanku [15] a

2Dalsi 7 klasickych konstrukef Kerrova prostoro¢asu odpovid Carterové praci [14]
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zavedeme nasledujicich sedm invariant

Il = Oaﬁwsoaﬁ’yé ;

I3 = V,Cap,s VO
14 = V,Copys VFCP

Y

Is = a,a" |
-[6 = bﬂb# s
I; = a,b" |

(1.47)

kde a = =V, 11, b= -V, Iy a Cj5 s je dudl Weylova tenzoru C,p,s. Pouze Ctyii
z téchto sedmi invariantii jsou nezavislé a proto mame t¥i omezujici podminky
dané rovnicemi

12
Is — I5 + 5 (1113 — I:14) =0,

I — (; (I + I, I3) =0,
ANLI (17— 13) (I3 = 313) = 1. (315 = I7) (I} — 61713 + I3) . (1.48)

V Kerrové prostorocase musi platit rovnice a jsou tak uzitecnym nastrojem
pro hledani Kerrova reseni v obecném tvaru metriky, ktery odvodime v nasledujici
kapitole, a ktery by mél byt explicitné uzit v kapitole posledni.

Kombinaci téchto invariant 1ze, mimo jiné, vyjadrit hmotnost a spin Kerrovy
cerné diry. Hlavné se ale daji pouzit i k méreni lokalni ,,Kerrovosti“ prostorocasu.
Naprtiklad zavedenim bezrozmérného invariantu

I — I + % (113 — I214)
(17 + 13)°*

X : (1.49)

ktery je pro Kerrtv prostorocas identicky nulovy diky (1.48]). Pokud nulovy neni,
tak se sice nejedna o Kerriv prostorocas, ale nevime jak moc se lisi. Proto byl v
praci [I5] z invariantu x sestrojen dalsi invariant

2

K=e" (1.50)

kde s je kladny parametr, ktery lze také pouzit pro méreni , Kerrovosti metriky.
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2. Netwistujici geometrie

V této kapitole se budeme zabyvat netwistujicimi geometriemi. Pfesnéji odvo-
dime obecny tvar metriky, ktery povoluje existenci netwistujici nulové geodetické
kongruence a pomoci optickych skalari dokazeme, ze se o netwistujici geometrii
skutecné jedna. Tato kapitola ¢erpa predevsim z prehledu [16] a [17].

2.1 Nulova foliace

Vezméme obecny cCasoprostor generovany metrikou g,,. V této kapitole také
predpokladame, ze dimenze tohoto ¢asoprostoru je D > 4 obecnd, a ze je lokalné
popsany souradnicemi x*. Foliaci nulovymi nadplochami lze provést napriklad
tak, ze v kazdém bodé svétocary (u) s parametrem u ,blikneme* a zkonstruu-
jeme svételny kuzel. Kazdy kuzel je tak jednoznac¢né urceny hodnotou parametru
u. Takto jsme vytvorili nulové nadplochy wu(z*) = konst. Témito nadplochami
lze vyplnit cely prostor. Hodnotu parametru v tak budeme nadale pouzivat jako
novou souradnici v tomto ¢asoprostoru.

Definujeme normalu k témto nadplocham (ktera je zaroven tecna) jako

ky=—u, =—0,, (2.1)

kde posledni rovnost plati proto, ze tento gradient je, vzhledem k bazi kde je u
souradnice, jednoduse 1 pti derivovani podle u a jinak 0.

Normala ke svételné nadplose musi byt také svételnd a proto je to zaroven
tecna. Musi tedy obecné platit

0= g"kk, = g"ouse = g . (2.2)

Zdvizenim indexu u k, ziskame nulové vektorové pole k* = gt”k,,. Uzitim ((2.2)
dostavame

0= (9""kukv).a = " kpaky + " kukya = 2k,o k" (2.3)

nebot kovariantni derivace je komaptibilni s metrikou a v posledni rovnosti jsme u

jednoho ¢lenu jen preznacily indexy. Rozepsdnim kovariantni derviace ziskavame
v v

Fpa =Ky — ka’y = Upa — IV, = kay s (2.4)

246 )

kde potrzené indexy znaci, ze je v nich vyraz symetricky a lze zaménit jejich
poradi. Diky tomu lze vyraz ({2.3) pfepsat nasledovné

0 = Kk = kayk? = KO k" . (2.5)

Pokud oznac¢ime integralni kiivky generované vektorovym polem k* jako x*(r),
kde r jen parametr podél téchto kiivek, tak k* = (ﬁ:—:. Rovnici 1) lze tak prepsat
jako
d2z® da# dz”
0=k k" = +1* , 2.6
o dr? odr dr (2:6)
a tedy paralelni prenos je nulovy a integralni kiivky generované vektorovym polem

k* jsou nulové afinni geodetiky s afinnim parametrem r.
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Pokud parametr r pouzijeme jako druhou soutradnici, tak mizeme pro vekto-
rové pole k psat k = 0,. Neboli

kt = ot = g"k, = —g"o;, = —g"" . (2.7)
Dostavame tak podminky na kontravariantni komponenty metriky
gt=-1 a g™ =0, (2.8)

kde a # r,u diky podmince (2.2).

Nové zvolené souradnice jsou tedy (u,r,z%), kde latinkou budeme znagcit in-
dexy pravé zbylych D — 2 soutadnic x®. V téchto souradnicich 1ze metriku g*”
zapsat jako

[0 -1 0 0
RS
g = 8 g9 9] (2.9)
g g g

Aby mohla platit rovnost g"*gy, = 6, tak musi kovariantn{ tvar metriky g,
vypadat nasledovné

_guu -1 Gu2  Gu3

-1 0 0 0 ...
G = 920 0 922 g3 .| . (2.10)
0

93u g32  g33

Abychom souc¢inem téchto dvou maticovych vyjadreni metriky ziskali jednotkovou
matici, tak musi platit

Jua = 9ab9”s Guu = ="+ Guad™s  Gurg” =0 . (2.11)
Maticové vyjadieni g,, zapiSeme do podoby casoprostorového intervalu jako
ds? = guudu® — 2dudr + 2g,,duda? + gy daPdz? (2.12)

kde slozky g jsou obecné funkce souradnic g(u, r, x). Ziskali jsme tak obecny tvar
metriky povolujici existenci netwistujici nulové geodetické kongruence o ¢emz se
presvédcéime v dalsi podkapitole.

2.2 Optické skalary

V této podkapitole popiseme geometrické vlastnosti nulovych kongruenci ve
smérech D — 2 ortogonalnich prostorovych vektorti. Nejprve na prostoru dimenze
D zvolime dva svételné vektory k a 1 a dale bazi D — 2 prostorovych vektoru
{m,;} 25! na prostoru kolmém k prostoru generovaném k a 1 tak, aby byly splnény

nasledujici vztahy
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Vektory (k,1,m;) tak generuji tento prostor. Nyni ze vztaha (2.13) dovodime
obecny tvar metriky, kterd to splnuje. Z prvni podminky a ortonormality baze
{m;}75"' dostévame

1 =Fk,0" =g k""" = guw=—kpl)+ fu, (2.14)

kde jsme museli provést symetrizaci v k a 1 z podminky symetri¢nosti metriky.
Snadno se piesvédcime, Ze je vyraz —Fk,l,) nulovy v soucinu s jakoukoli jinou
kombinaci bazovych vektort nez k a 1. Proto tfeti a ¢tvrtou podminku (2.13))
splnuje automaticky.

Z druhé podminky dostavame

§ = gumimf = fumim§ =0; = fu =3 mum,+h,, (2.15)

a vyraz Y;mi,m;, také spliuje tfeti i ¢tvrtou podminku z (2.13). Pro hy, tak
dostavame podminky

ha'b” =0 pro Va,be (k1lm;), (2.16)

coz splnuje jen h,, = 0. Tvar metriky vyhovujici podminkdm (2.13) je tedy
jednoznacné urcen jako

G = =2kl + 5,-jmsz; . (2.17)

Na cesté za optickymi skalary si dale kovariantni derivaci vektoru k rozepiseme
jako obecnou linedarni kombinaci v béazi (k,1, m;)

ku;a = Kllkuka -+ Klokula + Klik’#mia + Kﬂm;ka + Kiolea + K”m;m]a . (218)

Uzitim vztaht (2.13)) snadno vyjadiime jednotlivé koeficienty projekei kovariantni
derivace vektoru k, pro nase tucely oznacené jako K, tedy

Kll = k‘u;alula, K10 = ku;al‘uka, Kli = —ku;al“m?, (2 19)

Kﬂ = —k#;amfla, KiO = —k#;amfk:o‘, Kij = ku;amfm?. '
Aby bylo vektorové pole k generovalo geodetiky, tak musi byt vyraz k&%
umeérny k, nebo roven 0 pro afinni geodetiky. Z vyrazu tak snadno na-
hlédneme vyznam nékterych koeficienti, pokud ho vynasobime k“. Dostavame
tak k. k® = — Kok, — Kiomz a tudiz K;p = 0, pokud pole generuje geodetiky a
pokud navic K9 = 0, tak se jednd o afinni geodetiky.

Nyni se zaméfime na prozkouméni koeficientu K;;, ktery popisuje geometrické
vlastnosti kongruence integralnich kiivek generované vektorovym polem k. Roz-
lozime si koeficient na jeho stopu, bezstopou symetrickou a antisymetrickou ¢ast
a pak kazdou c¢ast vyjadiime zvlast, tedy

Kij = ©dij + 04 + Aij (2.20)
kde
Tr K TrK;;
6= ﬁ’ 0ij = Kij) — ﬁéijv Aij = Ky - (2.21)
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Obrazek 2.1: Schématické znazornéni expanze nulové geodetické kongruence

Tyto veliciny se bézné oznacuji jako expanze, shear a twist dle jejich geometric-
kého vyznamu viz nize.

Pro afinni geodetiky lze expanzi pfepsat do nasledujiciho tvaru.

D—1 1 D—1 1 D—1
Kij=——> k', koG Yme
D 2; i Z mm D—2 7gM ;77%7)1Z
1 2
k" g (97 + 2671Y) = k00 + oK k1
1 1 1
ey R R 'S 1 A mp—— iy S
D—2" T D2 D2
N——
=0
1 11 1
= ——k° k" )ol® = ——k% ., | 2.22
Do et 3kl = 55k (222)

=0

kde prvni clen je roven nule proto, ze se jedna o affini geodetiky a druhy c¢len je
roven nule, nebot jde o derivaci konstanty. P1i vypoctu jsme pouzili definici Kj;

dle a obecny tvar metriky (2.17)). Pfipomenme, Ze index ¢ znac¢i o ktery z
{mZ > Vektoru se jedna a slozky Vektoru popisuji fecké indexy. Na Tecké indexy
se navic vztahuje Einsteinova sumacni konvence, ale pro prehlednost se zde pres
index ¢ s¢itame sumou.

Podobnym zpiisobem prepiseme i shear do tvaru pro affini geodetiky. K tomu
se nam bude hodit nejprve dokazat nasledujici identitu.

D—-1 D—-1 D—1
Y KKy = kpkags (Z mf”ﬁ) (Z mgm]@)
=2

i,j=2 i=2
- ku;uka;ﬁ(gua + 2]{;(“[&))(9”6 + zk(ylﬁ))
=k k" (2.23)

kde jsme pouzili jen definici metriky (2.17)). Kvadréat shearu tak muzeme pro afinni
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Obrazek 2.2: Schématické znazornéni shearu nulové geodetické kongruence

geodetiky zapsat jako

D—1 D—1
of = > oyoji= Y (K — 00;) (K — ©d)
i,j=2 i,j=2
D—-1 D—1 D—1 D—1
2
= > KKy —© D Kajydji —© Y Kindij + 0% Y 005
i,j=2 i,j=2 i,j=2 i,j=2
1 1 D—-1 D—-1 D—-1
- §kuwkwy T §k'/;uku;y -0 Z Ki; —© Z Kii + Ch Z Oii
=2 =2 =2
= k() k" — 2(D — 2)0* + (D — 2)©?
1 1
= ki k? — (D — 2)———(k* )% = k(o k" — k)2 2.24
(ws5v) ( >(D — 2)2( ,Oc) (mv) D — 2( 704) , )

kde jsme mimo identity (2.23|) pouzili také definici expanze (2.21)) a tvaru expanze
pro afinni geodetiky ([2.22]).

Velmi podobnym zptusobem lze odvodime i tvar kvadratu twistu pro afinni
geodetiky jako

D—-1 D—-1
1 WV 1 WV WV
AP = 30 A= 30 Ky Ky = Shuk™ = Shik!™ = ko B, (2.25)
4,J=2 ,j=2

kde jsme opét pouzili identitu ([2.23)).
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Obrazek 2.3: Schématické znazornéni twistu nulové geodetické kongruence

Optické skalary pro netwistujici geometrii

Diky (2.1) , (2.7) a tvaru metriky (2.10]) lze kovariantni derivaci nulového

vektorového pole k zapsat jako

Kua = Fpa — ky SFZa
u 1 VK
o
en 1.
- _557« (gn,u,a + ko, — g,ua,n)

1

- 2( gr,u,a + gra,,u _g,ua,r)
—— ——

—0Em —oEm

1
= _igwﬂ“ . (2.26)

Uzitim ([2.26) prepiSeme expanzi a kvadraty shearu a twistu do nového tvaru. K
tomu se nam bude hodit néasledujici vlastnost metriky. Dle maticového vyjadreni

(2.9) a (2.10) vidime, Ze
g #0 pro p=r a ¢"gu,=—(-1),=0 = ¢"gu, =0 Vu,
Grue =0 Y = ¢V grur =0 Vo . (2.27)

Diky tomu plati
g'mjg;w,r - gijgij,r . (228)

Tento vztah lze prepsat elegantnéjsim zptisobem pomoci logaritmu znamé identity
pro diagonalizovatelné matice det(exp(A)) = exp(Tr(A))

Qi i Gijr
as0 = Te(g050) = To(227) = e((ny),) = (et (220
1)
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Uzitim odvozenych identit dostavame

p22) 1 @-26) 1
oBB_ 1 am B 1 o,
D29 " oD —2)7 Jen
1 ij 2:29) 1
-2 iir = ————(Indet gi;), , 2.30
2(D—2)g g]v 2(D—2)(n eg]), ( )
» @291 angr L w o
o 4g;w,rgo<ﬂ,rg g 4(D — 2) g,ul/,rgozﬂ,rg g
ez 1 i 1
— Zgij,rgkl,rgk gl] - (D - 2)@2 ) (231)
g29) 1 an B
A2 — Zg[uu],r Gap,rg ,ug,B =0 5 (232)
——

=0

nebot antisymetrizace symetrické metriky je samoziejmé nulova.

K netwistujicim geometriim lze pristupovat i z druhé strany. Frobenitiv teorém
stanovuje, za jakych podminek Ize varietu rozdélit nulovymi nadplochami, které
jsou kolmé na vektorové pole k. Tuto podminku lze zapsat v nasledujicim tvaru

kb =0, (2.33)
coz pro vektorové pole k, = —u , jisté plati. Podminku vSak lze formulovat ekvi-
valentné jako

v 1 7 j v 1 7 i
0= k[u;aky]l = gAijm[Mmék‘,,]l = —gAiijme s (234)

kde jsme provedli projekci na nulovy vektor 1 a pouzili definici A;; (2.21)). Pod-
minka (2.33)) je tedy ekvivalentni podmince A;; = 0. Diky (2.32) je tedy vektorové
pole k netwistujici.

Rozlozeni prostorové metriky

V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat slozkami Riemannova a Ricciho
tenzoru a Ricciho skalaru. Obecné se jednd o slozité vyrazy poskladané ze slozek
metriky a jejich derivaci. Pomoci optickych skalart lze tyto vyrazy prepsat do
kompaktnéjsiho a geometricky nazornéjsiho tvaru. Prepis vSak neni snadny a pro
vypocty je praktické po vzoru [18] rozlozit prostorovou metriku na

Timto rozkladem lze determinant prostorové metriky prepsat do tvaru

det 9ij = det (’Yijp_2) = p_Q(D_2) det Yij = p2(2_D) > (236)

=1

kde jsme pouzily vlastnosti determinantu. Uzite¢na bude také identita (2.29)) pro
derivaci unimodularni ;;

fyijfyl-j,r = (In(det;;)),» =0 (2.37)
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Dosazenim vztahu ([2.36)) do rovnice (2.30) nabyva expanze tvaru

2(D —2)
O=—"7"7""-(1 »=—(l o 2.38
5 ), = ~(np) (2.38)
Kvadrat shearu (2.31]) po dosazeni (2.35) lze upravit nésledovné
1 _ _ T
0 =20 (P7*7) 1 (0" m) "7 — (D = 2)(Inp);,
1

S| - . .
=itV A+ = 0 0% ™ ey
4 4 —_— —\—

:(@—2),7»)2 =05 =4

p—2

1y Y 1, _ L
+ =2 (072) r Y Y Vi + 02072 ViV A Vel
4 ~—— 4 N~——

:(Sli :5;?

— (D = 2)(Inp)},

1 1
=Ygy 4 5 (np~)3(D - 2)

4
1 —2 ij 1 2 ki
+ —(np™7) » i £ p™7) - Y Y,
4 ——— 4 ——
iy S0
— (D —2)(Inp);,
1 .
= ViVt
+(D = 2)(Inp); — (D - 2)(Inp)3,
=0
1 .
=i Yoy (2.39)

2.3 Riemannuv tenzor a jeho kontrakce

V prvni sekci této kapitoly jsme si ukazali obecny tvar metriky povolujici
existenci nulové foliace (2.12)). Pro vypocitani slozek Christoffelovych symbolu
této metriky uzijeme standardni definice

1 L
Fzy - 59/\ (gL,LL,l/ + G, — g,m/,L) ; (240)

a uziteénych vztaht Tim, lze explicitné vyjadiit jejich slozky viz [16].

Takto ziskané slozky odpovidaji Christoffelovym symboliim na celém prostoru.
Nyni se zamétime jen na pri¢ny prostor kolmy na soutadnice u a r. Indexy odpo-
vidajici prostorovym souradnicim budeme znacit pismeny latinské abecedy. Pro
pricnou metriku g;; zavedeme Christoffelovy symboly obdobné

i L
°T}, = 59 M(Giki + itk — 9ri) (2.41)
a pomoci nich zavedeme kovariantni derivaci na pri¢ném prostoru jako
Sm
Gupllq = Gup,g — Gum L g - (2.42)
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Tato derivace se chova netrivialné jen pro slozky metriky popsané jednim prosto-
rovym indexem a druhym pomoci v nebo r. Na takovéto slozky plisobi derivace
jen jako na 1-formu vzhledem k prostorové soutradnici. Slozky metriky popsané
jen prostorovymi indexy musi byt s kovariantni derivaci takzvané kompatibilni
Gpqllm = 0 a na slozky popsané jen indexy u a r pisobi derivace jako na skalar.
Pro vyjadreni slozek Riemannova tenzoru téz uzijeme standardni definice
R, =T  —T) +T¢ T -1 T (2.43)

UVE UK,V BV, K pET 75 200

a snizenim prvniho indexu dostavame Rqju. = 9o ,\R’Lw. Pomoci slozek Christof-
felovych symbolil vyjadiime slozky Riemannova tenzoru. A nasledné, kontrakcemi
Riemannova tenzoru, vyjadrime Ricciho tenzor a Ricciho skalar. To 1ze provést
piimo, jako jiz bylo provedeno v ¢lanku [16] a rovnice jsou uvedeny v Priloze.

Pro tucely dalsiho pouziti téchto rovnic je uvedeme do vhodnéjsitho tvaru.
Vsechny derivace podle prostorovych souradnic nahradime kovariantni derivaci na
pricném prostoru a nasledné presuneme derivace podle r co nejvice pred vyrazy
v rovnicich.

Pro usnadnéni pocitani si nejprve odvodime uziteéné vztahy pro praci s ko-
variantni derivaci na pricném prostoru. Konkrétné

gup,rl\q :gup,rq - gum,r SFZ,; 9 (244)
STm STm STm
gup||q,r =Gup,qr — (gum qu) I = Gup,qr — Gum,r qu — Gum FPQJ"
=Gup,rllg — Gum SFZ(LLT 5 (245)
1 1
Yulprlla) =5 Yupirlla = 5 Yuarllp
1 1 1 STm 1 STm
:iguPHQﬂ“ - §9uqllp,r _igum qu,r + igum qu,r
=0
=Gulp||q],r > (246)
1 1
Iplmulla) =5 9pmoulla = 5 Jpa,ullm
1 1 1 Sk 1 Sk

:igpm,uq - §gpq,um + §gkq,u Fpm - igkm,u qu

1 Stk 1 STk
_igplau qu+§gpk:,u qu

=0

1

(29u[j\|p] + Gipu) =Gujp — Gup.j T Gipu —Gum SF% + Gum SFZ;'
=0
=(29j(up) — Gupj) » (2.48)

1 1 1 STm Sm
Gulplla) = 59up.a ~ 59uap =5 Gum Ly + 5 9um Lo

=0

=Gulp,q] > (249)

1 1 1 STm 1 STm

Gu(plla) =5 9up.a + 5Guap = 5Gum Loy — 5 9um Lo
=Yu(p,q) — Gum SF;:} ) (2.50)
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1 1

Gulg,m]||p :§9uq,m\|p - igum,qllp

1 1 1

k Sk
2guq,mp - igum,qp - §guk’,m qu - iguq,k Fmp

1 1
+ 5 uk,q SFI:np + 5 Yum,k SF];p

2 2
:gu[q,m],p - gu[k,m} SFI;p - gu[q,k} Srfnp ) (251)
Sm
Guu|pllg =uu,pllg = Guu,pqg — Juu,m qu . (252)

Uzitim téchto netrividlnich vztahi lze rovnice z ¢lanku [16], které v jejich
pivodnim tvaru uvadime v Priloze, upravit do nasledujici o poznani kompaktnéjsi
podoby.

Pro slozky Riemannova tenzoru kfivosti takto dostavame

1 1,

Rrprq = _igpq,rr + Z.g ]gip,rgjq,r 5 (253)
1 1 ..

Rrpru = _§gup,7"r + Zgzjgip,rguj,r ) (254)
1 1 ..

Rruru = _§guu,rr + Zg”gui,rguj,r ) (255)

1
RTpkq = gp[k,qu} + 1 (gpk,rguq,'r - gpq,rguk,r)
1

_zgri (gpk,rgiq,r - gpq,rgik,r) (256)
1 1 1
Rrpuq = 5974777’”!1 - §gpq,ur + 1 (gup,rguq,r - gpq,rguu,r)
1

_Zg (gup,rgiq,r - gpq,rgui,r) + Zg Giq,r (29u[j|\p] + gjp,u) 5 (257)

1 i
RT’UPQ = Gulp|lq],r — Zg (guz?mgiqm - guq,rgip,r)

1

+19ij [giq,r (29u[jup] + gj,,,u) — Jipr (29umlq] + gquu)} , (2.58)

1 1 1.
Rruup - §guqu,r - §gup,ur - 19 (guu,rgz'p,'r - gup,rgui,r)

+jlgij [gip,r (2guj,u - guuH]) = Gui,r (2gu[]\|p] + gjp,u)} , (259)

| - 1
Rypig = SRkplq + = 9" (GrqrGptr — Gkt pg.r) + ngl,r [qu,u - QQU(qu)}

4
1 1
+ngq,7“ {gkl,u - QQU(RHZ)} - ngq,r [gpl,u - 2gu(p||l)}
1
_nglm [gk:q,u - 2gu(k\|q)} ) (260)
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1 rr
Rupkq = gp[k,qu} - gu[k,q]Hp + Zg (guq,rgpk,r - guk,rgpq,r)

1
+Z (guu,quk,r - guu,kgpq,r)
+411 [guk,r (gpq,u - 2gu(p|\q)) — Gug,r (gpk:,u - 2gu(le~c))}

1 7
+19 |:gpq,r(29u[z||k] + gzk,u) - gpk,r(qu[qu} + giq,u):| ) (261)

1 1

Rupug = Gu(pullg) — B <9pq,uu + guquHQ) + zgrr (Gup,rGugsr — Guusr Ipa,r)
_iguu,r [2gu(p||q) - gpq,u} - legpq,r [guu,u - gM (qui,u - guqu)}
"’leguza,r {guullq - gM (29u[illq] + giq,un
1

+Zguq,r [QUUHP - gri (29u[z||p} + gip,u)}
+i9” (29t + 9iva) (290utitial + Gigan) (2.62)

Ricciho tenzor, ktery vstoupi do Einsteinovych rovnic gravitacniho pole, je

1 1 ii
R, = _igpquq,rr + ngqg ]gipﬁgj%r ’ (263)
1 1 1

s 1
Rru = _§guu,rr + 59 Guirr + igpqgup,rﬂq - igpquq,ur

+;gpqgup,r (Guar — 9" Giar) — igp"gpq,r (Guur — 9" ui)

(i
+ngqg ]giq,r(29u[ij] + gjp,u) ) (2'64)

1

1 ri
Ry = _§guk’,rr + 59 Gikrr + gpqu[k,TH‘ﬂ

"‘;gpquk,r (guq,r - gTigiq,r> - igpquq,r (guk;,r - grigik,r) y (265)

1

rr i ri 1
Ruu = _59 Guu,rr — 9 Guul)i,r +g Gui jur + §gpq (29up,u||q = Ypauu — guquHq)

1, . L.,
+§g pg 1 (guu,rgpq,r - gup,rguq,r) + Zg gpq (29up,rguq,r - guu,erq,r)

_igpqgn [gip,r<2guq,u = Guullg) = Gupsr (29ufqli) + ng‘,u)}

_legpqguu,r {QQuqu - gpq,u} + ;gpqgup,r {guu,q - gM (29u[z\|q] + giq,u)}
_igpquq,r [guu,u - gri (zgm,u - guu,z)]

+i9pq9ij (29u[j||p} + gjpm) (29u[¢||q} + giw) ) (2.66)
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1 1 1 1 |
Ruk = _Eg Guk,rr — Eguqu,r + S Guk,ur + g (gu[l,er} — 5 9uk,r||i + 7gki,u7")

2 2 2
1 rr
+gpq(gp[k,u||q] - gu[k‘,q]Hp) + Zg gpq <2gpk,rguq,r - gpq,rguk,r)
1 T 1 rp T
+§g (guu,rgik,r - guk:,rgui,r> + 59 pg q(gukﬂ“gpq,r - gkp,rguq,r)

1 i 1 7

+59"9 200k Gulall) = Ginr (2Gulity + Ggra) | + 19719 Ipar (29t + Gin)
1

+ngq {Qka,rguqu + 2gpk77“guq,u + 2gup,rguq\|k - guk,r<29up||q - gpq,uﬂ
1

_ngquqmguuﬂk 5 (267)

S 1 rr ri
Rpg="Ryq — 59 9pg,rr + Gpgur — Gu(p,rllg) T 9 (gz‘(p,ruq) - gpq,rui)

rr 1
+Zg gkl(2gkp,rglq,r - gkl,rgpq,r) + = (gpq,rguu,r - gup,rguq,r)

2
1 &)
+§g (gup,rgiq,r + Guq,rGip,r — 29pq,rgui,7‘)
1 T T 1
—|—§g 9" (Gpar Ghtr — Yok Jalr) — nglgkl,r [2gu(p|\q) - gpq,u}
L Ly
— 19 Ipar [2guk|\l - gkl,u} 59 Gkar (gpl,u - gpqu)
L g
_59 Jkp,r (gql,u - gqu||l> . (268)

A konecné Ricciho skalarni krivost muzeme zapsat ve tvaru

R= "R+ Guurr + (679" — §"°9") Gpgrr — 29" Gui,rr

ri 1
+2gpq(gpq,ur + gpu,r||q + 29 gp[i,qu]) - igpq <3gup,rguq,r - 2guu,rgpq,r)

+9"9" (3Gup.rGiar — 29ui.rGpar) + ig’“’“gpqg’” (39kpaGiq.r = Git.rpa.r)

—ggpqgrkgﬂ (39plrIrasr — 29pg.rGrir)

—;gmg’“l (951 (29uplla = Tpgs) + Grar (3ptu — 20upit)| - (2.69)
Tyto vyrazy se pokusime vyuzit v nasledujici kapitole k formulovani Einsteino-

vych rovnic gravitacniho pole a prfimém hledani Kerrovy metriky v netwistujici
parametrizaci.
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3. Kerruv prostorocas v reci
netwistujicich souradnic

Jiz jsme prozkoumali tvar Kerrova feseni v nékolika souradnych systémech
a také obecny tvar metriky povolujici existenci netwistujici nulové geodetické
kongruence. Nyni bychom radi zapsali Kerrovo feseni pravé v feci netwistujicich
souradnic. Jinymi slovy musime urcit obecné koeficienty tak, aby se jednalo
o Kerrovo feseni. Prozkoumame nékolik metod, jak toho lze docilit.

3.1 Prechod od neafinni parametrizace

V ¢lanku [19], a diive jesté v [20} 21], byl nalezen tvar metriky Kerrova feseni v
feci netwistujicich soutradnic, avsak jen pro obecnéjsi ptipad neafinnich geodetik.
Odvozeny tvar metriky v soufadnicich (7, u, 9, ¢) je nasledujici

2M7 2
ds? = (1 227 (du—2 ‘ dﬁ)du
p|? cosh” X cos

2 9.2 \[F 2
—2[")' _ r(l— ¢ >tanh2X]dud%
VR |pPVR P+VR
4 4a> M7 tanh® X
=% M7 tanh? Xdudp — a T;m
1p|? |p|? cosh® X cos
7+ a? (2M7 + 72) cosh™2 X
|p|2 cosh? X cos? )
tanh® X
|p[?

kde jednotlivé symboly oznacuji

n dddyp

dvy?

<a2A sech® X + R) de? | (3.1)

ia
:~ 1 hX:~ _—
~p T 4 1a sec T+coshX’
A=a®+7 - 2MF

TN’i:M:t\/M2—(I2,

R =+ a*7* + 24> M7

P = G,2 + %2
] . i 1 1+ sind
X = a(7) + arthsind = a(7) + 2 In (1—51m9> ’
a®) = [ o du . (32)

 Jry U+ a2u? + 2a2Mu

a konstanty M a a predstavuji dva nezavislé parametry.

3.1.1 Neafinni parametrizace: obecny tvar

V kapitole 2 diskutovand Rovnice (2.12)) popisuje obecny tvar metriky po-
volujici existenci netwistujici nulové geodetické kongruence. To jsou velmi silné
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pozadavky a proto by nas zajimal ptripad, kdy snizime naroky na vektorové pole
k = 0, a pripustime i geodetiky, které nejsou afinni. Tim je mysleno, Ze normélu
k tecnam zavedeme jesté s obecnou funkei souradnic h(z*) jako

ku=—hu,=—ho" (3.3)

a g"" slozka metriky (a g,.) tak nebude jednoduse —1, ale obecné funkce vsech
soutadnic. Tvar metriky pro neafinni parametrizaci lze najit souradnicovou trans-

formaci
r=f(,u,x), (3.4)
kdy r bereme jako obecnou funkci souradnic. Diferencial r je tak ve tvaru
dr f of ——du + —fd P (3.5)

87“ 8u OxP
Vlozenim do rovnice (2.12)) tak dostdvame tvar metriky

ds* = (Guu — ng) - 2(gfd A7 + 2(gup — g;;)dudxp + gpgdzPdz?
= Juudt® — 2G,:dud? + 27,,duds? + g,,daPda? (3.6)

ktery jiz odpovidd zndAmému tvaru Kerrova prostorocasu (3.1).

3.1.2 Specifikace vhodné transformace souradnic

Vyjdeme z obecného tvaru metriky pro neafinni geodetiky (3.6|) a na pricném
prostoru zavedeme souradny systém popsany (¢, ). Metrika tedy nabyva tvaru

ds? =g, du’ — 27,,dud? + 27, ydudd + 23, ,dudp + 2g9,d0dp
+ gopdddd + gy,depde . (3.7)

Nenulové maticové elementy (3.1)) vyjadiime explicitné a ddme je do rovnosti s
obecnymi koeficienty z (3.7

~ 7’ + cosh2X
gu?’ = po =
Vit + a2 + 2a2 M7
2a2 M7 tanh® X (72 + Vit + a%72 + 2a2M7)
(r + Coshg ) Vit + a?i? + 2a2 M7 (a? + 72 + Vit 4 a2 + 202 M)
of
= L 3.8
a;f, ) ( )
2MT 2M~ 0
|p| 7‘ + Costh ou
2M7 a af
g o=— 11— = Guy — — , 3.10
Tuo ( 72+ COS‘;; X) cosh? X cos v Fuo o ( )
2M7 0
G = tanh? X~ ng = Guy / , (3.11)
r cosh? X a(p
2M7a? sinh? X
Gop = — - — T (3.12)
cos 6 (r + =5 X) cosh™ X
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~4 2 2Mi ~2
™+ a*(2M7 + %) (3.13)

g9y = —
cos2 9 cosh? X (7’ + Cosh2 X)
tanh X2 a? 0 o
= a® + 72— 2M7) + it + o7 + 2a* M7 | . (3.14
oo == e (e ) (3.11)

Kerriiv prostorocas v feci netwistujicich souradnic pro afinni geodetiky bychom
mohli ziskat vyfesenim téchto rovnic. Po nalezeni tvaru funkce f bychom mohli
vyjadrit 7 dle definice jako funkci 7 = 7(r 0 ,p). Maticové elementy
bychom tak nalezli derivovanim funkce f a naslednym dosazenim za 7.

Jiz pri pokusu o vypocet prvniho integralu vsak narazime na neteSitelny pro-
blém. Z prvni rovnice dostavame

f () = 7 . / a2d7
o Vit + a2 +2a2M7 ) cosh® XVt + a2 + 222 M
2a2M7" tanh® X (72 + Vit + a2 + 2a2M7)d7
_/ + % X \/r + 272 4 2a2M7(a? + 7 + Vit + a2 + 282 M7)
(3.15)

Pokud dosadime za definici X z (3.2)), tedy

7 adu 1 1 +sind
X = —In| —— 3.16
it \/u4+a2u2—|—2a2]\/[u+2 n(l—sinﬂ) ’ ( )

tak vidime, ze vypocet integrali by byl znacné obtizny. Zarazit nas vsak muze jiz
prvni, jednoduse vypadajici, integral z , ktery nema analytické reseni. Touto
cestou tak miizeme dospét k pozadovanému vysledku, ale napriklad numericky.
Pokud chceme analytické feseni, musime zvolit jinou cestu.

3.2 Prechod od obecné netwistujici geometrie

Druhy zpiisob jak nalézt Kerrovo feseni v fe¢i netwistujici geometrie s afinné
parametrizovanymi geodetikami je pouzit obecné vyjadreni slozek Ricciho tenzoru
a skalaru pro metriku povolujici existenci netwistujici geodetické kongruence z
minulé kapitoly. Vidime, ze zadny metricky koeficient metriky v neafinnim tvaru
neobsahuje u. Do afinniho tvaru metriky se muze u dostat jen skrze derivace
funkce f. Jelikoz vsak hleddme Kerrovo teseni, tak chceme, aby byla metrika
stacionarni a proto budeme pokracovat za predpokladu

G =0 . (3.17)

Diky tomu nabyvaji slozky Ricciho tenzoru tvaru
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1 1 g
Rrr = _igpquq,rr + ngqgwgip,rgjq,r ) (318)
1 1 . 1
Rru:_* wu, T " ui,rr —g" up,r
5 Juwrr T 59 Guirr T 597 Juprila
1 . 1 )
_ 4P1 4T, T .pq i
+29 Gup,r (guq,r g gzq,r) 49 9pq,r (guu,r g guz,r)
1o
+§gpqgjgiq,rgu[j\|p] , (3.19)

1
Rr‘k = — 3 Yuk,rr + 9

: 9" Gitrr + G Gpiterlla)

+;gpquk,7” (gqu - grigiq,r> - 1gpquq,r (guk,r - grigik,r> ) (320)

4
1 rr i 1 pq 1 rp Tq
R’uu = _5.9 Guuyrr — G guuHi,r - 59 guquHq + 59 g (guu,rgpq,r - gup,rguq,r)
1 Tr P4 1 pq T
+Zg g (Q.Qup,rguq,r - guu,rgpq,r) + 59 g (gipxguu”q + 29up,rgu[q|m>
1 1 71 1 i
_§gpqguu,rgup\|q + 2gpqgup,r (guu,q - 29 gu[z”q}) - ngquq,rg Guu,i
+6"19" Guljip1 Gulilla] » (3.21)
Lo 1 T 1 Pq
Ry, = —59 Guk,rr — §Quu|\k,r +9 (gu[z‘,er] - iguk,rﬂi) -9 (gu[k,q]up)
1 rr 1 i
+Zg gpq (Qng,TgUQJ‘ - gpq,rguk,r) + 59 (guu,rgik,r - guk,rgui,r)

1 TP LT e
+§9 P9 (Guke;r Gpgr — GhprGugr) + 971G (gpk,rgu[qu] - gipmgu[qu])

1 i 1
+§gpqg gpq,’/‘gu[in] + igpq (gpk,rguqu + gup,rguqu: - guk,rguqu)

1
_ngquq,rguuﬂk ; (322)
S 1 T T
Rpq = "Ryq = 59" Gparr = Jutparll) T 9" (Gitwrlla) — Iparlli)
1 rr _kl 2 . 1 o
+49 g ( gkp,rglq,r gkl,rgpq,r) + 9 (gpq,v“guu,v" gup,rguq,r)
1 Tt 1 rk r
+§g (gup,rgiq,r + Gug,rJip,r — 2gpq,'rgui,r) + 59 kg ! (gpq,rgkl,r - gpk,rgql,r)
1
_igkl (gklngu(PHQ) + 9pq,rGuk||l — Gkq,rGpu|ll — gk‘p,rgqqu) . (323)

Pro Ricciho skalar pak dostavame

R= "R+ guurr + (99" = 99" ) Gpa.rr — 29" Guisrr + 26" (Ipu,rlla + 29" Gofirlla)

_igpq (Sgup,rguq,r - 2guu,rgpq,r) + gpqgri (3gup,rgiq,r - qui,rgpq,r)

rr 1 r
+Zg gpqgkl (Sgkp,rglq,r - gkl,r.gpq,r) - §gpqukg : (Sgpl,r.gk:q,r - 29pq,7"gkl,r)

_gpqgkl (gkl,rguqu - gkq,rgule) . (324)
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Zabyvame se zde vakuovym resenim Einsteinovych rovnic (1) bez kosmologické
konstanty, které tedy nabyvaji tvaru

1
R — 5Rgw =0 (3.25)

Kontrakei této rovnice ziskavame podminku na nulovost Ricciho skalaru a tedy,
zpétnym dosazenim do rovnice, také podminku na nulovost Ricciho tenzoru

R, =0 a R=0. (3.26)
Aby se tedy mohlo jednat o Kerrovo reseni, tak musi byt splnény rovnice

(3.26)). Podivejme se nejprve na rovnici R,.. = 0 a prepisme ji pomoci optickych
skalart. K tomu se nam bude hodit nasledujici identita

gpq,rgpq,r :(gpigqjgij),rgpq,r = gpigqjgij,rgpq,r + gpigij gqj,rgpq,r + gqjgij gpi,rgpq,r
—— ——

—5" =5
=0" 9% Gijr Gpar + 9" Gpar + 9" o (3.27)
z ¢ehoz plyne
9" Gpar = — 9" 9% Gijr Gpar —40% — 4(D - 2)6* . (3.28)
Slozka R,, lze tak prepsat do tvaru
R, =— ;g”quq,w + ig”qg”gz-p,rgm
= - ; (9" pq.r) , + ;gp%gpw +0%+ (D —2)6’
B28) ; ("pqr) , — 0 — (D — 2)©?
=~ S 2@~ D)(np),), ~ o — (D~ 2)e’
B _(p-2)0, -0 — (D -2)0? (3.29)

kde jsme v tfeti rovnosti vyuzili (2.29) a (2.36)). Rovnice R, = 0 ndm tedy dava
podminku svazujici expanzi a shear vysledného prostorocasu

(D-2)(©*+0,)+0>=0 (3.30)

Tento vysledek 1ze také dostat z obecné Sachsovi rovnice, ktera plyne z definice
Riemannova tenzoru aplikovaného na libovolny geodeticky nulovy vektor &% s
affinim parametrem [22].

Jiz. z této rovnice je zfejma kvalitativni odliSnost a vyssi pocetni kompli-
kovanost obecného netwistujictho problému oproti Robinsonové-Trautmanoveé a
Kundtové t¥idé netwistujicich, bezshearovych a (ne)expandujicich geometrii. Ne-
nulovy shear totiz neumoznujé z této podminky piimo urcit zavislost expanze,
potazmo celé piicné metriky g,4, na soutadnici r. Tato skutecnost je klicova pro
urceni r-zavislosti i zbyvajicich metrickych funkei, tedy ¢, a guu, a naslednéhé
zjednoduseni dalsich podminek plynoucich Einsteinovy teorie.
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V tomto kroku by tedy bylo vhodné doplnit sadu rovnic pole, omezenou tva-
rem netwistujici metriky spolu s , o dodatecné podminky Kerrovosti pro-
storoc¢asu plynouci naptiklad z invarianti uvedenych na konci prvni kapitoly.
Muzeme doufat, ze pravé tyto podminky prinesou dalsi vazbu mezi shearem a
expanzi nulové kongruence k = 0, a umozni tak zafixovat jejich zavislost na
soutadnici 7.

Nésledné je mozné z komponety rk rovnic pole, viz , urcit tvar mimo-
diagondlnich metrickych ¢élent g,,. Poté lze vyuzit vztahu , tj. ru-rovnice,
k dospecifikovani funkce g,,. Alespon formalné lze omezeni plynouci z téchto
jesté relativné jednoduchych rovnic pouzit jiz v predchozim kroku pri konstrukei
Kerrovych invariant. I pres pripravné vypocty zustava finalni realizace tohoto
programu z divodu ¢asovy omezeni této prace nedokoncena.
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Zaver

V resersni ¢asti této prace jsme shrnuli zakladni vlastnosti Kerrova éernodé-
rového Teseni v nékolika standardnich souradnych systémech. Diky tomu jsme
se dozvedeli, jaké vlastnosti musi prostorocas splnovat, aby se jednalo pravé o
Kerrtiv prostorocas. Seznamili jsme se se strukturou horizonti a singularit této
rovnomeérné rotujici axialné symetrické cerné diry. Rovnéz jsme popsali nékteré z
moznosti jeji invariantni identifikace.

Ve druhé kapitole jsme zrekapitulovali konstrukei prostoroc¢asu adaptovanou
na nulovou foliaci. Ve stejné kapitole byl také zaveden formalizmus optickych
skalarii, pomoci kterych bylo ukézano, ze je geometrie popsand obecnym tvarem
metriky s nulovou foliaci netwistujici a ze jsme tak ve skuteCnosti nalezli tvar
metriky dovolujici existenci netwistujici afinné parametrizované nulové geodetické
kongruence. Nasledné jsme pro tento obecny tvar metriky prepsali znamé (viz
Priloha) explicitni vyjadreni Riemannova a Ricciho tenzoru a Ricciho skaldru do
nového geometric¢téjsiho tvaru pomoci kovariantni derivace na pricném prostoru
pro jejich vyrazné kompaktnéjsi a prehledny zéapis.

V zavérecné kapitole jsou popsany dvé z jisté vice moznych cest jak parame-
trizovat Kerrovo feseni pravé v feci nulové foliace adaptovanou na afinni geode-
tickou kongruenci. Prvni cestou, kterou je odvozeni afinntho tvaru z jiz znamého
neafinniho tvaru Kerrova feseni v feci netwistujicich souradnic, jsme se nevydali
vzhledem ke slozitosti integralnich rovnic urcujicich novy afinni parametr. Je to
vsak jedna z moznych cest, kterda by se jisté dala vyuzit pro numerické reseni.
Druhy postup spocival v tupravé slozek Ricciho tenzoru a skalaru pro obecnou
metriku s nulovou foliaci. Jelikoz hleddme vakuové teseni Einsteinovych rovnic s
nulovou kosmologickou konstantou, tak dostavame podminku na nulovost slozek
Ricciho tenzoru a jako jejich dusledek i Ricciho skalaru. Nejprve jsme slozky pre-
psali s podminkou na stacionaritu reseni. Nésledné jsme prvni slozku prepsali v
feci optickych skalarii a diky podmince na nulovost této slozky dostavame vztah
mezi expanzi a shearem, ktery lze rovnéz odvodit ze zndmé Sachsovi rovnice.
Timto zptsobem by se dalo postupovat dale pri tpravé dalsich slozek, coz se
vsak bohuzel ukazalo priliS ambiciézni a presahujici ¢asové moznosti této prace.

Za netrivialni vysledek této préace lze tedy povazovat ucelenou formulaci pro-
blému v jednotné notaci a poskytnuti vSech nezbytnych ingredienci k dalsim po-
kusiim o jeho Teseni. Otazka vysledného tspéchu ¢i netspéchu nami zvoleného
postupu vsSak vzhledem ke znacné pocetni narocnosti, kterou je evidentné mozné
ocekavat, zlustava oteviena.
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A. Priloha: Tenzory krivosti pro
netwistujici geometrie

V ¢lanku [16] byly pro obecnou metriku povolujici existenci nulové geodetické
kongruence (2.12]) odvozeny tvary prislusnych Christoffelovych symboli, Rieman-
nova tenzoru, Ricciho tenzoru a Ricciho skalaru.

Christoffelovy symboly

Christoffelovy symboly maji pro obecnou netwistujici foliaci slozky ve tvaru

T_O F'r_ 1 +17‘1 FT_ 1 +17‘1,
rr ) ru 29u7L,7’ 29 g’U/L,T ) rj - 29%],7’ 29 g’b]ﬂ’ 9
r 1 7
uu 5 |: g guu r guu,u + g (2guz,u - guu,z)} )
r 1 i
uj 5 [ g guj r — Guu,j +g (29i(u,j) - gw’,i)} )
T 1 ri
Uin=75 [ 9" Gjkr = 29u( k) T Giku + 9" (29iGk) — gjk,i)} ) (A1)
I, =0, I, =0, I =0,
1 1 1
r+« = Iy = rs = A2
uu 2guu7“ 9 2gu17“ 9 1] 291]7” 9 ( )
rr =0 y Fru = 59 ]guj,r s rk — 59 g]kr s
:m = 5 _g guu r + g (QgUJ u guu,j)} )
k= 5 __gmguk,r + 97 (29 (ur) — guk,j)] )
i Ly
=5 —g" g + 97 (29060) — gkl,])} , (A.3)

Riemannuv tenzor

Pouzitim definice (2.43) a vztahu Ruped = GaeR%eq 2 nich ziskdvame slozky
Riemannova tenzoru ve tvaru

1 1.

Rrprq = _igpq,rr + Zg ]gip,rgjq,r ) (A4)
1 1

Rrpru = _igup,rr + Zg jgip,rguj,r ) (A5)
1 1 ..

Rruru = _iguu,rr + Zg”gui,rguj,r ) (A6)
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1 1 i
Rrpkq = gp[k,q],r + — (gpk,rguq,r - gpq,rguk,r) — =9 (gpk,rgiqf - gpq,rgik,r)

4 4
+i9ij [giq,r (293'(1?,’6) - gpku’) — Jik,r (293'(17,!1) - gpqdﬂ ; (A7)
Rrpuq Gplu,q],r + le (gup,r.guq,r - gpq,rguu,r) - igri (gup,rgiq,r - gpq,r.Qui,r)
+igij {giqn‘ (291‘(%19) - guznj) = Guiyr (29j(p7q) - gpqﬁj)} , (A.8)
1

Rrupq = gu[p,q},r - ng (gup,rgiq,r - guqmgip,r)

+igij |:giq,r (29j(u,p) - gup,j) — Gip,r (zgj(u,q) - guq,j)} ) (Ag)

1 i
Rruup gu[u pl,r 49 (guu,rgip,r - gup,’rgui,r)

+i9ij {gip,r (QQUJ',H - gw,j) = Gui,r (29j(u7p) - gupvj)} ) (A.10)

1 rr
-9 (gkq rGpl,r — gkl,rgpqm)

Rkplq = SRkplq + 4

+ gkl r [gpq i 2gu (p,q) + g (291'(27,!1) - gpq,i)}

—I— gpq’r‘ [gk:lu 29u ki) T g <2gi(k,l) - gkl,i)

1

_7gkq r {gpl u qu (p,l) + g (2gi(p,l) - gpM)}
— Il (9ka = 20utka) + 97 (20i(k0) — Ira)] (A11)

1, 1
Rupkq gp[k ql,u gu[k,q},p + Zg (guq,rgpk,r - guk,rgpq,r> + 1 (guu,quk,r - guu,kgpq,r)

+le [guk,r (gpq,u - 29u(p,q)) — Guq,r (gpk,u - 29u(p,k))}
+1119M [guk,r (291‘(1),(1) - gpq,i) - gpk,r(2gi(u7q) - guq,i)}
[guq T (291 (k) — gpk,i) - gpqﬂ“(zgi(u,k) - guk,i)}

+ gij 29](uq guq,j) (29@(p,k) - gpk,i)

b
1
_1119” (295600 = 9un3) (204600 = Gpa) - (A.12)
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1

1 rr
Rupuq = gu(p,q),u - 5 (gpq,uu + guu,pq) + -4 (gup,rguq,r - guu,rgpq,r)

4
_leguuﬂ‘ {29u — Gpg,u gri (29i(p,q) B gpq?i)}
1
_ng%T [ wuyu 29mu guu,l)}
+i9um (G — (29““ 0~ i)

+leg (2gj(u,p) gup,j) (Zgi(wq) _ gw)

1,
9 " (29uju = Guuj) (29i(p,q) - 9pq,i> ;

Ricciho tenzor

(A.13)

. /1.2 , o o v cr s
Ricciho tenzor ziskdme kontrakei R, = ¢ Reaay = RS, @ slozky maji nésle-

dujici tvar

1

rr — _§gpquq,rr +

1

= iguu,rr +

1 i
R 199" 9ivrGiar
1 s
R 59 gui,rr + gpqu[u,q] g

+;gpqgup,'r (guq,r - grigiq,r> - igpquq,r (guu,r - gﬂgui,r)

1 iy
+19m9 ! [giq,r(zgj(u,p) — Gupj) = Guir(29jp.q — gpq,j)] ’

1 1 i
R'r‘k = —7guk,7-7» + 59 gik‘,TT + gpqu[kﬂ]vr

2

+;gpquk,r (guq,r - grigiq,r) - legpquq,r (guk,r - grigik,r)

1 ii
‘I'ngqg / [giq,r(2gj(p,k) - gka) - gik,r<29jp7q - gpq,j)} )

1 T i 1
Ruu = _ig Guu,rr — 29 Gulu,i],r + §gpq (29up,uq — Ypquu — gUU,PQ)

+;g”’g’“q (Guu,rIpar — GuprGugr) + ig’"’"g”q (29up,r Guq,r
—;gpqg” (9inr (29ugu — Guna) = Gupr (29a(ui) = Guid)]
—ig”qguu,T 120upa = Gpau = 9" (29ing — Gpai)|
+;gpqgup,r (Gung = 97 (20i(u.0) — Guq. )]

—ig”quq,r |G = 9" (2Guiu = Guns)]

+igpqg” (205wp) — 9ups) (20icu) — Gugs)

1 i
_ngqg " (20uju = Guug) (29ip.g = Ipai)
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(A.14)

(A.15)

(A.16)

- guumgpq,r)

(A.17)



1 ,

Ruk’ = _§grrguk,rr - gu[u,k],r + gm(gu[i,k],r - gk[u,i},r) + gpq(gp[k,q],u - gu[k,q],p)

1 rr 1 T
+Zg gpq (zgpk,rguq,r - gpq,rguk:,r) + 59 (guu,rgik,r - guk,rgui,r)

1 rp T
+§g pg q(guk,rgpq,r - gk:p,r.QuqJ)

1 i
_|_§gpqg [ZQuq,rgk[p,i} + zgpk,rgu[q,i} - gip,r(2gq(u,k) - guk,q)}

1 i

+ngqg [guk,r@gi(pﬂ) = 9pai) + par (29icu) — gukl)}
1

—I—ngq [4gpk,7“gu[u,q] + qup,rguq,k - guk,r<2gup,q - gpq,u) - gpqﬂ“guu,k}
1 i

+ngqgj (29j(u,q) - guq,j) (291(p,k) - gpk,i)

1 ..
_ngqgm (2gj(u,k) - guk,j) (2gip,q - gpq,i) 3 (A18)

1
S rr i
Rpg="Ryg — 59 Ipgrr t pgur — Gup)r + 9" (Gitp.a)r — Ipa,ir)

1
+Zgrrgkl(29kp,rglq,r - gkl,rgpq,r)
1 1 .,
+§ (gpq,rguu,r - gup,?'guq,r) + 59 (gup,rgiq,r + Guq,rGipr — Q.qu,rgui,r)
1 rk rl 1 kl i
+§g g (gpq,rgkl,r - gpk,rgql,r) + 59 (guk,r - 4g gik,r) (le(p,q) - gpq,l)
1 i
_nglgkl,r [QQU(p,q) — Ypgu — 9" (29ip,g) — gpq,i)}

1 T
_nglgpq,r {29uk,l — Oklu — 9 (29ik,l - gkl,i)}

_gklgkq,r (gp[l,u} + grigp[i,l}) - gklgkp,r (gq[l,u] + grigq[i,l]) . (Alg)

Ricciho skalar

Kontrakei R = ¢ Ry, ziskdvdme Ricciho skaldr ve tvaru

R="R+ guusr + (979" — 6”9 ) Gpasrr — 29" Guisrr + 496" (Gplqr + 9" Iplisglir)

1 i
_§gpq (Bgup,rguq,r - 2guu,rgpq,r> + gpqg (3gup,rgiq,r - 2gui,7"gpq,r>

1 rr 1 rk
+Zg gpqgkl (3gk’p,r‘glq,r - gkzl,rgpq,r) - igpqg kg : (3gpl,rgkq,r - Qgpq,rgkl,r)

1
_igpqgkl [gk‘l,r(qup,q - gpq,u) + gkq,r(?’gpl,u - qup,l) - 2guk,r(2glp,q - gpq,l)]

1 .
+§gpqgklgrz [gkl,r(Qgip,q - gpq,i) + gkq,r(ggpl,i - 2gip,l) - 29ik,r (29lp,q - gpq,l)] .
(A.20)
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