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1. Uvod

1.1. Ma motivace

Tuto praci jsem si vybral, protoze jsem chtél délat néco, co bude mit pro nékoho
alespoit maly pfinos. Elektronické sbirka feSenych uloh [1] umi byt dobrou oporou
studentlim, ktefi se citi v koncich a neumi si s né¢jakym problémem poradit. Z vlastni
zkuSenosti vim, Ze 1 kdyz cloveék tfeba nenajde piesné tu ulohu, kterou potiebuje
vyftesit, najde jinou, jejiz strukturované feSeni mu pomuze pochopit, proc a jak se dany
problém vlastn¢ fesi. V tom vidim veliky pfinos této sbirky oproti sbirkdm jinym, a
proto jsem si tuto praci vybral.

Tématem teoretické mechaniky jsem se zaobiral, protoze se mi tato partie
fyziky velice libi, povazuji ji za Cisté aplikovanou matematickou analyzu. OvSem
pravé z divodd, pro¢ se mi libi, mize byt nékterym studentim trnem v oku a
ptekaZkou na cesté za vzdélanim. NezZ jsem zacal pracovat na této praci, nebyla ve
sbirce v kapitole Tuhé téleso ani jedna zpracovana uloha a tuloh zahrnujicich
aproximace pro malé kmity bylo ve sbirce poskrovnu. Z toho diivodu jsem se rozhodl
tato dvé témata ve sbirce trochu obohatit.

Déle mi tvorba téchto uloh pfijde jako dobra ptiprava na pozici pedagoga,
jelikoz ¢lovéka nuti udit se vysvétlovat tlohy krok po kroku, véetné vSech nezbytnych

vysvétlujicich komentait.
1.2. Cil prace

Cilem mé prace bylo sestavit Glohy vhodné pro okamzité publikovani
v Elektronické sbirce feSenych uloh. Tato sbirka je dostupna na webovych strankach

http://www.reseneulohy.cz/cs. Konkrétné jsem si za cil kladl rozsitit oblast teoretické

mechaniky o tlohy tykajici se mechaniky tuhych téles a o tlohy tykajici se malych
kmitl soustav hmotnych bodd.
1.3. Struktura prace

Tato prace je rozdélena na tivod, dvé kapitoly, zavér a ptilohy.

V tvodu uvadim divody, pro¢ jsem si tuto praci vybral a jaké jsem si kladl

cile.



Prvni kapitola stru¢né pojednava o elektronické sbirce feSenych tloh, o jejim
vzniku, fungovani a vyznamu. Také zde popisuji, jak by mé¢la vypadat loha urcena
pro publikaci v této sbirce, jaké ma nezbytné soucasti a jaky je jejich vyznam.

V druhé kapitole je struény ptehled vSech uloh, které jsem v ramci této prace
vytvotil. Soucasti tohoto piehledu jsou i1 kratké informace popisujici kazdou
jednotlivou tlohu a divod, pro¢ jsem se rozhodl ji do sbirky zatadit.

V pfiloze je vytisténa ukazka n€kolika mnou vytvorenych tloh. VSechny tlohy

jsou pak dostupné v elektronické sbirce [1].



2. Charakteristika sbirky

2.1. Elektronicka sbirka resenych uloh.

Tato sbirka vznika jiz od roku 2006 prevazné na Katedfe didaktiky fyziky
Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Dnes tvorbu uloh MFF UK podporuje i v rdmci
studentskych grantli. V dnesni dob¢ je v této sbirce obsazeno pies 1200 feSenych uloh
v ¢eském jazyce. Ulohy jsou postupné prekladany i do anglického jazyka. Nékolik
uloh bylo na Univerzité Mikuldse Kopernika v Toruni pfeloZeno i do polstiny. Nékteré
z téchto tloh byly pozdé&ji vytistény v papirové podobé, viz [2].

Ulohy vytvateji pievazné studenti uitelstvi fyziky MFF UK, jejichz prace je
jesté pred zvefejnénim recenzovana pracovnikem KDF MFF UK. Ulohy obsaZené ve
sbirce jsou €lenény tematicky a kazdé tloha je oznacena svou obtiZnosti. Jsou Ctyfi
kategorie obtiznosti — ulohy uréené pro zéky zakladnich kol (ZS), tlohy pro stfedni
skoly (SS), dale t&z§i Glohy stfedoskolské pro (SS+) a nakonec Glohy vysokogkolské
(VS).

Velkou vyhodou sbirky je jeji dostupnost. V dnesni dobé ma k internetu pfistup
snad Uplné kazdy a najit sbirku neni slozité. Jednou z dalSich vyhod je, Ze na rozdil od
tiSténych sbirek jsou elektronické sbirky zcela zdarma. Velikou didaktickou vyhoduu
spatfuji v moznosti prokladat feSeni tloh rliznymi aplety, kuptikladu 3D zobrazenim
dané situace, kterym se dd manipulovat, a zprostfedkovat tak situaci i Ctendfim
s mens$i prostorovou piedstavivosti.

Sbirka obsahuje feSené tlohy z matematiky a fyziky a ke kazdé uloze je vzdy
vytvofeno strukturované feSeni snapovédami tak, aby ctenafe dovedlo kco
nejvetsSimu samostudiu. Cilem sbirky je navést studenty k samostatnému feSeni ulohy
prostiednictvim postupnych napoved se skrytym feSenim, aby si kazdy mohl zvolit
vlastni tempo feSeni tlohy. Chape-li fesitel zadani, mize se pokusit celou lohy vyfesit
a zkontrolovat si odpoveéd’, poptipadé se podivat na kompletni feSeni. Neni-li feSiteli
zadani jasné a nevi, jak ma postupovat, mize si postupné otevirat napovédy a pomalu,
krok po kroku, se dobrat feseni.

Soubézné se sbirkou feSenych uloh vznika na KDF MFF UK i Elektronicka
sbirka fyzikdlnich pokusi [3], kterd obsahuje strukturované navody k fyzikalnim

pokusiim. Tyto navody jsou prokladany videi, na nichz je pokus demonstrovan, dale



je v nich vylozena teorie, na které se pokus zaklada a kterou demonstruje. U uloh, u

kterych je to mozné, je sbirka tiloh se sbirkou pokusi provazana pomoci odkaza.

2.2. Tvorba a struktura uloh

vvvvvv

matematické zapisy jsou konstruovany v jazyce LaTeX. Obrazky jsou tvofeny ve
vektorovych editorech (napt. jako v mém ptipadé v programu CorelDraw Graphics
Suite) a jsou k uloham piikladany vcetné zdrojovych souboril, pro ptfipad nutnosti
pozdé&jsi editace (napf. pii prekladani do anglictiny).

Jelikoz sbirka existuje jiz pies deset let, je zavedena urcita forma, kterou by
kazdé tloha méla mit, aby mohla byt ve sbirce publikovéna. Kazda loha ma urcité
povinné a volitelné ¢asti, které by se mély v tlloze vyskytovat. Nasleduje tabulka 1, jez

obsahuje kratky vycet téchto Casti.



Tabulka 1: Prehled casti ulohy v elektronické sbirce uiloh

Nazev sekce Typ sekce Popis
‘ Nazev by mél byt vystizny a jasn¢ a struné
Nazev povinna ' ‘
popisovat, o ¢em uloha pojednava.
‘ Je nutné urcit obtiznost, aby fesitel védél, na jaké
ObtiZnost povinna ‘
ulohy si muze troufnout.
‘ Zadani byvaji vlastni tvorby, nebo pievzata
Zadani ulohy povinna -
z jinych sbirek.
‘ Zapis ulohy zahrnuje ptehledné sepsani
Zapis volitelna ‘
numerickych hodnot nutnych k vyteseni tilohy.
‘ V rozboru je slovné¢ popsano, jak bude uloha
Rozbor dlohy volitelna
reSena.
Népoveédy povazuji za nezbytné k naplnéni cile
sbirky vést zaka ke snaze o samostatné vyteSeni
Napovéda doporucena _
ulohy. M¢la by feSitele navadét k zamysleni, a ne
mu fikat, co ma dé€lat.
Reseni napovédy | doporucena | Cast feseni vztahujici se k dané napovéds.
Zde jsou uvedeny vSechny vzorce a vztahy
ReSeni povinna | potiebné k feSeni ulohy, upravy jsou podrobné
komentované tak, aby byl jasny cil dané Upravy.
' M¢la by obsahovat slovni odpoveéd’, vysledny vztah
Odpovéd povinna _ '
a poptipadé 1 numerické feseni.
' Je vhodny pro uvadéni alternativnich postupil
Komentar volitelna ]
teSeni, poptipad¢ uprav zadani nebo zajimavosti.
Mg¢l by obsahovat odkazy na jiné tilohy ve sbirce,
Odkaz volitelnd | které jsou bud’ podobné zaddnim, popiipadé

provazané se zadanim dané tlohy.




3. Strucny vycet uloh

V ramci této prace jsem vytvoftil 15 uloh s nasledujicim rozlozenim: princip
virtualni prace (2), tuh¢é téleso (8) a malé kmity (5). VSechny ulohy mnou vytvotené
v ramci této prace spadaji do kategorie VS, tedy se jedna o vysokoskolské tlohy.
Z4dna z mych uloh nezahrnuje numerické fe$eni. Ulohy o malych kmitech soustav
hmotnych bodii jsou ve sbirce zaclenény v kapitolach Lagrangeovy rovnice I1. druhu
a Hamiltonovy rovnice. Za nazvem kazdé tlohy je v zdvorce uveden kod, pod kterym
je mozno danou ulohu ve sbirce vyhledat. VSechny vypracované ulohy jsou pak

dostupné ve sbirce [1].
3.1. Princip virtudlni prace

Tyto dvé ulohy vznikly jako prvni a vybral jsem si je, abych se na jednoduché
problematice naucil vytvafet Ulohy v administratorském prostfedi sbirky a také

upravovat obrazky v editoru CorelDraw Graphics Suite.

v Vvew

Vv oew

do klidové polohy. Pro vyfeSeni tlohy je tfeba si uvédomit, které sily jsou
vazbové a kterymi neni tieba se zabyvat. Uloha je vhodné k procvi¢eni principu

virtudlni prace a konceptu aktivnich sil.

Rovnovainad poloha zavaii na dvouramenném mechanismu
s pruZinou (2170)

Cilem této ulohy je wurcit rovnovdznou polohu mechanismu
sestavajiciho ze dvou tuhych tycek a jedné pruziny, na ktery v ur¢itém bodé
pusobi sila velikosti F. Uloha cili na lepsi porozuméni principu virtualni prace
a konceptu virtualniho posunuti.

3.2. Tuhé téleso
Tyto ulohy byly primarnim cilem mé prace, kapitola Tuh¢ téleso ve sbirce byla
zcela prazdnd, a proto jsem vytvotil osm tloh, které se touto problematikou zabyvaji.

Vsechny tyto ulohy obsahuji odkaz na multimedialni encyklopedii fyziky Jaroslava



Reichla [4], konkrétné na kapitolu o tenzoru setrvacnosti. Také odkazuji na studijni

materialy doc. Dvotéka k mechanice tuhého télesa, viz [5].

Tyto ulohy by se daly rozdélit do dalSich dvou podkategorii. Jedna ¢ast téchto
uloh se zabyva hledanim tenzora setrvacnosti riznych téles vzhledem k néjakym pro
né vyznamnym bodim (typicky k hmotnému stfedu). Druhd cast téchto uloh krom
hledani tenzorti setrvacnosti raznych soustav obsahuje i hledani hlavnich os rotace a

hlavnich momentt setrvacnosti.
Tenzor setrvacnosti tyce (2235)

Cilem této ulohy je urcit tenzor setrvacnosti velmi tenké homogenni
ty¢e vzhledem k jejimu hmotnému stfedu. Déle je cilem urcit pomoci tohoto
tenzoru moment setrvacnosti dané ty¢e vzhledem k ose prochéazejici hmotnym
sttedem a uréené konkrétnim smérem. Uloha cili na lepsi pochopeni vyznamu
jednotlivych slozek tenzoru setrvaénosti, stejn€ jako na procvic¢eni urCovani
tenzorl setrvacnosti jednoduchych pravidelnych téles. Zaroven se lehce snazi
ukdzat vyznam tenzoru setrvacnosti pro pocitani momentl setrvacnosti

vzhledem k riznym osam rotace.
Tenzor setrvacnosti tenkého disku (2249)

V této tloze je tkolem urcit tenzor setrvacnosti tenkého homogenniho
disku vzhledem k jeho hmotnému stiedu. Cile této tlohy se pfili§ nelisi od

ulohy ptedchozi.
Tenzor setrvacnosti valce (2251)

Tato tiloha zahrnuje dva tkoly. Prvnim je urcit tenzor setrvacnosti
rota¢niho homogenniho vélce o poloméru podstavy r a vysce h vzhledem
k jeho hmotnému stfedu. Druhym ukolem je urcit, jaka télesa dostaneme po
limitnich ptechodech h — 0 a r — 0, a to v¢etné jejich tenzord setrvacnosti.
Druhé ¢ast ulohy ma za cil ukdzat, ze tenzor setrvacnosti velmi tenké tyce 1
velmi tenkého disku jsme mohli ziskat i jinak neZ vypoctem v ulohach 2235 a

2249, na néz je v této tloze pii vyfeSeni také odkazovano.
Tenzor setrvacnosti kvadru (2236)

V této uloze je ukolem vypocitat tenzor setrvacnosti homogenniho

kvadru vzhledem kjeho hmotnému stifedu a urCit moment setrvacnosti

7



vzhledem k jedné z t€lesovych uhlopticek. Opét je cilem procviceni vypoctu
tenzorl setrvacnosti.

V komentéii obsazeném v této uloze je zminéno, ze krychle ma
vzhledem ke vSem osam prochazejicim jejim stfedem stejny moment
setrvacnosti, kterdzto vlastnost se objevuje také u koule. Je zde odkazano na
komentai o tenzoru setrvacnosti koule v tloze Tenzor setrvacnosti elipsoidu.

Mym cilem je zde ukazat propojeni i mezi geometricky velice odlisSnymi télesy.
Tenzor setrvacnosti elipsoidu (2247)

Ukolem v této tuloze je urdit tenzor setrvatnosti homogenniho
nerotaéniho elipsoidu vzhledem k jeho hmotnému stiedu. Uloha je gisté
vypoctova, sméfuje k procvieni ur€ovani tenzorl setrvacnosti a je o néco malo
naro¢néjsi na vypocet nez predchozi ulohy.

Podobné jako v ptedchozi uloze, i tato obsahuje komentat, jez popisuje,
7ze moment setrvacnosti koule vzhledem k libovolné ose prochézejici jejim
sttedem, je stejny. V tomto komentéii je feceno, ze podobna vlastnost se
vyskytuje 1 u krychle a je zde odkazano na patii¢ny komentar v uloze Tenzor

setrvacnosti kvadru.
Tenky disk — hledani hlavnich os setrvacnosti (2248)

Cilem této ulohy je urcit tenzor setrvacnosti tenkého homogenniho
disku vzhledem k bodu na jeho obvodu, ke kterému je v jiném bod¢ na jeho
obvodu pfipevnéno malé zavazicko. (Konkrétnéji tento bod lezi na priiméru
sdruZzeném s primérem uréenym bodem, vzhledem ke kterému urcujeme
tenzor setrvacnosti.) Dal§im ukolem je urcit hlavni momenty setrvacnosti a jim
piislusné hlavni osy rotace.

Toto zadani je rozdéleno do ¢ty navodnych podikold, pfi¢emz prvni
podukol je vyfeSen v uloze Tenzor setrvacnosti tenkého disku. Soucasti tlohy
je 1 komentaf, ukazujici, ze symetrickymi upravami pomoci baze tvofené
z vektord urcujicich hlavni sméry rotace dojdeme k diagonadlnimu tenzoru
setrva¢nosti.

Mym cilem je, aby feSitel této ulohy ziskal urcitou pfedstavu o tom, co

je to hlavni moment setrvacnosti a jaky ma vyznam hlavni osa rotace. Zarovein



se snazim ukézat hloubku propojeni teorie hlavnich smérd setrvacnosti
s linearni algebrou.

Zadani této ulohy bylo pievzato z [6], kde je tato tloha i vyieSena.
Autorovo feseni mi pfijde pro ucely sbirky pfili§ struéné a nenavodné, a proto

jsem vypracoval feSeni vlastni.

Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvacnosti

(2250)

V této uloze je ukolem najit tenzor setrvacnosti krychle vzhledem
k jednomu z jejich vrcholl, za ptedpokladu, Ze je naproti pres télesovou
uhlopticku umisténo zavazi. Déle ma feSitel za ukol urcit hlavni momenty

setrvacnosti a hlavni osy rotace.

Opét je zde ukéazano, jak 1ze pomoci matice baze z vektora urcujicich

hlavni osy rotace diagonalizovat matici tenzoru setrvacnosti této soustavy.
Tato tloha je inspirovana tlohou v [6].
Tenzor setrvacnosti ¢inky — hledani hlavnich os (2252)

Cilem ulohy je najit tenzor setrvacnosti C¢inky vzhledem k pocatku
soustavy soufadnic. Cinka je uréena hmotnostmi koncovych zavazi a jejich
polohovymi vektory. Daéle je za kol nalézt hlavni momenty setrvacnosti a

hlavni osy setrvacnosti.

V této uloze se krasné€ ukaZze vyznam hlavnich os setrvacnosti, jelikoz
dvé z nich prochazi koncovymi zavazimi ¢inky a ur€eni tenzoru setrvacnosti

vzhledem k bazi z vektort hlavnich os je ponechano na fesiteli.

3.3. Malé kmity

Ulohy o malych kmitech byly dal§im z ptivodnich cili mé prace. Ve sbirce bylo
velice malo uloh zahrnujicich aproximace platné pro malé kmity okolo rovnovazné
polohy. V ramci této prace jsem vytvofil pét tloh zahrnujicich tyto aproximace. Tyto
ulohy jsou zatazeny v kapitolach Lagrangeovy rovnice II. druhu a Hamiltonovy
rovnice, podle toho, kterou z téchto metod jsou feSeny. V téchto ulohéach se odkazuji

na dalsi studijni text doc. Dvoraka tykajici se malych kmit soustav hmotnych bodt

[7].



Valec ve zlabu (2271)

Ukolem v této tloze je najit pohybovou rovnici pro valec dané
hmotnosti, jez se bez prokluzu vali vnittkem vétSiho nepohyblivého vélce. V
uloze ptredpokladame, Ze se vnitini valec pfili§ nevzdaluje od rovnovazné
polohy. Déle je tikolem najit periodu kmitani tohoto pohybu.

Jedna se o jednodussi ulohu, jez méa pouze jeden stupeni volnosti.
V pribéhu feseni je nutné provést aproximaci pro malé kmity, kdy je funkce
cosinus aproximovana pomoci Maclaurinovy fady kvadratickym ¢lenem.

Tuto ulohu povazuji za vhodnou pocatecni tlohu pii sezndmeni se
s aproximacimacemi pro malé kmity, jelikoz danid aproximace je znama a

uloha mé pouze jeden stupeni volnosti.
Tato loha je zahrnuta v kapitole Lagrangeovy rovnice II. druhu.
Pohyb okolo labilni rovhnovdiné polohy na kouli (2263)

Ukolem v této uloze je najit feSeni pohybové rovnice pro kulicku, ktera
se bez prokluzu vali z labilni rovnovazné polohy na vrcholku vétsi koule.
Technicky je feSeni této tlohy velice podobné feseni ulohy ptedchozi.

VEtsi rozdil vznikne pii feSeni samotné pohybové rovnice, kdy feSeni
linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty vyjde ¢isté realné, coz
neodpovida kmitani. Na této tloze chci ukézat, Ze teorie malych kmitl nemusi
byt aplikovana pouze na kmitani.

Tato uloha je zahrnuta v obou kapitolach Lagrangeovy rovnice IL

druhu 1 Hamiltonovy rovnice, protoze je vyieSena obéma témito postupy.
Malé kmity sprazenych kyvadel stejné hmotnosti (2268)

V této uloze je ukolem najit pohybovou rovnici dvou matematickych
kyvadel, jez jsou v poloviné délky zavesu spojena pruZinou o zndmé tuhosti a
klidové délce. Jedna se o tlohu, kterd ma 2 stupné volnosti, ¢imZ je o kousek
téz81 nez predchozi dvé ulohy. Soustava dvou pohybovych rovnic je zde i
vyfesSena a je ukazan vyznam jednotlivych ¢asti feSeni.

Tato uloha je zarazena v kategorii Lagrangeovy rovnice II. druhu.
Zdrojem pro tuto ulohu byly pfipravy, kterd méa vedouci pouziva pii cvicenich

teoretické mechaniky. Ulohu Ize nalézt i v [8].
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Malé kmity spfaZzenych kyvadel riznych hmotnosti (2285)

Ukolem v této uloze je najit pohybovou rovnici dvou matematickych
kyvadel rizné hmotnosti, které¢ jsou na konci zdvésu spojeny pruzinou o zname
tuhosti. Jedna se o variaci predchozi tilohy, od niz se jeji feseni technicky pfili§
nelisi.

Uloha je zatazena v kategorii Lagrangeovy rovnice II. druhu. Tato
uloha je inspirovana ulohou z [8].

n kuli¢ek spojenych n 4+ 1 pruzinami (2264)

Teoreticky se jednd o nejtézsi ulohu z této kategorie, jelikoz méa n
stupiii volnosti. V této tloze je cilem najit pohybové rovnice pro n kulicek,
které lezi v jedné pfimce a kazda z nich je ke kulicce predchozi a nésledujici
pfipevnéna pruzinou o znamé tuhosti a klidové délce. Dalsim tukolem je najit
maticovou pohybovou rovnici popisujici pohyb celé soustavy.

Cilem této ulohy je ukazat dva rtizné postupy, jak se da nakladat
s problémy s vice stupni volnosti. Uloha je feSena pomoci Lagrangeovych

rovnic II. druhu.
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4. Zaveér

Hlavnim cilem této prace bylo doplnit Elektronickou sbirku tloh o ulohy
z teoretické mechaniky. V rdmci této prace jsem do kapitoly teoretickd mechanika
vytvofil 15 uloh zahrnujicich strukturovand feSeni. Tato feSeni obsahuji napovédy,
jejich feSeni a komentéie. V ramci téchto loh odkazuji na dokumenty, které vysvétluji
danou latku. K uloham jsem v programu CorelDraw Graphics Suit vytvofil obrazky a
pievedl je do formétu, v jakém jsou publikovany ve sbirce.

V ramci této prace jsem se seznamil s Elektronickou sbirkou fesenych uloh,
jejim administratorskym rozhranim a s metodikou, s jakou jsou ulohy tvofeny. Dale
jsem si osvezil zéklady svych znalosti jazyka XHTML a naucil se psat matematické
formule pomoci jazyka LaTeX. Naucil jsem se editovat obrazky ve vektorovém
editoru CorelDraw Graphics Suite, coz povazuji za velice ptinosné pro svou budouci
kariéru.

Vé&fim, ze hledanim kroki v feseni, které mohou byt pro fesitele problematické,
jsem prohloubil své pedagogické schopnosti a tyto znalosti pro mé budou cenné jak

v nasledujicim studiu, tak v mé budouci praxi.
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Prilohy

Na nasledujicich strankach najdete pfilozené ¢tyfi mnou vytvotené ulohy.
Ulohy byly vytvofeny pro webové rozhrani sbirky, ze které byly dne 3.4.2019

vytistény, cemuz odpovida jejich vzhled.

Aktualni podoba jednotlivych uloh je dostupna na adrese Elektronické sbirky

feSenych uloh: http://www.reseneulohy.cz/cs.
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