3.4.2019 Tézisté pllvalce se zavazim — Sbirka Uloh

Tézisté piilvalce se zavazim

Uloha é&islo: 2165

Naleznéte rovnovaznou polohu homogenniho ptlvalce o hmotnosti M a poloméru 7, na jehoz jednom

. . PP . Coeixon (. . .4
konci je poloZeno zavazicko o hmotnosti m. (Tézisté pulvalce se nachdzi ve vzdalenosti —

= od bodu

S.) Rozméry zéavazicka povazujte za zanedbatelné.

http:/ /reseneulohy.cz/

Napovéda 1

K TesSeni uzijte zobecnény princip virtualni prace.

Napovéda 2

Nejprve si rozmyslime, jaké aktivni sily na soustavu pusobi, zakreslime je do obrazku a zvolime si
soustavu souradnou.

Napovéda 2 - Feseni

*>
Na pilvéilec o hmotnosti M piisobi tthova sila Fy; s ptsobistém v jeho tézisti T a na malou

_>
kosticku o hmotnosti m pusobi tihova sila Fj, v bodé X. Soustavu souradnic si mizeme zvolit

veelku libovolné, ovSsem pro jednoduchost ji zvolme tak jako na obrazku.
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Napovéda 3

Urceme souradnice tézisté T a zavazicka X vzhledem k ndmi dané soustavé souradnic v zévislosti na

thlu odklonu a osy pulvalce od osy .

Napovéda 3 - Feseni

Nejprve si do obrazku zakreslime nas thel a.

r

y

L |
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Podivejme se na souradnice bodi X a T v nasi soustavé souradnic.

Pomoci goniometrickych vztahti dostaneme pro bod T:

r
Yyr =r — — cosa
3

A velmi podobné pro bod X dostaneme:
Tx =T cosa

yx =T —rsina

Kompletni Feseni
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3.4.2019 Tézisté pllvalce se zavazim — Sbirka Uloh

Nejprve si rozmyslime, jaké aktivni sily plisobi, zakreslime je do obrazku a zvolime si soustavu

souradnou.

%
Na pilvédlec o hmotnosti M ptsobi tthova sila Fy; s pusobistém v jeho tézisti T a na malou kosticku

_>
o hmotnosti m pusobi tihova sila F,, v bodé X. Soustavu souradnic si muzeme zvolit vcelku
libovolné, ovsem pro jednoduchost zvolme soustavu souradnic tak jako na obrazku.

A

y

L J

http://reseneulohy.cz/

Urceme souradnice tézisté T a zavazicka X vzhledem k ndmi dané soustavé souradnic v zéavislosti na

ithlu odklonu « osy ptlvalce od osy y.

Nejprve si do obrazku zakreslime nas thel «.

y

A J

http://reseneulohy.cz/
Podivejme se na souradnice bodu X a T v nasi soustavé souradnic.

Pomoci goniometrickych vztaht dostaneme pro bod T

T = —— sina

4r
Yyr =r — — cos
3

A velmi podobné pro bod X dostaneme:

Tx =T cosa
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yx =r—rsina

Chceme urcit polohu tézisté T v rovnovazné poloze. Vime, ze v rovnovazné poloze plati, ze
vyslednice vsech sil ptisobicih na téleso je nulova. Z této podminky vychézi princip virtudlni prace,
jez uzijeme k Teseni tlohy. Zobecnény princip virtuélni prace (ZPVP) pro soustavu N hmotnych
bodt k4, ze pro libovolna virtualni posunuti 57; plati, Ze virtudlni prace aktivnich sil piisobicich na

soustavu pro tato virtudlni posunuti je nulova, tedy:

N N

i=1
Tedy budeme pro vypocet potiebovat vyjadrit nase virtudlni posunuti i nase aktivni sily. Za¢néme
tim jednodussim, tedy silami. V nasi soustavé plati:

%
Fy = (0; —Mg)

%
Fy = (Oa _mg)

je jednoznacné urceno thlem «, povazujme « za nasi zobecnénou soutradnici a dand virtualni

posunuti uréeme jako:

4>
sy = 47 5o
da
Tedy bude platit:
ory = —ﬂ cosada
3

4
dyr = L sinada
3

0zx = —r sinada
dyx = —r cosada

Urceme si tedy nasi rovnici pro ZPVP:

- —
ZFi«Si:FM'érT—i—Fm orx =
i=1

N — - =
= 00xr — Mgdyr + 06xx — mgdyx =0
Tedy po dosazeni virtudlnich posunuti a vykraceni —g dostaneme:
4 1
M=_sinada — mr cosada = 0 /=
3r r

4
M —sinada — m cosada = 0
3

Jelikoz princip virtudlni prace musi platit pro libovolné virtualni posunuti, tedy obecné nenulové,

muzeme zde ,zkratit“ i da:

M—sinae —mcosa =0
3
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3.4.2019 Tézisté pllvalce se zavazim — Sbirka Uloh

M—sina = m cosa
3

Dostavame dvé moznosti, bud sina =0 => «a = 0, coz je pripad, kdy pro nase zavazicko plati m =0

a nebo sina # 0, a tedy plati:

— =cotg«
3m™m &

aM
arccotg % =«

Tim jsme se dobrali ke vztahu pro thel «, ktery ndm jiz sta¢i dosadit do rovnic pro zr a yr:

4 (acct 4M>
7 = — — sin | arccotg ——
T=73 &3

s ™
=r— i cos | arccot ﬂ
yr = 3 & 3m™m

Odpoveéd’

V nami zvolené soustavé souradnic (viz. Napovéda 1 — feSeni) plati v rovnovazné poloze pro

soutadnice z7 a yr tézisté T vztahy:

= — i sin (arccot ﬂ)
Ty &3

T ™m

=7r— i cos | arccot ﬂ
yr = 3 & 3mm

Aktualizovano: 22. 3. 2019
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3.4.2019 Tenzor setrvaénosti valce — Sbirka Uloh

Tenzor setrvacnosti valce
Uloha ¢islo: 2251

Méjme homogenni vélec vysky h a kruhové podstavy o poloméru R.

(A) Urcete tenzor setrvacnosti J tohoto vélce vzhledem k jeho hmotnému stfedu. )

(B) Urcete limity limp 0 J a limpg o J. Tenzory setrvacnosti jakych téles timto ziskdme?

Napovéda (A)1

Rozvazte, jakych vztaht budete uzivat a jaké vsechny veli¢iny budete potiebovat pri vypoctu

tenzoru setrvacnosti.

Dale si rozmyslete, v jakych souradnicich bude vyhodné pracovat, jaké plati transformacni vztahy a

jaky je vyznam determinantu Jacobiho matice (jakobidnu). Urcete jakobian.

Reseni - Napovéda (A)1

Jelikoz se jedna o homogenni vélec, bude pro uréeni jednotlivych slozek tenzoru setrvacnosti Jj

platit vztah:
Iip = / (07 —zjer)pdV,
1

kde r je vzdélenost jednotlivych ,kouskd“ valce od pocatku soustavy, d;; je Kroneckerovo delta a

soufadnice polohového vektoru z; pro ¢ = 1 az 3 jsou obecnéjsim zapsanim nasich souradnic z, y, 2.

Poznamka: Odvozeni tohoto vztahu viz napriklad: Studijni text k teoretické mechanice

tuhého télesa.

Pottebujeme tedy znéat hustotu vélce p. Protoze je nas valec homogenni, je hustota p konstantni.

b=~

M| ==

http:/ /reseneulohy.cz/
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3.4.2019 Tenzor setrvaénosti valce — Sbirka Uloh

Parametrizace naseho valce odpovida cylindrickym souradnicim a proto bude vyhodnéjsi pracovat

S nimi.

T =TCosp
y=rsingp
z=2z

r je vzdéalenost ,kouski“ vélce od osy z, probihajici interval (0,R). Uhel ¢ je méFeny od osy = v
roviné zy proti sméru hodinovych rucicek a ¢ € (0,27). Jelikoz pocatek nasi soustavy souradnic
splyva s tézistém vélce, je z € <—%, %>

Je nutné si uvédomit, ze pracujeme v cylindrickych soutradnicich. K vypoctu trojného integralu v
cylindrickych souradnicich bude nutné spocitat jakobian.

Jakobian |J| (absolutni hodnota determinantu Jacobiho matice J) udava vztah, jakym se pfi

transformaci souradnic méni objem diferencidlniho atvaru.

Poznamka: hezky materidl pojedndvajici o vyznamu jakobidanu (anglicky): Lecture 5:

Jacobians.

Velky vyznam mé jakobian pri poc¢itani vicerozmérnych integrala. Pro vypocet trojného integralu

v kartézkych a cylindrickych souradnicich plati:
/ f(z,y,2)dzdydz = / f(ryp,2)|J] drdedz.
1% 1%

Nyni ur¢ime Jacobian pro cylindrické souradnice.

d do de

drdy  dz cosp —rsing 0 .

v d d cosy —rsin .
=< <L Zli=|sing rcosp 0|=+1] 4 4 =rcos’ p +rsin’ p =7

dr  dy dz siny T COSp

& d d 0 0 1

dr de dz

Napovéda (A)2

Vypocitejte postupné jednotlivé slozky tenzoru a zapiste je do matice.

Reseni - Napovéda (A)2

Urceme nejprve moment setrvacnosti rotace okolo osy z odpovidajci slozce J,:
Joe = J11 = / (511 r? — :L’l.’I}l) pdzdydz = / (m2 +y2 +22 - a:2) pdzdydz = / (y2 +z2) pdzdydz.
14 v v

Nyni prejdeme do cylindrickych souradnic a dosadime za y a z z parametrickych vztaht valce.

2w R % 27 R 23 %
Jpe = / / / (7‘2 sin? o + z2) rpdzdrdy = p/ / [zr2 sin® o + —] rdrdy =
o Jo J-k o Jo 3 -4
R 2m h2
p/ / (hr2sm v+ —) rdrde = hp/ / (7’ sin <p+7'§) drde =
o Jo

2 2 727R 2 4 2 2
r r* h R R* h
hp/o [Zsm go—Q—EE]O d<p—hp/0 (Tsm + — 1 6>d<p—

[N

reseneulohy.cz/2251/tenzor-setrvacnosti-valce

2/6



3.4.2019 Tenzor setrvaénosti valce — Sbirka Uloh
2 2 h2 h R2 2T 27 h2
:hpR— R?sin® o4+ — | dp = P / R2sin2<pd<p+/ —dy
4 J 6 4 0 o 6

VyFeSme stranou integral sin? ¢.

2m 21— cos2p in20 1%
2 ¢ sin2¢p
sin @dcp:/ —d(p:[—— ] =
/0 0 2 2 4
S touto znalosti bude snadné dopocitat J,,.

hpR? 2 hm R? 2
wa - p4 (7TR2 +7Th—) = pRT <R2 + h—>

3 4 3

Vztah ph7R? je hustota ndsobend objemem vélce - to je preci hmotnost vilce M. Pak pro slozku

Jze mame vztah:

M 5 h?
JEI_T<R +?>

Dale uzijeme uvahu, ze slozky J,, a J,, musi byt stejné, protoze rozlozeni hmotnosti disku

vzhledem k osdm z a y je zcela totozné.

M h?

Dalsi na radé je slozka J,,.

J, = Ja3 :/ (8337° — @323) pdwdydz:/ (2®+ 9 +2° — 2°) pdzdydz :/ (2® +y°) pdzdydz =
v 4 v

y

2m R -

(7'2 cos? ©+ 7% sin? <p) rpdzdrdy = p/ / / 2 (cos2 @+ sin’ <p) s dzdrde =
o Jo J-2I
2

vl o>

h

2 R A1 1 1
:p/ 1d<p/ ldz/ r3dr=p27rh —| = —p7th4 = = MR?
0 _h 0 4 0 2 2

LS o )

Tedy jsme pro slozku tenzoru setrvacnosti J,, odvodili vztah:

I
J.. = ;MR

Ted se podivejme na devia¢ni momenty.

2 R
Joy = J12 :/ (5127"2 —xlmg) pdzdydz = —/ rzypdrdydz = —/ / /
14 14 0 0 -

2w % R 2w 1
= —p/ sin cosgodgo/ ldz/ rdr = —p/ —sin2g0dg0/
0 —g 0 o 2 -

2T R h

Jer = J13 :/ (5137"2 —mlmg) pdzdydz = —/ zzpdrdydz = —/ / /i 2r? cospdzdrdp =
1% v 0 0o J-2
2

2T = R
= —p/ cosgodgo/ zdz/ r?dr =0
0 - 0

7 sing cospdzdrdyp =

IS N B

R
ldz/ r’dr =0
0

N B

>

[S) S
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3.4.2019 Tenzor setrvaénosti valce — Sbirka Uloh

SN

2T R -
Jy: = Jo3 :/ (5237"2 —$2€E3) pdxdydz = —/ yzpdrdydz = —/ / / zr? sinpdzdrde =
v 14 0o Jo J-

0>

h

2m = R
= —p/ sin<pd<p/ zdz/ r?dr=0
0 -2 0

U vsech devia¢nich momentti jsme narazili na urcity integral z harmonické funkce pres celociselny

LS = )

nasobek periody - tedy je integral roven nule a proto také vsechny devia¢ni momenty jsou nulové.

Vypocitali jsme vSechny slozky hledaného tenzoru J, uz jen zbyva zapsat je do matice.

¥(r+2) 0 0 (R +2) 0 0
J= 0 %(Ruh—;) 0 =% 0 (RM%) 0
k 0 0 %sz 0 0 2R?

Reseni - (A)

Pro urceni slozek tenzoru setrvacnosti Jy, spojitého télesa bude platit vztah:
T= [ @urt = asw)pav, (1)
v

kde r je vzdalenost od pocatku soustavy, d;; je Kroneckerovo delta, p je hustota télesa a souradnice

polohového vektoru z; pro i = 1 az 3 jsou obecnéjsim zapsanim nasich soufadnic z, y, 2.

Tenzor setrvacnosti valce bude lepsi pocitat v cylindrickych souradnicich.

T =TCoSQ
y =rsiny
z=2z

r je vzdalenost od osy z, probihajici interval (0, R). Uhel ¢ je méFeny od osy = v roviné zy proti

vvev

[ . h.h
valce, je z € <75; 5>.

Pii pocitani objemovych integrali v cylindrickych soufadnicich je tieba uvazovat jakobidn |J|.
[ @) dedyds = [ 1(r,02) 3] drdiods
v v

Nyni uréime jakobidn pro cylindrické souradnice.

dz  dz dz

drdp  dz cosp —rsing 0 .
dy dy dy . cosyp —rsing 9 .9
Jl=|3 3 T|=|sing rcosp 0f=+1| =rcos @+ rsin“p =1
T ® o siny T COsSY
de dz dz 0 0 1
dr de dz

Slozky J,. a Jy,, musi byt stejné, protoze rozlozeni ,hmoty* disku vzhledem k osam z a y je zcela

totozné.

Urceme slozku Jg,:

Jee = J11 :/ (5117‘2 fmlml) pdxdydz:/ (:1:2+y2 + 2° —ac2) pdxdydz:/ (y2 +z2) pdzdydz.
v v v
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3.4.2019 Tenzor setrvaénosti valce — Sbirka Uloh

Nyni prejdeme do cylindrickych soutadnic a dosadime za y a z.

27 R g
%i///
0 0 -

2
3 2m h2
<h7" sin® ¢ + 12>rdrdgo hp/ / (r sin <p+r12)drdgo:
r h2 R 2m 4 R2 h2
= [Z sin go+?§] dcp—hp/o (Tsm ¢+T?)d<p—
2 2T 2 h R2 2T 2m 1.2
:hpR—/ R2sin290+h— dy = P / R2sin2<pd<p+/ h—d(p
4 Jo 6 4 0 o 6

2m 2m 1 — cos?2 sin 2 2m
/ sinzgodgo:/ —(pdcp—[f— 4'0} =
0 0 0

>

2 313
(r2sin2<p+z2) rpdzdrdcp:p/ / [erSin2cp+ %] rdrdp =
o Jo -

2 2 4

hp R? 5 h? phmR® [, h?
Joz = 1 (7TR+7T3>— 1 (R+3>

Vztah ph7 R? odpovida hmotnosti valce M. Pak pro slozku J,, méme vztah:

M %
Jyy = Jow = T(R2+?>.

Dalsi na radé je slozka J,,.

(9:2+y2 +2° —22) pdxdydz:/ (a:2+y2) pdzdydz =

Jy = J33 = / (533 r - :):3:53) pdrdydz = /
14 1%

|

w |

2m by

(r2 cos® ¢ + r* sin’ <p) rpdzdrde = p/ / / i (cos2 @ + sin® go) P dzdrde =
o Jo J-=2
2

2
of

Tedy jsme pro slozku tenzoru setrvacnosti J,, odvodili vztah:

|

R A1 1
1dz / rdr = p2rh|—| = =prhR* = = MR?
0 4], 2 2

ICH Y B

1
.. = = MR>.
Jo = MR

Ted se podivejme na devia¢ni momenty.
RozlozZeni ,hmoty“ okolo os soustavy je velmi symetrické a proto budou devia¢ni momenty nulové.
(Ovéteni viz Reseni - Nédpovéda (A)2)
Nakonec zapiseme vSechny slozky do matice.
( 2 (R + ) 0 0 ) (R+2) o 0
J= 0 MR +2) o
\ 0 0 L R? ) 0 0 2R?

Reseni - (B)

Po urceni tenzoru J uz je tloha (B) dosti snadna.
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3.4.2019 Tenzor setrvaénosti valce — Sbirka Uloh

Primo spocitame zadané limity a za¢néme limy_,oJ. Valec s infinitezimalni vyskou je rovinny disk.

Oznacme proto Jyse = limy o J, potom by pro tenzor setrvacnosti disku mélo platit nasledujici.

2 | h2
R T — i — 2 _ = 2
Jaisk ’llli%.] }1113(1) 1 0 (R2+h?) 0 1 0 R 0
) 0 0 2R
0 0 2R

1
MR? 00
Jaisk = 7 010

0 0 2

Tento vysledek opravdu odpovidé vysledku dlohy Tenzor setrvacnosti tenkého disku.

Nyni se podivejme na limg_,oJ. Valec s infinitezimalnim polomérem podstavy odpovida velmi tenké
tyc¢i. Oznacme proto Jy,¢ = limg o J, potom tenzor setrvacnosti tenké tyce mizeme odvodit

podobnym postupem.

(r2+12) 0 0 [P
M M| 3
=1 — 1 D — h2 — — h2
Toe = J T = g 0 (R2+?) 0 a0 & o
0 0 2R? 0 0 0
ape (100
0 0 0

Tento vysledek odpovida tenzoru setrvacnosti velmi tenké tyce délky h, viz tloha Tenzor setrvacnosti

tyce.

Odpovéd’

Tenzor setrvacnosti homogenniho vélce vysky h a kruhové podstavy o poloméru R vzhledem k jeho

Vvev

(R2 n h—;) 0 0
i AP % 2 | h?
valec 4 0 (R —+ ?> 0
0 0 2R?

limp,_0 Jy3. M& vyznam tenzoru setrvacnosti Jys, tenkého disku vzhledem k jeho stredu.

disk — 1 0
0

S = O
N O O

limp o Jygec M& vyznam tenzoru setrvacnosti Jy,e tenké tyce délky h vzhledem k jejimu stredu.

Mh?

e =15

100
010
0 0 O

Aktualizovano: 8. 3. 2019
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvacnosti

Urcete tenzor setrvacnosti homogenni krychle o délce hrany a a hmotnosti M vzhledem k jednomu z

jejich vrchold, jestlize je k vrcholu naproti pres sténovou thlopticku pripevnéna kulicka o hmotnosti

m= % zanedbatelnych rozmért.

) [

R L

m=M/6

http:/ /reseneulohy.cz/

Najdéte hlavni osy rotace a hlavni momenty setrvacnosti.

Uloha é&islo: 2250

Rozbor Feseni tlohy

Strucneé si reknéme, jak budeme pfi reseni tlohy postupovat.

Bude prehledné si nejdiive zvlast spocitat tenzor setrvacnosti krychle vzhledem k jejimu vrcholu a

tenzor setrvac¢nosti samotného hmotného bodu (kulicky) vzhledem k danému vrcholu.
Nasledné urc¢ime tenzor setrvacnosti celé soustavy vzhledem k danému vrcholu.

Poté uzijeme znalosti linérni algebry k urceni vlastnich vektort a ¢isel matice tenzoru setrvac¢nosti a

pritadime jim fyzikalni vyznam.

Tenzor setrvacnosti krychle - Napovéda 1

Rozmyslete si, s jakymi vztahy budete pracovat a které vsechny veli¢iny potifebujete znat pro urceni

tenzoru setrvac¢nosti.

Reseni - Napovéda 1

Jelikoz se jedna o homogenni krychli, bude vhodné uvazovat vztahy platné pro spojité prostiedi.

Tedy pro urceni jednotlivych slozek tenzoru setrvacnosti Jj bude platit vztah:

Jjk = / (S r? — zjz1)pdV,
14

reseneulohy.cz/2250/krychle-s-hmotnym-bodem---hledani-hlavnich-os-setrvacnosti
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

kde r je vzdéalenost od pocatku soustavy, d;;, je Kroneckerovo delta a souradnice polohového

vektoru z; pro ¢ = 1 az 3 jsou obecnéjsim zapsanim nasich souradnic z, y, 2

Poznamka: odvozeni tohoto vztahu viz napiiklad: Studijni text k teoretické mechanice tuhého

telesa.

Potiebujeme znat i hustotu krychle p. Protoze je nase krychle homogenni, je tato hustota

konstantni.

Tenzor setrvacnosti krychle - Napovéda 2

Vypocitejte postupné jednotlivé slozky tenzoru a zapiste je do matice.

Rozmyslete si jednotlivé integra¢ni meze a celkovou podobu naseho objemového integralu.

Reseni - Napovéda 2

7 obrazku vidime, ze situace je velmi symetrickéd a rozlozeni vzhledem ke vSem tfem osam je

stejné, z ¢ehoz plyne, ze:

(A) Joz = vy = Iz
(B) ny = sz = Jyz -

Urceme nejprve moment setrvacnosti rotace okolo osy z odpovidajci slozce J,,:

Jzz = J11 == / (511 7'2 - wlwl) pdV = /
14

(a®+y* +2° —2°) pdV = / (v* +2°) pdV.
v v

Tento objemovy integral je tfeba spocitat jako trojny integral pres proménné z, y a z. Jelikoz je
sted nasi soustavy ve vrcholu krychle, budeme integrovat od 0 po a. Také vyuzijeme toho, ze

hustota p je konstantni a je tudiz mozné ji vytknout pred integrél.

Jm:p/ / / (y2+z2)dxdydz:p/ / (y2+z2) [z]pdydz =
o Jo Jo 0o Jo
a a a y3 a a a3
:ap/ / (y2+z2)dydz=ap/ [—+yz2] dz:ap/ (—+az )dz=
0o Jo 0 3 0 0 3
a 2 2 31%
2 a 2 2 | 2@ Z 2 13 2 5
pr— _— fr— —_— _— pr— _— 2 = - p—
ap/o(3+z>dz ap[3+3]0 aps[a] 3ap
2 5

_ 4 3
= 3apa

[

Vyraz pa® mé vyznam celkové hmotnosti M nasi krychle. Potom mitizeme prvni slozku tenzoru

setrvacnosti zapsat jako:

Tim jsme vyresili slozky tenzoru, které predstavuji momenty setrvac¢nosti krychle vici osam

soustavy. Nyni se podivime na devia¢ni momenty a za¢neme Clenem J,,, .

Joy = J12 = / (81277 — z122) AV = / (—zy) pdV =
v 14

a a a a a a 2 1@ 2 1a
= —p/ / / zydrdydz = —p/ ldz/ a:da:/ ydy = —ap[x—] [y_] =
o Jo Jo 0 0 0 2]l 2o
1 1

= —4pa5 = —ZMCL2
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

Jelikoz mame vypocitany vsechny potfebné c¢asti tenzoru setrvacnosti homogenni krychle, jiz nam

jen zbyva zapsat je do matice:

2 2 1 2 1 2

EMG, —zMa —4Ma . 8 3 3

Jk?‘ychle = *iMOg %]\40,2 7711Ma2 _ EMO? _3 g _3
_zllMa2 _iMaQ %Mag _3 _3 8

Tenzor setrvacnosti krychle - Odpovéd’

Tenzor setrva¢nosti homogenni krychle vzhledem k jednomu jejimu vrcholu ma tvar:

1 8§ -3 -3
Jkrychle = EMG2 -3 8 -3
-3 -3 8

Tenzor setrvacnosti hmotného bodu - Napovéda 1

Nyni si spocitdme tenzor setrvacnosti samotného bodu o hmotnosti %

Podivejte se na obrazek a urcete souradnice hmotného bodu.

Rozvazte, jakych vztahtt budete uzivat a jaké vSechny veliciny k tomu budete potiebovat.

Reseni - Napovéda 1

Souradnice hmotného bodu snadno urc¢ime jako [a, a, 0].

Pro urceni jednotlivych slozek tenzoru setrvacnosti Jj, soustavy N hmotnych bodi plati vztah:
N
ik = ;mm(@'k "l — L@i LK)

kde i indexuje hmotné body o hmostnosti m;, r; je vadalenost i-tého bodu od pocatku soustavy,
d;% je Kroneckerovo delta a soufadnice polohového vektoru z;); pro I = 1 az 3 jsou obecnéjsim

zapsanim nasich souradnic z, y, z i-tého bodu.

Poznédmka: Odvozeni tohoto vztahu viz naptiklad: Studijni text k teoretické mechanice tuhého

telesa.

V nasem pripadé se vztah jesté zjednodussi, protoze mame pouze 1 hmotny bod.

ij = m((Sjk 7’2 —Z; .’L‘k)

Tenzor setrvacnosti hmotného bodu - Napovéda 2

Vypocitejte postupné jednotlivé slozky tenzoru a zapiste je do matice.

Reseni - Napovéda 2

Nejprve spocitejme slozku J, .

Jex = J11 = m(d11 r? — 1z z1) = m(a:2 +y? 22— :c2) = m(y2 + z2) = ma®
Déle urcime slozky J,, a J,,.
2

Jyy = m(z® + 2%) = ma

J.. = m(z® +¢°) = m(a® + a*) = 2md’
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

Poznamka: To je v souladu s klasickou mechanikou. Vzdélenost hmotného bodu od os z i y
je a, a tedy je moment setrvacnosti pfi rotaci okolo téchto os roven ma?. Vzdélenost

hmotného bodu od osy z je ay/2, a proto moment setrvacnosti pii rotaci okolo osy z je 2ma®.
Pokracujme vypocitanim deviacnich moment.
Joy = Ji2 = m(d12 e T2) = —mzy = —ma?®
Jp, = —mzz =10

Jy: = —myz =0

Znéme vsechny potrebné slozky a vime, ze matice tenzoru setrvacnosti je symetrickd, tak jiz zbyva

ji jen zapsat.

1 -1 0 v [t 10
Jn=ma® | -1 1 =— (-1 10
0 0 2

Tenzor setrvacnosti hmotného bodu - Odpovéd’

Tenzor setrvacnosti bodu o hmotnosti % vzhledem k pocatku soustavy souradnic je:

1 -1

Ma? 0

Jrod = 5 -1 1 0
0 0o 2

Tenzor setrvacnosti celého systém — Napovéda

Urceme tenzor setrvacnosti celého systému dohromady.

Reseni napovédy

Tenzor setrvac¢nosti J celého systému, kdyz zname tenzory setrvacnosti J; jednotlivych c¢asti

systému, je jejich souctem.
W
i
V nasem pripadé bude pro celkovy moment setrvacnosti J platit:

J = Jkrych + Jpod -

Po dosazeni dostaneme nasledujici vztah.

g M 83 _83 _g L M 11 _11 8
12 | N 6 -
-3 -3 8 0 0 2
g Md 1(; 105 _2
- | - _
—3 -3 12

Tenzor setrvacnosti celého systému - Odpovéd’

Tenzor setrvacnosti J celého systému jsme urcili jako:
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3.4.2019

Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh
10 -5 -3
g M s
=13 — _
-3 -3 12

Hlavni momenty setrvacnosti a hlavni osy rotace - Napovéda 1

Nyni budeme hledat vlastni vektory a vlastni ¢isla tenzoru setrvacnosti.

Zavzpominejte, jak se hledaji vlastni vektory matice. Osvézte si pojmy: vlastni ¢isla, vlastni vektor a
charakteristicky polynom.

Reseni - Napovéda 1

Mgjme ¢tvercovou matici A nad R. Pak vlastnim vektorem v matice A rozumime nenulovy vektor,
pro néjz plati, ze

Av = M,
kde A € R. X je vlastni ¢islo matice A prislusné vlastnimu vektoru v.
Av— =0
(A-XE)v =0
Vidime, ze matice (A — AE) je singularni, tedy musi platit:
det |A — AE| = 0.

Tuto rovnici nazyvame charakterictickym polynomem a uzivame ji pro hledani vlastnich cisel.

Jakmile nalezneme vlastni ¢isla, uzijeme rovnice (A — AE)v = 6 k nalezeni vlastnich vektort matice
A.

Hlavni momenty setrvacnosti a hlavni osy rotace - Napovéda 2

Najdéte vlastni ¢isla a vektory matice

10 -5 -3
-5 10 -3
-3 -3 12
Reseni - Napovéda 2

Najdéme koreny charakteristického polynomu této matice.

[10—-Xx -5 -3 |
-5 10—\ -3
-3 3 12—\

det|A — \E| =

=(12-2)(10-2)*—-33-5-33-5-33(10 —\) —3-3(10 — \) —5:5(12 — \)
= (12— A) (100 — 20X + A*) — 45 — 45 — 90 + 9\ — 90 + 9\ — 300 + 25\ =

= 1200 — 240X + 1222 — 100X + 2022 — X® + 43\ — 570 =

A2 43202 297X+ 630 =0

A3 —32)02 4+ 297X — 630 =0
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

Charakteristicky polynom nasi matice je kubicka rovnice s neprilis hezkymi koeficienty. Takovouto
rovnici 1ze Tesit nékolika zptisoby. Mtizeme uzit naptiklad Cardanovy vzorce nebo Hornerovo
schéma. Jelikoz se jedna o fyzikalné vcelku hezkou situaci, da se predpokladat, ze polynom bude

mit néjaké celociselné koreny a proto uzijeme Hornerovo schéma.

Hormerovo schéma
1 -32 297 -630
1 1 -31 266 -364
-1 1 -33 330 -960
2 1 -30 237 -156
-2 1 -34 365 -1360
3 1 -29 210 0

http://reseneulohy.cz/
Zjistli jsme, ze A\ = 3 a dale proto stacéi vytesit kvadratickou rovnici ve tvaru:
A% — 29X + 210 = 0.

Opét se nejedné o koteny, které by se daly snadno uhadnout, a proto pouzijeme univerzalni

metody Teseni - diskriminantu.

23 =

29 £+ 4/292 — 4.210 2941
2 2

Tedy uz zname vsechna vlastni ¢isla.
)\1:3;)\2:15;)\3:14

Najdéme vlastni vektor v_f = (21, y1, 1) prisludny vlastnimu ¢islu A;. Hledame tedy nutrividlni
reSeni homogenni soustavy.
. 10 — A -5 -3 _
(A= ME)v = -5 10 — )\ -3 v =0
-3 -3 12— X

7 -5 -3\ [z
5 7 =3||wn]|=0 (1)
-3 -3 9 z

Nyni si trochu upravme nasi matici.

7 -5 -3 7 -5 -3 0 -12 18 00 0
5 7 -3|~-5 7 3|~ 0 12 -18|~ 2 -3
-3 -3 9 -1 -1 3 -1 -1 3 11 -3

00 O T1

-3 Y1
1 1 -3 z1

I
ol

Maéame soustavu rovnic:

2y1 *321 :0;
r; +y1 -3z =0.
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

7 prvni rovnice si miizeme vyjadrit 2y; = 32z; a dosadit do rovnice druhé.
Ti+y1—2y1=21—y1=0

3
1 =Y1 = 521

Tedy jsme dostali feseni soustavy, které je zavislé na volbé jednoho parametru. Zvolme z; = 2.

Potom pro vektor u_f prislusny vlastnimu ¢islu \; = 3 plati:
%
v = (3, 3, 2) .

. . , o ; — vr 1 ; v,
Déle hledejme obdobnym zpiisobem vlastni vektor ve = (z2, ya, z2) piislusny vlastnimu ¢islu As.

N 10 — Ay -5 -3
(A — )\2E) Vy = -5 10 — )\2 -3
-3 -3 12 — Xy

5 -5 -3\ [
-5 -5 -3 Y2 =0 (2)
-3 -3 -3 2

Opét si trochu poupravujme nasi matici.

-5 -5 -3 0 0 O 0 0 O 0 0 O
-5 -5 3] ~1553|~12 20]~]110
-3 -3 -3 1 1 1 1 1 1 1 11
Tuto matici dosadme do rovnice (2).
0 0 O T3
1 1 0 Y2 = 6
1 1 1 29
Tim jsme dostali soustavu rovnic pro vektor vs.
Ty +Y2 =0;
T2 +y2 422 =0,
7 prvni rovnice plyne zs = —y2. Kdyz toto dosadime do druhé, zjistime, ze zs = 0.

Opét vidime, ze mame volnost ve volbé parametru, pro jednoduchost vezméme x5 = 1. Pak tedy

; = w1~ ; oy
plati pro vektor vy prislusny vlastnimu ¢islu Ay = 15:
%
v = (1,-1,0).

Dale hledejme vlastni vektor ;; = (z3, ys3, 23) prislusny vlastnimu ¢islu As.

. 10 — As
(A= XA3E)vs = -5
-3 -3

-5 -3
— -
10 — /\3 -3 V3 =0
12 — s

—4 -5 -3\ [x3
-5 —4 -3||y]|=0 (3)
-3 -3 -2 z3

Matici si otesame do hezci podoby.
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

4 5 3 1 21 1 21 -1 1 0
5 4 3|J~|2 1 1)~|2 1 1)~} 2 11
3 3 2 3 3 2 0 0 O 0 0 O
Tuto matici dosadme do rovnice (3).
-1 0 T3
2 1 Y3 - 6
0 0 z3
Opét mame soustavu rovnic, tentokrat pro vektor vs.
—z3 +y3 =0 T3 = Y5
2z3 +y3 4z =0, 23 4y = —zs.
Dosazenim prvni rovnice do druhé zjistime vztah mezi z3 a 23.
223+ y3 =33 = —23
-1
T3 =Ys = ?23
Volbou z3 = —3 uréime podobu vlastniho vektoru vz piislusného vlastnimu ¢islu A3 = 14.
_>
V3 = (1, 1, —3) .

Hlavni momenty setrvacnosti a hlavni osy rotace — Napovéda 3

Priradte vysledkiim Napoveédy 2 fyzikalni vyznam.

Reseni - Napovéda 3

Na&s tenzor setrvacnosti celého systému mél tvar:

s (M0 ) e
o122 | B o122 T
-3 -3 12

Urcend vlastni ¢isla A; jsou vlastni ¢isla matice A. Proto ziskdme hlavni momenty setrvacnosti J;
Ma?
12

s prislusnymi hlavnimi momenty setrvacnosti J;.

, . v , p — 1y v o p
prostym prepoctem J; = A; . Nalezené vlastni vektory v; odpovidaji smériim hlavnich os rotace

*>
Jy =+ Ma? v = (3,3,2)

1

Jp = 2 Ma? vy = (1, -1, 0)

d

Jy = %Ma2 vy = (1,1, =3)

S . — . = cw — . , —
Lze ovérit, ze v; je kolmy na v, i v3. Stejné tak v, je kolmy na vs.

Poznamka k linearni algebre

Opét trochu zavzpominejme na linearni algebru.

Méame-li matici A, jeji vlastni éisla A\; a vlastni vektory v;, a kdyZ ozna¢ime P matici vytvofenou z

vlastnich vektort v; zapsanych do sloupcii, potom plati:

AN 0 0
PP A-P=|0 X O
0 0 )\
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh
Rozmysleme si, ze P je matice prechodu od kanonické baze k bazi tvorené vlastnimi vektory.

Tedy bychom méli dostat diagonalizovanou matici. Ovérme to tedy pro nas pripad tenzoru

setrvacnosti.

Matice A je pro nés tenzorem setrvacnosti J. celé soustavy.

10 -5 -3
g — Ma?
T -5 10 -3
-3 -3 12

PRy . . , o« . . vr 1.xr ; —
Vlastni ¢isla jsou pro nas hlavni momenty setrvacnosti J; a k nim prislusi vlastni vektory v;

Ji=iMa w=(3,3,2)
%

Jp = 2Ma®> v =(1,-1,0)
_)

Jy = %Ma2 vy = (1,1, —3)

V nasem pripadé tedy matice P je ortogonélni matice bidze a ma tvar:

3 1 1
P=13 -1 1
2 0 -3

Najdéme ted matici inverzniho pfechodu P~1.

3 1 1]1 00 3 1 1]1 o0 31 11 0 0
3 -1 010|~{0 -2 o|-110f~[02 0|1 -1 0]~
2 0 -3/0 0 1 0 -2 —11|-2 0 3 00 —11/-1 -1 3
1 1 9 9 3
31’}01 ’550 3002 3 1
11 11 - 11 ~
~10 1 5 5 0 | ~101 . ; 0 0 1 0|5 > 0
00 1/ L L _3 0 1|L 1 _3 0011 1 _3
11 11 11 11 11 11 11 11 11
3 3 1
1 0 0|22 22 11
~{0o 103 —3 0
00 1) 1 _3
11 11 11
Vypoéitejme tedy souc¢in P71 J, - P.
% » 10 -5 -3 11
22 22 11 - -
Ma?
-1 |1 2 . —
pt.g.p=|1 -1 ¢ |5 10 -3 -1 1
1 1 3 -3 -3 12 2 0 -3
11 11 11
» % i 9 15 14 30 0
22 22 11
_Mae b T o 15 14 |=MC0 15 o
12 | 2 2 12
i 1 3 6 0 —42 0 0 14
11 11 11
1 2
4MCL 0 0 Jl 0 0
Pt J-P=| 0 32Ma®> 0 |=|0 J 0
0 0 Ima? 0 0 Js

<1z v vs 1or 14 s T T . . . .
Vidime tedy, ze vzhledem k nasi ortogonélni bazi v, v, a vs ma matice tenzoru setrvacnosti opravdu

diagonalni tvar, kde na hlavni diagonale jsou hlavni momenty setrvacnosti.
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3.4.2019 Krychle s hmotnym bodem - hledani hlavnich os setrvaénosti — Sbirka uloh

Hlavni momenty setrvacnosti a hlavni osy rotace - Odpovéd’

ARy, ; SR T ,. o .
Vektory v; urcuji hlavni osy rotace s prislusnymi hlavnimi momenty setrvacnosti J;.

_)

Ji = ;Mad? v = (3,3,2)
%

Jp = 2Ma’ vy = (1, -1, 0)

%
Js = L) Ma? v3 = (1,1, —3)

Aktualizovano: 22. 3. 2019
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3.4.2019 Pohyb okolo labilni rovnovazné polohy na kouli — Sbirka tloh

Sbirka resenych uloh

Pohyb okolo labilni rovnhovazné polohy na kouli
Uloha &islo: 2263

Méjme kulicku o hmotnosti m a poloméru r, ktera se bez prokluzu pohybuje v blizkosti labilni @

rovnovazné polohy na kouli o poloméru R.

m

http:/ /reseneulohy.cz/

Pomoci aproximaci pro malé kmity najdéte pohybovou rovnici pro tuto kulicku.

Napovéda

Zvolte si soustavu souradnic. Rozhodnéte, kolik a jakych zobecnénych souradnic budete pouzivat.

Pro feseni pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu nebo pomoci Hamiltonovych rovnic budete
potifebovat znalost vztahu pro kinetickou a potencialni energii.

Reseni - Napovéda

Jednd se o problém s jednim stupném volnosti, vystacime si tedy s jednou zobecnénou souradnici.

Za zobecnénou souradnici zvolme odchylku ¢ od svislého sméru.

yn.

http:/ /reseneulohy.cz/
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3.4.2019 Pohyb okolo labilni rovnovazné polohy na kouli — Sbirka tloh
Kineticka energie T kulicky bude dana pohybem transla¢nim a rota¢nim. K urceni energie

transla¢niho pohybu pottebujeme znat rychlost kulicky v zavislosti na ¢. Jedna se o pohyb po

kruznici o poloméru R + r, tedy rychlost kulicky uréime ze zndmych vztahti pro pohyb po kruznici.
v=w(R+7r)=¢0(R+r)

1 m .
Ttransla(:nl' = 57’"/02 = 7(R+ r)2‘P2
K urceni kinetické energie rota¢niho pohybu potfebujeme znat tthlovou rychlost w; rotace kulicky.
Tu urc¢ime diky predpokladu, zZe se kulicka pohybuje bez prokluzu, tedy v case ¢ musi byt délky

urazeného oblouku na obou kruznicich stejné.

Rot = rwit
R .
== w
7

S touto znalosti uz snadno urcime kinetickou energii rota¢niho pohybu jako:

JR? ,
272

1
Trotaém' = EJwi

Celkovéa kineticka energie je prostym souctem energii rota¢niho a transla¢niho pohybu.

JR? . .
T = W(FP + %(R+T)2(p2
2 R 2
T JR N m(R+7) e
2r?2 2

T JR? + mr*(R+7)? 5
2r2

Kinetickou energii T jsme urcili, je na Case zaobirat se potencialni energii V.

Potencialni energie V homogenniho gravitacniho pole je:
V = mgy,

kde g je gravitacni zrychleni. My ovSem potfebujeme mit potencidlni energii V' kulicky zavislou na

uhlu ¢. Potfebujeme tedy najit vztah mezi y a ¢. K tomu ndm poslouzi obrazek.

http://reseneulohy.cz/

7 obrazku vidime, ze:
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3.4.2019 Pohyb okolo labilni rovnovazné polohy na kouli — Sbirka tloh
Y
R+r’

cosp =

y=(R+r)cosyp
Potom lze potencial vV popsat nasledujicim vztahem.
V =mgy =mg(R+r)cosp

Prestoze se nejedna o kmitani, jedna se o pohyb v okoli rovnovazné polohy a budeme chtit

potencial aproximovat kvadratickou funkei ¢.

Poznamka: Odivodnéni této aproximace viz napt.: Studijni text k teoretické mechanice

malych kmita.

Pro urceni aproximace potencialni energie V pouzijeme Maclaurinovu formuli pro rozvoj funkce

Cos .

z2 ozt

cosle—i—l—z

JelikoZ uvazujeme malé vychylky, miZzeme clen s z* zanedbat a potenciél potom bude:

o2
Va~mg(R+r) (1 7)

Po této aproximaci budeme znét priblizny vztah pro nas potencial V.

- mg(R+r)
2

~mg(R+r)

2 <p2 — konst

V= P +mg(R+7) =

Zname tedy vztah pro kinetickou energii T' i vztah pro potencialni energii V' a umime tak urcit i

lagrangian L =T — V.

_JR2+mr*(R+71)® ., mg(R+r)

L
2r2 o 2

% + konst

Lagrangeovy rovnice druhého druhu

K nalezeni pohybové rovnice uzijeme Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Jelikoz mé nas problém

pouze jeden stupen volnosti, bude tato rovnice pouze jedna.

NEANE
dt \ 9¢ Op

Spocitejme postupné vSechny nutné derivace pro nase L.

_ JR24+mr*(R+1)’ , mg(R+7)

2
L o2 o+ 5 p° + konst
OL
— =mg(R+r)ep
Op
L  JR*4+mr*(R+r1)”
op r2 14
d (0L\ JR*+mr*(R+r)" .
dt\ oy ) r? 4
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Potom tedy pro nasi kulicku plati:

d [ dL 8L  JR*+mr*(R+r)’

E(%)_B_m_ = ¢-—mg(R+r)p=0.

Hledana pohybova rovnice pro malé kmity méa tvar:

mgr? (R+ )
JR? + mr?(R+1)°

p=0.

Jedna se o homogenni linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty. Oznac¢ime-li
2
mgr? (R+r)

— T — 2, pak lze Teseni zapsat ve tvaru:
JR2 +mr2 (R+r)?

p = Ae

K urceni konstanty A bychom potifebovali znat néjakou pocateéni podminku. Bude-li naptiklad na
zacatku pohybu kulicka na vrcholku vétsi koule, tedy ¢ = ¢(0) = 0, potom snadno ur¢ime konstantu
A.

Tato pocatecni podminka by odpovidala tomu, zZe je kulicka v labilni rovnovazné poloze a tedy se

opravdu nikam nepohybuje.

Hamiltonovy rovnice

Hamiltonovy kanonické rovnice pripadaji dvé na kazdy stupen volnosti - rovnice pro zménu hybnosti

p; a pro zménu zobecnéné souradnice ¢;, v nasem pripadé tedy budou pouze dveé:

OH

p:_a_go’

L_oH
8p b
kde p je zobecnéna hybnost a H (p,¢) je Hamiltonova funkce.

Abychom pohybovou rovnici nasli pomoci Hamiltonovych rovnic, budeme potiebovat znat vztah pro

zobecnénou hybnost kulicky.

JR? + mr?(R+1)? .
> @

p

0L 9 (JR2+mr2(R+r)2 o mg(R+r)
”

2
- = _ 2 konst | =
E¥ % ™ P+ 5 ©° + kons )
Nyni potfebujeme urcit Hamiltonovu funkci H. Pro H obecné plati vztah:

N
H= Zpi(ji —L.
i1

V nasem pripadé se suma redukuje na jediny ¢len a vypocet nebude naroc¢ny.

JR? +mr?(R+7)? ., JR +mr’(R+7)? ., mg(R+r) ,
p° - p°— ———= " — konst
272

H=pp—L=

r2 2

JR? 2(R+7)? R
H = +7T;r2( +r) ¢2—mg(2+r)<p2—konst:T+V
™
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2 2 mg(R+r
! P _ 9( )902—k:onst

H= £
JR? + mr2(R +7)? 2 2

Znédme hamiltonian H, tedy je nacase dosadit do Hamiltonovych kanonickych rovnic.
. O0H
p=———=mg(R+r)p
Op

p = % _ - p
O  JR*+mr2(R+7)?

Z druhé rovnice vyjadrime p a zderivujeme podle casu, abychom ziskali p.

_JR+mr*(R+7)? . 9
= > ") /&

p
T

. JR 4+ mr?(R+7)? .
p= - ¢

,,
7 druhé rovnice dosadime do prvni za p.

JR? + mr?(R +1)?

r2

p=p=mg(R+r)p

mgr? (R+ )
JR? + mr2(R+7r)°

=0

Toto je nami hledand pohybova rovnice pro nasi kulicku.

Komentar - malinkata kulicka

Pro kulicku normélnich rozmért jsme pohybovou rovnici urcili jako:

mgr? (R+7)
JR? + mr2(R +7)*

p=0.

Co kdyby byla kulicka malinkatd a méla zanedbatelné rozméry? Potom jeji moment setrvacnosti J je

prakticky nulovy a jelikoz je R > r, bude pohybova rovnice o kus jednodussi.

mgr’R

mr2 R?

. g
_ = — 0
¥ R ¥
Takto by vypadala pohybova rovnice pro malé vychylky hmotného bodu padajiciho z labilni

rovnovazné polohy na vrcholku koule.

Odpoveéd’

P1i uziti nasledujici aproximace pro potencialni energii V:

mg(R+ )

2
— konst
5 %) onst ,

V=-—

ma kulicka pohybujici se dle zadani pohybovou rovnici:

mgr? (R+7)
b —
JR? + mr2(R +7)*

p=0.
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