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Uvod

Latinské Stvorce a obdlzniky boli matematikmi Studované stovky rokov. Ich
struktira totiz zodpovedd mnohym kombinatorickym problémom. Ich historiu a
vyuzitie prehladne popisuje v svojej knihe J. Bosdk (Bosak, [1976)). Rozmeru 3 x n
bolo venované pravdepodobne najviac ¢lankov, kedze narozdiel od 2 x n sa ich
pocet uz nedd spoditat trividlnou tvahou. Clanky tejto tematike venovali najma
S. M. Jacob, S. M. Kerewala, a J. Riordan, ktory ako prvy prisiel so vzorcom
na ich vypocet. V roku 1946 vsak I. Kaplansky a P. Erdés publikovali vzorec pre
asymptotické chovanie poctu latinskych obdlznikov m x n, &m zdujem o presny
pocet pre malé m upadol.

Latinsky stvorec mozeme chapat aj ako multiplikativnu tabulku kvazigrupy.
Preto niektoré algebraické problémy teodrie kvazigriap vedi ku kombinatorickym
uvaham. Jednym z tychto problémov je hladanie kvazigrip s malym poc¢tom aso-
ciativnych trojic, ktoré sa daju vyuzit v kryptografii pri konstrukcii hashovacich
funkcii. V. Valent vo svojej diplomovej praci (Valent| 2018|) popisuje algoritmus
na hladanie takychto kvazigrap. V ramci snahy o zefektivnenie tohoto algoritmu
sa obnovil zdujem o latinské obdlzniky 3 x n a moznd interpreticiu vzorca na ich
pocet pri popise ich struktury.

Téato praca popisuje najprv kombinatorické vlastnosti permutacii a nésledne
ich vyuZiva na ziskanie prvého vzorca na pocet latinskych obdlznikov 3 x n v
sekcii Podstatné je najméa odvodenie vzorca pre pocet permutacii disjunkt-
nych s identitou a permutaciou daného cyklického typu bez pouzitia generujucich
funkcii, ktory je zobecnenim kombinatorickej tvahy v ¢lanku Bogarta a Doyla
(Bogart a Doyle, [1986). V sekcii je popisand uzitocna technika pri praci s fak-
toridlmi, ktorej vysledky aplikujeme v sekcii Hlavnym vysledkom tejto préace
je Veta 10, ktord formuluje zjednoduseny vzorec na vypocet poctu latinskych
obdlznikov (2.16.

Kapitola |3 sa venuje algebraickym vlastnostiam grupy permutécii a ich pouzi-
tiu pri zistovan{ po¢tu orbit mnoziny latinskych obdlznikov 3 x n pri konjugovani
permutdciami, t. j. za ekvivalentné povazujeme latinské obdlzniky s rovnakou
cyklickou struktirou permutéacii v riadkoch. V jej zévere je popisany algo-
ritmus na zistenie tohoto poc¢tu pre malé n a jeho vysledky, ktoré naznacuju, ze
tento pocet by sa asymptoticky mal spravat ako pocet redukovanych latinskych
obdlznikov 3 x n.



1. Zopar uzitocnych
kombinatorickych problémov

V tejto casti ukazeme riesenie niekolkych kombinatorickych problémov, ktoré
je mozné vyriesit jednoduchym nahladom. Tieto rieSenia sa vsSak ukazuja byt
velmi uzitoénymi pre zistenie poc¢tu latinskych obdlznikov 3 x n. Prvé tri prob-
lémy patria medzi bezné kombinatorické problémy, riesenie podobnych problémov
sa nachadza napriklad v knihe Kapitoly z diskrétni matematiky (Matousek a Ne-
setril, [2007)).

1.1 Princip inkltazie a exklizie

V tejto kapitole budeme pomerne casto vyuzivat princip inklizie a exklizie,

ktory vravi, ze pre subor koneénych mnozin Ay, A, ..., A, plati
Jal= > =0 nal (1.1)
i=1 0AIC{1,2,...,n} iel

Kedze do hodnoty na lavej strane prispieva kazdy prvok patriaci do zjednote-
nia tychto mnozin prave raz, pre dokaz staci ukazat, ze aj do hodnoty na pravej
strane prispieva prave raz. Zoberme si nejaky prvok tohoto zjednotenia a. Nech

patri prave do j mnozin z Ay, As, ..., A,. Bez ujmy na vseobecnosti mozeme
predpokladat, Ze patri do mnozin A;, A, ..., A;. Nasledne vidime, Ze na pravej
strane ho zardtame iba v prienikoch k-tic z mnozin A, A,, ..., A; pre k od 1 po

j. Pocet tychto prienikov je pre kazdé k rovny (;) Podla a binomickej vety
na pravej strane dostavame

i(—n’f—l =—((1-17-1)=1.

1.2 Problém satniarky

Podla znameho pribehu pride do podniku niekolko panov v klobikoch a odo-
vzdaju ich Satniarke, ktora vSak zabudne, ktory patri komu. Nas zaujima, v kol-
kych pripadoch nedostane nikto naspat ten svoj.

Cize budeme zistovat poet permutécii mnoziny 1 az n bez pevného bodu.
Budeme postupovat jednoducho, pre ¢ = 1 az n oznac¢ime A; mnozinu vsetkych
permutdcii 7 takych, ze 7(i) = i. Nasledne potrebujeme zistit velkost zjednotenia
tychto mnozin a od¢itat ju od poctu vSetkych permutacii.

Na to, aby sme zistili velkost zjednotia tychto mnozin, mézeme pouzit princip
inklizie a exklazie. Je zjavné, ze velkost prieniku £ tychto mnozin je zo symetrie
pre kazdu k-ticu rovnaka a mézeme ju vyjadrit ako

|OA1| = (n—k)!,



pretoze najprv zafixujeme k-klobtikov a nasledne ostatné mozeme rozdelit (n—k)!
sposobmi. Pocet takychto k-tic je samozrejme (Z) Vsimnime si, ze pre £ = 0
dostavame clen n!, takze dosadenim do principu inklizie a exklizie mozeme
vyjadrit pocet permutacii bez pevného bodu ako

D, = Z(—l)k<n> ~(n— k). (1.2)
k=0 k

Znacenie. Oznacenie D, vychadza z anglického ndzvu, kde sa permutdcie bez

pevného bodu nazyvajiu derangements. Tdto hodnota zvykne byt v literatire nazyj-

vand aj subfaktorial cisla n.

1.3 Dominové déislo

Pri nasledujicom vypocte budeme potrebovat dj, tzv. dominové ¢islo, ktoré
nam hovori, kolkymi sposobmi vieme na 2n vrcholov usporiadanych do kruhu
polozit k£ dominovych kociek tak, aby sa neprekryvali. Inak povedané, budeme
vyberat k disjunktnych dvojic vrcholov, ktoré st pri sebe. Je dolezité, ze nas
zaujima aj ktoré vrcholy si spolu v dvojici, nielen to, ktoré si pouzité, preto
napriklad na vyber n dvojic mame 2 moznosti.

Pre zjednodusenie mozeme uvazovat, ze vrcholy lezia na tsecke. Potom spl-
nime podmienku, ak budeme vyberat disjunktné dvojice vrcholov, pricom navyse
musime mysliet na to, ze konce tsecky v skutocnosti lezia pri sebe.

Ukazeme, ze pocet moznosti, ako vybrat k dvojic vrcholov pri sebe z 2n vr-
cholov je rovnaky, ako pocet moznosti ako vybrat k vrcholov z 2n — k vrcholov.
Zostrojime zobrazenie, ktoré kazdému vyberu k vrcholov z 2n — k priradi k dvojic
z 2n a ukazeme, zZe je to bijekcia. Majme vybratych k vrcholov z 2n — k. Ofarbme
tieto vrcholy namodro. Nésledne ku kazdému modrému vrcholu vytvorme cer-
veny vrchol napravo od neho. Zjavne sme tymto sposobom dostali £ disjunktnych
dvojic z 2n vrcholov. To, Ze zobrazenie je na, vyplyva zo zobrazenia opa¢nym
smerom. Ak mame vybratych k dvojic, mézeme vybraté vrcholy zac¢inajic vlavo
striedavo farbif namodro a nacerveno. Nasledne odstranenim c¢ervenych vrcholov
dostaneme k modrych vrcholov z 2n — k vrcholov. Z tohoto postupu je zaroven
zrejmé, ze povodné zobrazenie bolo prosté, kedze odstranenim cervenych vrcholov
dostaneme prave jedno umiestnenie modrych.

Ostali ndAm moznosti, kde by dvojicu tvorili prvy a posledny vrchol z tsecky.
Je zjavné, ze ziadna z tychto moznosti nemohla byt zahrnuta v predchadzajtcich
moznostiach, kedze ak sme niekedy vo vybere zahrnuli posledny vrchol, tak musel
byt nutne nafarbeny nacerveno, t.j. v dvojici s predposlednym. Pri zafixovani
prvého a posledného vrcholu nam ostane 2n — 2 vrcholov na tsecke, z ktorych
potrebujeme vybrat £ — 1 dvojic, na ¢o je moznosti

2n—2—-k+1\ (2n—k-1
E—1 N kE—1
Preto plati

2n —k n—k—1 2n 2n — k
dk:( . >+< k1 >:2n—k'< . ) (1.3)




1.4 Problém stolovania

Tento problém spociva v usadeni n parov okolo okrithleho stola tak, aby sa v
usadeni striedali muzi a Zeny, a zaroven aby nikto nesedel pri svojom partnerovi.

Tradic¢ne sa toto zadanie do matematickej re¢i preformulovalo tak, ze najprv
usadime zeny okolo stola, a nasledne hladdame pocet usadeni muzov na n miest,
ktoré ostali medzi nimi, ¢o je v skutoc¢nosti pocet permutacii disjunktnych s iden-
titou, a zaroveii aj cyklom dlzky n (t.j. aby muz nemohol sediet napravo ani nalavo
od svojej zeny). To sa vsak ukdzalo zlozitejsie ako riesit pévodny problém, kde
zeny este nie st usadené. Ako prvy odvodil vzorec J. Touchard vo svojom c¢lanku
(Touchard| 1934)) a néasledne ho pomocou principu inklizie a exkliazie dokazal 1.
Kaplansky (Kaplansky, |1943).

Uloha sa viak d4 riesit podobne ako problém Satniarky tak, ze budeme po-
stupne usadzat Tudi a nasledne pomocou principu inkluzie a exklizie odpocitame
moznosti, ktoré zahrnaju pary sediace pri sebe. Tento postup pouzili na néjdenie
prehladného riesenia Bogart a Doyle (Bogart a Doyle, [1986), z ktorych ¢lanku
vychadza aj nasledujuci dokaz.

Celkovo mame 2(n!)? moZnosti na usadenie Tudi. Mdme 2 moZnosti na urcenie
muzskych a zenskych miest a nésledne n! moznosti usadenia pre kazda z tychto
skupin. Ak oznac¢ime A; mnozinu moznosti, kde po usadeni vsetkych parov sedi
par i pri sebe, mézeme pouzit princip inkltuzie a exklizie rovnako ako v probléme
satniarky. Je ocividné, ze ak ratame velkost prieniku £ z tychto mnozin, ani tu
nezalezi na tom, ktorych k parov vyberieme. Dosadenim do principu inklizie a
exklizie [LL.1] dostédvame

M, = kz:)(—uk. (Z) wy, (1.4)

kde wy je pocet usadeni, v ktorych pri sebe sedi vybratych k parov, a mozno aj
nejaké dalsie. Podme urc¢it hodnotu wy. Na zaciatku potrebujeme vybrat miesta,
kde tychto k parov sedi. Tomuto zodpoveda hodnota dj, ktord sme uz spocitali
vyssie , a nasledne mame k! moznosti na poradie, v ktorom tieto pary budu
sediet. Potom nam ostalo n — k muzov a rovnako vela zien, pricom obidve tieto
skupiny maju (n — k)! moznosti usadenia. Nakoniec eSte musime pocet moznosti
vynasobif dvoma, kedZze vyberame muzské a zenské miesta. Preto

wk:2-dk-k!-(n—k‘)!2.

Dosadenim dj do wy, a w; do vzorca |1.4] pre M, dostavame

Mn:]io(—nk- <Z> -4n-(2n—k—1)!-m.

Nasledne mozeme tento tvar este upravit, kedze (Z) = (n#'),k, a vybrat 2-n! pred
sumu, ¢im dostavame
“ 2n 2n — k
M, =2-n-Y (-1)F. : - (n— k). 1.5
”,§0<>2n_k<k><”> (15)

Clen 2 -n! v skuto¢nosti predstavuje viber Zenskych a muZskych miest a spo-
soby usadenia zien, takze suma v predstavuje pocet moznosti, ako usadif mu-
zov, ak sme najprv usadili vSetky zeny. Ako sme naznacili vyssie, pocet moznosti



na usadenie muzov po usadeni zien predstavuje pocet permutacii disjunktnych
s indentitou a permutéciou s dizkou cyklu n. Usadme najprv Zeny na fixné po-
zicie. Nasledne definujeme permutaciu muzskych miest tak, ze muza sediaceho
nalavo od danej zeny zobrazime na miesto, kde sedi jej manzel. Pri tejto defini-
cii usadenie kazdého muza nalavo od svojej zeny predstavuje identitu a usadenie
kazdého muza napravo od svojej zeny predstavuje permutaciu, kde kazdého muza
posunieme o jedno miesto tym istym smerom, ¢ize permutéciu s dlzkou cyklu n.
Ale kazdé usadenie vyhovujice problému stolovania musi byt disjunktné s oboma
tymito usadeniami. Pocet usadeni muzov nazveme stolovacie ¢islo a budeme ho
znacit ako u,, kde

=3 (—1)"- %Qf - <2”k‘ ’“) =k (1.6)

k=0
V nasledujtcej tabulke mozeme vidiet prvych par hodnét D,, a u,.

n D, U,

2 1 0
3 2 1
4 9 2
5 44 13
6 265 80
7 1854 579
8 14833 4738
9 133496 43387
10 1334961 439792
11 14684570 4890741
12 176214841 59216642
13 2290792932 775596313
14 32071101049 10927434464
15 481066515734 164806435783
16 7697064251745 2649391469058
17 130850092279664 45226435601207

18 2355301661033953 817056406224416
19  44750731559645106  15574618910994665
20 895014631192902121 312400218671253762

Tabulka 1.1: Poc¢ty permutéacii bez pevného bodu D,, a hodnoty stolovacieho ¢isla
u, pre malé n



2. Pocet latinskych obdiZnikov
3 Xn

2.1 Zakladné pojmy a struktiura permutacii

Definicia 1. Nech m,n € N;ym < n. Latinskym obdlZnikom m X n rozumieme
tabulku s m riadkami a n stlpcami, kde sa v kaZdom riadku nachddza kazdé z cisel
1 aZn prave raz a zdroven v kaZdom stlpci sa kazdé z cisel 1 aZn nachddza najviac
raz.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat po¢tom latinskych obdlznikov 3xn. Tento
pocet oznaéme L,. Podla definicie plati, ze kazdy riadok latinského obdlznika
zodpoveda nejakej permutacii ¢isel 1 az n. Najprv si mézeme uvedomit, ze staci
uvazovat také latinské obdlzniky, ktorych prvy riadok zodpoveda identite. Takéto
latinské obdiiniky nazveme redukované. Ich pocet oznac¢me K,. Zjavne plati, ze
kazdou permutéciou stlpcov redukovaného latinského obdlZnika dostaneme znova
latinsky obdlZznik, a zaroveii takto dostaneme kazdy latinsky obdlznik. Preto plati

L,=n!K,. (2.1)

Ak by sme cheeli spoéitat pocet redukovanych latinskych obdlznikov s dvoma
riadkami, ich pocet vieme jednoducho vyjadrit ako D,, (1.2). Permuticie bez pev-
ného bodu nam pomozu aj pre vypocet latinskych obdlznikov s troma riadkami.
Druhy riadok totiz zodpoveda nejakej permutacii bez pevného bodu. Teraz vy-
uzijeme to, ze si permutécie bez pevného bodu rozdelime na niekolko typov podla
Strukttry cyklov a ndsledne zistime podet latinskych obdlZnikov, kde druhy ria-
dok zodpoveda permutécii daného typu.

Znacenie. Mnozinu vsetkych permutdcii prvkov 1 aZ n znacime S,. V dalsom
texte budeme uvazZovat permutdcie prokov 1 aZ n, ak to nespecifikujeme inak.

Znacenie. Nech w € S, je permutdcia zloZend z a; cyklov diZky 1, as cyklov diZky
2, ..., ap cyklov diZky n, kde a; +2-as + --- +n-a, = n. Hovorime, Ze 7 je
permutacia typu 14129 ... n.

Teraz moézeme spravit jednoduché pozorovanie, ktoré vyplyva z toho, ze v
permutacii bez pevného bodu sa kazdy prvok musi zobrazif na iny prvok.

Pozorovanie. Nech m € S, je permutécia bez pevného bodu. Potom 7 neobsahuje
cykly dlzky 1, t.j. je typu 2923% ... n%".

Najprv pre kazdy typ permutécie zistime ich pocet a néasledne vypocitame
pocet permutacii disjunktnych s identitou a s permutaciami daného typu. Tym
dostaneme pocet moznosti pre druhy riadok latinského obdiZznika podla typu
permutacie a k nemu zodpovedajici pocet moznosti pre treti riadok.



Lema 1. Pocet permutdcii prvkov 1 azn typu a = 2%23% ... n% je
n!

Co= v _ (2.2)

Dokaz. Zoberme nejaké usporiadanie ¢isel 1 az n. Medzi tieto ¢isla pridame odde-
lovace tak, aby prvym aj poslednym znakom bol oddelovac, a zaroven aby medzi
susednymi oddelovac¢mi bolo as dvojic ¢isel, ag trojic, ..., a, n-tic ¢isel. KedZze si
berieme usporiadanie ¢isel lubovolne, mézeme predpokladat, ze oddelovace zlava
najprv oddeluju dvojice ¢isel, nasledne trojice, atd. Zoberme zobrazenie, ktoré pri-
radi takémuto usporiadaniu a rozdeleniu ¢isel permutaciu tak, ze kazdej skupine
¢isel medzi dvoma susednymi oddelova¢mi zodpoveda cyklus tejto permutéacie.
Tymto postupom ziskame kazdi permutaciu daného typu. Teraz uz iba staci
zistif kolkokrat.

Vsetkych usporiadani ¢isel 1 az n je n! a typ permutacie naim urcuje polohu
oddelovacov jednoznacéne. Pre dany cyklus dlzky k existuje & moznost{ ako ho
zapisat ako usporiadant k-ticu, kedze cislo na prvom mieste v cykle uz jedno-
znacne urcuje tento zapis. Nasledne pre kazdé k dostavame rovnakt permuta-
ciu bez ohladu na to, v akom poradi sme zapisali a; cyklov s dizkou k. Tieto
usporiadania mozeme menit pre kazdd dlzku cyklov nezavisle, ¢ize celkovy pocet
usporiadani ¢isel 1 az n musime pre dany typ permutacie vydelif ¢islom k% - ay!
pre kazdé k od 1 po n, z ¢oho uz plynie tvrdenie.

OJ

Pozndmka. Tato lema plati s mensou ipravou aj pre permutacie s pevnym bodom,
t. j. ak a; # 0, kde menovatel musime vynasobif ¢lenom a4!.

Priklad. Pre lepsiu ilustraciu dokazu uvedieme jednoduchy priklad. Polozme n =
7, ay =2, a3 = 1. Podla mé platit, Ze pocet permutacii typu a = 223 je

7! 7!
C,= ———— =— =210.
22.3.21. 11 4l
Zaroven z dokazu vyplyva, ze kazda permutacia daného typu zodpoveda 4! = 24

usporiadaniam ¢isel 1 az 7. Napr. pre permutéaciu (1 3)(2 4)(5 6 7) mame tieto
usporiadania, ktoré urcéuju tu istt permutéciu:

13)24)(B67) (13)(24)(675) (13)(24)(756)
BDEROG6ET) (31)(24)(675) (31)(24)(756)
(13)(42)(567) (13)(42)(675) (13)(42)(756)
B1A2)(567) (31)(42)(675) (31)(42)(756)
24)(13)567) (24)(13)(675) (24)(13)(756)
2431567 (249B 1675 (24)(31)(756)
42)(13)(567) (42)(13)(675) (42)(13)(756)
42)31)(567) (4231675 (42)(31)(756)

Tabulka 2.1: Sposoby zapisu danej permutéacie v cyklickom tvare

Pozndmka. Znacenie S,, sa obvykle pouziva pre oznacenie grupy permutacii prv-
kov 1 az n s operaciou skladania. Plati, ze dve permuticie majui rovnaky typ
prave vtedy, ak st v tejto grupe konjugované. Preto je mozné pocet permutacii
daného typu spocitat aj tymto sposobom.



2.2 Pocet permutacii disjunktnych s identitou a
permutaciami daného typu

Kedze pozndme pocet permutacii bez pevného bodu typu a = 2923% ... n%",
tak urc¢enim poctu permutécii disjunktnych s identitou a zaroven s permuta-
ciou tohoto typu vieme spoéitat pocet latinskych obdlznikov s troma riadkami,
ktoré maju permutaciu daného typu v druhom riadku. Tento postup vyuzil aj
J. Riordan vo svojom ¢lanku (Riordan, 1944)). Jeho ¢lanok je ale velmi stru¢ny
a porozumiet mu vyzadovalo nemalé usilie. V tejto praci je jeho postup popi-
sany prehladnejsie a navyse dokdzeme v upravenej podobe aj platnost vsetkych
tvrdeni, na ktoré sa Riordan odvolava, pripadne ich povazuje za zrejmé.

Pri rieSeni budeme vyuzivat postup podobny ako v sekcii [I.4] kde sme vypo-
&ftali pocet permutécii disjunktnych s identitou a s permutdciou dizky cyklu n
. V tomto pripade vsak budeme uvazovat pre kazdy cyklus danej permutacie
iny stol.

Definicia 2. Nech 7 je permutdcia typu a = 223% ...n%" a nech vy je pocet cyk-
lov tejto permutdcie. Definujeme l(a) = (L, ... ,l,), kde pre i = 1 aZ vy oznacime
l; diZku i-tého cyklu permutdcie, kde tieto cykly si zoradené podla diZky od najk-
ratsich. T. j. pre v =1 aZ ay mame l; = 2, pret = as + 1 aZ as + az mame l; = 3
atd.

Definicia 3. Nech l(a) = (I, ... .l,), kde a je typ permutdcie bez pevného bodu.
Zobecnenym dominovym cislom eg nazveme pocet sposobov ako z v kruhov
zloZenych z 2 - l; vrcholov pre vsetky © = 1 aZ v vybrat k disjunktniych dvojic
susedngjch vrcholov.

Pozorovanie. .,
€ak = Z H dkm (23>
i=1

kde suma prebicha cez vsetky rozdelenia k = ki + ko + - - - + &, také, Ze k; € N a
plati k; <; pre vSetky i € {1,2,...,7}.

Dokaz. 'Tvrdenie vyplyva z toho, Ze najprv rozdelime, kolko dvojic vyberieme z
ktorého kruhu, a nasledne pre kazdy kruh spocitame pocet dvojic a tieto pocty
vynasobime.

0

Lema 2. Nechl(a) = (Iy,...,l,), kde a je typ permutdcie bez pevného bodu. Pocet
sposobov ako ku vy kruhovym stolom s 2-1; miestami pre 1 = 1 aZ v usadit n pdrov
muzov a zZien tak, aby sa muZi a Zeny pri kaZdom stole striedali, a aby Ziaden par
nesedel priamo vedla seba, je

n

S (1) @ g KL (0 — K1 (2.4)

k=0

Dokaz. Princip inklizie a exkluzie pouzijeme rovnako ako na odvodenie vzorca
pre M, (1.4). Nasledne mdme 2 moznosti na vyber muzskych a Zenskych miest



k) moznosti na vyber k£ parov, ktoré urcite sedia pri sebe,
€q,,x Mmoznosti na vyber miest pri stoloch, kde budt tieto pary sediet, k! moznosti
na usporiadanie parov na tieto miesta a (n — k)!?> mo#Znosti na usadenie zvysnych
muzov a zien.

pri kazdom z v stolov, ("

O

Tato sumu moézeme upravit podobne ako vzorec tak, ze vyberieme pred
sumu 27, ¢o predstavuje pocet moznosti vyberov muzskych a zenskych miest pri
kazdom stole, a n! ¢o je pocet moznosti na usadenie zien. Ked sa vratime naspat
k matematickému vyznamu problému stolovania, mozeme spravit velmi dolezité
pozorovanie.

Pozorovanie. Pocet permutacii disjunktnych s identitou a s permutaciou typu

a=2%3%...n%" je
n

Uy = D (—1)F - eqp - (n— k)! (2.5)

k=0
Priamym dosledkom tohoto pozorovania a tvah v tejto sekcii je prvy vzorec,
ktory nam dava pocet latinskych obdlznikov 3 x n.

Veta 3. Pocet redukovangch latinskych obdZnikov 3 x n je
Kn = Z Ca * Ua)s (2.6)

kde suma prechddza cez vsetky typy a = 2%23% ...n* permutdcii bez pevného
bodu.

Toto je explicitny vzorec na zistenie po¢tu latinskych obdlZnikov, ktory déva
zmysel aj intuitivne. M4 vsak dva zasadné problémy. Prvym je sumécia cez typy
permutéacii a druhym je vzorec na vypocet poc¢tu permutacii, ktory obsahuje
sumu cez delenia ¢isla k na prirodzené ¢isla podla dalsich kritérii. V dalsej sekcii
ukazeme novy sposob reprezentacie tychto vzorcov, pomocou ktorého zjednodu-
sime najprv vzorec na vypocet u(,) a nasledne zjednodusime aj sumu cez typy
permutacii.

2.3 Reprezentacia pomocou polynémov

Definicia 4. Nech U € Z[zx] je polynom. Jeho faktoridlnu hodnotu, ktord bu-
deme znacit uw = U - 0!, definujeme ako cislo, ktoré dostaneme, ked do polynomu
dosadime za x' hodnotu i! pre kaZdé i € Ny.

Pozndmka. Téato reprezentacia nam umoznuje efektivnejsie pracovat s faktorialmi
pouzitim beznych operécii polynémov, kedze ak mame k! a l!, tak ich vynasobenim
ziskame len k! - 1!, ale 2% - 2t - 0! = (k +1)!

Teraz mozeme vzorec [1.6] reprezentovat polynémom.

" 2n 2n — k
U, =Y (-1 : gk 2.7
kzo( ) 2n —k ( k > ’ 27)

Hodnotu u,, nasledne ziskame ako w,, = U, - 0!
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Lema 4. Nech 7 je permutdcia typu a = 223% ...n*" potom plati

Uiy = U2 - Ugs - U . () (2.8)

Dokaz. Ukézeme, ze plati
Uy =U, U, U,

z ¢oho uz trividlne plati tvrdenie. Po dosadeni e, a dj, dostavame na lavej strane

n

2 2l; — k;
—1)k. I N Yl ank,
St Tyt (M)
kde druha suma prechadza delenia cisla k rovnako ako vo vzorci Nasledne
mozeme preusporiadat vonkajsiu sumu tak, ze najprv pre kazdé [; vyberieme
hodnoty k; < [;, a na mieste, kde sme doteraz mali k£, budeme maft sicet cisel k;,
ktory oznac¢ime s. Tato operacia nam zjavne nezmeni koeficienty nasho polynému,
ktory po preusporiadani vyzerd takto:

a2 (22— K L
ZH)'H%—H( k: )I |

ki <l; i=1

Na pravej strane mame

ﬂ 2’: (1) 2l; 20 = ki\ 1w
i=1 k=0 20 — k; k; '

Aj tento vzorec mozeme preusporiadat tak, ze najprv vyberieme pre kazdé [;
hodnoty k; < [; a prehodime sumu so stc¢inom, ¢im dostaneme polyném v tomto

tvare: y l l "
9. 29N — k.
—1)ki . LN ¢ v ik
2 =D 5= ( ki ) !

ki<l; i=1

Nisledne st¢inom cez vietky i dostaneme koeficient pri ¢lene gt —Fitliza—ked+l—ky
Kedze sucet cisel I; je z definicie rovny n a stcet ¢isel k; mame oznaceny s, tak
(Iy — k1) + (Ig — ko) + -+ + (I, — ky) = n — s. Navyse zjavne [](—1)% = (—1)°.
Teraz uz dostavame pravu stranu v tvare, ktory je zjavne rovny lavej strane:

. oA (2 — k) .
Z(_l)'n%—lﬁ'< ki >$ .

ki <l; =1

O

Teraz dokazeme dve tvrdenia, pomocou ktorych budeme schopni zapisat fakto-
rialnu hodnotu sic¢inu polynémov ako sumu nejakych stolovacich ¢isel. Vyuzijeme
pri tom rekurenciu, ktora sa objavuje pri tychto polynémoch.
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Lema 5. Pre postupnost polynémov {U,} definovani vyssie plati
Un+1 = Un . (ZE — 2) — Un_l, (29)

kde n € Ny a pre n = 0 definujeme Uy = 2.

Dékaz. Toto tvrdenie mézeme dokézat priamo z definicie (|1.6) tak, ze ukdzeme
rovnost koeficientov pri 2"t17%. Na lavej strane je tento koeficient rovny

(1) 2n + 2 .<2n+2—/~c>‘

o +2—k k

Na pravej strane mame

g () e = (e )

z clenov z U, a

k2 2n — 2 2n—2—(k—2)
-1 (=) '2n—2—(k—2)'< (k —2) )

z U,—1. Ozna¢me A = 2n — 1 —k)!, B = (2n — 2k)! a C = (k — 2)!. Néasledne
mozeme vsetky cleny vydelit vyrazom (—1)* a prendsobit vhodne zvolenou jed-
notkou tak, aby boli pre nejaky prirodzeny koeficient m v tvare
A
2n+2-2k)-2n+1-2k)-B-k-(k—1)-C"

Na lavej strane je mg = (2n+2) - (2n+ 1 — k) - (2n — k). Na pravej strane mame
postupne m; = 2n-(2n+2—2k)-(2n+1—2k), my = 2-2n-(2n—k) - k a nakoniec
mg = —(2n—2)-k-(k—1). Rovnost nastane prave vtedy, ak mg = my +ma +ms,
ale po uprave dostavame na obidvoch stranach vyraz

2n+2)(k* — k- (4n+1)+2n- (2n+1)).

Nakoniec musime zvlast oSetrit koeficienty pri 2"*! a 2", kde sa nam nezarataji
koeficienty zo vsetkych polynémov, kedze U, ma stupen n a U,_; ma stupen
n — 1. Po dosadeni hodnot vidime, Ze koeficient pri 2" je na oboch stranich
rovny 1 a pri 2" je koeficient rovny (—1) - (2n + 2).

O

Poznamka. Dosadenim do definicie stolovacieho ¢isla sme schopni vypocitat
polyném U; = x—2. Dosledkom predchadzajiceho tvrdenia je, Ze nasu postupnost
jednoznac¢ne definuju polynémy U, U; a rekurentny vzorec. Nasledne ukézeme
vlastnost, ktora plati pre takto definovanti postupnost.
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Lema 6. Nech {U,} je postupnost polynémov spliajica U,y = Uy-(x—2)—Upn_1,
kde Uy =2 a Uy = x — 2. Potom plati

Ui . Uj 0! = Uit j + Ui—y, (210)

kde pre zaporné cisla definujeme u_, = Uy,.

Dékaz. Budeme postupovat indukciou a dokdzeme U; - U; = U;yj + Uj;i—j|, z coho
uz plynie tvrdenie. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze ¢ > j a
indukciu prevedieme podla suc¢tu m =i+ j.

Pre m rovné 0 a 1 je tvrdenie trividlne. Pre m = 2 je jediny netrivialny pripad
i = j = 1, kde mdme na lavej strane U? a na pravej Us + Uy. Podla rekurencie je
Uy=U-(x—2)—=Uy, Cize Uy + Uy =U; - (x — 2), ale Uy = = — 2.

Nech tvrdenie plati pre m > 2. Ukézeme, Ze plati aj pre m+1. Na pravej strane
méame U;-U;. Vieme, Ze tvrdenie plati pre U;_;-U; aj pre U;_,-U;. Podla rekurencie
vyjadrime U; = U;_; - (x — 2) — U;_5. Nésledne podla indukéného predpokladu
vieme, zZe (Ui—1-(2—2)=U;—2)-Uj = (=2)-(Ui—11;+ Ujim1—j) = (Ui—a4+Ujia—j))-
Podla rekurencie plati (x — 2) - Ui_14; — Ui—24; = Uiy a zaroven, ako ukdzeme
nizsie, plati aj, ze (x —2) - Uji—1—j| — Uji—o—j| = Uji—j| (). Preto uz staci iba spojit
tieto dva vzorce:

Ui-Uj = (U1 (2 =2)=U;2)-Uj = (x—=2) (Ui—115+Ujic15) — (Uic21j + Uji—a—j))
a preusporiadanim vyrazu vpravo mame
(= 2) - Uim14j — Uicoqj + (2 = 2) - Uji1—j| — Uji—a—j| = Uiys + Ujizjy,

¢ize naozaj plati U; - Uy = Uiy + Ujij).

Vyraz (#) plati z rekurencie za predpokladu, ze |[i—j| > [i—j—1| > |i—7—2].
Kedze i > j tak vsetky vyrazy v absolutnych hodnotéach st kladné, az na pripady,
kde ¢ = j, alebo i = j + 1. Ukazeme indukény krok pre prvy pripad, v druhom
pripade sa dokaze obdobne.

Chceme dokdzat, ze U? = Uy + Up. Na lavej strane mdme z rekurencie
U? = (U, (x —2) — U;_3) - U;. To podla predpokladu mozeme upravit na
(x—2) - (Ugi—1 +Uy) — (Ugi—g + Us). Opét z rekurencie Uy; = Usp;—y - (x —2) — Usi_o
a Uy = (x—2)-U; — Us. Preto preusporiadanim vyrazu na lavej strane dostaneme
(x —2) - Ugi1 — Usyo+ (x —2) - Uy — Uy = Uy; + Uy. Tym je dokaz indukéného
kroku hotovy.

O

Pozndmka. Vztahy popisané v lemach 5 a 6 platia v podobnom tvare aj pre
postupnost Cebysevovych polynémov. Tito analégiu vyuziva v svojom ¢lanku J.
Riordan. Dalsie vlastnosti tychto polynémov je mozné néjst napriklad v knihe J.
C. Masona a D. C. Handscomba (Mason a Handscomb), 2002).

Tymto kon¢ime pracu s reprezentaciou pomocou polynémov, kedze viacna-
sobnou aplikdciou vzorca [2.10| na vzorec dostavame hlavna vetu tejto sekcie,
ktord nam ddva novy sposob vypoctu cisla u(,) pre dany typ permutacie.
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Veta 7. Nech l(a) = (l,....,l,), kde a = 2%3% ... n" je typ permutdcie bez
pevného bodu. Potom plati

Uy = Ug? - Usgs - -+ U .0 = Zullibi“'il—y? (2.11)

kde suma prebicha cez vsetky moznosti umiestnenia znakov plus a minus medzi
dizky cyklov.

Pozorovanie. Cislo u(,) nezavisi na ocislovani jednotlivych cyklov.

Dokaz. Vyplyva zo vzorcaf2.10|a z toho, Ze pri jeho viacnasobnom pouziti mézeme
najprv vybraft poradie cyklov z komutativity polynémov. Nasledne pri kazdej jeho
aplikacii nezdlezi na tomto poradi, kedZe wuj;_;| = uj;—;

O

Vdaka tejto vete vieme prvykrat vypocitat pocet permutacii disjunktnych s
identitou a permutaciou daného typu ako stucet stolovacich ¢isel. Toto vyuzijeme
v nasledujicej sekcii na findlne zjednodusenie vzorca [2.6]

2.4 Zjednodusenie vzorca na vypocet K,

V tejto sekcii ukdzeme ako odstranit zo vzorca sumu cez typy permutécii a
nahradif ju inou sumou, ¢im dostaneme vzorec, ktorym budeme schopni priamo
vy¢islit pocet latinskych obdlZnikov. Toto zjednodusenie je v podobnej forme
popisané v druhom ¢lénku J. Riordana o latinskych obdlznikoch (Riordanl (1946)).

Lema 8. Nech a je typ permutdcie bez pevného bodu. Potom plati

Uy = S0 o, (2.12)
i=0
pre nejaké nezaporné celé ¢isla b,(laz Navyse nech l(a) = (ly,...,l,). Potom b,(fz je

pocet podpostupnosti 1 < i1 < ... < iy < v takych, Ze >, 1; =1.

Dékaz. Prvé pozorovanie plynie priamo zo vzorca [2.11] V pripade, ze su vSetky
znamienka plus, dostdvame hodnotu w,,. Zmenenim znamienka pred [; na minus
dostdvame u,_9;. Kedze kazdy clen v sume mozeme dostat len viacnasobnou
zmenou znamienka a plati u_, = u,, tak zjavne existuji koeficienty spliiajice
prvu rovnost.

V dokaze druhej casti ndjdeme pre kazdé umiestnenie znamienok, ktoré nam
v indexe da stcet v absolutnej hodnote n — 21, jednoznacny vyber [;,, ..., [; taky,
ze ich sucet je i. Dokaz rozdelime na pripady, podla toho, ¢i je stucet v indexe
kladny, alebo zaporny.

Ak je tento sucet kladny, tak vyberieme préave tie z ¢isel [y, ..., [,, ktoré pred
sebou majui znamienko minus. To oc¢ividne mozeme spravit.

Ak je tento sucet zaporny, t. j. 2 — n, tak mame nejaké [;,,...1;, spliiajice
lj + -+ 1, = n—1i. To vyplyva z toho, ze sucet vSetkych cisel, ak by mali
znamienko plus, je n, ¢ize aby sme dostali hodnotu 2i—n, tak sme museli umiestnit
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minus pred ¢isla so suctom n — i. To ale zodpoveda vyberu zvysnych cisel z

li, ..., 1y, ktorych stucet musi byt i.
Na zaver este musime ukazaf, ze kazdému umiestneniu znamienok zodpoveda
iny vyber {;,,...,l;. V ramci kladnych ani v rdmci zdpornych suctov v indexe

zjavne nemozeme dostat ten isty vyber, takze staci ukazat, ze neexistuje taka
dvojica umiestnenia znamienok, Ze jedno umiestnenie ma v indexe kladny stucet,
druhé zaporny, a zéroven zodpovedaji rovnakému vyberu [;,...,[; . To ale ne-
moze nikdy nastat, pretoze cislo [; ma pred sebou vzdy znamienko plus a v prvej
moznosti vyberame tie ¢isla, ktoré pred sebou majui znamienko minus a v druhej
tie, ktoré pred sebou maju plus.

7 konstrukcie plynie aj to, ze kazdému vyberu ¢isel jednoznacne vieme priradit
umiestnenie znamienok. Ak sme vybrali ¢islo [; tak znamienka minus umiestnime
prave pred tie ¢isla, ktoré sme nevybrali. Ak sme nevybrali 1, tak znamienka mi-
nus umiestnime prave pred vybrané cisla. Tento postup ilustrujeme na priklade.

OJ

Priklad. Nech a = 2'3%5' je typ permutécie bez pevného bodu. Potom b%g vy-
pocitame ako pocet moznosti na vyber ¢isel z mnoziny {2, 31, 39,5} tak, aby ich
sucet bol 5. Nasledne ku kazdému vyberu jednoznacne priradime aj umiestnenie
znamienok, toto priradenie oznac¢ime symbolom —.

2431 =0 U3, 3,5 = U_3 = U3

2432 =0 U-3,43, 5 = U_3 = U3
D=9 U2+3,+3,—5 = U3

Znacenie. Cisla c1, ¢y, Cs, ..., Cp také, Ze ci+2-co+- - -+n-c, = i. nazveme typom
c delenia cisla v a znacime ¢ = 142° .. . n°. Toto znacenie zodpovedd znaceniu
typu permutdcii podla diZok cyklov. Pre typ ¢ delenia isla i a typ a permutdcie
hovorime, Ze ¢ < a, ak c¢; < a; pre vsetky j od 1 po n. Zdroven ak ¢ < a, tak
vieme vybrat ¢; z a; cisel j pre kaZdé j od 1 po n. Tento vyber budeme nazyvat
vyberom delent typu c z typu permutdcie a.

Pozorovanie. Nech a = 2%23% .. .n% je typ permutacie bez pevného bodu a nech
c=1%2%_..n° je typ delenia cisla i. Potom je prave

) — (Zz) _ (‘2) ..... <Z:> (2.13)

sposobov na vyber deleni typu ¢ z typu permutacie a. Ak neplati ¢ < a, tak
9 = 0. Zaroven plati, ze Y ¢@ = bf{fg, kde suma prebieha cez vsetky typy
delenia c ¢isla .

Dokaz. Pre kazdé j od 1 po n potrebujeme vybrat c¢; ¢isel z a; a mozeme ich
vyberaf nezavisle na sebe. Druha rovnost plati z definicie ¢isla bffz a predchadza-
jucej lemy.

O

Pozorovanie. Ak c je typ delenia &sla i taky, Ze ¢; # 0, tak zjavne ¢(® = 0 pre
vsetky typy permutéacii bez pevného bodu a.
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Lema 9. Nech a = 2%23% ...n% je typ permuldcie bez pevného bodu. Potom
C, - bflaz = 26&)’(0), kde pre typ delenia ¢ = 22 ...n°" spliajici c < a definujeme

5((1')7(0) _ (n) . 7! . (n—i)!
n,? i 22 gl nen - ¢, 2a2—cz. ((12 — 62)! ..... nan—cn . (an _ Cn)!’
(2.14)
a suma prechddza vsetky typy ¢ < a delenia cisla 1.

Dokaz. Podla pozorovania vyssie je C, - b§f‘2 =Y C, - . Nésledne mozeme vy-
nechat typy ¢, ktoré nespliiaji ¢ < a, kedze v takom pripade je ¢® = (0. Tvrdenie
plati priamo zo vzorcov na vypocet ¢® (2.13)) a C, (2.2)) a definicie kombina¢ného
cisla.

O

Pozorovanie. Z definicie permutécie bez pevného bodu plati

Y Coa= Dy, (2.15)

kde D,, zodpoveda poctu permutacii bez pevného bodu (1.2) a suma prechadza
cez vsetky typy a = 2%23% ... n" permutéacii bez pevného bodu.

ZavereCna veta tejto sekcie zhina vysledky predchadzajicich tvrdeni a pozo-
rovani a zaroveil konecne ddva vzorec na vypocet poc¢tu latinskych obdlZnikov
3 X n pomocou obyc¢ajnej sumy cez prirodzené cisla vyuzivajuci len hodnoty D,
a Uy, , ktoré vieme bez problémov vy¢islit. Narozdiel od predchadzaju-
cich sekcii pozmenime definiciu tak, ze ug = 1, ¢o vyuzijeme len v Specialnych
pripadoch nasledujiceho vzorca.

Veta 10. Pocet latinskijch obdZnikov 3 x n je L, = n!- K, kde
L2/
1

1=0

Dékaz. Dosadenim u, z do 2.6l mdme

N3

L L3

J
K=" Ca> 0 ity 0i =33 Co - 0 - s,

=0 i=0 a

kde > C, - b,(laz podla [2.14] vieme prepisat na sumu cez typy ¢ delenia &sla . Cislo
¢t bude v nasledujicom postupe pevne zvolené.

> Ca b =303 5

a c<a

)

Teraz mozeme zamenit sumy a rozpisat ¢islo 57(1“2 o pre typy permutacii a, kde

¢ < a, ¢im dostaneme

sy @ - i (n — i)

c a>e . 02! ..... neén . Cn! ' 202_02 . (a2 — 02)! e e e mAn—Cn . (an — Cn)'
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Vidime, ze hodnota (7) nezavisi ani na type permutacie a, ani na type delenia
¢isla 7. Zaroven ani prvy zlomok nezavisi na type permutéacie. Preto mozeme
vybraf ¢leny pred sumu a mame

n 3 i! 3 (n—1)!
/l. P 202 . 02! ..... neén . cn! 2612_02 . (a2 — 02)! ceee e maAnTCn . (an — Cn)' ’

a>c

Postupne najprv sumou cez typy permutacii a, kde ¢ < a, dostdvame sumu cez
hodnoty Cy (2.2)) pre vsetky typy d permutécii ¢isel 1 az n — i bez pevného bodu
a podla mozeme upravit vzorec do tvaru

n 7!
. Z c ] c |'Dn7i
7 022.62' ..... nn.cn_

a nasledne aplikéciou a na sumu cez typy delenia ¢isla ¢, ¢o zodpoveda
typom permutacii ¢isel 1 az ¢, dostaneme

(n) -D; - D,_,
i

¢o je tvar, z ktorého uz priamo plynie vzorec [2.16]

V nasledujtcej tabulke mozeme vidiet hodnoty K, pre malé n.

n K,

2 0
3 2
4 24
5 552
6 21280
7 1073760
8 70299264
9 5792853248
10 587159944704
11 71822743499520
12 10435273503677440
13 1776780700509416448
14 350461958856515690496
15 79284041282622163140608
16 20392765404792755583221760
17 5917934230798104348783083520
18 1924427226324694427836833857536

19 696979289286274520909680184328192
20 279603955400790511301713870268399616

Tabulka 2.2: Podet redukovanych latinskych obdlznikov K,, pre malé n
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3. Pocet orbit mnoziny latinskych
obdlznikov pri konjugovani
permutaciami

3.1 Zakladné pojmy a znacenie

V predchadzajucej kapitole sme vypocitali najprv pocet redukovanych latin-
skych obdlznikov, kedze preusporiadanim stipcov sme dostali vsetky latinské ob-
dlzniky. V tejto kapitole budeme pocitat latinské obdlzniky az na konjugovanie,
¢ize obdlzniky s rovnakou cyklickou $truktirou permutdcii v riadkoch budeme
povazovat za rovnaké. Tento popis latinskych obdlznikov méze neskor pomoct
pri hladani obdlZnikov s malym po¢tom asociativnych trojic, kedze konjugované
obdlZniky majt tento pocet zhodny.

Pripomeiime, Ze kazdy riadok latinského obdlznika je nejakd permutdcia p €
S, zapisana v riadkovom tvare, t. j. na k-tom mieste v danom riadku je hodnota
p(k). V nasledujicom texte budeme hovorit, Ze dané permutacie si riadkami
latinského obdlznika. Zaroven v tejto kapitole budeme vyuZivat zname tvrdenia
z tedrie grup, ktoré je mozné najst napriklad v knihe A. Drapala (Drapal, 2000).

Definicia 5. Nech A je latinsky obdZnik 3 x n s riadkami p, q a r. Potom
konjugovanim latinského obdZnika permutdciou © € S, rozumieme obdlZnik s
riadkams tpr~ ', mqr~' a mrot.

Konjugovanie je zjavne ekvivalencia, a preto mozeme uvazovat bloky tejto
ekvivalencie, orbity, pricom v kazdej orbite sa budi nachéddzat prave vsetky na-
vzéjom konjugované obdlzniky. Pocet orbit pri grupovom posobeni ale vieme zistit
pomocou Burnsidovej lemy, ndm staci konecna verzia, kde grupa G predstavuje
grupu permutdcii S, a mnozina X mnozinu latinskych obdlZnikov.

Veta 11. Nech konecnd grupa G posobi na konecnej mnoZine X. Potom plati,

1
| X/G] = > 1Xx9, (3.1)
| | geG

kde | X /G| je pocet orbit a | X9| je pocet prvkov x € X fizovanich prvkom g.

Vidime, ze permutacia m fixuje obdlznik s riadkami p, ¢, r prave vtedy, ak
p = aprt, g = mgn~! ar = mror~!. To znamend, Ze tadto permutdcia musi
komutovat s kazdym riadkom latinského obdlZnika. V takom pripade hovorime,
Ze permutécia 7 komutuje s latinskym obdlznikom. V nasledujtce;j sekcii ukdzeme,
ako takéto permutacie hladat.
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3.2 Komutujice permutacie

Nech m € S, je dand permutacia. Potom vieme, ze pre kazdi permutaciu
o € S,, ktora s fiou komutuje, plati 7o = o, t. j. ¥ = omo~!. Mnozina vSetkych
prvkov spliiajica druhd rovnost sa nazjva centralizdtor prvku 7 a budeme ju
znacit Cg, (7).

Teraz ukazeme, ako vieme vypocitat velkost centralizatora pre dany typ per-
mutacie a. Vzorec udava pocet permutacii typu a. Podla poznamky za tvrde-
nim je toto pocet vsetkych permutécii konjugovanych v S, s lubovIne zvolenou
permutaciou 7 typu a. Kedze vSetky permutacie konjugované s 7 ziskame tak,
ze postupne vyberame permuticie o € S, a nasledne nimi konjugujeme 7, tak
okamzite dostavame nasledujiice pozorovanie z teérie grup.

Pozorovanie. Nech 7 je permutécia typu a. Potom pre pocet permutacii daného
typu plati

90|
A
Cs, ()]

Dékaz. Kazdd permutécia typu a komutuje prave s |Cg, (7)| permutaciami, a ak
konjugujeme 7 permutaciou o € Cg, (), tak opat dostdvame len permutéciu .
Konjugovanim vSetkymi permutaciami o € S, mame |S,,| = C, - |Cg, (7)|, z ¢oho
uz plynie tvrdenie.

O

Ked pozname velkost centralizatora, mozeme popisat permutacie, ktoré sa v
niom nachadzaji. Najprv ukdZeme, ako vyzerd permutacia omo~!. Toto popisuje
zname tvrdenie.

Tvrdenie 12. Nech m = (my1...m) ... (T ... Ty,), kde Iy aZ 1, si dlzky
cyklov tejto permutdcie. Potom plati

oot = (o(m11)...0(my)) ... (0(Ty1) ... o(myp)). (3.2)

Z toho ale vidime, ze ak o € Cg, (7), tak musi zachovat kazdy cyklus. Nemusi
ale zachovat poradie cyklov danej dlzky ani ich rotéciu, ako je mozné vidiet v
tabulke 2.1} Zéroven zjavne plati, ze pocet rdznych zdpisov tej istej permutécie
daného typu zodpovedd menovatelu vo vzorci 2.2

To uz nam staci na to, aby sme vedeli vyjadrif vsetky permutacie v centra-
lizatore. Pre dani permutaciu 7 staci skonstruovat vsetky mozné zapisy tejto
permutacie v cyklickom tvare. Nasledne z kazdého zapisu vieme ziskat podla
predchadzajiceho tvrdenia permutaciu o, ktorou sme konjugovali.

Na&s algoritmus bude prechadzat vsetky typy permutacii a = 19129 ... n% . Pre
kazdy typ nam vsak staci zobrat permutaciu, kde napiSeme ¢isla 1 az n za sebou a
nasledne prvych a; ¢isel s pevné body, dalsich 2-ay ¢isel uzatvorkujeme do cyklov
dizky 2, atd. Nésledne vygenerujeme vietky cyklické zdpisy tejto permutdcie.
Aplikaciou vzorca priamo dostavame permutéaciu o v riadkovom tvare, kedze
¢isla sme mali v poradi 1 az n, takze za sebou budeme mat zaradom napisané
hodnoty o(1) az o(n).
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3.3 Algoritmus vypoctu

Teraz staci iba zhrnit poznatky z tejto kapitoly na to, aby sme ziskali pocet
latinskych obdlZnikov a7 na konjugovanie. Vieme, 7e hladdme podet orbit pri
konjugovani, ¢o vieme spocitat z Burnsidovej lemy . Na to ale potrebujeme
pre kazdd permutéciu m € S, spocitat pocet latinskych obdlznikov, ktoré tato
permutdcia fixuje. Permutécia fixuje latinsky obdlinik prave vtedy, ak s nim
komutuje. KedZe nie je znamy ziaden postup, pomocou ktorého by bolo mozné
ziskat vSeobecny vzorec na pocet latinskych obdlznikov komutujicich s danou
permutaciou, pokisime sa tito hodnotu vypocitat pomocou programu. Na to
vyuzijeme algoritmus popisany nizsie.

Budeme prechadzat vsetky permutécie m € S,,. Na to staci vzdy vybrat jednu
permutaciu pre kazdy typ a = 19122 ... n® v tvare, ako sme popisali vyssie, a po-
et obdlznikov fixovanych touto permutaciou vynasobit poc¢tom permutacii typu
a. Pocet typov permutacii prvkov 1 az n zodpoveda poctu spdsobov ako napi-
saf ¢islo n ako sucet niekolkych prirodzenych ¢isel bez ohladu na poradie. Kedze
ale neexistuje uzavrety vzorec, ktory by riesil tento problém, budeme musiet pre
vsetky hodnoty n tieto sposoby vygenerovat.

Pre dany typ permutacie a a vybrani permutéciu 7 tohoto typu potrebujeme
vygenerovat latinské obdlzniky s riadkami p, g, r také, Ze kazdy riadok s touto
permutaciou komutuje. Preto nam staci najprv vygenerovat mnozinu vsetkych
permutacii komutujicich s permutaciou 7, ¢o predstavuje algoritmicky najnaroc-
nejsiu cast programu, a nasledne pre kazdu trojicu permutécii z tejto mnoziny
zistif, ¢i ide o latinsky obdlznik. To sa d4 spravit jednoducho pomocou kontroly,
¢i sa v kazdom stipci nachddzaji tri rozne &isla. Casova naro¢nost tejto kontroly
je vsak kubicka vzhladom k poctu komutujicich permutécii, ktorych moze byt
az nl.

Pre urychlenie vypoc¢tu preto nemusime uvazovat permutacie komutujice s
typom a = 1", kedze tento typ obsahuje len identitu, s ktorou komutuju vsetky
latinské obdlzniky, ktorych je n! - K,,. Néslednym vybratim tohoto ¢lena pred
sumu v Burnsidovej leme a vydelenim hodnotou n! dostavame vzorec

1
X/Sal = Kt — - 3 X7, (33)

7€8n\{id}

kde | X/S,| predstavuje hladany pocet orbit a X™ je mnozina latinskych obdlzni-
kov komutujicich s permutaciou 7.

Dalej mozeme vynechat aj také permutdcie 7, pre ktoré vieme povedat, Ze z
mnoziny s nimi komutujtcich permutdcif nie je mozné zostrojit latinsky obdlznik.
To st permutécie, ktoré maja jeden alebo dva pevné body, pripadne obsahuju
prave jeden cyklus dizky dva. Prvky zahrnuté v tychto cykloch maji podla vzorca
3.2l najviac 2 moznosti kam ich zobrazi komutujica permutacia o, ¢o je spor s
tym, Ze v jednom stipci nemdzu byt 2 rovnaké prvky.

Zaroveti plati, Ze pre vietky ostatné permutécie 7 latinsky obdlznik zostrojit
vieme. Cykly dizky 3 a viac maju aspoii 3 rotdcie a kazdé dve rotécie st dis-
junktné. Ak mame aspori 2 cykly dizky 2, tak mame aspoti 4 moznosti ich zapisu,
ktoré su po dvoch disjunktné. Ak mame 3 a viac pevnych bodov, tak na ich zapis
je viac moznosti, ako keby tvorili jeden cyklus, ¢o je uz dostatoény pocet.
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Priklad. Ukazeme, ako vieme vytvorit latinsky obdlznik z roznych zépisov permu-
tacie (1)(2)(3)(4 5)(6 7)(8 9 10). Jednym z vyhovujicich obdlznikov je napriklad
tento:

3)(4 5)(6 7)(8 9 10)
1)(5 4)(7 6)(9 10 8)
2)(6 7)(4 5)(10 8 9)

Nakoniec, ak 7 obsahuje iba jeden cyklus dizky n, tak z vidime, ze kazda
komutujica permutacia o je len rotaciou tohoto cyklu, a preto sa ndm podari zo-
strojit latinsky obdlznik z lubovolnych troch takychto permutécii, ¢ize pre kazda
permuticiu 7 je to n - (n — 1) - (n — 2) vyhovujiicich obdlznikov.

Napriek urychleniam sa podarilo zistif pocet orbit len pre n = 9, kde program
bezal vyse 10 minut, a mensie. D4 sa odhadnit, Ze pre n = 10, by program mal
bezat priblizne 73 = 343-krat dlhsie, ¢o je na tirovni troch dni. Pocet orbit pre
n = 10 sa vsSak podarilo zistit spésobom popisanym nizsie .

7 Burnsidovej lemy okamzite plynie, ze K, je dolnym ohrani¢enim poctu
orbit. Z vypocitanych hodndt, ktoré mozeme vidiet v nasledujtcej tabulke, vsak
vyplyva, ze hodnota

Jo=—- > X7
meSy\{id}
je o niekolko rddov mensia ako K, a navyse aj rastie pomalSie. Z toho mo6zeme
ustdit, Ze pocet orbit mnoziny latinskych obdlznikov pri konjugovan{ permuté-
ciami, ktory je rovny K, + J,,, sa sprava priblizne ako K.

n K, Jn
3 2 2
4 24 18
5 552 12
6 21280 600
7 1073760 150
8 70299264 32838
9 5792853248 64458
10 587159944704 5669528

Tabulka 3.1: Podet orbit mnoZiny latinskych obdlznikov pri konjugovani permu-
taciami pre malé n

7, medzivysledkov programu vieme spravit este dolezité pozorovanie, ktoré
moze vyrazne urychlit beh algoritmu.

Znacenie. Nech a = 1%2% .. .n% je typ permutdcie n prvkov. Pocet vsetkijch
latinskijch obdlZnikov 3 x n komutujicich s tymto typom budeme znacit cl(a).

Pozorovanie. Nech a = k™ b = 1% kde k < [, a ¢ = k%[* st typy permutacii
m==k-ag, n=1[0-a, an+m prvkov. Potom plati

(” * m) ccl(a) - ol (b) =l (c). (3.4)

n
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Dékaz. Pozorovanie vyplyva z toho, Ze tieto typy maji rozne dizky cyklov. Najprv
vyberieme n prvkov z n 4+ m, ktoré rozdelime do cyklov dizky k. Nésledne pre
kazdy zostrojeny latinsky obdlznik pre typ a moéZzeme zo zvysnych prvkov zo-
strojit Tubovolny latinsky obdlZnik pre typ b a tymto dostaneme kazdy latinsky
obdlznik pre typ ¢ prave raz.

OJ

Viacndsobnou aplikéciou tohoto pozorovania na vietky rozne dlzky cyklov v
danom type dostavame vetu, ktora vyrazne urychluje vypocet hodnoty J,.

Veta 13. Nech a = 191292 .. . n% je typ permutdcie n prvkov. Potom plati

cl(a) (1) cl(2%) ol (non)
= e Eeal el (3.5)

Priklad. Vypocitame hodnotu cl(a) pre a = 13223, Podla vzorca je tato hodnota

n!
rovna
1(13 1(22 1(31
A) d@) dBY _, Lo
3! (2-2)! 3!
¢o zodpoveda hodnote, ktori pre tento typ spocital program prechadzanim mno-
ziny permutacii komutujicich s tymto typom.

Pouzitim tejto vety sa podarilo spocitat aj presny pocet orbit pre n = 10,
ktory vidime v tabulke . Dalsie urychlenie by vyzadovalo efektivnejsi vypocet
hodnoty cl (k%) pre k > 2 a a;, > 2, kedZe napriklad vypocet hodnoty cl (2°) trval
programu vyse hodiny. Otazkou zostava, ¢i je mozné tto hodnotu urc¢it priamo
pomocou vzorca.
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Zaver

Cielom tejto prace bolo najprv na zaklade dostupne;j literatury popisat struk-
tiru latinskych obdlznikov 3 x n. Ako sa ukdzalo, pomerne stard literatira venu-
juca sa tejto téme bola pisand velmi struc¢ne a vyzadovala nemalé tusilie citatela.
Vysledkom tejto prace je prehladny postup odvodenia vzorca na pocet latinskych
obdlznikov 3 x n, ktory by mal byt zrozumitelny aj pre ¢itatela s minimalnymi
znalostami v tejto oblasti. Specidlne sa podarilo néjst vzorec pre pocet permuta-
cii disjunktnych s identitou a permutaciou daného cyklického typu bez pouzitia
generujucich funkcii zalozeny na kombinatorickej ivahe v ¢lanku Bogarta a Doyla
(Bogart a Doyle, [1986]).

Povodnym zdmerom druhej ¢asti prace malo byt hladanie latinskych obdlZni-
kov s malym poc¢tom asociativnych trojic, avsak kvoli neocakavane narocnej pr-
vej Casti prace, sa z Casovych dovodov toto nepodarilo uskuto¢nif. Napriek tomu
kapitola [3| obsahuje uzitocné poznatky, ktoré moézu pomoct pri rieseni tohoto
problému. Ide najmé o algoritmus na vypocet poc¢tu orbit mnoziny latinskych
obdlznikov pri konjugovani. Stcastou tohoto algoritmu je aj algoritmus na ge-
nerovanie vSetkych permutacii komutujicich s danou permutaciou, ktory sa da
vyuzit pri rieseni dalsich problémov spojenych s permutaciami. Zaverom tejto
Casti je, Ze pocet orbit mnoziny latinskych obdlznikov pri konjugovani sa sprava
priblizne ako pocet redukovanych latinskych obdlznikov a tiez presné pocty tychto
orbit pre malé n.
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