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Abstrakt: V této praci se zabyvame max okruhy, coz jsou okruhy, u kterych
kazdy modul ma maximalni podmodul. Nejprve dokazujeme charakterizaci ko-
mutativnich okruhii jako okruhti s T-nilpotentnim Jacobsonovym radikalem a
von Neumannovsky regularnim faktorem podle Jacobsonova radikalu. Déale se
zamérujeme na grupové okruhy, kde popiSeme vsechny komutativni gruové max
okruhy. To jsou prave ty grupové okruhy, které jsou slozeny z komutativniho max
okruhu a torzni abelovské grupy obsahujici jen konec¢né mnoho prvki radu p”
takového, Ze p neni invertibilni jako prvek okruhu. Nakonec vyuzijeme této cha-
rakterizace ke konstrukci nekomutativnich grupovych okruhti, které jsou max, ale
nejsou perfektni.
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Abstract: Topic of this thesis is max rings, which are the rings, whose nonzero
modules have maximal submodules. At the begining we prove a characterization
of commutative max rings as rings with T-nilpotent Jacobson radical and von
Neumann regular factor ring of the Jacobson radical. Our next concern are group
rings, where we describe all commutative group rings, that are max. These are
the group rings, that are composed from a commutative max ring and an abelian
torsion group, where is finitely many elements of order p™ for p not invertible in
the ring. Finally we use this characterization to construct noncommutative group
rings, which are max but not perfect.
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Uvod

Pro modul nad télesem, tedy pro vektorovy prostor je snadné (za predpokladu
axiomu vybéru) si uvédomit, ze ma maximélni podprostor. Okruhy, jejichz kazdy
nenulovy modul obsahuje maximélni podmodul, nazyvame max okruhy. Napri-
klad modul Q racionédlnich ¢isel nad okruhem celych ¢isel Z ovsem maximalni
podmodul neobsahuje.

V roce 1960 dokazal Hyman Bass charakterizaci perfektnich okruht, ze které
plyne, ze okruh je perfektni, pokud je max a faktor podle Jacobsonova idedlu je
totalné rozlozitelny (Bass, [1960)).

Déle prisel ve stejné praci s hypotézou, ze okruh je perfektni pravé tehdy, kdyz
je max a nemd nekone¢nou mnozinu ortogonalnich idempotentu (tj. neexistuje
nekonecnd mnoZina prvkil, pro kterou by 2 = z a 2y = yr = 0 pro = # y).
V névaznosti na Bassovu charakterizaci vyslo v druhé poloviné 20. stoleti nékolik
¢lankt zabyvajicich se max okruhy. Ty prinesly charakterizaci komutativnich max
okruhu a dokazaly Bassovu domnénku pro komutativni okruhy (Hamsher, 1967)),
(Koifman| (1970) a vyvratily ji v obecném piipadé (Cammilo, [1975) a (Koifman,
1970).

Struktura prace

Cilem mé prace je pouzit nékteré z klasickych vysledkii o max okruzich z praci
(Hamsher, 1967) a (Koifman|, |1970) a nésledné je vyuzit k zodpovézeni otézky,
které komutativni grupové okruhy jsou max.

V prvni kapitole ukazeme charakterizaci pro komutativni max okruhy. Ta nam
rika, ze se jedna pravé o ty okruhy, které maji T-nilpotentni Jacobsontv radi-
kal a faktor podle Jacobsonova radikalu je von Neumannovsky regularni. Pri-
pomenme, ze ideal J je T-nilpotentni, jestlize pro kazdou posloupnost prvki
(a;)24,a; € J existuje n € N takové, Ze soucin prvnich n prvka posloupnosti je
nula, tj. ajas---a, = 0. Von Neumannovsky reguldrni okruh je okruh, kde pro
kazdy prvek r existuje prvek x, ze rxr = r.

Tuto charakterizaci pak pouzijeme v druhé kapitole pro tfidu grupovych o-
kruhti. Grupové okruhy prirozené zobecnuji polynomy nad okruhy, jen misto pro-
ménnych pouzivame prvky (multiplikativné psané) grupy a souciny definujeme
pomoci operace na grupé. V tiidé grupovych okruhii dokazeme, ze komutativni
grupovy okruh RG je max pravé tehdy, kdyz okruh R je max, G je torzni a pro
kazdé prvocislo p takové, ze mnozina prvka G radu p" neni konec¢né, je p inver-
tibilni v R.

Znaceni

V celé praci budeme za okruh povazovat okruh s jednotkou. Modulem myslime
pravy R-modul, jak je definovan v ucebnici od Andersona a Fullera (Anderson
a Fuller, 1992, str. 26). Predpoklddame zakladni znalosti o grupach, okruzich a
télesech na drovni zédkladniho kurzu algebry, tedy naptiklad skripta od docenta
Stanovského (Stanovsky|, [2010)). Od sekce 1.2 budeme az na vyznacené vyjimky
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predpokladat, ze okruh je komutativni. Symbolem ]| znac¢ime direktni souc¢in grup
a R* je grupa vsech invertibilnich prvka R.



1. Definice a charakterizace
komutativnich max okruhu

1.1 Definice

V této kapitole zavedeme pouzivané pojmy a vyslovime néktera zakladni tvr-
zeni, kterda vyuzijeme v dalsim textu.

Definice 1. Rekneme, Ze okruh R je pravy maz okruh, pokud kaZdij jeho nenulovy
pravy R-modul md mazimdlni podmodul.

Pozndmka. Necht R je max a I < R je idedl. Potom R/I je max, protoZe se na
kazdy R/I-modul M muzeme divat jako na R-modul.

Definice 2. Necht R je okruh, M je R-modul a N je mnoZina vSech mazimdlnich
podmoduli M. Potom
rad(R) = (| N

NeN

nazveme (Jacobsonovym) radikdlem modulu M. (Jacobsoniv) radikdl Rr znacime
J(R).

Pro komutativni okruhy pravy/levy vynechavame. Z véty [2| plyne, Ze levy a
pravy Jacobsontuv radikal splyvaji, proto mezi nimi nerozlisujeme.

Definice 3. Rekneme, Ze okruh je von Neumannovsky requldrni, pokud
Vo e RIr€ R: ara=a.

Definice 4. Necht M je pravyj R-modul. Rekneme, Ze N < M podmodul je zane-
dbatelny, pokud pro kazdy Q podmodul M plati K +Q = R = Q = M. Rekneme,
ze idedl I je zanedbatelny, pokud je zanedbatelny jako Ir podmodul Rg.

Definice 5. Rekneme, Ze I < R je nilpotentni, pokud existuje n € N takové,
ze I = 0.

Definice 6. Rekneme, Ze idedl I < R je T-nilpotentni (transfinitné nilpotentns),
pokud pro kaZdou posloupnost {j;}2,, ji € I existuje n € N takové, Ze j; -
Jo -+ jn=0.

Pozorovani 1. Necht R je okruh a I jeho idedl, potom plati:
1. Pokud je I T-nilpotentni, potom je kaZdy prvek I nilpotentni;
2. Pokud je I nilpotentni, potom je zanedbatelny a T-nilpotentnsi.
Diikaz.

1. Pro x € I musi existovat n € N takové, ze soucin posloupnosti (z), je
nula, proto " = 0.



2. I < R je nilpotentni takovy, ze I™ = 0, potom je zanedbatelny, protoze
pokud existuje M < R takové, ze M + I = R, potom

R=M+D"=MM""'+..I"HY+I"=M(...)C M.
Tim jsme dokazali, ze M = R. O]
Dalsi dtlezita tvrzeni, kterd uvedeme bez dikazu v nasledujici vété a jsou
k dohledani napriklad v uc¢ebnici (Anderson a Fuller, 1992, Véta 15.3 a 15.8).
Véta 2. Necht R je okruh, potom plati:
1. J(R/J(R)) =0y
2. JJR)={x € R|1+4+ RxR C R*}

3. Vsechny zanedbatelné idedly jsou v Jacobsonové radikalu, dokonce

im = Ul

IeZ

kde Z je mnoZina vsech zanedbatelnych idedli v R.

Definice 7. Rekneme, Ze R-modul P je projektivni, pokud pro kazdé M, N pravé
R-moduly a pro kazdy surjektivni R-homomorfismus f : M — N a kazdy R-ho-
momorfismus @ : P — N existuje p : P — M takové, Ze fop = .

Dudlne definujeme, Ze R-modul Q) je injektivni, pokud pro kazdy M, K pravé
R-moduly a pro kazZdy prosty R-homomorfismus g : K — M a kaZdy R-homo-
morfismus p : K — Q) existuje p: M — Q) takové, Ze po g = p.

Definice 8. Rekneme, #e R je perfektni, pokud pro kazdy pravy R-modul M
exisuje projektivni obal. Tj. existuje dvojice (P,p), kde P je projektivni pravy R-
modul a p: P — M je epimorfismus se zanedbatelnym jadrem Ker(p) < P.

Budeme také potiebovat nasledujici vétu o jednoduchych modulech z ¢lanku
od Rosenberga a Zelinského (Rosenberg a Zelinskyl, 1958, Véta 6).

Véta 3. Komutativni okruh R je von Neumannouvsky regularni pravé tehdy, kdyz
kazdy jednoduchy R-modul je injektivni.

Déle zde uvedeme Bassovu vétu ve tvaru z ucebnice od Andersona a Fullera
(Anderson a Fuller, 1992, Véta 28.4). Z té nas bude zajimat prevazné ekvivalence
(a)<(c), proto se nebudeme zbytkem véty zabyvat.

Véta 4 (Bassova). Necht R je okruh a J = J(R) jeho Jacobsoniv radikdl. Potom
jsou nasledugici tvrzeni ekvivalentnd.

(a) R je zprava perfektni;
(b) R/J je totalné rozloZitelny a J je zprava T-nilpotentni;
(c) R/J je totdlné rozloZitelny a R je zprava maz;

(d) Kazdy plochy pravy R-modul je projektivni;
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(e) R spliuje minimdlni podminku pro hlavni levé idedly;

(f) R neobsahuje nekonecnou ortogondlni mnoZinu idempotentnich proki a kazdy
nenulovy levy R-modul ma minimalni podmodul.

Nasledujici lemma nam déva prvni nahled na vlastnosti max okruhti a je
dilezité k diikazu charakterizace. Postupuji podle diikazu z Tuganbaevova ¢lanku,
ktery shrnuje znalosti o max okruzich (Tuganbaev, 2002).

Lemma 5. Necht R je komutativni max okruh a S = {x € R; ¥r € R xr # 0}
je mnozina vsech reguldrnich prvki. Potom je kaZdy prvek S invertibilny.

Diikaz. At Q = RS je podilovy okruh brany jako pravy R-modul. Piedpoklé-
dejme, ze R # Q). Potom je R-modul @)/R neprézdny, mohu tedy vyuzit, ze R je
max.

Necht M/R je maximalni podmodul @)/ R, kde M je maximalni podmodul Q.
Necht ¢ : Q — @Q/M je prirozeny epimorfismus R-moduli. Takze R-modul Q/M
m4 ndjaky generator ¢(rs—!), protoze Q/M je jednoduchy. Existuje tedy a € R
takové, Ze ¢(rs2) = ¢(rs~1)a. Déle

$(rs™') = p(rs™*)s = ¢(rs~")as = ¢(r)a = p(ra) € ¢(R) C (M),

ale Ker(¢) = M, takze ¢(rs=') = 0, a proto Q/M = 0, coZ je ve sporu s volbou
M.

O
Nyni mtizeme predvést prvni priklad, ktery nam ukazuje, Ze polynomialni okruhy
nemohou byt max.

Priklad. Necht R je komutativni okruh, potom R[z| neni max.
Polynom z je regularni prvek, jinak by existovalo nenulové a € R takové, ze
a-1 =0, coz nelze. Naproti tomu x neni invertibilni, coz je ve sporu s lemmatem

Bl

Nasledujici disledek se ndm bude hodit v grupovych okruzich. V nekomuta-
tivnim ptipadé jej zformuloval Camillo ve svém ¢lanku (Cammilol [1975).

Disledek 6. Necht R je obor integrity, potom R je maz, pravé kdyz je téleso.

Diikaz. Pokud R je téleso, pak je max, protoze kazdy neprazdny R-modul M
je vektorovy prostor nad télesem R, takze mé bazi V. Necht v € V Potom je
vektorovy podprostor generovany V' \ {v} maximélnim podmodulem M.
Pokud R je obor integrity a max, tak z lemmatu [5| plyne, ze ma kazdy prvek
inverz. Tedy R je téleso.
O

1.2 Charakterizace

V této casti prepisuji dilezity vysledek o komutativnich okruzich. Dukaz po-
stupuje podle podle (Hamsher} [1967) a (Koifman|, 1970). Od tohoto mista pred-
pokladame, ze okruh je komutativni.



Véta 7. Nechl R je okruh. Potom R je max pravé tehdy, kdyz S = R/ J(R) je
von Neumannouvsky reguldrni a J(R) je T-nilpotentni.

Diikaz. (<) Nejdrive ukdzeme, ze kazdy S-modul ma maximélni podmodul.
Necht M # ) je pravy S-modul a m € M. Protoze mS je cyklicky, existuje néjaky
jednoduchy R-modul A a R-homomorfismus ¢ : mS — A, ktery je na. Vime, ze
S je komutativni von Neumannovsky regularni okruh, tedy z véty [3| vime, ze
kazdy jednoduchy S-modul je injektivni. Uvazujme inkluzi: id : mS — M. Podle
definice injektivnich modult existuje o : M — S takovy, ze ¢ = id o p. To musi
byt na. Ker(g) je maximalni podmodul, protoze podle véty o homomorfismu je
M/ Ker(p) ~ A, ktery je jednoduchy.

Nyni necht M je nenulovy R-modul. Dokéazeme, ze J(R)M # M. Pro spor
necht J(R)M = M, potom existuje j € J(R) a m € M takové, ze jomgy # 0.
Protoze my = Y jim}, musi existovat alespon jedno k takové, ze joj.mj # 0.
Oznacime j; = j, a my := mj. JelikoZz mame joj; € J(R) a my € M, mu-
zeme postup zopakovat a indukei dostaneme posloupnosti {j; 32, a {m;}2,, kde
pro kazdé n € N plati: joji - - - jumn # 0, coz je ve sporu s T-nilpotenci J(R), tedy
J(R)YM # M. M/J(R)M je tedy nenulovy S-modul, ktery mé dle dokdzaného
maximalni podmodul. Z toho plyne, ze i M mé maximéalni podmodul.

(=) Necht R je max okruh. Nejprve dokézeme, ze S je reguldrni. Necht 0 #
a € s. Oznacme A = {s € S; as = 0}. [ = aSN A je idedl, pro ktery plati I* = 0,
ale v .S nemohou byt zadné nenulové nilpotentni idealy, protoze ty jsou podle
pozorovani 1| zanedbatelné a vsechny zanedbatelné idedly lezi v J(.S), ktery je ale

nulovy podle véty [2| Z toho vyplyva, ze I = 0. Podivame se na S = S/A # 0.

Pokud [s][a] = [0], pak musi nutné sa € A, protoze asa = 0. Déle musi platit,
ze (as)? = 0, ale podle tvrzeni [1| a je v S nilpotentni pouze 0, takze as = 0,
a proto plati, Ze [s] = [0]. Proto [a] neni délitel nuly. Z Lemmatu |5 vime, Ze

[a] je invertibilni. Tedy [a]S = S. Existuje s € S a a;, az € A, pro které plati
(a + a1)(s + az) = 1. Po vyndsoben{ rovnice a mame a?s = a. Tedy S je Von
Neumannovsky regularni.

Pro spor predpokladejme, zZe existuje {7;}52, C J(R) a pro kazdé n € N plati
J1j2Js -+ jn # 0. Necht X je volny R-modul se spocetnou bazi {z;}5°,, ddle necht
P je podmodul X generovany prvky {z; — z;117;}2,. Vime, ze P +rad(X) = X,
protoze rad(X) = X J(R). Ukdzeme, ze P = X.

Predpokladejme, ze P # X. Podle predpokladi v modulu X/P existuje ma-
ximdlni podmodul P. Z toho plyne rad(X) C P a P C P, z &ehoz dostdvame
P +rad(X) =X C P, coZ je spor.

Diky rovnosti X a P vime, Ze pro néjaké n € N existuji r1...7, € R takové,
ze x1 = Y1 (x; — wip14:) ri. Kdyz preskladdme zévorky, dostaneme

n
1 =121+ 3 3 (ric1 — i) — Tnp1Tndn -
i=2
Protoze {x;}2, tvori bazi, musi r; = 1. Déle ro = r1j1 = 1, 3 = rajo = j1jo,
takto postupné dostaneme r, = j1---J,_1 a z ¢lenu x,17,J, dostaneme 0 =
Tnjn = J1°°* Jn, COZ je ve sporu s tim, ze posloupnost neni T-nilpotentni.
O
Néasledujici dva priklady ukazuji, Ze obé podminky v charakterizaci, tedy T-
nilpotence i regularita, jsou potieba. Prvni mé T-nilpotentni radikal, ale nema
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von Neumannovsky regularni faktor podle radikalu. Druhy naopak méa von Neu-
mannovsky regularni faktor, ale nemé T-nilpotentni radikal.

Priklad. R =7Z: J(Z) = 0, tedy je T-nilpotentni, ale Z nejsou von Neumannovsky
regularni.
Naptiklad Z-modul Q neméa zadny maximalni podmodul.

Priklad. Necht p prvocislo a
R - H an.
n=1

Necht I; je idedl generovany (0,1,1,...) a Iy generovany (1,p,1,1,...). Snadno
nahlédneme, Ze se jednd o maximalni idealy, takze

JR cNL= {(O,alp,agp. ), a; €401, p" — 1}} =: L.
ieN
Nyni si vS§imneme, ze pro kazdé e € L a pro kazdé r = (r1,r9,...) € Rje 1 —er
invertibilni, protoze pro kazdé i € N je a;pr; € pZyn-—1 = J(Zyn) a tedy je 1 —e;pr;
invertibilni podle véty . Podle stejného tvrzeni je e € J(R). Pravé jsme ukazali,
ze L = J(R) Déle pro kazdé a = (ay,as...) € R/ J(R) muzeme zvolit x = (z1,xs...)
tak, ze
-1 ' .
T = a; , G 7£ 07
O, a; = 0.
Kdyz se podivime na axa po slozkach, vidime, ze pokud a; = 0, tak (aza); se
rovnd 0, jinak (axa); = a;z;0; = a;a; 'a; = a;. Tedy R/ J(R) je von Neumannov-
sky regularni. (0,p,p,p...) € J(R), ale Vn € N (0,p,p,p...)" # 0, protoze na n + 1
soufadnici bude p” # 0 v Zyn+1. A proto J(R) neni T-nilpotentni, tudiz R neni
max.

Nasledujicim prikladem je okruh, ktery je max, ale neni ani artinovsky, ani
noetherovsky. Prestoze artinovské okruhy jsou vzdycky max, obracené to neplati.
Noetherovskost takto svazana neni, protoze nyni mame polynomy nad télesy,
které jsou noetherovské, ale nejsou max, télesa, kterd jsou max i noetheroska
a nasledujici priklad, ktery je max, ale neni noetherovsky.

Priklad. Jako okruh si vezmeme horni trojihelnikové matice typu 2 x 2 tvaru

{(8 2),a€@,beR}cMg(R).

Ty jsou komutativni okruh, nebot

aq bl 2 a9 bg _ a1a9 a1b2+a2b1 _ a9 bQ v aq b1
0 aq 0 a9 0 a9 0 Q9 0 aq '

Snadno nahlédneme, Ze vsechny netrivialni idedly musi mit a = 0. Dale tedy pro
kazdy netrividlni idedl I plati
0 R
1 =M

coz je jediny maximalni ideal, a proto J(R) = M. Diky vlastnostem nasobeni
matic je M nilpotentni, protoze M? = 0, takZe je i T-nilpotentni. Navic R/ J(R) ~
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Q. Proto je R max okruh. Jesté ukdzeme, ze R neni artinovsky, ani noetherovsky.
Necht {ay,as,...} je podmnozina néjaké baze R jako vektorového prostoru nad

R. Potom idedly
0 > aQ
(0 0 ) ,neN

tvori nekonec¢nou ostfe rostouci posloupnost ideali v R, tedy R neni noetherovsky
a z Hopkins-Levitzkiho véty dostdvame, ze neni ani artinovsky (Anderson a Fuller,
1992, Véta 15.20).

Posledni priklad v této kapitole ukazuje na skutecnost, ze nam nestaci, nilpo-
tence vSech prvkl Jacobsonova radikalu, aby byl okruh max.

Priklad. Necht T je téleso a R = T[xq,22,...] je noetherovsky obor. Podiviame
se na okruh S = R/(x3,23...). Viimneme si, Ze kazdy polynom s nulovym abso-
lutnim clenem je nilpotentni, protoze pokud jej umocnime na pocet monoclent
+1, tak podle Dirichletova principu bude v kazdém monoclenu souc¢inu figurovat
alespon jeden ptivodni monoclen dvakrat. Z toho vyplyva, ze

J(S) D A{f €S; fmd nulovy absolutni clen} .

Pokud by v J(S) byl néjaky polynom s nenulovym absolutnim ¢lenem aq, tak
7z uzavienosti idedlu na séitani musi ap € J(R), a tedy i apag' = 1 € J(S), coz
nelze. Takze mame J(S) = {f € S; fmd nulovy absolutni clen}. S/ J(S) ~ T
coz je von Neumannovsky reguldrni okruh, protoze je to téleso. V radikalu méame
posloupnost (z;) ,, kterd nam v sou¢inu nikdy neda nulovy polynom. Takze R
neni max.



2. Grupové okruhy

2.1 Definice

Nejprve zavedeme pojem grupového okruhu. V definici by méli byt rozliseny
symboly pro nasobeni v grupé, okruhu a grupovém okruhu a symboly pro s¢itani
v grupovém okruhu a okruhu. Podle konvenci, napriklad v ucebnici od Césara
Miliese a Sudarshana Seghgala (Milies a Sehgal, 2002, str. 199), je ale zapisujeme
stejnym symbolem a - vynechavame.

Definice 9. Necht R = (R, -, +,—,0,1) je okruh a G = (G,eq, - ,” 1) je grupa,
potom definujeme grupovy okruh

geG

RG = {Z reg | 74 € R, 7y # 0 pro konecné mnoho rg}

s nulovym a jednotkovym prvkem definovanym

OZZOg

geG

1= ngg, kder., =1&r, =0 pro g # eq

geG

Necht 3 je 799, >ogec $¢9 € RG, pak definujeme scitdni:

ngg—{— ngg = Z(T9+39)9;

geG geqG geqG

a nasobeni:

D rgg- D809 =2, D (resi)g-

geG geG g€G kl=g

V nasledujicim textu budeme pouzivat ) i pro soucet v okruhu, protoze ne-
muze dojit ke zmateni. Stejné budeme pouzivat i notaci bez Y v grupovém okruhu
napiiklad g+1 € RG. Obcas se pro vétsi prehlednost pouziva znaceni R[G] misto
RG.

V nasledujicich poznamkach shrneme potrebna zakladni tvrzeni o grupach
a grupovych okruzich.
Necht R je okruh a G je grupa, potom vime z (Milies a Sehgal, 2002, str. 199):

e Pro RG grupovy okruh definujeme € : RG — R predpisem
(s0) 5
geG geG

jako augumenta¢ni homomorfismus (augmentation mapping) a jeho jadro
oznacujeme A a nazyvame jej augumentacni ideal. Potom € je surjektivni
homomorfismus okruhii. Definice € je korektni, protoze r, je nenulové jen
pro konecné mnoho g € G.
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e Necht H je normdlni podgrupa G a I je idedl RG generovany mnozinou
{h —eg;h € H}. Potom R(G/H) ~ (RG)/I. Specialn¢, pokud G = H x H’,
tak RH' ~ (RG)/I.

o Pokud G = H; x H,, tak RG ~ (RH;,)H>. Toto pozorovani plyne z toho,
ze ¢ : RG — (RHy)H, definované predpisem

¥ (Z ng) = Z ( Z T(hl,hz)hl) ho

geG ho€Hy \hi1€H1
je izomorfismuz okruhii.

Definice 10. Supportem prvku v =3 cq 199 € RG rozumime

supp(z) ={g € G | ry # 0} .

Definice 11. Rekneme, Ze grupa G je lokdlné konecnd, pokud kazdd jeji konecné
generovand podgrupa je konecnd.

V abelovskych grupéch je lokalni konecnost ekvivalentni pojmu torzni grupa, pro-
toze v podgrupé generované prvky g¢i,gs...g, konecnych radua ly,l5...l, mame
pouze konecné mnoho prvki, vsechny jsou tvaru g]f2 g]f2 gk kde 0 < Ky < U
pro kazdé 0 < i < n. Obracené, pokud g € G generuje konecnou mnozinu, musi
mit konecény rad.

Poznamka. R je komutativni okruh a G je abelovska grupa pravé tehdy, kdyz je
RG komutativni grupovy okruh.

Nésledujici tvrzeni jsou k nalezeni naptiklad ve skriptech profesora Dréapala
(Drapal, 2009, Tvrzeni 5.15, Tvrzeni 5.10).

o Kazdd konecné generovand abelovskd grupa (G,+) se da zapsat jako di-
rektni soucet beztorzni a torzni ¢asti; torzni ¢ast obsahuje vsechny prvky
konec¢ného radu. Dokonce plati:

l
i=1

kde p; jsou prvocisla a n,l,m; € N.

e Necht G je torzni abelovska grupa, potom p-primarni komponenta je mno-
7ina, kterd obsahuje vSechny prvky fadu p*; k € N. Je to podgrupa G
a kazda G se da rozlozit na direktni soucet p-primarnich komponent, tj. G =
®,G,, kde p prochézi vSechna prvocisla.

2.2 Konecné grupy

V cesté za charakterizaci grupovych okruhi, které jsou max, ndm pomtze
nasledujici lemma. To nam omezi vybér okruht jen na max okruhy.

Lemma 8. Necht RG je max, potom R je max.

11



Diikaz. R ~ RG/A a vlastnost byt max se zachovava faktorizaci.

[
Protoze struktura grupovych okruhii je pomérné neprehlednd, vytvorime si na-
sledujici vétou nastroj, diky kterému se miizeme omezit jen na télesa a grupové
okruhy nad nimi. Potom uz budeme umét vysledky pro grupové okruhy nad télesy
aplikovat na grupové okruhy nad libovolnymi max okruhy. Dilezity pro nas je i
fakt, ze nasledujici véta plati pro libovolné grupy, takze ne jenom komutativni.
Samoziejmé potom RG a T'G nejsou komutativni okruhy.

Véta 9. Necht R je komutativni max okruh a G grupa. Necht RG neni macz,
potom ezistuje mazximdlni idedl I a téleso T'~ R/I takové, zZe TG neni max.

Diikaz. Necht M # 0 je RG-modul, ktery nema maximalni RG-podmodul. Pro-
toze R lze chapat jako podokruh RG (je izomorfni podokruhu Reg), je M také
R-modul. R je max, a tak existuje N maximalni R-podmodul M. Takze

I:=Anng(M/N)={re R|Yme M :mre N}

je maximdlni idedl R, protoze M/N je jednoduchy R-modul, navic M1 # M
(protoze M1 C N). Chceme ukéazat, ze M I je RG-podmodul M. K tomu musime
overit jen uzavienost na nasobeni prvky RG. Protoze kazdé g € G je invertibilni
prvek RG, muzeme se na nasobeni g zprava divat jako na automorfismus M, tedy
Mg = M. Déle spolu prvky okruhu a grupy komutuji (¢ -r = 1g - req = rg =
r-g), takze MIg = Mgl = (Mg)l = MI, pro kazdé g € G. Takze pro kazdé
>gecTqg € RG je

MIY rggC > Mlrgg=> (Mg)lry=> MIC MI,

geG geG geG geG

tedy M1 je RG-modul a M/MI # 0. Jra(M) = M, protoze M jako RG-modul
nemd maximalni podmodul. Z toho plyne, ze pro M /M1 jako (R/I)G-modul
plati Jr/na(M/MI) = M/MI, takze (R/I)G neni max. R je komutativni, proto
je R/I téleso.

O
Nyni jiz mame vSe potfebné, abychom se postupné podivali na vsechny komuta-
tivni grupové okruhy. Zacneme s koneényma grupama, kde nam staci predpokla-
dat komutativni jen okruh. Predpokladejme tedy, ze R je komutativni max okruh
a G konecna ne nutné abelovska grupa. Pokud by RG nebylo max, tak podle véty
9 existuje téleso T takové, ze TG neni max. Muzeme zde pouzit vétu, kterou ve
svém ¢lanku dokéazal S. M. Woods (Woods, [1971)):

Véta 10. Necht R je perfektni okruh, potom RG je perfektni pravé tehdy, kdyz
G je konecna.

Protoze T je téleso, je také perfektni. Podle uvedené véty je TG perfektni
a Bassova véta (véta [4]) fiké, Ze je max. Tedy RG je max okruh. Dokézali jsme
tedy nasledujici vétu.

Véta 11. Necht R je komutativni max okruh a G je konecnd grupa. Potom RG
je maz.
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2.3 Konecné generované abelovské grupy

V této sekci se nejprve podivame na pripad, kdy abelovskd grupa obsahuje
néjaky prvek nekonecného radu.

Lemma 12. Necht T je téleso a G je netrividlni abelovskd grupa, kterd neni
torzni. Potom TG neni maz.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti necht G je beztorzni, jinak se podivam na okruh
T(G/T(G)), kde T(G) je torzni ¢ast G, ten je podle vySe uvedeného textu izo-
morfni néjakému faktorokruhu 7T'G a pokud dokazeme, 7Ze ten neni max, tak ne-
mohl byt max ani T'G. Ukazeme, ze T'G je obor integrity, ale ne téleso.

o TG je obor integrity. (podle (Milies a Sehgal, [2002, Lemma 6.5.1)) Necht
a,b € TG jsou takové, ze ab = 0. Oznacéme grupu H jako grupu generovanou
prvky supp(a)Usupp(b). Protoze je to koneéné generovana beztorzni grupa,

dé se rozlozit na sou¢in (r1) X --- x (z,). TH se tedy da vnofit do télesa
raciondlnich funkei 7' (X7, ...,X,), coz je ve sporu s tim, ze podokruh oboru
je obor.

e TG neni téleso. Necht g € G, g # 1, tedy nemé konecny rad. Ukazeme, ze
g + eg nemé inverzni prvek. Pro spor predpoklddejme, ze (g + eq)r = eq
pro néjaké x € T'G. Potom x obsahuje a + bg™!, kde a,b € T a a +b = 1,
tedy aspon jedno z nich je nenulové. Protoze

(9+ec)a+bg™) —ec=ag+bg ",
mus{ x obsahovat i —ag a —bg~2, potom
(9+ea)(—ag+a+bg ' —bg™?) —eq = —ag” —bg™?.

Dale postupujeme induktivné. Necht pro néjaké n € N;n > 1 je fag" #
v . Potom musi byt Fag"™ v z, protoze (g + eq)(Efag") = +ag™ + ag".
Obdobné +bg™" je v x pro kazdé n € N. Takze x obsahuje nekone¢né mnoho
nenulovych s¢itanct, coz je spor, tedy g + eg nema inverzni prvek v TG
a TG neni téleso.

Nyn{ muzeme pouzit lemma [0}, ze kterého plyne, Ze T'G neni max.

O
Z tohoto lemmatu a véty [11] uz mizeme dokézat charakterizaci pro konecéné ge-
nerované abelovské grupy.

Dtsledek 13. Necht G je konecneé generovand abelovskd grupa a R je komutativni
okruh. Pak RG je max pravé tehdy, kdyZ R je maz a G je torzni.

Diikaz. Necht G je torzni a R je max. Potom G je konecna, a tedy i RG je max.
Necht RG je max. Potom RG/A ~ R je max a G je torzni podle lemmatu [12]
O
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2.4 Obecné abelovské grupy

Nyni nam zbyvaji jen torzni abelovské grupy, které nejsou konecéné genero-
vané. Nasledujici priklady ukazuji, ze dokonce pro ruzna konecné télesa se stejnou
grupou vychézeji rizné vysledky.

Priklad. Necht T' = Zy a G = ]2, Z3, tim myslime nekonecné posloupnosti prvki
{1,2} s ndsobenim po slozkéch.
Oznac¢me e neutralni prvek G. Potom T'G' ma dva druhy prvki:

2
1. x € TG mé sudou velikost supportu, pak z? = (Ztﬁéo tgg) = Zt;gQ +

Sgn tgtngh, ale protoze ¢g* = e a tyt, + tyty = 0, tak 2* = 3, Lot,9° =
(Xt 20tg)e = 0;

2. x € TG ma lichou velikost supportu, dostaneme se stejnou tivahou k tomu,
ze 1* = (T, 20tg)e = 1.

Z toho vyplyva, ze vsechny prvky se sudou velikosti supportu jsou v J(TG) = A
a vSechny prvky s lichou velikosti supportu jsou invertibilni, takze nejsou v J(T'G).
Pro kazdé n € N oznac¢ime a, € G prvek, ktery ma pouze na n-té pozici 2.
Definujeme prvky x; = a; + a;11. Ziejmé x; € J(T'G) a zaroven posloupnost (z;)
nemd zadny sou¢in roven nule, protoze pro kazdé i € N je x1---x; = (a1 +
as) -+ (a; + a;11) # 0, protoze obsahuje ¢len (2,...2,1...) s koeficientem 1. Tim
——
nx

jsme dokéazali, ze T'G neni max.
Priklad. Necht T'= Z3 a grupa je stejna jako v minulém prikladé. Potom ale pro
kazdy prvek

x = Z tyg € TG

geG
plati:
23 = Zr§g+3x’: ngg:x,
geG geG

kde 2z’ je n¢jaky prvek T'G. Tedy TG je von Neumannovsky regularni, takze
specialné je max.

Vsimneme si, ze v prvnim prikladu byla charakteristika télesa stejna jako rad
vSech prvki a grupovy okruh nebyl max. V druhém prikladu tomu bylo obraceneé.
V nésledujicim textu toto pozorovani zobecnime.

Necht G je torzni abelovska grupa, potom ji mizeme napsat jako G = [1,ep Gy,
kde IP je mnoZzina vSech prvocisel a GG, je podgrupa prvki G fadu mocniny p. Necht
R je libovolny max okruh a p je prvoéislo. Podivame se v jakych pripadech je RG,
max. Definuyjme p=1+1---+1€ R.

pX

1. p neni invertibilni, tedy existuje maximalni ideal I obsahujici p. Pak je R/I
téleso charakteristiky p, protoze p € I, takze charakteristika T'= R/I déli
p, coz je prvocislo. Jak jsme jiz ukazali, RG,/IG, ~ TG,. Pokud je G,
konecna, tak T'G), je max podle véty [13] Déle pro kazdé g € G} je g — eq
nilpotentni prvek v TG, protoze g*" = e pro né&jaké n € N a

(g—ecx) =g —eg+pl...)=¢" —ea=eq—eq=0.
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Z toho, ze G}, je nekonecnd dokazeme v nésledujicim lemmatu, Ze bud ob-
sahuje Priferovu grupu

2
Zpoo = {6517]9( WZm) |7nE {07177pn_1}7n€N0} )
p"

nebo je direktnim souc¢inem nekoneéné mnoha konecénych p-grup, to jsou
grupy, jejichz vSsechny prvky maji fad mocniny p.

Lemma 14. Necht G je nekonecnd p-grupa. Potom G, obsahuje Priiferovu
grupu, nebo direktni soucin konecnych p-grup.

Diikaz. Necht S(G) ={g € G | g* = 0} je dolni vrstva G, na ni se podivame
jako na vektorovy prostor nad Z, (Drapal, 2009, str. 35). Pokud je S(G)
nekonecné dimenze, pak grupa obsahuje direktni souc¢in nekoneéné mnoha
koneénych p-grup. Dokdzeme, ze pokud je dim(S(G)) konecnd, tak obsa-
huje Priiferovu grupu. Budeme postupovat indukci podle dimenze S jako
vektorového prostoru.

Necht dim(S) = 1, pak je G izomorfni Priiferové grupé, protoze pro kazdou
G plati dim(S(G/S(G))) < dim(S(G)), coz plyne z (Anderson a Fuller,
1992, Véta 9.8), protoze G je nekonecnd, musi byt dimenze dolnich vrstev
grup G; = G;_1/S(G;_1), Go = G rovna 1. Z toho uz plyne, Ze G je izomorfni
Priiferové grupé.

Nyni necht dim(S(G)) = n + 1. Oznacme ¢ : G — C’Zg)l vnoreni, to mi-
zeme, protoze Priiferova grupa je injektivni obal Z,» pro kazdé n € N (je
injektivni (Drapal, 2009, kapitola 6) a nejmensi injektivni, do které se Z,n
vnofuje). Podivame se na p(G); = ¢(G)N(Clooy x 1 X -+ - x 1) priinik s prvni
slozkou. Ta je bud nekonecna, tedy ¢(G)1 =~ Co), protoze C() neobsahuje
nekone¢né vlastni podgrupy, nebo je ¢(G)/¢(G)1 nekoneéna abelovska p-
grupa s dimenzi dolni vrstvy rovné n a obsahuje Priiferovu grupu podle
indukéniho predpokladu, takze i G obsahuje Priiferovu grupu.

]

Nyni si oba pripady rozebereme.

(a) Necht G obsahuje Priiferovu grupu. Potom pro kazdé i € N zvolim
g; = exp (2’”> 7 toho plyne, Ze posloupnost (gj—eg)?zl je posloupnost
prvka J(T'G)), ale

II(g—ec)=1+> (- 1)Wexp (2mij) |
j=1

jeJ

i;KCP({l,Q,...,n}),K%@} aVjeJ:c(j)eN,

kdeJ:{Z

keK

coz nikdy neni 1, protoze koeficient u e, je jedna. To plati, protoze
0 < ZkeK:ﬁ < 1, a tedy exp(2mij) # 1 . Tim jsme dokazali, ze
J(TG)p) neni T-nilpotentni.
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(b) Necht G obsahuje direktni souc¢in nekonecné mnoha konecénych pod-
grup. Mame G, > [I;2, C;, pro kazdé i € N zvolim g¢; nenulovy prvek
1-té podgrupy C;. Protoze se jedna o direktni soucin, musi pro kazdé
n €N gi1gs--- g, # eq a pro zddné n € N neexistuje 1 < p; < ps <
< pr<n,l<n,ze

glg2...gn :gplgp2 ...gpl

Posloupnost (g; — e¢); tedy nemiize mit nulovy soucin pro zadné
n € N, takze J(T'G,) neni T-nilpotentni.

Takze T'G, je max praveé tehdy, kdyz je G}, konecna.

2. p je invertibilni. Pfedpokladejme pro spor, ze RG neni max. Potom existuje
téleso R/I # 0 takové, ze (R/I)G, neni max. Ale R/I je urc¢ité regularni
ap ¢ I, takze p je invertibilni v R/I. Potom muzeme pouzit nésledujici
vétu z Connelova ¢lanku (Connell, (1963, Véta 3).

Véta 15. SG je requldrni prave tehdy, kdyz S je requldrni, G je lokdlné
konecnd a p je invertibilni pro kaZdé p prvocislo, které déli rad néjakého
prvku grupy G.

Takze TG, je regulérni, specidlné J(TG,) = 0, takze je max podle véty [7]
coz je spor s tim, ze RG, neni max.

Véta (15[ se v Connelové ¢lanku (Connell, |1963, Véta 3) dokazuje pomoci o néco
slabsich tvrzeni uvedenych v textu od McLaughlina (McLaughlin, |1958). Obé
verze ale vychazeji pro abelovské grupy stejné. Kvili rozsahu dikazu jej zde
neuvadim.

Véta 16. Necht G je abelovskd grupa a R je komutativni okruh. Potom RG je
mazx prave tehdy, kdyz G je torzni a pro kaZdé p prvocislo je p invertibilni, nebo
G, je konecnd. Kde G = [l,ep G, a Gy, jsou p-primdrni komponenty.

Diikaz. Necht RG je max, potom je R max, G je torzni podle lemmatu[12] Necht
p je libovolné prvocislo. Predpokladejme, Ze p neni invertibilni v R. Vime, ze RG,
je max. Dle pfedchoziho textu tedy musi byt G}, konecna.

Na druhou stranu pro spor predpokladejme, ze RG neni max, i kdyz predpo-
klady na pravé strané plati. Potom podle véty |§] existuje néjaké téleso T'~ R/I
takové, ze TG neni max. Protoze GG je lokalné konecna, musi byt téleso kladné
charakteristiky p, jinak by TG bylo von Neumannovsky regularni, tedy max. p
nemiize byt invertibilni v R, protoze p € I # R. Dale musi byt G, # 0 a plati, ze
G =G, x H, takze TG ~ (TH)G),. TH urcité spliiuje vSechny predpoklady véty
takze je reguldrni a specialné max. Navic G, je konecna, a tedy podle véty
je (TH)G, max, coz je spor.

m

2.5 Konstrukce

Pokud dame oba vysledky dohromady, mtzeme konstruovat nekomutativni
grupové okruhy, které nejsou perfektni. Vybereme libovolnou nekonecnou abe-
lovskou grupu G; a perfektni okruh R tak, aby spliiovaly podminky véty [16]
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abychom ziskali okruh RG1, ktery je max. Ten ale podle véty [10| neni perfektni.
Nasledné zvolime libovolnou konec¢nou nekomutativni grupu G5 a podle véty
ziskdvame nekomutativni okruh (RGY )Gy, ktery je max, ale neni perfektni.
Priklad. Naptiklad dfive zminény grupovy okruh Zs [[1:2, Z3] s dihedralni grupou
D¢ tvori nekomutativni grupovy okruh (Z; [I1;2, Zj]) De, ktery je max, ale neni
perfektni.
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Z.aver

V prvni kapitole jsme z ¢lanku (Tuganbaev, 2002), (Koifman, 1970)), (Ham-
sher, [1967)) prejali dukaz charakterizace max okruhi, ktery jsme doplnili priklady
a pridali jsme si uziteéné pozorovani o oborech. V druhé kapitole jsme zadefino-
vali t¥idu grupovych okruht, na kterych jsme diky poznatkum z (Woods, [1971)),
ktery dokazuje vétu [I0, dokazali, Zze pro kone¢né grupy je grupovy okrh max,
prave kdyz je okruh max. Nasledné jsme tohoto vyuzili a s pouzitim charakteri-
zace von Neumannovsky regularnich grupovych okruht z (Connell, [1963), jsme
dokazali, ze komutativni grupové okruhy jsou max pravé tehdy, kdyz je okruh
max, grupa je torzni a pro p prvocislo je soucet p jednicek invertibilni, nebo je
jen konecné mnoho prvka fadu mocniny p.

V préci jsme problém vytesili pro ttidu komutativnich okruhti, protoze struk-
tura nekomutativnich max okruhti je slozita a nedostateéné popsana. I pres to
jsme nakonec ukazali konstrukci nekomutativnich grupovych max okruht, které
nejsou perfektni.
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