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Abstrakt:   

 Tato práce se věnuje studiu proudění supratekutého helia vyvolaného 

torzními oscilátory. První část zkoumá chování proudění okolo torzně oscilujícího 

disku zavěšeného na tenkém wolframovém vlákně (rozvoj experimentu A. C. Hollise 

Halletta z roku 1952). Bylo provedeno měření pohybu torzně oscilujícího disku 

v supratekutém heliu při teplotách v rozmezí 1,265 K – 2,157 K za tlaku nasycených 

par. Byly naměřeny časové průběhy úhlové výchylky disku a určeny kritické 

parametry stability turbulentního proudění. V laminárním proudění bylo ověřeno 

škálování odporových sil s bezrozměrným Donnellyho číslem. Na základě těchto 

měření a porovnání s původním experimentem byl navržen scénář zániku turbulence 

v proudění vyvolaného torzně oscilujícím diskem. Druhá část se věnuje vývoji a 

konstrukci podobného experimentu do oblasti mK teplot. Byl navržen nový typ 

oscilátoru, tzv. pillbox, a provedena testovací a základní měření pro tuto konfiguraci za 

pokojové teploty i za mK teplot.  
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Úvod  
Tato diplomová práce přímo navazuje na mou bakalářskou práci [1]. 

Vypracování těchto prací nutně muselo předcházet velké množství objevů v oboru 

fyziky nízkých teplot. Snad nejdůležitějšími historickými milníky byly zkapalnění 

helia (10. července 1908, Heike Krameling Onnes, Leiden) a objev supratekutosti 

v 
4
He (1937, nezávisle P. L. Kapica [2] a J. F. Allen spolu s A. D. Misenerem [3]).  

Supratekuté helium je velmi zajímavým objektem zkoumání a to jednak díky 

svým jedinečným vlastnostem, které by mohly být v budoucnu využity ve 

specializovaných zařízeních sloužících k dalšímu výzkumu (CERN) nebo k jiným 

specializovaným činnostem (NMR zobrazování v nemocnicích); především proto, že 

turbulentní proudění v supratekuté kapalině (kvantová turbulence) je jistým 

způsobem jednodušší a lépe definovatelné než v tekutinách klasických. To, jak je 

známo, zůstává nevyřešeným problémem klasické mechaniky. Porozumění kvantové 

turbulenci by tak mohlo vést i k lepšímu pochopení té klasické, která je přímo 

využitelná v průmyslu. 

Výzkum kvantové turbulence se odvíjí několika směry. Jedním z nich je 

studium oscilačních proudění. Jedním z hlavních důvodů, proč se zkoumá právě 

proudění v okolí kmitajících objektů, jsou technologické limity a požadavky. 

Zrealizovat v omezeném prostoru kryostatu experiment fungující na principu 

stejnosměrného proudění vyžaduje mnohem složitější experimentální uspořádání. 

Oproti tomu oscilační proudění lze vyvolat v uzavřené nádobě pomocí kmitajícího 

objektu, který zároveň může sloužit i jako detektor. Rozměry, parametry a umístění 

oscilátoru v experimentální cele se běžně volí tak, aby byl vliv stěn cely na oscilátor 

a proudění v jeho okolí co nejmenší a bylo možné uvažovat oscilátor v nekonečném 

prostoru. Mezi oscilátory běžně používané ke studiu kryogenního helia patří 

například: mřížka, oscilující drát či koule nebo takzvané křemenné ladičky [4; 5; 6] – 

piezokrystaly užívané jako frekvenční standardy v digitálních hodinkách. Torzně 

oscilující objekty pak vhodně doplňují současnou škálu užívaných oscilátorů. 

Ve své práci studuji především chování kapaliny v okolí torzně oscilujícího 

disku. Výsledky takovéhoto experimentu poprvé publikovali R. J. Donnelly a A. C. 

Hollis Hallett v padesátých letech dvacátého století [7; 8]. Od té doby experiment 

nebyl opakován. Vzhledem k technologickému pokroku a vývoji poznání v oboru 

supratekutosti v posledních padesáti letech, jsme spolu s vedoucím práce a dalšími 
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kolegy přesvědčeni, že použití moderních prostředků nám při zopakování 

experimentu umožní získat nové informace. 

 

Při psaní podkapitoly 1.1. Vybrané kapitoly z klasické hydrodynamiky, úvodní 

části podkapitoly 1.2. Supratekutost a shodných částí podkapitoly experimentálního 

uspořádání 2.1. Torzně oscilující disk jsem vycházela především z textu své 

bakalářské práce. Podkapitola 1.3. Model torzního oscilátoru vychází především 

dodatku C článku [9], jehož jsem jedním ze spoluautorů a který je přiložen k této 

práci jako Příloha 1. 
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1  Teorie 

Hlavním cílem této kapitoly je stručně shrnout teoretické znalosti nutné 

k pochopení experimentů, jež jsou předmětem této práce. Jsou zde uvedené především 

ty poznatky, na které je odkazováno z praktické části práce, a jsou doplněny tak, aby 

teoretická část práce sama o sobě umožnila ucelený náhled do studované problematiky. 

V první části bude uveden přehled nezbytných poznatků z oboru klasické 

hydrodynamiky, zatímco druhá část poskytuje souhrn důležitých znalostí o chování 

supratekutého helia, které jsou potřeba ke správnému náhledu na chování této 

kapaliny, jako například Landaův dvousložkový model, Boseho-Einsteinova 

kondenzace (BEC) nebo dynamika kvantovaných vírů. V poslední části této kapitoly 

bude popsáno chování oscilátorů použitých v experimentech – torzně oscilujícího 

disku ponořeného v kapalině a tzv. pillboxu, který bude podrobně popsán dále.  

 

 Vybrané partie z klasické hydrodynamiky  1.1

Pohyb kontinua je nejčastěji popisován dvěma metodami – Lagrangeovou, 

nebo Eulerovou metodou. Při popisu kontinua pomocí Lagrangeovy metody je 

vybrána jeho infinitezimální část a sledován její pohyb prostorem. Naopak při užití 

metody Eulerovy je laboratorní soustava považována za klidovou a sledován vývoj 

rychlostního pole tekutiny v pevně daných bodech prostoru. V této práci je nadále 

používán Eulerův popis. 

 Jednou ze základních rovnic nutných k popisu chování tekutin je rovnice 

kontinuity [10]: 𝜕𝜌𝜕𝑡 + ∇ ∙ 𝑗 = 0, (1.1.1) 

kde t je čas, ρ hustota tekutiny a 𝑗 = 𝜌𝑢⃗⃗ značí proudovou hustotu, přičemž 𝑢⃗⃗ je 

rychlost proudění. Tato rovnice ve své podstatě vyjadřuje zákon zachování hmoty. 

 Dále je potřeba pro tekutiny zapsat pohybové rovnice. Pro pohyb ideální 

tekutiny platí tzv. Eulerova rovnice [10]: 𝜕𝑢⃗⃗𝜕𝑡 + 𝑢⃗⃗ ∙ 𝛻𝑢⃗⃗ = − 1𝜌 𝛻𝑝 + 𝑓, (1.1.2) 

kde p je tlak a 𝑓 je součet objemových sil působících na tekutinu. 

 O většině tekutin ovšem nelze říci, že by byly ideální, a tedy proudily bez 

tření. Proto je potřeba do pohybových rovnic přidat člen vyjadřující disipaci energie 
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v důsledku tření. Tím lze získat Navierovu-Stokesovu rovnici pro nestlačitelnou 

kapalinu [10]: 𝜕𝑢⃗⃗𝜕𝑡 + 𝑢⃗⃗ ∙ 𝛻𝑢⃗⃗ = − 1𝜌 𝛻𝑝 + 𝜈∆𝑢⃗⃗ + 𝑓, (1.1.3) 

kde ν je kinematická viskozita.  

Problémem nelineární Navierovy-Stokesovy rovnice je fakt, že ačkoli 

popisuje chování proudění v reálné nestlačitelné kapalině, analytické řešení existuje 

pouze pro malou množinu jednoduchých proudění. V ostatních případech je potřeba 

rovnici řešit numericky.  

 Podle toho, zda jsou parametry sloužící k popisu proudění nezávislé, resp. 

závislé na čase, je odpovídající proudění označováno jako stacionární, resp. 

nestacionární proudění. Proudění viskózní tekutiny je dále možné rozdělit do dvou 

základních typů: laminární a turbulentní. V případě laminárního proudění se částice 

tekutiny pohybují vedle sebe ve vrstvách a nedochází tak k promíchávání tekutiny 

[10]. Za turbulentní je považováno takové proudění, které není laminární.  

Kvůli komplikovanému analytickému popisu chování reálných tekutin se pro 

zjednodušení výpočtu Navierových-Stokesových rovnic (NS rovnic) často uvažují 

případy, kdy proudění je stacionární a časová derivace rychlostního pole (první člen 

v NS rovnici) je rovna nule, nebo kdy proudění je laminární a je možné zanedbat 

nelineární člen v NS rovnici [10]. K popisu jiných typů proudění je třeba využít 

numerických metod. 

V turbulentním proudění částice opisují mnohem složitější trajektorie, což 

vede ke vzniku vírových struktur. Rychlost jednotlivých částic tekutiny se 

nepravidelně mění v prostoru i v čase. Turbulentní proudění dále vykazuje pohyb ve 

všech směrech prostoru a na velkém rozsahu délkových škál. Vznik vírů 

v turbulentním proudění vede také k nárůstu tlakových odporových sil. Poprvé 

známé poznatky o turbulentním proudění celistvě popsala teorie formulovaná 

Kolmogorovem v roce 1941 [11; 12] a doplněná v roce 1962 [13]. Tato dnes již 

klasická teorie se s jistými obměnami a zpřesněními používá do současnosti [14]. 

 Speciálním případem nestacionárního pohybu tekutiny je oscilační proudění. 

Tak je nazýváno proudění vykazující periodicitu, například proudění v okolí 

oscilujícího objektu. Ten strhává tekutinu ve své bezprostřední blízkosti, čímž vzniká 

vlna v rychlostním poli tekutiny, která je v závislosti na vzdálenosti od oscilátoru 

exponenciálně tlumená viskózními silami. Poté je možné definovat viskózní hloubku 
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vniku δ jako charakteristickou délkovou škálu úbytku amplitudy rychlosti buzené 

oscilátorem. Pro oscilující rovinu lze viskózní hloubku vniku vypočíst (G. G. Stokes) 

podle vztahu [15; 10]: 

𝛿 =  √2𝜈𝜔  , (1.1.4) 

kde ω je úhlová frekvence. Parametr 𝛿 se někdy nazývá šířka Stokesovy mezní vrstvy. 

Na základě porovnání velikosti viskózní hloubky vniku δ s charakteristickým 

rozměrem tělesa l budícího oscilační proudění lze rozlišit dva limitní případy chování 

tekutiny [10]:  

a) limita nízkofrekvenčních oscilací – předpoklady: laminární proudění a 𝛿 ≫ 𝑙 
resp. 𝑙2𝜔 ≪ 𝜈 → proudění lze v každém okamžiku považovat za stacionární;  

b) limita vysokofrekvenčních oscilací – předpoklady: libovolné proudění, při 

kterém je amplituda výchylky 𝑎 ≪ 𝑙 a 𝛿 ≪ 𝑙, resp. 𝑙2𝜔 ≫ 𝜈.  

V limitě vysokofrekvenčních oscilací může vzniknout vířivé proudění pouze v tenké 

vrstvě v bezprostřední blízkosti povrchu oscilátoru, mimo mezní vrstvu bude 

proudění potenciální. 

Často se k popisu proudění užívají bezrozměrné parametry, tzv. podobnostní 

čísla. Dle principu dynamické podobnosti proudění je možné dvě proudění označit za 

dynamicky podobná právě tehdy, mají-li příslušná podobnostní čísla stejnou hodnotu 

a proudění jsou si podobná i geometricky. To usnadňuje popis proudění a umožňuje 

porovnávat jednotlivé experimenty. 

Asi nejběžněji užívaným podobnostním číslem je Reynoldsovo číslo Re, které 

ve stacionárním proudění vyjadřuje poměr setrvačných sil k silám viskózního tření 

a lze jej definovat následovně: 𝑅𝑒 = 𝑈𝑙𝜈 , (1.1.5) 

kde U je rychlost proudění, l je škála, na které je pozorovatelná změna rychlosti 

(typicky rozměr obtékaného tělesa či průměr trubice), a ν značí již výše zmíněnou 

kinematickou viskozitu. Nicméně experimenty diskutované v této práci se pohybují 

v limitě vysokých frekvencí oscilačního proudění a rychlost proudění se mění 

výrazněji na škále viskózní hloubky vniku než na škále rozměrů oscilátoru, proto je 

vhodné definovat Reynoldsovo číslo právě na škále viskózní hloubky vniku Reδ [10]: 
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𝑅𝑒𝛿 = 𝑈𝛿


= 𝑈√ 2
 𝜔. (1.1.6) 

Obecně je možné říci, že je-li Reynoldsovo číslo menší než jeho kritická 

hodnota, proudění bude laminární, v opačném případě mohou v proudění nastat 

nestability vedoucí pro dostatečně vysoká Re ke vzniku rozvinuté turbulence. Kritickou 

hodnotu Re je ovšem nezbytné určit pro každý typ nestability a experimentu zvlášť. 

V oblasti okolo přechodu proudění z laminárního do turbulentního je běžně 

používáno Strouhalovo číslo Sr. Vyjadřuje souvislost mezi frekvencí vytváření vírů 

v úplavu za tělesem fV, jeho charakteristickým rozměrem D a rychlostí proudění 

U [10]: 𝑆𝑟 = 𝑓𝑉𝐷𝑈 . (1.1.7) 

K charakterizaci stacionárního proudění stačí pouze jedno podobnostní číslo, 

naproti tomu v případě nestacionárních toků, jakými jsou i oscilační proudění, je 

nutné přidat další podobnostní číslo, které by odráželo časovou závislost proudění. 

V případě oscilačního proudění jeho periodicitu. K popisu oscilačního proudění je 

například možné použít Reynoldsovo číslo Re v kombinaci s modifikovaným 

Strouhalovým číslem Sr‘, ve kterém je frekvence odtrhávání vírů nahrazena 

frekvencí oscilačního pohybu. 

 Nejčastěji používanou dvojicí podobnostních čísel je ovšem Stokesovo číslo 

(také „Stokesův beta parametr“) a Keuleganovo-Carpenterovo číslo. Stokesův beta 

parametr β vyjadřuje poměr charakteristického rozměru tělesa k viskózní hloubce 

vniku [16]:  𝛽 = 𝑓𝐷2𝜈 = 1


𝐷2𝛿2 , (1.1.8) 

kde f je frekvence oscilačního proudění. Limita vysokofrekvenčního proudění tedy 

odpovídá situaci, kdy 𝛽 ≫ 1. Keuleganovo-Carpenterovo číslo KC poté popisuje poměr 

amplitudy oscilací k rozměru tělesa. Definovat ho lze následujícím vztahem [17]: 𝐾𝐶 = 𝑈𝜏𝐷 = 2 𝑎𝐷 , (1.1.9) 

kde U je amplituda rychlosti, τ je perioda oscilací, D charakteristický rozměr tělesa 

a a je amplituda posunutí oscilátoru. 
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 V případě turbulentního proudění je tlumení způsobené odporovými silami 

v tekutině nelineární, k popisu čehož se běžně užívá ještě jeden bezrozměrný 

parametr a to součinitel odporu CD, který je definován z Newtonova vzorce:  𝐶𝐷 = 2𝐹𝐴′𝜌𝑈2, (1.1.10) 

kde F je odporová síla působící na těleso v turbulentním proudění, U je rychlost 

proudění a 𝐴′ je průřez tělesa v rovině kolmé na směr pohybu daný podobou 

experimentu. Tato definice je používána i pro oscilační proudění, kde stacionární 

hodnoty síly F a rychlosti U jsou nahrazeny jejich amplitudami. Je-li oscilátor 

složitější geometrie nebo se složitým rychlostním profilem, použije se jako amplituda 

rychlosti její maximální hodnota na povrchu tělesa. Složité těleso je potom 

modelováno jako jednorozměrný oscilátor a příslušná odporová síla je definována 

z disipace energie tak, aby střední disipovaná energie za jednotku času 〈𝐸̇〉 
odpovídala 〈𝐸̇〉 = 𝐹𝑈 2⁄ . Střední hodnota disipace energie je pro daný oscilátor 

zjišťována z experimentálních dat. V případě oscilací o stálé amplitudě ji lze stanovit 

jako příkon nutný k udržení dané amplitudy, naopak v případě oscilací s tlumenou 

amplitudou se disipace energie určuje z poklesu amplitudy za dobu odpovídající 

jedné periodě nebo jejímu násobku. 

V limitě vysokých frekvencí je možné odhadnout chování proudění 

zkoumané tekutiny na základě geometrie oscilátoru (rozměry, existence ostrých hran, 

míra drsnosti povrchu Rq) a charakteristické škály, na které je pozorovatelná změna 

rychlosti proudění (viskózní hloubka vniku δ). Zároveň, jak je zmíněno výše, je 

možné jej v této limitě popsat právě jedním bezrozměrným parametrem. V případě, 

že se na tělese vyskytují ostré hrany nebo je drsnost povrchu tělesa 𝑅𝑞 ≫ 𝛿, 

směrodatný popis dává Reynoldsovo číslo na škále viskózní hloubky vniku Reδ. 

(Obrázek 1.1.1 – případy a) a d)). V případě, že oscilátor lze považovat za 

hydrodynamicky hladký (𝑅𝑞 ≪ 𝛿), je vhodnější pro popis využít Keulegenova-

Carpenterova čísla KC (Obrázek 1.1.1 – případ b)). Nicméně pro laminární proudění 

se bude odporová síla v tekutině škálovat opět s Reδ, neboť KC se vyskytuje 

v bezrozměrné NS rovnici v kombinaci s nelineárním členem, který je v laminárním 

proudění zanedbatelný, a pro viskózní síly je stále podstatnou délkovou škálou 𝛿. 

V případě, že drsnost povrchu má řádově stejnou hodnotu jako viskózní hloubka 

vniku, není popis jednoduchý, lze ovšem předpokládat spojitý přechod mezi oběma 
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výše zmíněnými případy (Obrázek 1.1.1 – případ c)). Podrobnější informace 

a  odvození k této části je možné nalézt v přiloženém článku (Příloha 1, str. 2). 

Experimentální uspořádání s torzně oscilujícím diskem zmiňované v této 

diplomové práci, odpovídá situaci hydrodynamicky hladkého1
 tělesa (Obrázek 1.1.1 

– případ b)).   

 

 

 

Obrázek 1.1.1: Ilustrace vlivu drsnosti povrchu a existence ostrých hran oscilujícího tělesa 
na chování proudění tekutiny v jeho okolí. 

 

  

                                                 

1 Že jde o hydrodynamicky hladké těleso, vyplývá ze srovnání viskózní hloubky vniku 
vztažené k normální složce supratekutého helia 𝛿𝑁 odpovídající měřeným teplotám, která 
bude zavedena v následující kapitole, a (odhadnuté) povrchové drsnosti disku 𝑅𝑞. Z hodnot 

těchto veličin 𝛿𝑁(𝑇𝑚𝑖𝑛 =  1,265 𝐾) = 0,57 mm resp. 𝛿𝑁(𝑇𝑚𝑎𝑥 =  2,157 𝐾) = 0,13 mm 

a 𝑅𝑞 < 0,01 mm je patrné, že pro proměřovanou oblast teplot je rozdíl mezi nimi alespoň 
jeden řád. 
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 Supratekutost 1.2

Helium je druhý nejrozšířenější prvek ve vesmíru. Jedná se o inertní plyn bez 

chuti a zápachu, jeho atomové číslo je 2. Vyskytuje se ve dvou stabilních izotopech 
4
He a 

3
He. Helium má ze všech známých plynů nejnižší teplotu zkapalnění za 

atmosférického tlaku a jeho kapalné skupenství vykazuje jedinečné chování, kdy se 

jako jediná známá kapalina vyskytuje v supratekutém stavu.  

4He je složeno z nerozlišitelných částic s celočíselným spinem – bosonů, jeho 

chování se řídí Boseho-Einsteinovou statistikou. Na druhou stranu 
3
He je 

reprezentováno nerozlišitelnými částicemi s poločíselným spinem – fermiony a je 

popsáno Fermiho-Diracovou statistikou. Za běžných podmínek (teplot a tlaků) se oba 

izotopy 
4
He i 

3He chovají téměř jako ideální plyn. Ovšem za extrémních podmínek, 

například nízkých teplot, se rozdíl ve vlastnostech obou izotopů popsaných různými 

statistikami výrazně projeví a vede k tomu, že oba izotopy mají za těchto podmínek 

velmi odlišné chování, jako například různý původ i teplotu přechodu do supratekuté 

fáze. Teplota tohoto přechodu u 4
He je při tlaku nasycených par přibližně 2,17 K. 

V případě 3
He k tomuto přechodu dojde až v teplotním rozmezí 0,93 mK – 2,7 mK 

a tlaku 0,0 barů–34,5 barů. Tato práce se nadále zabývá pouze studiem 
4
He a jeho 

supratekutosti. 

Jedinečnost 4He je dobře patrná z jeho fázového diagramu (Obrázek 1.2.1). 

Na rozdíl od ostatních látek helium nemá trojný bod ani sublimační křivku. Jeho 

chlazením podle křivky tlaku nasycených par nelze u něj dosáhnout pevného 

skupenství, ani při ochlazení vzorku k absolutní nule. K získání pevného helia 4
He je 

třeba vnějšího tlaku alespoň 25 barů.  

Ve fázovém diagramu je normální fáze kapalného helia – He I a supratekutá fáze 

– He II oddělena tzv. λ čarou, reprezentující závislost tlaku na teplotě v okamžiku 

přechodu mezi těmito dvěma fázemi. Tento přechod je vizuálně velmi dobře 

pozorovatelný, neboť při ochlazování podél křivky nasycených par se helium 

v okamžiku přechodu přestane vařit a jeho hladina se rázem zklidní. Tento jev je 

způsoben velmi vysokou tepelnou vodivostí supratekutého helia, která zamezí vzniku 

jakéhokoli teplotního gradientu v kapalině potřebného ke vzniku bublin. Přímým 

důsledkem je, že se He II neochlazuje varem, ale pouze odparem z povrchu kapaliny. 

Navíc dojde-li k odstranění mechanických vibrací, je povrch supratekutého helia hladký 

na škále jedné atomové vrstvy, je tedy nejhladším přirozeně se vyskytujícím povrchem.  
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 Obrázek 1.2.1: Rovnovážný fázový diagram 4He. 

 

Dále He II poskytuje jedinečnou možnost pozorovat makroskopické důsledky jevů 

kvantové fyziky. 

Kolem roku 1938 již byla k dispozici řada experimentálních výsledků, z nichž 

bylo patrné, že He II se nechová jako klasická kapalina a bude třeba vytvořit zcela 

novou teorii sloužící k jeho popisu. Mezi tyto experimentálně získané poznatky 

o vlastnostech He II patřily zejména: schopnost He II téci bez měřitelného tření podél 

stěn a též jeho schopnost průchodu i těmi nejmenšími štěrbinami (optický zábrus 

v Kapitzově experimentu); fakt, že teplotní gradienty uvnitř supratekutého helia 

způsobují gradienty tlaků (fontánový jev [18] a jeho protějšek mechanokalorický 

jev); dokonalá smáčivost všech povrchů s jedinou známou výjimkou – cesia, vedoucí 

k tvorbě supratekutého filmu [19]. Kontroverzní výsledky měření viskozity He II: při 

jejím měření prostřednictvím toku kapilárou [3] a v Kapitzově experimentu [2] 

(nejméně 1500krát menší než v He I) vs. výrazně vyšší hodnoty viskozity získané při 

jejím měření torzně oscilujícím válcem.  

Významným experimentem, který ideově přímo vedl k vytvoření koncepce 

dvousložkového modelu a následně potvrdil její správnost, byl tzv. 

Andronikashviliho experiment [20], který měřil teplotní závislost periody oscilací 
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Obrázek 1.2.2: Závislost relativního poměru hustoty normální ρn a supratekuté ρs složky 
k celkové hustotě ρ na teplotě T. 

 

torzně kmitající soustavy disků ponořené v kapalném heliu, a to nad i pod teplotou 

supratekutého přechodu. Dvousložkovým modelem se přitom rozumí koexistence 

normální složky He II, která je viskózní kapalinou a nese veškerou entropii He II, a 

supratekuté složky, která se chová jako ideální kapalina s nulovou viskozitou. 

Interpretace Andronikashviliho experimentu byla taková, že s klesající teplotou He II 

přibývá jeho supratekutá složka na úkor jeho složky normální. (Obrázek 1.2.2) 

Výše uvedené experimentální skutečnosti postupně vedly k formulaci dvou 

variant dvousložkového modelu supratekutého helia. První vytvořil v roce 1938 

Lászlo Tisza [21], který identifikoval He II jako koexistenci supratekuté složky, 

coby  Boseho-Einsteinova kondenzátu, a normální složky tvořené nadkondenzátními 

bosony. Tato Tizsova teorie byla inspirována idejemi Fritze Londona [22]. Druhou 

pak následně formuloval Lev Davidovič Landau [23; 24], který tak učinil především 

na základě Kapitzových experimentů [2]. Landau ve své teorii vychází z kvantování 

hydrodynamiky kvantových kapalin a postuluje, že model ideálního plynu 

elementárních excitací lze použít pro popis stavu slabě excitované kapaliny. Díky své 

geniální intuici Landau zcela správně odhadl a postuloval tvar disperzního zákona 

pro He II, tedy závislost energie tepelných excitací v He II na jejich hybnosti, a to 
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pro lineární oblast dlouho-

vlnných fononů a oblast 

lokálního minima krátko-

vlnných rotonů (Obrázek 

1.2.3). Landau ve své práci 

odvodil hodnotu minimální 

rychlosti tělesa pohybujícího 

se v He II, při jejímž dosažení 

či překročení dojde k vymizení 

supratekutosti He II z důvodu 

generace kvazičástic – fononů 

a rotonů, tzv. Landauovo 

kritérium supratekutosti, 𝑣𝐿 = min𝑃 𝜀(𝑝)𝑝 , kde 𝜀(𝑝) je 

energie a 𝑝 velikost hybnosti kvazičástice. Landauovi se tak podařilo chování He II 

popsat nejen v rovině kvalitativní, ale též kvantitativní. Ačkoli jde také o 

dvousložkový model He II, jeho koncept je výrazně odlišný od přístupu Tiszy a 

Londona. Landaův model se především liší náhledem na možnost interakce obou 

složek helia. Z dnešního úhlu pohledu lze ovšem říci, že přesný popis He II 

vyžaduje kombinaci obou uvedených dvousložkových teorií. To vyplývá například 

ze studia vlastností Boseova-Einsteinova kondenzátu v chladných atomových 

plynech alkalických kovů. 

 Jak je uvedeno v kapitole 10.3 skripta [25]: „Supratekuté tekutiny se liší od 

klasických vazkých tekutin především ve třech základních aspektech, které jsou 

důsledky jejich kvantově-mechanické povahy: (i) vykazuji dvousložkové chování 

(za nenulové teploty), (ii) přičemž supratekutá složka nemá vazkost a (iii) způsob 

jejího proudění je omezen kvantově-mechanickými principy. Normální složka se 

chová v podstatě jako klasická vazká tekutina a nese veškerou entropii systému. 

Proudění supratekuté složky je nedisipativní a splňuje podmínku rot 𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗ = 0 (pro 

rychlosti nepřevyšující Landauovu kritickou rychlost).“ Tyto tři věty ve velmi 

kompaktní formě shrnují naše znalosti o základních vlastnostech 

a charakteristikách proudění He II. 

Obrázek 1.2.3: Disperzní zákon pro He II, jak jej

předpověděl Landau [25] 
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Za předpokladu nestlačitelnosti kapaliny, tedy konstantní hustoty 

supratekuté resp. normální složky, tj. 𝜌𝑠 + 𝜌𝑛 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡, div (𝑣⃗𝑠𝜌𝑠+ 𝑣⃗𝑛𝜌𝑛) = 0, kde 𝑣⃗𝑠 resp. 𝑣⃗𝑛 je vektor rychlosti pohybu supratekuté resp. normální složky He II, mají 

hydrodynamické rovnice dvousložkového modelu následující tvar [26]: 

 

 

 

 

 

 

kde 𝜌 je celková hustota He II, 𝜌𝑠 a 𝜌𝑛 jsou hustoty příslušející jeho supratekuté 

a normální složce, 𝐹⃗𝑛𝑠 představuje sílu vnitřního tření mezi těmito složkami, jsou-li 

přítomny kvantované víry (viz dále), η je dynamická viskozita, p tlak, S měrná 

entropie a T je teplota kapaliny. 

Za následujících zjednodušujících předpokladů: zanedbání přítomnosti 

kvantovaných vírů (𝐹⃗𝑛𝑠 = 0), dostatečně pomalé proudění He II (kvadratické členy 

jsou zanedbatelné), proudění je izotermické (∇𝑇 = 0); je možné rovnice zapsat ve 

tvarech: 

Z tvaru obou rovnic je nyní patrné, že v tomto nejjednodušším případě jsou 

rychlostní pole supratekuté a normální složky vzájemně nezávislá. První z uvedených 

rovnic odpovídá Eulerově rovnici popisující proudění supratekuté složky He II 

a druhá rovnice je Navierova-Stokesova rovnice pro normální složku helia.  

Z grafu na obrázku 1.2.2 je patrné, že pro nízké teploty je relativní zastoupení 

normální složky v He II limitně blízké nule. Při teplotách < 0,7 K se tak typicky 

střední volná dráha teplených excitací stává delší než rozměry zkoumaného 

experimentu, a proto při popisu chování normální složky He II o ní nadále nelze 

uvažovat jako o kontinuu popsaném rovnicí (1.2.4), ale je nezbytné použít model 

balistického chování tepelných excitací v kontinuu supratekuté složky. 

𝜌𝑠 𝜕𝑣⃗𝑠𝜕𝑡 + 𝜌𝑠(𝑣⃗𝑠∇)𝑣⃗𝑠  = − 𝜌𝑠𝜌 ∇𝑝 + 𝜌𝑠𝑆∇𝑇 + 𝜌𝑠𝜌𝑛2𝜌 ∇(𝑣⃗𝑛 − 𝑣⃗𝑠)2 − 𝐹⃗𝑛𝑠, (1.2.1) 

𝜌𝑛 𝜕𝑣⃗𝑛𝜕𝑡 + 𝜌𝑛(𝑣⃗𝑛∇)𝑣⃗𝑛               = − 𝜌𝑛𝜌 ∇𝑝 − 𝜌𝑠𝑆∇𝑇 − 𝜌𝑠𝜌𝑛2𝜌 ∇(𝑣⃗𝑛 − 𝑣⃗𝑠)2 + 𝐹⃗𝑛𝑠 + 𝜂∇2𝑣⃗𝑛, (1.2.2) 

𝜌𝑠 𝜕𝑣⃗𝑠𝜕𝑡 + 𝜌𝑠(𝑣⃗𝑠∇)𝑣⃗𝑠 = − 𝜌𝑠𝜌 ∇𝑝,                (1.2.3) 

𝜌𝑛 𝜕𝑣⃗𝑛𝜕𝑡 + 𝜌𝑛(𝑣⃗𝑛∇)𝑣⃗𝑛 = − 𝜌𝑛𝜌 ∇𝑝 + 𝜂∇2𝑣⃗𝑛. (1.2.4) 
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 Dle dvousložkového modelu Tiszy je supratekutá složka He II interpretována 

jako Boseho-Einsteinův kondenzát. Pro jeho popis je zavedena makroskopická 

kondenzátová vlnová funkce [25]: 

kde je 𝜓0(𝑟, 𝑡) amplituda makroskopické kondenzátové vlnové funkce a 𝜙(𝑟, 𝑡) je 

makroskopická fáze. Obě veličiny mohou být funkcemi času i prostorových souřadnic. 

Lze ukázat, že gradient makroskopické fáze je až na multiplikativní konstantu 

roven rychlosti supratekuté složky. Tato skutečnost má podstatný důsledek, kterým 

je fyzikální interpretace makroskopické fáze; její gradient určuje velikost a směr 

proudění supratekuté složky.  

Zjednodušující předpoklad nulové síly vnitřního tření 𝐹⃗𝑛𝑠 = 0, použitý 

v odvození vztahů (1.2.3) a (1.2.4), fakticky znamená „vypnutí“ interakce mezi oběma 

složkami He II. Ty však v reálném případě spolu interagovat mohou, a to 

prostřednictvím kvantovaných vírů vznikajících v supratekuté složce He II. Objasnění 

existence kvantovaných vírů, a tedy i kvantování cirkulace v supratekuté složce He II, 

úzce souvisí s teorií Boseho-Einsteinovy kondenzace a s tvarem makroskopické vlnové 

funkce popisující kondenzát, která musí být v každém bodě jednoznačně definována, 

tedy až na případnou změnu fáze o celočíselný násobek 2π. Existence a struktura 

kvantovaných vírů je důsledek toho, že proudění supratekuté složky musí být 

potenciální rot 𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗ = rot ∇𝜙(𝑟, 𝑡) ≡ 0, tedy musí být bezvírové v klasickém smyslu. 

Z tohoto důvodu musí být v kvantovaném víru supratekutost potlačena. Jeho centrem 

je jádro Angströmových rozměrů, okolo kterého cirkuluje supratekutá složka. Hustota 

supratekuté složky 𝜌𝑠 je na ose víru nulová a se vzdáleností od této osy rychle stoupá. 

Na hranici jádra již prakticky dosahuje hodnoty stejné jako v objemu kapaliny. 

(Obrázek 1.2.4) Obecně je cirkulace kvantovaných vírů v 
4
He celočíselným násobkem 

kvanta cirkulace [25] 𝜅 = ℏ 𝑚4 = 9,997 ×  10−8 ⁄  m
2
/s. Ovšem lze dokázat, že v He 

II jsou energeticky výhodnější pouze jednou kvantované víry a případně vzniklé 

vícenásobně kvantované víry se v něm rychle rozpadají na odpovídající počet jednou 

kvantovaných vírů. Z Kelvinova teorému [10] plyne, že kvantované víry mohou 

začínat a končit pouze na stěnách nádoby či volné hladině He II, případně mohou tvořit 

uzavřené vírové smyčky v objemu kapaliny. 

Vzhledem k tomu, že prakticky libovolný povrch experimentálního zařízení 

má nerovnosti srovnatelné s velikostí jádra kvantovaného víru, je možné a nutné 

𝜓(𝑟, 𝑡) = 𝜓0(𝑟, 𝑡)𝑒𝑖𝜙(𝑟,𝑡), (1.2.5) 
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Obrázek 1.2.4: Struktura kvantovaného víru (vlevo) a profily relativní hustoty a rychlosti 
cirkulace supratekuté složky He II v závislosti na vzdálenosti od středu víru (vpravo). 

pokládat tyto povrchy za velmi drsné. Praktickým důsledkem této skutečnosti je pak 

to, že dochází k zachytávání konců kvantovaných vírů na těchto nerovnostech, tzv. 

pinning. Tento jev způsobuje, že i po vymizení proudění zůstávají v He II přítomny 

tzv. remanentní víry, které jsou „přichycené“ na stěnách experimentálního zařízení 

a dalších površích a je prakticky nemožné je odstranit. Mohou vznikat i při přechodu 

do supratekuté fáze tzv. Kibbleovým-Zurekovým mechanismem [25]. Tyto víry 

následně vedou, i při poměrně pomalém proudění, ke vzniku dalších vírů. Popsaný 

jev se obvykle nazývá extrinsickou generací kvantovaných vírů. V důsledku těchto 

skutečností bylo ověřování Landauova kritéria supratekutosti dlouhodobě velmi 

problematické. Díky platnosti Heisenbergova principu neurčitosti, vznikají zárodečné 

vírové smyčky také jako důsledek existence kvantově-mechanických fluktuací. 

V případě, že se studovaný vzorek nachází ve stadiu klidu, zárodky velmi rychle 

zanikají. Ovšem při dostatečně silném proudění v řádech 10 m/s, může dojít 

k expanzi takto vzniklých vírových smyček. Tento proces se obvykle nazývá 

intrinsickou generací kvantovaných vírů. (Obrázek 1.2.5) 

Dynamika kvantovaných vírů je netriviální. Kvantované víry mohou vytvářet 

složité struktury – vírová klubka. Jejich interakce jak vzájemné, tak interakce s jejich 

okolím, jsou spojeny s existencí řady rozličných efektů. Víry se v prostoru vzájemně 

proplétají a přepojují, případně se přichycují na stěny experimentálního zařízení. Pohyb 

vírů je ovlivňován tzv. Magnusovou silou, která vzniká v souvislosti s obtékáním 

rotujícího tělesa tekutinou. V důsledku toho se souhlasně orientované víry vzájemně 

odpuzují, zatímco nesouhlasně orientované víry se k sobě přitahují. V případě 

rovnoběžného uspořádání vede vzájemná přitažlivost dvou vírů až ke splynutí jejich  

𝑣⃗𝑠 𝒗⃗⃗⃗𝒔 = 𝒏⃗⃗⃗ ℏ𝒎𝟒 𝟏𝒓⃗⃗ 

𝝆𝒔 𝝆⁄  

Jádro 

r 
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Obrázek 1.2.5: Počítačová simulace průběhu intrinsické generace kvantovaného víru 
v okolí iontu [25]. 

 

jader – to způsobí jejich zánik. Zároveň, pokud je do supratekuté kapaliny dodáváno 

vhodnou formou dostatečné množství energie, vznikají nové vírové smyčky 

přepojováním stávajících vírových smyček a případně i intrinsickou generací 

kvantovaných vírů. Po vírovém vlákně se mohou šířit deformace, které na něm 

vzniknou, ve formě vln. Tento efekt se nazývá Kelvinovy vlny. Ty vznikají mimo jiné i 

při přepojování vírových vláken. Interakcí, kterou je v tomto případě vzájemné tření 

mezi kvantovanými víry a normální složkou supratekutého helia, vzniká při konečné 

teplotě v supratekuté složce tzv. Donnellyho-Glabersonova nestabilita  [27]. Princip 

tohoto jevu spočívá v tom, že v důsledku vzniku Kelvinových vln o vysoké amplitudě se 

začnou vírové smyčky přepojovat samy se sebou. To vede k prudkému nárůstu generace 

kvantovaných vírů v podobě vírových kroužků a ke vzniku kvantové turbulence. 

K přepojování vírových smyček však může docházet například i v důsledku oscilačního 

proudění, a to i za nepřítomnosti normální složky helia (v limitě absolutní nuly). 

Současný pohled na problematiku popisu chování supratekutého helia využívá 

dvousložkový model spojený s kvantovanými víry, jedná se tedy o popis 

hydrodynamického chování jednotlivých složek se zohledněním vnitřního tření mezi 

nimi. Tento přístup vede na tzv. Hallovy-Vinenovy-Bekarevichovy-Khalatnikovovy 

rovnice (HVBK rovnice) [26], v nichž se uvažuje místo mikroskopických vírů 

příslušná makroskopická vířivost tekutiny, tzv. „coarse-grained“ vorticity. V souvislosti 

s naším experimentem je vhodné zavést následující bezrozměrná čísla – součinitele 

odporu, které samostatně popisují každou z obou složek He II. 

Pro laminární proudění normální složky, za předpokladu neexistence 

kvantovaných vírů, lze definovat součinitel odporu 𝐶𝐷𝑛 jako: 𝐶𝐷𝑛 = 2𝐹𝐴𝜌𝑛𝑈𝑝2, (1.2.6) 
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kde F je velikost odporové síly působící na oscilátor, A je velikost plochy jeho 

povrchu a Up je maximální amplituda rychlosti proudění podél povrchu oscilátoru.  

 V přiloženém článku (Příloha 1) je podán důkaz, že pro hydrodynamicky drsné 

oscilátory se díky principu dynamické podobnosti 𝐶𝐷𝑛 škáluje s tzv. Donnellyho číslem: 

kde 𝛿𝑛 = √2𝜂 (𝜌𝑛𝜔)⁄   je viskózní hloubka vniku vztažená pouze na normální složku 

He II a η je dynamická viskozita. Existuje tedy jednoznačně definovaná funkce 𝐶𝐷𝑛(𝐷𝑛). Tato funkce bude mít pro laminární/potenciální proudění 

normální/supratekuté složky tvar: 

kde Φ je bezrozměrná veličina závisející pouze na geometrii oscilátoru, 

v turbulentním proudění normální složky bude 𝐶𝐷𝑛 směřovat ke konstantní hodnotě. 

Tento vztah vyjadřuje univerzální závislost součinitele odporu 𝐶𝐷𝑛 na Donnellyho 

čísle pro všechny oscilátory [9], a proto pro nás bude nejdůležitějším kritériem pro 

vyhodnocení spolehlivosti měření (k tomu více v Příloze 1).  

 Pokud začne k odporové síle přispívat i kvantová turbulence v supratekuté 

složce, dojde k odchýlení od tvaru závislosti 𝐶𝐷𝑛(𝐷𝑛), změřené např. v blízkosti 

supratekutého přechodu či v klasické tekutině (např. He I nebo He plyn). Navíc, pro 

libovolný, i hladký, oscilátor obtékaný normální složkou laminárně a supratekutou 

potenciálně (tedy bez přítomnosti obou typů turbulence) lze v limitě vysokých 

frekvencí vyjádřit 𝐶𝐷𝑛 také pomocí vztahu (1.2.8). 

Vzhledem k vlastnostem proudění v okolí torzně oscilujícího disku (disk je 

hydrodynamicky hladký) lze Donnellyho číslo Dn použít pouze k popisu v laminární 

oblasti proudění. K identifikaci původu nestabilit v turbulentním proudění je třeba 

sledovat závislost součinitele odporu 𝐶𝐷𝑛 na Keuleganově-Carpenterově čísle KC. 

 Pokud v He II převažuje disipace pocházející z kvantovaných vírů 

v supratekuté složce nad viskozitou normální složky, je možné definovat součinitel 

odporu 𝐶𝐷𝑠  ve tvaru 

𝐷𝑛 = 𝑈𝑝𝜌𝑛𝛿𝑛𝜂 , (1.2.7) 

𝐶𝐷𝑛 = Φ 𝐷𝑛⁄ , (1.2.8) 

𝐶𝐷𝑠 = 2𝐹𝐴𝜌𝑠𝜅𝜔𝑈̂2, (1.2.9) 
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kde 𝜅 je kvantum cirkulace, 𝜔 úhlová frekvence oscilátoru a 𝑈̂ je bezrozměrná 

rychlost, která je definována vztahem: 

Její tvar vyplývá ze vztahu pro kritickou rychlost 𝑈𝐶 pro vznik Donnellyho-

Glabersonovy nestability, která je pro makroskopické objekty úměrná 𝑈𝐶 ∝ √𝜅𝜔  [28]. 

 Pro speciální případ, kdy proudění normální složky je laminární a proudění 

supratekuté složky potenciální, lze z předchozích vztahů odvodit následující vztah 

mezi součinitelem odporu 𝐶𝐷𝑠  a bezrozměrnou rychlostí 𝑈̂: 

V případě silného provázání obou složek silou vnitřního tření je naopak 

vhodné uvažovat součinitel odporu pro klasickou kapalinu – vztah (1.1.10). 

Pro popis odporových sil způsobených jinými mechanismy než viskózním 

třením je vhodné zavést koeficient nelaminárního odporu χ, který lze definovat 

dvěma ekvivalentními výrazy:  

Definování oběma způsoby bude použito při zpracování dat, kde ovšem vznikne 

pouze malá odchylka daná přesností určení hodnoty Φ a 𝜙 z naměřených hodnot. 

𝑈̂ =  𝑈𝑝√𝜅𝜔 . (1.2.10) 

𝐶𝐷𝑠 = 𝜙𝑈̂ ;  𝜙 = Φ√ 𝜂𝜌𝑛2𝜅𝜌𝑠2. (1.2.11) 

𝜒 ≡ 1 − Φ𝐶𝐷𝑛𝐷𝑛 ;  𝜒 ≡ 1 − 𝜙𝐶𝐷𝑠𝑈̂. (1.2.11) 
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 Model torzně oscilujícího disku 1.3

Nyní je třeba odvodit odpovídající pohybové rovnice pro oscilátor, kterým je 

v našem případě torzně oscilující disk, a odpovídající hydrodynamické veličiny. 

Pohybová rovnice pro studovaný typ oscilátoru má tvar: 

kde φ(t) je funkce závislosti úhlové výchylky na čase, dvě tečky nad proměnnou 

označují její druhou derivaci podle času, I0 moment setrvačnosti disku vzhledem 

k použité ose otáčení (osa disku), κf torzní moment vlákna a MF je moment sil 

způsobených okolní tekutinou. 

Za předpokladu laminárního proudění a s jistou mírou zjednodušení je možné 

moment třecích sil spočítat z analytického řešení Navierových-Stokesových rovnic. 

Prvním ze zjednodušujících předpokladů je, že rychlostní profil proudění 𝑢⃗⃗(𝑟, 𝑡) 

v daném místě a čase odpovídá rotaci tuhého tělesa modulované vzdáleností od tohoto 

tělesa, 𝑢⃗⃗(𝑟, 𝑡) =  Ω⃗⃗⃗(𝑧, 𝑡) × 𝑟, kde 𝛺⃗⃗(𝑧, 𝑡) = (0, 0, 𝛺(𝑧, 𝑡)), kde 𝛺(𝑧, 𝑡) je úhlová 

rychlost tekutiny v čase t a vzdálenosti z kolmo k povrchu disku. Dalším 

předpokladem je, že průměr disku R je řádově větší než jeho tloušťka hD. Tento 

předpoklad umožňuje zanedbat vliv proudění u hrany disku. Nakonec je uvažován disk 

umístěný v nekonečném objemu kapaliny – v důsledku čehož je možné zanedbat 

interakci kapaliny se stěnami nádoby a jinými tělesy v okolí disku. Tento předpoklad 

je splněn, pokud vzdálenosti disku od všech stěn výrazně přesahují viskózní hloubku 

vniku 𝛿. Za těchto zjednodušujících předpokladů lze Navierovy-Stokesovy rovnice 

zapsat v následujícím tvaru: 

kde ν je kinematická viskozita tekutiny. Jelikož se jedná o diferenciální rovnici 

druhého řádu, je třeba pro řešení příslušné okrajové úlohy ještě zadat dvě okrajové 

podmínky. První okrajovou podmínkou je vymizení pohybu tekutiny ve velké 

vzdálenosti od disku: lim𝑧→∞ 𝛺(𝑧, 𝑡) = 0. Druhou okrajovou podmínkou je rovnost 

rychlostí na povrchu disku: 𝛺(0, 𝑡) = 𝛺0 𝑒𝑖𝜔𝑡, kde 𝛺0 je amplituda úhlové rychlosti 

disku. Řešení okrajové úlohy má pak následující tvar [1]: 

kde δ je viskózní hloubka vniku a ω je úhlová frekvence. 

𝐼0𝜑̈(𝑡) + 𝜅𝑓𝜑(𝑡) = 𝑀𝐹 , (1.3.1) 

𝜕𝛺(𝑧, 𝑡)𝜕𝑡 = 𝜈 𝜕2𝛺(𝑧, 𝑡)𝜕𝑧2 , (1.3.2) 

Ω(𝑧, 𝑡) = Ω0𝑒−𝑧 𝛿⁄ 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑧 𝛿⁄ ), (1.3.3) 
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 Celkový moment viskózních odporových sil pro celý disk je určen jako integrál 

odporových sil působících na oba povrchy disku se zanedbáním tření způsobeného 

okrajem disku a při výpočtu je zanedbávána i jeho tloušťka. Toto zjednodušení je ve 

shodě s předpokladem, že průměr disku R je řádově větší než jeho tloušťka hD. 

Velikost viskózní odporové síly vztažené na jednotku plochy fL je dána vztahem 𝑓𝐿(𝑟, 𝑡) = 𝜂 𝜕𝑢(𝑟, 𝑡) 𝜕𝑧⁄ |𝑧=0, kde η je dynamická viskozita tekutiny. Velikost 

momentu působících viskózních odporových sil v daném čase a místě tekutiny je 𝑀𝑉(𝑟, 𝑡) = 𝑟 𝑓𝐿(𝑟, 𝑡). Celkový moment viskózních odporových sil MF pro celý disk 

má pak následující tvar: 

O 

 

 

D 

Odtud je patrné, že moment viskózních odporových sil a úhlová rychlost 

disku jsou vůči sobě vzájemně fázově posunuty o hodnotu 𝜋 4⁄ . Pravou stranu vztahu 

(1.3.4)  je možné rozdělit na reálnou (setrvačnou) a imaginární (disipativní) část a 

dosadit za úhlovou výchylku 𝜑(𝑡) = 𝜑0𝑒−𝛾𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡, přičemž časové derivace jsou 

vyjádřeny ve zjednodušeném tvaru  𝜑̇(𝑡) = 𝑖𝜔𝜑0𝑒𝑖𝜔𝑡, 𝜑̈(𝑡) = −𝜔2𝜑0𝑒𝑖𝜔𝑡, za 

předpokladu, že (v laminárním proudění) je útlum amplitudy zanedbatelný na časové 

škále jedné periody. Potom lze vyjádřit: 

kde 𝐼𝐻𝐷 = 𝜋𝑅4√𝜂𝜌 2𝜔⁄  je hydrodynamický příspěvek k momentu setrvačnosti disku 

a 𝛤 = 𝜋𝑅4√𝜂𝜌𝜔 2⁄  je koeficient tření. 

 Vyjádřením viskózní odporové síly F působící na disk ze vztahu (1.1.10), je 

možné získat  𝐹 = 12 𝐶𝐷𝐴𝜌𝛺02𝑅2. Analogicky lze definovat i součinitel odporu CD pro 

torzní oscilace disku: 

kde 𝑀𝐹𝐷 = 𝛤𝛺0 je disipativní člen momentu viskózních odporových sil a  𝐴 = 𝜋𝑅2. 

Následně, s použitím maximální rychlosti na obvodu disku 𝑈 = 𝑅𝛺0 lze 

definovat bezrozměrný koeficient – Donnellyho číslo Dn: 

𝑀𝐹(𝑡) = 2 ∫ ∫ 𝑀v(𝑟, 𝑡)𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟2𝜋
0

𝑅
0= −𝜋𝜂 1 + 𝑖𝛿 𝑅4 Ω0(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝜋√2 (1 − 𝑖)√𝜂𝜔𝜌𝜔𝑅4𝜑(𝑡). (1.3.4) 

𝑀𝐹(𝑡) = −𝛤𝜑̇(𝑡) − 𝐼𝐻𝐷𝜑̈(𝑡), (1.3.5) 

𝑀𝐹𝐷𝑅 = 12 𝐶𝐷𝐴𝜌Ω02𝑅2. (1.3.6) 
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 Vyjádřením vztahu (1.3.6) pro normální složku supratekutého helia 

a dosazením ze vztahu (1.3.7), lze získat speciální případ vztahu (1.2.8) ve tvaru: 

který vyjadřuje závislost mezi součinitelem odporu 𝐶𝐷𝑛 a Donnellyho číslem Dn pro 

laminární proudění normální a potenciální proudění supratekuté složky. 

Dosazením rovnice (1.3.5) do pohybové rovnice (1.3.1) a vydělením celkovým 

momentem setrvačnosti 𝐼 = 𝐼0 + 𝐼𝐻𝐷 lze získat pohybovou rovnici ve tvaru: 

kde 𝛾 = 𝛤/2𝐼 je útlumový koeficient a 𝜔02 =  𝜅𝑓/𝐼 je kvadrát vlastní úhlové 

frekvence netlumeného rezonátoru. Takto odvozená pohybová rovnice pro tlumený 

harmonický oscilátor má následující řešení: 

v souladu s předchozím dosazením. Skutečná úhlová frekvence ω a úhlová frekvence 

hypotetického netlumeného oscilátoru jsou potom vázány vztahem: 𝜔2 = 𝜔02 −  𝛾2. 

  

𝐷𝑛 = 𝑅Ω0𝜌𝑛𝛿𝑛𝜂 . (1.3.7) 

𝐶𝐷𝑛 = 2𝐷𝑛, (1.3.8) 

𝜑̈ + 2𝛾𝜑̇ + 𝜔02𝜑 = 0, (1.3.9) 

𝜑(𝑡) = 𝜑0𝑒−𝛾𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡 , (1.3.10) 
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 Model Duffingova rezonátoru 1.4

Za nízkých teplot je v oscilátoru potlačena mechanická disipace energie. 

Rezonátor je pak schopen dosáhnout relativně velkých amplitud a začne se 

projevovat jeho nelineární chování. Tato nelinearita může být částečně způsobena 

samotnou geometrií rezonátoru, ale pravděpodobněji spočívá její původ především 

ve vlastnostech kapacitního buzení. Výše popsané chování je nutno uvažovat 

v případě experimentu s tzv. pillboxem v limitě nízkých teplot, který tvoří součást 

této diplomové práce. 

V dobrém přiblížení je tato nelinearita úměrná třetí mocnině výchylky. 

Doplněním tohoto členu na levou stranu rovnice 1.3.9 a budící síly v podobě 

harmonických kmitů na pravou stranu této rovnice, lze získat rovnici popisující tzv. 

Duffingův rezonátor [29]: 𝑥̈ + 2𝛾𝑥̇ + 𝜔02𝑥 + 𝜉𝑥3 = 𝑓𝑒𝑖𝜔𝐸𝑡 , (1.4.1) 

kde 𝛾 je útlumový koeficient, 𝜔02 je kvadrát vlastní úhlové frekvence netlumeného 

rezonátoru, 𝑓 je amplituda budící síly, 𝜔𝐸 je frekvence budící síly a 𝜉 je koeficient 

určující míru nelinearity tlumící síly. 

 

Obrázek 1.4.1: Frekvenční odezva Duffingova rezonátoru pro různé hodnoty budící síly f. 
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 Pokud 𝜉 > 0, jedná se tzv. nelinearitu zesilující (hardening spring). Případ, 

kdy 𝜉 < 0, je nazýván nelinearitou zeslabující (softening spring). V limitním případě 𝜉 = 0 přechází Duffingův rezonátor v běžný buzený tlumený harmonický oscilátor. 

V praxi bude zesilující a zeslabující nelinearita způsobovat mimo jiné „naklánění“ 

rezonančních píků v závislosti na hodnotě koeficientu 𝜉. Míra tohoto „náklonu“ píku 

roste s rostoucí hodnotou budící síly, jak je patrné z obrázku 1.4.1. 

 Uvedený nelineární člen podstatným způsobem modifikuje chování 

rezonátoru. Rovnice popisující Duffingův rezonátor je příkladem dynamického 

systému zahrnujícího chaotické chování [30]. Navíc tento rezonátor vykazuje 

frekvenční odezvu, což je závislost jeho amplitudy oscilací a na frekvenci budících 

kmitů 𝜔𝐸 [31; 32]: [(𝜔𝐸2 − 𝜔02 − 34 𝜉𝑎2)2 + 4(𝛾𝜔𝐸)2] 𝑎2 = 𝑓2. (1.4.2) 

Frekvenční odezva vykazuje hysterezní chování, viz obrázek 1.4.2. V situaci, 

kdy se frekvence budících kmitů 𝜔𝐸 postupně snižuje směrem k rezonanci, roste 

amplituda oscilací a až do bodu A. Při dalším poklesu budící frekvence dojde ke 

skokovému snížení amplitudy – bod B. Naopak při postupném zvyšování frekvence

 

Obrázek 1.4.2: Skokové změny ve frekvenční odezvě 
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budících kmitů 𝜔𝐸 směrem k rezonanci mírně roste i amplituda oscilací a až do bodu 

C. Při dalším růstu budící frekvence dojde ke skokovému zvýšení amplitudy – bod 

D. Vzhledem k tomu, že body A a C resp. B a D odpovídají různým budícím 

frekvencím, je toto chování možné interpretovat jako hysterezi. Z matematického 

pohledu odpovídá toto chování existenci tří různých řešení rovnice Duffingova 

rezonátoru na intervalu budících frekvencí vymezeného body D a A resp. C a B. 

Z fyzikálního úhlu pohledu nelze dosáhnout řešení spojujícího body A a C.  

V obecném případě nemá rovnice (1.4.1) exaktní řešení. Existuje však řada 

numerických metod umožňujících nalézt její přibližné řešení. V případě slabé 

nelinearity, tedy pokud 𝜉𝑎2 ≪ 𝜔02, je vhodné k řešení použít poruchového počtu, kde 

základním stavem je buzený tlumený harmonický oscilátor a nelineární člen tvoří 

jeho poruchu. V případě silné nelinearity 𝜉𝑎2 ≈ 𝜔02 je potřeba použít jiných 

numerických metod – např. Eulerovu metodu. 

Na základě měření rezonanční frekvence v závislosti na amplitudě oscilací je 

možné určit hodnotu koeficientu 𝜉. Tuto hodnotu je možné následně uvést do 

souvislosti s charakteristikami rezonátoru a proudění helia (geometrie experimentu, 

kapacitní pohon, proudění v supratekutém heliu, včetně případné nukleace 

kvantovaných vírů).  
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2  Experimentální uspořádání 

 Torzně oscilující disk 2.1

Experiment s torzně oscilujícím diskem byl 

uskutečněn ve skleněném kryostatu (obrázek 

2.1.1). Ten se skládá ze dvou Dewarových nádob, 

jejichž stěny jsou z vakuové strany postříbřeny. 

Tato úprava omezuje přísun tepla do kryostatu 

způsobený tepelným zářením. Ve stříbrné vrstvě 

jsou v každé nádobě po celé výšce kryostatu dva 

svislé průhledy o šíři přibližně 3 cm. Tyto průhledy 

díky vzájemnému zákrytu umožňují získání 

videozáznamu oscilujícího disku. Vnější nádoba je 

otevřená do volného prostoru laboratoře a slouží 

k předchlazení aparatury pomocí tekutého dusíku, 

jehož páry mohou volně unikat do atmosféry.  

Okolo vnitřní Dewarovy nádoby se 

nacházel systém osvětlení, popsaný níže. Silný 

černý papír, sloužící jako optická clona, napuštěný 

dvojsložkovým epoxidem Stycast 1266, obaloval 

vnitřní nádobu ve výši oscilujícího disku v šíři 

přibližně 15 cm. V něm byla vyříznuta štěrbina 

2,5 cm široká a 0,5 cm vysoká. Štěrbina byla 

v zákrytu s průzory v postříbření obou nádob i 

diskem a sloužila jako průzor ke snímání polohy 

disku. Okolo štěrbiny bylo z vnitřní strany papíru připevněno šest LED diod a to tak, 

že tři z nich byly umístěny nad průzorem a tři pod ním. Parazitickým odleskům na 

stěně vnitřní nádoby a přímému osvětlení fotoaparátu diodami zabraňovala vhodně 

tvarovaná clonka vedoucí podél celého okraje štěrbiny, od papíru tvořícího základ 

uchycení osvětlení k vnější straně vnitřní nádoby, na kterou papír přiléhal. Celková 

hloubka clony byla asi 5 mm a odpovídala fyzické šířce LED diod. Napuštění papíru 

lepidlem zabraňovalo znehodnocení celého systému osvětlení stékajícími kapkami 

vody z  ledu tajícího při ohřívání kryostatu po ukončení jednotlivých měření. Led 

Obrázek 2.1.1: Fotografie 

skleněného kryostatu. 
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vzniká u ústí vnější Dewarovy nádoby při odpařování kapalného dusíku kondenzací 

vodních par ve vzduchu a následným tuhnutím. 

Vlastní experimentální vložka 

kryostatu obsahující i samotný 

oscilátor, (obrázek 2.1.2) byla umístěna 

ve vnitřní nádobě kryostatu. Vnitřní 

nádoba byla uzavřená a byla plněna 

zkoumaným kapalným heliem. Odvod 

heliového plynu byl zajištěn 

připojením na uzavřený okruh 

zkapalňovače. Snižování teploty 

v kryostatu na požadovanou hodnotu 

podél křivky nasycených par je 

dosahováno pomocí soustavy olejové 

rotační a Rootsovy pumpy, 

odčerpáváním par helia. Takto bylo 

možné snižovat tlak v kryostatu až 

k hodnotám okolo 1,5 torrů, čemuž 

odpovídá snížení teploty na úroveň 

1,3 K. Nastavení hodnoty tlaku a jeho stabilizace v průběhu měření byly realizovány 

prostřednictvím manuálně ovládaných ventilů. Jejich prostřednictvím je možné 

regulovat tlak s relativní přesností přibližně 0,2 %, což odpovídá absolutní přesnosti 

v určení teploty < 1 mK (tlak nasycených par na teplotě závisí přibližně exponenciálně). 

Vrchní část experimentální vložky – příruba, tvoří víko kryostatu (obr. 2.1.2 – 

2). V ní jsou tři uzavíratelné průchodky vybavené těsněním v podobě o-kroužku. Dvě 

z nich byly používány k plnění kryostatu kapalným heliem a k měření tlaku. 

Naměřené hodnoty tlaku byly následně použity ke stanovení teploty, a to z její 

závislosti právě na tlaku nasycených par s pomocí softwaru HEPAK [33; 34]. Třetím, 

centrálním, otvorem procházel roztáčecí mechanismus disku (obr. 2.1.2 – 1). Ten byl 

tvořen sestavou kličky sloužící k roztáčení disku a závitové tyče se dvěma maticemi 

osazené kuličkovým ložiskem a těsněním. Roztáčecí mechanismus byl s vnitřní částí 

experimentální vložky propojen tenkostěnnou trubicí z nerezové oceli – trnem, na 

jehož spodním konci bylo připevněno wolframové vlákno (obr. 2.1.2 – 5). Ve spodní 

části kryostatu bylo vlákno připevněno k nepohyblivé cuprexitové plotně (obr. 2.1.2 – 

Obrázek 2.1.2: Schematický nákres vložky 
kryostatu obsahující konstrukci pro uchycení 
oscilátoru. 
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8). Uprostřed vlákna byl umístěn disk oscilátoru (obr. 2.1.2 – 7). Sestava na horní 

přírubě umožňovala nastavit napětí vlákna oscilátoru dle potřeby a volně roztáčet 

disk bez podstatných změn napětí vlákna.  

Konstrukce pro ukotvení vlákna se skládá ze dvou částí. Horní část je tvořena 

čtyřmi tenkostěnnými nerezovými trubicemi (obr. 2.1.2 – 3), na nichž jsou 

přichyceny dvě plotny z cuprexitu (obr. 2.1.2 – 4). Trubice slouží k ukotvení ploten, 

jako usměrňovače trnu při jeho otáčení, a také ke snížení prostupu tepla do prostoru 

vlastního měření. Na svém spodním konci jsou nosné trubky ukotvené na mosazný 

kroužek, který stabilizuje celou část této konstrukce. Ke  kroužku je připevněna také 

cuprexitová plotna s leštěným povrchem (obr. 2.1.2 – 6), která slouží jako horní 

vymezovač experimentálního prostoru obsahujícího torzní disk. Se spodní částí 

konstrukce, která je v podstatě zrcadlovým obrazem její horní části, je tato část 

spojena třemi mosaznými vymezovači v podobě válečků dlouhých 10 mm. Prostor 

okolo oscilátoru je tak z obou stran ohraničen leštěnými deskami, viz obrázek 2.1.3. 

Prostor je ze zadní strany u stěny Dewarovy nádoby zakryt proužkem bílého papíru, 

který zabraňuje parazitním odleskům od zadní skleněné stěny kryostatu 

způsobovaným výše zmíněným LED osvětlením. Ve spodní části konstrukce je 

wolframový drát ukotven přímo ke spodní cuprexitové plotně (obr. 2.1.2 – 8), pod 

kterou se nachází „topeníčko“ – odporový drát natočený na kousku papíru 

o celkovém odporu 50 Ω. To slouží k odpaření zbylého helia po ukončení měření.  

Vlastní oscilátor se 

skládá z wolframového vlákna 

o průměru 0,05 mm a délce 

32 cm (obr. 2.1.3 – I)) a 

z kotouče z borosilikátového 

skla o průměru ρD = 40 mm a 

tloušťce hD = 1 mm (obr. 2.1.3 

– III)) ukotveného v polovině 

délky vlákna. Spojení obou 

částí oscilátoru je provedeno 

pomocí 0,8mm mosazné 

kapiláry (obr. 2.1.3 – II)) a lepidla Stycast 2850 GT. Při napnutém vláknu je disk 

umístěn přibližně uprostřed mezi vymezujícími leštěnými cuprexitovými plotnami 

(obr. 2.1.3 – IV)), tedy horní a dolní plocha disku je od těchto ploten vzdálena 4,5 mm.  

Obrázek 2.1.3: Schematický nákres disku oscilátoru a 
jeho blízkého okolí. 



28 

Po obvodu disku je umístěno šestnáct referenčních značek, které jsou rovnoměrně 

rozmístěny po obvodu disku metodou půlení intervalu. Značky slouží ke sledování 

výchylky disku z rovnovážné polohy. 

 Pohyb disku je snímán a nahráván pomoci fotoaparátu Casio EX-10 

s možností vysokorychlostního snímání videa. Je použito snímání 240 snímků za 

sekundu s rozlišením 512×384 obrazových bodů. Ke zvýšení prostorového rozlišení 

fotoaparátu je navíc použit další optický člen, který funguje jako předsádková čočka 

fotoaparátu. Nasnímaná data obsahují samozřejmě i vliv optického zkreslení daného 

použitými optickými členy (objektiv fotoaparátu, předsádková čočka a stěny 

kryostatu). Tento vliv je ovšem možné zanedbat, jelikož veškerá zaznamenaná data 

poloh referenčních značek byla snímána v oblasti popisované přiblížením 

geometrické optiky. 

  

Oproti uspořádání obdobného experimentu realizovaného v rámci mé 

bakalářské práce došlo k následujícím úpravám a vylepšením na měřící aparatuře: 

- Disk použitý při tomto experimentu byl vyroben z borosilikátového skla 

a nahradil dříve používaný plexisklový disk.  

- Jiné technické řešení uchycení disku ke kapiláře zajišťující vzájemnou 

kolmost roviny disku a osy kapiláry. 

- Tlumení vibrací – gumové podnožky, uchycení vršku kryostatu do zdi pro větší 

stabilitu, uchycení přívodních vlnovců do zdi k zamezení šíření vibrací z pump. 

- Byl pořízen a použit nový fotoaparát s vyšší rychlostí snímání videa. 

- Ke zvýšení prostorového rozlišení fotoaparátu byl navíc použit další optický 

člen, který fungoval jako předsádková čočka fotoaparátu. 

- Pro fotoaparát byl vyroben systém uchycení přímo na kryostat, pro zajištění 

správného a neměnného postavení fotoaparátu vzhledem k rotujícímu disku. 

- Roztáčecí mechanismus na přírubě byl doplněn o kličku, která umožňovala 

větší plynulost a větší amplitudu při počátečním roztáčení torzního oscilátoru. 

- Systém zadního osvětlení použitý v bakalářské práci byl nahrazen vepředu 

umístěným osvětlením a byl doplněn bílou clonkou na zadní straně Dewarovy 

nádoby, která snižovala parazitní osvětlení a homogenizovala pozadí.  

- Byla použita nová vnitřní Dewarova nádoba. Uvedená změna souvisí se 

změnou osvětlení.  
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 Pillbox 2.2

Toto experimentální uspořádání je ve své podstatě modifikací experimentu 

s torzně oscilujícím diskem pro měření v balistickém režimu. Měřením v balistickém 

režimu lze získat informace čistě o supratekuté složce He II bez vlivu jeho složky 

normální. Další podstatnou výhodou tohoto experimentálního uspořádání je 

skutečnost, že vhodná geometrie plochého válce zajišťuje jistou kontrolu nad 

možným tvarem remanentních vírů, které budou mít podobu buď malých smyček 

rozmístěných na stěnách pillboxu, nebo vírů spojujících horní a spodní podstavu 

rezonátoru. Takto koncipovaný systém je navíc přístupný numerickým simulacím 

dynamiky kvantovaných vírů. Uvedené experimentální uspořádání navíc vykazuje 

jisté podobnosti s Andronikashvilliho 

experimentem: Při měření rezonanční 

frekvence a disipace (šířky čáry) je možné 

určit okamžik, kdy se supratekutá složka 

prostřednictvím dostatečného množství 

zachycených kvantovaných vírů začne vázat 

k oscilující nádobě a kmitat spolu s ní. 

Zvolené experimentální uspořádání je navíc 

fyzickou reprezentací matematického 

modelu Duffingova rezonátoru popsaného 

v kapitole 1.4.  

 Rezonátor byl umístěn v tzv. 

rozpouštěcím refrigerátoru, který se celý 

nachází v kovovém heliovém kryostatu. 

Rozpouštěcí refrigerátor je zařízení 

umožňující dosahovat velmi nízkých teplot 

v řádech milikelvinů a funguje na principu konečné rozpustnosti He3
 v limitě nulové 

teploty v He
4
.  Schéma rozpouštěcího refrigerátoru je na obrázku 2.2.1. Směs obou 

izotopů je nejprve předchlazena lázní kapalného He4
 – tzv. jednokelvinová vana, která 

je ochlazována odčerpáváním plynu podle křivky nasycených par. Následně je 

k dalšímu snižování teploty použita samotná směs He3 – He
4
 v uzavřeném cyklu 

obsahujícím výparník a rozpouštěcí komůrku směsi, která je nejchladnějším místem 

celého zařízení. Samotný fyzikální princip chlazení rozpouštěcího refrigerátoru lze 

Obrázek 2.2.1: Schéma rozpouštěcího 
refrigerátoru [25]. 
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přiblížit analogií ochlazování pomocí odčerpávání nasycených par nad kapalinou. Ve 

své podstatě je proces probíhající v refrigerátoru jakési „vypařování naruby“, neboť 

čistá fáze 3He plave na směsi He3 – He
4
. Ve směsi hélia rozdělené na dvě fáze jsou 

atomy 
3
He nuceny procházet fázovým rozhraním mezi (téměř) čistou fází 3

He a směsí 

He
3 – He

4, což je proces, který spotřebovává energii – latentní teplo fázového 

přechodu. V důsledku tohoto procesu se teplota kapaliny dále snižuje. Přesnější popis 

konstrukce a principu rozpouštěcího refrigerátoru je uveden například ve skriptu [25]. 

 

 

 

 

  

Obrázek 2.2.2: Fotografie rozpouštěcího refrigerátoru (vlevo) a rezonátoru obsahujícího 
pillbox ukotveného na spodní přírubě refrigerátoru (vpravo): ① – základna, ② – torzní 
kapilára, ③ – horní závaží, ④ – čtyři kondenzátory ⑤ – dolní závaží, ⑥ – vlastní pillbox. 

 

  

① 

③ 

④ 

⑤ 

⑥ 

② 
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Celý rezonátor je zobrazen na obrázku 2.2.2 – vpravo a skládá se 

z následujících komponent, shora:  

 Základna – ① 

o Slouží k přichycení rezonátoru ke spodní stěně rozpouštěcí komůrky 

refrigerátoru a zajišťuje s ní dobrý tepelný kontakt. 

o Je vyrobena z mědi a k rozpouštěcímu refrigerátoru je připevněna 

dvanácti šrouby M3. Vakuovou těsnost zajišťuje indiový spoj. 

 Torzní kapilára – ② 

o Tvoří osu rezonátoru. Propojuje základnu oscilátoru se střední částí 

(horní závaží, kondenzátory, dolní závaží) a s vlastním pillboxem a 

současně slouží i k plnění pillboxu kapalným heliem. 

o Je zhotovena z jediného kusu beryliové mědi (slitina BERYLCO 25, 

vnitřní průměr dki = 1,24 mm, vnější průměr dko = 1,60 mm, délka 

hk = 81 mm), která má velmi nízkou mechanickou disipaci energie za 

nízkých teplot.  

 Horní závaží – ③ 

o Slouží k tlumení (filtraci) vnějších oscilací na vysokých frekvencích 

a jako ukotvení vnějších elektrod kondenzátorů. 

o Je vyrobeno z mosazi a jeho rozměry jsou voleny tak, aby jeho hmotnost 

byla dostatečná pro účinné tlumení torzních vibrací – rezonanční 

frekvence samotného horního závaží je mezní frekvencí filtru (dolní 

propusti). 

 Čtyři kondenzátory – ④ 

o Dva z nich jsou budící kondenzátory (C1 + C2 = 25 pF), sloužící jako 

generátory vnější síly, a zbylé dva fungují jako detekční zařízení (C3 = 10 

pF, C4 = 15 pF). 

o Rovinné elektrody kondenzátorů jsou vyrobeny z mosazi s opticky 

vyleštěným povrchem. Vnější elektrody mají podobu čtyř malých destiček 

(o výšce hc = 16 mm a šířce dc = 11 mm), které jsou uchyceny v mosazném 

rámu pomocí dvousložkového epoxidu Stycast 1266 a následně připevněny 

šrouby na horní závaží. Vnitřní elektroda je pouze jedna, je taktéž 

vyrobena z mosazi a je integrována s dolním závažím. Cílová vzdálenost 

mezi vnějšími a vnitřními elektrodami se pohybovala mezi 75–100 μm. 
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 Dolní závaží – ⑤ 

o Slouží také k tlumení vnějších oscilací, ale především k nastavení 

rezonanční frekvence pillboxu, který je s ním těsně spojen krátkým 

úsekem torzní kapiláry. 

o Je vyrobeno z mosazi. Je integrováno s vnitřní elektrodou a spolu s ní má 

tvar obráceného písmene „T“. 

 Vlastní pillbox – ⑥ 

o Umožňuje samotné měření vlastností oscilačního proudění kapalného 

helia v jeho nitru. 

o Je to tenkostěnná měděná nádoba v podobě dutého plochého 

disku o průměru 𝑑𝑝 =  32,6 mm a výšce ℎ𝑝 = 5 mm. Byl vyroben 

elektrodepozicí mědi v OFHC kvalitě (firma Electroforming, s.r.o., Nové 

Město nad Metují) na vnitřní formu z plexiskla (PMMA), která byla 

předem vyleštěna k optickému lesku a postříbřena. Po depozici mědi byla 

PMMA forma rozpuštěna pomalým proudem rozpouštědla (toluen nebo 

tetrachloretylen) za stálého chlazení. Síla stěn pillboxu (200 μm) je 

důležitá z důvodu vysoké citlivosti rezonátoru – i na tenkou vrstvu He II. 

Pro posouzení citlivosti tohoto experimentu je vhodné odvodit vztah mezi 

minimální výškou vrstvy helia strhávaného stěnami pillboxu ℎ𝑚𝑖𝑛 a hodnotou tzv. 

faktoru kvality Q (Q faktor), který je dán jako poměr frekvence rezonančního píku 

a jeho šířky: 𝑄 = 𝑓 ∆𝑓⁄ . Vztah, vyjadřující jak tenkou vrstvu navázaného helia je 

možné pomocí experimentálního zařízení změřit, lze zapsat v následující podobě: ℎ𝑚𝑖𝑛 = 2𝑄 ℎ𝑝𝜌𝐶𝑢𝜌 , (2.2.1) 

kde 𝜌𝐶𝑢je hustota mědi a 𝜌 je hustota supratekutého helia. Za rozumné hodnoty Q 

faktoru v nízkoteplotních experimentech s oscilátory jsou považovány hodnoty 

v řádech 103
 až 104. Takovým hodnotám faktoru kvality Q odpovídá dle vztahu 

(2.2.1) výška strhávaného helia 24,72 μm až 2,47 μm.  Takováto minimální měřitelná 

výška strhávaného helia dává velmi dobrou citlivost. Tu již není možné příliš 

zvyšovat – je limitována hrubostí povrchu oscilátoru, která je pro použitý opticky 

lesklý povrch v řádu cca 1 μm. 
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f0 = 35 Hz f0 = 104 Hz f0 = 509 Hz 

Obrázek 2.2.3: Počítačová simulace torzních módů rezonancí oscilátoru – pillboxu, které 
odpovídají frekvencím 35 Hz, 104 Hz a 509 Hz. Barevná škála (od modré po červenou) 
odpovídá velikosti výchylky v dané části rezonátoru (od nejmenších po největší) 
v pomocných jednotkách (viz legenda). Pro lepší viditelnost jsou na obrázku zobrazené 
výchylky úmyslně zveličeny. 

 

Při navrhování celého rezonátoru byla provedena simulace chování takto 

složitého systému v programu COMSOL Multiphysics (Obrázek 2.2.3) s přibližnými 

parametry jednotlivých komponent. Skutečná frekvence rezonátoru se neshoduje 

s nasimulovanou hodnotou, neboť nebyly přesně známy klíčové vlastnosti torzní 

kapiláry z beryliové mědi a při výrobě rezonátoru došlo ještě k úpravám rozměrů 

závaží. Model tak přesně neodpovídá reálné podobě rezonátoru. Výsledky této 

simulace však dávají přibližnou představu o rozložení rezonančních frekvencí 

rezonátoru a o podobě rezonančních módů, které lze v této konfiguraci měřit. 

Experiment prakticky umožňuje měřit kromě torzních rezonancí i ohybový pohyb 

rezonátoru ve směru kolmém na rovinu elektrod kondenzátorů, ale pro naše účely 

jsou nejzajímavější tři nejnižší torzní módy zobrazené na obrázku 2.2.3. 

Z důvodu zvýšení citlivosti měření nebyl zdroj buzení rezonátoru, ani detekce 

signálu připojen přímo na oscilátor, ale byly mezi ně vloženy další komponenty. 

Schéma použitého elektrického zapojení rezonátoru je znázorněno na obrázku 2.2.4.  
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Obrázek 2.2.4: Elektrické schéma zapojení rezonátoru – pillboxu. 

 

V části a) toho obrázku je zobrazeno samotné zapojení větších komponent. 

Zdrojem střídavého budícího napětí je AC generátor (Agilent 33220A), mezi nímž 

a vlastním rezonátorem se nachází směšovač, který slouží současně jako zdroj 

stejnosměrného napětí a slučovač těchto dvou napětí. Za tyto dvě komponenty je 

zařazena budící dvojce elektrod oscilátoru C1, samotný rezonátor – pillbox, 

a následně detekční dvojce elektrod C2. Detekce oscilací rezonátoru dále probíhá 

opět přes obdobný směšovač (zde ve funkci oddělovače) jako v případě buzení 

umístěný před fázově citlivým zesilovačem – dále lock-in (SR-830). Tyto dva 

směšovače umožňují díky vysokému stejnosměrnému napětí silnější pohon 

rezonátoru i citlivější detekci jeho pohybu. Síla mezi deskami kondenzátoru je 

úměrná čtverci přiloženého napětí. Proto pokud je využito sloučení silného 

konstantního stejnosměrného napětí a slabého střídavého napětí, tj. 𝑈𝐷𝐶 ≫ 𝑈𝐴𝐶, je 

výsledná hodnota čtverce napětí: (𝑈𝐷𝐶 + 𝑈𝐴𝐶)2 = 𝑈𝐷𝐶2 + 2𝑈𝐷𝐶𝑈𝐴𝐶 + 𝑈𝐴𝐶2 ≐ 𝑈𝐷𝐶2 +2𝑈𝐷𝐶𝑈𝐴𝐶 . Zatímco první člen na pravé straně rovnice způsobuje pouze změnu 

rovnovážné polohy rezonátoru, druhý popisuje buzení rezonátoru střídavým napětím 

o velikosti UAC zesílené faktorem odpovídajícím hodnotě 2UDC. Při detekci signálu je 

použit stejný princip v opačném duchu – stejný pohyb rezonátoru produkuje silnější 

signál střídavého napětí UAC, který je následně měřen lock-inem. Měřící lock-in je 
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zároveň spojen i přímo s generátorem střídavého napětí z důvodu synchronizace 

frekvence a fáze. 

V části b) tohoto obrázku je zobrazeno schéma zapojení směšovače – zdroje 

DC napětí a slučovače signálu. Z důvodu oddělení vysokého stejnosměrného napětí 

od přístrojů, které by takto vysoké napětí mohlo poškodit, je ve slučovači osazen 

izolační kondenzátor. Vysoká hodnota rezistorů (10 MΩ) byla zvolena kvůli pomalé 

změně stejnosměrného napětí na elektrodách pillboxu po připojení kabelu. Kromě 

toho je slučovač z bezpečnostních důvodů osazen i pojistkou, která řeší možnost 

zkratu vodičů 10 MΩ rezistorů, a ochranným odporem o hodnotě 1 kΩ pro omezení 

proudových i napěťových špiček v okamžiku připojování slučovače s nabitým 

kondenzátorem k přístrojům. Třípolohový spínač umožňuje i úplné odpojení baterie a 

uzemnění výstupu. 
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3 Výsledky měření 

 Torzně oscilující disk 3.1

3.1.1 Zpracování dat 

 Pro potřeby snímání a záznamu experimentu byl torzní disk opatřen šestnácti 

černými referenčními značkami. Značky byly uspořádány rovnoměrně podél obvodu 

disku. Při jejich rozmístění bylo použito metody půlení úhlů. Pohyb disku byl snímán 

a nahráván pomoci fotoaparátu Casio EX-10 s možností vysokorychlostního snímání 

videa. Bylo použito snímání 240 snímků za sekundu s rozlišením 512×384 

obrazových bodů.  

 Ačkoli hrubá data byla ve formě videosekvencí zachycujících změny polohy 

referenčních značek, nebylo možné na videa použít standardní software pro 

sledování pohybu, jelikož referenční značky byly na záznamu poměrně malé 

vzhledem k celku, videa nevykazovala dostatečný kontrast a homogenitu pozadí. 

Z těchto důvodů bylo pro získání odpovídajících kvantitativních 

a interpretovatelných dat třeba použít jiné, náročnější metody zpracování.  

 Nejdříve bylo třeba rozdělit videa na jednotlivé snímky. Dále byl použit proces 

běžně nazývaný deinterlacing, jehož princip je následující. Vzhledem ke skutečnosti, 

že sudé a liché řádky snímků jsou zaznamenávány v odlišných časech, je nezbytné 

rozdělit každý snímek na dva, přičemž každý takto vzniklý nový snímek obsahuje 

pouze sudé, nebo pouze liché řádky snímku původního. Vynechané řádky pak jsou 

nahrazeny kopiemi sousedních řádků ze stejného snímku. Protože výrobce fotoaparátu 

neuvádí časový rozestup mezi snímáním lichých a sudých řádků daného snímku, ale 

pouze časový rozestup dvou po sobě následujících snímků, je pro korektní zpracování 

obrazu nezbytné použít pouze například liché řádky a z nich tvořené snímky.  

Následně proběhla konverze barevných snímků na černobílé a pomocí 

algoritmu dynamické změny kontrastu v programu NI VISION  byly transformovány 

v monochromatické bitmapy, kde pozadí bylo bílé a referenční značky černé. Tyto 

bitmapy byly následně zpracovány v programu, který byl pro tyto účely vytvořen 

v prostředí NI LabVIEW. V první fázi tento program na každém snímku lokalizoval 

černé obrazy referenčních značek a určil jejich velikost a těžiště. V druhé fázi byly 

na základě dat získaných v první části pospojovány polohy konkrétních značek mezi 
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jednotlivými snímky, dynamicky byly opraveny chybně určené polohy značek a byla 

provedena kalibrace přepočtu polohy značek v pixelech na natočení disku 

v radiánech. Uvedená kalibrace byla provedena pomocí záznamu úplného otočení 

disku o 360 stupňů. Zpracovaná data obsahují samozřejmě i vliv optického zkreslení 

daného použitými optickými členy (objektiv fotoaparátu, předsádková čočka a stěny 

kryostatu). Tento vliv je ovšem možné zanedbat, jelikož veškerá zaznamenaná data 

poloh referenčních značek byla snímána v oblasti popisované přiblížením 

geometrické optiky. Každý takto získaný záznam poloh disku ve formě časového 

průběhu okamžité úhlové výchylky 𝜑(𝑡), poté slouží jako vstup k dalšímu 

zpracování a následnému vyhodnocení dat.  

Prvním krokem byla volba zpracovávané oblasti videa uživatelem. Tím byl 

stanoven interval snímků relevantních pro další zpracovávání a pevně dané výřezy 

snímků, v nichž se vždy nacházely pouze jedna, nebo dvě referenční značky. 

Následně proběhla konverze barevných snímků na černobílé a pomocí algoritmu 

dynamické změny kontrastu v programu NI LabVIEW VISION Development 

Module transformovány v monochromatické bitmapy, kde pozadí bylo bílé 

a referenční značky černé. Postup práce programu zahrnoval následující kroky: 

1. Tvorba pozadí videa s využitím zprůměrování uživatelem vybraných snímků 

(typicky 20–100 snímků) z vhodné části záznamu.  

2. Odečtení vytvořeného pozadí od jednotlivých snímků videa.  

3. Převedení takto upravených snímků do stupňů šedi. 

4. Úprava jejich kontrastu. 

5. Kontrolované rozmazání snímků pomocí gaussovského jádra. (Sloužící 

k odstranění případných vadných pixelů a zaznamenaných menších nečistot.) 

6. Převedení snímků na monochromatické bitmapy.  

7. Následné zpracování těchto bitmap v programu, který byl pro tyto účely 

vytvořen v prostředí NI LabVIEW.  

 

V první fázi program na každém snímku vyhledal tmavé objekty pomocí 

algoritmu „background correction“ a určil jejich velikost, při čemž byly z dalšího 

zpracování vyjmuty všechny objekty mimo zvolený interval velikostí. Dále byly 

vyřazeny i ty objekty, které se dotýkaly některého z okrajů snímku. Pro všechny 

takto získané obrazy referenčních značek – objekty, které prošly předchozími filtry, 

následně program dopočítal polohy jejich těžišť a uložil je do datové struktury. 
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V  datové struktuře byly potom jednotlivé referenční značky na sebe hladce napojeny 

a uloženy jako mezivýsledek k dalšímu zpracování.   

V druhé fázi program získával další informace o rotaci disku, za pomoci dříve 

určených poloh referenčních značek. Nejprve bylo video rozděleno na krátké intervaly. 

V každém z těchto intervalů byla vždy jen jedna anebo dvě referenční značky. Pohyb 

disku byl následně vyhodnocen na jednotlivých intervalech a poté složen do jednoho 

záznamu jeho polohy v pixelech. Pro vhodnou kalibraci bylo potřeba, aby uživatel 

vybral ze záznamu interval snímků o málo delší než úplné otočení disku o 360 stupňů. 

Program následně přepočítal přesné úplné otočení disku na pixely a provedl kalibraci 

získaného záznamu polohy disku. Konečným výsledkem tohoto programu pro každé 

měření byl záznam poloh disku ve formě časového průběhu okamžité úhlové výchylky 𝜑(𝑡) v radiánech. Tyto časové závislosti poté sloužily jako vstup k dalšímu zpracování 

a následnému vyhodnocení dat.  

Nejdříve byly ze záznamu závislosti okamžité úhlové výchylky na čase 𝜑(𝑡), 

určeny její lokální extrémy (maxima a minima) 𝜑0,𝑖 a jejich logaritmické dekrementy: 

které souvisejí s koeficientem tlumení γ ze vztahu (1.3.10) jako 𝛾𝑖 = 𝛼𝑖𝜔 2𝜋⁄ . 

Disipativní část momentu viskózních odporových sil na pravé straně rovnice (1.3.5) 

lze pak dále vyjádřit jako 𝑀𝐹𝐷,𝑖 = 2𝐼𝜔𝛾𝑖𝜑0,𝑖. Součinitel odporu pro každý bod ze 

záznamu lze poté vypočítat ze vztahu:  

 Za předpokladu, že hydrodynamický příspěvek k momentu setrvačnosti je 

zanedbatelný, lze říci, že 𝐼 ≃ 𝐼0 = 𝑚𝑅2 2⁄ , kde hmotnost disku lze vyjádřit jako 

 𝑚 = 𝐴ℎ𝐷𝜌𝐷, kde hD je výška disku a 𝜌𝐷 je jeho hustota. Součinitel odporu lze poté 

vypočítat ze vztahu: 

 v němž již explicitně nevystupuje hodnota I nebo I0, ale pouze (známé) parametry 

disku a prostředí. 

Lokální extrémy závislosti okamžité úhlové výchylky na čase 𝜑(𝑡) byly určeny 

v samostatném programu napsaném v prostředí NI LabView. Zbývající část výpočtů, 

jejich zpracování a následné vykreslení grafů probíhalo v programu OriginPro. 

𝛼𝑖 = ln(𝜑0,𝑖−1) − ln(𝜑0,𝑖+1), (3.1.1) 

𝐶𝐷,𝑖 = 2𝐼𝛼𝑖𝜋𝐴𝜌𝑖𝑅3𝜑0,𝑖 . (3.1.2) 

𝐶𝐷,𝑖 = 1𝜋 𝜌𝐷ℎ𝐷𝛼𝑖𝜌𝑖𝑅𝜑0,𝑖 , (3.1.3) 
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3.1.2 Interpretace výsledků 

Naměřená data byla zpracována do podoby grafů uvedených v této 

podkapitole. Interpretace a porovnání takto získaných výsledků s ostatními 

experimenty proběhlo za předpokladu zanedbání vlivu vlákna na tlumení oscilátoru. 

Toto zanedbání bylo provedeno na základě výsledků testovacích měření, která 

proběhla v rámci mé bakalářské práce [1] za pokojové a dusíkové teploty, 

atmosférického tlaku a ve vakuu.  

Naměřený průběh závislosti úhlové výchylky oscilátoru φ(t) a její amplitudy φ0 

na čase t je zachycen na obrázku 3.1.1. Tento graf je vykreslen pro jedno měření za 

teploty 1,265 K. Grafy amplitud úhlových výchylek φ0 v čase t pro všechna měření za 

teplot v rozmezí 1,265 K – 2,157 K jsou poté vykresleny v obrázku 3.1.2. 

Z obrázku 3.1.1, grafu na panelu dole je patrné, že pro tuto teplotu 1,265 K, od 

času cca 280 s, je exponenciální pokles amplitudy úhlové výchylky způsoben 

především viskózním tlumením. Naopak v časovém úseku předtím je uvedený pokles 

výrazně rychlejší, což je zřejmě zapříčiněno existencí turbulentního proudění.

 

Obrázek 3.1.1: Graf závislosti úhlové výchylky φ(t) na čase t (nahoře) a amplitudy úhlové 
výchylky φ0 na čase t (dole) pro měření za teploty 1,265 K. Závislost zobrazená na panelu 

dole je obalovou křivkou závislosti na panelu nahoře. Z grafu na panelu dole je patrné, že od 
času cca 280 s je exponenciální pokles amplitudy úhlové výchylky způsoben především 
viskózním tlumením. Naopak v časovém úseku předtím je uvedený pokles výrazně rychlejší, 
což je zřejmě zapříčiněno existencí turbulentního proudění.  
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Z pohledu této práce jsou proto především zajímavé ty časové intervaly, kde není 

dominantním zdrojem tlumení viskozita kapaliny. 

To, že lze v prvním přiblížení uvažovat viskózní tlumení jako dominantní zdroj 

disipace energie pro vyšší časy měření, je patrné i z obrázku 3.1.9 níže. Ovšem 

v dalším přiblížení, viz obrázky 3.1.11 a 3.1.12, se i v tomto časovém intervalu mohou 

projevit další zdroje disipace, které budou diskutovány u obrázků 3.1.11 a 3.1.12. 

Na obrázku 3.1.2 jsou zobrazené závislosti posunuty ve směru časové osy tak, 

aby bylo možné porovnat sklon částí zobrazených závislostí s převažujícím 

viskózním tlumením. A lze tak dobře vidět, že tento sklon klesá s klesající teplotou. 

Tento pokles souvisí s odporovou silou způsobenou normální složkou, jejíž hustota 

se s klesající teplotou zmenšuje. Pouze pro dvě teploty dochází k narušení tohoto 

charakteru závislostí, a to pro teploty 1,265 K a 1,503 K. To je nejpravděpodobněji 

způsobeno systematickou chybou u těchto měření související s vedením tepla 

 

Obrázek 3.1.2: Grafy závislostí amplitudy úhlové výchylky φ0 na Δt pro různé hodnoty 
teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné značky v grafu znázorňují měření s počáteční 
výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté znázorňují měření za stejné 
teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, kromě teploty 1,503 K, kde byla 

počáteční výchylka 1 otáčka). Sklon části s převažujícím viskózním tlumením těchto 
závislostí klesá s klesající teplotou v souvislosti s odporovou silou způsobenou normální 
složkou. Pouze pro dvě teploty dochází k narušení tohoto charakteru závislostí, a to pro 
teploty 1,265 K a 1,503 K. To je nejpravděpodobněji způsobeno systematickou chybou 
u těchto měření související s vedením tepla ve vláknu. 
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vláknem oscilátoru. Tato dvě měření totiž probíhala na koncích experimentálních dnů 

a byla zde již nižší hladina kapalného helia. Ačkoli se samotné vlákno ani v průběhu 

těchto měření nevynořilo, nelze vyloučit, že došlo k jeho ohřátí vlivem vedení tepla 

z příruby kryostatu, a tím i ke zvýšení jeho vnitřního odporu, což mohlo vést 

k ovlivnění těchto měření. Tuto interpretaci odchylky výše zmíněných dat podporují 

i další následující grafy, zejména pak obrázek 3.1.5. 

Časové závislosti amplitud úhlových výchylek pro všechny teploty byly následně 

přepočteny dle vztahu (3.1.1) na časové závislosti logaritmických dekrementů, které 

přímo reprezentují disipaci energie v průběhu měření. Tyto závislosti jsou vykresleny 

v horním panelu obrázku 3.1.3, v dolním jsou poté vykresleny tyto závislosti po 

vyhlazení (metoda vážených klouzavých průměrů; 80 hodnot). 

 Z obrázku 3.1.3 je patrné, že zvolený vyhlazující algoritmus nezhoršuje 

vypovídací hodnotu naměřených dat, pouze odstraňuje šum. První ze zdrojů tohoto 

šumu těsně souvisí s nízkými amplitudami úhlových výchylek oscilátoru 

v laminárním prodění ke konci měření, v jehož důsledku dochází k navýšení relativní 

chyby měření. Druhým zdrojem šumu je poté samotné zpracování v programu 

LabView, kdy mohly vzniknout chyby při napojování jednotlivých intervalů 

záznamu do celistvého průběhu pohybu oscilátoru (viz kapitola 3.1.1). Dále jsou 

k výpočtům v rámci této práce používány tyto vyhlazené závislosti. 

K další interpretaci naměřených průběhů tlumených oscilací je třeba vhodně 

zvolit veličiny, jejichž závislost bude zobrazena v jednotlivých grafech. 

Logaritmické dekrementy byly proto přepočítané podle vztahu (3.1.3) na součinitele 

odporu příslušející: celkové hustotě kapaliny 𝜌 – 𝐶𝐷, hustotě normální složky 

kapaliny 𝜌𝑛 – 𝐶𝐷𝑛 a hustotě supratekuté složky kapaliny 𝜌𝑠 – 𝐶𝐷𝑠 . Dále bude 

zobrazena a studována závislost těchto součinitelů na vhodných bezrozměrných 

podobnostních číslech. Jak již bylo zmíněno v teoretické části, pro vyhodnocení 

chování nestabilit proudění okolo hydrodynamicky hladkého torzně oscilujícího 

disku je třeba využít Keulegan-Carpenterovo číslo KC, které lze vypočíst ze vztahu 

(1.1.9). Smysluplné jsou závislosti součinitelů odporu 𝐶𝐷 a 𝐶𝐷𝑛 na tomto 

bezrozměrném čísle (obrázky 3.1.4 a 3.1.6). Naopak pro vyhodnocení laminárního 

proudění je vhodné zobrazit závislost součinitele odporu 𝐶𝐷𝑛 na Donnellyho čísle Dn 

– vztah (1.2.7) (obrázek 3.1.5). Tuto trojici grafů poté doplní graf závislosti 

součinitele odporu 𝐶𝐷𝑠  na bezrozměrné rychlosti 𝑈̂, definované vztahem (1.2.9), který 

umožní učinit si představu o chování supratekuté složky (obrázek 3.1.7). 
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Obrázek 3.1.3: Grafy závislostí logaritmického dekrementu α na čase t pro různé hodnoty 
teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné značky v grafu znázorňují měření s počáteční 
výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté znázorňují měření za stejné 
teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, kromě teploty 1,503 K, kde byla 
počáteční výchylka 1 otáčka). Pro oba panely platí stejná legenda. V horním panelu jsou 

hodnoty přímo vypočtené z naměřených dat užitím vztahu (3.1.1), v dolním panelu jsou tytéž 
závislosti po vhodném vyhlazení (metoda vážených klouzavých průměrů; 80 hodnot). Tento 

postup umožňuje lepší interpretaci naměřených výsledků. 
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Na obrázku 3.1.4 jsou vykresleny grafy závislostí součinitele odporu CD pro 

celkovou hustotu He II na Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro všechna měření. 

V horním panelu tohoto obrázku jsou záznamy vypočítané ze všech naměřených dat, 

v dolním panelu poté pouze záznamy pro vybrané teploty. Z grafu je patrné, že pro 

vysoké hodnoty Keuleganova-Carpentrova čísla KC (KC > 4), a tedy vysoké amplitudy 

výchylky úhlové rychlosti, je chování kapaliny v podstatě teplotně nezávislé. To lze 

vysvětlit existencí turbulence v obou složkách He II a jejich úplného provázání.  

Při snižování amplitudy úhlové výchylky a tedy i hodnoty Keulegenova-

Carpenterova čísla dojde k rozdělení průběhu těchto závislostí pro jednotlivé teploty. 

Zmíněné závislosti ve střední oblasti grafu mají v prvním přiblížení charakter částí 

přímek (v logaritmických měřítkách na obou osách). Přičemž jejich sklon je pro nižší 

teploty menší než pro ty vysoké. Tuto přechodovou, střední část, závislosti lze 

interpretovat tak, že s klesajícími rychlostmi, a tedy i KC, se postupně snižuje hustota 

kvantovaných vírů v supratekuté složce. To vede k poklesu sil vnitřního tření a 

k následnému rozvazování obou složek. Hustota kvantovaných vírů v He II je dána 

kromě rychlosti proudění i relativním zastoupením supratekuté složky a tedy teplotou 

kapaliny. A právě tato teplotní závislost relativní hustoty supratekuté složky v He II 

je příčinou rozdělení průběhů naměřených závislostí pro jednotlivé teploty. Lze si 

také všimnout, že pro teplotu 2,157 K je zmíněný charakter střední části prakticky 

nepozorovatelný. To je dáno tím, že takto blízko pod teplotou λ bodu je obsah 

supratekuté složky v He II velmi malý. Detailnější analýza bude provedena 

v následující části u obrázku 3.1.8. 

Pro ještě menší hodnoty Keuleganova-Carpenterova čísla se srovnají sklony 

závislostí pro jednotlivé teploty (viz obrázek 3.1.4). Popsaná chování závislostí v této 

oblasti grafu naznačují laminární charakter proudění v okolí oscilátoru. To bude 

mnohem lépe patrné na následujícím obrázku 3.1.5. 

V následující části budou interpretovány závislosti v této oblasti, k čemuž 

nejlépe poslouží právě obrázek 3.1.5, kde je vykreslena závislost součinitele odporu 𝐶𝐷𝑛 na bezrozměrném Donnellyho číslu Dn. Z grafu je patrné, že všechny závislosti 

s klesajícím Donnellyho číslem konvergují k teoretické závislosti (vztah 1.3.8) 

znázorněné v grafu čárkovanou čarou. Teoretická závislost je vypočtená za 

předpokladů laminárního pohybu normální složky a supratekuté složky neinteragující 

s oscilátorem. Z průběhů závislostí a jejich porovnání s teorií je patrné, že s klesající 

amplitudou úhlové výchylky, a tedy rychlostí oscilujícího disku, přestává 
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Obrázek 3.1.4: Grafy závislostí součinitele odporu CD pro obě složky He II na Keuleganově-

Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné značky 
v grafu znázorňují měření s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky 
poté znázorňují měření za stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, 
kromě teploty 1,503 K, kde byla počáteční výchylka 1 otáčka). V horním panelu jsou záznamy 
všech naměřených dat, v dolním panelu poté pouze pro vybrané hodnoty teplot. Výběr pouze 
některých teplot (dolní panel) umožňuje přehlednější zobrazení a snadnější interpretaci 
naměřených dat.  Pro vysoké hodnoty Keuleganova-Carpentrova čísla KC (přibližně KC > 4) je 

chování kapaliny v podstatě teplotně nezávislé. 
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Obrázek 3.1.5: Grafy závislostí součinitele odporu 𝑪𝑫𝒏  pro normální složku He II na 
Donnellyho čísle Dn pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Čárkovanou 
čarou je vyznačena teoretická závislost 𝑪𝑫𝒏 = 𝟐 𝑫𝒏⁄ . Plné značky v grafu znázorňují měření 
s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté znázorňují měření za 
stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, kromě teploty 1,503 K, kde 
byla počáteční výchylka 1 otáčka). Pro nízká Donnellyho čísla (laminární proudění) v zásadě 
odpovídají průběhy závislostí vypočtené teoretické závislosti. Odklon naměřených hodnot od 

teoretické závislosti pro teploty 1,265 K a 1,503 K  koresponduje s obrázkem 3.1.2 a je 

nejpravděpodobněji způsoben systematickou chybou u těchto měření související s vedením 
tepla ve vláknu.  

 

být pohyb supratekuté složky nadále ovlivňován oscilací disku a v normální složce 

existuje již pouze laminární proudění. Od výše popsaného chování se na obrázku 3.1.5 

odchylují pouze závislosti naměřené pro dvě teploty 1,265 K a 1,503 K. Jak již bylo 

zmíněno výše (viz komentář k obrázku 3.1.2 na str. 40), se nejpravděpodobněji jedná 

o systematickou chybu související s přenosem tepla vláknem oscilátoru. 

 Na základě obrázku 3.1.5 je také možné si všimnout, že se pro jednotlivé 

teploty zásadně neliší závislosti naměřené pro vysokou a nízkou počáteční amplitudu 

úhlové výchylky. To umožňuje se domnívat, že v případě tohoto experimentu jsme se 

pohybovali blízko ustáleného stavu kvantové turbulence. Jelikož závislosti obou 

měření se liší přibližně o 10 – 15 %, lze tedy očekávat, že historie proudění by neměla 

mít v rámci jednoho experimentu velký vliv. Na druhou stranu později v části 3.1.4 

ukážeme, že podstatný vliv má počáteční stav proudění normální složky. Ta byla 
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Obrázek 3.1.6: Grafy závislostí součinitele odporu 𝑪𝑫𝒏  pro normální složku He II na 
Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. 

Plné značky v grafu znázorňují měření s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, 
prázdné značky poté znázorňují měření za stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou 
(1/4 otáčky, kromě teploty 1,503 K, kde byla počáteční výchylka 1 otáčka). V grafu jsou patrné 
dvě oblasti nestabilit v okolí hodnot Keuleganova-Carpentrova čísla 𝑲𝑪 = 𝟎, 𝟕 a 𝑲𝑪 = 𝟒. 

 

ovšem jak pro větší, tak i menší amplitudy v tomto experimentu turbulentní, zřejmě 

díky mechanismu roztáčení disku a konstrukci jeho závěsu. 

Z obrázku 3.1.6 je možné provést kvalifikovaný odhad Keulegenova-

Carpeterova čísla, pro něž vznikají nestability proudění v normální složce He II. 

Tento odhad lze provést z průběhu závislosti pro nejvyšší naměřenou teplotu 

2,157 K. Důvodem tohoto výběru je, že při této teplotě je (relativní) poměr hustoty 

normální složky vůči celkové hustotě He II největší. Tato závislost pro hodnoty 

Keuleganova-Carpenterova čísla 𝐾𝐶 ≥ 4 se výrazně odchyluje od předchozího 

průběhu závislostí. Jelikož její sklon odpovídá nelaminárnímu odporu tekutiny, lze 

tedy říci, že pro Keuleganova-Carpenterova čísla vyšší než tato hodnota, tedy s větší 

amplitudou úhlové výchylky, je proudění v normální složce supratekutého helia 

turbulentní. V grafu je ovšem pozorovatelná ještě jedna oblast odklonu od výše 

zmíněné přímky a to pro 𝐾𝐶 ≅ 0,7. Odklon je způsoben tím, že v této oblasti grafu 
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(𝐾𝐶 ∈ (0,7, 4)) je proudění v normální složce laminární a zároveň se projevuje 

turbulence v supratekuté složce. To odpovídá tomu, že odklon v této oblasti 𝐾𝐶 ≅ 1 

je dobře patrný pro nízké teploty, ovšem pro teplotu 2,157 K si ho lze sotva 

povšimnout kvůli malému zastoupení supratekuté složky.  

 V grafu lze tedy pozorovat přechody dvou různých nestabilit. Důvodem toho 

ovšem není, že by za různých teplot měření nastávaly tyto nestability v různém 

pořadí, ale to, že v závislosti na teplotě je jedna silnější než druhá. Pro vysoké teploty 

blízké λ bodu je odpor pocházející od normální složky dominantní, a proto je nejlépe 

pozorovatelná nestabilita v okolí hodnoty 𝐾𝐶 = 4. Pro nižší teploty lze pozorovat obě 

nestability, tedy v okolí hodnot 𝐾𝐶 = 4 i 𝐾𝐶 = 0,7. Ovšem za nejnižších teplot již je 

znatelně viditelná pouze nestabilita pocházející od supratekuté složky, 𝐾𝐶 = 0,7. 

 Na otázku, co je zdrojem pozorovaného odporu pro vysoké rychlosti proudění, 

umožňuje odpovědět obrázek 3.1.7. Vzhledem k tomu, že naměřené závislosti pro 

 

 

Obrázek 3.1.7: Grafy závislostí součinitele odporu 𝑪𝑫𝒔  pro supratekutou složku He II na 
bezrozměrné rychlosti Û pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné 
značky v grafu znázorňují měření s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné 
značky poté znázorňují měření za stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 
otáčky, kromě teploty 1,503 K, kde byla počáteční výchylka 1 otáčka). Tento graf závislostí 
koresponduje s grafem závislostí uvedeným na obrázku 3.1.4. 
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všechny teploty nekolabují na jednotnou závislost, nepochází pozorovaný odpor pouze 

z chování supratekuté složky, ale jeho zdroj je třeba hledat ve vnitřním tření mezi 

oběma složkami He II. Toto vysvětlení potvrzuje i interpretaci grafu na obrázku 3.1.4. 

Z grafu na obrázku 3.1.7 lze také odhadnout kritickou rychlost pro vznik nestabilit 

proudění v supratekuté složce. Přesnější určení této hodnoty umožní obrázek 3.1.8, 

který obsahuje analýzu nelaminárních příspěvků nestabilit v obou složkách. 

Z analýzy nelaminárního odporu na obrázku 3.1.8, spolu s přihlédnutím 

k předchozím grafům, je vidět, že při klesající úhlové rychlosti disku nejdříve 

ustávají nestability v normální složce a až poté v supratekuté. Z grafu na obrázku 

3.1.8 je to velmi dobře patrné. Lze pozorovat, že zobrazené závislosti nelaminárního 

odporu překračují odhadovanou míru přesnosti 0,1 (v grafu zobrazenou čárkovanou 

čarou), již pro hodnoty okolo KC ≅ 0,7 (𝑈̂ ≅ 9,8) pro všechny proměřené teploty 

kromě té nejvyšší. Důvodem je, že při teplotě 2,157 K je podíl hustoty supratekuté 

složky k celkové hustotě He II téměř zanedbatelný. Ovšem i přesto je i pro tuto 

teplotu vidět nárůst odporu již pro KC = 2 (𝑈̂ ≅ 28), což je při tomto typu zpracování 

patrné dříve než z vyhodnocených součinitelů odporu na obrázku 3.1.6 (KC = 4; 𝑈̂ ≅ 

57). Tuto analýzu nestabilit považujeme za citlivější metodu určení okamžiku 

rozpadu turbulence v jedné či druhé složce. 

 Teplota 2,157 K je specifická v tom, že narůstající nelaminární odpor 

pocházející od supratekuté složky se dostatečně výrazně neprojeví proti silnějšímu 

viskóznímu tření, které je způsobeno hustou normální složkou v blízkosti λ bodu. To je 

důsledkem dvou jevů. Prvním z nich je, že vyšší laminární odpor způsobený normální 

složkou je dán samotným poměrem hustot složek, kdy při této teplotě zastoupení 

supratekuté složky tvoří v He II pouze 9 %. Druhý důvod je chování teplotní závislosti 

vnitřního tření a její vliv na dynamiku kvantovaných vírů. To lze popsat pomocí 

výrazu (1 − 𝛼′) 𝛼⁄  (graf str. 49 v [35]), kde 𝛼 je koeficient popisující disipativní část 

vnitřního tření mezi oběma složkami a 𝛼′ popisuje jeho inerciální část. Pokud jsou 

hodnoty výrazu (1 − 𝛼′) 𝛼⁄  větší než 1, je pohybující se smyčka kvantovaného víru 

schopná se přepojovat a generovat další vírové smyčky. Naopak pro hodnoty tohoto 

výrazu menší než 1 dochází k tomu, že vírovou smyčku utlumí viskozita v normální 

složce a síly vnitřního tření. Ve zmíněném grafu (str. 49 v [35]) je patrné, že pro 

teplotu 2,157 K je hodnota výrazu (1 − 𝛼′) 𝛼⁄  ≅ 2. To znamená, že ačkoli jsou vírové 

smyčky ještě stále schopny se přepojovat a množit, je tato jejich schopnost výrazně  



49 

 

 

Obrázek 3.1.8: Analýza nestabilit turbulentního proudění. V panelu nahoře jsou grafy 

závislostí nelaminárního tlumení normalizovaných na normální složku He II na 
Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K, 

a v panelu dole jsou grafy závislostí nelaminárního tlumení normalizovaných na 
supratekutou složku He II na bezrozměrné rychlosti Û pro tytéž teploty. Plné značky v grafu 

znázorňují měření s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté 
znázorňují měření za stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, kromě 
teploty 1,503 K, kde byla počáteční výchylka 1 otáčka). Pro oba panely platí stejná legenda. 
Tyto grafy závislostí korespondují s grafy závislostí uvedenými na obrázcích 3.1.6 a 3.1.7.  
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tlumena silami vnitřního tření a viskozitou v normální složce. Tím pádem se kvantová 

turbulence nemůže vyvinout do stejné intenzity jako za nižších teplot a to dále snižuje 

velikost odporové síly pocházející ze supratekuté složky oproti odporu pocházejícímu 

z laminárního proudění normální složky. 

 Na základě předchozích grafů a jejich interpretací lze pro přehlednost napsat 

dílčí shrnutí dosavadních výsledků. Při vysokých rychlostech oscilací jsou obě složky 

helia nejprve zcela provázány a proudění celého supratekutého helia je turbulentní. Při 

snižování rychlosti oscilací ustávají nestability v supratekuté složce a snižuje se 

množství kvantovaných vírů v supratekuté složce. To vede k poklesu sil vnitřního tření 

a k rozvazování obou složek. (Navíc při teplotách v blízkosti λ bodu je síla vnitřního 

tření ještě dodatečně snižována tlumením kvantovaných vírů viskozitou normální 

složky.) Při nízkých rychlostech je již proudění v normální složce pouze laminární 

a dle dobrého souladu naměřených hodnot s teoretickou závislostí 𝐶𝐷𝑛 = 2 𝐷𝑛⁄  

počítanou pro neinteragující složky, lze říci, že chování supratekuté složky je již zcela 

nezávislé na proudění ve složce normální.   

Analýza změn period uvedená v následující podkapitole a porovnání 

získaných výsledků s původním experimentem přinesou ucelenější pohled na 

chování proudění supratekutého helia v okolí torzně oscilujícího disku. 

 

3.1.3 Analýza změn period 

Průběžné zaznamenávání pohybu torzně oscilujícího disku v našem 

experimentu umožňuje zjistit i změny periody jeho oscilací v průběhu měření. 

Vzhledem k tomu, že přesnost měření času je dána frekvencí zaznamenávání videa 

(240 snímků za sekundu) a zároveň použitý způsob vyhodnocování dat vnáší pouze 

minimální chybu, je možné sledovat i relativní změny periody oscilací výrazně menší 

než 1 %. V následujících grafech – obrázky 3.1.9, 3.1.11 a 3.1.12, je zaznamenáno 

chování period oscilací v průběhu měření. 

Na obrázku 3.1.9 jsou vynesené grafy závislostí periody oscilací disku τ na čase 

t pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Z grafů je patrné, že při 

žádném z měření nepřekročila relativní změna periody oscilací 2 %. Dokonce v oblasti 

s převažujícím laminárním prouděním, která nastává v závislosti na teplotě pro časový 

interval začínající pro různé teploty mezi 150 s a 280 s, lze vidět, že relativní
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Obrázek 3.1.9: Grafy závislostí periody oscilací disku τ na čase t pro různé hodnoty teploty 
v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné značky v grafu znázorňují měření s počáteční výchylkou 
oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté znázorňují měření za stejné teploty 
s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, kromě teploty 1,503 K, kde byla počáteční 
výchylka 1 otáčka). Z naměřených závislostí je patrné, ve kterém časovém intervalu je 
v přiblížení splněn teoretický předpoklad, že perioda oscilací je pro dané měření konstantní. 

   

změna periody oscilací nepřekračuje hodnotu 1 % pro žádné z měření. Lze tedy říci, že 

v prvním přiblížení je v této oblasti perioda oscilací konstantní. V kombinaci s obrázkem 

3.1.1 to naznačuje, že v prvním přiblížení je v této oblasti dominantním zdrojem disipace 

viskózní tlumení v normální složce, nazvěme ji tedy oblast viskózní disipace. 

Drobné změny periody oscilací mohou být způsobeny například změnami 

hustoty kvantovaných vírů zachycených na povrchu disku. Ty zprostředkovávají 

vazbu mezi diskem a supratekutou složkou a mění tak jeho efektivní hmotnost, 

a tedy i periodu oscilací.  

Pro výpočet výšky strhávané vrstvy helia hi je možné odvodit následující vztah: 

kde 𝜌𝐷je hustota disku, ℎ𝐷 jeho tloušťka, ∆𝜏 změna periody a 𝜌𝑖 je hustota 

strhávané kapaliny. 

ℎ𝑖 = ∆𝜏𝜏 𝜌𝐷ℎ𝐷𝜌𝑖 , (3.1.4) 
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Obrázek 3.1.10: Grafy závislostí výšky strhávané vrstvy helia h resp. hs vypočtené pro 
celkovou hustotu resp. hustotu supratekuté složky a změnu periody oscilací o 1 % 

v závislosti na teplotě T. A graf závislosti viskózní hloubky vniku vztažené pouze na 
normální složku δn v závislosti na teplotě. 

 

Na obrázku 3.1.10 jsou vyneseny grafy závislostí výšky strhávané vrstvy 

helia h resp. hs vypočtené pro celkovou hustotu resp. hustotu supratekuté složky 

a změnu periody oscilací o 1 % v závislosti na teplotě T. V grafu je také vynesena 

závislost viskózní hloubky vniku vztažené pouze na normální složku δn v závislosti 

na teplotě T. Z porovnání průběhů teplotních závislostí δn a hs lze usuzovat na 

rozdílné chování proudění pro vysoké a nízké teploty. Vzhledem k tomu, že výška 

vrstvy ovlivňované složky helia je úměrná kinetické energii v ní obsažené, může mít 

předávání energie mezi oběma složkami prostřednictvím sil vnitřního tření v oblasti 

viskózní disipace opačný směr pro teploty vysoké a nízké, bez ohledu na to, zda 

uvažujeme výšku vrstvy h či hs. 

 Podrobnější pohled na chování periody oscilací v průběhu měření 

umožňuje obrázek 3.1.11, kde jsou vyneseny grafy závislostí normované periody 

oscilací disku τ – τmin  na čase t pro vybrané hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 

2,157 K. Z grafu je jasně patrné, že v porovnání s prvním přiblížením v obrázku 

3.1.9, je chování periody oscilací pro různé teploty a počáteční amplitudy velmi 
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Obrázek 3.1.11: Grafy závislostí normované periody oscilací disku τ – τmin  na čase t pro 

vybrané hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné značky v grafu znázorňují 
měření s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté znázorňují 
měření za stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky). Z grafu je jasně 
patrné, že při pečlivé analýze, v porovnání s prvním přiblížením v obrázku 3.1.9, je chování 
periody oscilací pro různé teploty a počáteční amplitudy velmi rozdílné. Odlišnosti jsou 
způsobeny dalšími druhy interakcí rezonátoru s tekutinou nad rámec uvažovaného modelu 
tlumeného oscilátoru.  

 

rozdílné. Detailnější interpretace chování periody oscilací bude provedena společně 

pro obrázky 3.1.11 a 3.1.12. 

Na obrázku 3.1.12 jsou vyneseny grafy závislostí periody oscilací disku τ na 

logaritmickém dekrementu α pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 

2,157 K. Z grafů je patrné že při nízkých hodnotách logaritmického dekrementu 

útlumu α se perioda oscilací ještě mění, i když už nedochází k výrazným změnám 

hodnot logaritmického dekrementu. 

Z obou obrázků lze také vidět, že změny periody oscilátoru v průběhu měření 

nemusí být monotónní. Vzhledem k tomu, že tato měření jsou zatížena minimální 

chybou (viz výše) a nelze jejich tvar vysvětlit šumem, je třeba hledat původ 

zjištěných změn hodnot period i mimo stávající model. Odlišnosti mohou být  
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Obrázek 3.1.12: Grafy závislostí periody oscilací disku τ na logaritmickém dekrementu α 

pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,265 K – 2,157 K. Plné značky v grafu znázorňují 
měření s počáteční výchylkou oscilátoru 7 plných otáček, prázdné značky poté znázorňují 
měření za stejné teploty s výrazně nižší počáteční výchylkou (1/4 otáčky, kromě teploty 

1,503 K, kde byla počáteční výchylka 1 otáčka). Z grafu je patrné, že dochází i k dalším 
interakcím rezonátoru s tekutinou nad rámec uvažovaného modelu tlumeného oscilátoru. To 
koresponduje s obrázkem 3.1.11. 

 

způsobeny dalšími druhy interakcí rezonátoru s tekutinou nad rámec uvažovaného 

modelu tlumeného oscilátoru. Takovouto interakcí může být provázání supratekuté 

složky tekutiny a oscilátoru pomocí smyček kvantovaných vírů zachycených na 

povrchu disku. Kvantové víry však již nejsou při těchto rychlostech schopny 

zprostředkovat disipaci energie jejich přepojováním spojeným s tvorbou nových 

vírových kroužků. Nadále však ovlivňují proudění supratekuté složky a přispívají tak 

k efektivní hydrodynamické hmotnosti disku. Také napomáhají k disipaci energie 

tím, že provazují obě složky He II silami vnitřního tření. Energie proudění je tak 

předávána normální složce He II a v ní se poté disipuje. Změna periody daná 

samotným tlumením oscilátoru tvoří jen malou část z celkových změn zachycených 

v grafech na obrázku 3.1.11 a 3.1.12. Větší část těchto změn je způsobena právě výše 

popsanými mechanismy.  
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3.1.4 Porovnání s předchozími experimenty 

Tato práce je založena na zopakování dříve provedeného experimentu, jehož 

výsledky poprvé publikoval A. C. Hollis Hallett v padesátých letech dvacátého 

století [7]. Proto je přirozenou součástí této práce porovnání původních a nově 

získaných výsledků. Jejich srovnání je věnována podstatná část této podkapitoly (viz 

obrázky 3.1.13 – 3.1.16; 3.1.18). V grafech na obrázcích jsou zobrazeny závislosti 

vypočítané z původních výsledků experimentu a navíc jsou pro srovnání (méně 

výrazně) vykresleny nové výsledky získané v této diplomové práci.  

Číselné hodnoty naměřené v původním experimentu byly získány z článku 

[7]: z textu, z tabulek a digitalizací grafů s pomocí programu OriginPro. Vzhledem 

k tomu, že k vyhodnocení původního experimentu bylo použito jiných veličin, pro 

možnost srovnání s námi naměřenými daty bylo nezbytné provést jejich transformaci 

na námi zvolené a nyní běžně používané veličiny.   

V práci Hollise Halletta [7] je navíc použit předpoklad konstantnosti periody 

oscilací. Za daných podmínek, to je nedosažení stejně vysokých hodnot úhlové 

rychlosti a přesností měření periody oscilací jako 0,05 s, lze na základě našich 

výsledků konstatovat (viz obrázek 3.1.9), že tento předpoklad byl opodstatněný. 

Na obrázku 3.1.13 jsou zobrazeny grafy závislostí součinitele odporu 𝐶𝐷𝑛 pro 

normální složku He II na Donnellyho čísle Dn pro různé hodnoty teploty v rozmezí 

1,20 K – 2,17 K, pro různé vlastní periody oscilátoru.  

Pro nízká Donnellyho čísla (laminární proudění, vykreslené souvislou čarou) 

odpovídají průběhy závislostí vypočtené teoretické závislosti, a to pro všechny 

proměřované periody. Pouze pro dvě nejnižší teploty proměřované s oscilátorem 

o vlastní periodě τ = 11,0 s byl v původním experimentu zjištěn vyšší odpor v této 

oblasti laminárního proudění. V tuto chvíli nám není znám důvod tohoto chování, 

pravděpodobně však jde o experimentální artefakt vysvětlitelný zvýšenou vnitřní 

disipací v ohřátém torzním vlákně, stejně jako pro naše nově změřená data za teplot 

1,265 K a 1,503 K. Další možnou příčinou je nepřesné měření teploty či nesoulad 

dnešní a dobové teplotní stupnice v oblasti nízkých teplot, což by se projevilo 

nepřesným určením hustoty či viskozity normální složky. Po kontrole však vyplývá, že 

zde užitá stupnice ITS-90 a tehdy dostupné konverzní tabulky [36] užívané k určení 

teploty z tlaku nasycených par hélia se neliší natolik, aby vysvětlily pozorované vyšší 

odporové síly, jde tedy pravděpodobně o experimentální artefakt. Celkově tedy 
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Obrázek 3.1.13: Grafy závislostí součinitele odporu 𝑪𝑫𝒏  pro normální složku He II na 
Donnellyho čísle Dn pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,20 K – 2,17 K, pro různé vlastní 
periody oscilátoru. V grafech jsou zobrazeny závislosti vypočítané z původních výsledků 

experimentu Hollise Halletta [7] převedené do podoby umožňující srovnání s námi 
získanými výsledky. Výraznou čárkovanou čarou je vyznačena teoretická závislost 𝑪𝑫𝒏 =𝟐 𝑫𝒏⁄ . V každém panelu jsou navíc pro srovnání (méně výrazně) vykresleny výsledky 
získané v této diplomové práci. Pro nízká Donnellyho čísla (laminární proudění, vykreslené 
souvislou čarou) v zásadě odpovídají průběhy závislostí vypočtené teoretické závislosti, a to 

pro všechny proměřované periody.  

 

srovnání potvrzuje již diskutované škálování odporu v laminárním proudění 

s Donnellyho číslem a oba experimenty zde vykazují stejnou závislost 𝐶𝐷𝑛(𝐷𝑛). 

Pro vyšší Donnellyho čísla se naměřená a původní data začínají lišit, přičemž ta 

původní se vyznačují ostřejším nárůstem odporu ve střední oblasti a v některých 

případech ukazují existenci druhého pseudo-viskózního režimu se sklonem závislosti 

stejným jako v laminárním proudění. Toto v novém experimentu pozorováno nebylo. 

Důvody těchto odlišností budou diskutovány v následujícím textu. Vykreslením 

závislostí na Keuleganově-Carpenterově čísle lze postihnout možnou nestabilitu 

v normální složce He II. V obrázku 3.1.14 jsou vykresleny grafy závislostí součinitele 

odporu CD pro obě složky He II právě na Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro různé 

hodnoty teploty v rozmezí 1,20 K – 2,17 K, pro různé vlastní periody oscilátoru. 
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Obrázek 3.1.14: Grafy závislostí součinitele odporu CD pro obě složky He II na Keuleganově-

Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,20 K – 2,17 K, pro různé vlastní 
periody oscilátoru. V grafech jsou zobrazeny závislosti vypočítané z původních výsledků 
experimentu Hollise Halletta [7] převedené do podoby umožňující srovnání s námi získanými 
výsledky. V každém panelu jsou navíc pro srovnání (méně výrazně) vykresleny výsledky 
získané v této diplomové práci. Z rozdílů mezi závislostmi získanými z původních a nyní 
naměřených dat jsou patrné podstatné odlišnosti v blízkosti nestability a v oblasti vysokých KC. 

 

Společným dominantním prvkem všech panelů na obrázku 3.1.14 je výrazný 

rozdíl mezi závislostmi dat z původního experimentu a naměřených v této práci. 

V laminárním režimu však zde shodu očekávat ani nelze, z důvodu odlišností 

v experimentálním uspořádání: rozdílných rozměrů disků a jejich různé vlastní 

frekvence. Ze srovnání kritických hodnot Keuleganova-Carpentrova čísla KC z obou 

experimentů lze vidět, že nejsou v souladu. Tento nesoulad potvrzuje, že v přechodu do/z 

turbulence hraje klíčovou roli spíše chování supratekuté, nikoli normální složky He II. 

Z grafu je také možné vyčíst chování rozvinuté turbulence v obou složkách 

He II za vysokých rychlostí (KC). Při srovnání původních výsledků a námi naměřených 

dat v oblasti vysokých Keuleganových-Carpenterových čísel je patrný odlišný průběh 

závislostí. V nových datech se pro hodnoty KC > 4 spojují data naměřená pro různé 

teploty v jednu teplotně nezávislou křivku, která pro hodnotu KC ≅ 20 konverguje ke 

konstantní hodnotě součinitele odporu CD = 0,008. V původních datech se taková 

závislost neukazuje. Důvodem je buďto nedostatečně vysoká amplituda oscilací
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pro τ = 3,15 s a τ = 11,0 s, nebo skutečnost, že v původním experimentu nemuselo 

docházet k turbulenci v obou složkách He II (τ = 3,78 s, τ = 11,0 s). 

Podrobnější vyhodnocení chování nestabilit proudění opět umožní analýza 

nelaminárního tlumení. Na obrázku 3.1.15 jsou vyneseny grafy závislostí 

nelaminárního tlumení normalizovaných na normální složku He II na Keuleganově-

Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,20 K – 2,17 K, pro různé 

vlastní periody oscilátoru. Z grafů závislostí na jednotlivých panelech jsou dobře 

patrné odlišné kritické hodnoty KC pro různé periody:  

- KC = 1,5 pro τ = 11,0 s;  

- KC = 0,7 pro τ = 3,78 s;  

- KC = 0,4 pro τ = 3,15 s. 

Také si lze všimnout, že při periodě τ = 3,78 s dochází s rostoucím KC ke 

stabilizaci velikosti nelaminárního tlumení, což se výrazně liší od výsledků  

Obrázek 3.1.15: Grafy závislostí nelaminárního tlumení normalizovaných na normální 
složku He II na Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 
1,20 K – 2,17 K, pro různé vlastní periody oscilátoru. V grafech jsou zobrazeny závislosti 
vypočítané z původních výsledků experimentu Hollise Halletta [7] převedené do podoby 
umožňující srovnání s námi získanými výsledky. V každém panelu jsou navíc pro srovnání 
(méně výrazně) vykresleny výsledky získané v této diplomové práci. Z grafů závislostí na 
jednotlivých panelech jsou dobře patrné odlišné kritické hodnoty KC pro různé periody. Při 
periodě τ = 3,78 s dochází s rostoucím KC ke stabilizaci velikosti nelaminárního tlumení. 
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Obrázek 3.1.16: Grafy závislostí nelaminárního tlumení normalizovaných na supratekutou 
složku He II na bezrozměrné rychlosti Û pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,20 K – 

2,17 K, pro různé vlastní periody oscilátoru. V grafech jsou zobrazeny závislosti vypočítané 
z původních výsledků experimentu Hollise Halletta [7] převedené do podoby umožňující 
srovnání s námi získanými výsledky. V každém panelu jsou navíc pro srovnání (méně 
výrazně) vykresleny výsledky získané v této diplomové práci. Z grafů závislostí na 
jednotlivých panelech jsou dobře patrné odlišné kritické hodnoty Û pro různé periody. Při 
periodě τ = 3,78 s dochází s rostoucím Û ke stabilizaci velikosti nelaminárního tlumení. 

 

naměřených v této práci. Tento fakt bude detailně diskutován níže (viz obrázek 3.1.18). 

Pro ostatní naměřené periody lze pozorovat kvalitativní shodu ve tvaru závislostí 

popisující nárůst nelaminárního odporu u obou experimentů. Tyto závislosti jsou však 

vůči sobě posunuté ve směru vodorovné osy a mají tak odlišné kritické hodnoty KC. 

Na obrázku 3.1.16 jsou poté vyneseny grafy závislostí nelaminárního tlumení 

normalizovaných na supratekutou složku He II na bezrozměrné rychlosti Û pro různé 

hodnoty teploty v rozmezí 1,20 K – 2,17 K, pro různé vlastní periody oscilátoru. Z grafů 

závislostí na jednotlivých panelech jsou dobře patrné odlišné kritické hodnoty Û pro 

různé periody:  

- Û = 8 pro τ = 11,0 s;  

- Û = 7 pro τ = 3,78 s;  

- Û = 4 pro τ = 3,15 s. 
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Při periodě τ = 3,78 s je opět s rostoucím Û pozorovatelná stabilizace 

velikosti nelaminárního tlumení a pro ostatní periody kvalitativní shoda ve tvaru 

závislostí popisující nárůst nelaminárního odporu u obou experimentů (posun vůči 

sobě ve směru vodorovné osy). 

Z porovnání obou parametrů, Û a KC, a jejich rozptylů, lze usuzovat, že 

parametr bezrozměrné rychlosti Û naznačuje větší relevanci pro vyhodnocování 

přechodu do turbulence. Rozptyl kritických hodnot parametrů získaných z původních 

dat může být dán tím, že měření probíhá v nerovnovážném stavu, kdy se určitá část 

kvantové turbulence nestíhá rozpadat na časové škále jedné periody. 

V následující části bude diskutováno chování nelaminárního tlumení χ pro 

periodu τ = 3,78 s. K popisu a vysvětlení oblastí stabilizace, která se pro tuto teplotu 

a vysoké rychlosti kapaliny objevuje (viz obrázky 3.1.15 a 3.1.16), je nezbytné 

odvodit teoretický vztah mezi koeficientem nelaminárního tlumení χ a teplotou 

supratekutého helia T. Jeho odvození vychází z modelu interakcí mezi diskem a jeho 

okolím, jehož schéma je znázorněné na obrázku 3.1.17. 

 

 

Obrázek 3.1.17: Toky energie související s dynamikou helia pro torzně oscilující disk. 

 

Odvození zmiňovaného vztahu je založeno na následujících předpokladech: 

A. Pro teploty T > 1,2 K je tok energie ⑥, odpovídající vyzařování fononů 

zanedbatelný vůči ⑦. Tedy toky energie ③ a ⑦, které odpovídají tvorbě 

kvantovaných vírů a vnitřnímu tření mezi supratekutou a normální složkou 

jsou v rovnováze: ③ ≅ ⑦. 
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B. Proudění v normální složce je laminární. Celkovou disipaci energie disku je 

možné zapsat jako: 𝑑𝐸 𝑑𝑡⁄ = −(① + ③) ≅ −(① + ⑦), kde tok energie ① odpovídá disipaci energie způsobené viskozitou normální složky. 

C. Tok energie ① lze spočítat (analyticky) z NS rovnice pro normální složku 

(vztah 1.2.4) a tok energie ⑦ lze za jistých doplňujících předpokladů spočítat 

z HVBK rovnic [26]. 

Jelikož odvození vztahu pro tok energie vnitřního tření mezi supratekutou 

a normální složkou není triviální, budou v dalším ukázány jeho základní kroky. 

Z HVBK rovnic lze odvodit následující vztah pro časovou derivaci kinetické energie 

supratekuté složky vztažené na jednotkový objem 𝜀𝑠: 

 

kde B je (bezrozměrný) koeficient vnitřního tření, κ kvantum cirkulace a L je hustota 

kvantovaných vírů.  

Celkový tok energie vnitřního tření poté lze získat integrací vztahu (3.1.5) 

přes sledovaný objem, zvolený jako dva nekonečně vysoké válce o průměru disku 

umístěné nad a pod diskem:  

K výpočtu tohoto integrálu je třeba znát prostorové chování kvadrátu 

vzájemné rychlosti obou složek (𝑣𝑠 − 𝑣𝑛)2. To lze odvodit na základě následujících 

dodatečných klíčových předpokladů: 

I. Kvantované víry napodobují rotaci normální složky, tedy 𝛺𝑠 ≅ 𝛺𝑛 ≡ 𝛺. Lze 

tedy odhadnout
2
: 𝜅𝐿0 = 2𝛺 = 2𝛺0𝑒−𝑧 𝛿𝑛⁄ , kde 𝐿0 je maximální hodnota 𝐿 

během jedné periody. 

II. Z experimentů, které se zabývají studiem protisměrného proudění supratekuté 

a normální složky, tzv. counterflow, je známo, že hustota kvantovaných vírů 𝐿0 ∝ 𝑣𝑛𝑠2 , kde 𝑣𝑛𝑠2  představuje stálou hodnotu (𝑣𝑠 − 𝑣𝑛)2. Budeme-li zde jako 𝑣𝑛𝑠2  opět uvažovat maximální hodnotu (𝑣𝑠 − 𝑣𝑛)2, lze v kombinaci 

                                                 

2 Vztah pro hustotou kvantovaných vírů 𝜅𝐿 = 2𝛺 vychází z experimentu s rotací 
nádoby s heliem (viz např. kapitola 5.12 v [25]). 

𝜕𝜀𝑠𝜕𝑡 = − 𝐵𝜌𝑠2 𝜅𝐿(𝑣𝑠 − 𝑣𝑛)2, (3.1.5) 

𝐸̇ = − 𝐵𝜌𝑠2 · 2 ∫ ∫ 𝜅𝐿(𝑣𝑠 − 𝑣𝑛)2∞
0 𝑑𝑧 2𝜋𝑟 𝑑𝑟.𝑅

0  (3.1.6) 
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s rozměrovou analýzou ([𝛺] =  𝑠−1;  [𝑟] = 𝑚 ; [𝜔] = 𝑠−1) odhadnout: 𝑣𝑛𝑠2 = 𝛺 𝑟2𝜔 = 2𝜔𝛺0𝑟2𝑒−𝑧 𝛿𝑛⁄ . Tento vztah v podstatě říká, že pohyb supratekuté 

složky nekopíruje zcela přesně pohyb normální složky, a tedy ani disku. 

Kvadrát rozdílu rychlostí je přitom úměrný úhlové rychlosti rotace disku, 

a tedy i hustotě kvantovaných vírů. 

Jelikož je výraz pod integrálem exponenciálně tlumen se zvyšující se 

vzdáleností od disku na škále 𝛿𝑛 ≤ 0,6 mm, je možné integrovat s nekonečnou mezí 

bez velké újmy na přesnosti, přestože je reálně experiment omezen cuprextitovými 

plotnami umístěnými 4,5 mm od horní či dolní plochy disku. Užitím výše uvedených 

klíčových předpokladů a integrací vztahu (3.1.6) lze získat: 

Střední hodnotu toku energie vnitřního tření lze po dalších úpravách 

vyjádřit jako: 

kde středování probíhá přes jednu periodu oscilací a kvůli harmonickému průběhu 

úhlové rychlosti uvažujeme 〈𝐸̇〉 = 𝐸̇𝑚𝑎𝑥 2⁄ . 
Střední hodnotu toku energie viskózních odporových sil 〈𝐸̇①〉 lze poté 

podobným způsobem spočítat z řešení NS rovnic odvozeného pro torzně oscilující 

disk v teorii. Tento vztah je uveden v přiloženém článku jako rovnice (C7). 

K výpočtu koeficientu nelaminárního tlumení χ, daného vnitřním třením mezi 

složkami je potřeba ještě určit moment viskózních odporových sil 𝑀① a moment sil 

vnitřního tření 𝑀⑦: 

Koeficient nelaminárního tlumení χ je pak definován jako: 𝜒 ≡ 𝑀⑦𝑀① + 𝑀⑦ = 11 + 1𝐵 𝜌𝑛𝜌𝑠 ≅ 𝜌𝑠𝜌 , (3.1.10) 

jelikož hodnota koeficientu vnitřního tření 𝐵 ≈ 1 [37]. 

𝐸̇𝑚𝑎𝑥 = − 𝜋𝐵𝜌𝑠2 𝛺02𝜔𝜌𝑛𝛿𝑛𝑅4. (3.1.7) 

〈𝐸̇〉 = − 𝜋𝐵𝜌𝑠𝜂2𝜌𝑛 𝛺02𝑅4𝛿𝑛 , (3.1.8) 

𝑀⑦ = − 2〈𝐸̇〉𝛺0 =  𝜋𝐵𝜌𝑠𝜂𝜌𝑛 𝛺0𝑅4𝛿𝑛 , 
𝑀① = − 2〈𝐸̇①〉𝛺0 =  𝜋𝜂𝛺0𝑅4𝛿𝑛 . (3.1.9) 
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Obrázek 3.1.18: Graf znázorňující souvislost mezi oblastí stabilizace nelaminárního tlumení 
χ pro periodu τ = 3,78 s, příslušných teoreticky vypočtených hodnot a relativní hustoty 
supratekuté složky pro různé teploty v rozmezí 1,47 K až 2,17 K. 

 

 V obrázku 3.1.18 jsou vyneseny naměřené hodnoty oblasti stabilizace χ 

a příslušné hodnoty vypočtené ze vztahu (3.1.9) s uvažováním i zanedbáním vlivu 

koeficientu vnitřního tření B pro proměřované teploty. V grafu je patrná dobrá 

korespondence mezi naměřenými hodnotami s teoretickými závislostmi. Z této 

podobnosti lze zpětně usuzovat, že předpoklady, laminární proudění v normální 

složce a doplňující I. a II., použité pro odvození vztahu (3.1.9), jsou oprávněné. 

Ačkoli shoda není zcela přesná a mezi hodnotami zůstávají patrné konečné rozdíly, 

je možné se domnívat, že při proměřování periody τ = 3,78 s, dosáhl Hollis Hallett 

turbulence pouze v supratekuté složce a v normální složce se mu turbulentní 

proudění v daném experimentálním uspořádání nerozvinulo.  

Na základě tohoto vyhodnocení lze rozšířit interpretaci předchozích obrázků 

3.1.15 a 3.1.16. V panelech zobrazujících závislosti nelaminárního tlumení χ pro 

periodu τ = 11,0 s nepřekračují tyto příslušné hodnoty stabilizovaných oblastí získané 

pro periodu τ = 3,78 s. To společně s podobným průběhem vede k možnému závěru, že 

pro tuto periodu v původním experimentu [7] bylo získáno turbulentní proudění také 

pouze v supratekuté složce, přičemž ovšem nebyly dosaženy dostatečně vysoké 
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rychlosti nezbytné k proměření též oblasti stabilizace. Naproti tomu průběhy závislosti 

nelaminárního tlumení χ pro periodu τ = 3.15 s a jejich vzájemné pozice jsou zřetelně 

odlišné od závislostí pro ostatní periody, a navíc tyto závislosti výrazně překračují 

hodnoty stabilní oblasti příslušných teplot naměřené pro periodu τ = 3,78 s i hodnoty 

vypočtené dle vztahu (3.1.9), což naznačuje existenci turbulentního odporu. 

V kombinaci s obrázkem 3.1.14, kde ovšem není turbulentní odpor patrný, lze dovodit, 

že v tomto případě došlo k dosažení slabě turbulentního proudění i v normální složce. 

 Na základě všech doposud získaných poznatků je možné sestavit celkový 

popis průběhu disipace energie v experimentu s torzně oscilujícím diskem: 

1. Při dosažení dostatečně vysokých úhlových rychlostí torzně oscilujícího 

disku, daných vhodně zvolenými počátečními podmínkami (dostatečně velká 

počáteční úhlová výchylka disku, nebo jeho prudké roztočení), vznikne 

turbulentní proudění v obou složkách supratekutého helia.  

2. Při nižších úhlových rychlostech se stává nelaminární odpor normální složky 

obtížně pozorovatelný ve srovnání s nelaminárním odporem daným silou 

vnitřního tření mezi složkami a tedy hustotou kvantovaných vírů 

v supratekuté složce. Při zániku turbulence v supratekuté složce He II, 

předává tato složka postupně svou energii složce normální. Ta zároveň 

ovlivňuje pohyb supratekuté složky pomocí sil vnitřního tření a následně 

tlumí její pohyb. Míra tlumení je dána tím, zda v normální složce ještě 

dochází k rozpadu již slabé turbulence, nebo je proudění v normální složce 

laminární. Při vhodně zvolených počátečních podmínkách lze experiment 

začít až v této fázi popisovaného průběhu disipace (jako například experiment 

Hollise Halletta). To pak výrazně ovlivní průběh naměřených závislostí 

součinitelů odporu a koeficientu nelaminárního tlumení. 

3. Ve třetí fázi je již v normální složce s jistotou pouze laminární proudění (viz 

závislost 𝐶𝐷𝑛 na Dn) a v supratekuté složce přetrvávají už pouze smyčky 

kvantovaných vírů zachycené na povrchu disku, které stále ještě ovlivňují 

periodu oscilátoru, ovšem již znatelně nepřispívají k tlumení jeho pohybu. 

Systematicky odlišné průběhy původně a nově naměřených závislostí na 

obrázcích 3.1.13 až 3.1.16 mají nejspíše původ v různých fázích výše popsaného 

průběhu disipace energie v počátku měření – původní experiment začíná ve fázi II., 
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a nový již ve fázi I. Tato odlišnost je dána různým způsobem roztáčení oscilátorů 

v jednotlivých experimentech a naznačuje existenci závislosti proudění na historii 

(paměťový efekt), a tedy i hysterezního chování při vzniku a zániku turbulentního 

proudění v supratekutém He II. Kvalitativně lze tento efekt ocenit na základě 

porovnání s časovými rozpady kvantové turbulence v uspořádání společného proudu 

(co-flow) a protiproudu (counterflow) supratekutého hélia. Tento rozpad obecně 

vykazuje dva režimy: (i) rychlý Vinenovský rozpad opačně orientovaných 

kvantovaných vírů se závislostí 𝐿(𝑡) ∝ 𝑡−1, který se typicky odehraje na časových 

škálách ≪ 1 s, a (ii) pomalý kvaziklasický rozpad polarizovaných vírových struktur, 

který se řídí klasickým Kolmogorovovým scénářem, vykazuje tedy závislost 𝐿(𝑡) ∝ 𝑡−3 2⁄  a může trvat i několik desítek sekund [38]. Scénář (ii) platí i pro 

případnou turbulenci v normální složce hélia. Během jednoho kmitu disku s periodou 𝜏 =  3,2 s stihne proběhnout první typ rozpadu (jsou-li přítomny nepolarizované 

kvantované víry) ale větší koherentní vírové struktury v obou složkách se rozpadnout 

nestihnou, a mohou tak ovlivňovat další průběh měření. 

 

Další experiment, který dále rozvíjí tato diplomová práce, je obsažen v mé 

práci bakalářské. To umožňuje srovnání výsledků obou prací. Data z bakalářské 

práce byla přepočítána do podoby umožňující jejich přímé srovnání s nově získanými 

daty. Pro data z bakalářské práce jsou na obrázku v Příloze 2 uvedeny grafy 

závislostí nelaminárního tlumení normalizovaných na normální složku He II na 

Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,373 K – 

2,16 K. Z porovnání s odpovídajícím panelem na obrázku 3.1.8 je na první pohled 

patrné, že nová vylepšení v experimentálním uspořádání, snímání obrazu i jeho 

zpracování výrazně snížila šum a umožnila přesnější interpretaci získaných výsledků. 

 Pro měření oscilačního proudění v He II se v naší laboratoři používá více typů 

oscilátorů (viz článek v Příloze 1), které jsou proměřovány ve stejném teplotním 

rozsahu: křemenné ladičky, vibrující drátek, tzv. double paddle, torzně oscilující 

disk. Tyto oscilátory se vzájemně liší svou geometrií i experimentálním 

uspořádáním. Hlavní odlišností torzně oscilujícího disku od ostatních výše 

uvedených oscilátorů je, že umožňuje proměřování rozpadu turbulence namísto 

ustálených stavů proudění. Klíčovou charakteristikou při porovnávání různých 

oscilátorů jsou grafy závislostí součinitele odporu 𝐶𝐷𝑛 pro normální složku He II na 

Donnellyho čísle Dn a vztah (1.2.8) vyjadřující závislost těchto dvou parametrů pro 
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laminární proudění (Φ je dáno geometrií oscilátoru). Dalším podstatným typem grafů 

jsou závislosti nelaminárního tlumení χ na vhodně zvolených podobnostních číslech. 

Z nich je možné usoudit na průběh vzniku a chování různých nestabilit. Podrobnější 

informace jsou uvedeny v přiloženém článku. 

 

 

3.1.5 Návrhy pro další práci 

V mé bakalářské práci byly v kapitole 3.3 Suggestions for Improving the 

Experiment formulovány návrhy pro zpřesnění výsledků a rozšíření realizovaného 

experimentu. V rámci této diplomové práce z nich byly realizovány cca tři čtvrtiny: 

změna způsobu úchytu disku k torznímu vláknu, vyřešení problému mechanických 

vibrací a vytvoření a použití nových vyhodnocovacích metod. V rámci této 

diplomové práce se při řešení studované problematiky a realizaci experimentu 

objevily další možné směry jeho rozvíjení.  

Stávající systém napínání torzního vlákna neumožňoval zabezpečit jeho jedno 

konstantní napětí u všech měření. Při odstávce kryostatu a doplňování helia bylo 

nutné strunu vždy povolit a pro další měření následně znovu napnout. Vzhledem 

k tomu, že napínání probíhalo manuálně pomocí dvou matic na závitové tyči, nebylo 

možné docílit shodného napětí vlákna u jednotlivých měření. Pro další rozvoj 

experimentu by bylo vhodné navrhnout a realizovat systém napínání, který toto 

umožní. Takováto úprava experimentu by umožnila zpřesnění výsledků měření 

změny period u jednotlivých měření a tím i jejich lepšího vzájemného porovnávání 

pro různé teploty. 

V laboratoři, v níž byl experiment realizován, jsou proměřovány čtyři 

základní typy oscilátorů: křemenné ladičky, oscilující drátky, tzv. double paddle a 

torzně oscilující disk. Vzhledem k odlišnostem posledního uvedeného typu oscilátoru 

od ostatních oscilátorů (viz Příloha 1) by bylo jistě zajímavé a pro další výzkum 

problematiky oscilačních proudění He II přínosné realizovat kromě pillboxu, coby 

rozšíření do nízkých teplot, také obdobné experimenty s odlišným geometrickým 

uspořádáním vlastního oscilátoru, jako jsou například různé velikosti disků nebo jiné 

tvary oscilátoru (koule, válec, …).  

Dalším zajímavým směrem, kterým je možné experiment modifikovat, je 

fyzická realizace nucených kmitů oscilátoru, například formou jeho kapacitního 
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buzení, které by umožnilo studium vlivu stacionárního oscilačního proudění na 

rezonanční frekvenci i v případě těchto torzních oscilátorů.  

Na základě porovnání současného a původního experimentu, by také bylo 

vhodné zvážit úpravu metody roztáčení oscilátoru. A to tak, aby bylo možné zajistit 

opakovatelnost a reprodukovatelnost definovaných počátečních podmínek. 
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 Pillbox  3.2

V první fázi experimentu bylo chování rezonátoru otestováno při pokojové 

teplotě a atmosférickém tlaku vzduchu. Prvním z výsledků těchto pokusů bylo 

potvrzení, že navržený kapacitní pohon funguje. Ovšem velmi obtížně se určoval 

mód, jakým rezonátor osciloval. To vedlo k tomu, že byl v rámci tohoto celého 

experimentu proměřován mód, který byl na základě intenzity měřeného signálu 

mylně považován za základní torzní mód, patřil ovšem mezi módy ohybové (viz 

obrázek 3.2.1 – uprostřed). Během zpracovávání výsledků vyšla tato skutečnost 

najevo až na základě přesnějších simulací vlastních oscilačních módů rezonátoru. 

Tyto simulace byly provedeny v programu COMSOL Multiphysics pomocí metody 

konečných prvků. Z časových důvodů pak nebylo možné v rámci této práce naměřit 

celý experiment znovu. Bude tedy provedeno vyhodnocení těch dat, která se podařilo 

získat. Jak se ukáže dále, vyhodnocení i takovýchto dat má netriviální přínos. 

Na obrázku 3.2.2 jsou vyneseny grafy naměřené disperzní a absorpční složky 

rezonance za pokojové teploty a atmosférického tlaku vzduchu (všechny napěťové 

signály v této části odpovídají efektivním hodnotám střídavého napětí). Absopční 

složka je nafitována Lorentzovskou křivkou, s níž dobře koresponduje. Ze 

získané Lorentzovské křivky je pak určena rezonanční frekvence f0 = 52,08 Hz a šířka  

 

f0 = 13 Hz f0 = 60 Hz f0 = 263 Hz 

Obrázek 3.2.1: Počítačová simulace ohybových módů rezonancí oscilátoru – pillboxu, které 
odpovídají frekvencím 13 Hz, 60 Hz a 263 Hz. Barevná škála (od modré po červenou) 
odpovídá velikosti výchylky v dané části rezonátoru (od nejmenších po největší) 
v pomocných jednotkách (viz legenda). Pro lepší viditelnost jsou na obrázku zobrazené 
výchylky úmyslně zveličeny. 
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Obrázek 3.2.2: Grafy závislostí disperzní a absorpční složky rezonance na frekvenci měřené 
za atmosférického tlaku a pokojové teploty. Absorpční závislost dobře odpovídá nafitované 
Lorentzovské křivce. 

 

rezonančního píku Δ f = 0,32 Hz. Z nich poté lze určit Q faktor oscilátoru za daných 

podmínek jako: Q = 163. Vzhledem k tomu, že v kryogenních podmínkách lze 

očekávat řádové zlepšení kvality rezonátoru, je možné považovat získanou hodnotu Q 

faktoru v tomto smyslu za dostačující. 

 V druhé fázi experimentu byl pillbox umístěn do rozpouštěcího refrigerátoru, 

odčerpán na vakuum (10
-3

 mbar za pokojové teploty) a prochlazen na mK teploty. 

V kryogenních podmínkách lze poté očekávat vysoké vakuum s tlakem hluboce pod 

10
-6

 mbar díky kondenzaci zbytkových plynů na stěny aparatury. 

Na obrázku 3.2.3 na panelech vlevo jsou vyneseny absorpční a dizperzní 

složky signálu rezonancí naměřených ve vakuu UX s UY v závislosti na frekvenci ω. 

Na témže obrázku na panelu vpravo jsou tyto signály vyneseny proti sobě. Z téměř 

přesně kruhového profilu zobrazených křivek je možné usuzovat, že je měřena právě 

jedna rezonanční frekvence a součastně vyloučit silnou vazbu na jiné módy oscilací. 

Nelinární tlumení oscilátoru se v takovémto typu grafu projevuje tak, že naměřený 

profil křivek není přesně kruhový, ale zploštělý v okolí maxima absorbčního signálu. 
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Obrázek 3.2.3: Na panelech vlevo jsou zobrazeny grafy závislostí disperzní a absorpční 
složky rezonance na frekvenci pro hodnoty budícího napětí 0,1 V a 0,5 V měřené za mK 
teplot ve vakuu. Na panelu vpravo jsou vůči sobě vynesené příslušné disperzní a absorpční 
složky rezonance. Z průběhů zobrazených závislostí (vlevo) a křivek (vpravo) je patrné, že 
byly proměřeny jednoduché rezonance, které pro hodnotu budícího napětí 0,5 V vykazují 
náznaky nelineárního chování nejen co se týče frekvenčního posunu, ale je zde patrné i slabé 
nelineární tlumení. 

 

Náznak nelineárního tlumení lze na všech panelech obrázku 3.2.3 pozorovat u 

rezonančních křivek naměřených pro vyšší budící napětí. Pro absorpční křivky 

naměřené pro nižší hodnotu budícího napětí byla určena rezonanční frekvence f = 

55,81 Hz a šířka rezonančního píku Δ f = 0,017 Hz. Z nich poté lze určit Q faktor 

oscilátoru za daných podmínek jako: Q ≐ 3300. 

Jelikož se podařilo ve vakuu naměřit rezonance o pouze dvou různých 

amplitudách, není možné na základě amplitudové závislosti rezonanční frekvence 

plně potvrdit ani vyvrátit, zda dané experimentální uspořádání ve vakuu realizuje 

model Duffingova rezonátoru. Výsledek by také mohla ovlivnit případná složitá 

geometrická nelinearita proměřovaného módu, stejně jako slabá nelinearita 

kapacitního pohonu i detekce. Nicméně i přes tyto nejistoty byl vypočten Duffingův 

parametr 𝜉 =  𝜔 𝑈𝑒𝑓2⁄ = 51,92 Hz/μV2
. 

 Ve třetí a poslední fázi experimentu byl pillbox napuštěn izotopicky čistým 

supratekutým heliem (obsah 
3
He < 10

-13
) [39] a měla být provedena měření 

rezonančních křivek. Již v průběhu plnění rezonátoru bylo patrné, že dochází k úniku 
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kapalného helia z pillboxu do okolního prostředí.3 Z toho důvodu byla provedena 

pouze měření základních rezonančních křivek, následně byla tato fáze experimentu 

přerušena a experimentální cela byla zkontrolována hledačem netěsností.  

 Testování experimentální cely bylo velmi obtížné. Nebylo totiž možné použít 

atmosférický „sniff mód“ hledače netěsností z důvodu jeho nedostatečné citlivosti. 

Použití vakuového módu bylo taktéž problematické, protože cela kvůli svým tenkým 

stěnám nesnese vyšší diferenciální tlak než cca 0,1 bar. Nakonec bylo testování 

netěsností provedeno ve skleněném kryostatu za pokojové teploty. Společně s celou 

byl prostor kryostatu pomalu odčerpán na tlak menší než 1 mbar. Cela byla následně 

 

 

Obrázek 3.2.4: Grafy závislostí amplitudy absorpční složky rezonance na frekvenci pro 

různé hodnoty budícího napětí v rozsahu 0,05 V – 7,0 V měřené za mK teplot a v cele 

alespoň částečně zaplněné kapalným heliem. Pro porovnání jsou v grafu také vyneseny 
měření z vakua. Jednotlivé zobrazené závislosti vykazují nelineární charakter rezonancí. 
Z grafu je také patrná linearita závislosti frekvence na amplitudě. 

                                                 

3 Obvykle je v IVC (Inner Vacuum Chamber) tlak plynu prakticky neměřitelný. V průběhu 
třetí fáze experimentu došlo k jeho zvýšení na hodnotu 10-4–10-3 mbar. Jeho další zvýšení by 
znamenalo automatické přerušení chodu rozpouštěcího refrigerátoru. Při přerušení plnicího 
procesu došlo ke stabilizaci tlaku, což umožnilo provést alespoň základní měření. Nízký tlak 
v IVC zajištovali dvě adsorpční pumpy s aktivním uhlím. 
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připojena na hledač netěsností a přívod helia do kryostatu byl zajištěn 

polohovatelnou kapilárou. Dle očekávání byl nalezen problém ve spoji vlastního 

pillboxu s torzní kapilárou.  

 Na obrázku 3.2.4 jsou vyneseny rezonanční křivky naměřené před předčasným 

ukončením experimentu. Z frekvenčního posunu odpovídajících si rezonančních píků 

naměřených před (na obrázku vyneseny čárkovaně) a po plnění heliem lze provést 

přibližný odhad, že experimentální cela byla přinejmenším z části naplněna kapalinou, 

nelze však s jistotou tvrdit, zda byla naplněna úplně. Z grafu na obrázku 3.2.4 je opět 

patrná nelinearita naměřených rezonancí zeslabujícího charakteru. Zároveň je možné si 

všimnout lineární závislosti mezi frekvencí rezonance a její efektivní amplitudou, což 

bude diskutováno níže. Výše zmíněný frekvenční posun je též dobře pozorovatelný na 

levém panelu obrázku 3.2.5. 

K vyhodnocení chování závislosti frekvence na efektivní amplitudě a tedy budící síle 

slouží grafy na obrázku 3.2.5. Na levém panelu je vykreslena závislost střední 

frekvence rezonančního píku na jeho amplitudě a její extrapolace v limitě nízkých 

amplitud, tedy v limitě harmonického oscilátoru (tenká vodorovná čára). Jak již bylo 

zmíněno výše, je zde dobře patrný frekvenční posun mezi hodnotami naměřenými ve 

vakuu a v naplněné cele. Na pravém panelu je poté pro data měřená v cele 

s kapalinou uvedená závislost změny frekvence na amplitudě, která jasně vykazuje 

lineární charakter (s konstantou úměrnosti cca 0,037 Hz/μV). 

 

 

Obrázek 3.2.5: Na levém panelu je vykreslena závislost střední frekvence rezonančního 
píku na jeho amplitudě. Je dobře patrný frekvenční posun mezi hodnotami naměřenými ve 
vakuu a v (částečně) naplněné cele. Na pravém panelu je poté pro data měřená v cele 

s kapalinou uvedená závislost změny frekvence na amplitudě, která jasně vykazuje lineární 
charakter pro obě skupiny získaných dat. 
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Z toho plyne, že chování oscilátoru neodpovídá modelu Duffingova rezonátoru, kde 

lze očekávat závislost kvadratickou, což je možné odvodit z rovnice (1.4.1). To může 

být pro měření ohybového módu cely s kapalinou vysvětleno převalováním kapaliny 

během oscilací v částečně naplněné cele, a tedy průběžnou změnou rozložení 

hmotnosti, nelze však vyloučit ani geometrickou nelinearitu samotného oscilátoru. 

Na obrázku 3.2.6 je vynesena závislost detekované amplitudy na budícím 

napětí. Je dobře patrné, že tato závislost vykazuje nelineární tlumení. Vzhledem 

k tomu, že zde panuje shoda mezi hodnotami naměřenými za vakua a po plnění cely, 

nelze tento graf jednoznačně interpretovat. Navíc s přihlédnutím k potížím při plnění 

cely, nelze ani rozhodnout, jestli naměřená nelinearita je důsledek vlastností disipace 

turbulentního proudění, nebo chování samotného rezonátoru. 

Pro následující práci na tomto experimentu by bylo vhodné dále zlepšit design 

oscilátoru, například úpravou geometrie kapacitního pohonu oscilátoru umožňující 

potlačení nelinearity pohonu a zároveň dosažení větších amplitud oscilací. 

Samostatnou kapitolou je izolování oscilátoru od vibrací pocházejících od 

rozpouštěcího refrigerátoru. Tlumení vibrací realizované v současném uspořádání, 

které potlačuje kmity ve vodorovném směru, by bylo vhodné doplnit tlumením 

 

Obrázek 3.2.6: Graf závislosti detekované amplitudy na budícím napětí. Je dobře patrné, že 
tato závislost vykazuje nelineární tlumení a že panuje shoda mezi daty naměřenými při 
odčerpané a v (alespoň částečně) naplněné cele. Zobrazené přímky odpovídají lineární a 
mocninné závislosti s exponentem ½. 
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i v ose svislé. Další oblastí vhodnou k úpravám je technologie výroby samotného 

oscilátoru a především napojení vlastního pillboxu na torzní kapiláru tak, aby bylo 

dosaženo lepší těsnosti cely. Zvýšenou pozornost by bylo vhodné věnovat i 

samotnému modelování rezonančních módů, což by výrazně usnadnilo jejich 

správnou identifikaci v reálném experimentu. V souvislosti s rozvíjením experimentu 

byla též rozšířena spolupráce s laboratoří v Lancaster University, kde vyvinuli jinou 

podobu tohoto typu oscilátoru. V této spolupráci by bylo vhodné pokračovat a využít 

ji ke zlepšování designu experimentu, porovnávání získaných výsledků a metod 

jejich zpracování.   
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4 Závěr 

Tato diplomová práce je tvořena dvěma částmi, které obě přirozeně navazují na 

bakalářskou práci autorky. První část této práce je věnována dalšímu rozvinutí, 

technickému zlepšení, zpřesnění a především nové interpretaci experimentu 

založeného na výzkumu A. C. Hollise Halletta z roku 1952 a jeho společné 

interpretace s R. J. Donnellym z roku 1958. Výsledky tohoto experimentu jsou 

součástí přiložené publikace zaměřené na univerzální škálování odporových sil 

v oscilačních prouděních supratekutého hélia. Druhá část této práce je pak věnována 

rozšíření tohoto experimentu do teplot limity absolutní nuly za použití nového torzního 

oscilátoru ve tvaru dutého plochého válce (tzv. „pillbox“).  

V první části této práce byly, na základě výsledků mé bakalářské práce, 

identifikovány nedostatky v uspořádání a provedení experimentu a byla navržena možná 

řešení, z nichž k realizaci byla vybrána ta nejvhodnější. Následně byla sestavena nová 

měřící aparatura. Po doladění experimentálního uspořádání bylo provedeno vlastní 

měření rozpadu turbulentního proudění v supratekutém heliu za různých teplot v oblasti 

dvousložkového režimu. Hlavními výsledky provedené analýzy proudění v okolí torzně 

oscilujícího disku jsou následující zjištění: možnost identifikovat původ nestabilit 

vedoucích k turbulenci a jejich souvislost se supratekutou či normální složkou; ověření, 

že se odporová síla v laminárním proudění škáluje dle Donnellyho čísla, stejně jako u 

jiných typů oscilátorů (křemenné ladičky, oscilující drátky a tzv. „double paddle“). 

Hodnota těchto výsledků je dána i tím, že použitý typ oscilátoru ve svých základních 

vlastnostech vykazuje fundamentální odlišnosti od dalších používaných typů oscilátorů. 

V rámci interpretace naměřených dat bylo provedeno i srovnání s výsledky z původního 

experimentu Hollise Halletta z roku 1952. Bylo zjištěno rozdílné chování původního a 

současného experimentu a byl nalezen původ tohoto rozdílu – laminární vs. turbulentní 

proudění normální složky a disipace energie pomocí sil vnitřního tření.  

 V druhé části této práce byl vytvořen návrh experimentu s novým typem 

oscilátoru (str. 33). Hlavní náplní této části práce byly z důvodu technické náročnosti 

především příprava a testování experimentální aparatury. Bylo provedeno mnoho 

opakovaných testování za různých podmínek. Měření za mK teplot byla realizována 

v rozpouštěcím refrigerátoru. Vyhodnocením těchto testovacích měření byly získány 

důležité výsledky pro další práci. Také byla rozšířena spolupráce s Lancaster 

University i na výzkum proudění v tomto typu oscilátoru.  
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6 Seznam použitých zkratek 

BEC Boseho-Einsteinova kondenzace 

He I Kapalné helium v normální fázi (T < 2,17 K za tlaku nasycených par) 

He II Kapalné helium v supratekuté fázi (T < 2,17 K z tlaku nasycených par) 

HVBK rovnice Hallovy-Vinenovy-Bekarevichovy-Khalatnikovovy rovnice 

NMR Nukleární (jaderná) magnetická rezonance 

NS rovnice Navierovy-Stokesovy rovnice 
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 Příloha 1: 7.1

 

Dynamical similarity and instabilities in high Stokes number 

oscillatory flows of superfluid helium 

D. Schmoranzer, M. J. Jackson, Š. Midlik, M. Skyba, J. Bahyl,  

T. Skokánková, V. Tsepelin, a L. Skrbek 
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 Příloha 2:  7.2

Výsledky bakalářské práce 

Grafy závislostí nelaminárního tlumení normalizovaných na normální složku He II na 

Keuleganově-Carpentrově čísle KC pro různé hodnoty teploty v rozmezí 1,373 K – 2,16 K. 

 


