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Uvod

V oblasti zjednoduseni néroénych ¢iselnych operaci (ndsobeni, déleni, od-
mocnovani a umocnovéni) dlouhych ¢isel s mnoha ciframi, napiiklad deseti, doslo
v historii ke dvéma zdsadnim inovacim. Tou prvni byly dekadické logaritmy obje-
vené v 17. stoleti, druhou potom kapesni kalkuldtory resp. pocitace obecné ve sto-
leti dvacatém. Tato prace se zabyva poc¢atkem vzniku logaritmickych tabulek a je
zameérena na dilo Johna Napiera, povazovaného za vynalezce logaritmu. Hlavnim
literarnim zdrojem jsou tak jeho dvé knihy [8] a [9] o pouzivani a o zpusobu
vypocitani jeho logaritmickych tabulek.

Cilem préce je podat prehled o predstavach Johna Napiera, vysvétlit definice a
piiklady v jeho dvou knihach, vyjadrit myslenky z téchto knih v fe¢i moderni mate-
matiky a ovérit, ze jeho tvahy, které tehdy nemohl formalné dokazat, byly spravné.
Timto zpusobem nakonec odvodime, ze Napieruv logaritmus byla ve skute¢nosti
drobna modifikace logaritmu prirozeného a je dan vzoreckem
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Préace je rozdélena do Sesti na sebe navazujicich kapitol.

Kapitola 1 vysvétluje, proc¢ jsou logaritmické tabulky uzitecné, jak se pouzivaji a
jaka situace ve svété vedla v 17. stoleti k jejich vynalezu.

Kapitola 2 je vénovana prevazné mym osobnim tvaham, kde se zabyvam duvody,
pro¢ pouzivame k vyjadfovani ¢isel soustavu o zdkladu praveé deset. Nejedna se
tak o klasickou resersi. Beru na védomi, ze takovy text nebyva typickou soucasti
zavérecné prace. Jsem vsak presvédcen, ze tato diskuze k tématu patii. Dekadicky
logaritmus mé totiz mezi logaritmy o ostatnich zdkladech vyznacné vlastnosti,

vvvvvv

vlastnosti jsou dusledkem toho, ze ¢isla vyjadiujeme v dekadické soustave.

Kapitola 3 se zabyva myslenkami, které pravdépodobné privedly Napiera k vyna-
lezeni logaritmu.

Kapitoly 4 a 5 jsou zaméfeny na Napierovo dilo — knihy [8] a [9], kde v prvni
ukazuje, jak logaritmy pouzivat a ve druhé vysvétluje, jak své tabulky vypocital.

Kapitola 6 je potom uchopenim Napierovych definic pomoci prostfedki soudobé
matematiky a je v ni odvozen vyse uvedeny funkéni predpi Napierova logaritmu.



Kapitola 1
Jak nam logaritmy pomahaji

V Sestnactém a zacatkem sedmnactého stoleti probihal vyznamny rozmach vsech
védnich oboru. Zmeénilo se napiiklad vniméani vesmiru. Kopernikuv heliocentricky
pohled zacina byt po sto letech zapaseni s nazory cirkve konec¢né prijiman. V Italii
Galileo Galilei pokladal zaklady mechaniky, v Némecku Johannes Kepler formulo-
val své nebeské zakony o pohybu planet, osvobozujici astronomii od geocentrismu
jednou pro vzdy. Fernao de Magalhaesovo obepluti svéta v roce 1521 rozpoutalo
éru namotnich vyprav. V roce 1569 Gerhard Mercator zvefejnil mapu, ve které
dokazal zobrazit cely svét na jediné rovinné plose tak, jak ji zname z atlasu dnes
a nebyl tedy potteba globus (Maor, [7]).

Véda poznavala a popisovala svét a vesmir. S tim slo ruku v ruce stéale se zvétsujici
mnozstvi Ciselnych dat, mezi nimiz figurovala mnohaciferna cisla, kterda do té
doby potieba nebyla. Védci museli travit mnoho svého ¢asu nad zdlouhavymi nu-
merickymi vypocty — déleni, nasobeni, umocnovani a odmocnovani velkych ¢isel
(napiiklad sedmicifernych). Vypocty byly slabym ¢lankem tohoto rozmachu. Proto
bylo velice zadouci vyvinout mechanismus, ktery by vypocetni rutinu zjednodusil.
Jednim z prvnich, kteti se ujali tohoto tkolu, byl skotsky matematik John Napier
(1550-1617).

Pro autentické vystizeni situace uvedu nasledujici citéat (Napier, [8], preklad Na-
pier Mark, [10]). ,Seeing there is nothing, that is so troublesome to mathematical
practise, nor that doth more molest and hinder calculations, than the multiplicati-
ons, divisions, square and cubical extractions of great numbers, which besides the
tedious expence of time, are for the most part subject to many slippery errors, 1
began, therefore, to consider in my mind, by what certain and ready art I might
remove those hindrances.”



1.1 Motivacni priklad

Napier byl ten, kdo myslenku logaritmu vynesl na svétlo svéta. Brzkym dusledkem
byl vznik dekadickych logaritmickych tabulek, které umoznovaly pro kazdé kladné
¢islo z nalézt pribliznou hodnotu log,, z a naopak — pro dané realné cislo y nalézt
jeho antilogaritmus neboli hodnotu 10Y. Ukazeme si na prikladu, jak logaritmické
tabulky usnadnuji vypocty. S jejich pouzitim totiz dokdzeme prevadét narocné
pocetni operace jako nésobeni, déleni, umocinovani, odmocnovani na jednodussi
operace — sc¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni.

Je dulezité mit na paméti, ze vSechny hodnoty ve vsech logaritmickych ta-
bulkéch jsou zaokrouhlené, tedy s omezenou presnosti, typicky 4-20 platnych éislic.
Abychom se vyhnuli opakovanému pouzivani slov ,ptiblizné“, ,po zaokrouhleni
¢i s presnosti na 3 desetinnd mista“, budeme v celé praci tato spojeni rovnou
vypoustét. Taktéz rovnosti ve vyrazech budeme pokladat mezi ¢isla, kterd si maji
odpovidat s urcitou (pro praxi dostatetnou) presnosti, vétsinou se vsak nebude
jednat o rovnost v pravém matematickém smyslu.

Piiklad 1.1.1 (Maor, [7]). Piedstavme si, ze jsme v roce 1940, neméame tudiz
k dispozici zadnou kalkulacku ani pocita¢ a zajima nas hodnota vyrazu

x = {/493,8 - 23,672/5,104.

Na prvni pohled se nejedna o jednoduse vyhodnotitelny vyraz. Hlavné, malo kdo
vi, jak efektivné vypocitat tfeti odmocninu. Nastésti mame logaritmické tabulky,
které vypocet vyrazné zjednodusi. Zlogaritmovanim obou stran vyrazu ziskame
rovnici

1
logz = g(log 493,8 + 21og 23,67 — log 5, 104).

V tabulkéch (obrazky 1.1 a 1.2) najdeme, ze logaritmy ¢isel 493, 8, 23,67 a 5,104
jsou po tfadeé 2,6935, 1,3742 a 0,7079. Zpusob hledani v tabulkach popiseme zahy,
v nésledujici sekci. Po provedeni par jednoduchych operaci (dvou s¢itani, jednoho
odeéitani a jednoho déleni tfemi) ziskdme logx = 1,578. V tabulce antilogaritmu
(obrdzek 1.4) dohleddme, ze 101" je 37,84. Vysledek jsme tak ziskali mnohem
rychleji a pohodlnéji nez mechanickym vypoctem.

Uréime-li hodnotu zadaného vyrazu pomoci kalkulacky, precteme na displeji ¢islo
37,84533. Vidime, ze vysledek ziskany pouzitim tabulky se od vysledku kalkulacky
lisi 0 0, 014 %. Tato chyba vznikla proto, ze hodnoty v tabulkéch byly zaokrouhlené.
Proto chceme mit k dispozici co nejpresnéjsi tabulky. To jde samoziejmé ruku
v ruce s jejich velikosti co do poctu stran. I tak ale vysledky nikdy nemohou byt
naprosto presné. To kazdopadné neni nevyhoda, kterda by stala za zavrhnuti této
metody. V praxi hodnoty méiime pristroji, a ty samy maji omezenou presnost.
Pokud jsme schopni zmérit vzdalenost napiiklad posuvnym meéritkem nejpiesnéji
na desetiny milimetru a pouzitim tabulek vznikne chyba v fadu setin milimetru,
vubec néas to nemusi trapit a tabulky jsou dostacujici.



1.2 Prace s tabulkami

Logaritmicka tabulka by v nejjednodussi podobé byla tvorena dvéma posloup-
nostmi — seznamem ¢isel a jim prislusnych logaritmu. Posloupnost ¢isel by zahrno-
vala nejbéznéji pouzivané hodnoty, naptiklad 0,01 az 999, 99, postupné po jedné
setiné. Pro tsporu papiru a rychlejsi orientaci jsou ale tabulky organizovany jinak.

V prvni fadé obsahuji namisto ¢isel jen posloupnosti takzvanych platnych éislic.
Témi mame na mysli vSechny cislice poc¢inaje prvni nenulovou zleva a konce po-
sledn{ nenulovou. Napiiklad ¢islo 120 mé dvé platné éislice 1 a 2. Cislo 0,005014 ma
¢tyfi platné éislice 5, 0, 1 a 4. Cislo 30,080 m4 ¢tyfi platné éislice 3, 0, 0 a 8. Cislo
0 ma nula platnych ¢islic. Pro urceni presné hodnoty logaritmu je dulezita prave
posloupnost platnych ¢éislic a nikoli velikost (fad) ¢isla. To je dano tim, ze nuly
na zacatku ¢i na konci jsou pouze dusledkem nasobeni celo¢iselnymi mocninami
deseti, cemuz odpovida odcitani ¢i pricitani celych cisel k logaritmu. Napiiklad
logaritmy cisel 250, 2,5 a 0,25 jsou po tadé 2,398, 0,398 a —0,602 = 0,398 — 1.
Bylo by proto zbyteéné plytvat v tabulkdch mistem pro vSechna tato cisla, kdyz
jejich logaritmy lze charakterizovat jedinym tdajem 0,398 a celou ¢ast logaritmu
(fad daného ¢isla) snadno uré¢it podle pozice desetinné (fddové) carky.

Situaci tak lze vyfesit tim, ze v tabulkdch budou udany logaritmy jen pro cisla
z fddové omezeného rozsahu (10", 10"*1), n € Z piitemz nejpiirozenéjsi volba je
n = 0. Tabulky zminéné vyse bychom proto pozménili tak, aby obsahovaly lo-
garitmy pro cisla 1,0001 az 9,9999. Nedojde ke ztraté zadné informace, tabulky
budou obsahovat 8999 tidaju namisto puvodnich 99999 a zadnd informace v nich
nebude obsazena zbytecné vicekrat. Pravé takto tabulky ve vysledku vypadaji.
Tvofi je seznam ¢isel mezi 1 a 10, odstupnovanych po jedné setiné nebo tisiciné
nebo desetitisiciné atd., zalezi na presnosti tabulek, a odpovidajici seznam hodnot
logaritmu. Dalsi odstranéni redundance spoéiva v tom, ze v piipadé logaritmo-
vaného ¢isla se vypusti desetinnd ¢arka (tim vznikne posloupnost platnych ¢islic)
a v pripadé logaritmu se neuvadi jednicka s ¢arkou na zacatku (tim vznikne neceld
¢ast logaritmu).

V druhé tadé, blizka ¢isla jako 1,2340 a 1,2341 maji blizké logaritmy 0,09132 a
0,09135 lisici se az na poslednich pozicich. Je tedy zbytecné tisknout v tabulkach
spolecnou c¢ast 0913 vicekrat. Proto jsou logaritmy téchto ¢isel v tabulkach cha-
rakterizovany jednim ddajem — logaritmem cisla 1, 2340 a logaritmy bezprostiedné
nésledujicich ¢isel jsou rozliseny pouze (krdtkou) hodnotou poslednich fadu, kterd
se k logaritmu prvniho ¢isla pfi¢te. Proto v tabulce 1.1 muzeme vidét, ze jeden
rfadek udava hodnoty logaritmu pro 100 ruznych éisel, ale pritom obsahuje pouze
19 udaju. To je dalsi vyrazna uspora mista.

Uzivatel pomoci tabulek urci pouze desetinnou ¢ast logaritmu. Jeho celou ¢ast si
snadno doplni sém podle velikosti (fadu) zadaného ¢isla. Musi mit na paméti, ze
¢islo z intervalu (10", 10"*1), n € Ny m4 celou ¢dst logaritmu rovnu n. Ta je tedy
o jedna nizsi, nez pocet cifer pred desetinnou c¢arkou. Logaritmy ¢isel z intervalu
(1,10) tak lezi v intervalu (0,1). Desetkrdt mensi ¢isla maji logaritmy o jedna



mensi. Jsou jimi tedy zaporné doplinky do jedné logaritmu odpovidajicich ¢isel z
intervalu (1,10). Cisla z intervalu (107"',10~"), n € Ny maji celou ¢ist rovnu
—n, coz odpovidad zapornému poctu nul za desetinnou ¢arkou daného ¢isla. Na
hodnotu uvedenou v tabulce koukdme jako na desetinnou ¢ast logaritmu ¢isla mezi
1 a 10. Prvni snizeni fadu o 10 neboli ode¢teni jednicky vyrobi zdporny doplnék
do jedné. Dalsi snizovani fadu uz nemeéni posledni cifry ale pouze tu prvni — celou
cast. Napriklad pro posloupnost platnych éislic 2, 5, 4, 3 nalezneme v tabulce 1.1
desetinnou c¢ast logaritmu 0,4053 a protoze cislo 0,02543 je mensi nez 1, bude
desetinna ¢ast jeho logaritmu 1 — 0,4053 = 0,5947. Protoze za desetinnou carkou
¢isla 0,02543 je jedna nula, jeho logaritmus je —1,5947.

Najit logaritmus ¢isla vétsiho nez 1 je tedy snadnéjsi — spocitame cifry pred dese-
tinnou ¢arkou, snizime tento pocet o 1 a za desetinnou carku zapiseme posloup-
Spocitame nuly za desetinnou ¢arkou, tim je urcena cela cast, poté nalezneme v
tabulce prislusnou posloupnost platnych ¢islic, precteme ji odpovidajici logarit-
mus, ten si vylozime jako desetinné ¢islo, spocitame jeho doplnék do jedné, a to je
desetinna cast vysledku.

Priklad 1.2.1. Na cisle 4, 938 ukazeme, jak v tabulkach nalézt jeho logaritmus.
Prislusna posloupnost platnych ¢éislic je 4, 9, 3, 8 a celd ¢ast jeho logaritmu je 0.
Prvni dvé platné cislice jsou 4 a 9, proto v tabulce hledime na tadek N = 49.
Tteti platna cislice je 3, podle sloupecku s timto ¢islem najdeme v témze radku
hodnotu 6928. Podle posledni ¢islice 8 zadaného ¢isla budeme hledat v 8. sloupecku
Proportional Parts, stale na radku 49. Tam je uvedeno ¢islo 7. To pricteme k 6928,
¢imz ziskame desetinnou ¢ast logaritmu. Vysledny logaritmus daného ¢isla je tedy
0,6935.

Priiklad 1.2.2. Na cisle 1,578 ukazeme, jak se pracuje s tabulkou antilogaritmu.
Podobné jako u tabulky logaritmu, ktera hledéla jen na posloupnost platnych ¢éislic
daného éfsla, tato tabulka hledi pouze na desetinnou ¢4st daného logaritmu, nebot
ta urcuje posloupnost platnych ¢éislic vysledku, zatimco celd ¢ast urcuje velikost
(fad). To je naznaceno i v tabulce (obrdzky 5.3 a ??) kde vidime, ze v prvnim
sloupci jsou dveé cifry za ¢arkou coz vyjadiuje prave to, ze antilogaritmus v tabulce
udany je spoleény pro kladna ¢isla s touto desetinnou ¢asti. Desetinna ¢ast naseho
¢isla je 0,578, proto hledime na tadek oznaceny p = .57. Dle nasledujici ¢islice
8 precteme v 8. sloupci ¢islo 3784. Hodnoty Proportional Parts nas nezajimaji,
nebot &tvrta pozice desetinné ¢asti naseho &fsla je nulova. Kdyby nebyla, hodnotu
z tabulky bychom k ¢islu 3784 pricetli, jako jsme to udélali u tabulky logaritmu.
Cislo 3784 urcuje posloupnost platnych ¢islic antilogaritmu viech kladnych éfsel
s desetinnou ¢asti 0,578. Protoze nase ¢islo ma celou ¢ast 0 < n = 1, musi byt
vysledek v intervalu < 10", 10""1). Tyto dvé podminky spliiuje prave ¢islo 37, 84.

Priiklad 1.2.3. Jesté zbyva objasnit piipad, kdy hledame antilogaritmus cisla
zéporného. Vezméme napifklad —3,22. Hleddme tedy hodnotu vyrazu 10~322
Vyuzijeme toho, ze 107322 = 107* . 10%™, Pak staé{ znat hodnotu vyrazu 10%7,
ktery urcuje posloupnost platnych ¢éislic vysledku. V tabulce nalezneme, ze anti-
logaritmus kladnych ¢isel s desetinnou ¢asti 0, 78 méa posloupnost platnych ¢éislic
6, 0, 2, 6 pricemz podle velikosti zadaného ¢isla —3,22 vidime, ze vysledek lezi
v intervalu (107*,1073) takze jim musi byt ¢islo 0,0006026.
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TABLE

FOUR PLACE COMMON LOGARITHMS

log,, N or log N

Proportional Parts

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 23 45 6 7 8 9
10 | 0000 0043 0086 0128 0170 | 0212 0253 0294 0334 0374 | 4 8 12 17 21 25 29 33 37
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 | 0607 0645 0682 0719 0755 | 4 8 11 15 19 23 26 30 34
12 | 0792 0828 0864 0899 0934 | 0969 1004 1038 1072 1106 [ 3 7 10 14 17 21 24 28 31
13 | 1139 1173 1206 1239 1271 | 1303 1335 1367 1399 1430 | 3 6 10 13 16 19 23 26 29
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 | 1614 1644 1673 1703 1732 | 3 6 9 12 15 18 21 24 27
15 | 1761 1790 1818 1847 1875 | 1903 1931 1959 1987 2014 | 3 6 8 11 14 17 20 22 25
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 | 2175 2201 2227 2253 2279 | 3 5 8 11 13 16 18 21 24
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 | 2430 2455 2480 2504 2529 | 2 5 7 10 12 15 17 20 22
18 | 2553 2577 2601 2625 2648 | 2672 2695 2718 2742 2765 | 2 5 7 9 12 14 16 19 21
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 | 2900 2923 2945 2967 2989 | 2 4 7 9 11 13 16 18 20
20 | 3010 3032 3054 3075 3096 | 3118 3139 3160 3181 3201 [ 2 4 6 8 11 13 15 17 19
21 | 3222 3243 3263 3284 3304 | 3324 3345 3365 3385 3404 | 2 4 6 8 10 12 14 16 18
22 | 3424 3444 3464 3483 3502 | 3522 3541 3560 3579 3598 | 2 4 6 8 10 12 14 15 17
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 | 3711 3729 3747 3766 3784 | 2 4 6 7 9 11 13 15 17
24 | 3802 3820 3838 3856 3874 | 3892 3909 3927 3945 3962 | 2 4 5 7 11 12 14 16
25 | 3979 3997 4014 4031 4048 | 4065 4082 4099 4116 4133 } 2 3 5 7 9 10 12 14 15
26 | 4150 4166 4183 4200 4216 | 4232 4249 4265 4281 4298 | 2 3 5 7 8 10 11 13 15
27 | 4314 4330 4346 4362 4378 | 4393 4409 4425 4440 4456 { 2 3 5 6 8 9 11 13 14
28 | 4472 4487 4502 4518 4533 | 4548 4564 4579 4594 4609 [ 2 3 5 6 8 9 11 12 14
29 | 4624 4639 4654 4669 4683 | 4698 4713 4728 4742 4757 |1 3 4 6 7 9 10 12 13
30 | 4771 4786 4800 4814 4829 | 4843 4857 4871 4886 4900 | 1 3 4 6 7 9 10 11 13
31 | 4914 4928 4942 4955 4969 | 4983 4997 5011 5024 5038 |1 3 4 6 7 8 10 11 12
32 | 5051 5065 5079 5092 5105 | 5119 5132 5145 5159 5172 |1 3 4 5 7 8 9 11 12
33 | 5185 5198 5211 5224 5237 | 5250 5263 5276 5289 5302 | 1 3 4 5 6 8 9 10 12
34 | 5315 5328 5340 5353 5366 | 5378 5391 5403 5416 5428 | 1 3 4 5 6 8 9 10 11
35 | 5441 5453 5465 5478 5490 | 5502 5514 5527 5539 5551 1 1 2 4 5 6 7 9 10 11
36 | 5563 5575 5587 5599 5611 | 5623 5635 5647 5658 5670 | 1 2 4 5 6 7 8 10 11
37 | 5682 5694 5705 5717 5729 | 5740 5752 5763 5775 5786 | 1 2 3 5 6 7 8 9 10
38 | 5798 5809 5821 5832 5843 | 5855 5866 5877 5888 5899 | 1 2 3 5 6 7 8 9 10
39 | 5911 5922 5933 5944 5955 | 5966 5977 5988 5999 6010 | 1 2 3 4 5 7 8 9 10
40 | 6021 6031 6042 6053 6064 | 6075 6085 6096 6107 6117 | 1 2 3 4 5 6 8 9 10
41 | 6128 6138 6149 6160 6170 | 6180 6191 6201 6212 6222 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
42 | 6232 6243 6253 6263 6274 | 6284 6294 6304 6314 6325 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
43 | 6335 6345 6355 6365 6375 | 6385 6395 6405 6415 6425 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
44 | 6435 6444 6454 6464 6474 | 6484 6493 6503 6513 6522 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
45 | 6532 6542 6551 6561 6571 | 6580 6590 6599 6609 6618 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
46 | 6628 6637 6646 6656 6665 | 6675 6684 6693 6702 6712 ( 1 2 3 4 5 6 7 7 8
47 | 6721 6730 6739 6749 6758 | 6767 6776 6785 6794 6803 | 1 2 3 4 5 5 6 7 8
48 | 6812 6821 6830 6839 6848 | 6857 6866 6875 6884 6893 | 1 2 3 4 4 5 6 7 8
49 | 6902 6911 6920 6928 6937 | 6946 6955 6964 6972 6981 | 1 2 3 4 4 5 6 T 8
50 | 6990 6998 7007 7016 7024 | 7033 7042 7050 7059 7067 | 1 2 3 3 4 5 6 T 8
51 ) 7076 7084 7093 7101 7110 | 7118 7126 7135 7143 7152 [ 1 2 3 3 4 5 6 7 8
52 | 7160 7168 7177 7185 7193 | 7202 7210 7218 7226 7235 | 1 2 2 3 4 5 6 7 7
53 { 7243 7251 17259 7267 7275 | 7284 7292 7300 7308 7316 | 1 2 2 3 4 5 6 6 1
54| 7324 7332 7340 7348 7356 | 7364 7372 7380 7388 739% [ 1 2 2 3 4 5 6 6 1
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrézek 1.1: Tabulka dekadighgch logaritmu (Spiegel, [14])




FOUR PLACE COMMON LOGARITHMS

Table 1
(conpianed) log;, Nor log N
Proportional Parts

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474 1 2 2 3 4 5 5 6 17
56 | 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551 1 2 2 3 4 5 5 6 17
57 | 7559 7566 7574 T582 T589 7597 7604 T612 7619 7627 1 2 2 3 4 5 5 6 7
58 { 7634 7642 7649 T657 7664 7672 7679 7686 7694 7701 1 1 2 3 4 4 5 6 17
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774 11 2 3 4 4 5 6 7
60 | 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 1 1 2 3 4 4 5 6 6
61 | 7853 7860 7868 7875 7882 | 7889 7896 7903 7910 7917 1 1 2 3 4 4 5 6 6
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 T980 7987 1 1 2 3 3 4 5 6 6
63 | 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055 1 1 2 3 3 4 5 5 6
64 | 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122 1 1 2 3 3 4 5 5 6
65 | 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189 1 1 2 3 3 4 5 5 6
66 | 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254 11 2 3 3 4 5 5 6
67 | 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319 1 1 2 3 3 4 5 5 6
68 | 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382 1 1 2 3 3 4 4 5 6
69 | 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445 1 1 2 2 3 4 4 5 6
70 | 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506 1 1 2 2 3 4 4 5 6
71 | 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567 1 1 2 2 3 4 4 5 5
72 | 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 1 1 2 2 3 4 4 5 5
73 | 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 1 1 2 2 3 4 4 5 5
74 | 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745 1 1 2 2 3 4 4 5 5
75 | 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802 1 1 2 2 3 3 4 5 5
76 | 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859 1 1 2 2 3 3 4 5 5
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915 1 1 2 2 3 3 4 4 5
78 | 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971 1 1 2 2 3 3 4 4 5
79 | 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025 1 1 2 2 3 3 4 4 5
80 | 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079 1 1 2 2 3 3 4 4 5
81 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133 1 1 2 2 3 3 4 4 5
82 | 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186 1 1 2 2 3 3 4 4 5
83 | 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238 1 1 2 2 3 3 4 4 5
84 | 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289 1 1 2 2 3 3 4 4 5
85 | 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340 1 1 2 2 3 3 4 4 5
86 | 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390 1 1 2 2 3 3 4 4 5
87 | 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 0 1 1 2 2 3 3 4 4
88 | 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489 0 1 1 2 2 3 3 4 4
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
90 | 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586 0 1 1 2 2 3 3 4 4
91 | 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 0o 1 1 2 2 3 3 4 4
92 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680 0 1 1 2 2 3 3 4 4
93 | 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727 0 1 1 2 2 3 3 4 4
94 | 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773 0 1 1 2 2 3 3 4 4
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 0 1 1 2 2 3 3 4 4
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 0 1 1 2 2 3 3 4 4
97 | 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 0 1 1 2 2 3 3 4 4
98 | 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952 o0 1 1 2 2 3 3 4 4
99 | 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996 0 1 1 2 2 3 3 3 4
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrézek 1.2: Tabulka dekadigdgich logaritmu (Spiegel, [14])




TABLE

FOUR PLACE COMMON ANTILOGARITHMS

10” or antilog p

Proportional Parts

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
.00 | 1000 1002 1005 1007 1009 | 1012 1014 1016 1019 1021 ( O O 1 1 1 1 2 2 2
.01 | 1023 1026 1028 1030 1033 | 1035 1038 1040 1042 1045 | 0 0 1 1 1 1 2 2 2
.02 | 1047 1050 1052 1054 1057 | 1059 1062 1064 1067 1069 { 0 0 1 1 1 1 2 2 2
.03} 1072 1074 1076 1079 1081 | 1084 1086 1089 1091 1094 | 0 0 1 1 1 1 2 2 2
.04 { 1096 1099 1102 1104 1107 | 1109 1112 1114 1117 1119 ([ 0 1 1 1 1 2 2 2 2
.05 | 1122 1125 1127 1130 1132 | 1135 1138 1140 1143 1146 | 0 1 1 1 1 2 2 2 2
.06 | 1148 1151 1153 1156 1159 | 1161 1164 1167 1169 1172 | 0 1 1 1 1 2 2 2 2
.07 | 1175 1178 1180 1183 1186 | 1189 1191 1194 1197 1199 { 0 1 1 1 1 2 2 2 2
.08 } 1202 1205 1208 1211 1213 | 1216 1219 1222 1225 1227 | 0 1 1 1 1 2 2 2 3
.09 | 1230 1233 1236 1239 1242 | 1245 1247 1250 1253 1256 | 0 1 1 1 1 2 2 2 3
10 | 1259 1262 1265 1268 1271 | 1274 1276 1279 1282 1285 | 0 1 1 1 1 2 2 2 3
11 | 1288 1291 1294 1297 1300 | 1303 1306 1309 1312 1315 0 1 1 1 2 2 2 2 3
12 | 1318 1321 1324 1327 1330 | 1334 1337 1340 1343 1346 | 0 1 1 1 2 2 2 2 3
13 | 1349 1352 1355 1358 1361 | 1365 1368 1371 1374 1377 { 0 1 1 1 2 2 2 3 3
Jd4 | 1380 1384 1387 1390 1393 | 1396 1400 1403 1406 1409 | 0 1 1 1 2 2 2 3 3
A5 | 1413 1416 1419 1422 1426 | 1429 1432 1435 1439 1442 {1 0 1 1 1 2 2 2 3 3
16 | 1445 1449 1452 1455 1459 | 1462 1466 1469 1472 1476 [ 0 1 1 1 2 2 2 3 3
A7 | 1479 1483 1486 1489 1493 | 1496 1500 1503 1507 1510 | 0 1 1 1 2 2 2 3 3
18 | 1514 1517 1521 1524 1528 | 1531 1535 1538 1542 1545 | 0 1 1 1 2 2 2 3 3
A9 | 15649 1652 1556 1560 1563 | 1567 1570 1574 1578 1581 | 0 1 1 1 2 2 3 3 3
.20 | 1585 1589 1592 1596 1600 | 1603 1607 1611 1614 1618 | 0 1 1 1 2 2 3 3 3
21 | 1622 1626 1629 1633 1637 | 1641 1644 1648 1652 1656 | 0 1 1 2 2 2 3 3 3
22 | 1660 1663 1667 1671 1675 | 1679 1683 1687 1690 1694 | 0 1 1 2 2 2 3 3 3
.23 | 1698 1702 1706 1710 1714 | 1718 1722 1726 1730 1734 | 0 1 1 2 2 2 3 3 4
24 | 1738 1742 1746 1750 1754 | 1758 1762 1766 1770 1774 | 0 1 1 2 2 2 3 38 4
25 | 1778 1782 1786 1791 1795 | 1799 1803 1807 1811 1816 | 0 1 1 2 2 2 3 3 4
.26 | 1820 1824 1828 1832 1837 | 1841 1845 1849 1854 1858 | 0 1 1 2 2 3 3 3 4
27 | 1862 1866 1871 1875 1879 | 1884 1888 1892 1897 1901 | 0 1 1 2 2 3 3 3 4
28 | 1905 1910 1914 1919 1923 | 1928 1932 1936 1941 1945 { 0 1 1 2 2 3 3 4 4
29 | 1950 1954 1959 1963 1968 | 1972 1977 1982 1986 1991 { 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.30 | 1995 2000 2004 2009 2014 | 2018 2023 2028 2032 2037 | 0 1 1 2 2 3 38 4 4
31 | 2042 2046 2051 2056 2061 | 2065 2070 2075 2080 2084 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.32 | 2089 2094 2099 2104 2109 | 2113 2118 2123 2128 2133 ( 0 1 1 2 2 3 3 4 4
.33 | 2138 2143 2148 2153 2158 | 2163 2168 2173 2178 2183 | 0 1 1 2 2 3 8 4 4
.34 | 2188 2193 2198 2203 2208 | 2213 2218 2223 2228 2234 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
.35 | 2239 2244 2249 2254 2259 | 2265 2270 2275 2280 2286 {1 1 2 2 3 3 4 4 5
.36 | 2291 2296 2301 2307 2312 | 2317 2323 2328 2333 2339 [ 1 1 2 2 3 3 4 4 5
37 | 2344 2350 2355 2360 2366 | 2371 2377 2382 2388 2393 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
38 | 2399 2404 2410 2415 2421 | 2427 2432 2438 2443 2449 {1 1 2 2 3 3 4 4 5
.39 | 2455 2460 2466 2472 2477 | 2483 2489 2495 2500 2506 {1 1 2 2 3 3 4 5 5
40 | 2512 2518 2523 2529 2535 | 2541 2547 2553 2559 2564 | 1 1 2 2 3 4 4 5 5
41 | 2570 2576 2582 2588 2594 | 2600 2606 2612 2618 2624 |1 1 2 2 3 4 4 5 5
42 | 2630 2636 2642 2649 2655 | 2661 2667 2673 2679 2685 |1 1 2 2 3 4 4 5 6
43 | 2692 2698 2704 2710 2716 | 2723 2729 2735 2742 2748 |1 1 2 3 3 4 4 5 6
.44 1 2754 2761 2767 2773 2780 | 2786 2793 2799 2805 2812 [ 1 1 2 3 3 4 4 5 6
.45 | 2818 2825 2831 2838 2844 | 2851 2858 2864 2871 2877 (1 1 2 3 3 4 5 5 6
.46 | 2884 2891 2897 2904 2911 | 2917 2924 2931 2938 2944 {1 1 2 3 3 4 5 5 6
A7 | 2951 2958 2965 2972 2979 | 2985 2992 2999 3006 3013 |1 1 2 3 3 4 5 5 6
48 | 3020 3027 3034 3041 3048 | 3055 3062 3069 3076 3083 {1 1 2 3 4 4 5 6 6
.49 | 3090 3097 3105 3112 3119 | 3126 3133 3141 3148 3155 |1 1 2 3 4 4 5 6 6

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek 1.3: Tabulka dekadickych
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antilogaritmu (Spiegel, [14])




FOUR PLACE COMMON ANTILOGARITHMS

Table 2 ;
* .

(continued) 10” or antilog p

» 0 1 9 3 4 5 6 7 8 9 - P;opirtloﬁnalsPar;s 5 o
50 | 3162 3170 3177 3184 3192 | 3199 3206 3214 3221 3228 |1 1 2 3 4 4 5 6 17
51 | 3236 3243 3251 3258 3266 | 3273 3281 3289 3296 3304 |1 2 2 3 4 5 5 6 7
.52 | 3311 3319 38327 3334 3342 | 3350 3357 3365 3373 3381 |1 2 2 3 4 5 5 6 7
.53 | 3388 3396 3404 3412 3420 | 3428 3436 3443 3451 3459 |1 2 2 3 4 5 6 6 7
.54 | 3467 3475 3483 3491 3499 | 3508 3516 3524 3532 3540 |1 2 2 3 4 5 6 6 7
.55 | 3548 3556 3565 3573 3581 | 3589 3597 3606 3614 3622 |1 2 2 3 4 5 6 T 7
.56 | 3631 3639 3648 3656 3664 | 3673 3681 3690 3698 3707 |1 2 3 3 4 5 6 7 8
.57 | 3715 3724 3733 3741 3750 | 3758 3767 3776 3784 3793 [1 2 3 3 4 5 6 7 8
58 | 3802 3811 3819 3828 3837 | 3846 3855 3864 3873 3882 (1 2 3 4 4 5 6 7 8
.59 | 3890 3899 3908 3917 3926 | 3936 3945 3954 3963 3972 [1 2 3 4 b5 5 6 7 8
60 [ 3981 3990 3999 4009 4018 | 4027 4036 4046 4055 4064 (1 2 3 4 5 6 6 17 8
61 | 4074 4083 4093 4102 4111 | 4121 4130 4140 4150 4159 |1 2 3 4 5 6 7 8 9
62 | 4169 4178 4188 4198 4207 | 4217 4227 4236 4246 4256 |1 2 3 4 5 6 7 8 9
63 | 4266 4276 4285 4295 4305 | 4315 4325 4335 4345 4355 [1 2 3 4 5 6 7 8 9
.64 | 4365 4375 4385 4395 4406 | 4416 4426 4436 4446 4457 |1 2 3 4 5 6 7 8 9
65 | 4467 4477 4487 4498 4508 | 4519 4529 4539 4550 4560 {1 2 3 4 5 6 7T 8 9
66 | 4571 4581 4592 4603 4613 | 4624 4634 4645 4656 4667 |1 2 3 4 5 6 7 9 10
67 | 4677 4688 4699 4710 4721 | 4732 4742 4753 4764 4775 |1 2 3 4 5 7 8 9 10
68 | 4786 4797 4808 4819 4831 | 4842 4853 4864 4875 4887 |1 2 3 4 6 7 8 9 10
69 | 4898 4909 4920 4932 4943 | 4955 4966 4977 4989 5000 | 1 2 3 5 6 7 8 9 10
70 | 5012 5023 5035 5047 5058 | 5070 5082 5093 5105 5117 | 1 2 4 5 6 7 8 9 11
71| 5129 5140 5152 5164 5176 | 5188 5200 5212 5224 5236 | 1 2 4 5 6 7 8 10 11
72 | 5248 5260 5272 5284 5297 | 5309 5321 5333 5346 5358 [ 1 2 4 5 6 7 9 10 11
73 | 5370 5383 5395 5408 5420 | 5433 5445 5458 5470 5483 [ 1 3 4 5 6 8 9 10 11
‘74 | 5495 5508 5521 5534 5546 | 5559 5572 5585 5598 5610 [ 1 3 4 5 6 8 9 10 12
75 | 5623 5636 5649 5662 5675 | 5689 5702 5715 5728 5741 |1 3 4 5 7 8 9 10 12
76 | 5754 5768 5781 5794 5808 | 5821 5834 5848 5861 5875 (1 3 4 5 7 8 9 11 12
77 | 5888 5902 5916 5929 5943 | 5957 5970 5984 5998 6012 |1 3 4 5 7 8 10 11 12
78 | 6026 6039 6053 6067 6081 | 6095 6109 6124 6138 6152 |1 8 4 6 7 8 10 11 13
19 | 6166 6180 6194 6209 6223 | 6237 6252 6266 6281 6295 |1 3 4 6 7 9 10 11 13
-80 | 6310 6324 6339 6353 6368 | 6383 6397 6412 6427 6442 |1 3 4 6 7 9 10 12 13
81 | 6457 6471 6486 6501 6516 | 6531 6546 6561 6577 6592 [ 2 3 5 6 8 9 11 12 14
82 | 6607 6622 6637 6653 6668 | 6683 6699 6714 6730 6745 |2 3 5 6 8 9 11 12 14
.83 | 6761 6776 6792 6808 6823 | 6839 6855 6871 6887 6902 | 2 3 5 6 8 9 11 13 14
-84 | 6918 6934 6950 6966 6982 | 6998 7015 7031 7047 7063 {2 3 5 6 8 10 11 13 15
85 | 7079 7096 7112 7129 7145 | 7161 7178 7194 7211 7228 | 2 3 5 7 8 10 12 13 15
86 | 7244 17261 7278 7295 7311 | 7328 7345 7362 7379 7396 |2 3 5 7 8 10 12 13 15
87 | 7413 7430 7447 7464 7482 | 7499 7516 7534 7551 7568 [ 2 3 5 7 9 10 12 14 16
-88 | 7586 7603 7621 7638 7656 | 7674 7691 7709 7727 7745 |2 4 5 7 9 11 12 14 16
-89 | 7762 T780 7798 7816 7834 | 7852 7870 7889 7907 7925 |2 4 5 7 9 11 13 14 16
90 [ 7943 7962 7980 7998 8017 | 8035 8054 8072 8091 8110 |2 4 6 7 9 11 13 15 17
91 | 8128 8147 8166 8185 8204 | 8222 8241 8260 8279 8299 |2 4 6 8 9 11 13 15 17
-92 | 8318 8337 8356 8375 8395 | 8414 8433 8453 8472 8492 | 2 4 6 8 10 12 14 15 17
-93 | 8511 8531 8551 8570 8590 | 8610 8630 8650 8670 8690 | 2 4 6 8 10 12 14 16 18
94 | 8710 8730 8750 8770 8790 | 8810 8831 8851 8872 8892 | 2 4 6 8 10 12 14 16 18
95 | 8913 8933 8954 8974 8995 | 9016 9036 9057 9078 9099 | 2 4 6 8 10 12 15 17 19
96 | 9120 9141 9162 9183 9204 | 9226 9247 9268 9290 9311 | 2 4 6 8 11 13 15 17 19
97 | 9333 9354 9376 9397 9419 | 9441 9462 9484 9506 9528 [ 2 4 7 9 11 13 15 17 20
98 | 9550 9572 9594 9616 9638 | 9661 9683 9705 9727 9750 [ 2 4 7 9 11 13 16 18 20
99 | 9772 9795 9817 9840 9863 | 9886 9908 9931 9954 9977 [ 2 5 7 9 11 14 16 18 20
P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 45 6 7 8 9

Obréazek 1.4: Tabulka dekadicl%gh
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1.3 Logaritmické pravitko

Praktickou implementaci logaritmickych tabulek potom bylo logaritmické (po-
suvné) pravitko. To sestava ze ti{ ¢asti, viz obrazek 1.5. Spodni ¢dst (na obrazku
se stupnicemi D a L) nazyvame pevnou, horni ¢ast (zde se stupnicemi C a CI)
nazyvame Soupdtkem a posuvné okénko nazyvame béhoun s ryskou. Béhoun muze
u lepsich pravitek mit vlastnost lupy, stejné jako je to na obrazku, kde vidime
konfiguraci pravitka pii vypoctu 2 - 3.

Soupétko nastavime jedni¢kou na stupnici C nad dvojku na stupnici D a rysku
béhounu nad trojku na stupnici C. Na stupnici D potom piecteme pod ryskou
béhounu vysledek o hodnoté 6. Samoziejmé, zZe vypocty lze provadét pouze na
¢islech z rozmezi 1 az 10 a proto si musi po¢taf sdém spocitat velikost (fad) vysledku,
pravitko mu fekne pouze cifry vysledku.
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Obrazek 1.5: Logaritmické pravitko pfi vypoctu 2 - 3, zdroj: http://www.
ies-math.com/math/java/misc/slide_rule/slide_rule.html, stazeno dne 4.
3. 2109

Nyni popiseme princip funkcénosti. Zacneme spodni stupnici L, kterd je jedina
linearni. K nasemu vypoctu ji sice vibec nepotiebujeme, hodi se ale k pochopeni.
Udava totiz hodnoty logaritmu ¢isel ze stupnice D. Proto je pod éislem 1 na
stupnici D nula na stupnici L a pod ¢islem 10 je ¢islo 1 atd. Stupnice C a D jsou
logaritmické. To znamenad, ze body na nich jsou od pocatku vzdéaleny logaritmus
své hodnoty. Naptiklad ¢islo 6 na stupnici D ma od pocatku vzdalenost 0,78 =
log 6, coz vidime na stupnici L. Proto je mezi ¢isly 1 a 2 velkd mezera (jejich
logaritmy se hodné 1is{) a mezi 9 a 10 mald mezera. Kdyz posuneme Soupétko tak,
aby stupnice C zac¢inala ve dvojce, vzdalenosti (logaritmy) se sectou a vysledna
vzdalenost ¢isla 3 na stupnici C od pocatku stupnice D (kterd je k precteni na
stupnici L o hodnoté 0,78) je souc¢tem logaritmu ¢isel 2 a 3. Vime, ze ¢isla na
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stupnici D jsou od pocatku vzdaleny o logaritmus své hodnoty. Ve vzdalenosti
0,78 je cislo 6, které je vysledkem. Pravitko tedy aplikuje vzorec log(z - y) =
log(x) 4+ log(y) neboli vzdalenost (logaritmus) soucinu je rovna souc¢tu vzdalenosti
nasobenych cisel.

Pro tplnost, stupnice CI (od slova inverted) je pouze obracend stupnice C, tj.
zacind od pravého konce. Slouzi k hledani prevracenych hodnot ¢isel ze stupnice
C. Na stupnici C vidime ¢islo 5 a k nému opacné cislo 0,2 vidime nad nim na
stupnici CI. Stejné tak, ¢islo opacné k ¢islu 3 na stupnici CI je 0,333, jak muzeme
precist na stupnici C. Kdyz si totiz vybereme hodnotu na stupnici C, naptiklad
3, je ve vzdalenosti logaritmus ti{ od pocatku stupnice C (zleva). To znamend ve
vzdalenosti 1 — log 3 zprava. Protoze je stupnice logaritmickd, hodnoty na udavaji
mocninu deseti, kde exponentem je vzdéalenost od pocatku. Ve vzdalenosti 1 —1log 3
od svého pocéatku na stupnici CI (tentokrat zprava) proto precteme ¢islo

101710g3 — 1010g 10—log 3 — E

3

Zakladni ¢asti logaritmického pravitka tak jsou pevné ¢ast s logaritmickou stupnici
D a soupatko s druhou logaritmickou stupnici C. Ryska béhounu potom slouzi pro
presnéjsi cteni vysledku, zejména pokud plni funkci lupy.

Velka nevyhoda posuvného pravitka je pouze nizkd pfesnost, ktera pii bézném
pouzivani dosahuje 3 az 4 platné ¢islice. Pro vyssi pfesnost je potom tieba zalisto-
vat v logaritmickych tabulkach, které maji presnost napiiklad 14 platnych éislic.
Prace s nimi je vSak mnohem zdlouhavéjsi.

Krétce po Napierové objevu logaritmu napadlo anglicana Williama Oughtreda
sestrojit posuvné pravitko pro zjednoduSeni vypoctu bez listovani v tabulkach.
Predstavil jak linearni, tak kruhovou variantu. Pravitko s béhounem v podobé jako
na obrazku vzniklo v roce 1850. Pravitko bylo béznou vybavou védcu, inzenyru,
fyziku i skoldku jesté ve 20. stoleti. Po nastupu kapesnich kalkuldtoru se pravitka
prakticky vytratila.
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1.4 Vyhody logaritmu

Na ptikladu 1.1.1 jsme vidéli, ze umi-li poc¢tar pracovat s tabulkami, je nékdy mno-
hem lepsi pouzit logaritmy oproti klasickym pocetnim algoritmum. Na vyhody po-
stupu s vyuzitim logaritmu se lze divat z nékolika thlu. Zaprvé, u spousty prikladu
je tento postup rychlejsi. A to zejména tam, kde ¢isla ,nejsou hezka“. Pri hledani
geometrického prumeéru ¢isel 2000 a 800000 je urcité lepsi logaritmy nepouzivat.
Staci vSsak ubrat jednu nulu, a vysledek uz lze vypocitat jen obtizné. Navic jim
je iracionalni cislo, které stejné nemuzeme vycislit presné. V takovém piipadeé je
lepsi séhnout po logaritmech. Za druhy typ vyhody povazujeme to, ze je postup
jednoduchy. Pro napiiklad tfeti odmocniny tak neni potfeba pamatovat si re-
kurentni predpisy, kde v nékolika iteracich umocnujeme a délime mnohaciferna
¢isla. S pouzitim logaritmi vypocet pieménime na jednoduché déleni tiemi. Resit
piiklady pomoci logaritmu je tak jednodussi a rychle se to nauci témeér kazdy.
Zatteti, vypocty s logaritmy jsou myslenkové pohodInéjsi a vyzaduji méné zapisu
na papir, coz vede na mensi pocet chyb vlivem $patného soustiedéni.

Predstavme si, ze chceme vynésobit dvé deseticiferna cisla. I dnes bychom museli
sdhnout po tuzce a papiru (anebo pocitaci), nebot bézné kalkulacky na tolik cifer
nestaci. Standardni algoritmus pro nasobeni dvou ¢isel by vyzadoval minimalné
200 operaci, kde operaci mame na mysli secteni ¢i nasobeni dvou jednocifernych
¢isel. Zacali bychom zapsanim ¢isel pod sebe a nasledné kazdou cifrou spodniho
¢isla vynasobili vSechny cifry horniho ¢isla, coz znamena 100 operaci. Vzniklo by
10 tadku, kazdy s deseti ¢i jedenacti cislicemi. Pro secteni téchto fadka bychom
museli provést alespon 1 +2 + - +94+10+9+ .- +2 4+ 1 = 100 operaci.
Oproti tomu, s tabulkami by se tento tikon redukoval na 10 operaci (sec¢teni dvou
logaritmu) plus hledéni v tabulkéch, coz je rychlejsi a prijemnéjsi postup.

Neni proto divu, ze védeckd komunita prijala logaritmy s obrovskym nadSenim.
Z logaritmu profitoval napiiklad Johannes Kepler (1571-1630), ktery bez nich
pocital orbitu Marsu ¢tyti roky. Vypocitat trajektorie zbylych planet by do konce
zivota ani nestihl. S logaritmy to vsak zvladl za mnohem kratsi dobu. Napsal
dokonce Napierovi dopis, aby mu vyjadiil své diky. Kepler byl zaroven vyznamnym
propagétorem logaritmu v Evropé (Shepory, [13]).

Francouzsky matematik P. S. Laplace (1749 — 1827) prohlasil (Maor, [7]): ,Tim,
ze se zkratila prace, vynalezeni logaritmu zdvojnasobilo zivoty astronomu.*

vvvvvv

ritmu a souvisejici tabulky antilogaritmu. K tomu celé teorie sméfuje, dekadické
tabulky jsou jejim vrcholnym produktem. Tato diplomova prace by klidné mohla
koncit vétou typu: ,A toto byl piibéh, ktery vedl ke vzniku tabulek dekadickych
logaritmu, jez prinesly naprostou revoluci ve vypoctech.” Podobné podstatna
zména nastala az po 350 letech vynélezem kapesniho kalkuldtoru. Nékomu by ale
mohlo vrtat hlavou, pro¢ vlastné logaritmus dekadicky. Copak je ¢islo 10 néjak
vyjimecné?
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Kapitola 2

Pro¢ zrovna deset

Kdyz se laicky zamyslime, v ¢em je logaritmus o zédkladu 10 vyznaény mezi loga-
ritmy o ostatnich zakladech, dojdeme k tomu, ze jediné dekadicky mé tu vlast-
nost, ze rozdil logaritmu ¢isel liSicich se mocninou deseti, napt. 0,00353 a 3530,
je celoc¢iselny. Jinymi slovy, desetinné ¢asti logaritmu jsou stejné pro cisla se stej-
nou posloupnosti platnych ¢islic. Dodejme, ze to plati jen pokud jsou obé cisla
mensi, anebo vé&tsi nez 1. Svym zpusobem to neni nic vyjimeéného, nebot loga-
ritmy o zékladu 7 ¢isel lisicich se ndsobkem sedmi se také lisi celoc¢iselné. Obecné,
tuto vlastnost ma kazdy logaritmus. Jediné u dekadického ji vSak vniméame vyrazné
proto, ze cisla lisici se ndasobkem deseti velice snadno rozezname. Nalézt k danému
¢islu jeho stondsobek ¢i tisicinu je jednoduché — upravime pocet nul ¢i pozici dese-
tinné carky. Oproti tomu nalézt 49nasobek néjakého ¢isla ¢i jeho sedminu, je mno-
logaritmickych tabulek. Nyni se podrobné podivame, proc je jedind rozumna volba
mit tabulky dekadické.

Kdybychom byli ¢erstvé seznameni s vlastnostmi logaritmickych funkci a nasim
ukolem bylo sestrojit tabulky pro usnadnéni vypoctu, jak by tabulky mély vypa-
dat? Jaky zaklad logaritmu bychom si vybrali?

Prvni napad by mohl byt zamyslet se nad rozsahem nejbéznéji pouzivanych ¢isel,
ktery je feknéme 0,00 az 999,99 a vytvorit tabulky, které pro kazdé z téchto ¢isel
uddvaji jeho logaritmus. Obsahovaly by tedy 10° ddajii a mohly by byt klidné
o zadkladu a = 10, zdkladu 7, zakladu e ¢i zdkladu 2. Dokud se nase vypocty
budou drzet v rozmezi 0 az 999,99, na volbé zdkladu vubec nezalezi. Pii potiebé
znat logaritmus ¢isla se prosté jen podivame do tabulky. V minulé kapitole jsme
ukézali, ze takové tabulky jsou zbytecéné obsahlé a lze je o 10% udaju zmensit tim,
ze budou udavat logaritmy jen pro ¢isla z rozmezi napt. 1,0001 az 9,9999. V tu
chvili se zacne ukazovat, ze volit nékteré zédklady je nevhodné.

Dejme tomu, ze potiebujeme zlogaritmovat napiiklad ¢islo z = 12345. Muzeme po-
stupovat tak, ze ¢islo délime néjakym jinym c¢islem, napriklad sedmi, tak dlouho,
dokud se nedostaneme do rozsahu tabulky (1,0001 az 9, 9999). Ctyfikrat vydélenim
¢isla x sedmi ziskame c¢islo 5,1416. V tabulce precteme piislusny logaritmus a
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pricteme k nému ctytikrat log, 7, ¢cimz ziskdme logaritmus ¢isla x. Staci znat hod-
notu log, 7, kterou si muzeme doptedu predpocitat, a jeji hodnota bude soucasti
tabulek. Metoda je jisté funkéni, nicméné velmi nepraktickd, nebot délit éfslem
sedm je velice narocné. To plati pro déleni vSemi ¢isly, az na jednu vyjimku —
¢islo 10. Pro ¢islo mimo rozsah tabulky proto postupujeme tak, ze jej délime ¢i
nasobime deseti dokud se nedostaneme do rozsahu tabulky a k prectenému loga-
ritmu pricteme ¢i odecteme log, 10 tolikrat, kolikrat jsme délili ¢i nasobili. Aby
toto pricitdni bylo co nejsnazsi, je nejvhodnéjsi vybrat a = 10 nebot potom m4
vyraz log, 10 hodnotu 1.

To, ze nasobeni a déleni deseti je trivialni oproti ndsobeni a déleni jinymi ¢isly je
dusledkem toho, ze jsme si zvykli na pouzivani desitkové soustavy. Stejné vlast-
nosti by mélo poc¢itani s ¢islem 7 v soustavé sedmickové. Vynasobeni ¢i vydéleni
daného ¢isla sedmi by odpovidalo pripsani ¢i odebrani nuly na konci anebo posu-
nuti desetinné ¢arky. Logaritmické tabulky by pak v takovém svété byly logicky pro
zaklad sedm. Soustava univerzalné pouzivana napiic¢ celym svétem klidné mohla
byt sedmickovd namisto desitkové, byt by to bylo velice nepraktické. Duvody této
neprakticnosti ukdzeme pozdéji.

Z téchto pohledu jsou kazdopadné vSechny soustavy o zakladu vétsim nez 1 rov-
nocenné. Vsechny maji tu vlastnost, ze ndsobeni a déleni takovym ¢islem, kolik je
zaklad soustavy neboli kolik ma soustava ¢islic, je trivialni. Plyne to ze zpusobu,
jakym v pozi¢nich ¢iselnych soustavach cisla vyjadiujeme. Déle budu dolnim in-
dexem 2z u posloupnosti ¢islic  vyjadrovat to, ze posloupnost x reprezentuje cislo
v soustaveé o zakladu z. Dolni index z tak fikd, jak mame ¢islice(symboly) posloup-
nosti x interpretovat. Neuvedeni dolniho indexu vzdy znamena, ze dana posloup-
nost vyjadiuje ¢islo v soustavé desitkové. To se tykd i samotného zédkladu z, ktery
sam o sobé uz dolni index nema — a tudiz vyjadiuje ¢islo v desitkové soustave.
Pouzivam pojem posloupnost proto, ze se ve zbytku kapitoly budu vyjadiovat jen
o celych ¢islech, u kterych je velikost (fad) ddna délkou posloupnosti ¢islic a neni
treba udavat jesté pozici desetinné ¢arky. Napriklad vyjadieni dekadicky zapsaného
¢isla 12345 v soustavé o zékladu 7 vypadd 506647 = 5-74+0-73+6-72+6-71 +4-7°.
Vidime, ze kdyz dané cislo pfenasobime sedmi, zvednou se vSechny exponenty
o jedna a u koeficientu 79 bude 0. Vysledkem tedy bude sedmickovy zapis 506640,
s pripsanou nulou na konci. To, ze desitkova soustava nam ptipadé nejprirozenéjsi,
je tedy pouze dusledkem toho, ze ji nejvice (prakticky vyhradné) pouzivame.
Vyjimecnou ji v naSem svété deéla jen to, ze jsme si na ni zvykli v globalnim
meéritku.
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2.1 Lidé, Zemé a 10

Pokud jsou ale vSechny c¢iselné soustavy rovnocenné, pro¢ jsme se rozhodli zrovna
pro zaklad 10, tj. vyjadfovat cisla pomoci pravé deseti symbolu?

2.1.1 Prsty

Prvni duvod je jednoduchy a nejspise sehral majoritni roli. Je jim prosty fakt, ze na
rukou mame dohromady deset prstii. Dnes se to muze zdat zvlastni, nebot ¢lovék
bézné prsty k pocitani nepouziva. Evropska spolecnost je vzdélana, umi dobie
pocitat z hlavy a navic mame k dispozici kalkulacky. Kdo by pouzival prsty? Ty
jsou vsak zékladni pomuckou pii pocatcich vyuky poctu u déti. K vyjadieni kazdé
¢islice si postacime s prsty — nemusime mit nic u sebe, zadné ucebni pomucky, neni
tfeba nic psat. Pani ucitelka fekne ,pét“ a roztahne prsty na jedné ruce. Kazdému
je jasné, ze tento pocet se nazyva pét a muze si to sdm vyzkousSet.

Pocitani pomoci prstu pak na ptikladu 4 4+ 3 muze vypadat nasledovné. Dité
na levé ruce natahne naraz vSechny prsty kromé palce dlani smérem k sobé, ne-
bot uz mé zaZito, Ze tyto vztycené prsty symbolizuji ¢tyiku. Nésledné zaroven
s poc¢itanim (jedna, dva, tii) zvedne palec na levé ruce, palec na pravé ruce a
ukazovak na pravé ruce. Vidi vSechny natazené prsty levé ruky a k tomu palec
s ukazovackem na pravé ruce. Pamatuje si, ze toto usporadani prstu na rukou
symbolizuje sedmicku. Kdyby si to nepamatovalo, muze prsty spocitat postupnym
sklapénim, nebot potadi, v jakém jdou é&islice za sebou, si pamatuje bezpecné.
O konkrétnim uspotadani vztycenych prstu potom rozhoduje i anatomie daného
jedince. Pro nékoho je pohodlnéjsi symbolizovat ¢tyfku nikoli vztycenymi prsty
kromeé palce dlani smérem k sobé, ale napiiklad vzty¢enim prstu jedné ruky kromé
malicku, pficemz dlan ptitlaci na desku stolu, ¢imz si malicek pridrzi. (Sedlakova,

[12])

2.1.2 Myslenkové schopnosti

Druhy duvod volby soustavy o zdkladu priblizné deset plyne z toho, jak funguje
nase mysleni. Uvazme dva extrémy. Zaprvé, vyjadiovat ¢isla jednotkovou soustavou
pomoci ¢arek. To je pracné a na nasi droven zbytecné jednoduché. Sice se nejednd
o pozi¢ni ¢iselnou soustavu, dobre ale demonstruje, ze prilis trivialni zpusob zapisu
je nevyhodny. My, lidé, jsme chytrejsi, dokazeme pouzivat efektivneéjsi systém.
Opacny extrém velmi vysoké ¢islo — napiiklad soustava o zakladu 7! = 5040. Kolik
lidi na svété mé takovou myslenkovou kapacitu, trpélivost a motivaci naucit se
pét tisic symbolu, jejich vyznam a efektivné s nimi pracovat? Nemluvé o tom, ze
v takovémto mnozstvi uz by mohl vzniknout problém i s optickym rozeznavanim
jednotlivych symbolu od sebe a symboly by kvuli rozliseni musely byt velice slozité.
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Uvédomme si, ze kazdy pocetni tkon — napiiklad odecteni jednoho c¢isla od
druhého, spoc¢iva na elementarni drovni v tom, ze porovnavame jednotlivé ¢islice
mezi sebou a tyto vysledky zname zpaméti. To, ze 9 bez 5 jsou 4, ze 7 bez 2 je
5, ze 8 bez 4 jsou 4 si pamatujeme z hlavy. Nékdo si takto pamatuje napiiklad i
ze dvé umocnéno na desatou je 1024. Standardni postup u vypoctu rozdilu dvou
¢isel, napriklad 196 bez 54 je, Ze si z hlavy pamatujeme 6 bez 4 jsou dva, 9 bez 5
jsou étyfi a proto je vysledek 142. Podobné pro nasobeni. Cisla si zapiseme pod
sebe a vyuzivame znalosti malé nasobilky kdy souciny hodnot jednotlivych éislic
zname okamzité zpaméti.

Zapamatovat si vSechny soucty, rozdily a souciny pro deset cislic zvladneme
v détském véku. Mala nasobilka v desitkové soustavé obnasi naucit se zpaméti
36 soucinu (dvakrat dva, dvakrat tii,... az devét krat devét). Pro dvandctkovou
soustavu to je 55 netrivialnich souc¢inu, jak muzeme napocitat na obrazku 2.3.
Naucit se malou nasobilku v soustavé o vysokém zakladu, naptiklad 60, to obnasi
znat zpaméti 1711 soucinu. Zapamatovat si tedy vSechny soucty, rozdily a souciny
pro Sedesat ruznych ¢éislic, na to by spousta lidi brzy rezignovala — to radéji pocitat
nebudou, anebo si sami vymysli jednodussi, byt pomalejsi systém.

Deset cislic si zvladne zapamatovat i malé dité, podobné jako 26 symbolu v piipadé
abecedy. Kdyby jich ale bylo vice, spousta lidi by mohla mit problém naucit se
pocitat uz jen proto, ze by se nenaucili vSechny ¢islice. Ptikladem problémovosti vy-
sokého po¢tu symbolu muze byt napriklad to, ze zatimco kazdy snadno rozhodne,
zda mé vyssi pozici symbol ’5” ¢ '9’, ne tak jednoduché je rychle odpovédét, zda
ma vyssi pozici symbol "I ¢i ’O’. Snadnéji se totiz zorientujeme mezi deseti sym-
boly nez mezi dvaceti Sesti. Pfitom kazdy vi, jak jdou pismena abecedy po tradé.
Spousta lidi by si musela abecedu nejprve prefikat (nebo alespon jeji ¢dst) a pak
teprve rozhodnout o spravném poradi danych dvou pismen. V piipadé vysokého
poctu ¢&islic by tak mohla byt situace podobnd, byt je pravda, Ze pismena na rozdil
od ¢islic tak casto neporovnavame.

Je jasné, ze ptilis malo nebo naopak prili§ mnoho symbolu je spatné. Proto musi
existovat néjaky rozumny kompromis mezi tim, vhodny pro lidstvo. Zpusob vy-
jadrovani a pocitani s ¢isly musi byt zaroven dostatecné jednoduchy, aby se jej
naucilo co nejvice lidi (tomu odpovida nizky zdklad), zaroven dostateéné efek-
tivni, aby ndm na secteni polozek nédkupu stacil kousek papiru (vysoky zaklad).
Pocet symbolu ptiblizné 10 tak muze byt urcité optimum mezi celkovym poctem
pouzivanych ¢islic a délkou zapisu c¢isel s ohledem na to, jakd ¢isla potiebujeme
v zivoté pouzivat.

18



2.1.3 Nejlepsi zaklad pro konkrétni pocet

Predstavme si, ze mame néjaké mnozstvi predmeéti a chceme nékomu napsat, kolik
jich je. Dnes k tomuto ucelu pouzivame vyhradné desitkovou ¢iselnou soustavu.
Pro tuto situaci se vyhnu pouziti kterékoliv soustavy a vyjadiim toto ¢islo jinak:
,Vezméme tolik zdravych lidi, kolik mam prstu na rukou i nohou dohromady, a
k tomu navic tolik lidi, kolik mam usi. Vsichni tito lidé necht si sednou za stil a
vylozi na né&j viechny ruce, pficemz ten nejstars{ z nich at na st1l polozi ruku pouze
levou. Pak mame na mysli takovy pocet, kolik je prstu na stole.” Pro nasledné
odstavce budeme tento pocet oznacovat pismenem C. Abych zduraznil, ze mam na
mysli urc¢ité mnozstvi, které je nezavislé na jakékoliv soustavé, budu se o takovém
mnozstvi vyjadiovat slovem pocet, nikoliv slovem ¢islo.

Zit v pravéku, k zapsani poctu C na sténu jeskyné bychom pouzili nepoziéni sou-
stavu unarni a udélali C ¢arek. Ve dvojkové soustavé ma C podobu 110101115,
coz je vyrazné kompaktnéjsi tvar. V soustavé desitkové je tvar jesté kratsi — 215.
V Sestnactkové dostaneme zapis 7314. Vybrat si soustavu o zédkladu 500, pro zapis
C by pak stacil jediny symbol. Jakou soustavu je ale nejlepsi si vybrat?

Tvrzeni 2.1.1. Na zapis celého kladného ¢isla Y potiebujeme v soustavé o zakladu
z > 2 presné |log, Y| + 1 symbolu. Méjme totiz néjaky pocet Y (napiiklad pocet
obyvatel Prahy v 0:00 dnesniho rdna) a ¢iselnou soustavu o zakladu z > 2, kde z je
napiiklad aktudlni pocet kocek v nejblizsi vesnici. Vyjadrenim ¢isla Y v soustave
o zékladu z je tfada symbolu tvaru a,a,_1---ajag, kterd je zkratkou za soucet

Y =a,2" + -+ ap2’, kde ag, -+ ,a, < 2, a; € Ny. Protoze
Zn+1_1
Y§(z—l)z"+'--+(z—1)z0:(2—1)—1:z"H—l,
Z_

tak 2" <Y < 2" Zlogaritmovanim tohoto vyrazu pii zékladu z ziskdme n <
log, Y < n+1, z ¢ehoz vidime, ze n = |log, Y]. A protoze zapis ¢isla je dlouhy
n 4+ 1, je tvrzeni zduvodnéno.

Pro pevné Y € N zna¢me fy(z) =log, Y, z > 1 funkci ptiblizné udavajici pocet
symbolu potiebny k vyjadieni daného Y v soustaveé se zakladem z. Naptiklad pro
Y = 551 vypadd funkce fs51(2) nasledovne:

Pro jiné hodnoty Y > 1 by byl tvar kfivky velmi podobny. Podstatné je, ze pro
vSechna tato Y funkce fy klesa zpocatku velmi prudce a potom velmi pozvolna.
To znamena, ze pokud mame dané Y a hledame takové z, ze je soustava o zakladu
z vhodna pro vyjadieni ¢isla Y, ma smysl vybirat idealné v okoli tohoto prechodu
miry klesani. Pokud totiz vybereme z prilis malé, budeme mit sice malo symbolu
na zapamatovani (z), zapis ¢isla Y vsak bude velmi dlouhy (fy(z)). Drobné zvyseni
z — piidani par symbolu do soustavy navic potom pfinese vyraznou usporu v délce
zapisu c¢isla Y. Naopak, pokud vybereme zaklad z prilis velky, tj. z oblasti, kde
funkce fy klesa uz jen pozvolna, budeme mit soustavu o spousté symbolu, pricemz
snizenim poctu téchto symbolu nezvysime vyrazné délku zapisu cisla Y a tudiz se
vyplati vybrat mensi z.
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Obrazek 2.1: Graf funkce fs51(2)

Vypoctem dle tvrzeni 2.1.1 ¢ pohledem na graf 2.1 zjistime, Ze na zapis cisla
Y = 551 v soustavé o zékladu 23 potfebujeme |logys 551 + 1 = 3 symboly. Zépis
by mél podobu 10Ms3, kde pismeno ,M* reprezentuje hodnotu 22 — jako bychom
prirozené rozsitili symboly znamé Sestnactkové soustavy o dalsi pismena abecedy.
Zéklad 23 je z oblasti, kde funkce f55; klesa uz jen pozvolna. Vybérem mensiho
zakladu, napiiklad z = 10, uSetiime pocet symbolti o vice nez polovinu a zaroven
se nezvysi pocet symboli potfebny k zapisu ¢isla Y. Jesté pti volbé z = 9 bychom
si stale vystacili se zapisem délky 3, pricemz ten by mél podobu 671y.

Abychom pojmy uchopili exaktné, prudkym poklesem funkce fy(z) na néjakém
intervalu mame na mysli to, ze jeji derivace je mensi nez —1. Pro vétsi hodnoty
derivace nez —1 potom hovotime o poklesu pozvolném. Jest

In Y)’_ In Y

In z

fr'(z) = (log,Y) = (

21n® 2

Nasim cilem je vybrat soustavu vhodnou pro lidstvo, ktera nema ptilis velky pocet
symbolu a zaroven dokaze bézné potiebna cisla vyjadrit dostatecné kompaktneé.
Pro vyjadreni konkrétniho cisla Y néas tedy zajima, kde nastava prechod mezi
prudkym a pozvolnym poklesem, nebot dle argumentt v odstavci vyse je takovy
vybér vyhodny. Hleddme tedy zéklad z, pro ktery plati fy'(z) = —1 neboli

InY = 21n?2.

Pro malé Y = 2 m4 tato rovnice feseni piiblizné z = 2. Pro velké Y = 10'3
mé feseni piiblizné 2 = 7. Pro obrovské Y = 10% m4 feseni piiblizné »z = 23.
V pripadé Y = 551 mé uvedend rovnice feseni priblizné v bodé z = 4. Kofen
v bodé piiblizné z = 10 m4 tato rovnice pro ¢&isla 10%' az 1025,
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Neni mozné vybrat zdklad soustavy optimalni pro vsechna cisla. Muzeme se ale
zamyslet nad tim, jaka ¢isla pouzivame v bézném zivoté a z toho odvodit, jaka
soustava by byla vhodna pro vyjadirovani této do jisté miry omezené skupiny ¢isel.

Cisla z bézného zivota, a to zejména z doby, kdy vznikaly systémy zépisu, rozhodné
nejsou astronomickd. Vétsina idaju, se kterymi se setkavame — pocty lidi ve meéste,
slepic v kurniku, pytlu pSenice na fure, ovel ve stadé, minci v pokladné ¢i obcéanu
kralovstvi, jsou v radech desitek, stovek az desetitisicu. Soustava s deseti symboly
je pro nas tedy vice nez dostateéna a zvySovani po¢tu symboli nepfinese na nami
pouzivanych c¢islech prakticky zadnou usporu. Pét symbolt by bylo prilis malo a
kdyz mame na rukou 10 prsti, muzeme vymyslet poc¢itani pomoci deseti symbolii.

Kdyz se zamyslime, s jakymi ¢isly nejbéznéji pracujeme dnes, bude to nejspise
scitani vydaju za nakupy, prerozdéleni vyplaty, vyse vynosu z investice ¢i souhrnné
prijmy za dané obdobi. To jsou ¢isla fadové tisicu, desetitisicu. Védci a prvnacei,
pracujici s ¢isly delsimi ¢i naopak kratsimi, tvori jen minoritni ¢ast populace.

To, ze bézné pracujeme pouze s pocty v radu nejvyse tisicu zfejmé souvisi s tim,
jaké pocty jsme schopni vnimat, predstavit si a efektivné pouzivat. To se odviji od
moznosti naseho mozku a zaroven od zpusobu, kterym zijeme. Vétsinou, pokud je
néceho tisic ¢ tisic jedna, tak tento rozdil nehraje roli. Méfeni teploty vzduchu,
hmotnosti nakupovaného masa, rozmér pozemku, u téchto veli¢in z bézného zivota
nezkoumame detailnéjsi rozdil, nez ktery je postihnut tadové v tisicich. Tomu
odpovida i typické clenéni jednotek po tisici — gram — kilogram, metr — kilometr atd.
Kdyz chceme mluvit o vzdalenosti mezi dvéma mésty v ramci statu, nevyjadiujeme
se v presnosti na metry. Stredni vzdalenost Zemé a Mésice udavame hodnotou do
tisice (384 tis. km), stejné tak vzdalenost Zemé od Slunce (150 mil. km). Ve vétsiné
zivotnich situaci si vystacime s ¢isly do tisice a nema v nich smysl zkoumat detaily
zachycené v ¢islech vicecifernych.

Nas druh mé tu vlastnost, ze pokud mame na stole ¢tyfi a méné predmétu,
dokazeme na prvni pohled tici, kolik jich je. Je-li jich vice, musime je myslenkové
rozdeélit na mens§i skupiny, piipadné spocitat. A to jesté casto s pouzitim uka-
zovacku. Teoreticky by nas mozek mohl fungovat jako u nékterych osob s autismem
a na prvni pohled vidét pfesné pocty i v fadu stovek.

V Zivoté mame cas spocitat déti ve skupiné ¢i baliky slamy ve stodole, uz ale
nepocitame stromy v lese, divaky na koncerté ¢i zrna na fure. Vzhledem k nasim
myslenkovym a fyzickym schopnostem by to zabralo pfilis mnoho ¢asu a vzhledem
k nasemu zpusobu zivota by to bylo nepotiebné a zbyteéné. Proto dané mnozstvi
vyjadifujeme jinou jednotkou — objemem ¢i hmotnosti s hodnotou opét z bézné
pouzivaného rozsahu (cca tisice). Mit nase smysly mély takovy vykon, ze spocitdme
hvézdy na obloze ¢i ptaky v hejné tak rychle jako pocet osob u stolu a prirozené
bychom tak pracovali s mnohem vétsimi ¢isly, nejspiSe bychom si vybrali vyssi
zéklad soustavy. Naopak, nachazet se vyvojové v dobé, kdy jsme rozlisovali pouze
nékolik mélo mnozstvi — zadny, jeden, par a mnoho, vystacila by nam bohaté se
soustavou o zakladu 4 bez nekombinovéani éslic. Ze jsme si jako lidstvo vybrali
zéaklad priblizné 10 tak je v zasadé dusledkem evoluce a prostiedi, v némz zijeme.
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2.2 Dvanactkova soustava

Uvazme jednoduse predstavitelnou situaci, kdy se v prubéhu evoluce ptihodilo par
nahodnych mutaci jinak a ptiroda nas obdarila Sesti prsty po jedné ruce namisto
péti. Svét by klidné mohl fungovat tak, jak jej zname dnes. Jedna véc by vSak byla
jisté jinak — univerzalné pouzivand soustava napii¢ kontinenty by méla namisto
deseti zaklad z = 12.

2.2.1 Vlastnosti dobré ciselné soustavy

S poznatky, které mame o Cislech dnes, se muzeme zamyslet nad tim, jaka soustava
by byla pro pocitani nejvhodné;jsi.

Dobra ciselnad soustava nemad piilis mnoho symbola (Eislic). Z nékterych
diuvodu uvedenych nize by se jako vhodnd soustava mohla jevit hexadecimalni (o
zakladu z = 60). Ta mé ale symbolu ptilis mnoho a spousta lidi by se kvuli tomu
ani nenaucila pocitat. Nejvyhodnéjsi z hlediska poctu symbolu je soustava unarni,
pifpadné bindrni. Ty vsak uz dalsi pifnosné vyhody nemaji. Reknéme, ze vhodny
pocet symbolu je priblizné do dvaceti.

Dobra ciselna soustava vyjadiuje bézné pocty kratce. Zde prohrava sou-
stava dvojkova, nebot uz pocet tisic v ni ma nepiijemné dlouhy tvar 1111101000.
Reknéme, ze z tohoto diuvodu je vhodny pocet symboli soustavy alespon pét.
Napriklad hexadecimalni soustava by ¢isla zapisovala velice usporné, je ale vy-
louc¢ena dle prvniho pozadavku.

Dobry zaklad soustavy ma spoustu uzitecnych déliteli. Z ptredchozich
podminek mame rozsah zakladu pét az dvacet, ze kterého bychom si radi vy-
brali ten nejlepsi. Vétsina ¢isel z tohoto rozsahu ale nema mnoho déliteliu. Vy-
soky pocet délitelu zakladu soustavy je vhodny pro jednoduché nauceni nasobilky;,
snadné urcovani délitelnosti a pro kratké vyjadiovani ¢isel necelych. Rovnou
vyfadime lich4 &fsla, nebot pii pouziti soustavy o lichém zdkladu bychom ani ne-
byli schopni trividlné urcit, zda je ¢islo sudé (museli bychom precist cely zapis ¢isla
a spocitat, zda pocet lichych cifer je lichy anebo sudy). Jak souvisi pohodlné déleni
s prvociselnym rozkladem zakladu z muzeme vidét v desitkové soustavé — délenim
celého ¢isla dvéma, péti ¢i jejich nasobky vzdy ziskame ¢islo s ukon¢enym zapisem.
Pti déleni ¢isly, které ve svém rozkladu obsahuji i jind prvocisla, uz ale dostaneme
vysledky s periodou. Proto je zadouci vysoky pocet prvociselnych délitelu. Navic,
pokud délime celé ¢islo délitelem zékladu z, bude mit vysledek nejvyse jedno dese-
tinné misto. Hodilo by se tedy, aby byl zdklad soustavy délitelny tifemi, nebot na
tii casti rozdélujeme velice casto. Tim nam zustavaji ¢isla 6, 12 a 18. V pripadé,
ze chceme pohodlné délit jesté ¢tyimi, jedina volba je zédklad 12. Navic, dvanactka
ma jesté k tomu délitele 6, ¢cimz ziskava nejvice délitelu z téchto tii cisel.
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Obecné, pokud vezmeme ¢isla od 5 do 20 a spocitdme pomér poctu vlastnich
delitelu ku velikosti ¢isla, nejlepsi hodnotu % maji ¢isla 6 a 12. Podstatné je, z ko-
lika a jakych prvocisel je zaklad slozen. Pokud pozadujeme prvocisla alespon tii,
muzeme v rozmezi 5 az 20 ziskat ¢isla 8 =2-2-2,12=2-2-3,16=2-2-2-2
,18 =2-3-3,20 = 2-2-5. Protoze chceme tézit z vyhod délenim i jinymi prvocisly
nez 2, zustavaji zaklady 12, 18, 20. Ten posledni vyiadime, nebot radéji chceme
pohodlné délit tfemi, nez péti. Idealni by bylo mit zdklad soustavy s déliteli 2,
31 5 ale nejmensi takové cislo je 30, které nevyhovuje dle prvniho pozadavku a
navic tento zaklad neni ani délitelny ¢tyimi. Jediny protikandidat dvanéctky je tak
zaklad osmnact. Dvanactkova soustava ma vsak podstatné méné symbolu. Navic,
nasobime a délime ¢tyfmi mnohem c¢astéji, nez deviti. Tyto dva argumenty tak
jasné hovoii pro dvanactku.

Dobra ¢iselna soustava je lidska. Z tohoto pohledu nejlépe prochazi soustava
pétkova, eventudlné desitkova diky poctu prstu. A i kdyz se tento argument muze
zdét z predeslych nejméné podstatny, ziejmé byl v minulosti rozhodujici. Nicméné,
dvanactkova soustava je na tom také dobre — stac¢i namisto deseti prstu obou rukou
pouzit dvanact ¢lanku prstu ruky jedné a k poéitani nepouzivat vztyceni prstu ze
seviené dlané jako u desitkové soustavy, ale tukdni na jednotlivé ¢élanky pomoci
jediné ruky. Timto zpusobem nejspis v minulosti obchodnici poéitali kopy (60 ks
neboli pét tuct). Stacilo za kazdy predmeét po fadé fuknout palcem na dalsi ¢lanek
prstu jedné ruky a za kazdych dvanact ¢lanku (tucet) zdvihnout prst na druhé ruce.
Ve chvili, kdy je zvednuto vSech pét prstu, napocitali jsme kopu a vubec k tomu
nepotiebujeme znat néjaké cislice.

2.2.2 Vyhody pro délitelnost a nasobilku

Nyni se podrobnéji podivame na vyhody dvandctkové soustavy neboli vyhody
toho, ze zéklad soustavy ma vysoky pocet délitelu. Cislice (symboly) této soustavy
oznac¢me napiiklad

1,2, 3, 4,5 6,7 8,9, A, B.

Vsechny hezké vlastnosti, které v desitkové soustave plati pro desitku vyjadienou
v desitkové soustave 10, by ve dvanactkové soustave platily pro ¢islo dvanact, které
je ve dvanactkové soustavé vyjadieno také 10,9, nebot 10,5 = 1121 +0-12° = 12
(viz tvrzeni 2.1.1). Cislo zapsané ve dvandctkové soustavé tvaru a, - - - ag vyjadiuje
soucet a,12" + --- + ag12°. Pro urceni délitelnosti ¢isly 2, 3, 4, 6 a 12 proto staci
podivat se pouze na posledni cislici ag, coz je velka vyhoda.

Porovnanim tabulek 2.2 a 2.3 vidime vyhody soustavy dvandactkové, které jsou
dusledkem vysokého poctu délitelu. Mald nasobilka je ve dvandctkové soustavé
tézsi pouze pro néasobky péti. Pro nasobky sedmi a jedendacti stejné néarocna,
pricemz pro nasobky ostatnich cisel je jednodussi. Néasobilka je sikovna nejen pro
rychlé pocitani (po dvou, po tfech) ale i pro urcovani délitelnosti.
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1121314 (5|67, 8|9]10
21416 |8 1012|1416 |18 |20
3169 1215|1821 |24|27 |30
4 18 |12 11620 |24 |28 (32|36 |40
5 (10115120 25|30 |35|40 |45 |50
6 |12 |18 24|30 |36 |42 | 48 | 54 | 60
7114121283542 (49|56 |63 |70
8 (161243240 | 48 |56 | 64 | 72 | 80
9 |18 2736|4554 |63 | 72|81 |90
10 1 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Obrézek 2.2: Mald nasobilka v desitkové soustavé

112314 6| 7189 A|B]|10
21416 |8 |A|10/12]14 16|18 |1A]20
31619 |10[13]16{19 |20 |23]26 29|30
4 8 | 10|14 18|20 |24 |28 |30 |34 | 38|40
5 A | 13]18 (21|26 |2B|34 39|42 |47 |50
6 |10 |16 |20 |26 | 30|36 |40 |46 |50 | 56 | 60
7 112]119(24 2B |36 |41 |48 |53 |5A| 65| 70
8 | 14|20 |28 |34 |40 |48 |54 |60 |68 | 74|80
9 116 |23{30(39]46|53]60|69 |76 |83|90
A | 1826|3442 |50 |5A |68 |76 |84 |92 A0
B |1A[29 |38 47|56 |65 | 74|83 |92 |A1|B0
10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | AO | BO | 100

Obrazek 2.3: Mald nasobilka ve dvanactkové soustavé
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Pro nasobky dvou, je situace u obou soustav stejna. V pripadé nasobku ti{
u desitkové soustavy je kazdy prvek posloupnosti unikétni a proto se ji budto
musime naucit nazpamét, anebo vzdy éislo tii pficist. Prvni ndsobky v pifpadé
soustavy dvanactkové jsou 3, 6, 9, 10 a tak dale. Nasobilka tii je tak v této soustaveée
o poznani jednodussi. Pro urceni délitelnosti pak nemusime scitat cislice, staci se
jen podivat na ¢islici posledni. Podobn4 situace je u nésobilky ¢tyt. U desitkové
soustavy se opakuje vzor 4, 8, 12, 16, 20, u dvanactkové soustavy mame 4, 8, 10,
coz je mnohem jednodussi. Vyrazné hute vychéazi z hlediska nésobilky soustava
dvandctkovd u pétky, nebot ta neni délitelem dvandctky, neopakuje se zadny vzor.
V nasobcich Sesti pak vyhrava soustava dvanactkové, kde se opakuje vzor 6, 10
podobné jako nasobky péti v soustavé desitkové. Kvuli trojce, ktera neni délitelem
18, 24, 30. V pripadé prvocisla 7 jsou soustavy rovnocenné. Co se tyce osmicky,
opét vitézi dvanactkova, kde se opakuje vzor 8, 14, 20. V desitkové soustaveé je
to 8, 16, 24, 32, 40. Délitelnost osmi tak ve dvanactkové soustavé snadno urcime
podle toho, zda posledni dvojéisli je délitelné osmi. U devitky opét vitézi soustava
dvanactkova, kde se opakuje 9, 16, 23, 30 a k urceni délitelnosti deviti staci, aby
posledni dvojcisli bylo délitelné deviti.

2.2.3 Vyhody pro zapis cisel necelych

Dalsi vyznamnd vyhoda je v zapisu necelo¢iselnych hodnot. V desitkové soustavée
k tomu pouzivdme bud’to zlomky — napiiklad © ~ 3%, anebo desetinnou c¢arku
(pripadné tecku, zalezi na konkrétni zemi) k oddéleni celé a necelé ¢ésti ¢isla
tj. m =~ 3,14. Zobecnénim desetinné ¢arky na vSechny ¢iselné soustavy je fadova
carka, pro kterou se nékdy pouzivaji specidlni nazvy jako desetinna ¢arka v piipadé
desitkové soustavy ¢i binarni ¢arka v ptipadé soustavy dvojkové. U dvanactkové
soustavy specidlni nazev (kterym by dle analogie mohl byt dvandctkova ¢érka ¢i
dvandctinné ¢drka) pouzivat nebudeme.

Z4apis s Tadovou carkou typu 0, 123 chapany jako ¢islo desitkové soustavy vyjadiuje
soucet %o + % + %. Stejny zapis chapany jako cislo v dvanactkové soustaveée

vyjadiuje také soucet 0,123, = 110—1122 + % + 13123, ktery v desitkové soustave

¢ 1 2 3
vypada 35 + 337 + 153

Pokud tedy chceme ve dvanactkové soustavé vyjadrit napiiklad podil celku, ktery

maji dostat dvé osoby ze tif, napiSeme 2 = & = 812 — (0 8,,. Ve dvanactkové
11 2

3 12 7 1012
soustavé tak dokdzeme vSech pét nejbéznéjsich a nejjednodussich zlomku 3, 3, 3,

%, % vyjadrit konecnymi zapisy s fadovou ¢arkou 0, 612, 0,412, 0,812, 0, 312, 0, 915.
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Na obrazku 2.4 béznych zlomku muzeme vidét, ze u dvanactkové soustavy mame
celkem 24 periodickych vyjadieni, u desitkové soustavy to je 30. Ve ¢trnécti
pripadech je zapis periodicky v desitkové i dvanactkové soustavé zaroven, pricemz
v deseti z téchto pripadu je dvanactkovy zapis kratsi, v téch zbylych jsou zapisy
dlouhé stejné. Pétiny, sedminy, desetiny a jedenactiny maji periodicky zapis v sou-
stavé dvanactkové. Tretiny, Sestiny, sedminy, devitiny, jedendctiny a dvanactiny
v soustavé desitkové. V Sesti (1 a 0 nepocitdme) pripadech (osminy, ¢tvrtiny a polo-
vina) je zapis ukonceny v obou soustavach, pficemz ve vech az na % je dvanactkovy
zapis kratsi, coz je dusledkem toho, ze ctytka je délitelem dvandctky. Zapisovani
nejbéznéjsich zlomku pomoci fadové carky je tedy ve dvanactkové soustave jed-
nodussi.

10 12 10 12 10 12

0/ 0 0 /11 0.36 0.4 J10 07 0, 84972
/1, 0,83 0,1 /s 0,375 0,46 5/7 0714285 0.86A351
/11 0.09 0.1 2[5 0,4 0.4972 /1 072 0.8

/10 0,1 0, 12497 °/12 0,416 0,5 3/, 0,75 0,9

e 01 0,14 /7 0.428571 0.518A3 "o 07 0,94
1/ 0,125 0,16 Yy 04 0, 54 4/.0,8 0.9794
'/ 0.142857 0.18A35 °/i1 045 0.5 °/11 081 0.9

/e 0,16 0,2 '/, 0,5 0,6 5/6 0,83  0.A
/u 018 02 /1 054 06 6/; 0.857142 0.A35186
/5 0,2 0.2497 /o 05 0,68 /s 0,875 0.A6
2/y 032 0,28 4/ 0571428 0.6A3518  °/9 038 0.A8
1/, 0,25 0,3 "/12 0,583 0,7 /10 0,9 0.A9724
3/11 0.27 0.3 3/5 0,6 0.7249 10/11 0.90 0.A

/7 0.285714 0.35186A  °/s 0,625 0,76 /50916 0B
3/10 0,3 0, 37249 "/11 0.63 0.7 Yol 1

1/3 0.3 0,4 2/3 0.6 0,8

Obrazek 2.4: Vyjadieni béznych zlomku v desitkové a dvanactkové soustave

2.2.4 Dalsi vlastnosti ¢isla 12

Dvanact je nejmensi ¢islo se ¢tyimi vliastnimi déliteli. Vice vlastnich délitelu méa az
24. Dvanéct je nejmensi ¢islo, které ma za délitele vsechna ¢isla od 1 do 4. Dvanéct
je nejmensi abundantni ¢islo, coz znamend, ze soucet vSech jeho délitelu je veétsi,
nez jeho dvojnasobek. Pro dvandctku tak mame 14+2+3+4+6+ 12 =26 > 24.
Dalsi abundantni ¢islo je 18. Dvandct je vysoce kompozitni ¢islo, nebot méa vice
delitelu, nez jakékoliv mensi ¢islo. Dalsi vysoce kompozitni ¢islo je az 60. Dalo by
se Tici, ze tyto vlastnosti zjednodusené tikaji, ze na to, jak je ¢islo 12 malé, ma
hodné dobré vlastnosti co se tyce délitelnosti a proto se hodi jako zaklad ciselné
soustavy. Zaklady s lepsimi vlastnostmi, napiiklad tfemi ruznymi prvociselnymi
deéliteli, jsou potom pro lidskou matematiku moc velké.
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To, ze dvanactkova soustava zapisuje velka ¢isla nepatrné uspornéji, napiiklad
1584 = B00;; nepovazujeme za piili§ velkou velkou vyhodu, nebot velks ¢isla
stejné moc nepouzivame a pripadu, kdy je dvanactkovy zapis kratsi neni tolik,
rozhodné to ale je dalsi argument pro soustavu dvanactkovou.

I kdyz se pres své zjevné vyhody dvandctkova soustava neujala, z historie civili-
zaci nékteré naznaky dvanactkové soustavy zustaly dodnes. Podobné jako mame
v desftkové soustavé ndzvy nésobki deset pro 10!, sto pro 10% & tisic pro 103,
v pifpadé dvandctkové soustavy mame tucet (dozen) pro 12!, veletucet neboli gros
(gross) pro 122 a velky gro§ (great gross) pro 123. Pro vyjadieni délek pouzivand
stopa (foot) mé dvanéct palcu (inches). Germénské jazyky maji specidlni ndzvy
nejen pro c¢isla 0 az 10, ale i pro 11 a 12 — naptiklad v anglictiné to je eleven a
twelve. Plny thel 360° je snadno délitelny na 12 stejnych dili. Rano i odpoledne
délime na dvanact hodin. Roli v pouzivani dvanactkové soustavy mohlo sehrat i
to, ze béhem doby, kdy Zemé obleti kolem Slunce se vystiidd 12 cyklu Mésice a
zvérokruh (mysleny pas +8° na nebeské sféfe symetricky podél ekliptiky), v némz
se ze zemského pohledu pohybuji vSechny planety Slunecni soustavy, je rozdélen
na 12 stejnych obdélnikovych dilu, takzvanych zvitetnikovych znameni.

Pravdou je, ze i kdyz nam dnes dvanactkova soustava pripada na prvni pohled
slozitd a neprakticka, pocitat v ni odmala jako v desitkové, ovladali bychom ji
stejné obratné. K tomu bychom navic méli jednodussi poc¢itani. Pro matematiku
jako takovou — napiiklad platnosti tvrzeni o prvocislech by zména soustavy nehrala
zéddnou roli. Rozdil by byl primarné v kazdodenni matematice bézného obcana.
Napftiklad tim, ze ,dvanactitikorunu®, 1épe feceno ,desetikorunu ve dvanéctkovém
svéte” — gros, ktery by na sobé nesl symbol 10 by si mohli pomoci minci mensi
hodnoty presné rozdélit nejen dva, ale i tii nebo ¢tyti kamaradi. To u zadné mince
ze svéta desitkovych platidel neptripada v ivahu.

Kdybychom Zili ve svété s dvanacti prsty na rukou, pouzivali dvanactkovou sou-
stavu a nékdo prisel s napadem prejit na desitkovou, nikdo by ho neposlou-
chal a sklidil by posmeéch ¢i nepochopeni. Nemél by v ruce zadny argument,
proc je desitkova soustava lepsi. Kdyby se lidské civilizace vyvijely oddélené na
nékolika mistech a neovliviiovaly se, moznd by nékteré z nich pouzivaly soustavu
dvanactkovou. Lingvista Glendon Lean stravil 20 let cestovanim v oblasti Papui
Nové Guinei. Na ruznych ostrovech se setkal s kmeny pouzivajicimi zaklad 6 ¢
zéklad 15 (Haran, [6]). V Americe je dokonce aktivni uskupeni matematiku Doze-
nal Society of America (DSA) sdruzujici ty, ktefi prakticky pouzivaji dvandctkovou
soustavu a jsou presvédceni, ze by ji mélo lidstvo pouzivat namisto desitkové. Na-
vrhuji symboliku (&islice) pro pocty 10 a 11 (¢ a €) s vyslovnosti ,dek* a el a
navrhy jak prechod zajistit (napiiklad zac¢it u platidel).
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Kapitola 3

Vznik logaritmu

Neméame informace o tom, jak Napier prvné narazil na myslenku vedouci k lo-
garitmum. Néco jako Newtonovo jablko ¢éi Archimedes ve vané v tomto pripadé
chybi. Uvedu vsak dva tehdy obecné znamé principy, které nejspis Napiera navedly
na myslenku logaritmu. Prvnim z nich je zjednoduseni nasobeni pomoci goniome-
trickych vzorcu a druhym je souvislost aritmetické a geometrické posloupnosti.

3.1 ZjednodusSeni nasobeni pomoci goniomet-
rickych funkci

Vime, ze Napier ovladal trigonometrii a znal vzorecek

cos(A — B) + cos(A + B)
2

cosA-cosB =

a jemu podobné, které se v anglicky psané literatufe souhrnné oznacuji pojmem
prosthaphaeretic rules od spojeni feckych slov prosthesis (soucet) a aphaere-
sis (rozdil) (Clark a Montelle, [3]). Vzorecek muzeme pouzit pro zjednoduseni
nasobeni tim, ze jej prevedeme na s¢itani a hledani v tabulce.

Priklad 3.1.1. Uvazme cisla 105 a 720, ktera chceme vynasobit. Obé cisla délime
deseti, dokud nejsou funkéni hodnotou kosinu, tzn. z intervalu (0,1). V tabulce
hodnot trigonometrickych funkeci nalezneme ihly A = 84° a B = 44°, pro které
cos A = 0,105 a cos B = 0,72. V tabulkéch déle najdeme, ze cos(A—B) = cos40 =
0,766 a cos(A+ B) = cos 128 = —0,616. Sectenim téchto ¢isel a vydélenim dvéma
ziskame 0, 075. Protoze na zacatku jsme délili deseti dohromady celkem Sestkrat,
musime desetinnou ¢arku posunout o Sest mist doprava. Vysledek je tedy 75000 a
od presné hodnoty soucinu 75600 se lisi o necelé procento.
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3.2 Metoda ¢tvrtin ¢tvercu

Pro kompletnost uvedu i tento postup zjednodusujici nasobeni, ktery vsak v lite-
rature se vznikem logaritmu spojovan neni. Nazveme jej metoda ¢tvrtin ¢tvercu
(viz Wikipedia, heslo Quarter square multiplication). Jedna se o velice starou me-
todu, znamou uz babylonskym matematikum 2000 let pred Kristem. Jde o vzorecek

) | S 24— 02— 20y 4 02) =

Ctvrtiny druhych mocnin ¢éfsel si mizeme piedpoéitat do tabulky:

nolol1|2|3[45/6|7|8|9 10/11|12[13[14]15]16/[17]18
n2/4]1 00| 1]2]4]|6]|912/16[20(25(30|36|42(49|56|64 72|81

Obrazek 3.1: Tabulka pro metodu ¢tvrtin ¢tvercu

Priiklad 3.2.1. Napriiklad souc¢in 7-9 pak uréime nasledovné. Soucet a rozdil téchto
¢isel jsou 16 a 2. Jim dle tabulky ptislusi ¢isla 64 a 1. Od prvniho odec¢teme druhé
a ziskdame spravny vysledek 63.

Matematici véetné Napiera tedy védéli, ze existuji zpusoby, kterymi lze nékteré
v tabulkdch. Diive se k tomu pouzivaly vzorecky (identity) trigonometrické,
piipadné tabulky mocnin ¢tvercli, od Napierovych objevi potom tabulky loga-
ritmické. Svym zpusobem se tak situace prilis nelisi. V pripadé trigonometrickych
vzorecku, ¢tvrtin ¢tvercu i logaritmu se jednd o stejné schéma — se zadanymi ¢isly
provést jednoduchou operaci (secist, vydeélit deseti), vysledek nalézt v tabulce,
provést jednoduchou operaci (s¢itani, déleni malym ¢islem), opét hledat v ta-
bulce a posunout desetinnou ¢arku. Zminénymi dvéma metodami si pomuzeme
pii nasobeni dlouhych éisel. Co ale déleni, odmocnovani ¢i umocnovani? S ta-
kovymi operacemi si na rozdil od zminénych dvou metod poradi uz jen logaritmy.
Rozdil je tedy v tom, ze logaritmy piinasi spoustu dalsich vyhod, méné prace a
jesté vyssi jednoduchost.
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3.3 Aritmeticka a geometricka posloupnost

Tehdejsim matematikim byla dobfe zndma souvislost geometrické posloupnosti
napi. 2,4,8,16,... a aritmetické posloupnosti 1,2,3,4,5,.... Védeéli, ze pokud
vynasobi libovolné dva ¢leny posloupnosti 1,q,¢?, ..., napiiklad Sesty a devaty,
vysledek bude stejny, jako kdyby secetli odpovidajici ¢leny posloupnosti 1,2, 3, ...
tj. Sest a devét a nahlédli na patnactou pozici v posloupnosti geometrické. Pokud si
napiseme tyto posloupnosti pod sebe, ziskame jednoduchou logaritmickou tabulku,
kterd ovsem funguje pouze pro prvky geometrické posloupnosti (mocniny ¢).

Analogicky to funguje i pro déleni, kde se indexy(exponenty) odecitaji. Tam vsak
narazime na problém v pripadé, ze citatel je mensi nez jmenovatel. Tedy pokud
se snazime napiiklad délit ¢islo paté cislem osmym. Po odecteni indexu ziskame
zaporné cislo. Nabizi se snadné feSeni rozsitit uvedené posloupnosti na opacénou
stranu. Obecné, pro dané ¢ mame geometrickou posloupnost

L =14,

NN N
jiz odpovida aritmetickd posloupnost
., —=3,-2,-1,0,1,2,3, ...

Podstatna negativni vlastnost této posloupnosti je, ze postupem ftidne, tj. prvky
jsou vice vzdélené.

n -3|1-2/-1101]2]3 |45 |6 | 7[8]9]10]11]12
27 1/811/411/21 1 | 2 | 4 | 8 [ 16 | 32 | 64 |128[256 | 512 [1024/2048]4096

Obrazek 3.2: Aritmeticka a geometrickd posloupnost pro ¢ = 2

Pro vypocet napiiklad 256/2048 sta¢i nahlédnout do takovéto tabulky, zjistit ze
¢lenu 256 geometrické posloupnosti odpovida clen aritmetické posloupnosti 8 a
¢islu 2048 odpovida 11. Odectenim exponentu ziskame —3 a z tabulky zjistime, ze
této hodnoté odpovida ¢islo 1/8 = 0,125, coz je vysledek ziskany mnohem rych-
leji nez mechanickym vypoctem. Na vztahy téchto posloupnosti poprvé literarné
poukazal v roce 1544 némecky matematik Michael Stifel (1487-1567) v dile Ari-
thmetica integra (Maor, [7]) a lze jej tak povazovat za tviurce prvni logaritmické
tabulky:.

Radi bychom vlastnosti, které plati pro prvky téchto posloupnosti, aplikovali i na
ostatni ¢isla (nejen mocniny ¢). Problém je pravé v tom, Ze tabulka 3.2 nam je
k nicemu kdyz chceme vypocitat podil 333/2664. Nedalo by se tedy toto schéma,
tato myslenka néjak rozsitit? Tj. zahustit tabulku, aby vztahy fungujici pro obé
posloupnosti bylo mozné aplikovat na libovolna ¢isla? Nabizeji se dva zpusoby,
kterymi toho docilit.
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3.3.1 Necelociselné exponenty

Tim prvnim je pouziti obecnych exponentu. Seznam logaritmovanych ¢&isel
(puvodné geometrickd posloupnost) bychom tak mohli mit odstupnovany
napiiklad po jedné ¢i po 0,1 apod, piislusny seznam logaritmu (ptuvodné arit-
metickd posloupnost) by pak tvorila neceld ¢isla. Samoziejmé by se tim rozbila
geometric¢nost a aritmeticnost, princip pouzivani by vSak zustal stejny a bylo by
mozné logaritmovat mnohem vice ¢isel. Tato varianta nepripadala v iivahu zejména
proto, ze neexistovala exponencialni notace typu a” a matematici ani o exponen-
tech neuvazovali, nepocitali s nimi. Mocniny nizkych faddt byly bézné, nebot se
objevovaly v geometrii, naptiklad vztah tuhlopficky a hrany krychle. S obecnymi
neceloc¢iselnymi, ¢i mocninami ale tehdejsi matematika nepocitala.

7 dnesniho pohledu je véc jednoduché. 22 je osm. 24 je Sestnéct. Intuitivne, 23° by
tedy mohlo byt néco mezi. A to navic blize k osmi. Co by takovy vyraz znamenal?
Pokud dvé na tieti chapeme jako 2-2-2 a dvé na ¢tvrtou jako 2-2-2-2, je vyraz typu
23585 na prvni pohled nesmyslny. Dnesni stiedoskoldk by si s jeho vyhodnocenim
mohl poradit pfepsanim

25 200
93585 _ 93+0,5+0,08+0,005 _ 93 90,5, 90.08 90,005 _ 93 /5. %/ . \/57

odkud uz je zfejmé, co tento vyraz znamena. Obecné, kazdy racionalni exponent
muzeme zapsat zlomkem a vyraz pak vyjadrit pomoci odmocniny:

3,585 __ 9335 1000/53585
2 — 21000 — 2 ,

coz je vyjadireni pomoci jednodussich struktur (celo¢iselné mocniny a odmocniny),
kterému by rozuméli i matematici ze 17. stoleti. Nevime sice stéle, co znamenad 27,
se zlomky si vSak pro praktickou matematiku vysta¢ime. Nicméné prepis mocnin
tvaru zlomku na celo¢iselné mocniny a odmocniny si muzeme dovolit az potom,
co nés nékdo naudi, ze an = Va™ a a’ - a¢ = a®*° pro viechna redlnd kladna a a
prirozena m, n.

Bylo tedy potieba, aby nékdo dostal spasny napad z nebe seslany oznacovat a™ to,
ze chceme n—kréat vyndsobit ¢islo a, a namisto ¢isla n psét i zlomky (¢isla neceld),
piicemz vyrazu ¢» piifadit vyznam {/g™. Situace je podobnd jako s hleddnim
kofent kvadratické rovnice. Zaci stiednich skol védi, ze pokud vyjde zaporny dis-
kriminant, nemé rovnice feseni, nebof zdpornd &isla nelze odmociovat. Nikoho
nenapadne oznacovat odmocninu z —1 symbolem ¢ a ptriklad dopocitat. Je to nova
matematicka oblast, pro né naprosto nezndma dokud jim nékdo zkusenéjsi neukaze,
jak pracovat s komplexnimi ¢isly. Podobna situace byla dtive i se zdpornymi ¢isly.
Jesté Napier k jejich vyjadieni pouziva vyraz deficient a zminuje, ze je bude ve
své praci oznacovat symbolem ,—“ pred danym c¢islem, zatimco ¢isla kladnd ne-
bude oznacovat symbolem zadnym. Nékteri autofi zapornost ¢isel neoznacovali
znaménkem ,,—* ale odlisSnou barvou - napiiklad ¢ervenou. Dlouhou dobu nikdo
nepocital se zapornymi ¢isly. Vyraz 3 - 5 tak do jisté doby nemél zadny smysl.

31



Necelociselné umocnovani na zacatku 17. stoleti tedy neptripadalo v ivahu. Kdyby
se bézné pouzivalo vyjadiovani typu 8 = 2% a 16 = 24, nejspise by nékoho napadlo
zkusit prifadit éislu 23585 vyznam, vypoéitat jeho hodnotu 12 a &islo 3, 585 nazvat
logaritmem ¢isla 12. Pouziti necelociselnych exponentt by vedlo pravé na ten loga-
ritmus, ktery pouzivame v moderni matematice. Neceloc¢iselné a zaporné mocniny
byly nékterymi matematiky navrhovany uz od 14. stoleti, vyrazné se vSak rozsitily
az za Newtona(1643-1727), ktery navrhl zdpisy a™" a a™» roku 1676 (Maor, [7]).

3.3.2 Kvocient blizky jedné — Biirgiho logaritmus

Druha moznost jak zajistit, ze budeme umét logaritmovat co nejvétsi mnozstvi ¢isel
pii zavedeni logaritmu pomoci aritmetické a geometrické posloupnosti, je zvolit
(necelociselny) kvocient blizky jedné. V tom piipadé by se geometrickd posloupnost
(alespon ze zac¢atku) ménila pomalu, mezi prvky by nebyly takové mezery, pricemz
hodnoty logaritmu, tj. prvky aritmetické posloupnosti by byla vzdy cela ¢isla.
Sice by to stale znamenalo, Ze umime logaritmovat pouze urcitd cisla, kdyby se
vSak prvni prvek posloupnosti zvolil vhodné, byla by pokryta velka cast bézné
pouzivanych ¢isel a metoda by tak mohla urcité usnadnéni prace prinést.

Tuto variantu realizoval svycarsky hodinar Joost Biirgi (1552-1632) v téze dobé,
kdy na svém logaritmu pracoval Napier. Biirgiho zdmérem bylo nahradit tabulky
pro nasobeni, déleni, druhé a tfeti odmocniny tabulkou jedinou, nebot mu to
pripadalo lepsi, jednodussi a efektivnéjsi. Sam zduraznoval, ze jeho tabulky mo-
hou byt pouzity pro vSechny typy vypoctu, véetné nasobeni, déleni, odmocnovani
a hledani geometrickych prumeéru (Clark a Montelle, [3]). Zvolil geometrickou po-
sloupnost s kvocientem ¢ = 1,0001 =1 + # a pocateénim prvkem 108. Piislusna
aritmeticka posloupnost byla 0, 10, 20, ---. Tabulky tedy mély v zasadé tutéz
podobu jako jednoducha Stifelova tabulka 3.2 ve verzi pro kladna ¢isla. Aby Biirgi
zvyraznil vztah geometrické a aritmetické posloupnosti, logaritmovana ¢isla ve své
praci vytiskl ¢erné a nazyva je ¢ernd, jejich logaritmy nechal vytisknout ¢ervenou
barvou a nazyva je ¢ervena.

Pro ¢erné ¢islo B a jemu prislusné cervené ¢islo r tedy plati vztah

B =10% 1+L e
N 104 '

B
108

Jemu ekvivalentni zapis je

r=10log;;, 1
10

Biirgi piedpocital logaritmy &sel od 10° do 10°. Jeho tabulky mély 58 stran a
obsahovaly 23030 zaznamu. Ackoli interné Biirgi nejspise pracoval s desetinnymi
¢isly, rozhrani pro koncového uzivatele muselo byt celosiselné. To je hlavni duvod,
proc zvolil prvni prvek geometrické posloupnosti tak velky. Chtél zachovat vysokou
presnost (tomu odpovidd vysoky pocet civer) a zaroven se vyhnout fadové ¢érce,
jedind moznost je tak pouzivat dlouha cela ¢isla. K tomu Biirgi pridal velky pocet
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prikladu, z nichz nékteré uvedeme, navodny text k pouzivani tabulek a popis me-
tody interpolace hodnot pro ptipad, ze dané ¢erné cislo neni v tabulkach k nalezeni.
Aritmeticka posloupnost ma proto diferenci 10 — aby byl prostor pro zptesnéni.
Biirgiho tabulky tedy sice obsahuji pouze hodnoty geometrické a aritmetické po-
sloupnosti, jeho metoda ale poc¢ita s moznosti logaritmovat vSechna ptirozena cisla
— i ta mezi hodnotami v tabulce, ktera prvkem geometrické posloupnosti nejsou.

Ackoli Ize dolozit, ze Biirgi vynalezl své logaritmy uz v roce 1588, Sest let pred tim,
nez Napier zacal pracovat na svych tabulkach, jeho dilo, Arithmetische und Geo-
metrische Progress Tabulen bylo vydano az 6 let po Napierovi, roku 1620 v Praze
a proto neni povazovan za vyndlezce logaritmu (Maor, [7]).

Nésledujici piiklady (kromé prvniho) jsou prevzaty z knihy (Clark [2]), ktera se po-
drobné vénuje Biirgiho zivotu, jeho dilu a mélo by se tak jednat o piiklady, které
uvadél sam Biirgi. My si pro snadnéjsi pochopeni budeme poméhat prostiedky
moderni matematiky. Ve zde prilozenych tabulkach 3.3 a 3.4 lze nalézt logaritmy
pouze pro ¢islo z piikladu 3.3.1. Kompletni tabulky jsou k prohlédnuti na webu, viz
(Biirgi, [1]). Pro prevody mezi ¢ervenymi a ¢ernymi ¢isly muze ¢tendr také pouzit
vyse uvedené rovnice. Biirgiho logaritmum obecné se podrobné vénuje ¢lanek (Wal-
dvogel, [15]).

Piiklad 3.3.1. Cervenym éislem (logaritmem) cerného &isla 101907877 je 1890,

nebot 101907877 = 10% - (1 4 )", jak muzeme vidét v tabulkédch 3.3.

Priklad 3.3.2. Chceme-li vynasobit ¢erna ¢isla x = 154030185 a y = 205518112,
najdeme v tabulce jejich ¢ervena ¢isla ri = 43200 a ro = 72040. Kdyz tyto hodnoty
secteme (jako bychom to udélali u moderniho logaritmu), ziskdme cervené ¢islo,
jemuz pifslusi éerné éislo 316559928, které je 108krat mensi, nez hledany vysledek.
Pripiseme za néj tedy 8 nul. Spravnost postupu je evidentni z nasledujiciho zapisu.

1 1 1 T2 1 r1+ro
= 1081+ —)1-10%(1+—)1 = 10® { 103(1 + — ) 10
oy = 1014 1) B 10%(14 1) = 108 (10°0+ 1)

) = 10%-316559928.

Priklad 3.3.3. Hledame tieti odmocninu z sedmiciferného ¢isla B = 5612037.
V Biirgiho tabulkach obsahujicich hodnoty logaritmu devitimistnych ¢isel na-
jdeme, Ze ¢ernému cislu 1008 nélezi cervené ¢islo r = 172500. Kdyz toto cislo
vydeélime tfemi (jako bychom to udélali u moderniho logaritmu), ziskdme 57500,
které je cervenym ¢islem pro 177707944. Toto ¢islo je 10° ndsobek hledaného &isla,
jak ukazuje vypocet

1 3 8 8 1 3
108 o3 108 . 10-% . 108 L
177707944 = 10°(1 + 7o) = 10°- 1075 - 105 (14 =)'
1 -
=107 107 \3/108(1 + i) =10°-1075 - V1008 = 10° - V/B.

Posuneme proto desetinnou ¢arku o Sest pozic doleva a vysledek je 177, 707944.
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Piiklad 3.3.4. Hledame tfeti odmocninu z osmiciferného cisla C' = 56120370.
Z ptikladu 3.3.3 vime, ze devitimistnému ¢ernému c¢islu 10C' nélezi ¢ervené ¢islo
r = 172500 a dale, ze po vydéleni tohoto Cerveného ¢isla tfemi nalezneme v ta-
bulkéch odpovidajici ¢erné &islo 177707944, které je 10°nasobkem /¢ /1o neboli

10% nésobkem /C'. Nestaéf proto upravit pouze tad, jako v predchozim piikladu.

Oznacéme R ¢ervené &islo pro cerné &islo 10°, které je poslednim zdznamem Biirgiho
tabulek. Na 58. strance tabulek 3.4 vidime, ze Biirgi odhaduje tuto hodnotu mezi
230270,022 a 230270,023. Z prikladu 3.3.2 vime, Ze po seCteni dvou c¢ervenych
¢isel a dohleddnim piislusného Gerného éisla ziskdme 10~®ndsobek soucinu od-
povidajicich cernych ¢isel. Se¢tenim cervenych cisel R + r = 402770,022 tedy
dostaneme ¢ervené ¢islo pro 1078 - 10% - 10C' = 100C. Vydélenim &isla R + r tfemi
ziskame 134256, 674, které je analogicky k piikladu 3.3.3 ¢ervenym ¢cislem pro
105 - /C. Odpovidajici ¢erné ¢islo k éervenému &fslu (R + r)/3 je 382860159 a
vysledek tedy 382, 860159.

Protoze Biirgiho logaritmus je rostouci, tabulky obsahuji logaritmy pro osmici-
ferna cisla a to nejvétsi ma hodnotu logaritmu 230270, 023, jisté nedohledame
v tabulkach logaritmus cisla 402770, 022. Proto byly v origindlnim vypoctu pouzity
metody odhadu a interpolaci, které v tomto piikladu nefesime. Navic zde pro snazsi
pochopeni pouzivame desetinnou ¢arku, pricemz ta by v dobovém vypoctu taktéz
chybéla. Tato prace nicméné nem4 za cil vénovat se detailné Biirgiho logaritmum.
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Obrazek 3.3: Prvni strana Biirgiho tabulek (Waldvogel, [15])
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Obrazek 3.4: Posledni, 58. strana Biirgiho tabulek (Waldvogel, [15])
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3.4 Jak uvazoval Napier

Svuj logaritmus Napier definoval pro vSechna kladna ¢isla (nejen pro ta, kterd
jsou prvky néjaké dané geometrické posloupnosti), a hodnoty jejich logaritmu jsou
obecné neceloc¢iselné tj. neodpovidaji zadné pevné aritmetické posloupnosti. Jak si
nepouzil ani jednu z vysSe uvedenych variant? Uvidime, Ze na to Sel odjinud — ptes
geometrii a ve skutecnosti vyvinul koncept obecného (necelociselného i zaporného)
exponentu.

V fe¢i moderni matematiky lze Napieruv logaritmus kladného cisla x vyjadrit
L

jako ¢&fslo L spliujici o = 107e107, znacime jej NapLogz. Po vyjadieni éisla L

z uvedeného vyrazu dojdeme k rovnici

.. 107
NapLogx = L =10"In —.
x

Pomoci tohoto vztahu tak muzeme vypocitat hodnotu Napierova logaritmu li-
bovolného kladného ¢isla. K tomu je vzhledem k nizké ptresnosti kapesnich kal-
kulatoru vhodné pouzit silngjsi vypocetni nastroj, napriklad volné piistupnou
webovou aplikaci wolframalpha.com. Chceme-li napiiklad vypocitat hodnotu
NapLog 10000, vysledek 69077552, 8 ziskdme na uvedené strance po zadani vyrazu
1077 1n (1077/10000).

Ze zminéného predpisu je vidét, v ¢em se Napieruv logaritmus lisil od dnesnich
logaritmu (dekadicky, prirozeny, dvojkovy). Zaprvé, Napieruv logaritmus je funkce
klesajici. Zadruhé, plati NapLog 107 = 0 a NapLog 1 # 0. Zatieti, plati pro néj
NapLog xy = NapLog x 4+ NapLogy — NapLog 1 a neni tedy pravda, ze logaritmus
soucinu je soucet logaritma.

Je dulezité mit na paméti, ze tehdejsi matematika se od té dnesni podstatneé lisila.
Jsme v dobé, kdy neexistuje obecny exponencidlni zapis tvaru a’. Lidé nejsou
zvykli pocitat, bézny ob¢an by nejspise nespocital ani 5 -5 (Hansen, [5]). Nevime,
co znamena necelo¢iselné umocnovani. To celociselné chédpeme jako opakovany
soucin. Zapis desetinnych ¢isel typu 15,328 je sice mezi matematiky znam uz sta-
leti, rozhodné vSak neni pouzivan Sirokou vetrejnosti. Neceld ¢isla jsou univerzalné
vyjadirovana zlomky, veskera matematika stoji na pomérech celych c¢isel. Neexis-
tuji zaklady matematické analyzy (koncept funkeci) — Leibnitz ¢i Newton se jesté
ani nenarodili. Nemame kalkulacky ani pocitace Ffadové urychlujici praci. Dnes
zavadime logaritmickou funkci az po sezndmeni se s funkeci exponencidlni, nebot
jeji vlastnosti jsou prirozenéjsi a snadnéji se chapou. Podobné jako se uc¢ime deri-
vovat funkce pred tim, nez je integrujeme. Ne vzdy je vSak potadi, ve kterém se
matematické poznatky uc¢ime ve skole, totozné s historickym poradim, ve kterém
byly objeveny. Dekadické logaritmy, které vysly na svétlo svéta brzy po téch Na-
pierovych a rychle je nahradily, jsou toho ptikladem.
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Z praktického hlediska podstatnou, z hlediska matematického nedulezitou roli
hraje v Napierovych logaritmech pojem sinus. Ted nemédme na mysli funkci
sin(z), nebot na poc¢dtku 17. stolet{ funkce jesté neexistuji. Tehdejs{ sinus byl
definovan jinak nez ten dneSni a parametry funkce by ani nesplioval. Byl totiz
zavisly na velikosti konkrétniho trojihelniku. Sinus ihlu nebyl definovan pomoci
pravouhlého trojihelniku jako pomér protilehlé odvésny ku preponé, ale pomoci
kruznice daného poloméru se stiedem ve vrcholu thlu jako polovina délky tétivy,
vymezené prunikem ramen thlu a kruznice.

Definici sinu graficky vidime na obrézku 3.5. Je dan thel 6 a polomér r. Uvazujeme
uhel 26 s vrcholem O a kruznici s polomérem 7 a sttedem O. Pruniky ramen ihlu
20 s kruznici ozna¢ime A, B. Polovina délky tsecky AB je potom sinus thlu 0 pri
poloméru r. Uvedena konstrukce ma samoziejmé smysl pouze pokud 0 < 6 < 90°.
Z obrazku je patrné, ze takto definovany historicky sinus je roven modernimu sinu
vynasobenému polomérem r. Kdybychom zvolili » = 1, definice by splynuly.

Napier jako polomér r zvolil 107. Platilo tedy sin0° = 0 a sin90° = 107.
O veskerych logaritmovanych ¢islech z tohoto rozmezi se Napier vyjadiuje jako
o sinech. Namisto véty ,Logaritmus kladného ¢isla mensiho nez 107 je kladny,“
by Napier pouzil vétu ,Logaritmus kazdého sinu je kladny.“ Cisla vétsi nez 107,
které nejsou siny zadného uhlu (pfi tomto poloméru), proto Napier nazyva nikoliv
pojmy sinus, ale tangens ¢i sekans, které jsou definovany pomoci obrazku 4.3 a
4.4. Jejich hodnota muze byt libovolné kladné ¢islo a na rozdil od sinu tedy neni
shora omezena.

Obrazek 3.5: Historicky sinus
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Kapitola 4

Definice a pouziti Napierova
logaritmu

Své myslenky Napier publikoval ve dvou knihdch. Prvni, vydana roku 1614
s nazvem Mirifici logarithmorum canonis descriptio, anglicky Description of the
wonderful canon of logarithms, pro nés v celé praci zkracené jen Descriptio (Na-
pier, [8]) uvadéla, co logaritmy jsou a jak se pouzivaji. Budeme se ji vénovat pravée
v této kapitole, knize druhé v kapitole nasledujici. Descriptio méa celkem 147 stran,
z ¢ehoz 90 zabira jeji nejpodstatnéjsi cast — tabulky hodnot logaritmi pro siny uhla
mezi 0 a 90 stupni. Ostatni stranky jsou naplnény tvrzenimi o vlastnostech loga-
ritmu a piiklady na jejich pouzivani. Prvni preklad do anglictiny pochézi z roku
1616, nese nazev A description of the admirable table of logarithmes a autorem je
Edward Wright.

Napierovy knihy v této praci nepiekldadame, ani nezminujeme vsechny body v nich
obsazené. Soustfedime se pouze na hlavni myslenky, ptiklady a tvrzeni. Nesnazime
se ani striktné drzet Napierovych formulaci. Jeho mysleni i vyjadiovani se totiz
velice lisi od zvyklosti v dnesni matematice, ktera klade duraz na precizni defi-
novani pojmu a praci s nimi. Napierovy texty maji spise charakter intuitivni, kdy
se hledi na prakti¢nost, a ne na detaily. Nezdrzuje se matematicky cistym vy-
jadfovanim. V 17. stoleti nemaji matematici k dispozici axiomaticky zalozené teo-
rie ani dikazové systémy. Spoustu vztahu nejspiSe tusili — napiiklad netesitelnost
antickych konstrukénich tloh, neméli vSak k dispozici aparat, kterym by problémy
presné popsali a dokazali jejich nefesitelnost. V této préci se snazime nalézt kom-
promis v tom, aby prepis Napierovych tivah byl pro novodobého ¢tenéie srozumi-
telny a zaroven reflektoval puvodni zpusob uvazovani.
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4.1 Zavedeni logaritmu

Napier definoval sviij logaritmus pres kinematicky — pomoci dvou pohybujicich se
bodu. Prvni, bod B, se pohybuje rovhomérné piimocaie a vzdalenost jim urazend
urcuje hodnotu logaritmu. Pohyb druhého bodu G je slozitéjsi. Muzeme si jej
predstavit tak, ze se zpomalené pohybuje po tsecce, pficemz jeho rychlost je ptimo
umérna zbyvajici vzdalenosti ke konci usecky. Také si jej lze predstavit tak, ze
pokud kazdou sekundu zaznamename vzdalenost, kterd zbyva G ke konci tsecky,
utvori tyto vzdalenosti geometrickou posloupnost. Vzdalenost bodu G od konce
usecky udava hodnotu logaritmovaného cisla. V kapitole 6 1ze nalézt presny popis
pohybu a odvozeni vlastnosti z nich plynoucich. Tam muze ¢tenar také nalézt
odpovédi na otézky, které by mu mohly ohledné pohybu bodu vznikat.

Je na misté upozornit na to, ze ve zbytku préce neni pro vzdalenost dvou bodu
X a Y neboli pro délku usecky XY v roviné pouzivan obvykly zépis | XY'|, nybrz
pouze XY. To hlavné proto, ze Napier ve svych textech také pouziva znaceni bez
svislice. Zaroven v nékterych tvrzenich jsou body oznacovany malymi pismeny. To
je opét v souladu s puvodnim Napierovym znacenim takze je pro Ctenare snazsi
piipadné porovnani odpovidajicich ptikladu a tvrzeni z této prace a z Napierovych
knih.

4.1.1 Pohyb bodu B

Descriptio, definice 1. Méjme polopiimku s poc¢atecnim bodem A, po niz se z A
pohybuje bod B tim zpusobem, ze za stejné casové useky urazi stejné vzdalenosti.
Pokud tedy vybereme néjaky casovy interval a po kazdém jeho uplynuti vyznacime
polohu bodu B, ziskame stejné vzdéalené body A = Ay a Ay, Ay a Ay, Ay a As,
... O délkdch AA;, AAy, AAs, ... fikdme, ze se prodluzuji aritmeticky a ze B se
pohybuje aritmeticky.

A A, Ay A, Ay As Ag Az
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4.1.2 Pohyb bodu G

Descriptio, definice 2. Méjme tsecku TS, na niz se pohybuje bod G smérem z 1" do
S tim zpusobem, ze pro pevneé zvoleny casovy interval plati, ze je zachovan pomér
vzdélenosti G od S pred a po uplynuti tohoto ¢asu. Pokud tedy vybereme néjaky
casovy interval a po kazdém jeho uplynuti vyznacime polohu bodu G, ziskdme
body T' =Ty, T, Ts, T3, ... spliujici Tzfs = Tiﬁ—lss O délkach T;S tikame, ze se
zkracuji geometricky a ze G se pohybuje geometricky.

T Ty T, 15 T 15 T 1% S

| | I IR I B N |
G

4.1.3 Definice logaritmu

Descriptio, definice 6. Af body B a G vystartuji ve stejny okamzik a stejnou
rychlosti. Logaritmem vzdalenosti GS potom rozumime vzdalenost AB.

NapLog x
A Ay A, As Ay As
‘ X /, B I - -
I | , / 7 .-~ B
l | , // ’ e .7
1 I , , // - e
! ! ! / 4 // e
I | , / , L -
I [ / / e s -
| I 1 / s - Phd
! 1 I // ’ e -
I . .
I || /I ) , T S
[ I ! ; 4 e -
I I ! / L7 PE //’ |
i L L P
| | | | | g
T T Ty T3 T, T

r = sinf

R=TS = Sinus Totus
10 000 000

Podstatny duvod, pro¢ byl logaritmus definovan prave takto, je, ze zapis ¢isel
necelych, tedy napiiklad 13, 536, byl sice mezi matematiky znam, Sirokou vetejnosti
nicméné az do 18. stoleti nebyl pfijiman, a to v zadném zpusobu zapisu, kterymi
mohly byt napiiklad 13536, 13% ¢i 13050306. V této dobé se uzival zapis pomoci

zlomka, tj. %952. Aby Napierovy tabulky dosly co nejvétsiho rozsiteni, rozhodl se

pouzivat v nich vyhradneé celd ¢isla.
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Vzhledem k tomu, ze tehdejsi tabulky goniometrickych funkei mély presnost 7 cifer,
zvolil si polomér kruznice, vzhledem ke které pocita hodnoty sinu (viz definice sinu
obrazek 3.5) jako 107. Délku usecky T'S také polozil rovnu 107. Ve svych pracich se
Napier o vzdélenosti T'S vyjadiuje vyhradné pojmem ,total sine“, latinsky ,,sinus
totus®, ktera znamena maximalni hodnotu sinu. Podle tohoto pojmu nejspise dal
Napier bodum T a S své nazvy. Ve své druhé knize popisujici vypocet tabulek
Napier hojné pouziva desetinnou carku, na rozdil od knihy Descriptio. Proto lze
za dalsi Napieruv piinos povazovat rozsiteni zapisu pomoci desetinné carky:.

U definice logaritmu Napier vylozené napsal, ze logaritmem daného sinu je (celé)
¢islo, které nejblize odpovida vzdalenosti urazené bodem B za tyz cas, za ktery
bod G dorazil do blizkosti bodu S rovné danému sinu. Je zde tedy vidét duraz
na celociselnost. Logaritmy hleddme pouze k celym ¢islum. Kdyz bod G odméri
danou celociselnou vzdélenost, bod B se nemusi (a krom pocatku pohybu ani
nikdy nebude) nachazet v celociselné vzdélenosti od A. Proto jeho vzdalenost
zaokrouhlime na nejblizsi celé ¢islo. Pro uzivatele je tak zalezitost logaritmovani
omezena pouze na celd ¢isla. Zaroven v definici 3 Napier vysvétluje, ze iracionalni
¢isla vyjadiujeme pomoci nejblizsich celych ¢isel. Naptiklad sinus 45°, ktery je
roven odmocniné z 5 - 103, je iraciondlni ¢islo mezi 7071067 a 7071068, proto
jej nahradime libovolnou z téchto hodnot, ¢imz se nedopustime vyraznéjsi chyby.
Uvédomme si znovu ten duvod, proc se vSe toci kolem vysokych ¢isel. Jak Biirgiho,
tak goniometrické, tak Napierovy tabulky obsahuji velka cela ¢isla. VSichni se
snazili vyhnout pouzivani radové carky. A jediny duvod, jak toho docilit a pritom
zachovat vysokou presnost (pocet cifer) je pouzivat velkd prirozend cisla.

Napier dale vysvétluje, jak logaritmovat cisla vétsi nez T'S. Myslenkové prirozené
odvodime, jak by to mélo vypadat v pripadé, ze se body budou pohybovat zprava
doleva az za body A a T'. Pro vzdalenosti mensi nez T'S rostouci k T'S (G se vzda-
luje od S a priblizuje k T') plati, ze jejich logaritmy klesaji k nule (B se priblizuje
k A). Po prekroceni bodu T a A tak budou logaritmy pfislusnych vzdélenosti
vétsich nez T'S zaporné. Zde tedy rozsifujeme vysSe uvedenou definici 6. Pokud
se G nachézi nalevo od T, neni logaritmem vzdéalenosti GS vzdéalenost AB nybrz
hodnota vzdélenosti BA, opatiena zapornym znaménkem. Po prekroc¢eni bodu T’
a A se bod B jednoduse pohybuje svou konstantni rychlosti doleva a bod G se
nadale vzdaluje od S, a to se zrychlujici tendenci.

Namisto tsecky TS s bodem G bychom si tedy méli predstavovat poloptimku
s bodem T a pocatkem S. Namisto poloptimky s pocatkem A bychom si méli
predstavovat primku s bodem A, idedlné realnou osu, kde bod A ztotoznime s bo-
dem 0 aby bylo dobie vidét, které logaritmy jsou kladné a které zadporné. Napier
popsal, jakym zpusobem jsou body B a GG svazany na polopiimce a usecce pii po-
hybu zleva doprava a potom kratce zminil, ze tuto vazbu bodu prirozené rozsitime
i na opacné strany, coz nam umozni logaritmovat velka ¢isla a jejich logaritmus je
zaporny.
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4.2 Vlastnosti logaritmu

Vidime, ze logaritmus délky celé usecky T'S je nulovy. Vzdélenost bodu B, ktera
urcuje logaritmus, by se ale nemusela mérit vuci pocatku jeho pohybu, nybrz vuci
libovolnému bodu na pfimce. Hodnota logaritmu by tak byla posunuta. Napier si
tak mohl zvolit naptiklad NapLogT'S = T'S. Ve spousté vypoctu se vSak objevuje
hodnota NapLogT'S, a proto je vhodné, aby byla nulova. Stejné tak si byl Napier
védom toho, ze mohl klidné logaritmy sinti mensich nez T'S povazovat za zaporné
a logaritmy vétsich délek za kladné. Logaritmus by pak byl rostouci. Napier ar-
gumentuje tim, Ze hodnoty do 107 jsou ¢astéji pouzivané, proto je vhodnéjsi, aby
byly kladné.

Tvrzeni 4.2.1 (Descriptio, tvrzeni 1). Torzeni o logaritmech dvojic se stejnym
pomerem

Logaritmy dvojic ¢isel, ktera jsou ve stejném poméru, jsou stejné vzdaleny. Jinymi
slovy, jestlize = 5, potom NapLogx — NapLogv = NapLogz — NapLogy.

Stejné jako Napier, budeme se zabyvat pouze piipadem kdy x > v a z > y.
Jednoduse by $lo Tici, ze protoze G urazi vzdalenosti x — v a z — y za stejny cas,
tak B pohybujici se konstantni rychlosti se za tento ¢as pfresune ze vzdalenosti
NapLog x do NapLogwv stejné jako z NapLogy do NapLog z.

Odkud ale vime, ze G urazi * — v a z — y za stejny ¢as? Jestlize existuje casovy
usek At a m, n, o, p spliujici x =T1,,5, v =1,5, y=1T,5 a z =1T,5, je situace
jednoduché.

T T, T, LT T Ty Th Ty s
| | | | I N I |

G

Dle definice 2 (bod G zachovavé poméryiz é)lati 7%—5 = %—g = %g -+ +. Posloupnost
L1

7g a pocatecnim (nultym) prvkem T'S,

obecny ¢len muzeme tedy vyjadrit T;5 = (7;1—5)2 TS. Odtud méame

T;S je tedy geometrickd, s kvocientem

1S\
S pum pu— pumy pumy
ﬁg)mTS T, = =z 1,9

S

Tl_s"*m_(T—) TS T.5 v _y T, (TS\"°
TS _( -\ TS ’

tedy n —m = p — o a pocet ¢asovych useku, za které dorazi bod G z x do v je
stejny, jako ze z do y.

Takova situace nicméné pro zvolena ¢isla nemusi nastat. Nevime, zda je zaruceno,

ze pro kazdou volbu ¢isel splnujicich £ = § existuje casovy usek At, kterym ziskame
body T; splnujici podminky vysSe. Napier nijak nekomentuje tento piipad, jeho
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diukaz je v podstaté shodny s predchozimi odstavci. Celé tvrzeni tak Napier do-
kazuje na prikladu, a k tomu navic zcela konkrétnim! NejspiSe vychazi z toho,
ze zvolime-li dostatecné kratky casovy usek, budou body T; velice husté, takze
se budou nachéazet dostatecné blizko zadanym bodum, a tudiz tvrzeni plati i pro
né. V zasadé ma pravdu — dostatecné jemnou volbou ¢asového tseku bychom pro
libovolné zadané hodnoty a pripustnou chybu opravdu dokazali, ze tvrzeni plati.
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4.3 Tabulky logaritmu

Nyni uz se konecné dostaneme k tomu, jak Napierovy logaritmy urychlily matema-
tické vypocty. Efekt (modernich) logaritmickych tabulek jsme si vysvétlili v prvni
kapitole. Takové tabulky jsou univerzalni pro pocitani s libovolnymi ¢isly. To ty
Napierovy sice také, ale co se tyce presnosti, tak silné zvyhodnuji ¢isla, ktera jsou
sinem néjakého uhlu urceného stupni a minutami. Z toho pro obecna ¢isla plyne,
ze ackoliv velikosti thli mezi 0° a 45° vyjadfené pomoci minut jsou rozprostieny
rovnomérné, pro jejich siny uz neplati, Ze se jedna o ¢isla rovnomérné rozprostiena
mezi 0 a 107. Napierovy tabulky jsou tak nejhusts{ pro éisla blizka 107, kterd
jsou siny thli kolem 90°, nebot tam je funkce sinus téméi konstantni, zatimco
pro &isla, kterd jsou siny thla blizkych nule jsou tabulky podstatné fidsi, nebot
u nuly ma funkce sinus velkou derivaci. Z toho plyne, ze pro ndhodné zvolené celé
¢islo z intervalu (0,7'S) najdeme v Napierovych tabulkdch piimo nase ¢islo s vyssi
pravdépodobnosti, pokud je blizké T'S, nez kdyz je blizké 0. Tato nerovnomérnost
je dusledkem toho, ze Napierovy tabulky jsou konstruovany primarné pro trigono-
metrické vypocty. Proto v nich nalezneme logaritmy sinu, kosinu a tangent thlu.

4.3.1 Jak se vyznat v tabulkach

V prvnim sloupci (viz obrazek 4.1) tabulky postupné s krokem jedné minuty
udavaji uhel velikosti od 0 do 45 stupnu. Posledni, sedmy sloupec uvadi velikosti
uhli sestupné od 90 do 45 stupn. Uhly na stejném radku jsou tedy navzajem
doplinkové do devadesati. Ve druhém sloupci jsou siny velikosti thlu z prvniho
sloupce. V Sestém sloupci jsou siny uhla ze sedmého sloupce. Tteti sloupec obsa-
huje logaritmy sinu ve druhém sloupci. Podobné, paty sloupec obsahuje logaritmy
sinu v Sestém sloupci. V prostfednim tj. ¢tvrtém sloupci jsou rozdily logaritmu
z patého sloupce a tretiho. Vzhledem k tomu, ze pro tyz tddek je ¢islo v patém
sloupci vzdy mensi nez ¢islo ve tietim (logaritmus je klesajici a sinus rostouci), jsou
ve skutecnosti hodnoty ze ¢tvrtého sloupce zaporné (i kdyz u nich neni znaménko
minus primo vyznaceno). V podobé obrazku 4.1 a 4.2 je ptilozen prvni a posledni
list Napierovych tabulek. Téchto listii je celkem 90, nebot tabulky obsahuji po
minuté thly od 0° do 45°, na kazdou minutu pripada jeden fadek a na jeden list
je vytisténo 30 tadek. Napier sam se o svych tabulkach vyjadril jako o ,velmi
malych“, nebot neobsahuji ani o fadek navic oproti klasickym tabulkdm hodnot
sin.

Na tabulky se muzeme divat jesté jinak. Od 1hlu v prvnim sloupci odhlédnéme
a jako smérodatny berme tihel v sedmém sloupci, ktery je z rozmezi 90° az 45°.
V Sestém sloupci najdeme sinus a ve druhém kosinus tohoto uhlu. Ve tietim a
patém sloupci jsou logaritmy téchto kosint a sinti. Ctvrty sloupec potom vyjadiuje
logaritmus tangens tohoto tihlu ze sedmého sloupce, coz plyne z podobnosti, jak
hned vysvétlime. Hodnota kosinu a tangens thlu 6 je geometricky vyjadiena na
obrazku 4.3.
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Gr.
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o) - o Infinitum Infinitum 0 100200p0 6o
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3 87271 1 70439564 .} 70439560 4 99992996 | §7
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4 17453 63503099 | 63508033 10 90999%0 54
7 20362 61966595 | 61966573 22 9999980 | 53
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s 26180 [ 59453453 | 59453418 35 9999967 | 51
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|
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Obréazek 4.1: Prvni strana Napierovych tabulek (Napier, [8])
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Obrézek 4.2: Posledni, 90. strana Napierovych tabulek (Napier, [8])
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Trojihelniky OC'B a OBD jsou podobné, tudiz tan @ : r = sin : cos§. Dle tvrzeni
4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem plati NapLogtan# — NapLogr =
NapLogsin @ — NapLogcos . Protoze r = 10" = T'S, tak NapLogr = 0 a tedy
NapLog tan 6 = NapLog sin § —NapLog cos 6. Takze hodnota v prostiednim sloupci
opravdu udava NapLogtan. Tady je naptiklad vidét, pro¢ bylo vhodné zvolit
logaritmus celé usecky T'S roven nule. Vyraz NaplLogr by totiz mélo néjakou
nenulovou hodnotu, kterou bychom museli ve vypoctech zbytecné pricitat.
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Obrazek 4.3: Historicky sinus, kosinus a tangens

Hodnoty ¢isel (sinu), ke kterym muzeme nalézt logaritmus v Napierovych
tabulkéch, jsou uvedeny v sestupném poiadi v 6. sloupci od 107 na prvn{ strané
vpravo nahote, klesaji v tomto sloupci k hodnoté 7071068 na posledni, devadesaté
strané, coz je sinus 45°. Hodnoty sint pokracuji sestupnym zpusobem od levého
dolniho rohu (druhy sloupec) posledni stréanky nahoru az k prvni strance, ¢islu
2909. Toto usporadani je uréeno tim, jak jsou v tabulkéch sefazeny hodnoty uhlu.
Historicky sinus, stejné jako ten nas, je funkce rostouci pro tihly od 0 do 90 stupnu.

Priklad 4.3.1. Logaritmus konkrétniho sinu

Je dan 1hel 45 stupnu 29 minut. Kalkulackou muzeme spocitat, ze jeho sinus je
0,7130465. Prislusna hodnota uvedena v Napierovych tabulkach na 90. strance
v Sestém sloupci je 107 ndsobek naseho sinu, tj. 7130465. V patém sloupci je
Napieruv logaritmus tohoto ¢isla s hodnotou 3382085. Dosazenim do vztahu
NapLogz = 107 ln% bychom ziskali hodnotu logaritmu 3382086. Vysledek
v tabulkéach se tedy trochu lisi, coz je dusledkem zaokrouhlovacich chyb pti Napie-
rovych vypoctech. Tangens daného uhlu je 1,0170155, coz odpovida historickému
tangens 10170155. Odpovidajici hodnota v Napierovych tabulkidch ve ¢tvrtém
sloupci je —168723. Vzoreckem vypocitany logaritmus tohoto tangens je —168724.
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Piiklad 4.3.2 (Descriptio, Tvrzeni 2). Logaritmus prostredniho cisla

Méjme tii ¢isla a, b, ¢ v pevném poméru (tfi po sobé jdouci prvky néjaké geome-
trické posloupnosti). Tvrdime, Ze logaritmus tfettho z nich je roven dvojndsobku
logaritmu druhého, od kterého odecteme logaritmus ¢isla prvniho. Z tvrzeni 4.2.1
o logaritmech dvojic se stejnym pomérem totiz vime, ze NapLogb — NapLoga =
NapLogc — NapLogb. Nyni uz staci k obéma stranam rovnice pricist logaritmus
druhého ¢isla. Z toho plyne jesté dalsi vlastnost: pokud secteme logaritmy prvniho
a tretiho cisla, dostaneme dvojnasobek logaritmu ¢isla druhého.

4.3.2 Cisla mimo tabulky

Piimo v Napierovych tabulkdch muzeme hledat jen mezi ¢isly, ktera jsou siny uhla
od 0° do 90° s krokem po jedné minuté. Co kdyz ale potiebujeme znat logaritmus
¢isla, které v tabulce neni?

Vyuziti tangens

Prostredni sloupec udava logaritmy hodnot tangens 1hlu v sedmém sloupci. Kdyz
tedy nase ¢islo nalezneme v tabulce hodnot tangens pro uhly mezi 45 a 90 stupni,
staci vyhledat prislusny hel v Napierovych tabulkach, precist hodnotu ve ¢tvrtém
sloupci a mame logaritmus.

Priklad 4.3.3. Nalezeni logaritmu pomoci tabulky hodnot tangens

Zajima nds logaritmus &isla 25670733 > 107. V tabulce hodnot goniometrickych
funkei nalezneme, Ze toto ¢islo je tangens tihlu 68°43'. Tento thel vyhleddme
v sedmém sloupci Napierovych tabulek na 43. strance a v prostiednim sloupci
precteme jemu odpovidajici logaritmus —9427664.

Vyuziti sekans

Dalsi misto, kde muzeme hledat 1ihel pro logaritmované ¢islo, jsou tabulky hodnot
sekans. Ten je pro tihel # urcen jako délka tsecky OF na nasledujicim obrazku.

Vyuzijeme tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem. Pii pohledu na
obréazek vidime, ze z podobnosti trojihelniki OC'B a OF E plyne sleg79 = clo(:B' Proto
NapLog sec§ — NapLog 107 = NapLog 10" — NapLog cos §. Protoze NapLog 107 =
0, mame NapLogsecf = — NapLogcos#. Druhy sloupec tabulek udava hodnoty
kosinu uhlu ze sedmého sloupce, stejné tak Sesty sloupec udava kosinus uhlu ze
sloupce prvniho. Pokud tedy ¢islo, jez chceme logaritmovat, nalezneme v tabulce
hodnot sekans thlu, sta¢i nalézt prislusny thel v tabulkach Napierovych, precist
hodnotu logaritmu kosinu tohoto tithlu a obratit znaménko. Tim ziskame logaritmus

zadaného cisla.
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Obréazek 4.4: Historicky sinus, kosinus a sekans

Logaritmus nasobku deseti

Pokud logaritmované ¢islo x nenalezneme ani v Napierovych tabulkach ani v ta-
bulkach hodnot tangens ¢i sekans — napiiklad cislo 7074153, nezbude nam nez
sahnout po ¢isle jemu nejblizsim, piipadné ,ciferné nejpodobnéjsim“. Napier totiz
podava navod, jak hledat logaritmy pro maléd ¢isla, kterych je v tabulce velice
malo takze Sance, ze tato ¢isla nalezneme rovnou v tabulce, je mala. Namisto toho
zkusime najit 10, 100, 1000,... ndsobky daného cisla.

Priklad 4.3.4 (Descriptio, kapitola 4, sekce 2). Nalezeni logaritmu pomoct dese-
tindsobku

Hleddme logaritmus ¢isla 137. To nenalezneme v Napierovych tabulkach piimo
jako sinus néjakého thlu. Nalezneme v nich vsak ¢isla, ktera jsou blizka hodnotami
prvnich cifer. Ta jsou 14544 sinus hlu 5’, ddle 136714 sinus thlu 47" a nakonec ¢islo
1371564, coz je sinus uihlu 7°53’. Pii pohledu do tabulek hodnot tangens nalezneme
13705046, kterd nalezi ihlu 53°53’. Nakonec, v tabulkdch hodnot sekans najdeme
¢islo 13703048, které prislusi ihlu 43°8'. Tento 1ihel nalezneme na 87. strané Napie-
rovych tabulek v 1. sloupci, nebot je z rozmezi 0 az 45 stupiit. V Sestém sloupci
prislusného tadku nalezneme kosinus tohoto uhlu. Uk&azali jsme, ze hodnota lo-
garitmu kosinu je opac¢na k hodnoté logaritmu sekans. V patém sloupci je ¢islo
3150332 vyjadiujici logaritmus kosinu hlu 43°8’. Logaritmus hodnoty sekans to-
hoto thlu (¢isla 13703048) je tedy —3150332. Nalezli jsme tak logaritmus ¢isla,
které je ptiblizné 100000nasobek zadaného ¢éisla 137. Hodnotu —3150332 odted bu-
deme povazovat i za logaritmus ¢isla 13700000. Vzhledem k tomu, ze pomér ku ¢éislu
zadanému je 10000, pomohlo by nam védét, o kolik se lisi logaritmy ¢isel s pomérem
deset. Tyto tdaje Napier ve své knize Descriptio uvadi. Cisla s pomérem 10 maji
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logaritmy vzdalené 23025842. S pomérem 100 maji logaritmy vzdalené 46051684.
S pomérem 1000 vzdalené 69077527. S pomérem 100000 vzdalené 115129211.
S vyuzitim tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem je jasné, ze
uvedené hodnoty rozdilu logaritmu jsou vzdy nasobky 23025842.

Tedy, zname logaritmus c¢isla 13703048, ktery je —3150332. Tuto hodnotu
povazujeme za logaritmus ¢isla 13700000. Zajima nés logaritmus ¢isla 137, které
je 100000krat mensi nez 13700000. Vzdéalenost logaritmu s pomérem 100000
zndme, je rovna 115129211. Tuto hodnotu pii¢teme, nebotf vime, Ze Napieruv
logaritmus je klesajici, tj. mensi cisla maji veétsi logaritmy. Vysledek je tedy
—3150332 + 115129211 = 111978879. Z piedpisu NapLogz = 107 loglgﬁL7 bychom
ziskali presny logaritmus 111981147. Chyba vysledku je tedy 0,02 %.

4.4 Priklady pouziti

Ukézali jsme metody, kterymi hledat logaritmy. Déle ukazeme piiklady problému,
jejichz TeSeni nam logaritmy usnadni.

Piiklad 4.4.1 (Descriptio, kapitola 5, piiklad 1). Treti ¢islo v poméru

Méjme c¢isla 10562556 a 7660445. Zajima ndas treti cislo do poradi takové, ze
sousedni ¢isla maji stejny pomeér. Standardni postup by byl vydélit druhé ¢islo
¢islem prvnim, ¢imz bychom ziskali kvocient, kterym prenasobime ¢islo druhé. Po-
hodInéjsi postup pomoci logaritmu vyuzije tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se
stejnym pomérem. Logaritmus druhého ¢isla nalezneme rovnou v Napierovych ta-
bulkach pod thlem 50° a jeho hodnota je 2665149. Logaritmus prvniho ¢isla je
—547302. Tuto hodnotu nevycteme z Napierovych tabulek. Zpusob, jakym ji Na-
pier nejspise ziskal, ukazeme v piikladu 5.3.2. Rozdil logaritmu je 3212451. Prvni
¢islo je vetsi nez druhé a vysledna triclenna posloupnost je tedy klesajici. Od-
povidajici aritmeticka posloupnost logaritmu bude tudiz rostouci. Rozdil 3212451
proto pricteme k logaritmu druhého ¢isla a ziskame 5877600. Tento logaritmus na-
lezneme rovnou v Napierovych tabulkach u ihlu 33°45’. Ptislusny sinus a zaroven
hledany vysledek je tedy 5555702, coz je presny vysledek.

Piiklad 4.4.2 (Descriptio, kapitola 5, piiklad 2). Geometricky prumér

Zajima nds geometricky prumér &sel 107 a 5 - 10°. Standardni postup by byl
vypocitat soucin téchto ¢isel a potom pracné hledat jeho odmocninu. Zadand cisla
budou spolecné s jejich geometrickym prumérem G P uprostied tvorit tii ¢isla se
stejnym pomérem sousednich ¢lenii. Tedy bude platit 107 : GP = GP : 5 - 10°.
Dle tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem se proto logaritmy
sousednich ¢lent lisf vzajemné o stejnou hodnotu. Logaritmus ¢isla 107 je 0 a loga-
ritmus druhého krajniho &fsla 5 - 10° je 6931469. Tuto hodnotu zname diky tomu,
ze Napier spolu s tabulkami uvadi, o kolik se lisi logaritmy ¢isel s pomérem 2,
viz pitklad 5.3.3. Polovinu tohoto rozdilu pii¢teme k logaritmu 107, ¢imZ ziskdme
3465735. Toto cislo je tedy logaritmus hledaného vysledku a najdeme jej v Napie-
rovych tabulkach u thlu 45°; jehoz sinus a zaroven vysledek je 7071068.
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Piiklad 4.4.3 (Descriptio, kapitola 5, pifklad 4). Ctyri ¢isla v poméru

Meéjme dana dvé krajni ¢isla z posloupnosti ¢tyi ¢isel, kde sousedni maji vzdy
stejny pomér. Zajima nas, ktera dvé cisla jsou prostiedni. Tato 4 ¢isla jsou po
sobé jdouci ¢leny néjaké geometrické posloupnosti, jsou proto tvaru a, ax, az?,
ax®. Klasicky postup by byl vydélenim étvrtého ¢lenu prvnim ziskat 23, vypoctem
treti odmocniny ziskat x, a tim dvakrat vynasobit prvni ¢len.

Pii konkrétnim zadani si ukazeme, jak vyftesit tlohu pohodlnéji pomoci Napie-
rovych logaritmu. At prvni hodnota je 4029246 a posledni 10562556. Logarit-
mus druhého ¢isla je vypocitan v piikladu 4.4.1 a ma hodnotu —547302. Neni
jasné, jak Napier ziskal hodnotu logaritmu 9090051 pro prvni ¢islo. Je mozné,
ze postupoval stejné jako v piikladu 5.3.2. Celkovy rozsah logaritmu krajnich
c¢isel je tedy 9637353. O tento rozdil se musi podélit tii stejné tseky s délkou
9637353/3 = 3212451. Odectenim této hodnoty od logaritmu prvniho ¢isla ziskdme
5877600, dalsim odectenim pak 2665149. Nyni uz staci dohledat siny, jimz tyto lo-
garitmy nalezi.

Jesté ukdzeme postup, ktery pouzil Napier ve své knize Descriptio pti demon-
straci vlastnosti logaritmu. Logaritmus druhého ¢isla nalezneme tak, ze nejprve
zdvojnasobime logaritmus prvniho, ¢imz ziskame 18180102 a k tomu pficteme lo-
garitmus posledniho. Vyjde 17632800, coz po vydéleni tremi da 5877600. Z Napie-
rovych tabulek ziskdme, Ze tento logaritmus odpovidé ¢islu 5555702, coz je sinus
uhlu 33°45'. Uvedeny postup plyne z nasledujici tivahy: Logaritmus prvniho ¢isla
oznac¢me b. Logaritmy sousednich ¢isel se 1isi o konstantni zdpornou hodnotu, tu
oznac¢me y. Logaritmy jsou tedy tvaru b, b + y, b + 2y, b + 3y. Vydélenim souctu
¢tvrtého logaritmu a dvojnasobku prvniho logaritmu tfemi proto ziskame logarit-
mus druhého ¢isla. Analogicky, zdvojnasobime logaritmus ¢tvrtého cisla, pricteme
logaritmus prvniho ¢isla a to vydélime tremi. Ziskame 2665149. V Napierovych
tabulkach nalezneme, Ze toto je logaritmus ¢isla 7660445, coz je sinus thlu 50°.
Cela posloupnost cisel je tedy 4029246, 5555702, 7660445 a 10562556.

Priklad 4.4.4. Soucin dvou cisel

Méjme ¢cisla = 43632 a y = 267585. Zajimd nas jejich soucin. Protoze % = ¥,
diky tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem vime, ze plati

NapLog xy = NapLog x + NapLogy — NapLog 1.

Potiebujeme tedy znat hodnotu NapLogl. Jak jsme zminili, Napier vypocital,
7e logaritmy sinti ligicich se desetindsobné se lisf o 23025842. Logaritmus 107 je
roven 0. Proto je logaritmus 1 = 10° roven 7 - 23025842 = 161180894. V Napie-
rovych tabulkéch zjistime, ze hodnoté x nalezi logaritmus 54345225 a hodnoté y
logaritmus 36209009. Logaritmus soucinu je tedy —70626660. Logaritmus nejblizsi
tomuto ¢islu uvedeny v Napierovych tabulkach nalezneme uprostied fadku s thlem
89°57" a ma hodnotu —70439560. Vime, ze prostiedni sloupec tabulek udava hod-
notu logaritmu tangens thlu v poslednim sloupci. V tabulkdch hodnot tangens
dohledédme, Ze tomuto thlu odpovida hodnota 11459152994, coz povazujeme za
vysledek. Jde nam o postup, nikoli presnost vypoctu. Po zadani ¢isel do kalkulacky
ziskdme vysledek 11675268720. Pocitali jsme tedy s chybou témer 2 %, kterd nenf
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nijak mala. Napier si byl védom toho, ze jeho tabulky maji své nedostatky, proto
sam v zavéru své druhé knihy v odstavci 60 navrhuje nékolik zptfesnéni — napf.
TS = 103, tj. pfesnost viech logaritmu v tabulce by byla navysena o jednu cifru.

4.5 Napiertuv i Biirgiho logaritmus je prirozeny

Obecnd historie ¢isla e, jako napiiklad v knize (Maor, [7]), obvykle zacind prave
Napierovymi logaritmy. Jeho piedpis ve tvaru NapLogz = —107 In ;%= totiz vy-
jadtuje, ze pro své tabulky ve skutecnosti vypocitaval hodnoty prirozené logarit-

mické funkece.

Necht nds zajimd napiiklad hodnota In 0, 9636305, v Napierovych tabulkdch vy-
hledame ¢islo 9636305, které je sinem thlu 74°30" s logaritmem 370474. Ze vzorecku
vidime, Ze Napieruv logaritmus vyjadiuje —107 ndsobek pfirozeného logaritmu za-
daného ¢isla 0,9636305 takze hodnotu v tabulce interpretujeme jako —0, 0370474,
coz je pii zaokrouhleni na sedm desetinnych mist pfesnd hodnota. Lze tedy tvrdit,
ze Napier zkonstruoval prvni tabulky hodnot pfirozené logaritmické funkce aniz
by mél viibec tuseni o Euleroveé cisle e, které je nékdy nazyvano pravé Napierova
konstanta.

Stejné tak, Biirgiho predpis ve tvaru Burglogz = 1010g1+¢4 18 Vvyjadiuje, ze
10

¢isla v tabulkdch jsou ve skutecnosti hodnoty prirozené logaritmické funkce. K

uvédomeénti si tohoto faktu pomohou vyrazy

nlnzx nlnzx nilnzx

(D) WD) e

log1+%:p =

Takze v piipade, ze n = 10* pro velké k € N, udéva logaritmus o zakladu 1 + 1#

hodnoty pfirozenych logaritmu, pouze s posunutou desetinnou ¢arkou o k£ doleva.

Nechf nés zajima napiiklad hodnota Iny, kde y = 9,90347155. V Biirgiho ta-
bulkéch (viz obrazek 3.4) vyhleddme ¢islo 990347155 a jemu piislusny logarit-
mus 229300. Ten je urcéen velmi piesné nebot po ovéieni dosazenim do vzorecku
ziskdame Burglog 990347155 = 229299, 99996. Ze vzorecku vidime, ze Biirgiho lo-
garitmus vyjadiuje 10 nasobek logaritmu o zdkladu 1 + ﬁ ze zadaného cisla y.
7, predchoziho odstavce vime, ze logaritmus o tomto zakladu vyjadiuje piiblizné
10*n4sobek hodnoty Iny. Hodnota z Biirgiho tabulek tak je 10° ndsobkem Iny.
Prirozeny logaritmus ¢isla y uréeny pomoci Birgiho tabulek mé tedy hodnotu
2,293.

Na pét desetinnych mist prfesnd hodnota je Iny = 2,29288. Kdyby Biirgi nezvolil
k = 4 ale vyssi k = 6, dobral by se pro své tabulky u tohoto ¢isla také logaritmu
229288. On vsak stejné jako vsichni tvirci tabulek hledal kompromis mezi jejich
rozsahlosti, s ¢imz souvisi ¢asova pracnost, a presnosti hodnot. Snaha kazdopadné
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byla o co nejptesnéjsi vysledky. Kdyby naptiklad mél Biirgi k dispozici dostatek
asistentu poctaru, nejspise by pro svuj logaritmus zvolil vyssi k£ a prirozenym
logaritmum by se tak priblizil jesté vice.

Je zde tak vidét jeden z mnoha argumentu, proc je logaritmus o zékladu e nazyvan
prirozenym. Dva naprosto nezavisli matematici se snazili zjednodusit vypocty s
velkymi ¢isly. Oba na to §li ruznymi postupy. Ani jeden z nich nemél sebemensi
tuseni o néjakém iracionalnim transcendentnim ¢isle e. A pritom oba pfirozené
dosli k prirozené logaritmické funkci, jejiz hodnoty jsou v obou tabulkach vytisk-
nuty.
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Kapitola 5

Vypocet Napierovych tabulek

Ukazali jsme, jak Napier definoval logaritmy pomoci pohybujicich se bodu, odvodili
jsme nékteré vlastnosti logaritmu a ukazali jejich vyuziti na piikladech. Vysvétlili
jsme, jak se vyznat v tabulkach. Zbyva popsat, jakym zpusobem Napier logaritmy
¢isel v nich vypocital. Ted jde pouze o logaritmy. Hodnoty sint danych tihla byly
znadmy, jim piislusné tabulky uz existovaly. Vypocet tabulek zabral Napierovi 20
let.

Napier jej vysvétlil ve své druhé knize Mirifici logarithmorum canonis constructio,
anglicky Construction of the wonderful canon of logarithms, pro nas v celé praci
zkracené jen Constructio (Napier, [9]), kterd byla vyddna az posmrtné jeho synem
Robertem, roku 1619. Kniha méa 159 stran, z nichz 90 obsahuje jsou tytéz tabulky
jako v knize Descriptio. Kniha Constructio byla zfejmé napsana pred knihou De-
sceriptio. O tom svedci napiiklad to, ze v ni Napier oznacuje cisla jako ,Natural
numbers“ a logaritmy pojmem ,Artificial numbers“. Az pozdéji zacal pouzivat
slovo logaritmus, které daleko lépe vystihuje podstatu. Vzniklo spojenim feckych
slov logos (pomér) a arithmos (¢islo), viz (Clark a Montelle, [3]).

S vydanim Napier vahal proto, Ze si nebyl jist, zda budou jeho logaritmické tabulky
pozitivné prijaty. V piipadé ze ano, rad vysvétli, jak pfi jejich tvorbé postupoval.
Jinak by je nechal upadnout v zapomnéni a detaily nezverejioval. Jeho prvni
kniha Descriptio vsak méla velky tspéch. Bylo tedy zadouci, aby byla zverejnéna
i publikace vysvétlujici konstrukei logaritmu (Gonzalez-Velasco, [4]).
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5.1 Posloupnosti cisel

Napier si piipravil nékolik posloupnosti s hodnotami mezi 5 - 10¢ a 10" a uréil
jejich logaritmy. Pomoci téchto posloupnosti potom odhadl logaritmy sinu thla
pro své tabulky. Aby se jednoduse pocitaly logaritmy cisel z posloupnosti, jsou
geometrické a, tudiz staci pro urceni logaritmu vsech ¢isel posloupnosti znét rozdil
logaritmu prvnich dvou cisel. Aby se prvky téchto geometrickych posloupnosti
jednoduse pocitaly, voli Napier kvocienty 1 — 14z, 1 — o5, 1 — 5505 a 1 — 5.
Napriklad u kvocientu 1 — # totiz dalsi clen posloupnosti nalezneme snadno tak,
ze posuneme desetinnou ¢arku o pét pozic doleva, a vysledek odec¢teme od clenu

posledniho.

Napier ve své knize Constructio postupoval tak, ze nejprve vypocital prvky
nékolika geometrickych posloupnosti a az nasledné k nim postupné doplnil lo-
garitmy.

5.1.1 Prvni posloupnost

Jeji prvni élen je 107 a kvocient 1— 7. Odectenim 1,0000000 od 10000000, 0000000
ziskame 9999999, 0000000. Od  toho odecteme 0,9999999, ziskame
9999998, 0000001. Dalsim odec¢tenim 0,9999998 ziskdme 9999997, 0000003.
Timto zpusobem pokracujeme déle, presnost udrzujeme na 7 desetinnych mist,
a po 100 opakovanych odectenich dojdeme k c¢islu 9999900,0004950. Prvni
posloupnost tak méa 101 c¢lent.

5.1.2 Druha posloupnost

Jeji prvni élen je opét 107, nyni pro ni vsak Napier chce vétsi kvocient, aby obséhla
vétsl rozsah ¢éfsel. Nepotiebujeme uz vysokou piesnost po malych kruceich, nebot
tu jsme si zajistili prvni posloupnosti. Na to se vyborné hodi kvocient 1 — #.
Zaprvé se s nim velmi dobte pocita a zadruhé, druhym prvkem posloupnosti bude
9999900, coz je c¢islo velice blizké poslednimu ¢islu predchozi posloupnosti. Az
se budeme zabyvat vypoctem logaritmu, ukazeme, jak lze odhadnout logaritmus
néjakého ¢isla pomoci logaritmu ¢éisla blizkého. Tento odhad bude logicky o to
presnéjsi, ¢im blize si dana ¢isla budou. Az tedy vypocitame logaritmus cisla
9999900, 0004950, velmi presné pomoci néj odhadneme logaritmus druhého prvku
druhé posloupnosti 9999900. Potom uz diky geometri¢nosti posloupnosti doplnime
logaritmy ostatnich prvkiu jednoduchym pricitanim. Druha posloupnost bude mit
51 ¢lenu.

Prvni tii ¢leny druhé posloupnosti jsou 10000000, 9999999, 0000000,
9999800, 001000, padesaty prvni je 9995001, 222927. Ve druhé posloupnosti
tak Napier pracuje s pfesnosti na Sest desetinnych mist. Kdyz si nechame ptresné
(na mnohem vyssi pocet desetinnych mist) vypocitat vyraz 107 - (1 — 107°)° tak
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zjistime, ze vysledek je 9995001, 224804. Kdyz Napieruv postup zrekonstruujeme
pomoci pocitace a nechame jej opakované odecitat stotisicinu s presnosti na 6
desetinnych mist, ziskame vysledek 9995001, 224826. Toto c¢islo by proto mélo
byt uvedeno v Napierové knize jako posledni prvek druhé posloupnosti namisto
9995001, 222927. Vzhledem k tomu, ze vypocet druhé tabulky, stejné jako prvni, je
diky volbé kvocientu jen prosté odecitani, nejspise se nejednalo o chybu zamérnou,
usnadnujici vypocet (uz tak byl snadny), a vznikla spiSe nepozornosti. Zaroven
nemuzeme zjistit, kde piesné k chybé doslo, nebot Napier v knize Constructio
uvadi hodnoty pouze prvnich péti prvku posloupnosti a prvek posledni. Tato
chyba déle nehraje vyznamnou roli. Potfebujeme ji hlavné pro odhad logaritmu
¢isla 9995000 do dalsi posloupnosti. Po docteni této kapitoly si muze ¢tenar sam
spocitat, ze tato Napierova chyba ma za nasledek to, ze logaritmus ¢isla 9995000
se od spravné hodnoty ziskané pomoci cisla 9995001, 224826 1isi o 0,0019.

5.1.3 Treti posloupnost

Jeji prvni ¢len je také 107, Napier za pomér sousednich élenii zvolil 0,9995 =
1 - ﬁ. Kazdé nésledujici ¢islo tedy ziskdme zmenSenim predchoziho o jeho
dvoutisicinu. Druhy prvek je 9995000, néasleduje 9990002,5 a tak déle, az
k 9900473, 57808, které je dvacaté prvni. Napier ve své knize Constructio neuvadi
celou posloupnost, ale jen prvnich pét ¢isel a cislo posledni. V odstavci 25 ve
své knize Constructio popisuje, ze pocita s presnosti na pét desetinnych mist.
Naptiklad kdyz vydélime ¢tvrté ¢islo 9985007, 49875 ¢islem 2000, ziskdme piesné
4992, 503749375, pro Napiera to je jen 4992, 50374. Paté cislo 9980014, 99501 tak
ziskal odectenim 4992, 50374 od ¢tvrtého. Nicméné, kdyz tento postup zopakujeme
dvacetkrat, dojdeme k poslednimu ¢islu 9900473,57811 a nikoli 9900473, 57808,
jak uvadi Napier. Kdybychom pocitali s ptresnosti na 6 desetinnych mist, po-
slednf ¢fslo by bylo 9900473, 578032. Pro tplnost, presnd hodnota 107(1 — 535)%°
7€ 9900473, 57802. Nevime tedy, jak zrekonstruovat jeho vypocty, abychom dosli ke
stejnému c¢islu, Napier pti svych vypoctech nejspise opét nékde chyboval, mozna
pocital v jednotlivych krocich s ruznou presnosti, mozna se jedné o chybu sazece.

5.1.4 Tabulka radikalu

Pomeér prvniho a posledniho ¢isla tieti posloupnosti je priblizné 0, 99. Tento pomér
nasledné Napier vyuzije k tomu, aby pro kazdy z 21 prvku tieti posloupnosti sestro-
jil posloupnost 68 ¢isel. Tento soubor ¢isel tak ma charakter matice, kterou Napier
nazyva tabulka radikalu. Treti posloupnost s 21 ¢isly o poméru 0,9995 tvoii jeji
prvni sloupec. Kazdému z nich ptislusi fadek s dalsimi 68 hodnotami se vzajemnym
pomérem 0, 99. Pro celou tabulku jsou hodnoty ¢isel uvedeny s presnosti na 4 dese-
tinna mista a na tolik mist je provadén i vypocet. Kazdé dalsi ¢islo v fadku ziskame
z predchoziho tak, Ze predchozi nejprve vydélime stem (posuneme desetinnou
¢arku), odstranime posledni dveé ¢islice (patéd a Sesté pozice za desetinnou ¢érkou) a
to odecteme od cisla predchoziho. Napiiklad, v poslednim fadku mame na zacatku
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posledni prvek tieti posloupnosti neboli prvniho sloupce tabulky 9900473, 5780. Po
vydéleni stem a vynechanim poslednich dvou cifer mame 99004, 7357. To odecteme,
¢imz ziskame 9801468, 8423 neboli druhé ¢islo posledniho fadku tabulky radik&lu.

Kdyz napiSeme program, ktery pfesné tento postup realizuje, pro 69. sloupec
vypocitdme hodnoty, které jsou v tadcich ¢islo 1, 2, 3 a 5 stejné jako ty v Na-
pierové knize Constructio, pro ¢tvrty fadek ziskame ¢islo lisici se od Napierovy
hodnoty o 0,0001 a pro tadek 21 je rozdil 0,0009. Na vice fadcich to neni mozné
oveiit, nebot je Napier ve své praci neuvadi. Zvyseni piesnosti vypoctu vede ve
vsech pripadech k vétsim rozdilim od Napierovych hodnot. Opét tedy neni zcela
jasné, jak presné Napier pti zaokrouhlovani postupoval. Naptiklad chyba v po-
slednim fadku ndpadné spociva v prohozeni poslednich dvou cifer — ty jsou v knize
Constructio 34, zrekonstruovany vypocet ma na téchto pozicich 43. Muze tak jit
0 nepozornosti pii prepisu ¢i sazbé.

Prislusny algoritmus rekonstruujici Napieruv vypocet (napiiklad pro 21. radek
tabulky radikalu) je nasledujici.

x:= 99004735780;
for i:=1 to 69 do
begin
writeln (x);
y:= trunc(x/100);
Xi= X—V;
end;

Nejmensi ¢islo v tabulce radikalu je 4998609, 4034, tedy zhruba polovina ptivodniho
¢isla 107, se nachdzi na poslednim faddku posledniho sloupce.

5.2 Doplnéni logaritmt k posloupnostem

Dalsim cilem je nalézt logaritmy k ¢islim (sinum) v tabulce radikalu. Pomoci
nich potom uz vypocitame logaritmy sinu 1hlu mezi 0 a 90 stupni. Pfipomenme
Napierovu definici logaritmu, viz sekce 4.1.3. Bod B se po piimce pohybuje kon-
stantni rychlosti a tedy za stejné dlouhé ¢asové tseky urazi stejné vzdalenosti.
Bod G se pohybuje od bodu T k bodu S tak, ze pro stejné ¢asové tiseky je pomeér
vzdalenosti G\S pred a po uplynuti tohoto ¢asu stejny. Oba body startuji svuj po-
hyb najednou, stejnou rychlosti. Logaritmus vzdélenosti (sinu) GS je potom roven
vzdalenosti urazené bodem B. Vzdalenost T'S Napier polozil rovnu 107.
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5.2.1 Prvni posloupnost

Nez se koneéné pustime do vypoétu logaritmu néjakého dalsiho &fsla po 107, jehoz
nulovy logaritmus zndme uz dlouho, potifebujeme nékolik pomocnych tvrzeni.

Tvrzeni 5.2.1 (Constructio, odstavec 25). O rychlosti bodu G

Napier tvrdi, ze rychlost bodu G priblizujiciho se k .S je pfimo imérna vzdalenosti
GS. Jak zjistime v kapitole 6, je to pravda.

Napierovo vysvétleni, které nelze povazovat za plnohodnotny dukaz, je nasledujici.
Bod G se zacne pohybovat z bodu Ty = T'. Zvolme libovolné kladny casovy interval
At a po kazdém jeho uplynuti zaznamenejme polohu bodu G, ¢imz vzniknou body
Ty, T, ... Dle definice pohybu G oznacme pevny pomér a = TS Yde i je

T.S
libovolné. Postupnymi tdpravami ziskame

TinTive  TinS —TipeS  TinS —alinS _ TiaS
TiTi T;S — Tit1S TS — al;S TS

Zjistili jsme tedy, ze posloupnost vzdalenosti 7;7;.; je geometrickd a s tymz
kvocientem jako posloupnost vzdalenosti T;S. Jinymi slovy T;Ti.; = a'TyT a

T;S = a'TyS, z ¢ehoz plyne
ToTy
T = 7o TiS
=T

tj. ze vzdalenost T;T;,1 je pfimo umérnd vzdélenosti GS, jestlize se G nachazi
v bodech T;.

Dle Napiera jsou nutné piimo tumeérné této vzdalenosti i rychlosti v bodech T;.
Rozhodné to plati pro primérné rychlosti o; bodu G na tsecich T;T},;, nebot ty
splnuji vztah

_ draha . EEJ,,:[ . TOT1
YT s At ALTS

T;S.

Vzhledem k tomu, ze pro malou volbu délky ¢asového intervalu At je prumérna
rychlost na useku 7;7;,1 témét rovna okamzité rychlosti v T}, dalo by se pomoci
limit pro At — 0 dokéazat, ze toto tvrzeni plati i pro okamzité rychlosti. Specialné,
pro bod Ty bychom ziskali vy rychlost, se kterou G (i B) startuje svij pohyb. Pro
okamzitou rychlost v bodu GG bychom tak dosli ke vztahu

_ Yo
v = TOSGS.

Ke stejnému vysledku dojdeme v kapitole 6, kde toto tvrzeni dokazeme jednoduse
po nalezeni predpisu pro vzdalenost GS v zavislosti na case.

29



Tvrzeni 5.2.2 (Constructio, odstavec 28). O hranicich logaritmu

Logaritmus AB daného sinu dS je vétsi, nez rozdil T'd poloméru T'S a tohoto
sinu a mens§i, nez rozdil o1 poloméru T'S a délky oS, ktera je ku poloméru ve
stejném poméru jako je polomér k danému sinu dS. Tyto rozdily jsou nazvany
limity logaritmu.

0 T

<

Q — &

A NapLogdS

) |- ~ .
B

Necht je ddna hodnota sinu dS a G se nachdzi od S v této vzdalenosti. At oS je
vzdalenost, ktera presahuje polomér T'S v poméru ;—“Z = %. Dle definic pohybu
bodu jsou vzdalenosti oT', T'd i AB urazeny ptislusnymi body za stejny ¢as. Protoze
rychlosti G a B jsou stejné v bodech T" a A, rychlost G je klesajici (viz predchozi
tvrzeni) a rychlost B konstantni, pricemz rychlost B v A je rovna rychlosti G v T,
nutné plati

Td < AB = NapLogdS < oT.

Dolni odhad T'd logaritmu ¢isla dS tedy ziskdme odectenim daného ¢isla dS od
TS = 107. Ziejme plati %—:g = g—g. Horn{ hranici o7 tak ziskame vynasobenim dolni
hranice T'd celym sinem T'S a vydélenim logaritmovanym ¢islem dS. Vyjadieni
hranic pouze pomoci zadaného ¢isla x tedy je

107(107 — x)
" :

10" — x < NapLogz <

Vypocet logaritmt k prvni posloupnosti

Logaritmus prvniho ¢&fsla 107 zndme uz od definice, ten je roven nule. Zajima
nas logaritmus druhého ¢éisla prvni posloupnosti, 9999999. Vyuzijeme piedchozi
tvrzeni. Spodni limita 7'd je 1. Horni limita oT" je 1,0000001. Nyni vyuzijeme toho,
ze posloupnost ¢isel je geometrickd. Z tvrzeni 4.2.1 vime, ze dvojice ¢isel se stejnym
pomérem maji stejné vzdalené logaritmy. Takze kdyz rozdil logaritmu prvniho ¢isla
posloupnosti a logaritmu druhého ¢isla lezi mezi 1 a 1,0000001, lezi mezi témito
hranicemi i rozdil logaritmu druhého a tretiho ¢isla, tfettho a ¢tvrtého,... i stého
a sto prvniho. Logaritmus tfetiho ¢isla 9999998, 0000001 tedy lezi v rozmezi 2 a
2,0000002, ctvrtého cisla 9999997, 0000003 v rozmezi 3 a 3,0000003, a tak dale.
Jako logaritmy ¢isel Napier zvolil aritmetické prumeéry mezi, viz obrazek 5.1.
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poradi Cislo logaritmus

10000000.0000000( 0.0000000
9999999.0000000( 1.0000001
9999998.0000001| 2.0000001
9999997.0000003| 3.0000002

A W N R

99| 9999902.0004753| 98.0000049
100| 9999901.0004851| 99.0000050
101| 9999900.0004950| 100.0000050

Obrazek 5.1: Prvni posloupnost s logaritmy

~ v

je odhad z ptredchoziho tvrzeni nejpresnéjsi pro siny blizké T'S. Toho vyuzivame
praveé v prvni posloupnosti, kterd je velmi jemné a jeji druhy ddaj je velice blizky
hodnoté T'S. Jeho logaritmus proto zname velmi presné a tim padem i logaritmy
ostatnich ¢isel prvni posloupnosti.

5.2.2 Druha posloupnost

Stejné jako u prvni posloupnosti, je klicové ziskat logaritmus jejiho druhého cisla,
nebot poté diky geometri¢nosti doplnime zbylé logaritmy jednoduchym pficitanim.
S tvrzenim 5.2.2 o hranicich logaritmu uz si vSak nevystacime.

vvvvvv

ziskali bychom 1000000 < NapLog 9000000 < 1111111, coz je pfilis Siroké rozmezi
pro vybér logaritmu pro pocetni potieby. Pro nalezeni logaritmu ostatnich ¢isel
si proto budeme pomdhat jinak. Vyuzijeme zaprvé vypocitané hodnoty z prvni
posloupnosti, a navic nové, velmi dulezité tvrzeni.

Tvrzeni 5.2.3 (Constructio, odstavec 39). O odhadu rozdilu logaritmi dvou c¢isel

Napier uvadi navod, jak odhadnout rozdil logaritmu dvou sinu ¢S a eS. Tvrdi,
ze horni limita (hranice) pro tento rozdil je ku T'S ve stejném pomeéru jako rozdil
sini ¢S — eS ku mensimu sinu eS. Dolni limita je ku poloméru T'S ve stejném
poméru jako rozdil sini ku vétsimu sinu ¢S. Jinymi slovy, pro rozdil logaritmu
¢isel ¢S > eS plati

TS - (cS—eS)
cS

TS - (cS—eS)
eS

< NapLogeS — NapLog ¢S <

Hranice pro rozdil logaritmu dvou ¢isel tedy spocitame jednoduse — rozdil téchto
¢isel vydélime bud'to vétsim (dolni hranice) ¢ vétsim (horni hranice) z ¢isel a
desetinnou ¢arku posuneme o sedm pozic doprava. Nyni si ukdzeme, pro¢ toto
tvrzeni plati.
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Nalevo od bodu T vyzna¢me bod o spliujici Z—; = i—f Napravo od T' vyznac¢me
~_ . TS _ ¢S
bod d spliujicl 77 = <.
T [ S ?
G

Z téchto dvou rovnosti plyne

eS_cS—ce ce Td TS —-1Td ds

S ¢S cS TS TS TS

Tyto dvojice ¢isel maji dle tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem
stejné vzdalené logaritmy, takze NapLog dS = NapLogeS — NapLogcS. I tady je
vidét, proc¢ bylo vhodné zvolit NapLogT'S = 0. Z uvedenych rovnosti déale plyne

TS (4 Ts\T ey (e5) 4
0S TS -~ \eS -~ \eS TS

Dle tvrzeni 5.2.2 o hranicich logaritmu proto lezi logaritmus cisla dS mezi ¢isly
Td a oT'. Z uvedenych rovnosti ale také plyne T'd = %Sce a ol = Tféce, coZ jsou

krajni body nerovnosti ze zacatku tvrzeni a to je tim dokazano.

Piiklad 5.2.4 (Constructio, odstavec 40). Aplikace tvrzeni o odhadu rozdilu lo-
garitmai

At vetsi éislo je 9999975, 5000000 = ¢S, jehoZ logaritmus zatim nezndme a mensi
¢islo 9999975, 0000300 = eS, coz je cislo z prvni tabulky které jsme ziskali jako
107(1—-1077)%. Rozdil logaritmt téchto ¢isel je dle vzorecku minimalné 0, 49997122
a maximalné 0,49997124. Protoze logaritmus eS mame s presnosti na 7 dese-
tinnych mist, nema smysl zabyvat se u rozdilu logaritmu mistem osmym, proto
jej ignorujeme. Vime, ze logaritmus ¢isla eS lezi mezi 25, 0000000 a 25,0000025.
Cislo ¢S je vétsf nez eS a tudiz ma mensi logaritmus. Ten tedy lez v rozmez
25,00000000 — 0,4999712 = 24, 5000288 a 25,0000025 — 0,4999712 = 24, 5000313.
Zvolime prumér téchto hranic 24, 5000300, ktery je shodny s hodnotou, kterou
bychom ziskali na pocita¢i pouzitim vzorecku pro Napieruv logaritmus.

Vypocet logaritmt k druhé posloupnosti

Podobné jako v predchozim piikladu, bychom pomoci posledniho ¢isla prvni
posloupnosti 9999900, 0004950, jehoz logaritmus lezi v rozmezi 100,0000000 a
100, 0000100, vypocitali logaritmus druhého ¢isla druhé posloupnosti 9999900.
Dolni a horni hranice rozdilu jejich logaritmu se lisi az na ¢trnactém misté de-
setinného rozvoje, na prvnich 7 mist to je 0,0004950 a logaritmus ¢isla 9999900
tak lezi v rozmezi 100, 0004950 a 100, 0005050.
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Protoze logaritmus prvniho ¢&fsla druhé posloupnosti 107 je roven nule, je rozdil
logaritmu prvniho a druhého ¢isla roven logaritmu ¢isla 9999900. Sousedni ¢isla
druhé posloupnosti jsou vzdy ve stejném poméru, maji tudiz stejné vzdalené lo-
garitmy. Pro tuto vzdalenost zndme dolni a horni odhad. Tudiz pro zisk od-
hadu logaritmu dalsich ¢isel vzdy staci pricist 100,0004950 k dolni hranici a
100, 0005050 k horni hranici. Logaritmus tfetiho ¢isla druhé posloupnosti tedy
lezi v rozmezi 200,0009900 a 200,0010100. Padesaté prvni ¢islo druhé posloup-
nosti 9995001, 224804 ma logaritmus z rozmezi 5000, 0247500 a 5000, 0252500. Za
hodnoty logaritmt do druhé tabulky volime, stejné jako u prvni tabulky, prumeér
téchto hranic.

Na nasledujicim obrazku vidime zacatek a konec druhé posloupnosti s doplnénymi
hodnotami logaritmtu. Vzhledem k tomu, Ze jak jsme ukazali v sekci 5.1.2, neni
jasny Napieruv postup pii vypoctu druhé posloupnosti a proto je tato tabulka
vypocitana postupem u kterého se domnivame, ze se jej Napier snazil dodrzet. Po-
sledni hodnota v tabulce se tak od té uvedené Napierem nepatrné lisi. Na hodnoty
logaritmu to vliv nemad, ty jsou v souladu s hodnotami uvedenymi v Napieroveé
knize.

poradi Cislo logaritmus

1 10000000,000000 0,0000000
2 9999900,000000{ 100,0005000
3 9999800,001000{ 200,0010000
4 9999700,003000{ 300,0015000

49 9995201,127848| 4800,0240000

50 9995101,175837| 4900,0245000
51 9995001,224826| 5000,0250000

Obréazek 5.2: Druha posloupnost s logaritmy

5.2.3 Treti posloupnost

Ukazeme, jak najit logaritmus ¢isla x, které neni primo prvkem druhé posloupnosti,
ale je z jejiho rozsahu, ¢imz mame na mysli to, ze kdybychom rozsitili druhou
posloupnost o jeden prvek z kazdého konce, lezi x pravé mezi nékterymi dvéma
¢isly z této rozsitené posloupnosti. V takovém piipadé nalezneme a; prvek druhé

vvvvvv

Y x
107 = o pro x < a;,
respektive

Y

(0]
—— = — pro x > a.
T
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Pak totiz bude platit, ze y je z rozsahu prvni posloupnosti, kterd ma prvky méné
vzdalené a logaritmus ¢isla y tak uréime presné. Pouzitim tvrzeni 4.2.1 o logarit-
mech dvojic se stejnym pomérem pak dopoc¢itame logaritmus ¢isla x, jak ukazeme
v nasledujicim piikladu. Alternativni moznosti pro nalezeni logaritmu x by bylo
aplikovat rovnou tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu na ¢isla z a a;. Tato
¢isla uz si vsak mohou byt dost vzdalena a odhad by tak byl méné presny. Zde je
tedy vidét, pro¢ Napier volil poméry do svych posloupnosti pravé takto a proc je
buduje zpusobem od ,nejjemnéjsi“ po ,nejhrubsi®.

Piiklad 5.2.5 (Constructio, odstavec 43). Logaritmus druhého ¢isla tieti posloup-
nosti

Hledejme logaritmus druhého cisla treti posloupnosti co = 9995000. Hodnota
z druhé posloupnosti nejblizsi tomuto ¢islu je (zamérné) ta posledni, bs; =
9995001, 222927 s logaritmem v rozmezi 5000,0247500 az 5000,0252500. Dle
predchoziho odstavce vypocitame cislo y = 9999998, 7764614, pro které plati

Y Co

107 by

vvvvvv

garitmem v rozmezi 1,0000000 a 1,0000001. Dle tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu
logaritmu je rozdil logaritmu y a as roven 0,2235386 (dolni a horni hranice pro
tento rozdil se lisi az na 9. desetinném misté, proto uvddime jedno ¢islo). Logarit-
mus ¢isla y tedy lezi v rozmezi 1, 2235386 az 1, 2235387.

Tyto hodnoty dle tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem zaroven
urcuji, o kolik se lisi logaritmus ¢y a bs;. Spojenim rozmezi ziskame, ze logarit-
mus ¢y lezi v intervalu 5001, 2482886 az 5001, 2487888. Zvolime prumér jeho hra-
nic: 5001, 2485387.

Pro porovnani, vzoreckem ziskana presna hodnota logaritmu je 5001, 2504168. Zde
si dovolim upozornit na drobnou nesrovnalost. Napier totiz tvrdi, Zze toto roz-
mezi ziskame seCtenim predchozich rozmezi, tj. specialné horni hranice ma byt
5001, 2487888 = 5000, 0252500 4+ 1, 2235387, coz neni pravda pro posledni desetin-
nou pozici. Napier zménil posledni lichou ¢islici 7 na sudou ¢islici 8 nejspise proto,
aby snadno urcil stied tohoto rozmezi.
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5.2.4 Tabulka radikalua

Podobné jako u predchozich dvou posloupnosti, protoze zname rozdil logaritmu
prvniho (107) a druhého (995000) ¢isla, muzeme logaritmy vsech zbylych prvku
treti posloupnosti, tj. prvniho sloupce tabulky radikalu, dopocitat pricitanim to-
hoto rozdilu 5001, 2485387. Posledni, 21. prvek tieti posloupnosti 9900473, 5780 =
107 - (1 — Wloo)zo ma tedy logaritmus 100024, 970774 = 20 - 5001, 2485387.

Pro doplnéni logaritmu v ostatnich sloupcich tabulky radikalu se hodi znat loga-
ritmus prvniho ¢isla druhého sloupce, 9900000.

Mohli bychom pouzit rovnou tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu, zjistit o ko-
lik se lisi logaritmy cisel 9900000 a 9900473, 57808 a tento rozdil pricist k loga-
ritmu ¢isla 9900473, 5780. Zjistili bychom tak, ze logaritmus 9900000 se nachazi
v rozmezi 100503, 3045062 = 100024, 96577204478, 3387342 az 100503, 3373921 =
100024, 9757760+ 478, 3616161, které ma rozpéti 0, 0328859 a jeho prostiedni hod-
nota je 100503, 32094915. Budeme vsak postupovat jako v predchozim piikladu a
pro logaritmus 9900000 ziskdme rozmezi s rozpétim 0, 0100562 a prostiedni hodno-
tou 100503, 3210291, coz je o malinko spravnéjsi vysledek. Presnd hodnota ziskana
vzoreckem by byla 100503, 3585350.

Piiklad 5.2.6 (Constructio, odstavec 45). Logaritmus pruniho ¢isla druhého
sloupce tabulky radikadli

Hleddme logaritmus ¢isla d;o = 9900000. Cislo z prvniho sloupce nejblizsi
¢islu dio je to posledni, cy; = 9900473,57808. Mechanicky vypocitame y =
9999521, 6611850, spliujici

Yy _de
107 Co21 )
Cislu y nejblizsi ¢islo ze druhé posloupnosti je to Sesté, bg = 9999500, 0100000

s logaritmem 500, 002475 az 500, 0025250.

Postup zopakujeme a nalezneme ¢islo x = 9999978, 3477792, spliujici

107y

Dostali jsme se tak do rozsahu prvni posloupnosti a muzeme zacit urcovat lo-
garitmy. Cislu z nejblizsi prvek z prvni posloupnosti je as; = 9999978, 0000231
s logaritmem z rozmezi 22,0000000 az 22,0000022. Dle tvrzeni 5.2.3 o odhadu
rozdilu logaritmu je rozdil logaritmu éisel x a agz roven 0,3477569 (hranice roz-
mezi se lisi az od osmé pozice). Logaritmus ¢isla = proto lezi v rozmezi 21, 6522431
az 21,6522453.
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Pokracujeme o troven vyse, kde diky predchozimu najdeme logaritmus cisla
y v rozmezi 478,3502297 = 500,0024750 — 21,6522453 az 478,3502819 =
500, 0025250 — 21,6522431. Napier ve své knize uvadi hodnoty tohoto rozmezi
478, 3502290 az 478, 3502812. Jeho rozmezi se tak od naseho lisi na poslednim de-
setinném misté. V knize kazdopadné neni uvedeno, jak presné Napier postupoval
a tudiz neni jasné, proc se vysledky lisi.

Logaritmus posledniho ¢isla prvniho sloupce ¢y lezi v rozmezi 20-5001, 2482886 =
100024, 9657720 a 20-5001, 2487888 = 100024, 9757760. Kombinaci hranic ziskdme,
ze logaritmus dy o lezi mezi 100503,3160010 = 100024, 965772 + 478, 3502290 a
100503, 3260572 = 100024, 9757760 + 478, 3502812. Za logaritmus ¢isla dy o vybe-
reme prumér téchto hodnot, 100503, 3210291.

V tuto chvili uz dokdzeme jednoduse dopocitat logaritmy vsSech cisel z ta-
bulky radikdla. Prvni sloupec d;, uz mame vyplnény. Protoze zname logarit-
mus prvniho ¢isla prvniho sloupce i prvniho cisla druhého sloupce a vSechna
sousedni ¢isla v fadcich jsou ve stejném poméru a maji tudiz stejné rozdily lo-
garitmu rovné 100503, 3210291, logaritmy dalsich ¢isel prvntho fadku ziskame
pricitanim tohoto rozdilu k ¢islu predchozimu. Stejné muzeme postupovat pro
vSechny radky. Vyplnénim posledniho fadku posledniho sloupce Napier dospél k lo-
garitmu 6934250, 8007528 cisla 4998609, 4034. V ukézce 5.3 tabulky radikalu pro
svou knihu zaokrouhlil Napier logaritmy na jedno desetinné misto.

poradi[sloupec 1 sloupec 2 sloupec 69
Cislo logaritmus [Cislo logaritmus Cislo logaritmus
1| 10000000.0000 0.0[ 9900000.0000| 100503.3 5048858.8900( 6834225.8
2| 9995000.0000 5001.2| 9895050.0000| 105504.6|...|5046334.4605( 6839227.1
3| 9990002.5000 10002.5| 9890102.4750| 110505.8 5043811.2932| 6844228.3

| 21|m9900473.5780| 100025.0|.§é01468.8422| 200528.2] |.A;9-98609.4034 6934250.8

Obrazek 5.3: Tabulka radikalu s logaritmy

5.3 Nalezeni logaritmu k sinum uhla

Nyni uz muzeme popsat, jak ziskame logaritmy vsech ¢isel pro Napierovu tabulku
logaritmt sinti tthlii. Pro éfsla mezi 9996700 a 107 je nalezen{ logaritmu velmi jed-
noduché a spoéiva v odeéteni zadaného ¢isla od &isla 107. Je to dusledkem tvrzeni
5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu, kdy spoc¢itame, ze logaritmus ¢isla 9996700 lezi
v rozmezi 3300 a 3301. Vzhledem k tomu, ze rozmezi logaritmu je Siroké pouze 1
a Cislice za desetinnou ¢arkou nas pro Napierovy tabulky logaritmu sinu thlu ne-
zajima, nemuzeme se dopustit vyrazné chyby. Proto muzeme za logaritmus klidné
zvolit doln{ hranici, kterd je rovna rozdilu daného éisla a 107. Stejnd situace plati
i pro viechna ¢isla vétsi nez 9996700 a mensi nez 107,
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5.3.1 Cisla z rozsahu tabulky radikala

Pro nalezeni logaritmu ¢isla z rozsahu tabulky radikalu nalezneme ¢islo, které je
danému c¢islu nejblize. Dle tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu vynédsobime
rozdil téchto &sel hodnotou 107 a tento souéin vydélime bud zadanym ¢éislem, nej-
blizsim ¢islem z tabulky ¢i néé¢im mezi tim, ¢imz ziskdme horni, dolni, ¢i prubézny
odhad. Diky tomu, jak jsou ¢isla treti tabulky vzdalena a vzhledem k tomu, Ze pro
tabulku logaritmu sinu nas zajima jen cela cast, libovolny z téchto odhadu bude
dostatecné blizko spravné hodnoté. Proto Napier doporucuje vybirat takové cislo
z tohoto rozsahu, kterym se bude nejsnaze délit.

Piiklad 5.3.1 (Constructio, odstavec 50). Vypocet logaritmu konkrétniho sinu

VVVVVV

z tabulky radikalt je dig 20 = 7490786, 6119 = 107 (1 — 5555)"" -0, 99%® s logaritmem
2889111, 7.

Nyni pouzijeme tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu. Rozdil zadaného ¢isla a
¢isla z tabulky je 1229,6119. Ten vynasobime 107 a vybereme si co nejjednodussi
(pro snadnou praci) délitel z rozmezi mezi zadanym ¢islem a ¢islem z tabulky,
napiiklad ¢islo 7490000 z poloviny rozsahu. Délenim ziskame 1640,1. Protoze
zadané ¢islo je mensi nez ¢islo z tabulky, tento rozdil k tabulkové hodnoté lo-
garitmu piicteme. Ziskdme 2890751,8, coz zaokrouhlime, nebot v Napierovych
tabulkych chceme pouze cela cisla. Za logaritmus zadaného sinu proto volime hod-
notu 2890752.

Priklad 5.3.2. Vypocet logaritmu z prikladu 4.4.1
V prikladu 4.4.1 v predchozi kapitole jsme tvrdili, ze logaritmus ¢isla y = 10562556

je —b47302. Jak jej Napier ziskal? Ukazeme jeden z moznych postupu. Mecha-
nickym vypoctem nalezneme ¢islo x = 9467405, 4272, které splinuje

T _107
107y

Dle tvrzeni 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejnym pomérem potom plati NapLogy =

— NapLog z. Cislu & nejblizsi ¢islo z tabulky radikéla je d7 ¢ = 9481406, 4361 =
107-(1—W1()())6-0, 99° s logaritmem 532524, 1 = 5001, 2485387-6+100503, 3210291 -5.

Tyto hodnoty najdeme v 6. sloupci na 7. radku.

Dle tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu lezi rozdil logaritmu ¢isel drg a x
v rozmezi

107 - (d7g — 107 - (do « —
14766, 8060 = L (d7’6 D 14788, 64441 = 0% (drg x>7
7,6 T

kde zvolime stfedni rozdil 14777, 7. Protoze x < dr¢, tak tuto hodnotu pricteme
k logaritmu z tabulky a ziskame hledanou hodnotu NapLog x = 547301, 8. Tu staci
zaokrouhlit na jednotky a obratit znaménko, ¢imz ziskdme hledany logaritmus
¢isla y.
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5.3.2 Cisla mimo rozsah tabulky radikala

Protoze rozsah tabulky radikalu je od T'S/2 do T'S, nevime jak hledat logaritmy
sinti thlt mensich nez 45°. To tesi nasledujici dva piiklady.

Priklad 5.3.3 (Constructio, odstavec 51). Rozdil logaritmi c¢isel s pomérem 1:2

K ziskdni této hodnoty se nabizi ¢éisla 107 a 5 - 10°. Protoze logaritmus 107 je
nula, staci ziskat hodnotu logaritmu poloviéniho ¢isla. K tomu muzeme pouzit
tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu logaritmu a posledni ¢islo v tabulce radikalt da; 69 =
4998609, 4034 = 107 - (1 — ﬁ)% - 0,99% s logaritmem 6934250, 8. Tim pro rozdil
uvedenych ¢isel NapLog da; 69 — NapLog %T S ziskame odhad

TS(%TS — d21769) 2 97819669 — TS(%TS — d21769)

2781,1932 —
%TS da1 69

Vysledek NapLog%TS = 6934250,8 — 2781,5800 = 6931469,22 ziskdame

zprumérovanim krajnich hodnot.

Priklad 5.3.4 (Constructio, odstavec 52). Rozdil logaritmi éisel s pomérem 1:10

vvvvvv

ds 23 = 8000285,3052 = 107 - (1 — WIOO)A‘ - 0,99% s logaritmem 2231078, 056795 =
5001, 2485387-4+100503, 3210291 -22 . Pomoci tvrzeni 5.2.3 o odhadu rozdilu loga-
ritmu bychom zjistili, Ze stfedni rozdil logaritmu téchto ¢isel je 356, 625141. Za lo-

garitmus ¢isla 8000000 proto bereme 2231434, 68 = 2231078, 056795+ 356, 625141.

Diky piedchozimu pifkladu vime, Ze logaritmus osmkrat menstho éisla 10° je
23025842,34 = 2231434,68 + 3 - 6931469, 22. Zname tedy logaritmy dvou ¢isel,
107 a 10% s pomérem 10 : 1. Jejich rozdil je 23025842, 34.

Piiklad 5.3.5 (Constructio, odstavec 54). Vypocet logaritmu sinu ostrého ihlu

Hledame logaritmus sinu hlu 2°10" neboli ¢isla = 378064. To nenti ¢islo z rozsahu
tabulky radikalu. Kdyz jej vynasobime dvaceti, ziskame 7561280. Jemu nejblizsi
¢islo z tabulky radikalu je dyzes = 7562667,8976 = 107 - (1 — 5555)"¢ - 0,99%" s lo-
garitmem 2793609, 6 = 5001, 2485387 - 16 + 100503, 3210291 - 27. Dle tvrzeni 5.2.3
o odhadu rozdilu logaritmt je stfedni rozdil logaritmu téchto ¢isel 1835, 3. Loga-
ritmus 20 - z je tedy 2795444, 9. Protoze jsme toto ¢islo ziskali nasobenim dvéma
a deseti, bude vysledny logaritmus vétsi o 6931469, 22 + 23025842, 34. Vysledek je
tedy 32752756,4. Do tabulky logaritmu sinu pouzijeme celé ¢islo 32752756. Pro

porovnani, presnd hodnota ziskana vzoreckem pro NapLog je 32752769.
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5.4 Rozdil mezi Burgiho a Napierovym logarit-
mem

Zjednodusené lze Tici, ze rozdil téchto dvou logaritmu spociva v tom, ze prvni je
vybudovan ,shora® pricemz ten druhy ,zdola“.

Biirgi si pripravil jednu jedinou geometrickou posloupnost s kvocientem 1, 0001,
prvnim prvkem 10® a poslednim prvkem 10° —1. Prvkam této posloupnosti piifadil
¢isla 0, 10, 20 a tak déle. Vypocet jeho tabulek byl tedy jednoduchy a spocival
pouze ve vycisleni prvku geometrické posloupnosti.

Naproti tomu Napier si nejprve pomoci dvou pohyblivych bodu definoval, co lo-
garitmus znamend, a pak nasledné vypocital jeho hodnoty pro konkrétni cisla. To,
ze k vypoctu téchto logaritmi pouzil geometrické posloupnosti, je vée vedlejsi. Slo
pouze o zpusob, kterym si Napier pomohl pfi vypoctu logaritmu sinu.

Muzeme tedy Tici, ze Biirgi si nejprve fekl, jakym ¢islum maji ptisluset jaké lo-
garitmy. Biirgiho funkéni predpis logaritmu je tak urcen hodnotami konkrétnich
¢isel. Naopak, Napier nejprve definoval logaritmus obecné (pro vSechna ¢isla) a az
potom zacal hledat, jakym ¢islum piislusi jaké hodnoty. Napieruv predpis je urcen
nikoli nékolika konkrétnimi hodnotami ale vztahem, ktery maji zachovavat pohy-
bujici se body. Jak jsme ukazali v kapitole 4.5, Napierovy tak Biirgiho tabulky
udévaji hodnoty prirozenych logaritmu.

5.5 Chybna interpretace v nékterych publikacich

V literatufe se nékdy uvadi, ze Napieruv logaritmus ¢isla & neni vyjadien
(spravnym) predpisem

1 7
NapLogz = 107 In i,
x

jak tvrdime i v této praci, ale ze je jim ¢islo L, splnujici

r=10"(1-1077)",

neboli ze Napieruv logaritmus je vyjddien (chybnym) predpisem
107

107 107
<10771)

NapLogz = 10" log

Uvédomme si, ze jedna véc je to, jak Napier sviij logaritmus definoval a druhé véc,
jak hodnoty pro své tabulky vypocital. A to muze vést pokazdé na jiny vzorecek.
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Navic, vzhledem k tomu, Ze tehdejsi vyjadfovani matematiku nebylo tak exaktni,
mohlo by se stat, ze Napierovy definice lze interpretovat vice zpusoby. Tim se
budeme ¢asteéné zabyvat v sekci 6.2.1, kde ale ukazeme, ze nalezené nesrovnalosti
vedou k témuz zavéru. Z Napierovych knih kazdopadné plyne, ze jak jeho definice,
tak zpusob vypoctu vedou na tentyz predpis, prvni z vyse uvedenych.

Dle mého nézoru autor chybného predpisu nahlédl pouze zbézné do knihy Con-
structio, kde prvky v prvni Napierové posloupnosti jsou pravé vyse uvedeného
tvaru 107(1 — 1077)" a na zakladé toho si domyslel, ze Napier uvazoval stejné jako
Joost Biirgi v sekci 3.3.2 a realizoval myslenku, kterd spociva v zahusténi geo-
metrické posloupnosti volbou kvocientu blizkého jedné, ¢imz je zajisténo pokryti
co nejvice ¢isel a jejich logaritmy jsou celd ¢isla. Napier jen nezvolil jako Biirgi
koeficient 1 4+ 1074, nybrz 1 — 1077.

U prvni Napierovy posloupnosti z knihy Constructio ale podobnost s Biirgim konéi.
Kdyby byla tato tdvaha spravnda, bez pocitani by Napier n-tému cislu v prvni
posloupnosti priradil logaritmus n, stejné jako to u svych tabulek udélal Biirgi tj.
specialné poslednimu ¢islu prvni posloupnosti by Napier priradil logaritmus 100,
nebot 9999900, 000495 = 107 (1 — 10-7)'".

Napier vSak prirazuje tomuto ¢islu hodnotu 100,0000050. Spravny piedpis pro
NapLog, odvozeny v nasledujici kapitole, pritazuje tomuto ¢islu také 100, 0000050.
Prvni Napierova posloupnost je minimalné zatizena zaokrouhlovacimi chybami, a
proto na ni lze ovérit, ktery predpis je spravny. Na jinych ¢islech (ke kterym Napier
nékde ve svych knihdch uddva logaritmus) nemda smysl porovnavat, ktery z vyse
uvedenych vzorct je spravny, nebot tato &isla jsou vice zkreslend zaokrouhlenim,
nez o kolik se lisi vysledky ziskané témito predpisy. Konkrétné, ve vyse zminéném
prikladu 5.3.5 bychom pomoci chybného predpisu ziskali logaritmus o hodnoté
32752767, kterd se malo lisi od hodnoty 32752769 ziskané nasim vzoreckem. Obé
tato ¢isla se ale vyrazné lisi od hodnoty 32752756 uvedené Napierem a tudiz je
pouze na zdkladé hodnot tézké urcit, kdo md pravdu byt by se mohlo zdét, Ze
chybny vzoreéek je spravné hodnoté malinko blize. Vzhledem k tomu, ze (1&7011 y1o7
je velice blizko ¢islu e, jsou rozdily v téchto predpisech nepatrné.

Chybny vzorecek udavé napiiklad kniha (Maor, [7]), spravny vzorecek potom
napiiklad (Roegel, [11]).
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Kapitola 6

Odvozeni predpisu pro Napieruv
logaritmus

Hned v prvni kapitole jsme uvedli, ze Napieruv logaritmus je funkce a lze jej
vyjadrit predpisem

1 7
NapLogz = 107 In i,
x

kde x > 0. V této kapitole podrobné zduvodnime, pro¢ Napierova definice (viz
sekce 4.1.3) vede na uvedeny predpis. Zacneme piesnym popisem pohybujicich
se bodu, pomoci nichz svij logaritmus zavedl. Napierovy predpoklady vyjadiime
v Teci dnesni matematiky a ukazeme, Ze z nich uvedeny vzorec opravdu plyne.

6.1 Pohybujici se body

6.1.1 Pouzité geometrické ttvary

V roviné mame piimku s body A # F' a B, poloptimku s body T, G a poc¢atecnim
bodem S, pficemz vzdalenost bodi T a S je 107.

Vzdalenost AF je libovolna kladn4, jeji hodnotu nebudeme nikdy pottebovat. Bod
F pouzijeme pouze pro vyjadieni sméru na primce. Kdybychom méli primku s jen
jedinym vyznacenym bodem, nedokazeme urcit, co znamena pred timto bodem ¢i
za nim, pricemz pro definici logaritmu to rozliSovat potfebujeme. Uréime podle
toho totiz znaménko logaritmu. Body B a G jsou na rozdil od ostatnich pohyblivé
a jejich pozice se méni s casem. Proto nemuzeme bod B pro urceni sméru na
primce pouzit — muze se vyskytovat kdekoliv na celé ptimce. Mohli bychom sice pro
urceni sméru pouzit pocatecni polohu bodu B, to by ale zkomplikovalo vyjadfovani.
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Navic, stale by to netesilo situaci, kdy B zacina svuj pohyb v A a museli bychom
tak tuto moznost zakazat, coz by bylo silné v rozporu s Napierovym popisem.
Proto smér zavadime pomoci dodate¢ného bodu F.

Piimku a polopiimku si predstavujeme orientovany rovnobézné horizontalné tak,
ze A lezi nalevo od F a bod T lezi nalevo od S, viz néasledujici obrazek.

A F B

T G S

A

Na poloze ptimky a polopiimky v roviné samoziejmé nezalezi. Tato konkrétni se-
stava vSak vyrazné zjednodusi vyjadiovani a upevni predstavy, ¢imz se situace
stane pochopitelngjsi. Namisto formulace ,bod B se nachézi ve sméru AF' v ne-
nulové vzdalenosti od bodu A“ napiseme jednoduse , B je napravo od A“ apod.

Déle predpokladame, ze v roviné se nachazi pouze zminénd piimka a polopiimka,
na nichz lezi vsechny zminované body. Pouzitim pojmu ,piimka“ tedy mame na
mysli vzdy tu jedinou vyse zminénou piimku prochazejici body A a B. Obdobné
pro poloprimku.

6.1.2 Presny popis pohybu bodu B

Na piimce se pohybuje bod B poc¢inaje v bodé Ay lezicim nalevo od A ¢i v A ta-
kovym zpusobem, ze pro libovolné zvoleny kladny casovy tsek At plati nésledujici.
Pokud zaznamename polohu bodu B po kazdém uplynuti At, ¢imz vzniknou body
Ay, Ag, -+, tak pro vSechna i € Ny je vzdalenost bodu A;A; 1 stejna. Tato shodna
vzdalenost tedy zavisi na volbé At.

AO Al A2 A A3 A4 F A5

< | | | | | | | | Py >
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6.1.3 Presny popis pohybu bodu G

Na poloptimce se pohybuje bod G pocinaje v bodé Ty lezicim nalevo od T ¢i
v T takovym zpusobem, ze pro libovolné zvoleny kladny casovy tsek At plati
nasledujici. Pokud zaznamendame polohu bodu G po kazdém uplynuti At, ¢imz
vzniknou body T, Th, ---, tak pro vSechna i € Ny je pomér T;,,S : T;S stejny.
Tento shodny pomeér tedy zavisi na volbé At.

T T, T 15 15 T, 5 Tg 17 Ty S

G

6.1.4 Dodatecné pozadavky
Body se pohybuji zleva doprava

B se pohybuje jediné ve sméru od A k F' a G jediné ve sméru od T k S, tj.
v prubéhu ¢asu se nezastavuji ani nevraceji. Jinymi slovy, kdyz vzdélenost B od
pocatku svého pohybu Ay v ¢ase t vyjadiime funkei S(t) a vzdalenost G od pocatku
svého pohybu T} v ¢ase t funkei s(t), tak plati zaprvé, ze tyto funkce jsou rostouci
a zadruhé, ze se body B a G v kazdém casovém okamziku vyskytuji v pocatku
svého pohybu ¢i napravo od néj.

Napriklad pro bod G prvni podminka znamenad, ze se vzdaluje od pocatku pohybu
a druha vymezuje smér tohoto vzdalovani, a to k bodu S. Bez druhé podminky
bychom urcité nasli pohyb, kdy G zachovava pomér vzdalenosti k S, a pfritom
se po polopiimce zrychlené vzdaluje od tohoto bodu i od pocatku svého pohybu
smérem doleva.

Z podminky Ze funkce vzdalenosti maji byt rostouci navic plyne, ze ¢as musi zacit
bézet pravé ve chvili zacatku pohybu obou bodu zaroven. Kdyby nejprve ubéhl
néjaky kladny ¢as a az poté se jeden z bodu zacal pohybovat, stal by do té doby
na misté, coz jsme vyloucili. Oba body se tak za¢nou pohybovat naraz a v ¢ase 0.

Napier pohyby bodu ve své prvni knize Descriptio popsal tak, ze jeden vykresluje
(prodluzuje) usecku a druhy maze (zkracuje) tisecku pricemz logaritmem délky
zkracované usecky byla délka prodluzované tusecky. Tato predstava je v souladu
s nasim pozadavkem, ze se body maji pohybovat jednim pevné zvolenym smérem.
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B prochazi bodem A pravé ve chvili, kdy G prochazi bodem 7.

Jestlize se v néjakém ¢ase B na piimce nachazi v A, potom se G na poloptimce
v tomtéz case nachazi v T a naopak — pokud se G nachazi v T, potom se B
bude nachazet v A. Nevyzadujeme tedy nutné, aby body B a G prosly body A
a T. V prubéhu odvozovani vsak ukazeme, ze uz z predchozich pozadavku plyne,
ze body A a T musi nutné byt nékdy pohybujicimi se body navstiveny a tudiz
varianta, kdy ani jeden z nich neni navstiven, nikdy nenastane.

Podstata tohoto pozadavku je to, ze A a T musi byt navstiveny najednou. Pro
zakladni predstavu je tedy vhodné umistit si pocatek pohybu B do A a pocatek
pohybu G do T, nebot vyse zminénd podminka je pak splnéna trividlné, a navic je
jasné, ze body A a T budou navstiveny — hned v case 0. Tuto predstavu ve svych
textech pouziva Napier.

B prochazi bodem A stejnou rychlosti, jakou G prochazi bodem T

Nakonec do hry vstupuje jesté rychlost pohybujicich se bodu, kterd musi byt pfti
priuchodech body A a T stejnad pro oba body B a G. Zatimco Napier ve svych
knihach pouziva intuitivni pfedstavu rychlosti a nijak jeji vyznam nevysvétluje,
my si ji definujeme presneé.

Pojem rychlost zndme z fyziky, kapitoly o kinematice hmotného bodu. Pohyby
redlnych predmeétu (letici letadlo, hrot propisky pisici po papife, Zemé obihajici
kolem Slunce) si v piipadé, ze jsou rozméry téchto téles v dané vztazné soustave
zanedbatelné, zjednodusené predstavujeme jako pohyby myslenych, takzvanych
hmotnych bodi ve zjednoduseném — myslenkovém svété, napiiklad v prostoru R3.
Tyto hmotné body reprezentuji realné predméty pouze jejich polohou a hmot-
nosti. Pro spoustu tloh jsou totiz vlastnosti jako tvar ¢i hustota zanedbatelné a
proto nema smysl je zohlednovat. Hmotné body svym pohybem s postupem casu
opisuji trajektorii (myslena ¢dra v prostoru, po které se bod pohybuje), jejiz
délku nazyvame drahou. Pro kazdy ¢as od zacatku pohybu ma trajektorie néjakou
délku, proto lze na drahu nahlizet jako na realnou funkci, jejiz proménnd je cas.
Dulezité vlastnosti pohybu predmétu v redlném svété jsou, ze neméni skokoveé svou
pozici ani rychlost, vée se déje plynule (i kulka vystielend z pistole plynule zrych-
luje z nulové na nadzvukovou rychlost). To souvisi s tim, ze predméty redlného
svéta maji nenulovou hmotnost. Zminéné vlastnosti se prenasi i na hmotné body
reprezentujici tyto predmeéty.

Hmotné body tedy spliuji dvé vlastnosti. Zaprvé, pohybuji se souvisle — netele-
portuji se na vzdalené pozice. Ekvivalentné iikame, ze maji spojitou trajektorii.
Zadruhé, jejich rychlost se méni plynule. Tim mame na mysli, ze draha hmotného
bodu je spojité diferencovatelna neboli hladka. Derivaci jeho drahy v case ¢ pak
mame na mysli okamzitou rychlost hmotného bodu v case t.
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Stejné predstava bude platit i pro body B a G, nicméné u nich jesté nevime, zda se
pohybuji spojité a hladce. Neodpovidaji totiz zadnym redlnym pohybum a nemaji
ani zadnou hmotnost. Kdyby se pohybovaly nespojité, ma u nich viubec smysl
hovotit o trajektorii? Tu bychom si pak predstavovali jako ¢aru, ktera je nékde
prerusend — jako by se bod v urc¢itém okamziku teleportoval z mista na jiné misto
a pokracoval v pohybu tam. A co potom znamend drdha? Mame do ni zapocitavat
i tsek, ktery bod pieskocil teleportaci, nebo ne? Anebo, af jsou pohyby bodu
spojité, ale jejich drdhy nejsou hladké tj. grafy drah maji ostré prechody (rychlost
se nemeéni plynule). Tomu by odpovidala napiiklad situace, kdy délku trajektorie
bodu popisuje funkce S(t) = 5t prot €< 0,1) a S(t) = 10t —5 prot €< 1,2 >.
Graf funkce S je pak lomena ¢ara, ktera mé v ¢ase 1 zlom. V case 1 se tedy
bod pohybuje okamzitou rychlosti 57 Anebo 10?7 Anebo néco mezi? Jak uz jsme
zminili, tyto otazky nemusime u hmotnych bodu fesit proto, ze diky jejich kladné
hmotnosti pro né tyto situace nenastavaji.

Ve fyzice ale vzdy zalezi na mite zjednoduseni. Vyse zminénému piikladu by mohla
(pti adekvatni mite zjednoduseni) odpovidat situace, kdy kamion jedouci rychlosti
10 km/h nabere mouchu letici tymz smérem rychlosti 5 km/h po sekundé letu. Pro
pozorovatele stojiciho ve skarpé tak dojde ke skokovému narustu rychlosti mouchy,
a jeji drahu by pak bylo rozumné prirovnat k vyse uvedené funkci S.

Jak pozdéji zjistime, body B a G se pohybuji jako objekty redlného svéta, tj.
spojité a hladce, a mohli bychom na né nahlizet jako na hmotné body. Protoze
to ale jeSté nevime, nemuzeme pro né pouzit pojmy trajektorie a draha, které
davaji smysl jen pro hmotné body. Nicméné, pojem trajektorie nebudeme vubec
potiebovat, a tedy se ani nemusime snazit o jeho definici. Pak ale drahu musime
definovat jinak nez ve fyzice (jako délku trajektorie).

Drahou bodu B a G v daném ¢ase mame na mysli jeho euklidovskou vzdéalenost
od pocatku svého pohybu v tomto case. To samoziejmé neni obecné v souladu s fy-
zikalni definici drahy, nicméné v nasem specialnim ptipadé, kdy se body pohybuji
piimocare jednim smérem, tyto dva zpusoby definice drahy splyvaji.

Rychlosti bodii B a G v daném ¢ase mame na mysli derivaci jeho drahy v pripade,
ze derivace existuje. Pokud v daném case derivace drahy neexistuje, potom v ném
nema bod rychlost definovanu. Derivaci v ¢ase 0 mame na mysli derivaci zprava.
Situaci, kdy derivace neexistuje, se vak zabyvat nemusime, nebot uvidime, Ze uz
z predchozich predpokladu o pohybech bodu plyne, ze takto definovana draha je
diferencovatelna pro vsechny casy.

Necht  je ¢as, v némz se B nachdzi v A, G se nachdzi v T a funkce popisujici
drdhy bodu B a G jsou spojité diferencovatelné v t. Potom pozadujeme, aby se
derivace téchto funkef (neboli rychlosti) v ¢ase ¢ rovnaly. Zatim jsme nedokézali, ze
takovy cas t existuje, ani ze drdhy bodu B a G jsou v tomto ¢ase diferencovatelné.
Pozadujeme ale, aby v pripadé, ze tato situace nastane, si derivace byly rovny.
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Uvedené pozadavky shrneme do strué¢ného seznamu:

Pravidlo pohybu bodu B o zachovani vzdélenosti.

Pravidlo pohybu bodu G o zachovani poméru.

Body B a G se pohybuji zleva doprava.

B prochéazi bodem A pravé ve chvili, kdy G prochazi bodem T

B prochazi bodem A stejnou rychlosti, jakou G prochazi bodem T

Gl Wi

6.2 Definice logaritmu

Logaritmus vzdélenosti GS je za téchto predpokladu definovan jako vzdalenost
bodu B od bodu A, jestlize se v danou chvili B nachéazi napravo od A. Pokud je
v danou chvili B nalevo od A, je logaritmem hodnota vzdalenosti BA opatiend
zapornym znaménkem.

T T S

| | |
N

ay ]

< . >
B
— NapLog x
Vzhledem k tomu, ze se body pohybuji jednim smérem a B prochézi A pravé ve
chvili, kdy G prochdzi T, je logaritmus nulovy pro ¢islo TS = 107 (situace kdy se

G nachdzi v T'), kladny pro ¢isla mensf nez 107, neboli kdyZz se G nachézi napravo
od T, a je zaporny pro ¢&isla vétsi nez 107, kdy se G nachézi nalevo od 7.

6.2.1 Otazky vznikajici ohledné Napierovy definice

Jesté nez se pustime do dokazovani platnosti predpisu pro Napieruv logaritmus
z vySe uvedenych predpokladu, objasnime nékolik otéazek, které mohly pii ¢teni
této kapitoly anebo diive pii prvnim definovani pohybu bodu vyvstat.

Muze se G dostat az za bod 57

Situace, kdy se G dostane za S nemuze nastat jednoduse proto, ze soucasti definice
pohybu bodu G je, ze se tento pohyb uskutec¢nuje na dané polopiimce. Pohyby
bodu G v roviné, pii kterych se G nachézi mimo tuto polopiimku, tedy v tvahu
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nebereme. Ukazeme si ale, jak by teoreticky takovy pohyb, kdy se G dostane az
za S, mohl vypadat. Pomyslné prodlouzime polopiimku v pfimku, bod G po ni
nechame pohybovat tak, aby se v case t = 0 nachédzel v bodé T a v case t > 0 se
nachézel na prodlouzené polopiimce napravo od S v bodé vzdaleném od S presné
TS - 2'. Pak by se jednalo o pohyb splnujici véechny pozadavky, pti kterém se G
dostal az za bod S a déle se od néj vzdaluje.

Nemuze se ani stat, ze by se GG dostal do bodu S. Pak by totiz nemohla byt
splnéna podminka, ze se G pohybuje zleva doprava. Kamkoli by se v pozdéjsim
case posunul, bud by se nachdzel mimo polopfimku, coz jsme vyloucili, nebo by
byl stdle v bodu S a tudiz se neposunul zleva doprava, anebo by se nachézel na
poloptimce nalevo od mist, ve kterych uz byl, coz také porusuje pozadavek 3. Zde
je vidét, ze musime pozadovat, aby se G pohyboval zleva doprava a nikoli jen to, ze
jeho draha (vzdélenost od pocatku pohybu) ma byt rostouci. V takovém piipadé
by se totiz bod G mohl z bodu T" posunovat zrychlujici tendenci smérem doleva a
zachovavat vSechny zbylé podminky, coz by nebyl pohyb dle Napierovych predstav.

Proc¢ pohyby musi za¢inat nalevo od bodua A a T'?7

To, ze pohyb B zacina pred A nebo v A a pohyb G zacina pred T nebo v T
potfebujeme jen proto, abychom dale mohli vyzadovat, ze B prochézi A presné ve
chvili, kdy G prochazi T a prochazi jim stejnou rychlosti. Musime totiz pohyby
bodu B a GG vhodnym zpusobem provazat. Kdybychom to neudélali, nedalo by se
mluvit o konkrétni definici Napierova logaritmu. Jisté bychom vymysleli spoustu
pohybu bodu B a G (napriklad dvé ruzné rychlosti bodu B pii jednom daném
pohybu G), které by spliovaly dané pozadavky. Nebylo by jasné, pro kterou vari-
antu se rozhodnout. Logaritmu bychom tak méli nekone¢né mnoho a zavisely by na
vybéru konkrétnich pohybu. My ukazeme, ze kdyz pohyby provazeme podminkami
4 a 5, vede to na jednoznac¢nou definici logaritmu.

Napier tuto podminku realizoval tak, ze nechal oba body pohybovat najednou
stejnou ryclosti pravé z bodu A a T. Celkem precizné popsal, co se déje v situaci,
kdy se GG nachazi na tsecce T'S, ¢emuz odpovidaji kladné hodnoty logaritmu, ale
poté zminil uz jen par vétami, ze pro opacny smér mysleného pohybu bodu G
(pred bod T') plati tytéz vztahy analogicky a Ze hodnoty logaritmu jsou zdporné.
My na rozdil od Napiera postupujeme stejné precizné pro kazdou situaci.

Musime explicitné pozadovat, aby se body pohybovaly zleva doprava?

Intuitivné si pohyb bodu predstavujeme tak, ze probiha jednim smérem a k tomu
navic spojité. Existuji vSak pohyby bodu, které probihaji nespojité anebo se do-
konce vraci doleva a ptitom splnuji pravidla o zachovani vzdalenosti ¢i pomeéru.
Priklad takového pohybu si ukazeme u bodu B. Hacek je v tom, Ze jsme schopni
zkoumat pohyby pouze v casech, které jsou celo¢iselnymi nasobky zvoleného At.
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Predstavme si, ze B zacina svuj pohyb v A, vyskytuje se pouze napravo od A ¢&i
v A a jeho vzdalenost od A v ¢ase t > 0 je popséna funkei S(t) = ¢ pro t racionalni
a funkci S(t) = \/Li pro casy iraciondlni. Pravidlo 1 je tak splnéno. V case 1 je tak
B od A vzdaleny 1. V case t = 1,4 se nachézi ve vzdélenosti S(t) = 1, 4. Potom se
v Case v 2 najednou nachdzi zase ve vzdalenosti 1. Tudiz se vratil zpét (jeho drdha
neni rostouci) a navic tam, kde uz jednou byl (jeho drédha neni prostd). Takové
chovéani bodu Napier rozhodné nechtél. On predpokladal, ze se body pohybuji
pouze zleva doprava, coz bylo vyjadieno tim, ze jeden bod svym pohybem maze,
a druhy vykresluje tsecku. My tento predpoklad vyzadujeme explicitné.

Kdybychom bodum zakdazali pouze vracet se, mohlo by se stdt, ze body B a G
budou celou dobu stat na misté v pocatku svého pohybu, za ktery zvolime bod
ruzny od A a ruzny od T. Bod B by se pohyboval konstantni nulovou rychlosti a
vzdalenost GS mérend po jednotlivych ¢asovych usecich by méla konstantni pomeér
1. Tyto pohyby spliiuji vSechny ostatni podminky, ale jsou nezajimavé a rozhodné
neurcuji zadny logaritmus.

Jak to Napier vlastné myslel?

Nasledujici véty jsou doslovnymi preklady Napierovych definic pohybu bodu
z knihy Constructio.

Def. 1 Rekneme, 7e tsecka se prodluzuje uniforme, jestlize bod, ktery ji popisuje,
urazi za stejné dlouhé casové tseky stejné dlouhé intervaly vzdalenosti.

Def. 2 Rekneme, ze tsecka se zkracuje proporciondlné, jestlize bod, ktery ji po-
pisuje, ji ve stejnych casovych intervalech postupné zkracuje na tseky v pevném
poméru k délce cary, ktera zbyvala pred zkracenim.

Prvni definice odpovida pohybu bodu B, druha bodu G. Tyto definice se vsak daji
chapat mnohem striktnéji, nez jak jsme zatim zvykli se na pohyby bodu divat.
Rozdil si vysvétlime na bodu B. Doted jsme pozadovali urcité chovani tohoto
bodu v casech iAt,7 € N pro zvolené At. Bod B se méd mezi dvéma sousednimi
¢asy uvedeného tvaru posunout vzdy o stejnou vzdalenost. Napierovu definici vSak
muzeme chapat striktnéji tak, ze pro zvolené At a nasledné libovolné dvé volby
t1 a ty plati, ze B urazi mezi casy t; a t; + At stejnou vzdélenost, jako mezi casy
ty a ty + At. My jsme doted pouzivali slabsi podminku, kdy jsme tuto vlastnost
vyzadovali pouze od Casu tq, to tvaru 1At a nikoli zcela libovolnych casu.

Nad touto zalezitosti se pozastavuji proto, ze z Napierovych textu neni zcela
jasné, kterou variantu vykladu meél na mysli. Je dost mozné, ze o tom vubec ani
nepremyslel. Na jednu stranu jeho definice sama o sobé ve své obecnosti vyjadiuje
striktnéjsi variantu. Na stranu druhou, ve svych vypoctech a odvozenich Napier

pouziva vzdy pouze slabsi zpusob vykladu, pracuje pouze se sousednimi ¢asy tvaru
1AL

78



Slabsi varianta spolecné s podminkou 3 o jednosmeérnosti pohybu implikuje, ze
pohyby bodu splnuji striktnéjsi variantu. Naopak, kdybychom nahradili pravidla
o pohybu bodu striktnéjsimi a vynechali pozadavek 3, dostali bychom se do situace,
kdy nic nebrani tomu, aby se body zacaly pohybovat doleva. Takze bod G by se
s pevnym pomérem zacal vzdalovat S a logaritmus by byl rostouci. Tedy, podminku
3 potiebujeme v obou ptipadech a vzhledem k tomu, Ze pro korektni definovani
logaritmu k ni staci pridat slabsi variantu pravidla pohybu, budeme si Napierovy
definice vyklddat v tomto smyslu.

6.3 Odvozeni prvnim zpiusobem

Nejprve ukazeme rychlejsi a mozné piimocarejsi cestu, jak se dobrat cileného
vzorce. Pro dobry myslenkovy vstup do situace je ¢tenaii doporuceno rozmys-
let si néasledujici 1ilohu: Po usecce délky 1 se z jednoho kraje na druhy pohybuje
bod tak, Zze jeho okamzita rychlost je rovna aktualni vzdalenosti ke konci. Cilem
je zjistit funkcéni predpis pro drahu tohoto bodu.

Postup stavi na mnohem vice predpokladech. Nékteré intuitivni vlastnosti nedo-
kazujeme. Predpokladame specialné, ze oba body zacinaji svuj pohyb v bodech
A a T. Vyuzijeme také Napierova tvrzeni 5.2.1 z knihy Constructio, ze rychlost
bodu G je pfimo imeérna jeho vzdalenosti k S, neboli ze pro né¢jaké kladné k plati
va(t) = k(TS — s(t)), kde s je drdha bodu G. Vzhledem k tomu, Ze rychlost je
derivaci dréhy, ziskdme

(TS — s(t)) = ve(t) = 8'(t).

Staci uhodnout funkei s splnujici tuto diferencialni rovnici. Muzeme si vS§imnout,
fesenim je s(t) = T'S + ce~*. Protoze s(0) = 0, musf byt ¢ = —T'S a ziskdvame
tak

s(t) =TS(1 —e ™).

Méjme tedy bod G, ktery zapocal svij pohyb z bodu T a po néjaké dobé t byl
zastaven, ¢imz byla odméfena vzdalenost GS = T'S — s(t) = T'Se ™. Logaritmem
této vzdélenosti je dle Napierovy definice draha, kterou B urazil za tento cas.
Protoze se B se pohybuje rovhomérné primocare neboli konstantni rychlosti, ktera
je navic rovna rychlosti G na zacdtku pohybu v v ¢ase 0, mame pro drdhu S bodu
B v case t vztah S(t) = tvg(0) = tkTS. Plati tedy

NapLog T'Se " = tkT'S.

Zvolme libovolné x z intervalu (0, 7'S). Nalezneme ¢as t, ve kterém je x vzdalenost,
ktera zbyva bodu G do bodu S, tj. # = GS = T'Se *. Tento ¢as ziskdme jako
t = 1In TS Vime, ze Napier polozil TS = 107. Pak tedy jest
k T
107

NapLogz = 10" In —.
x

Uvedeny postup ma vsak nékolik nedostatktu. Napiiklad neni jasné, zda vzorecek
plati pro ¢&isla vétsi nez 107, anebo pro¢ plati Napierovo tvrzeni, Ze rychlost bodu
G je primo umeérna jeho vzdalenosti k S.
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6.4 Precizni odvozeni vzorce pro Napieruv loga-
ritmus

Necht jsou dany pohyby bodi B a G spliujici podminky 1 az 5. Jesté nevime, zda
vubec takové pohyby existuji, ani zda je tyto podminky urcuji jednoznacné, tj. zda
tyto podminky vedou na jednu jedinou moznou definici logaritmu. Predpokladame
kazdopadné, ze néjaké pohyby spliiujici tyto podminky existuji a v procesu odvo-
zovani budeme postupné zjistovat, jaké dalsi vlastnosti pro né plynou. Zjistime,
ze zminénych pét pozadavku presné urcuje, jak musi takové pohyby vypadat. To
bude zaroven navod, jak pohyby s pozadovanymi vlastnostmi nalézt.

6.4.1 Pohyb bodu B na primce

Pohyb zacind v ¢ase 0 v bodé Ay, umisténém nalevo od bodu A nebo v bodé A.
V kazdém casovém okamziku se bod B nachazi nékde na ptimce, a ma tak od bodu
Ap konecénou vzdalenost. Muzeme tedy definovat funkei S(t) vyjadiujici vzdalenost
bodu B od pocatecniho bodu Ay v ¢ase t, kterou nazveme drahou bodu B. Protoze
se B pohybuje pouze jednim smérem a tudiz se od pocatku pohybu vzdaluje, je
funkce S rostouci, tedy v ¢ase t = 1 mame S(1) > 0.

Zvolme n € N. Polozme At = % Dle podminky 1 urazi B za kazdy casovy tusek
At stejnou vzdéalenost. Vzhledem k tomu, ze celkova vzdélenost za vSech n tseku
je S(1), je vzdélenost urazend za ¢as At rovna % Mame tedy S(iAt) = z% pro

vsechna i € Ny. Pro casy tvaru ¢ = % = 1At tudiz plati

S(t) = tS(1). (1)

Uz tedy vime, jak funkce S vypada v ¢asech, které jsou raciondlnimi ¢isly. Otazkou
dale je, co se déje v ¢asech iracionalnich.

Budeme se snazit dokdzat, ze predpis (1) plati pro viechny ¢asy. Predpokladejme
pro spor, ze pro né&jaky iraciondlni ¢as ¢ plati tS(1) < S(t) neboli ze v tomto Case
je skutecna vzdélenost B od Ay vétsi, nez vzdalenost ziskand pouzitim predpisu
(1) odvozeného pro raciondlni ¢asy. Vydélenim vztahu ¢islem S(1) > 0 ziskdme
t < % Z hustoty raciondlnich ¢isel v R existuje racionalni cas ¢, spliujici t < t, <
%. Vynésobenifm druhé nerovnosti ¢islem S(1) dostaneme t,5(1) < S(t). Cas t,
je ale raciondlni a tudiz pro néj plati ¢,5(1) = S(t,.). Za predpokladu existence
casu t jsme tedy nalezli ¢as ¢, spliujici ¢ < ¢, a zaroven S(t.) < S(t), coz je spor

s tim, ze funkce S je rostouci.
Predpokladejme nyni ¢S(1) > S(¢). Podobné jako v pfedchozi uvaze nalezneme

raciondlni ¢islo tg, ze tS(1) > S(ts) = t.S(1) > S(t). Pak bude platit t; < t a
zéroven S(ts) > S(t), coz je opét spor s tim, ze S je rostouci viz pozadavek 3.
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Jedind moznost ktera zbyva je tak S(t) = tS(1). Draha S bodu B je tedy linedrni
funkce, ktera je diferencovatelna ve vSech bodech svého definiéniho oboru. Protoze
rychlost je derivaci drahy podle ¢asu, pro bod B v case t ziskdme

vp(t) = 5'(t) = S(1), (2)

bod B se tedy pohybuje konstantni rychlosti presné tak, jak si to predstavoval
Napier.

6.4.2 Pohyb bodu G na polopiimce

Pohyb zac¢ina v c¢ase 0 v bodé Tp, umisténém nalevo od bodu T nebo v bodé T
Opét nas bude zajimat funkce vyjadiujici jeho vzdalenost od pocatku pohybu Tj
v case t. Tuto funkci oznacime s(t). Protoze se bod G pohybuje jednim smérem
(zleva doprava), je funkce s rostouci. Bod polopiimky, v némz se nachézi G v case
t, budeme znacit T;. Oznacme

115

Diky pozadavku 3 nemuze G stat na misté a pohybuje se smérem k S, tudiz je
a < 1. Protoze se G nemuze nikdy nachazet v S, je a > 0.

Zvolme At = % a zaznamenejme polohu G po téchto ¢asovych intervalech. Vznik-
nou body T%, 11, Tg, -+ +. Z definice pohybu bodu G plati

TS s TsS 1,8
ns_gs_ﬂs_gs

Protoze T} S ® aTyS, z prvni rovnosti vyse tak muzeme vyjadrit T%S =/a-T,S.

Z druhé rovnosti vyjadiime T%S _ (m8)? _ (aTpS)?

3 v s
. = az21yS. Zobecnénim pro
T% s a2TyS P

1 € N, i > 2 mame

(T1S)? (0T T9)?2 .
T:S = 2 = , =a2T),S.
: T2S  o7Ts "

Pro casy t, které jsou celo¢iselnym nasobkem % tedy plati

T.S = a'TyS. (4)
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Protoze obecné s(t) = TpS — 1.5, ziskdme pro tyto ¢asy predpis funkce s ve tvaru

s(t) = TyS(1 — ab). (5)

Stejné jako u pohybu po ptimce budeme dale chtit dokazat, ze tento vzorecek plati
pro vSechny ¢asy ¢t > 0 a nejen pro ty, které jsou nasobky %

Nejprve jeho platnost ukazeme pro racionélni ¢isla. Méjme n € N. Polozme At = %
Dle definice pohybu bodu G plati

T;S TgS TgS T1S TMS
TS TS T:S = TwsS T.S

Cleny T S chceme vyjadiit univerzalné pomoci TpS a T.S. Jak vidime, sousedni
prvky posloupnosti TpS, T1.5, T2 S, --- maji konstantni pomér, a tvori tedy ge-
ometrickou posloupnost s néjakym kvocientem ¢q. Protoze T1.S je n-tym prvkem

Tls)i 3) 1

této posloupnosti, znamena to 115 = ¢"1,S a kvocient je tedy g = (m =

Kazdy ¢len této posloupnosti je tedy tvaru TS = ¢?TpS = a%TOS . Overili jsme
tak, ze pro casy t, které jsou celociselnymi nasobky %, také plati predpis (4) a
tudiz i (5). Protoze n bylo voleno libovolné, plati tento vztah pro véechny kladné
racionalni casy.

Uvazujme nyni pro spor ¢as t, ktery je iraciondlnim ¢islem, pro néjz neplati 7,5 =
a'TyS. Predpokladejme nejprve a!TyS < T.S. Obé strany nerovnosti vydélime
kladnym ¢islem 73S a zlogaritmujeme pii zdkladu a < 1, ¢imz dojde ke zméné
znaménka nerovnosti a ziskame ¢ > log, %’)—g 7 hustoty racionalnich cisel v R
nalezneme raciondlni ¢as ¢, spliujici ¢ > ¢, > log, %
nerovnosti a prendsobenim obou jejich stran TS ziskdme a'* TS < T;.S. Protoze t,
je raciondlni, dle predchoziho plati a'TyS = T;, S. Nalezli jsme tedy cas ¢, splnujici
t, <t azéaroven 1;, S < 1.5, pricemz druha nerovnost fika, ze vzdélenost G k S

vvvvvv

Odlogaritmovanim druhé

ze G se k S s ¢asem priblizuje, tj. ze se posouva doprava.

Predpoklddejme nyni, ze plati T;S < a'TyS. Opét najdeme raciondlni cas t,
spliujici 7,8 < a*TyS < a'TyS. Z druhé nerovnosti plyne t, > t. Prvni iik4,

vvvvvv

To je opét spor s tim, ze se G posouva doprava.

[ v iracionalnim ¢ase t proto plati vztahy (4) a (5). Popsali jsme tedy drdhu bodu
G funkénim predpisem.

Z toho naptiklad plyne Napierovo tvrzeni 5.2.1 z knihy Constructio, ze rychlost
bodu G je piimo umérna jeho vzdéalenosti k S. Protoze funkce s je nekonecné

82



hladkd (jednd se o exponencidlni funkci), ma bod G v kazdém ¢ase néjakou
okamzitou rychlost a plati pro ni vztah

va(t) = §'(t) = —a'TyS In(a). (6)

Protoze dle (4) je vzdélenost bodu G k bodu S v ¢ase t rovna a'TyS, tak opravdu
plati, ze rychlost bodu G je pfimo tmérna jeho vzdalenosti k S. Koeficient
umérnosti je zde —In(a).

Podminky 1 az 3 jsme tedy vyuzili k tomu, abychom popsali drahy bodu A a G
funkcemi S(t) a s(t).

6.4.3 Pouziti podminek o rychlostech a finalni odvozeni

Protoze funkce S(t) je surjektivni a oborem hodnot je cely interval (0, c0), funkce
s(t) je také surjektivni a oborem hodnot je cely interval (0,7,S) a body se dle
podminky 3 posouvaji doprava, bude A nékdy navstiven bodem B a T nékdy
navstiven bodem G. Dle podminky 4 se tyto ¢asy maji rovnat. Tento spolecny cas
niavstévy bodu A a T budeme znacit ¢.

To, ze se G v case t nachézi v bodé T znamen4, Ze v tomto case urazil drahu délky

ToT, coz je vyjadieno vztahem Ty S(1 — at) © s(t) = ToT neboli

a'TyS = TyS — T,T = T'S. (7)
Protoze dle podminky 5 se v ¢ase ¢ maji rovnat rychlosti, musi platit také

S1) 2 vpd) = ve(®) € —a'TpS n(a) £ —TS In(a). 8)

To, ze se B v case t nachézi v bodé A znamend, ze v tomto case urazil dréhu délky

ApA, coz je vyjddieno vztahem AgA = S(t) O 75 (1). Ze vztahu (7) vyjddiime
t = log, % a ziskdme tak

ApA = ES(1) = S(1) log, g—g ()
0
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Pripomenme, ze Napier za téchto podminek definoval logaritmus vzdalenosti, ktera
zbyva bodu G k bodu S nasledovné. Jestlize je B napravo od A ¢ v A, je loga-
ritmem c¢isla GS vzdalenost AB = S(t) — ApA. Jestlize je B nalevo od A, potom
je logaritmem ¢isla G'S zédpornd hodnota vzdalenosti BA neboli —(AgA — S(t)).
Hodnotu logaritmu tedy muzeme souhrnné vyjadrit jako

NapLog GS = S(t) — AoA, (10)

kde t je cas, za ktery se GG dostal do aktualni polohy.

At je nékde na polopiimce bod G zastaven v case t, ¢imZ je déna vzdélenost

GS =T, _@ a'TyS. Potom mame

NapLog a'TyS = NapLog GS 2 S(#) — AgA L £5(1) — A4

(9) _ TS @) s
= t5(1) — S(1) log, TS TS 1n(a)(log, TS t).

—~

Necht nés zajima logaritmus ¢isla > 0. Nechdme bod G startovat sviij pohyb ve
vzdalenosti od S vétsi nebo rovné z, tj. 1ToS > z. Potom totiz existuje ¢as t > 0
spliujici * = a'TyS, ktery bychom nalezli jako t = log, 7,5~ Dosazenim ziskame
rovnici

T T In 2>

NapLogz =TS In(a)( n(a)

Protoze T'S = 107, koneény tvar Napierova logaritmu pro libovolné zvolené kladné
T je

1 7
NapLogz = 10" In i
x

Zajimavé na tomto vysledku je, ze ackoliv jsme celou dobu pracovali s ¢asem
a parametry jako je pocatecni vzdéalenost B od A, pocatecni vzdalenost G od T,
rychlosti obou bodu ¢ pomér a, tak se ve vysledku ukéazalo, ze na nicem z toho neni
definice Napierova logaritmu zavisla. Tyto parametry byly jen pomocné a vytvorili
jsme si je umeéle pro zpusob, kterym jsme funkéni predpis logaritmu odvodili.
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Zaver

Ukazali jsme, jaké okolnosti vedly k zavedeni logaritm1i, kdo je povazovan za jejich
vynalezce a jakym zpusobem uvazoval pfi jejich definovani. V zavéru jesté strucné
zminime nasledny vyvoj logaritmu jakozto mechanismu urychlujiciho zdlouhavé
vypocty. Historické informace pro tuto kapitolu jsou cerpany z knihy (Gonzalez-

Velasco, [4]).

Napierovy logaritmy se na svété prilis dlouho neohtaly. Byly totiz brzy nahra-
zeny efektivnéjsimi logaritmy dekadickymi. Rok po vydani knihy Descriptio Na-
piera navstivil londynsky profesor geometrie Henry Briggs (1561-1631) s ndvrhem
nekolika zmeén. Ty se tykaly dvou nésledujicich problému.

Jak jsme vidéli v ptrikladu 4.4.4 zabyvajicim se vypoctem soucinu dvou ¢isel po-
moci Napierova logaritmu, protoze z =¥ = ¥ diky tvrzen{ 4.2.1 o logaritmech dvo-
jic se stejnym pomérem plyne NapLogxy = NaplLogx + NapLogy — NapLog1,
je pri kazdém pouziti logaritmu pro zjednoduSeni souc¢inu dvou cisel potieba
odecist konstantu NapLogl = 161180894. Navic, protoze je tento logaritmus
hodné velky, v dusledku kumulace zaokrouhlovacich chyb je dokonce uréen dost
nepresné. Dnes muzeme vypocitat, ze spravna zaokrouhlena hodnota by méla byt
161180957. Stejné tak se tato konstanta vyskytuje pti vypoctu logaritmu podilu
NapLog 5 = NapLogx — NapLogy + NapLog 1.

Dalsi nepiijemnost je pricitani cisla 23025842, 34, které urcuje rozdil logaritmu ¢isel
s pomérem 10 : 1, coz pouzivame velmi casto v ptipadech, kdy se ¢isla lisi velikosti,
ale ne ciframi. S touto konstantou musime pracovat pii pouzivani Napierovych
hodnot k hledani logaritmu cisel malych ¢i naopak velkych.

O teSeni téchto nedostatki premysleli Napier s Briggsem nezavisle. V obou
pripadech to vedlo na novy logaritmus a vypocet novych tabulek zcela od zacatku.

Shodli se, ze nejvhodnéjsi bude, aby logaritmus jedné byl nula a navic, aby loga-
ritmus deseti mél hodnotu 10'°, ¢fm7 jsou vyfeseny oba ptvodni nedostatky. Tyto
pozadavky na novy logaritmus jsou zminény v dodatku knihy Constructio

,Among the various improvements of Logarithms, the more important is that which

adopts a cypher as the Logarithm of unity, and 10,000,000,000 as the Logarithm
of either one tenth of unity or ten times unity.
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Vypoctu novych tabulek se ujal uz jen mladsi Briggs. Proto jsou dekadické lo-
garitmy také nékdy nazyvany Briggsovy. V 1été 1617, navstivil Briggs Napiera
podruhé, aby mu ukézal své Sestnactistrankové tabulky Logarithmorum Chilias
Prima s logaritmy cisel 1 az 1000 pricemz presnost zvysil na 14 cifer oproti deseti.
Prvni strana téchto tabulek je vidét na obrazku 6.1.

Logaritmy tedy stale byla cela ¢isla, jejich ciferné hodnoty se ale od téch dnesnich
nijak nelisi.

Briggs roku 1624 v dile Arithmetica logarithmica vydal nové velké tabulky, pro
¢isla 1 — 20 000 a 90 000 — 100 000 s presnosti na 14 cifer. Mezera od 20 000
do 90 000 vznikla proto, ze Briggs nejprve neznal metody, jak efektivné spocitat
logaritmy ¢isel z tohoto rozmezi. Tuto mezeru doplnil roku 1628 holand'an Adriaan
Vlacq (1600 — 1667), snizil nicméné presnost na 10 cifer. Tyto tabulky slouzily
bez vyraznéjsich zmén az do stoleti dvacatého. Na oslavu prvnich dekadickych
tabulek z roku 1624 zacal roku 1924 Alexander John Thompson pracovat na novych
tabulkach s presnosti na 20 desetinnych mist, dokonéeny byly roku 1949. Kapesni
kalkulatory se zacaly objevovat az v 70. letech.
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s Logarithmi,

,00000,00000 |
010,2.9991,66 ;221
oM771,21254,71

§374,78917,04226
5440,68044,35048
55 ;,92100,76729

'20,59991,3179

lo 989,70004,33 02

7 1,11150,3836

§797,83596,61681
§910,64607,02650

7|°B450,98040,0142 010,1999!,32796
- 8109030,89986,99194| 41|16127,83856,71974
_9I°p542,425099,43932] 2{16232,49290,39790
10 00,00000,00000] 4 4,68455,57
11 tb4l;,97-68$,158:? i 34,71676‘,182{;
12/10791,81246,04762] 45|16532,12913,77534 |
£31111139,43352,30684f 27,57831,68157
14 u6x,z8°;s, 7824] 47|16720,97857,93572
_I5|11760,01259,05568| 8|16812,41237,37559
"16[1kog1, 19981,6“9:‘ 49|t 01,96080,,0285 1
17112 304,48921,378271 sol1 939,70004,335“
18Jrp y52,72 50,1033 1| s1|1p075,70176,09794
19} 1787,53600,917.8g 2]17160,03343,63480
- 20[%3010,29995,66398] §3[07242,75869,60079
21413222,19294,73392| 4 3;31;,9375%8“97
22|13424,22680,82221 §5|17493,62689,49424 |
23]13617,27836,01759 7481,88027,00620
24{13802,11241,71161] § 7558,748ﬂ,67z49
25]13979,40008,67204] 63627993,53»4
26|14149,73347,97082} § 8,52011,64214
2714313,62764,15899] 60 781,;1:10,;8;64
28] 1447 1,58031,34222) 61|€5%53,29835,01077
2911462 3,97997,89896] 2}17923,01689,4982¢
301 gnr 21274,71966] 63187993:40549,45358
3ttt 9!3,6t693,83417 4f1 051,7997;,98389
32|15051,49978,31991] 65[18129,13356,64286|
33|t 38m;939, 7789] 6|1B195,43935,54187 |
34 |1]5314,78917,04226] 67[1B260,74801,7008;

“7 3‘1.

Obrazek 6.1: Tabulka dekadickych logaritmu, zdroj: http://www.pmonta.com/
tables/logarithmorum-chilias-prima/index.html, stazeno dne 4. 3. 2019
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