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1.4 Výhody logaritmů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5.1 Posloupnosti č́ısel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.1.1 Prvńı posloupnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Úvod

V oblasti zjednodušeńı náročných č́ıselných operaćı (násobeńı, děleńı, od-
mocňováńı a umocňováńı) dlouhých č́ısel s mnoha ciframi, např́ıklad deseti, došlo
v historii ke dvěma zásadńım inovaćım. Tou prvńı byly dekadické logaritmy obje-
vené v 17. stolet́ı, druhou potom kapesńı kalkulátory resp. poč́ıtače obecně ve sto-
let́ı dvacátém. Tato práce se zabývá počátkem vzniku logaritmických tabulek a je
zaměřena na d́ılo Johna Napiera, považovaného za vynálezce logaritmů. Hlavńım
literárńım zdrojem jsou tak jeho dvě knihy [8] a [9] o použ́ıváńı a o zp̊usobu
vypoč́ıtáńı jeho logaritmických tabulek.

Ćılem práce je podat přehled o představách Johna Napiera, vysvětlit definice a
př́ıklady v jeho dvou knihách, vyjádřit myšlenky z těchto knih v řeči moderńı mate-
matiky a ověřit, že jeho úvahy, které tehdy nemohl formálně dokázat, byly správné.
T́ımto zp̊usobem nakonec odvod́ıme, že Napier̊uv logaritmus byla ve skutečnosti
drobná modifikace logaritmu přirozeného a je dán vzorečkem

NapLog x = 107 ln
107

x
.

Práce je rozdělena do šesti na sebe navazuj́ıćıch kapitol.

Kapitola 1 vysvětluje, proč jsou logaritmické tabulky užitečné, jak se použ́ıvaj́ı a
jaká situace ve světě vedla v 17. stolet́ı k jejich vynálezu.

Kapitola 2 je věnována převážně mým osobńım úvahám, kde se zabývám d̊uvody,
proč použ́ıváme k vyjadřováńı č́ısel soustavu o základu právě deset. Nejedná se
tak o klasickou rešerši. Beru na vědomı́, že takový text nebývá typickou součást́ı
závěrečné práce. Jsem však přesvědčen, že tato diskuze k tématu patř́ı. Dekadický
logaritmus má totiž mezi logaritmy o ostatńıch základech význačné vlastnosti,
kv̊uli kterým jsou nejpraktičtěǰśı právě dekadické logaritmické tabulky. Tyto hezké
vlastnosti jsou d̊usledkem toho, že č́ısla vyjadřujeme v dekadické soustavě.

Kapitola 3 se zabývá myšlenkami, které pravděpodobně přivedly Napiera k vyna-
lezeńı logaritmů.

Kapitoly 4 a 5 jsou zaměřeny na Napierovo d́ılo – knihy [8] a [9], kde v prvńı
ukazuje, jak logaritmy použ́ıvat a ve druhé vysvětluje, jak své tabulky vypoč́ıtal.

Kapitola 6 je potom uchopeńım Napierových definic pomoćı prostředk̊u soudobé
matematiky a je v ńı odvozen výše uvedený funkčńı předpi Napierova logaritmu.
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Kapitola 1

Jak nám logaritmy pomáhaj́ı

V šestnáctém a začátkem sedmnáctého stolet́ı prob́ıhal významný rozmach všech
vědńıch obor̊u. Změnilo se např́ıklad vńımáńı vesmı́ru. Koperńık̊uv heliocentrický
pohled zač́ıná být po sto letech zápaseńı s názory ćırkve konečně přij́ımán. V Itálii
Galileo Galilei pokládal základy mechaniky, v Německu Johannes Kepler formulo-
val své nebeské zákony o pohybu planet, osvobozuj́ıćı astronomii od geocentrismu
jednou pro vždy. Fernão de Magalhãesovo obeplut́ı světa v roce 1521 rozpoutalo
éru námořńıch výprav. V roce 1569 Gerhard Mercator zveřejnil mapu, ve které
dokázal zobrazit celý svět na jediné rovinné ploše tak, jak ji známe z atlas̊u dnes
a nebyl tedy potřeba globus (Maor, [7]).

Věda poznávala a popisovala svět a vesmı́r. S t́ım šlo ruku v ruce stále se zvětšuj́ıćı
množstv́ı č́ıselných dat, mezi nimiž figurovala mnohaciferná č́ısla, která do té
doby potřeba nebyla. Vědci museli trávit mnoho svého času nad zdlouhavými nu-
merickými výpočty – děleńı, násobeńı, umocňováńı a odmocňováńı velkých č́ısel
(např́ıklad sedmiciferných). Výpočty byly slabým článkem tohoto rozmachu. Proto
bylo velice žádoućı vyvinout mechanismus, který by výpočetńı rutinu zjednodušil.
Jedńım z prvńıch, kteř́ı se ujali tohoto úkolu, byl skotský matematik John Napier
(1550–1617).

Pro autentické vystižeńı situace uvedu následuj́ıćı citát (Napier, [8], překlad Na-
pier Mark, [10]).

”
Seeing there is nothing, that is so troublesome to mathematical

practise, nor that doth more molest and hinder calculations, than the multiplicati-
ons, divisions, square and cubical extractions of great numbers, which besides the
tedious expence of time, are for the most part subject to many slippery errors, I
began, therefore, to consider in my mind, by what certain and ready art I might
remove those hindrances.“
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1.1 Motivačńı př́ıklad

Napier byl ten, kdo myšlenku logaritmů vynesl na světlo světa. Brzkým d̊usledkem
byl vznik dekadických logaritmických tabulek, které umožňovaly pro každé kladné
č́ıslo x nalézt přibližnou hodnotu log10 x a naopak – pro dané reálné č́ıslo y nalézt
jeho antilogaritmus neboli hodnotu 10y. Ukážeme si na př́ıkladu, jak logaritmické
tabulky usnadňuj́ı výpočty. S jejich použit́ım totiž dokážeme převádět náročné
početńı operace jako násobeńı, děleńı, umocňováńı, odmocňováńı na jednodušš́ı
operace – sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı.

Je d̊uležité mı́t na paměti, že všechny hodnoty ve všech logaritmických ta-
bulkách jsou zaokrouhlené, tedy s omezenou přesnost́ı, typicky 4–20 platných č́ıslic.
Abychom se vyhnuli opakovanému použ́ıváńı slov

”
přibližně“,

”
po zaokrouhleńı“

či
”
s přesnost́ı na 3 desetinná mı́sta“, budeme v celé práci tato spojeńı rovnou

vypouštět. Taktéž rovnosti ve výrazech budeme pokládat mezi č́ısla, která si maj́ı
odpov́ıdat s určitou (pro praxi dostatečnou) přesnost́ı, většinou se však nebude
jednat o rovnost v pravém matematickém smyslu.

Př́ıklad 1.1.1 (Maor, [7]). Představme si, že jsme v roce 1940, nemáme tud́ıž
k dispozici žádnou kalkulačku ani poč́ıtač a zaj́ımá nás hodnota výrazu

x = 3
√︁

493, 8 · 23, 672/5, 104.

Na prvńı pohled se nejedná o jednoduše vyhodnotitelný výraz. Hlavně, málo kdo
v́ı, jak efektivně vypoč́ıtat třet́ı odmocninu. Naštěst́ı máme logaritmické tabulky,
které výpočet výrazně zjednoduš́ı. Zlogaritmováńım obou stran výrazu źıskáme
rovnici

log x =
1

3
(log 493, 8 + 2 log 23, 67− log 5, 104).

V tabulkách (obrázky 1.1 a 1.2) najdeme, že logaritmy č́ısel 493, 8, 23, 67 a 5, 104
jsou po řadě 2, 6935, 1, 3742 a 0, 7079. Zp̊usob hledáńı v tabulkách poṕı̌seme záhy,
v následuj́ıćı sekci. Po provedeńı pár jednoduchých operaćı (dvou sč́ıtáńı, jednoho
odeč́ıtáńı a jednoho děleńı třemi) źıskáme log x = 1, 578. V tabulce antilogaritmů
(obrázek 1.4) dohledáme, že 101,578 je 37, 84. Výsledek jsme tak źıskali mnohem
rychleji a pohodlněji než mechanickým výpočtem.

Urč́ıme-li hodnotu zadaného výrazu pomoćı kalkulačky, přečteme na displeji č́ıslo
37, 84533. Vid́ıme, že výsledek źıskaný použit́ım tabulky se od výsledku kalkulačky
lǐśı o 0, 014 %. Tato chyba vznikla proto, že hodnoty v tabulkách byly zaokrouhlené.
Proto chceme mı́t k dispozici co nejpřesněǰśı tabulky. To jde samozřejmě ruku
v ruce s jejich velikost́ı co do počtu stran. I tak ale výsledky nikdy nemohou být
naprosto přesné. To každopádně neńı nevýhoda, která by stála za zavrhnut́ı této
metody. V praxi hodnoty měř́ıme př́ıstroji, a ty samy maj́ı omezenou přesnost.
Pokud jsme schopni změřit vzdálenost např́ıklad posuvným měř́ıtkem nejpřesněji
na desetiny milimetr̊u a použit́ım tabulek vznikne chyba v řádu setin milimetru,
v̊ubec nás to nemuśı trápit a tabulky jsou dostačuj́ıćı.
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1.2 Práce s tabulkami

Logaritmická tabulka by v nejjednodušš́ı podobě byla tvořena dvěma posloup-
nostmi – seznamem č́ısel a jim př́ıslušných logaritmů. Posloupnost č́ısel by zahrno-
vala nejběžněji použ́ıvané hodnoty, např́ıklad 0, 01 až 999, 99, postupně po jedné
setině. Pro úsporu paṕıru a rychleǰśı orientaci jsou ale tabulky organizovány jinak.

V prvńı řadě obsahuj́ı namı́sto č́ısel jen posloupnosti takzvaných platných č́ıslic.
Těmi máme na mysli všechny č́ıslice poč́ınaje prvńı nenulovou zleva a konče po-
sledńı nenulovou. Např́ıklad č́ıslo 120 má dvě platné č́ıslice 1 a 2. Č́ıslo 0, 005014 má
čtyři platné č́ıslice 5, 0, 1 a 4. Č́ıslo 30, 080 má čtyři platné č́ıslice 3, 0, 0 a 8. Č́ıslo
0 má nula platných č́ıslic. Pro určeńı přesné hodnoty logaritmu je d̊uležitá právě
posloupnost platných č́ıslic a nikoli velikost (řád) č́ısla. To je dáno t́ım, že nuly
na začátku či na konci jsou pouze d̊usledkem násobeńı celoč́ıselnými mocninami
deseti, čemuž odpov́ıdá odč́ıtáńı či přič́ıtáńı celých č́ısel k logaritmu. Např́ıklad
logaritmy č́ısel 250, 2, 5 a 0, 25 jsou po řadě 2, 398, 0, 398 a −0, 602 = 0, 398 − 1.
Bylo by proto zbytečné plýtvat v tabulkách mı́stem pro všechna tato č́ısla, když
jejich logaritmy lze charakterizovat jediným údajem 0, 398 a celou část logaritmu
(řád daného č́ısla) snadno určit podle pozice desetinné (řádové) čárky.

Situaci tak lze vyřešit t́ım, že v tabulkách budou udány logaritmy jen pro č́ısla
z řádově omezeného rozsahu (10n, 10n+1), n ∈ Z přičemž nejpřirozeněǰśı volba je
n = 0. Tabulky zmı́něné výše bychom proto pozměnili tak, aby obsahovaly lo-
garitmy pro č́ısla 1, 0001 až 9, 9999. Nedojde ke ztrátě žádné informace, tabulky
budou obsahovat 8999 údaj̊u namı́sto p̊uvodńıch 99999 a žádná informace v nich
nebude obsažena zbytečně v́ıcekrát. Právě takto tabulky ve výsledku vypadaj́ı.
Tvoř́ı je seznam č́ısel mezi 1 a 10, odstupňovaných po jedné setině nebo tiśıcině
nebo desetitiśıcině atd., zálež́ı na přesnosti tabulek, a odpov́ıdaj́ıćı seznam hodnot
logaritmů. Daľśı odstraněńı redundance spoč́ıvá v tom, že v př́ıpadě logaritmo-
vaného č́ısla se vypust́ı desetinná čárka (t́ım vznikne posloupnost platných č́ıslic)
a v př́ıpadě logaritmu se neuvád́ı jednička s čárkou na začátku (t́ım vznikne necelá
část logaritmu).

V druhé řadě, bĺızká č́ısla jako 1, 2340 a 1, 2341 maj́ı bĺızké logaritmy 0, 09132 a
0, 09135 lǐśıćı se až na posledńıch pozićıch. Je tedy zbytečné tisknout v tabulkách
společnou část 0913 v́ıcekrát. Proto jsou logaritmy těchto č́ısel v tabulkách cha-
rakterizovány jedńım údajem – logaritmem č́ısla 1, 2340 a logaritmy bezprostředně
následuj́ıćıch č́ısel jsou rozlǐseny pouze (krátkou) hodnotou posledńıch řád̊u, která
se k logaritmu prvńıho č́ısla přičte. Proto v tabulce 1.1 můžeme vidět, že jeden
řádek udává hodnoty logaritmů pro 100 r̊uzných č́ısel, ale přitom obsahuje pouze
19 údaj̊u. To je daľśı výrazná úspora mı́sta.

Uživatel pomoćı tabulek urč́ı pouze desetinnou část logaritmu. Jeho celou část si
snadno doplńı sám podle velikosti (řádu) zadaného č́ısla. Muśı mı́t na paměti, že
č́ıslo z intervalu ⟨10n, 10n+1), n ∈ N0 má celou část logaritmu rovnu n. Ta je tedy
o jedna nižš́ı, než počet cifer před desetinnou čárkou. Logaritmy č́ısel z intervalu
⟨1, 10) tak lež́ı v intervalu ⟨0, 1). Desetkrát menš́ı č́ısla maj́ı logaritmy o jedna
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menš́ı. Jsou jimi tedy záporné doplňky do jedné logaritmů odpov́ıdaj́ıćıch č́ısel z
intervalu ⟨1, 10). Č́ısla z intervalu (10−n−1, 10−n⟩, n ∈ N0 maj́ı celou část rovnu
−n, což odpov́ıdá zápornému počtu nul za desetinnou čárkou daného č́ısla. Na
hodnotu uvedenou v tabulce koukáme jako na desetinnou část logaritmu č́ısla mezi
1 a 10. Prvńı sńıžeńı řádu o 10 neboli odečteńı jedničky vyrob́ı záporný doplněk
do jedné. Daľśı snižováńı řádu už neměńı posledńı cifry ale pouze tu prvńı – celou
část. Např́ıklad pro posloupnost platných č́ıslic 2, 5, 4, 3 nalezneme v tabulce 1.1
desetinnou část logaritmu 0, 4053 a protože č́ıslo 0, 02543 je menš́ı než 1, bude
desetinná část jeho logaritmu 1− 0, 4053 = 0, 5947. Protože za desetinnou čárkou
č́ısla 0, 02543 je jedna nula, jeho logaritmus je −1, 5947.

Naj́ıt logaritmus č́ısla větš́ıho než 1 je tedy snadněǰśı – spoč́ıtáme cifry před dese-
tinnou čárkou, sńıž́ıme tento počet o 1 a za desetinnou čárku zaṕı̌seme posloup-
nost z tabulky. V př́ıpadě logaritmováńı č́ısel menš́ıch než 1 je situace složitěǰśı.
Spoč́ıtáme nuly za desetinnou čárkou, t́ım je určena celá část, poté nalezneme v
tabulce př́ıslušnou posloupnost platných č́ıslic, přečteme j́ı odpov́ıdaj́ıćı logarit-
mus, ten si vylož́ıme jako desetinné č́ıslo, spoč́ıtáme jeho doplněk do jedné, a to je
desetinná část výsledku.

Př́ıklad 1.2.1. Na č́ısle 4, 938 ukážeme, jak v tabulkách nalézt jeho logaritmus.
Př́ıslušná posloupnost platných č́ıslic je 4, 9, 3, 8 a celá část jeho logaritmu je 0.
Prvńı dvě platné č́ıslice jsou 4 a 9, proto v tabulce hled́ıme na řádek N = 49.
Třet́ı platná č́ıslice je 3, podle sloupečku s t́ımto č́ıslem najdeme v témže řádku
hodnotu 6928. Podle posledńı č́ıslice 8 zadaného č́ısla budeme hledat v 8. sloupečku
Proportional Parts, stále na řádku 49. Tam je uvedeno č́ıslo 7. To přičteme k 6928,
č́ımž źıskáme desetinnou část logaritmu. Výsledný logaritmus daného č́ısla je tedy
0, 6935.

Př́ıklad 1.2.2. Na č́ısle 1, 578 ukážeme, jak se pracuje s tabulkou antilogaritmů.
Podobně jako u tabulky logaritmů, která hleděla jen na posloupnost platných č́ıslic
daného č́ısla, tato tabulka hled́ı pouze na desetinnou část daného logaritmu, nebot’

ta určuje posloupnost platných č́ıslic výsledku, zat́ımco celá část určuje velikost
(řád). To je naznačeno i v tabulce (obrázky 5.3 a ??) kde vid́ıme, že v prvńım
sloupci jsou dvě cifry za čárkou což vyjadřuje právě to, že antilogaritmus v tabulce
udaný je společný pro kladná č́ısla s touto desetinnou část́ı. Desetinná část našeho
č́ısla je 0, 578, proto hled́ıme na řádek označený p = .57. Dle následuj́ıćı č́ıslice
8 přečteme v 8. sloupci č́ıslo 3784. Hodnoty Proportional Parts nás nezaj́ımaj́ı,
nebot’ čtvrtá pozice desetinné části našeho č́ısla je nulová. Kdyby nebyla, hodnotu
z tabulky bychom k č́ıslu 3784 přičetli, jako jsme to udělali u tabulky logaritmů.
Č́ıslo 3784 určuje posloupnost platných č́ıslic antilogaritmu všech kladných č́ısel
s desetinnou část́ı 0, 578. Protože naše č́ıslo má celou část 0 ≤ n = 1, muśı být
výsledek v intervalu < 10n, 10n+1). Tyto dvě podmı́nky splňuje právě č́ıslo 37, 84.

Př́ıklad 1.2.3. Ještě zbývá objasnit př́ıpad, kdy hledáme antilogaritmus č́ısla
záporného. Vezměme např́ıklad −3, 22. Hledáme tedy hodnotu výrazu 10−3,22

Využijeme toho, že 10−3,22 = 10−4 · 100,78. Pak stač́ı znát hodnotu výrazu 100,78,
který určuje posloupnost platných č́ıslic výsledku. V tabulce nalezneme, že anti-
logaritmus kladných č́ısel s desetinnou část́ı 0, 78 má posloupnost platných č́ıslic
6, 0, 2, 6 přičemž podle velikosti zadaného č́ısla −3, 22 vid́ıme, že výsledek lež́ı
v intervalu (10−4, 10−3) takže j́ım muśı být č́ıslo 0, 0006026.
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Obrázek 1.1: Tabulka dekadických logaritmů (Spiegel, [14])
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Obrázek 1.2: Tabulka dekadických logaritmů (Spiegel, [14])
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Obrázek 1.3: Tabulka dekadických antilogaritmů (Spiegel, [14])
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Obrázek 1.4: Tabulka dekadických antilogaritmů (Spiegel, [14])
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1.3 Logaritmické prav́ıtko

Praktickou implementaćı logaritmických tabulek potom bylo logaritmické (po-
suvné) prav́ıtko. To sestává ze tř́ı část́ı, viz obrázek 1.5. Spodńı část (na obrázku
se stupnicemi D a L) nazýváme pevnou, horńı část (zde se stupnicemi C a CI)
nazýváme šoupátkem a posuvné okénko nazýváme běhoun s ryskou. Běhoun může
u lepš́ıch prav́ıtek mı́t vlastnost lupy, stejně jako je to na obrázku, kde vid́ıme
konfiguraci prav́ıtka při výpočtu 2 · 3.

Šoupátko nastav́ıme jedničkou na stupnici C nad dvojku na stupnici D a rysku
běhounu nad trojku na stupnici C. Na stupnici D potom přečteme pod ryskou
běhounu výsledek o hodnotě 6. Samozřejmě, že výpočty lze provádět pouze na
č́ıslech z rozmeźı 1 až 10 a proto si muśı počtář sám spoč́ıtat velikost (řád) výsledku,
prav́ıtko mu řekne pouze cifry výsledku.

Obrázek 1.5: Logaritmické prav́ıtko při výpočtu 2 · 3, zdroj: http://www.

ies-math.com/math/java/misc/slide_rule/slide_rule.html, staženo dne 4.
3. 2109

Nyńı poṕı̌seme princip funkčnosti. Začneme spodńı stupnićı L, která je jediná
lineárńı. K našemu výpočtu ji sice v̊ubec nepotřebujeme, hod́ı se ale k pochopeńı.
Udává totiž hodnoty logaritmů č́ısel ze stupnice D. Proto je pod č́ıslem 1 na
stupnici D nula na stupnici L a pod č́ıslem 10 je č́ıslo 1 atd. Stupnice C a D jsou
logaritmické. To znamená, že body na nich jsou od počátku vzdáleny logaritmus
své hodnoty. Např́ıklad č́ıslo 6 na stupnici D má od počátku vzdálenost 0, 78 =
log 6, což vid́ıme na stupnici L. Proto je mezi č́ısly 1 a 2 velká mezera (jejich
logaritmy se hodně lǐśı) a mezi 9 a 10 malá mezera. Když posuneme šoupátko tak,
aby stupnice C zač́ınala ve dvojce, vzdálenosti (logaritmy) se sečtou a výsledná
vzdálenost č́ısla 3 na stupnici C od počátku stupnice D (která je k přečteńı na
stupnici L o hodnotě 0,78) je součtem logaritmů č́ısel 2 a 3. Vı́me, že č́ısla na
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stupnici D jsou od počátku vzdáleny o logaritmus své hodnoty. Ve vzdálenosti
0,78 je č́ıslo 6, které je výsledkem. Prav́ıtko tedy aplikuje vzorec log(x · y) =
log(x)+ log(y) neboli vzdálenost (logaritmus) součinu je rovna součtu vzdálenost́ı
násobených č́ısel.

Pro úplnost, stupnice CI (od slova inverted) je pouze obrácená stupnice C, tj.
zač́ıná od pravého konce. Slouž́ı k hledáńı převrácených hodnot č́ısel ze stupnice
C. Na stupnici C vid́ıme č́ıslo 5 a k němu opačné č́ıslo 0,2 vid́ıme nad ńım na
stupnici CI. Stejně tak, č́ıslo opačné k č́ıslu 3 na stupnici CI je 0,333, jak můžeme
přeč́ıst na stupnici C. Když si totiž vybereme hodnotu na stupnici C, např́ıklad
3, je ve vzdálenosti logaritmus tř́ı od počátku stupnice C (zleva). To znamená ve
vzdálenosti 1− log 3 zprava. Protože je stupnice logaritmická, hodnoty na udávaj́ı
mocninu deseti, kde exponentem je vzdálenost od počátku. Ve vzdálenosti 1− log 3
od svého počátku na stupnici CI (tentokrát zprava) proto přečteme č́ıslo

101−log 3 = 10log 10−log 3 =
10

3
.

Základńı části logaritmického prav́ıtka tak jsou pevná část s logaritmickou stupnićı
D a šoupátko s druhou logaritmickou stupnićı C. Ryska běhounu potom slouž́ı pro
přesněǰśı čteńı výsledku, zejména pokud plńı funkci lupy.

Velká nevýhoda posuvného prav́ıtka je pouze ńızká přesnost, která při běžném
použ́ıváńı dosahuje 3 až 4 platné č́ıslice. Pro vyšš́ı přesnost je potom třeba zalisto-
vat v logaritmických tabulkách, které maj́ı přesnost např́ıklad 14 platných č́ıslic.
Práce s nimi je však mnohem zdlouhavěǰśı.

Krátce po Napierově objevu logaritmů napadlo angličana Williama Oughtreda
sestrojit posuvné prav́ıtko pro zjednodušeńı výpočt̊u bez listováńı v tabulkách.
Představil jak lineárńı, tak kruhovou variantu. Prav́ıtko s běhounem v podobě jako
na obrázku vzniklo v roce 1850. Prav́ıtko bylo běžnou výbavou vědc̊u, inženýr̊u,
fyzik̊u i školák̊u ještě ve 20. stolet́ı. Po nástupu kapesńıch kalkulátor̊u se prav́ıtka
prakticky vytratila.
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1.4 Výhody logaritmů

Na př́ıkladu 1.1.1 jsme viděli, že umı́-li počtář pracovat s tabulkami, je někdy mno-
hem lepš́ı použ́ıt logaritmy oproti klasickým početńım algoritmům. Na výhody po-
stupu s využit́ım logaritmů se lze d́ıvat z několika úhl̊u. Zaprvé, u spousty př́ıklad̊u
je tento postup rychleǰśı. A to zejména tam, kde č́ısla

”
nejsou hezká“. Při hledáńı

geometrického pr̊uměru č́ısel 2000 a 800000 je určitě lepš́ı logaritmy nepouž́ıvat.
Stač́ı však ubrat jednu nulu, a výsledek už lze vypoč́ıtat jen obt́ıžně. Nav́ıc j́ım
je iracionálńı č́ıslo, které stejně nemůžeme vyč́ıslit přesně. V takovém př́ıpadě je
lepš́ı sáhnout po logaritmech. Za druhý typ výhody považujeme to, že je postup
jednoduchý. Pro např́ıklad třet́ı odmocniny tak neńı potřeba pamatovat si re-
kurentńı předpisy, kde v několika iteraćıch umocňujeme a děĺıme mnohaciferná
č́ısla. S použit́ım logaritmů výpočet přeměńıme na jednoduché děleńı třemi. Řešit
př́ıklady pomoćı logaritmů je tak jednodušš́ı a rychle se to nauč́ı téměř každý.
Zatřet́ı, výpočty s logaritmy jsou myšlenkově pohodlněǰśı a vyžaduj́ı méně zápis̊u
na paṕır, což vede na menš́ı počet chyb vlivem špatného soustředěńı.

Představme si, že chceme vynásobit dvě deseticiferná č́ısla. I dnes bychom museli
sáhnout po tužce a paṕıru (anebo poč́ıtači), nebot’ běžné kalkulačky na tolik cifer
nestač́ı. Standardńı algoritmus pro násobeńı dvou č́ısel by vyžadoval minimálně
200 operaćı, kde operaćı máme na mysli sečteńı či násobeńı dvou jednociferných
č́ısel. Začali bychom zapsáńım č́ısel pod sebe a následně každou cifrou spodńıho
č́ısla vynásobili všechny cifry horńıho č́ısla, což znamená 100 operaćı. Vzniklo by
10 řádk̊u, každý s deseti či jedenácti č́ıslicemi. Pro sečteńı těchto řádk̊u bychom
museli provést alespoň 1 + 2 + · · · + 9 + 10 + 9 + · · · + 2 + 1 = 100 operaćı.
Oproti tomu, s tabulkami by se tento úkon redukoval na 10 operaćı (sečteńı dvou
logaritmů) plus hledáńı v tabulkách, což je rychleǰśı a př́ıjemněǰśı postup.

Neńı proto divu, že vědecká komunita přijala logaritmy s obrovským nadšeńım.
Z logaritmů profitoval např́ıklad Johannes Kepler (1571–1630), který bez nich
poč́ıtal orbitu Marsu čtyři roky. Vypoč́ıtat trajektorie zbylých planet by do konce
života ani nestihl. S logaritmy to však zvládl za mnohem kratš́ı dobu. Napsal
dokonce Napierovi dopis, aby mu vyjádřil své d́ıky. Kepler byl zároveň významným
propagátorem logaritmů v Evropě (Shepory, [13]).

Francouzský matematik P. S. Laplace (1749 – 1827) prohlásil (Maor, [7]):
”
T́ım,

že se zkrátila práce, vynalezeńı logaritmů zdvojnásobilo životy astronomů.“

To nejd̊uležitěǰśı, co z tématu logaritmů plyne, jsou tabulky dekadických loga-
ritmů a souvisej́ıćı tabulky antilogaritmů. K tomu celá teorie směřuje, dekadické
tabulky jsou jej́ım vrcholným produktem. Tato diplomová práce by klidně mohla
končit větou typu:

”
A toto byl př́ıběh, který vedl ke vzniku tabulek dekadických

logaritmů, jež přinesly naprostou revoluci ve výpočtech.“ Podobně podstatná
změna nastala až po 350 letech vynálezem kapesńıho kalkulátoru. Někomu by ale
mohlo vrtat hlavou, proč vlastně logaritmus dekadický. Copak je č́ıslo 10 nějak
výjimečné?
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Kapitola 2

Proč zrovna deset

Když se laicky zamysĺıme, v čem je logaritmus o základu 10 význačný mezi loga-
ritmy o ostatńıch základech, dojdeme k tomu, že jedině dekadický má tu vlast-
nost, že rozd́ıl logaritmů č́ısel lǐśıćıch se mocninou deseti, např. 0, 00353 a 3530,
je celoč́ıselný. Jinými slovy, desetinné části logaritmů jsou stejné pro č́ısla se stej-
nou posloupnost́ı platných č́ıslic. Dodejme, že to plat́ı jen pokud jsou obě č́ısla
menš́ı, anebo větš́ı než 1. Svým zp̊usobem to neńı nic výjimečného, nebot’ loga-
ritmy o základu 7 č́ısel lǐśıćıch se násobkem sedmi se také lǐśı celoč́ıselně. Obecně,
tuto vlastnost má každý logaritmus. Jedině u dekadického ji však vńımáme výrazně
proto, že č́ısla lǐśıćı se násobkem deseti velice snadno rozeznáme. Nalézt k danému
č́ıslu jeho stonásobek či tiśıcinu je jednoduché – uprav́ıme počet nul či pozici dese-
tinné čárky. Oproti tomu nalézt 49násobek nějakého č́ısla či jeho sedminu, je mno-
hem náročněǰśı. Jak jsme ukázali, právě na tomto principu je založena úspornost
logaritmických tabulek. Nyńı se podrobně pod́ıváme, proč je jediná rozumná volba
mı́t tabulky dekadické.

Kdybychom byli čerstvě seznámeni s vlastnostmi logaritmických funkćı a naš́ım
úkolem bylo sestrojit tabulky pro usnadněńı výpočt̊u, jak by tabulky měly vypa-
dat? Jaký základ logaritmu bychom si vybrali?

Prvńı nápad by mohl být zamyslet se nad rozsahem nejběžněji použ́ıvaných č́ısel,
který je řekněme 0, 00 až 999, 99 a vytvořit tabulky, které pro každé z těchto č́ısel
udávaj́ı jeho logaritmus. Obsahovaly by tedy 105 údaj̊u a mohly by být klidně
o základu a = 10, základu 7, základu e či základu 2. Dokud se naše výpočty
budou držet v rozmeźı 0 až 999, 99, na volbě základu v̊ubec nezálež́ı. Při potřebě
znát logaritmus č́ısla se prostě jen pod́ıváme do tabulky. V minulé kapitole jsme
ukázali, že takové tabulky jsou zbytečně obsáhlé a lze je o 10% údaj̊u zmenšit t́ım,
že budou udávat logaritmy jen pro č́ısla z rozmeźı např. 1, 0001 až 9, 9999. V tu
chv́ıli se začne ukazovat, že volit některé základy je nevhodné.

Dejme tomu, že potřebujeme zlogaritmovat např́ıklad č́ıslo x = 12345. Můžeme po-
stupovat tak, že č́ıslo děĺıme nějakým jiným č́ıslem, např́ıklad sedmi, tak dlouho,
dokud se nedostaneme do rozsahu tabulky (1, 0001 až 9, 9999). Čtyřikrát vyděleńım
č́ısla x sedmi źıskáme č́ıslo 5, 1416. V tabulce přečteme př́ıslušný logaritmus a
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přičteme k němu čtyřikrát loga 7, č́ımž źıskáme logaritmus č́ısla x. Stač́ı znát hod-
notu loga 7, kterou si můžeme dopředu předpoč́ıtat, a jej́ı hodnota bude součást́ı
tabulek. Metoda je jistě funkčńı, nicméně velmi nepraktická, nebot’ dělit č́ıslem
sedm je velice náročné. To plat́ı pro děleńı všemi č́ısly, až na jednu výjimku –
č́ıslo 10. Pro č́ıslo mimo rozsah tabulky proto postupujeme tak, že jej děĺıme či
násob́ıme deseti dokud se nedostaneme do rozsahu tabulky a k přečtenému loga-
ritmu přičteme či odečteme loga 10 tolikrát, kolikrát jsme dělili či násobili. Aby
toto přič́ıtáńı bylo co nejsnazš́ı, je nejvhodněǰśı vybrat a = 10 nebot’ potom má
výraz loga 10 hodnotu 1.

To, že násobeńı a děleńı deseti je triviálńı oproti násobeńı a děleńı jinými č́ısly je
d̊usledkem toho, že jsme si zvykli na použ́ıváńı deśıtkové soustavy. Stejné vlast-
nosti by mělo poč́ıtáńı s č́ıslem 7 v soustavě sedmičkové. Vynásobeńı či vyděleńı
daného č́ısla sedmi by odpov́ıdalo připsáńı či odebráńı nuly na konci anebo posu-
nut́ı desetinné čárky. Logaritmické tabulky by pak v takovém světě byly logicky pro
základ sedm. Soustava univerzálně použ́ıvaná např́ıč celým světem klidně mohla
být sedmičková namı́sto deśıtkové, byt’ by to bylo velice nepraktické. Důvody této
nepraktičnosti ukážeme později.

Z těchto pohled̊u jsou každopádně všechny soustavy o základu větš́ım než 1 rov-
nocenné. Všechny maj́ı tu vlastnost, že násobeńı a děleńı takovým č́ıslem, kolik je
základ soustavy neboli kolik má soustava č́ıslic, je triviálńı. Plyne to ze zp̊usobu,
jakým v pozičńıch č́ıselných soustavách č́ısla vyjadřujeme. Dále budu dolńım in-
dexem z u posloupnosti č́ıslic x vyjadřovat to, že posloupnost x reprezentuje č́ıslo
v soustavě o základu z. Dolńı index z tak ř́ıká, jak máme č́ıslice(symboly) posloup-
nosti x interpretovat. Neuvedeńı dolńıho indexu vždy znamená, že daná posloup-
nost vyjadřuje č́ıslo v soustavě deśıtkové. To se týká i samotného základu z, který
sám o sobě už dolńı index nemá – a tud́ıž vyjadřuje č́ıslo v deśıtkové soustavě.
Použ́ıvám pojem posloupnost proto, že se ve zbytku kapitoly budu vyjadřovat jen
o celých č́ıslech, u kterých je velikost (řád) dána délkou posloupnosti č́ıslic a neńı
třeba udávat ještě pozici desetinné čárky. Např́ıklad vyjádřeńı dekadicky zapsaného
č́ısla 12345 v soustavě o základu 7 vypadá 506647 = 5·74+0·73+6·72+6·71+4·70.
Vid́ıme, že když dané č́ıslo přenásob́ıme sedmi, zvednou se všechny exponenty
o jedna a u koeficientu 70 bude 0. Výsledkem tedy bude sedmičkový zápis 5066407
s připsanou nulou na konci. To, že deśıtková soustava nám připadá nejpřirozeněǰśı,
je tedy pouze d̊usledkem toho, že ji nejv́ıce (prakticky výhradně) použ́ıváme.
Výjimečnou ji v našem světě dělá jen to, že jsme si na ni zvykli v globálńım
měř́ıtku.
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2.1 Lidé, Země a 10

Pokud jsou ale všechny č́ıselné soustavy rovnocenné, proč jsme se rozhodli zrovna
pro základ 10, tj. vyjadřovat č́ısla pomoćı právě deseti symbol̊u?

2.1.1 Prsty

Prvńı d̊uvod je jednoduchý a nejsṕı̌se sehrál majoritńı roli. Je j́ım prostý fakt, že na
rukou máme dohromady deset prst̊u. Dnes se to může zdát zvláštńı, nebot’ člověk
běžně prsty k poč́ıtáńı nepouž́ıvá. Evropská společnost je vzdělaná, umı́ dobře
poč́ıtat z hlavy a nav́ıc máme k dispozici kalkulačky. Kdo by použ́ıval prsty? Ty
jsou však základńı pomůckou při počátćıch výuky počt̊u u dět́ı. K vyjádřeńı každé
č́ıslice si postač́ıme s prsty – nemuśıme mı́t nic u sebe, žádné učebńı pomůcky, neńı
třeba nic psát. Pańı učitelka řekne

”
pět“ a roztáhne prsty na jedné ruce. Každému

je jasné, že tento počet se nazývá pět a může si to sám vyzkoušet.

Poč́ıtáńı pomoćı prst̊u pak na př́ıkladu 4 + 3 může vypadat následovně. Dı́tě
na levé ruce natáhne naráz všechny prsty kromě palce dlańı směrem k sobě, ne-
bot’ už má zažito, že tyto vztyčené prsty symbolizuj́ı čtyřku. Následně zároveň
s poč́ıtáńım (jedna, dva, tři) zvedne palec na levé ruce, palec na pravé ruce a
ukazovák na pravé ruce. Vid́ı všechny natažené prsty levé ruky a k tomu palec
s ukazováčkem na pravé ruce. Pamatuje si, že toto uspořádáńı prst̊u na rukou
symbolizuje sedmičku. Kdyby si to nepamatovalo, může prsty spoč́ıtat postupným
sklápěńım, nebot’ pořad́ı, v jakém jdou č́ıslice za sebou, si pamatuje bezpečně.
O konkrétńım uspořádáńı vztyčených prst̊u potom rozhoduje i anatomie daného
jedince. Pro někoho je pohodlněǰśı symbolizovat čtyřku nikoli vztyčenými prsty
kromě palce dlańı směrem k sobě, ale např́ıklad vztyčeńım prst̊u jedné ruky kromě
maĺıčku, přičemž dlaň přitlač́ı na desku stolu, č́ımž si maĺıček přidrž́ı. (Sedláková,
[12])

2.1.2 Myšlenkové schopnosti

Druhý d̊uvod volby soustavy o základu přibližně deset plyne z toho, jak funguje
naše myšleńı. Uvažme dva extrémy. Zaprvé, vyjadřovat č́ısla jednotkovou soustavou
pomoćı čárek. To je pracné a na naši úroveň zbytečně jednoduché. Sice se nejedná
o pozičńı č́ıselnou soustavu, dobře ale demonstruje, že př́ılǐs triviálńı zp̊usob zápisu
je nevýhodný. My, lidé, jsme chytřeǰśı, dokážeme použ́ıvat efektivněǰśı systém.
Opačný extrém velmi vysoké č́ıslo – např́ıklad soustava o základu 7! = 5040. Kolik
lid́ı na světě má takovou myšlenkovou kapacitu, trpělivost a motivaci naučit se
pět tiśıc symbol̊u, jejich význam a efektivně s nimi pracovat? Nemluvě o tom, že
v takovémto množstv́ı už by mohl vzniknout problém i s optickým rozeznáváńım
jednotlivých symbol̊u od sebe a symboly by kv̊uli rozlǐseńı musely být velice složité.
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Uvědomme si, že každý početńı úkon – např́ıklad odečteńı jednoho č́ısla od
druhého, spoč́ıvá na elementárńı úrovni v tom, že porovnáváme jednotlivé č́ıslice
mezi sebou a tyto výsledky známe zpaměti. To, že 9 bez 5 jsou 4, že 7 bez 2 je
5, že 8 bez 4 jsou 4 si pamatujeme z hlavy. Někdo si takto pamatuje např́ıklad i
že dvě umocněno na desátou je 1024. Standardńı postup u výpočtu rozd́ılu dvou
č́ısel, např́ıklad 196 bez 54 je, že si z hlavy pamatujeme 6 bez 4 jsou dva, 9 bez 5
jsou čtyři a proto je výsledek 142. Podobně pro násobeńı. Č́ısla si zaṕı̌seme pod
sebe a využ́ıváme znalosti malé násobilky kdy součiny hodnot jednotlivých č́ıslic
známe okamžitě zpaměti.

Zapamatovat si všechny součty, rozd́ıly a součiny pro deset č́ıslic zvládneme
v dětském věku. Malá násobilka v deśıtkové soustavě obnáš́ı naučit se zpaměti
36 součin̊u (dvakrát dva, dvakrát tři,... až devět krát devět). Pro dvanáctkovou
soustavu to je 55 netriviálńıch součin̊u, jak můžeme napoč́ıtat na obrázku 2.3.
Naučit se malou násobilku v soustavě o vysokém základu, např́ıklad 60, to obnáš́ı
znát zpaměti 1711 součin̊u. Zapamatovat si tedy všechny součty, rozd́ıly a součiny
pro šedesát r̊uzných č́ıslic, na to by spousta lid́ı brzy rezignovala – to raději poč́ıtat
nebudou, anebo si sami vymysĺı jednodušš́ı, byt’ pomaleǰśı systém.

Deset č́ıslic si zvládne zapamatovat i malé d́ıtě, podobně jako 26 symbol̊u v př́ıpadě
abecedy. Kdyby jich ale bylo v́ıce, spousta lid́ı by mohla mı́t problém naučit se
poč́ıtat už jen proto, že by se nenaučili všechny č́ıslice. Př́ıkladem problémovosti vy-
sokého počtu symbol̊u může být např́ıklad to, že zat́ımco každý snadno rozhodne,
zda má vyšš́ı pozici symbol ’5’ či ’9’, ne tak jednoduché je rychle odpovědět, zda
má vyšš́ı pozici symbol ’T’ či ’O’. Snadněji se totiž zorientujeme mezi deseti sym-
boly než mezi dvaceti šesti. Přitom každý v́ı, jak jdou ṕısmena abecedy po řadě.
Spousta lid́ı by si musela abecedu nejprve přeř́ıkat (nebo alespoň jej́ı část) a pak
teprve rozhodnout o správném pořad́ı daných dvou ṕısmen. V př́ıpadě vysokého
počtu č́ıslic by tak mohla být situace podobná, byt’ je pravda, že ṕısmena na rozd́ıl
od č́ıslic tak často neporovnáváme.

Je jasné, že př́ılǐs málo nebo naopak př́ılǐs mnoho symbol̊u je špatně. Proto muśı
existovat nějaký rozumný kompromis mezi t́ım, vhodný pro lidstvo. Zp̊usob vy-
jadřováńı a poč́ıtáńı s č́ısly muśı být zároveň dostatečně jednoduchý, aby se jej
naučilo co nejv́ıce lid́ı (tomu odpov́ıdá ńızký základ), zároveň dostatečně efek-
tivńı, aby nám na sečteńı položek nákupu stačil kousek paṕıru (vysoký základ).
Počet symbol̊u přibližně 10 tak může být určité optimum mezi celkovým počtem
použ́ıvaných č́ıslic a délkou zápisu č́ısel s ohledem na to, jaká č́ısla potřebujeme
v životě použ́ıvat.
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2.1.3 Nejlepš́ı základ pro konkrétńı počet

Představme si, že máme nějaké množstv́ı předmět̊u a chceme někomu napsat, kolik
jich je. Dnes k tomuto účelu použ́ıváme výhradně deśıtkovou č́ıselnou soustavu.
Pro tuto situaci se vyhnu použit́ı kterékoliv soustavy a vyjádř́ım toto č́ıslo jinak:

”
Vezměme tolik zdravých lid́ı, kolik mám prst̊u na rukou i nohou dohromady, a
k tomu nav́ıc tolik lid́ı, kolik mám uš́ı. Všichni tito lidé necht’ si sednou za st̊ul a
vylož́ı na něj všechny ruce, přičemž ten nejstarš́ı z nich at’ na st̊ul polož́ı ruku pouze
levou. Pak máme na mysli takový počet, kolik je prst̊u na stole.“ Pro následné
odstavce budeme tento počet označovat ṕısmenem Č. Abych zd̊uraznil, že mám na
mysli určité množstv́ı, které je nezávislé na jakékoliv soustavě, budu se o takovém
množstv́ı vyjadřovat slovem počet, nikoliv slovem č́ıslo.

Ž́ıt v pravěku, k zapsáńı počtu Č na stěnu jeskyně bychom použili nepozičńı sou-
stavu unárńı a udělali Č čárek. Ve dvojkové soustavě má Č podobu 110101112,
což je výrazně kompaktněǰśı tvar. V soustavě deśıtkové je tvar ještě kratš́ı – 215.
V šestnáctkové dostaneme zápis 7316. Vybrat si soustavu o základu 500, pro zápis
Č by pak stačil jediný symbol. Jakou soustavu je ale nejlepš́ı si vybrat?

Tvrzeńı 2.1.1. Na zápis celého kladného č́ısla Y potřebujeme v soustavě o základu
z ≥ 2 přesně ⌊logz Y ⌋+ 1 symbol̊u. Mějme totiž nějaký počet Y (např́ıklad počet
obyvatel Prahy v 0:00 dnešńıho rána) a č́ıselnou soustavu o základu z ≥ 2, kde z je
např́ıklad aktuálńı počet koček v nejbližš́ı vesnici. Vyjádřeńım č́ısla Y v soustavě
o základu z je řada symbol̊u tvaru anan−1 · · · a1a0, která je zkratkou za součet
Y = anz

n + · · ·+ a0z
0, kde a0, · · · , an < z, ai ∈ N0. Protože

Y ≤ (z − 1)zn + · · ·+ (z − 1)z0 = (z − 1)
zn+1 − 1

z − 1
= zn+1 − 1,

tak zn ≤ Y < zn+1. Zlogaritmováńım tohoto výrazu při základu z źıskáme n ≤
logz Y < n + 1, z čehož vid́ıme, že n = ⌊logz Y ⌋. A protože zápis č́ısla je dlouhý
n+ 1, je tvrzeńı zd̊uvodněno.

Pro pevné Y ∈ N značme fY (z) = logz Y, z > 1 funkci přibližně udávaj́ıćı počet
symbol̊u potřebný k vyjádřeńı daného Y v soustavě se základem z. Např́ıklad pro
Y = 551 vypadá funkce f551(z) následovně:

Pro jiné hodnoty Y > 1 by byl tvar křivky velmi podobný. Podstatné je, že pro
všechna tato Y funkce fY klesá zpočátku velmi prudce a potom velmi pozvolna.
To znamená, že pokud máme dané Y a hledáme takové z, že je soustava o základu
z vhodná pro vyjádřeńı č́ısla Y , má smysl vyb́ırat ideálně v okoĺı tohoto přechodu
mı́ry klesáńı. Pokud totiž vybereme z př́ılǐs malé, budeme mı́t sice málo symbol̊u
na zapamatováńı (z), zápis č́ısla Y však bude velmi dlouhý (fY (z)). Drobné zvýšeńı
z – přidáńı pár symbol̊u do soustavy nav́ıc potom přinese výraznou úsporu v délce
zápisu č́ısla Y . Naopak, pokud vybereme základ z př́ılǐs velký, tj. z oblasti, kde
funkce fY klesá už jen pozvolna, budeme mı́t soustavu o spoustě symbol̊u, přičemž
sńıžeńım počtu těchto symbol̊u nezvýš́ıme výrazně délku zápisu č́ısla Y a tud́ıž se
vyplat́ı vybrat menš́ı z.

19



2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

z

fY (z)

Obrázek 2.1: Graf funkce f551(z)

Výpočtem dle tvrzeńı 2.1.1 či pohledem na graf 2.1 zjist́ıme, že na zápis č́ısla
Y = 551 v soustavě o základu 23 potřebujeme ⌊log23 551⌋+1 = 3 symboly. Zápis
by měl podobu 10M23, kde ṕısmeno

”
M“ reprezentuje hodnotu 22 – jako bychom

přirozeně rozš́ı̌rili symboly známé šestnáctkové soustavy o daľśı ṕısmena abecedy.
Základ 23 je z oblasti, kde funkce f551 klesá už jen pozvolna. Výběrem menš́ıho
základu, např́ıklad z = 10, ušetř́ıme počet symbol̊u o v́ıce než polovinu a zároveň
se nezvýš́ı počet symbol̊u potřebný k zápisu č́ısla Y . Ještě při volbě z = 9 bychom
si stále vystačili se zápisem délky 3, přičemž ten by měl podobu 6719.

Abychom pojmy uchopili exaktně, prudkým poklesem funkce fY (z) na nějakém
intervalu máme na mysli to, že jej́ı derivace je menš́ı než −1. Pro větš́ı hodnoty
derivace než −1 potom hovoř́ıme o poklesu pozvolném. Jest

fY
′(z) = (logz Y )′ =

(︃
ln Y

ln z

)︃′

= − ln Y

z ln2 z
.

Naš́ım ćılem je vybrat soustavu vhodnou pro lidstvo, která nemá př́ılǐs velký počet
symbol̊u a zároveň dokáže běžně potřebná č́ısla vyjádřit dostatečně kompaktně.
Pro vyjádřeńı konkrétńıho č́ısla Y nás tedy zaj́ımá, kde nastává přechod mezi
prudkým a pozvolným poklesem, nebot’ dle argument̊u v odstavci výše je takový
výběr výhodný. Hledáme tedy základ z, pro který plat́ı fY

′(z) = −1 neboli

lnY = z ln2 z.

Pro malé Y = 2 má tato rovnice řešeńı přibližně z = 2. Pro velké Y = 1013

má řešeńı přibližně z = 7. Pro obrovské Y = 1099 má řešeńı přibližně z = 23.
V př́ıpadě Y = 551 má uvedená rovnice řešeńı přibližně v bodě z = 4. Kořen
v bodě přibližně z = 10 má tato rovnice pro č́ısla 1021 až 1025.
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Neńı možné vybrat základ soustavy optimálńı pro všechna č́ısla. Můžeme se ale
zamyslet nad t́ım, jaká č́ısla použ́ıváme v běžném životě a z toho odvodit, jaká
soustava by byla vhodná pro vyjadřováńı této do jisté mı́ry omezené skupiny č́ısel.

Č́ısla z běžného života, a to zejména z doby, kdy vznikaly systémy zápisu, rozhodně
nejsou astronomická. Většina údaj̊u, se kterými se setkáváme – počty lid́ı ve městě,
slepic v kurńıku, pytl̊u pšenice na f̊uře, ovćı ve stádě, minćı v pokladně či občan̊u
královstv́ı, jsou v řádech deśıtek, stovek až desetitiśıc̊u. Soustava s deseti symboly
je pro nás tedy v́ıce než dostatečná a zvyšováńı počtu symbol̊u nepřinese na námi
použ́ıvaných č́ıslech prakticky žádnou úsporu. Pět symbol̊u by bylo př́ılǐs málo a
když máme na rukou 10 prst̊u, můžeme vymyslet poč́ıtáńı pomoćı deseti symbol̊u.

Když se zamysĺıme, s jakými č́ısly nejběžněji pracujeme dnes, bude to nejsṕı̌se
sč́ıtáńı výdaj̊u za nákupy, přerozděleńı výplaty, výše výnosu z investice či souhrnné
př́ıjmy za dané obdob́ı. To jsou č́ısla řádově tiśıc̊u, desetitiśıc̊u. Vědci a prvňáčci,
pracuj́ıćı s č́ısly deľśımi či naopak kratš́ımi, tvoř́ı jen minoritńı část populace.

To, že běžně pracujeme pouze s počty v řádu nejvýše tiśıc̊u zřejmě souviśı s t́ım,
jaké počty jsme schopni vńımat, představit si a efektivně použ́ıvat. To se odv́ıj́ı od
možnost́ı našeho mozku a zároveň od zp̊usobu, kterým žijeme. Většinou, pokud je
něčeho tiśıc či tiśıc jedna, tak tento rozd́ıl nehraje roli. Měřeńı teploty vzduchu,
hmotnosti nakupovaného masa, rozměr pozemku, u těchto veličin z běžného života
nezkoumáme detailněǰśı rozd́ıl, než který je postihnut řádově v tiśıćıch. Tomu
odpov́ıdá i typické členěńı jednotek po tiśıci – gram – kilogram, metr – kilometr atd.
Když chceme mluvit o vzdálenosti mezi dvěma městy v rámci státu, nevyjadřujeme
se v přesnosti na metry. Středńı vzdálenost Země a Měśıce udáváme hodnotou do
tiśıce (384 tis. km), stejně tak vzdálenost Země od Slunce (150 mil. km). Ve většině
životńıch situaćı si vystač́ıme s č́ısly do tiśıce a nemá v nich smysl zkoumat detaily
zachycené v č́ıslech v́ıceciferných.

Náš druh má tu vlastnost, že pokud máme na stole čtyři a méně předmět̊u,
dokážeme na prvńı pohled ř́ıci, kolik jich je. Je-li jich v́ıce, muśıme je myšlenkově
rozdělit na menš́ı skupiny, př́ıpadně spoč́ıtat. A to ještě často s použit́ım uka-
zováčku. Teoreticky by náš mozek mohl fungovat jako u některých osob s autismem
a na prvńı pohled vidět přesné počty i v řádu stovek.

V životě máme čas spoč́ıtat děti ve skupině či baĺıky slámy ve stodole, už ale
nepoč́ıtáme stromy v lese, diváky na koncertě či zrna na f̊uře. Vzhledem k našim
myšlenkovým a fyzickým schopnostem by to zabralo př́ılǐs mnoho času a vzhledem
k našemu zp̊usobu života by to bylo nepotřebné a zbytečné. Proto dané množstv́ı
vyjadřujeme jinou jednotkou – objemem či hmotnost́ı s hodnotou opět z běžně
použ́ıvaného rozsahu (cca tiśıce). Mı́t naše smysly měly takový výkon, že spoč́ıtáme
hvězdy na obloze či ptáky v hejně tak rychle jako počet osob u stolu a přirozeně
bychom tak pracovali s mnohem větš́ımi č́ısly, nejsṕı̌se bychom si vybrali vyšš́ı
základ soustavy. Naopak, nacházet se vývojově v době, kdy jsme rozlǐsovali pouze
několik málo množstv́ı – žádný, jeden, pár a mnoho, vystačila by nám bohatě se
soustavou o základu 4 bez nekombinováńı č́ıslic. Že jsme si jako lidstvo vybrali
základ přibližně 10 tak je v zásadě d̊usledkem evoluce a prostřed́ı, v němž žijeme.
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2.2 Dvanáctková soustava

Uvažme jednoduše představitelnou situaci, kdy se v pr̊uběhu evoluce přihodilo pár
náhodných mutaćı jinak a př́ıroda nás obdařila šesti prsty po jedné ruce namı́sto
pěti. Svět by klidně mohl fungovat tak, jak jej známe dnes. Jedna věc by však byla
jistě jinak – univerzálně použ́ıvaná soustava např́ıč kontinenty by měla namı́sto
deseti základ z = 12.

2.2.1 Vlastnosti dobré č́ıselné soustavy

S poznatky, které máme o č́ıslech dnes, se můžeme zamyslet nad t́ım, jaká soustava
by byla pro poč́ıtáńı nejvhodněǰśı.

Dobrá č́ıselná soustava nemá př́ılǐs mnoho symbol̊u (č́ıslic). Z některých
d̊uvod̊u uvedených ńıže by se jako vhodná soustava mohla jevit hexadecimálńı (o
základu z = 60). Ta má ale symbol̊u př́ılǐs mnoho a spousta lid́ı by se kv̊uli tomu
ani nenaučila poč́ıtat. Nejvýhodněǰśı z hlediska počtu symbol̊u je soustava unárńı,
př́ıpadně binárńı. Ty však už daľśı př́ınosné výhody nemaj́ı. Řekněme, že vhodný
počet symbol̊u je přibližně do dvaceti.

Dobrá č́ıselná soustava vyjadřuje běžné počty krátce. Zde prohrává sou-
stava dvojková, nebot’ už počet tiśıc v ńı má nepř́ıjemně dlouhý tvar 1111101000.
Řekněme, že z tohoto d̊uvodu je vhodný počet symbol̊u soustavy alespoň pět.
Např́ıklad hexadecimálńı soustava by č́ısla zapisovala velice úsporně, je ale vy-
loučena dle prvńıho požadavku.

Dobrý základ soustavy má spoustu užitečných dělitel̊u. Z předchoźıch
podmı́nek máme rozsah základ̊u pět až dvacet, ze kterého bychom si rádi vy-
brali ten nejlepš́ı. Většina č́ısel z tohoto rozsahu ale nemá mnoho dělitel̊u. Vy-
soký počet dělitel̊u základu soustavy je vhodný pro jednoduché naučeńı násobilky,
snadné určováńı dělitelnosti a pro krátké vyjadřováńı č́ısel necelých. Rovnou
vyřad́ıme lichá č́ısla, nebot’ při použit́ı soustavy o lichém základu bychom ani ne-
byli schopni triviálně určit, zda je č́ıslo sudé (museli bychom přeč́ıst celý zápis č́ısla
a spoč́ıtat, zda počet lichých cifer je lichý anebo sudý). Jak souviśı pohodlné děleńı
s prvoč́ıselným rozkladem základu z můžeme vidět v deśıtkové soustavě – děleńım
celého č́ısla dvěma, pěti či jejich násobky vždy źıskáme č́ıslo s ukončeným zápisem.
Při děleńı č́ısly, které ve svém rozkladu obsahuj́ı i jiná prvoč́ısla, už ale dostaneme
výsledky s periodou. Proto je žádoućı vysoký počet prvoč́ıselných dělitel̊u. Nav́ıc,
pokud děĺıme celé č́ıslo dělitelem základu z, bude mı́t výsledek nejvýše jedno dese-
tinné mı́sto. Hodilo by se tedy, aby byl základ soustavy dělitelný třemi, nebot’ na
tři části rozdělujeme velice často. T́ım nám z̊ustávaj́ı č́ısla 6, 12 a 18. V př́ıpadě,
že chceme pohodlně dělit ještě čtyřmi, jediná volba je základ 12. Nav́ıc, dvanáctka
má ještě k tomu dělitele 6, č́ımž źıskává nejv́ıce dělitel̊u z těchto tř́ı č́ısel.
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Obecně, pokud vezmeme č́ısla od 5 do 20 a spoč́ıtáme poměr počtu vlastńıch
dělitel̊u ku velikosti č́ısla, nejlepš́ı hodnotu 1

3
maj́ı č́ısla 6 a 12. Podstatné je, z ko-

lika a jakých prvoč́ısel je základ složen. Pokud požadujeme prvoč́ısla alespoň tři,
můžeme v rozmeźı 5 až 20 źıskat č́ısla 8 = 2 · 2 · 2, 12 = 2 · 2 · 3, 16 = 2 · 2 · 2 · 2
, 18 = 2 ·3 ·3, 20 = 2 ·2 ·5. Protože chceme těžit z výhod děleńım i jinými prvoč́ısly
než 2, z̊ustávaj́ı základy 12, 18, 20. Ten posledńı vyřad́ıme, nebot’ raději chceme
pohodlně dělit třemi, než pěti. Ideálńı by bylo mı́t základ soustavy s děliteli 2,
3 i 5 ale nejmenš́ı takové č́ıslo je 30, které nevyhovuje dle prvńıho požadavku a
nav́ıc tento základ neńı ani dělitelný čtyřmi. Jediný protikandidát dvanáctky je tak
základ osmnáct. Dvanáctková soustava má však podstatně méně symbol̊u. Nav́ıc,
násob́ıme a děĺıme čtyřmi mnohem častěji, než dev́ıti. Tyto dva argumenty tak
jasně hovoř́ı pro dvanáctku.

Dobrá č́ıselná soustava je lidská. Z tohoto pohledu nejlépe procháźı soustava
pětková, eventuálně deśıtková d́ıky počtu prst̊u. A i když se tento argument může
zdát z předešlých nejméně podstatný, zřejmě byl v minulosti rozhoduj́ıćı. Nicméně,
dvanáctková soustava je na tom také dobře – stač́ı namı́sto deseti prst̊u obou rukou
použ́ıt dvanáct článk̊u prst̊u ruky jedné a k poč́ıtáńı nepouž́ıvat vztyčeńı prstu ze
sevřené dlaně jako u deśıtkové soustavy, ale t’ukáńı na jednotlivé články pomoćı
palce. Možná je to ještě praktičtěǰśı, nebot’ napoč́ıtáme do celku pouze pomoćı
jediné ruky. T́ımto zp̊usobem nejsṕı̌s v minulosti obchodńıci poč́ıtali kopy (60 ks
neboli pět tuct̊u). Stačilo za každý předmět po řadě t’uknout palcem na daľśı článek
prstu jedné ruky a za každých dvanáct článk̊u (tucet) zdvihnout prst na druhé ruce.
Ve chv́ıli, kdy je zvednuto všech pět prst̊u, napoč́ıtali jsme kopu a v̊ubec k tomu
nepotřebujeme znát nějaké č́ıslice.

2.2.2 Výhody pro dělitelnost a násobilku

Nyńı se podrobněji pod́ıváme na výhody dvanáctkové soustavy neboli výhody
toho, že základ soustavy má vysoký počet dělitel̊u. Č́ıslice (symboly) této soustavy
označme např́ıklad

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B.

Všechny hezké vlastnosti, které v deśıtkové soustavě plat́ı pro deśıtku vyjádřenou
v deśıtkové soustavě 10, by ve dvanáctkové soustavě platily pro č́ıslo dvanáct, které
je ve dvanáctkové soustavě vyjádřeno také 1012, nebot’ 1012 = 1 · 121 +0 · 120 = 12
(viz tvrzeńı 2.1.1). Č́ıslo zapsané ve dvanáctkové soustavě tvaru an · · · a0 vyjadřuje
součet an12

n + · · · + a012
0. Pro určeńı dělitelnosti č́ısly 2, 3, 4, 6 a 12 proto stač́ı

pod́ıvat se pouze na posledńı č́ıslici a0, což je velká výhoda.

Porovnáńım tabulek 2.2 a 2.3 vid́ıme výhody soustavy dvanáctkové, které jsou
d̊usledkem vysokého počtu dělitel̊u. Malá násobilka je ve dvanáctkové soustavě
těžš́ı pouze pro násobky pěti. Pro násobky sedmi a jedenácti stejně náročná,
přičemž pro násobky ostatńıch č́ısel je jednodušš́ı. Násobilka je šikovná nejen pro
rychlé poč́ıtáńı (po dvou, po třech) ale i pro určováńı dělitelnosti.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

6 12 18 24 30 36 42 48 54 60

7 14 21 28 35 42 49 56 63 70

8 16 24 32 40 48 56 64 72 80

9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrázek 2.2: Malá násobilka v deśıtkové soustavě

1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B 10

2 4 6 8 A 10 12 14 16 18 1A 20

3 6 9 10 13 16 19 20 23 26 29 30

4 8 10 14 18 20 24 28 30 34 38 40

5 A 13 18 21 26 2B 34 39 42 47 50

6 10 16 20 26 30 36 40 46 50 56 60

7 12 19 24 2B 36 41 48 53 5A 65 70

8 14 20 28 34 40 48 54 60 68 74 80

9 16 23 30 39 46 53 60 69 76 83 90

A 18 26 34 42 50 5A 68 76 84 92 A0

B 1A 29 38 47 56 65 74 83 92 A1 B0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 A0 B0 100

Obrázek 2.3: Malá násobilka ve dvanáctkové soustavě
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Pro násobky dvou, je situace u obou soustav stejná. V př́ıpadě násobk̊u tř́ı
u deśıtkové soustavy je každý prvek posloupnosti unikátńı a proto se ji bud’to
muśıme naučit nazpamět’, anebo vždy č́ıslo tři přič́ıst. Prvńı násobky v př́ıpadě
soustavy dvanáctkové jsou 3, 6, 9, 10 a tak dále. Násobilka tř́ı je tak v této soustavě
o poznáńı jednodušš́ı. Pro určeńı dělitelnosti pak nemuśıme sč́ıtat č́ıslice, stač́ı se
jen pod́ıvat na č́ıslici posledńı. Podobná situace je u násobilky čtyř. U deśıtkové
soustavy se opakuje vzor 4, 8, 12, 16, 20, u dvanáctkové soustavy máme 4, 8, 10,
což je mnohem jednodušš́ı. Výrazně h̊uře vycháźı z hlediska násobilky soustava
dvanáctková u pětky, nebot’ ta neńı dělitelem dvanáctky, neopakuje se žádný vzor.
V násobćıch šesti pak vyhrává soustava dvanáctková, kde se opakuje vzor 6, 10
podobně jako násobky pěti v soustavě deśıtkové. Kv̊uli trojce, která neńı dělitelem
deśıtky, je násobilka šesti v soustavě deśıtkové složitěǰśı a opakuj́ıćı se vzor je 6, 12,
18, 24, 30. V př́ıpadě prvoč́ısla 7 jsou soustavy rovnocenné. Co se týče osmičky,
opět v́ıtěźı dvanáctková, kde se opakuje vzor 8, 14, 20. V deśıtkové soustavě je
to 8, 16, 24, 32, 40. Dělitelnost osmi tak ve dvanáctkové soustavě snadno urč́ıme
podle toho, zda posledńı dvojč́ısĺı je dělitelné osmi. U dev́ıtky opět v́ıtěźı soustava
dvanáctková, kde se opakuje 9, 16, 23, 30 a k určeńı dělitelnosti dev́ıti stač́ı, aby
posledńı dvojč́ısĺı bylo dělitelné dev́ıti.

2.2.3 Výhody pro zápis č́ısel necelých

Daľśı významná výhoda je v zápisu neceloč́ıselných hodnot. V deśıtkové soustavě
k tomu použ́ıváme bud’to zlomky – např́ıklad π ≈ 3 7

50
, anebo desetinnou čárku

(př́ıpadně tečku, zálež́ı na konkrétńı zemi) k odděleńı celé a necelé části č́ısla
tj. π ≈ 3, 14. Zobecněńım desetinné čárky na všechny č́ıselné soustavy je řádová
čárka, pro kterou se někdy použ́ıvaj́ı speciálńı názvy jako desetinná čárka v př́ıpadě
deśıtkové soustavy či binárńı čárka v př́ıpadě soustavy dvojkové. U dvanáctkové
soustavy speciálńı název (kterým by dle analogie mohl být dvanáctková čárka či
dvanáctinná čárka) použ́ıvat nebudeme.

Zápis s řádovou čárkou typu 0, 123 chápaný jako č́ıslo deśıtkové soustavy vyjadřuje
součet 1

10
+ 2

102
+ 3

103
. Stejný zápis chápaný jako č́ıslo v dvanáctkové soustavě

vyjadřuje také součet 0, 12312 = 112
1012

+ 212
10122

+ 312
10123

, který v deśıtkové soustavě

vypadá 1
12

+ 2
122

+ 3
123

.

Pokud tedy chceme ve dvanáctkové soustavě vyjádřit např́ıklad pod́ıl celku, který
maj́ı dostat dvě osoby ze tř́ı, naṕı̌seme 2

3
= 8

12
= 812

1012
= 0, 812. Ve dvanáctkové

soustavě tak dokážeme všech pět nejběžněǰśıch a nejjednodušš́ıch zlomk̊u 1
2
, 1

3
, 2

3
,

1
4
, 3

4
vyjádřit konečnými zápisy s řádovou čárkou 0, 612, 0, 412, 0, 812, 0, 312, 0, 912.
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Na obrázku 2.4 běžných zlomk̊u můžeme vidět, že u dvanáctkové soustavy máme
celkem 24 periodických vyjádřeńı, u deśıtkové soustavy to je 30. Ve čtrnácti
př́ıpadech je zápis periodický v deśıtkové i dvanáctkové soustavě zároveň, přičemž
v deseti z těchto př́ıpad̊u je dvanáctkový zápis kratš́ı, v těch zbylých jsou zápisy
dlouhé stejně. Pětiny, sedminy, desetiny a jedenáctiny maj́ı periodický zápis v sou-
stavě dvanáctkové. Třetiny, šestiny, sedminy, dev́ıtiny, jedenáctiny a dvanáctiny
v soustavě deśıtkové. V šesti (1 a 0 nepoč́ıtáme) př́ıpadech (osminy, čtvrtiny a polo-
vina) je zápis ukončený v obou soustavách, přičemž ve všech až na 1

2
je dvanáctkový

zápis kratš́ı, což je d̊usledkem toho, že čtyřka je dělitelem dvanáctky. Zapisováńı
nejběžněǰśıch zlomk̊u pomoćı řádové čárky je tedy ve dvanáctkové soustavě jed-
nodušš́ı.
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Obrázek 2.4: Vyjádřeńı běžných zlomk̊u v deśıtkové a dvanáctkové soustavě

2.2.4 Daľśı vlastnosti č́ısla 12

Dvanáct je nejmenš́ı č́ıslo se čtyřmi vlastńımi děliteli. Vı́ce vlastńıch dělitel̊u má až
24. Dvanáct je nejmenš́ı č́ıslo, které má za dělitele všechna č́ısla od 1 do 4. Dvanáct
je nejmenš́ı abundantńı č́ıslo, což znamená, že součet všech jeho dělitel̊u je větš́ı,
než jeho dvojnásobek. Pro dvanáctku tak máme 1 + 2+ 3+ 4+ 6+ 12 = 26 > 24.
Daľśı abundantńı č́ıslo je 18. Dvanáct je vysoce kompozitńı č́ıslo, nebot’ má v́ıce
dělitel̊u, než jakékoliv menš́ı č́ıslo. Daľśı vysoce kompozitńı č́ıslo je až 60. Dalo by
se ř́ıci, že tyto vlastnosti zjednodušeně ř́ıkaj́ı, že na to, jak je č́ıslo 12 malé, má
hodně dobré vlastnosti co se týče dělitelnosti a proto se hod́ı jako základ č́ıselné
soustavy. Základy s lepš́ımi vlastnostmi, např́ıklad třemi r̊uznými prvoč́ıselnými
děliteli, jsou potom pro lidskou matematiku moc velké.
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To, že dvanáctková soustava zapisuje velká č́ısla nepatrně úsporněji, např́ıklad
1584 = B0012 nepovažujeme za př́ılǐs velkou velkou výhodu, nebot’ velká č́ısla
stejně moc nepouž́ıváme a př́ıpad̊u, kdy je dvanáctkový zápis kratš́ı neńı tolik,
rozhodně to ale je daľśı argument pro soustavu dvanáctkovou.

I když se přes své zjevné výhody dvanáctková soustava neujala, z historie civili-
zaćı některé náznaky dvanáctkové soustavy z̊ustaly dodnes. Podobně jako máme
v deśıtkové soustavě názvy násobk̊u deset pro 101, sto pro 102 či tiśıc pro 103,
v př́ıpadě dvanáctkové soustavy máme tucet (dozen) pro 121, veletucet neboli groš
(gross) pro 122 a velký groš (great gross) pro 123. Pro vyjádřeńı délek použ́ıvaná
stopa (foot) má dvanáct palc̊u (inches). Germánské jazyky maj́ı speciálńı názvy
nejen pro č́ısla 0 až 10, ale i pro 11 a 12 – např́ıklad v angličtině to je eleven a
twelve. Plný úhel 360◦ je snadno dělitelný na 12 stejných d́ıl̊u. Ráno i odpoledne
děĺıme na dvanáct hodin. Roli v použ́ıváńı dvanáctkové soustavy mohlo sehrát i
to, že během doby, kdy Země oblet́ı kolem Slunce se vystř́ıdá 12 cykl̊u Měśıce a
zvěrokruh (myšlený pás ±8◦ na nebeské sféře symetricky podél ekliptiky), v němž
se ze zemského pohledu pohybuj́ı všechny planety Slunečńı soustavy, je rozdělen
na 12 stejných obdélńıkových d́ıl̊u, takzvaných zv́ı̌retńıkových znameńı.

Pravdou je, že i když nám dnes dvanáctková soustava připadá na prvńı pohled
složitá a nepraktická, poč́ıtat v ńı odmala jako v deśıtkové, ovládali bychom ji
stejně obratně. K tomu bychom nav́ıc měli jednodušš́ı poč́ıtáńı. Pro matematiku
jako takovou – např́ıklad platnosti tvrzeńı o prvoč́ıslech by změna soustavy nehrála
žádnou roli. Rozd́ıl by byl primárně v každodenńı matematice běžného občana.
Např́ıklad t́ım, že

”
dvanáctitikorunu“, lépe řečeno

”
desetikorunu ve dvanáctkovém

světě“ – groš, který by na sobě nesl symbol 10 by si mohli pomoćı minćı menš́ı
hodnoty přesně rozdělit nejen dva, ale i tři nebo čtyři kamarádi. To u žádné mince
ze světa deśıtkových platidel nepřipadá v úvahu.

Kdybychom žili ve světě s dvanácti prsty na rukou, použ́ıvali dvanáctkovou sou-
stavu a někdo přǐsel s nápadem přej́ıt na deśıtkovou, nikdo by ho neposlou-
chal a sklidil by posměch či nepochopeńı. Neměl by v ruce žádný argument,
proč je deśıtková soustava lepš́ı. Kdyby se lidské civilizace vyv́ıjely odděleně na
několika mı́stech a neovlivňovaly se, možná by některé z nich použ́ıvaly soustavu
dvanáctkovou. Lingvista Glendon Lean strávil 20 let cestováńım v oblasti Papui
Nové Guinei. Na r̊uzných ostrovech se setkal s kmeny použ́ıvaj́ıćımi základ 6 či
základ 15 (Haran, [6]). V Americe je dokonce aktivńı uskupeńı matematik̊u Doze-
nal Society of America (DSA) sdružuj́ıćı ty, kteř́ı prakticky použ́ıvaj́ı dvanáctkovou
soustavu a jsou přesvědčeni, že by ji mělo lidstvo použ́ıvat namı́sto deśıtkové. Na-
vrhuj́ı symboliku (č́ıslice) pro počty 10 a 11 (A a C) s výslovnost́ı

”
dek“ a

”
el“ a

návrhy jak přechod zajistit (např́ıklad zač́ıt u platidel).
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Kapitola 3

Vznik logaritmů

Nemáme informace o tom, jak Napier prvně narazil na myšlenku vedoućı k lo-
garitmům. Něco jako Newtonovo jablko či Archimedes ve vaně v tomto př́ıpadě
chyb́ı. Uvedu však dva tehdy obecně známé principy, které nejsṕı̌s Napiera navedly
na myšlenku logaritmů. Prvńım z nich je zjednodušeńı násobeńı pomoćı goniome-
trických vzorc̊u a druhým je souvislost aritmetické a geometrické posloupnosti.

3.1 Zjednodušeńı násobeńı pomoćı goniomet-

rických funkćı

Vı́me, že Napier ovládal trigonometrii a znal vzoreček

cosA · cosB =
cos(A−B) + cos(A+B)

2

a jemu podobné, které se v anglicky psané literatuře souhrnně označuj́ı pojmem
prosthaphaeretic rules od spojeńı řeckých slov prosthesis (součet) a aphaere-
sis (rozd́ıl) (Clark a Montelle, [3]). Vzoreček můžeme použ́ıt pro zjednodušeńı
násobeńı t́ım, že jej převedeme na sč́ıtáńı a hledáńı v tabulce.

Př́ıklad 3.1.1. Uvažme č́ısla 105 a 720, která chceme vynásobit. Obě č́ısla děĺıme
deseti, dokud nejsou funkčńı hodnotou kosinu, tzn. z intervalu ⟨0, 1⟩. V tabulce
hodnot trigonometrických funkćı nalezneme úhly A = 84◦ a B = 44◦, pro které
cosA = 0, 105 a cosB = 0, 72. V tabulkách dále najdeme, že cos(A−B) = cos 40 =
0, 766 a cos(A+B) = cos 128 = −0, 616. Sečteńım těchto č́ısel a vyděleńım dvěma
źıskáme 0, 075. Protože na začátku jsme dělili deseti dohromady celkem šestkrát,
muśıme desetinnou čárku posunout o šest mı́st doprava. Výsledek je tedy 75000 a
od přesné hodnoty součinu 75600 se lǐśı o necelé procento.
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3.2 Metoda čtvrtin čtverc̊u

Pro kompletnost uvedu i tento postup zjednodušuj́ıćı násobeńı, který však v lite-
ratuře se vznikem logaritmů spojován neńı. Nazveme jej metoda čtvrtin čtverc̊u
(viz Wikipedia, heslo Quarter square multiplication). Jedná se o velice starou me-
todu, známou už babylonským matematik̊um 2000 let před Kristem. Jde o vzoreček

⌊︃
(x+ y)2

4

⌋︃
−

⌊︃
(x− y)2

4

⌋︃
=

1

4
((x2 + 2xy + y2)− (x2 − 2xy + y2)) = xy.

Čtvrtiny druhých mocnin č́ısel si můžeme předpoč́ıtat do tabulky:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0 0 1 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36 42 49 56 64 72 81

n

⌊n2/4⌋

Obrázek 3.1: Tabulka pro metodu čtvrtin čtverc̊u

Př́ıklad 3.2.1. Např́ıklad součin 7·9 pak urč́ıme následovně. Součet a rozd́ıl těchto
č́ısel jsou 16 a 2. Jim dle tabulky př́ısluš́ı č́ısla 64 a 1. Od prvńıho odečteme druhé
a źıskáme správný výsledek 63.

Matematici včetně Napiera tedy věděli, že existuj́ı zp̊usoby, kterými lze některé
složitěǰśı výpočty (násobeńı) převádět na výpočty jednodušš́ı (sč́ıtáńı) a hledáńı
v tabulkách. Dř́ıve se k tomu použ́ıvaly vzorečky (identity) trigonometrické,
př́ıpadně tabulky mocnin čtverc̊u, od Napierových objev̊u potom tabulky loga-
ritmické. Svým zp̊usobem se tak situace př́ılǐs nelǐśı. V př́ıpadě trigonometrických
vzorečk̊u, čtvrtin čtverc̊u i logaritmů se jedná o stejné schéma – se zadanými č́ısly
provést jednoduchou operaci (seč́ıst, vydělit deseti), výsledek nalézt v tabulce,
provést jednoduchou operaci (sč́ıtáńı, děleńı malým č́ıslem), opět hledat v ta-
bulce a posunout desetinnou čárku. Zmı́něnými dvěma metodami si pomůžeme
při násobeńı dlouhých č́ısel. Co ale děleńı, odmocňováńı či umocňováńı? S ta-
kovými operacemi si na rozd́ıl od zmı́něných dvou metod porad́ı už jen logaritmy.
Rozd́ıl je tedy v tom, že logaritmy přináš́ı spoustu daľśıch výhod, méně práce a
ještě vyšš́ı jednoduchost.
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3.3 Aritmetická a geometrická posloupnost

Tehdeǰśım matematik̊um byla dobře známa souvislost geometrické posloupnosti
např. 2, 4, 8, 16, . . . a aritmetické posloupnosti 1, 2, 3, 4, 5, . . . . Věděli, že pokud
vynásob́ı libovolné dva členy posloupnosti 1, q, q2, . . . , např́ıklad šestý a devátý,
výsledek bude stejný, jako kdyby sečetli odpov́ıdaj́ıćı členy posloupnosti 1, 2, 3, . . .
tj. šest a devět a nahlédli na patnáctou pozici v posloupnosti geometrické. Pokud si
naṕı̌seme tyto posloupnosti pod sebe, źıskáme jednoduchou logaritmickou tabulku,
která ovšem funguje pouze pro prvky geometrické posloupnosti (mocniny q).

Analogicky to funguje i pro děleńı, kde se indexy(exponenty) odeč́ıtaj́ı. Tam však
naraźıme na problém v př́ıpadě, že čitatel je menš́ı než jmenovatel. Tedy pokud
se snaž́ıme např́ıklad dělit č́ıslo páté č́ıslem osmým. Po odečteńı index̊u źıskáme
záporné č́ıslo. Nab́ıźı se snadné řešeńı rozš́ı̌rit uvedené posloupnost́ı na opačnou
stranu. Obecně, pro dané q máme geometrickou posloupnost

. . . , q−3, q−2, q−1, q0 = 1, q1, q2, q3, . . . ,

j́ıž odpov́ıdá aritmetická posloupnost

. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .

Podstatná negativńı vlastnost této posloupnosti je, že postupem ř́ıdne, tj. prvky
jsou v́ıce vzdálené.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

n
2n

Obrázek 3.2: Aritmetická a geometrická posloupnost pro q = 2

Pro výpočet např́ıklad 256/2048 stač́ı nahlédnout do takovéto tabulky, zjistit že
členu 256 geometrické posloupnosti odpov́ıdá člen aritmetické posloupnosti 8 a
č́ıslu 2048 odpov́ıdá 11. Odečteńım exponent̊u źıskáme −3 a z tabulky zjist́ıme, že
této hodnotě odpov́ıdá č́ıslo 1/8 = 0, 125, což je výsledek źıskaný mnohem rych-
leji než mechanickým výpočtem. Na vztahy těchto posloupnost́ı poprvé literárně
poukázal v roce 1544 německý matematik Michael Stifel (1487–1567) v d́ıle Ari-
thmetica integra (Maor, [7]) a lze jej tak považovat za tv̊urce prvńı logaritmické
tabulky.

Rádi bychom vlastnosti, které plat́ı pro prvky těchto posloupnost́ı, aplikovali i na
ostatńı č́ısla (nejen mocniny q). Problém je právě v tom, že tabulka 3.2 nám je
k ničemu když chceme vypoč́ıtat pod́ıl 333/2664. Nedalo by se tedy toto schéma,
tato myšlenka nějak rozš́ı̌rit? Tj. zahustit tabulku, aby vztahy funguj́ıćı pro obě
posloupnosti bylo možné aplikovat na libovolná č́ısla? Nab́ızej́ı se dva zp̊usoby,
kterými toho doćılit.
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3.3.1 Neceloč́ıselné exponenty

T́ım prvńım je použit́ı obecných exponent̊u. Seznam logaritmovaných č́ısel
(p̊uvodně geometrická posloupnost) bychom tak mohli mı́t odstupňovaný
např́ıklad po jedné či po 0,1 apod, př́ıslušný seznam logaritmů (p̊uvodně arit-
metická posloupnost) by pak tvořila necelá č́ısla. Samozřejmě by se t́ım rozbila
geometričnost a aritmetičnost, princip použ́ıváńı by však z̊ustal stejný a bylo by
možné logaritmovat mnohem v́ıce č́ısel. Tato varianta nepřipadala v úvahu zejména
proto, že neexistovala exponenciálńı notace typu an a matematici ani o exponen-
tech neuvažovali, nepoč́ıtali s nimi. Mocniny ńızkých řád̊u byly běžné, nebot’ se
objevovaly v geometrii, např́ıklad vztah úhlopř́ıčky a hrany krychle. S obecnými
neceloč́ıselnými, či mocninami ale tehdeǰśı matematika nepoč́ıtala.

Z dnešńıho pohledu je věc jednoduchá. 23 je osm. 24 je šestnáct. Intuitivně, 23,5 by
tedy mohlo být něco mezi. A to nav́ıc bĺıže k osmi. Co by takový výraz znamenal?
Pokud dvě na třet́ı chápeme jako 2·2·2 a dvě na čtvrtou jako 2·2·2·2, je výraz typu
23,585 na prvńı pohled nesmyslný. Dnešńı středoškolák by si s jeho vyhodnoceńım
mohl poradit přepsáńım

23,585 = 23+0,5+0,08+0,005 = 23 · 20,5 · 20,08 · 20,005 = 23 ·
√
2 · 25

√
4 · 200

√
2,

odkud už je zřejmé, co tento výraz znamená. Obecně, každý racionálńı exponent
můžeme zapsat zlomkem a výraz pak vyjádřit pomoćı odmocniny:

23,585 = 2
3585
1000 =

1000
√
23585,

což je vyjádřeńı pomoćı jednodušš́ıch struktur (celoč́ıselné mocniny a odmocniny),
kterému by rozuměli i matematici ze 17. stolet́ı. Nev́ıme sice stále, co znamená 2π,
se zlomky si však pro praktickou matematiku vystač́ıme. Nicméně přepis mocnin
tvaru zlomku na celoč́ıselné mocniny a odmocniny si můžeme dovolit až potom,
co nás někdo nauč́ı, že a

m
n = n

√
am a ab · ac = ab+c pro všechna reálná kladná a a

přirozená m, n.

Bylo tedy potřeba, aby někdo dostal spásný nápad z nebe seslaný označovat an to,
že chceme n–krát vynásobit č́ıslo a, a namı́sto č́ısla n psát i zlomky (č́ısla necelá),
přičemž výrazu q

m
n přǐradit význam n

√
qm. Situace je podobná jako s hledáńım

kořen̊u kvadratické rovnice. Žáci středńıch škol věd́ı, že pokud vyjde záporný dis-
kriminant, nemá rovnice řešeńı, nebot’ záporná č́ısla nelze odmocňovat. Nikoho
nenapadne označovat odmocninu z −1 symbolem i a př́ıklad dopoč́ıtat. Je to nová
matematická oblast, pro ně naprosto neznámá dokud jim někdo zkušeněǰśı neukáže,
jak pracovat s komplexńımi č́ısly. Podobná situace byla dř́ıve i se zápornými č́ısly.
Ještě Napier k jejich vyjádřeńı použ́ıvá výraz deficient a zmiňuje, že je bude ve
své práci označovat symbolem

”
−“ před daným č́ıslem, zat́ımco č́ısla kladná ne-

bude označovat symbolem žádným. Někteř́ı autoři zápornost č́ısel neoznačovali
znaménkem

”
−“ ale odlǐsnou barvou - např́ıklad červenou. Dlouhou dobu nikdo

nepoč́ıtal se zápornými č́ısly. Výraz 3 - 5 tak do jisté doby neměl žádný smysl.
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Neceloč́ıselné umocňováńı na začátku 17. stolet́ı tedy nepřipadalo v úvahu. Kdyby
se běžně použ́ıvalo vyjadřováńı typu 8 = 23 a 16 = 24, nejsṕı̌se by někoho napadlo
zkusit přǐradit č́ıslu 23,585 význam, vypoč́ıtat jeho hodnotu 12 a č́ıslo 3, 585 nazvat
logaritmem č́ısla 12. Použit́ı neceloč́ıselných exponent̊u by vedlo právě na ten loga-
ritmus, který použ́ıváme v moderńı matematice. Neceloč́ıselné a záporné mocniny
byly některými matematiky navrhovány už od 14. stolet́ı, výrazně se však rozš́ı̌rily
až za Newtona(1643–1727), který navrhl zápisy a−n a a

m
n roku 1676 (Maor, [7]).

3.3.2 Kvocient bĺızký jedné – Bürgiho logaritmus

Druhá možnost jak zajistit, že budeme umět logaritmovat co největš́ı množstv́ı č́ısel
při zavedeńı logaritmu pomoćı aritmetické a geometrické posloupnosti, je zvolit
(neceloč́ıselný) kvocient bĺızký jedné. V tom př́ıpadě by se geometrická posloupnost
(alespoň ze začátku) měnila pomalu, mezi prvky by nebyly takové mezery, přičemž
hodnoty logaritmů, tj. prvky aritmetické posloupnosti by byla vždy celá č́ısla.
Sice by to stále znamenalo, že umı́me logaritmovat pouze určitá č́ısla, kdyby se
však prvńı prvek posloupnosti zvolil vhodně, byla by pokryta velká část běžně
použ́ıvaných č́ısel a metoda by tak mohla určité usnadněńı práce přinést.

Tuto variantu realizoval švýcarský hodinář Joost Bürgi (1552–1632) v téže době,
kdy na svém logaritmu pracoval Napier. Bürgiho záměrem bylo nahradit tabulky
pro násobeńı, děleńı, druhé a třet́ı odmocniny tabulkou jedinou, nebot’ mu to
připadalo lepš́ı, jednodušš́ı a efektivněǰśı. Sám zd̊urazňoval, že jeho tabulky mo-
hou být použity pro všechny typy výpočt̊u, včetně násobeńı, děleńı, odmocňováńı
a hledáńı geometrických pr̊uměr̊u (Clark a Montelle, [3]). Zvolil geometrickou po-
sloupnost s kvocientem q = 1, 0001 = 1 + 1

104
a počátečńım prvkem 108. Př́ıslušná

aritmetická posloupnost byla 0, 10, 20, · · · . Tabulky tedy měly v zásadě tutéž
podobu jako jednoduchá Stifelova tabulka 3.2 ve verzi pro kladná č́ısla. Aby Bürgi
zvýraznil vztah geometrické a aritmetické posloupnosti, logaritmovaná č́ısla ve své
práci vytiskl černě a nazývá je černá, jejich logaritmy nechal vytisknout červenou
barvou a nazývá je červená.

Pro černé č́ıslo B a jemu př́ıslušné červené č́ıslo r tedy plat́ı vztah

B = 108
(︃
1 +

1

104

)︃r/10

.

Jemu ekvivalentńı zápis je

r = 10 log1+ 1
104

B

108
.

Bürgi předpoč́ıtal logaritmy č́ısel od 108 do 109. Jeho tabulky měly 58 stran a
obsahovaly 23030 záznamů. Ačkoli interně Bürgi nejsṕı̌se pracoval s desetinnými
č́ısly, rozhrańı pro koncového uživatele muselo být celoš́ıselné. To je hlavńı d̊uvod,
proč zvolil prvńı prvek geometrické posloupnosti tak velký. Chtěl zachovat vysokou
přesnost (tomu odpov́ıdá vysoký počet civer) a zároveň se vyhnout řádové čárce,
jediná možnost je tak použ́ıvat dlouhá celá č́ısla. K tomu Bürgi přidal velký počet
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př́ıklad̊u, z nichž některé uvedeme, návodný text k použ́ıváńı tabulek a popis me-
tody interpolace hodnot pro př́ıpad, že dané černé č́ıslo neńı v tabulkách k nalezeńı.
Aritmetická posloupnost má proto diferenci 10 – aby byl prostor pro zpřesněńı.
Bürgiho tabulky tedy sice obsahuj́ı pouze hodnoty geometrické a aritmetické po-
sloupnosti, jeho metoda ale poč́ıtá s možnost́ı logaritmovat všechna přirozená č́ısla
– i ta mezi hodnotami v tabulce, která prvkem geometrické posloupnosti nejsou.

Ačkoli lze doložit, že Bürgi vynalezl své logaritmy už v roce 1588, šest let před t́ım,
než Napier začal pracovat na svých tabulkách, jeho d́ılo, Arithmetische und Geo-
metrische Progress Tabulen bylo vydáno až 6 let po Napierovi, roku 1620 v Praze
a proto neńı považován za vynálezce logaritmů (Maor, [7]).

Následuj́ıćı př́ıklady (kromě prvńıho) jsou převzaty z knihy (Clark [2]), která se po-
drobně věnuje Bürgiho životu, jeho d́ılu a mělo by se tak jednat o př́ıklady, které
uváděl sám Bürgi. My si pro snadněǰśı pochopeńı budeme pomáhat prostředky
moderńı matematiky. Ve zde přiložených tabulkách 3.3 a 3.4 lze nalézt logaritmy
pouze pro č́ıslo z př́ıkladu 3.3.1. Kompletńı tabulky jsou k prohlédnut́ı na webu, viz
(Bürgi, [1]). Pro převody mezi červenými a černými č́ısly může čtenář také použ́ıt
výše uvedené rovnice. Bürgiho logaritmům obecně se podrobně věnuje článek (Wal-
dvogel, [15]).

Př́ıklad 3.3.1. Červeným č́ıslem (logaritmem) černého č́ısla 101907877 je 1890,
nebot’ 101907877 = 108 · (1 + 1

104
)189, jak můžeme vidět v tabulkách 3.3.

Př́ıklad 3.3.2. Chceme-li vynásobit černá č́ısla x = 154030185 a y = 205518112,
najdeme v tabulce jejich červená č́ısla r1 = 43200 a r2 = 72040. Když tyto hodnoty
sečteme (jako bychom to udělali u moderńıho logaritmu), źıskáme červené č́ıslo,
jemuž př́ısluš́ı černé č́ıslo 316559928, které je 108krát menš́ı, než hledaný výsledek.
Přiṕı̌seme za něj tedy 8 nul. Správnost postupu je evidentńı z následuj́ıćıho zápisu.

x ·y = 108(1+
1

104
)
r1
10 ·108(1+ 1

104
)
r2
10 = 108

(︃
108(1 +

1

104
)
r1+r2

10

)︃
= 108 ·316559928.

Př́ıklad 3.3.3. Hledáme třet́ı odmocninu z sedmiciferného č́ısla B = 5612037.
V Bürgiho tabulkách obsahuj́ıćıch hodnoty logaritmů dev́ıtimı́stných č́ısel na-
jdeme, že černému č́ıslu 100B nálež́ı červené č́ıslo r = 172500. Když toto č́ıslo
vyděĺıme třemi (jako bychom to udělali u moderńıho logaritmu), źıskáme 57500,
které je červeným č́ıslem pro 177707944. Toto č́ıslo je 106 násobek hledaného č́ısla,
jak ukazuje výpočet

177707944 = 108(1 +
1

104
)
r/3
10 = 108 · 10−

8
3 · 10

8
3 (1 +

1

104
)
r/3
10

= 108 · 10−
8
3 · 3

√︃
108(1 +

1

104
)

r
10 = 108 · 10−

8
3 · 3

√
100B = 106 · 3

√
B.

Posuneme proto desetinnou čárku o šest pozic doleva a výsledek je 177, 707944.
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Př́ıklad 3.3.4. Hledáme třet́ı odmocninu z osmiciferného č́ısla C = 56120370.
Z př́ıkladu 3.3.3 v́ıme, že dev́ıtimı́stnému černému č́ıslu 10C nálež́ı červené č́ıslo
r = 172500 a dále, že po vyděleńı tohoto červeného č́ısla třemi nalezneme v ta-
bulkách odpov́ıdaj́ıćı černé č́ıslo 177707944, které je 106násobkem 3

√︁
C/10 neboli

10
17
3 násobkem 3

√
C. Nestač́ı proto upravit pouze řád, jako v předchoźım př́ıkladu.

Označme R červené č́ıslo pro černé č́ıslo 109, které je posledńım záznamem Bürgiho
tabulek. Na 58. stránce tabulek 3.4 vid́ıme, že Bürgi odhaduje tuto hodnotu mezi
230270, 022 a 230270, 023. Z př́ıkladu 3.3.2 v́ıme, že po sečteńı dvou červených
č́ısel a dohledáńım př́ıslušného černého č́ısla źıskáme 10−8násobek součinu od-
pov́ıdaj́ıćıch černých č́ısel. Sečteńım červených č́ısel R + r = 402770, 022 tedy
dostaneme červené č́ıslo pro 10−8 · 109 · 10C = 100C. Vyděleńım č́ısla R+ r třemi
źıskáme 134256, 674, které je analogicky k př́ıkladu 3.3.3 červeným č́ıslem pro
106 · 3

√
C. Odpov́ıdaj́ıćı černé č́ıslo k červenému č́ıslu (R + r)/3 je 382860159 a

výsledek tedy 382, 860159.

Protože Bürgiho logaritmus je rostoućı, tabulky obsahuj́ı logaritmy pro osmici-
ferná č́ısla a to největš́ı má hodnotu logaritmu 230270, 023, jistě nedohledáme
v tabulkách logaritmus č́ısla 402770, 022. Proto byly v originálńım výpočtu použity
metody odhad̊u a interpolaćı, které v tomto př́ıkladu neřeš́ıme. Nav́ıc zde pro snazš́ı
pochopeńı použ́ıváme desetinnou čárku, přičemž ta by v dobovém výpočtu taktéž
chyběla. Tato práce nicméně nemá za ćıl věnovat se detailně Bürgiho logaritmům.
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Obrázek 3.3: Prvńı strana Bürgiho tabulek (Waldvogel, [15])
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Obrázek 3.4: Posledńı, 58. strana Bürgiho tabulek (Waldvogel, [15])
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3.4 Jak uvažoval Napier

Sv̊uj logaritmus Napier definoval pro všechna kladná č́ısla (nejen pro ta, která
jsou prvky nějaké dané geometrické posloupnosti), a hodnoty jejich logaritmů jsou
obecně neceloč́ıselné tj. neodpov́ıdaj́ı žádné pevné aritmetické posloupnosti. Jak si
tedy poradil, aby dokázal převádět složitěǰśı operace na jednodušš́ı a přitom př́ımo
nepoužil ani jednu z výše uvedených variant? Uvid́ıme, že na to šel odjinud – přes
geometrii a ve skutečnosti vyvinul koncept obecného (neceloč́ıselného i záporného)
exponentu.

V řeči moderńı matematiky lze Napier̊uv logaritmus kladného č́ısla x vyjádřit

jako č́ıslo L splňuj́ıćı x = 107e
L

107 , znač́ıme jej NapLog x. Po vyjádřeńı č́ısla L
z uvedeného výrazu dojdeme k rovnici

NapLog x = L = 107 ln
107

x
.

Pomoćı tohoto vztahu tak můžeme vypoč́ıtat hodnotu Napierova logaritmu li-
bovolného kladného č́ısla. K tomu je vzhledem k ńızké přesnosti kapesńıch kal-
kulátor̊u vhodné použ́ıt silněǰśı výpočetńı nástroj, např́ıklad volně př́ıstupnou
webovou aplikaci wolframalpha.com. Chceme-li např́ıklad vypoč́ıtat hodnotu
NapLog 10000, výsledek 69077552, 8 źıskáme na uvedené stránce po zadáńı výrazu
10^7 ln (10^7/10000).

Ze zmı́něného předpisu je vidět, v čem se Napier̊uv logaritmus lǐsil od dnešńıch
logaritmů (dekadický, přirozený, dvojkový). Zaprvé, Napier̊uv logaritmus je funkce
klesaj́ıćı. Zadruhé, plat́ı NapLog 107 = 0 a NapLog 1 ̸= 0. Zatřet́ı, plat́ı pro něj
NapLog xy = NapLog x+NapLog y−NapLog 1 a neńı tedy pravda, že logaritmus
součinu je součet logaritmů.

Je d̊uležité mı́t na paměti, že tehdeǰśı matematika se od té dnešńı podstatně lǐsila.
Jsme v době, kdy neexistuje obecný exponenciálńı zápis tvaru ab. Lidé nejsou
zvykĺı poč́ıtat, běžný občan by nejsṕı̌se nespoč́ıtal ani 5 · 5 (Hansen, [5]). Nev́ıme,
co znamená neceloč́ıselné umocňováńı. To celoč́ıselné chápeme jako opakovaný
součin. Zápis desetinných č́ısel typu 15, 328 je sice mezi matematiky znám už sta-
let́ı, rozhodně však neńı použ́ıván širokou veřejnost́ı. Necelá č́ısla jsou univerzálně
vyjadřována zlomky, veškerá matematika stoj́ı na poměrech celých č́ısel. Neexis-
tuj́ı základy matematické analýzy (koncept funkćı) – Leibnitz či Newton se ještě
ani nenarodili. Nemáme kalkulačky ani poč́ıtače řádově urychluj́ıćı práci. Dnes
zavád́ıme logaritmickou funkci až po seznámeńı se s funkćı exponenciálńı, nebot’

jej́ı vlastnosti jsou přirozeněǰśı a snadněji se chápou. Podobně jako se uč́ıme deri-
vovat funkce před t́ım, než je integrujeme. Ne vždy je však pořad́ı, ve kterém se
matematické poznatky uč́ıme ve škole, totožné s historickým pořad́ım, ve kterém
byly objeveny. Dekadické logaritmy, které vyšly na světlo světa brzy po těch Na-
pierových a rychle je nahradily, jsou toho př́ıkladem.
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Z praktického hlediska podstatnou, z hlediska matematického ned̊uležitou roli
hraje v Napierových logaritmech pojem sinus. Ted’ nemáme na mysli funkci
sin(x), nebot’ na počátku 17. stolet́ı funkce ještě neexistuj́ı. Tehdeǰśı sinus byl
definován jinak než ten dnešńı a parametry funkce by ani nesplňoval. Byl totiž
závislý na velikosti konkrétńıho trojúhelńıku. Sinus úhlu nebyl definován pomoćı
pravoúhlého trojúhelńıku jako poměr protilehlé odvěsny ku přeponě, ale pomoćı
kružnice daného poloměru se středem ve vrcholu úhlu jako polovina délky tětivy,
vymezené pr̊unikem ramen úhlu a kružnice.

Definici sinu graficky vid́ıme na obrázku 3.5. Je dán úhel θ a poloměr r. Uvažujeme
úhel 2θ s vrcholem O a kružnici s poloměrem r a středem O. Pr̊uniky ramen úhlu
2θ s kružnićı označ́ıme A, B. Polovina délky úsečky AB je potom sinus úhlu θ při
poloměru r. Uvedená konstrukce má samozřejmě smysl pouze pokud 0 ≤ θ ≤ 90◦.
Z obrázku je patrné, že takto definovaný historický sinus je roven moderńımu sinu
vynásobenému poloměrem r. Kdybychom zvolili r = 1, definice by splynuly.

Napier jako poloměr r zvolil 107. Platilo tedy sin 0◦ = 0 a sin 90◦ = 107.
O veškerých logaritmovaných č́ıslech z tohoto rozmeźı se Napier vyjadřuje jako
o sinech. Namı́sto věty

”
Logaritmus kladného č́ısla menš́ıho než 107 je kladný,“

by Napier použil větu
”
Logaritmus každého sinu je kladný.“ Č́ısla větš́ı než 107,

které nejsou siny žádného úhlu (při tomto poloměru), proto Napier nazývá nikoliv
pojmy sinus, ale tangens či sekans, které jsou definovány pomoćı obrázk̊u 4.3 a
4.4. Jejich hodnota může být libovolné kladné č́ıslo a na rozd́ıl od sinu tedy neńı
shora omezená.

O

A

B

C

θ

θ

sin θ

·

Obrázek 3.5: Historický sinus
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Kapitola 4

Definice a použit́ı Napierova
logaritmu

Své myšlenky Napier publikoval ve dvou knihách. Prvńı, vydaná roku 1614
s názvem Mirifici logarithmorum canonis descriptio, anglicky Description of the
wonderful canon of logarithms, pro nás v celé práci zkráceně jen Descriptio (Na-
pier, [8]) uváděla, co logaritmy jsou a jak se použ́ıvaj́ı. Budeme se j́ı věnovat právě
v této kapitole, knize druhé v kapitole následuj́ıćı. Descriptio má celkem 147 stran,
z čehož 90 zab́ırá jej́ı nejpodstatněǰśı část – tabulky hodnot logaritmů pro siny úhl̊u
mezi 0 a 90 stupni. Ostatńı stránky jsou naplněny tvrzeńımi o vlastnostech loga-
ritmů a př́ıklady na jejich použ́ıváńı. Prvńı překlad do angličtiny pocháźı z roku
1616, nese název A description of the admirable table of logarithmes a autorem je
Edward Wright.

Napierovy knihy v této práci nepřekládáme, ani nezmiňujeme všechny body v nich
obsažené. Soustřed́ıme se pouze na hlavńı myšlenky, př́ıklady a tvrzeńı. Nesnaž́ıme
se ani striktně držet Napierových formulaćı. Jeho myšleńı i vyjadřováńı se totiž
velice lǐśı od zvyklost́ı v dnešńı matematice, která klade d̊uraz na precizńı defi-
nováńı pojmů a práci s nimi. Napierovy texty maj́ı sṕı̌se charakter intuitivńı, kdy
se hled́ı na praktičnost, a ne na detaily. Nezdržuje se matematicky čistým vy-
jadřováńım. V 17. stolet́ı nemaj́ı matematici k dispozici axiomaticky založené teo-
rie ani d̊ukazové systémy. Spoustu vztah̊u nejsṕı̌se tušili – např́ıklad neřešitelnost
antických konstrukčńıch úloh, neměli však k dispozici aparát, kterým by problémy
přesně popsali a dokázali jejich neřešitelnost. V této práci se snaž́ıme nalézt kom-
promis v tom, aby přepis Napierových úvah byl pro novodobého čtenáře srozumi-
telný a zároveň reflektoval p̊uvodńı zp̊usob uvažováńı.
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4.1 Zavedeńı logaritmu

Napier definoval sv̊uj logaritmus přes kinematicky – pomoćı dvou pohybuj́ıćıch se
bod̊u. Prvńı, bod B, se pohybuje rovnoměrně př́ımočaře a vzdálenost j́ım uražená
určuje hodnotu logaritmu. Pohyb druhého bodu G je složitěǰśı. Můžeme si jej
představit tak, že se zpomaleně pohybuje po úsečce, přičemž jeho rychlost je př́ımo
úměrná zbývaj́ıćı vzdálenosti ke konci úsečky. Také si jej lze představit tak, že
pokud každou sekundu zaznamenáme vzdálenost, která zbývá G ke konci úsečky,
utvoř́ı tyto vzdálenosti geometrickou posloupnost. Vzdálenost bodu G od konce
úsečky udává hodnotu logaritmovaného č́ısla. V kapitole 6 lze nalézt přesný popis
pohyb̊u a odvozeńı vlastnost́ı z nich plynoućıch. Tam může čtenář také nalézt
odpovědi na otázky, které by mu mohly ohledně pohybu bod̊u vznikat.

Je na mı́stě upozornit na to, že ve zbytku práce neńı pro vzdálenost dvou bod̊u
X a Y neboli pro délku úsečky XY v rovině použ́ıván obvyklý zápis |XY |, nýbrž
pouze XY . To hlavně proto, že Napier ve svých textech také použ́ıvá značeńı bez
svislice. Zároveň v některých tvrzeńıch jsou body označovány malými ṕısmeny. To
je opět v souladu s p̊uvodńım Napierovým značeńım takže je pro čtenáře snazš́ı
př́ıpadné porovnáńı odpov́ıdaj́ıćıch př́ıklad̊u a tvrzeńı z této práce a z Napierových
knih.

4.1.1 Pohyb bodu B

Descriptio, definice 1. Mějme polopř́ımku s počátečńım bodem A, po ńıž se z A
pohybuje bod B t́ım zp̊usobem, že za stejné časové úseky uraźı stejné vzdálenosti.
Pokud tedy vybereme nějaký časový interval a po každém jeho uplynut́ı vyznač́ıme
polohu bodu B, źıskáme stejně vzdálené body A = A0 a A1, A1 a A2, A2 a A3,
. . . O délkách AA1, AA2, AA3, . . . ř́ıkáme, že se prodlužuj́ı aritmeticky a že B se
pohybuje aritmeticky.

A A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

B

40



4.1.2 Pohyb bodu G

Descriptio, definice 2. Mějme úsečku TS, na ńıž se pohybuje bod G směrem z T do
S t́ım zp̊usobem, že pro pevně zvolený časový interval plat́ı, že je zachován poměr
vzdálenost́ı G od S před a po uplynut́ı tohoto času. Pokud tedy vybereme nějaký
časový interval a po každém jeho uplynut́ı vyznač́ıme polohu bodu G, źıskáme
body T = T0, T1, T2, T3, . . . splňuj́ıćı TiS

Ti−1S
= Ti+1S

TiS
. O délkách TiS ř́ıkáme, že se

zkracuj́ı geometricky a že G se pohybuje geometricky.

T T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 S

G

4.1.3 Definice logaritmu

Descriptio, definice 6. At’ body B a G vystartuj́ı ve stejný okamžik a stejnou
rychlost́ı. Logaritmem vzdálenosti GS potom rozumı́me vzdálenost AB.

A A1 A2 A3 A4 A5

B

T T1 T2 T3 T4 T5

S

G

NapLog x

x = sin θ

R = TS = Sinus Totus
10 000 000

Podstatný d̊uvod, proč byl logaritmus definován právě takto, je, že zápis č́ısel
necelých, tedy např́ıklad 13, 536, byl sice mezi matematiky znám, širokou veřejnost́ı
nicméně až do 18. stolet́ı nebyl přij́ımán, a to v žádném zp̊usobu zápisu, kterými
mohly být např́ıklad 13536, 13 536

1000
či 13◦5◦3◦6. V této době se už́ıval zápis pomoćı

zlomk̊u, tj. 1692
125

. Aby Napierovy tabulky došly co největš́ıho rozš́ı̌reńı, rozhodl se
použ́ıvat v nich výhradně celá č́ısla.
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Vzhledem k tomu, že tehdeǰśı tabulky goniometrických funkćı měly přesnost 7 cifer,
zvolil si poloměr kružnice, vzhledem ke které poč́ıtá hodnoty sin̊u (viz definice sinu
obrázek 3.5) jako 107. Délku úsečky TS také položil rovnu 107. Ve svých praćıch se
Napier o vzdálenosti TS vyjadřuje výhradně pojmem

”
total sine“, latinsky

”
sinus

totus“, která znamená maximálńı hodnotu sinu. Podle tohoto pojmu nejsṕı̌se dal
Napier bod̊um T a S své názvy. Ve své druhé knize popisuj́ıćı výpočet tabulek
Napier hojně použ́ıvá desetinnou čárku, na rozd́ıl od knihy Descriptio. Proto lze
za daľśı Napier̊uv př́ınos považovat rozš́ı̌reńı zápisu pomoćı desetinné čárky.

U definice logaritmu Napier vyloženě napsal, že logaritmem daného sinu je (celé)
č́ıslo, které nejbĺıže odpov́ıdá vzdálenosti uražené bodem B za týž čas, za který
bod G dorazil do bĺızkosti bodu S rovné danému sinu. Je zde tedy vidět d̊uraz
na celoč́ıselnost. Logaritmy hledáme pouze k celým č́ısl̊um. Když bod G odměř́ı
danou celoč́ıselnou vzdálenost, bod B se nemuśı (a krom počátku pohybu ani
nikdy nebude) nacházet v celoč́ıselné vzdálenosti od A. Proto jeho vzdálenost
zaokrouhĺıme na nejbližš́ı celé č́ıslo. Pro uživatele je tak záležitost logaritmováńı
omezena pouze na celá č́ısla. Zároveň v definici 3 Napier vysvětluje, že iracionálńı
č́ısla vyjadřujeme pomoćı nejbližš́ıch celých č́ısel. Např́ıklad sinus 45◦, který je
roven odmocnině z 5 · 1013, je iracionálńı č́ıslo mezi 7071067 a 7071068, proto
jej nahrad́ıme libovolnou z těchto hodnot, č́ımž se nedopust́ıme výrazněǰśı chyby.
Uvědomme si znovu ten d̊uvod, proč se vše toč́ı kolem vysokých č́ısel. Jak Bürgiho,
tak goniometrické, tak Napierovy tabulky obsahuj́ı velká celá č́ısla. Všichni se
snažili vyhnout použ́ıváńı řádové čárky. A jediný d̊uvod, jak toho doćılit a přitom
zachovat vysokou přesnost (počet cifer) je použ́ıvat velká přirozená č́ısla.

Napier dále vysvětluje, jak logaritmovat č́ısla větš́ı než TS. Myšlenkově přirozeně
odvod́ıme, jak by to mělo vypadat v př́ıpadě, že se body budou pohybovat zprava
doleva až za body A a T . Pro vzdálenosti menš́ı než TS rostoućı k TS (G se vzda-
luje od S a přibližuje k T ) plat́ı, že jejich logaritmy klesaj́ı k nule (B se přibližuje
k A). Po překročeńı bod̊u T a A tak budou logaritmy př́ıslušných vzdálenost́ı
větš́ıch než TS záporné. Zde tedy rozšǐrujeme výše uvedenou definici 6. Pokud
se G nacháźı nalevo od T , neńı logaritmem vzdálenosti GS vzdálenost AB nýbrž
hodnota vzdálenosti BA, opatřená záporným znaménkem. Po překročeńı bod̊u T
a A se bod B jednoduše pohybuje svou konstantńı rychlost́ı doleva a bod G se
nadále vzdaluje od S, a to se zrychluj́ıćı tendenćı.

Namı́sto úsečky TS s bodem G bychom si tedy měli představovat polopř́ımku
s bodem T a počátkem S. Namı́sto polopř́ımky s počátkem A bychom si měli
představovat př́ımku s bodem A, ideálně reálnou osu, kde bod A ztotožńıme s bo-
dem 0 aby bylo dobře vidět, které logaritmy jsou kladné a které záporné. Napier
popsal, jakým zp̊usobem jsou body B a G svázány na polopř́ımce a úsečce při po-
hybu zleva doprava a potom krátce zmı́nil, že tuto vazbu bod̊u přirozeně rozš́ı̌ŕıme
i na opačné strany, což nám umožńı logaritmovat velká č́ısla a jejich logaritmus je
záporný.
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4.2 Vlastnosti logaritmů

Vid́ıme, že logaritmus délky celé úsečky TS je nulový. Vzdálenost bodu B, která
určuje logaritmus, by se ale nemusela měřit v̊uči počátku jeho pohybu, nýbrž v̊uči
libovolnému bodu na př́ımce. Hodnota logaritmu by tak byla posunutá. Napier si
tak mohl zvolit např́ıklad NapLog TS = TS. Ve spoustě výpočt̊u se však objevuje
hodnota NapLog TS, a proto je vhodné, aby byla nulová. Stejně tak si byl Napier
vědom toho, že mohl klidně logaritmy sin̊u menš́ıch než TS považovat za záporné
a logaritmy větš́ıch délek za kladné. Logaritmus by pak byl rostoućı. Napier ar-
gumentuje t́ım, že hodnoty do 107 jsou častěji použ́ıvané, proto je vhodněǰśı, aby
byly kladné.

Tvrzeńı 4.2.1 (Descriptio, tvrzeńı 1). Tvrzeńı o logaritmech dvojic se stejným
poměrem

Logaritmy dvojic č́ısel, která jsou ve stejném poměru, jsou stejně vzdáleny. Jinými
slovy, jestliže x

v
= z

y
, potom NapLog x− NapLog v = NapLog z − NapLog y.

Stejně jako Napier, budeme se zabývat pouze př́ıpadem kdy x > v a z > y.
Jednoduše by šlo ř́ıci, že protože G uraźı vzdálenosti x− v a z − y za stejný čas,
tak B pohybuj́ıćı se konstantńı rychlost́ı se za tento čas přesune ze vzdálenosti
NapLog x do NapLog v stejně jako z NapLog y do NapLog z.

Odkud ale v́ıme, že G uraźı x − v a z − y za stejný čas? Jestliže existuje časový
úsek ∆t a m, n, o, p splňuj́ıćı x = TmS, v = TnS, y = ToS a z = TpS, je situace
jednoduchá.

T T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 S

G

x vz y

Dle definice 2 (bod G zachovává poměry) plat́ı T1S
TS

= T2S
T1S

= T3S
T2S

· · · . Posloupnost
TiS je tedy geometrická, s kvocientem T1S

TS
a počátečńım (nultým) prvkem TS,

obecný člen můžeme tedy vyjádřit TiS =
(︁
T1S
TS

)︁i
TS. Odtud máme

(︃
T1S

TS

)︃n−m

=

(︁
T1S
TS

)︁n
TS(︁

T1S
TS

)︁m
TS

=
TnS

TmS
=

v

x
=

y

z
=

ToS

TpS
=

(︃
T1S

TS

)︃p−o

,

tedy n − m = p − o a počet časových úsek̊u, za které doraźı bod G z x do v je
stejný, jako ze z do y.

Taková situace nicméně pro zvolená č́ısla nemuśı nastat. Nev́ıme, zda je zaručeno,
že pro každou volbu č́ısel splňuj́ıćıch x

v
= z

y
existuje časový úsek ∆t, kterým źıskáme

body Ti splňuj́ıćı podmı́nky výše. Napier nijak nekomentuje tento př́ıpad, jeho
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d̊ukaz je v podstatě shodný s předchoźımi odstavci. Celé tvrzeńı tak Napier do-
kazuje na př́ıkladu, a k tomu nav́ıc zcela konkrétńım! Nejsṕı̌se vycháźı z toho,
že zvoĺıme-li dostatečně krátký časový úsek, budou body Ti velice husté, takže
se budou nacházet dostatečně bĺızko zadaným bod̊um, a tud́ıž tvrzeńı plat́ı i pro
ně. V zásadě má pravdu – dostatečně jemnou volbou časového úseku bychom pro
libovolně zadané hodnoty a př́ıpustnou chybu opravdu dokázali, že tvrzeńı plat́ı.
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4.3 Tabulky logaritmů

Nyńı už se konečně dostaneme k tomu, jak Napierovy logaritmy urychlily matema-
tické výpočty. Efekt (moderńıch) logaritmických tabulek jsme si vysvětlili v prvńı
kapitole. Takové tabulky jsou univerzálńı pro poč́ıtáńı s libovolnými č́ısly. To ty
Napierovy sice také, ale co se týče přesnosti, tak silně zvýhodňuj́ı č́ısla, která jsou
sinem nějakého úhlu určeného stupni a minutami. Z toho pro obecná č́ısla plyne,
že ačkoliv velikosti úhl̊u mezi 0◦ a 45◦ vyjádřené pomoćı minut jsou rozprostřeny
rovnoměrně, pro jejich siny už neplat́ı, že se jedná o č́ısla rovnoměrně rozprostřená
mezi 0 a 107. Napierovy tabulky jsou tak nejhustš́ı pro č́ısla bĺızká 107, která
jsou siny úhl̊u kolem 90◦, nebot’ tam je funkce sinus téměř konstantńı, zat́ımco
pro č́ısla, která jsou siny úhl̊u bĺızkých nule jsou tabulky podstatně řidš́ı, nebot’

u nuly má funkce sinus velkou derivaci. Z toho plyne, že pro náhodně zvolené celé
č́ıslo z intervalu (0, TS) najdeme v Napierových tabulkách př́ımo naše č́ıslo s vyšš́ı
pravděpodobnost́ı, pokud je bĺızké TS, než když je bĺızké 0. Tato nerovnoměrnost
je d̊usledkem toho, že Napierovy tabulky jsou konstruovány primárně pro trigono-
metrické výpočty. Proto v nich nalezneme logaritmy sin̊u, kosin̊u a tangent úhl̊u.

4.3.1 Jak se vyznat v tabulkách

V prvńım sloupci (viz obrázek 4.1) tabulky postupně s krokem jedné minuty
udávaj́ı úhel velikosti od 0 do 45 stupň̊u. Posledńı, sedmý sloupec uvád́ı velikosti
úhl̊u sestupně od 90 do 45 stupň̊u. Úhly na stejném řádku jsou tedy navzájem
doplňkové do devadesáti. Ve druhém sloupci jsou siny velikost́ı úhl̊u z prvńıho
sloupce. V šestém sloupci jsou siny úhl̊u ze sedmého sloupce. Třet́ı sloupec obsa-
huje logaritmy sin̊u ve druhém sloupci. Podobně, pátý sloupec obsahuje logaritmy
sin̊u v šestém sloupci. V prostředńım tj. čtvrtém sloupci jsou rozd́ıly logaritmů
z pátého sloupce a třet́ıho. Vzhledem k tomu, že pro týž řádek je č́ıslo v pátém
sloupci vždy menš́ı než č́ıslo ve třet́ım (logaritmus je klesaj́ıćı a sinus rostoućı), jsou
ve skutečnosti hodnoty ze čtvrtého sloupce záporné (i když u nich neńı znaménko
mı́nus př́ımo vyznačeno). V podobě obrázk̊u 4.1 a 4.2 je přiložen prvńı a posledńı
list Napierových tabulek. Těchto list̊u je celkem 90, nebot’ tabulky obsahuj́ı po
minutě úhly od 0◦ do 45◦, na každou minutu připadá jeden řádek a na jeden list
je vytǐstěno 30 řádek. Napier sám se o svých tabulkách vyjádřil jako o

”
velmi

malých“, nebot’ neobsahuj́ı ani o řádek nav́ıc oproti klasickým tabulkám hodnot
sin̊u.

Na tabulky se můžeme d́ıvat ještě jinak. Od úhlu v prvńım sloupci odhlédněme
a jako směrodatný berme úhel v sedmém sloupci, který je z rozmeźı 90◦ až 45◦.
V šestém sloupci najdeme sinus a ve druhém kosinus tohoto úhlu. Ve třet́ım a
pátém sloupci jsou logaritmy těchto kosin̊u a sin̊u. Čtvrtý sloupec potom vyjadřuje
logaritmus tangens tohoto úhlu ze sedmého sloupce, což plyne z podobnosti, jak
hned vysvětĺıme. Hodnota kosinu a tangens úhlu θ je geometricky vyjádřena na
obrázku 4.3.
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|00066||

Obŕazek4.1:PrvńıstranaNapierov́ychtabulek(Napier,[8])
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|00155||

Obŕazek4.2:Posledńı,90.stranaNapierov́ychtabulek(Napier,[8])
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Trojúhelńıky OCB a OBD jsou podobné, tud́ıž tan θ : r = sin θ : cos θ. Dle tvrzeńı
4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem plat́ı NapLog tan θ − NapLog r =
NapLog sin θ − NapLog cos θ. Protože r = 107 = TS, tak NapLog r = 0 a tedy
NapLog tan θ = NapLog sin θ−NapLog cos θ. Takže hodnota v prostředńım sloupci
opravdu udává NapLog tan θ. Tady je např́ıklad vidět, proč bylo vhodné zvolit
logaritmus celé úsečky TS roven nule. Výraz NapLog r by totiž mělo nějakou
nenulovou hodnotu, kterou bychom museli ve výpočtech zbytečně přič́ıtat.

O B

D

A

C

r

cos θ = |OC| tan θ

θ

θ

sin θ

·

·

Obrázek 4.3: Historický sinus, kosinus a tangens

Hodnoty č́ısel (sin̊u), ke kterým můžeme nalézt logaritmus v Napierových
tabulkách, jsou uvedeny v sestupném pořad́ı v 6. sloupci od 107 na prvńı straně
vpravo nahoře, klesaj́ı v tomto sloupci k hodnotě 7071068 na posledńı, devadesáté
straně, což je sinus 45◦. Hodnoty sin̊u pokračuj́ı sestupným zp̊usobem od levého
dolńıho rohu (druhý sloupec) posledńı stránky nahoru až k prvńı stránce, č́ıslu
2909. Toto uspořádáńı je určeno t́ım, jak jsou v tabulkách seřazeny hodnoty úhl̊u.
Historický sinus, stejně jako ten náš, je funkce rostoućı pro úhly od 0 do 90 stupň̊u.

Př́ıklad 4.3.1. Logaritmus konkrétńıho sinu

Je dán úhel 45 stupň̊u 29 minut. Kalkulačkou můžeme spoč́ıtat, že jeho sinus je
0, 7130465. Př́ıslušná hodnota uvedená v Napierových tabulkách na 90. stránce
v šestém sloupci je 107 násobek našeho sinu, tj. 7130465. V pátém sloupci je
Napier̊uv logaritmus tohoto č́ısla s hodnotou 3382085. Dosazeńım do vztahu
NapLog x = 107 ln 107

x
bychom źıskali hodnotu logaritmu 3382086. Výsledek

v tabulkách se tedy trochu lǐśı, což je d̊usledkem zaokrouhlovaćıch chyb při Napie-
rových výpočtech. Tangens daného úhlu je 1, 0170155, což odpov́ıdá historickému
tangens 10170155. Odpov́ıdaj́ıćı hodnota v Napierových tabulkách ve čtvrtém
sloupci je −168723. Vzorečkem vypoč́ıtaný logaritmus tohoto tangens je −168724.
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Př́ıklad 4.3.2 (Descriptio, Tvrzeńı 2). Logaritmus prostředńıho č́ısla

Mějme tři č́ısla a, b, c v pevném poměru (tři po sobě jdoućı prvky nějaké geome-
trické posloupnosti). Tvrd́ıme, že logaritmus třet́ıho z nich je roven dvojnásobku
logaritmu druhého, od kterého odečteme logaritmus č́ısla prvńıho. Z tvrzeńı 4.2.1
o logaritmech dvojic se stejným poměrem totiž v́ıme, že NapLog b − NapLog a =
NapLog c − NapLog b. Nyńı už stač́ı k oběma stranám rovnice přič́ıst logaritmus
druhého č́ısla. Z toho plyne ještě daľśı vlastnost: pokud sečteme logaritmy prvńıho
a třet́ıho č́ısla, dostaneme dvojnásobek logaritmu č́ısla druhého.

4.3.2 Č́ısla mimo tabulky

Př́ımo v Napierových tabulkách můžeme hledat jen mezi č́ısly, která jsou siny úhl̊u
od 0◦ do 90◦ s krokem po jedné minutě. Co když ale potřebujeme znát logaritmus
č́ısla, které v tabulce neńı?

Využit́ı tangens

Prostředńı sloupec udává logaritmy hodnot tangens úhl̊u v sedmém sloupci. Když
tedy naše č́ıslo nalezneme v tabulce hodnot tangens pro úhly mezi 45 a 90 stupni,
stač́ı vyhledat př́ıslušný úhel v Napierových tabulkách, přeč́ıst hodnotu ve čtvrtém
sloupci a máme logaritmus.

Př́ıklad 4.3.3. Nalezeńı logaritmu pomoćı tabulky hodnot tangens

Zaj́ımá nás logaritmus č́ısla 25670733 > 107. V tabulce hodnot goniometrických
funkćı nalezneme, že toto č́ıslo je tangens úhlu 68◦43′. Tento úhel vyhledáme
v sedmém sloupci Napierových tabulek na 43. stránce a v prostředńım sloupci
přečteme jemu odpov́ıdaj́ıćı logaritmus −9427664.

Využit́ı sekans

Daľśı mı́sto, kde můžeme hledat úhel pro logaritmované č́ıslo, jsou tabulky hodnot
sekans. Ten je pro úhel θ určen jako délka úsečky OE na následuj́ıćım obrázku.

Využijeme tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem. Při pohledu na
obrázek vid́ıme, že z podobnosti trojúhelńık̊uOCB aOFE plyne sec θ

107
= 107

cos θ
. Proto

NapLog sec θ − NapLog 107 = NapLog 107 − NapLog cos θ. Protože NapLog 107 =
0, máme NapLog sec θ = −NapLog cos θ. Druhý sloupec tabulek udává hodnoty
kosin̊u úhl̊u ze sedmého sloupce, stejně tak šestý sloupec udává kosinus úhlu ze
sloupce prvńıho. Pokud tedy č́ıslo, jež chceme logaritmovat, nalezneme v tabulce
hodnot sekans úhl̊u, stač́ı nalézt př́ıslušný úhel v tabulkách Napierových, přeč́ıst
hodnotu logaritmu kosinu tohoto úhlu a obrátit znaménko. T́ım źıskáme logaritmus
zadaného č́ısla.
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Obrázek 4.4: Historický sinus, kosinus a sekans

Logaritmus násobku deseti

Pokud logaritmované č́ıslo x nenalezneme ani v Napierových tabulkách ani v ta-
bulkách hodnot tangens či sekans – např́ıklad č́ıslo 7074153, nezbude nám než
sáhnout po č́ısle jemu nejbližš́ım, př́ıpadně

”
ciferně nejpodobněǰśım“. Napier totiž

podává návod, jak hledat logaritmy pro malá č́ısla, kterých je v tabulce velice
málo takže šance, že tato č́ısla nalezneme rovnou v tabulce, je malá. Namı́sto toho
zkuśıme naj́ıt 10, 100, 1000,... násobky daného č́ısla.

Př́ıklad 4.3.4 (Descriptio, kapitola 4, sekce 2). Nalezeńı logaritmu pomoćı dese-
tinásobku

Hledáme logaritmus č́ısla 137. To nenalezneme v Napierových tabulkách př́ımo
jako sinus nějakého úhlu. Nalezneme v nich však č́ısla, která jsou bĺızká hodnotami
prvńıch cifer. Ta jsou 14544 sinus úhlu 5′, dále 136714 sinus úhlu 47′ a nakonec č́ıslo
1371564, což je sinus úhlu 7◦53′. Při pohledu do tabulek hodnot tangens nalezneme
13705046, která nálež́ı úhlu 53◦53′. Nakonec, v tabulkách hodnot sekans najdeme
č́ıslo 13703048, které př́ısluš́ı úhlu 43◦8′. Tento úhel nalezneme na 87. straně Napie-
rových tabulek v 1. sloupci, nebot’ je z rozmeźı 0 až 45 stupň̊u. V šestém sloupci
př́ıslušného řádku nalezneme kosinus tohoto úhlu. Ukázali jsme, že hodnota lo-
garitmu kosinu je opačná k hodnotě logaritmu sekans. V pátém sloupci je č́ıslo
3150332 vyjadřuj́ıćı logaritmus kosinu úhlu 43◦8′. Logaritmus hodnoty sekans to-
hoto úhlu (č́ısla 13703048) je tedy −3150332. Nalezli jsme tak logaritmus č́ısla,
které je přibližně 100000násobek zadaného č́ısla 137. Hodnotu −3150332 odted’ bu-
deme považovat i za logaritmus č́ısla 13700000. Vzhledem k tomu, že poměr ku č́ıslu
zadanému je 10000, pomohlo by nám vědět, o kolik se lǐśı logaritmy č́ısel s poměrem
deset. Tyto údaje Napier ve své knize Descriptio uvád́ı. Č́ısla s poměrem 10 maj́ı
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logaritmy vzdálené 23025842. S poměrem 100 maj́ı logaritmy vzdálené 46051684.
S poměrem 1000 vzdálené 69077527. S poměrem 100000 vzdálené 115129211.
S využit́ım tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem je jasné, že
uvedené hodnoty rozd́ıl̊u logaritmů jsou vždy násobky 23025842.

Tedy, známe logaritmus č́ısla 13703048, který je −3150332. Tuto hodnotu
považujeme za logaritmus č́ısla 13700000. Zaj́ımá nás logaritmus č́ısla 137, které
je 100000krát menš́ı než 13700000. Vzdálenost logaritmů s poměrem 100000
známe, je rovna 115129211. Tuto hodnotu přičteme, nebot’ v́ıme, že Napier̊uv
logaritmus je klesaj́ıćı, tj. menš́ı č́ısla maj́ı větš́ı logaritmy. Výsledek je tedy
−3150332 + 115129211 = 111978879. Z předpisu NapLog x = 107 log 107

x
bychom

źıskali přesný logaritmus 111981147. Chyba výsledku je tedy 0, 02 %.

4.4 Př́ıklady použit́ı

Ukázali jsme metody, kterými hledat logaritmy. Dále ukážeme př́ıklady problémů,
jejichž řešeńı nám logaritmy usnadńı.

Př́ıklad 4.4.1 (Descriptio, kapitola 5, př́ıklad 1). Třet́ı č́ıslo v poměru

Mějme č́ısla 10562556 a 7660445. Zaj́ımá nás třet́ı č́ıslo do pořad́ı takové, že
sousedńı č́ısla maj́ı stejný poměr. Standardńı postup by byl vydělit druhé č́ıslo
č́ıslem prvńım, č́ımž bychom źıskali kvocient, kterým přenásob́ıme č́ıslo druhé. Po-
hodlněǰśı postup pomoćı logaritmů využije tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se
stejným poměrem. Logaritmus druhého č́ısla nalezneme rovnou v Napierových ta-
bulkách pod úhlem 50◦ a jeho hodnota je 2665149. Logaritmus prvńıho č́ısla je
−547302. Tuto hodnotu nevyčteme z Napierových tabulek. Zp̊usob, jakým ji Na-
pier nejsṕı̌se źıskal, ukážeme v př́ıkladu 5.3.2. Rozd́ıl logaritmů je 3212451. Prvńı
č́ıslo je větš́ı než druhé a výsledná tř́ıčlenná posloupnost je tedy klesaj́ıćı. Od-
pov́ıdaj́ıćı aritmetická posloupnost logaritmů bude tud́ıž rostoućı. Rozd́ıl 3212451
proto přičteme k logaritmu druhého č́ısla a źıskáme 5877600. Tento logaritmus na-
lezneme rovnou v Napierových tabulkách u úhlu 33◦45′. Př́ıslušný sinus a zároveň
hledaný výsledek je tedy 5555702, což je přesný výsledek.

Př́ıklad 4.4.2 (Descriptio, kapitola 5, př́ıklad 2). Geometrický pr̊uměr

Zaj́ımá nás geometrický pr̊uměr č́ısel 107 a 5 · 106. Standardńı postup by byl
vypoč́ıtat součin těchto č́ısel a potom pracně hledat jeho odmocninu. Zadaná č́ısla
budou společně s jejich geometrickým pr̊uměrem GP uprostřed tvořit tři č́ısla se
stejným poměrem sousedńıch člen̊u. Tedy bude platit 107 : GP = GP : 5 · 106.
Dle tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem se proto logaritmy
sousedńıch člen̊u lǐśı vzájemně o stejnou hodnotu. Logaritmus č́ısla 107 je 0 a loga-
ritmus druhého krajńıho č́ısla 5 · 106 je 6931469. Tuto hodnotu známe d́ıky tomu,
že Napier spolu s tabulkami uvád́ı, o kolik se lǐśı logaritmy č́ısel s poměrem 2,
viz př́ıklad 5.3.3. Polovinu tohoto rozd́ılu přičteme k logaritmu 107, č́ımž źıskáme
3465735. Toto č́ıslo je tedy logaritmus hledaného výsledku a najdeme jej v Napie-
rových tabulkách u úhlu 45◦, jehož sinus a zároveň výsledek je 7071068.
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Př́ıklad 4.4.3 (Descriptio, kapitola 5, př́ıklad 4). Čtyři č́ısla v poměru

Mějme dána dvě krajńı č́ısla z posloupnosti čtyř č́ısel, kde sousedńı maj́ı vždy
stejný poměr. Zaj́ımá nás, která dvě č́ısla jsou prostředńı. Tato 4 č́ısla jsou po
sobě jdoućı členy nějaké geometrické posloupnosti, jsou proto tvaru a, ax, ax2,
ax3. Klasický postup by byl vyděleńım čtvrtého členu prvńım źıskat x3, výpočtem
třet́ı odmocniny źıskat x, a t́ım dvakrát vynásobit prvńı člen.

Při konkrétńım zadáńı si ukážeme, jak vyřešit úlohu pohodlněji pomoćı Napie-
rových logaritmů. At’ prvńı hodnota je 4029246 a posledńı 10562556. Logarit-
mus druhého č́ısla je vypoč́ıtán v př́ıkladu 4.4.1 a má hodnotu −547302. Neńı
jasné, jak Napier źıskal hodnotu logaritmu 9090051 pro prvńı č́ıslo. Je možné,
že postupoval stejně jako v př́ıkladu 5.3.2. Celkový rozsah logaritmů krajńıch
č́ısel je tedy 9637353. O tento rozd́ıl se muśı podělit tři stejné úseky s délkou
9637353/3 = 3212451. Odečteńım této hodnoty od logaritmu prvńıho č́ısla źıskáme
5877600, daľśım odečteńım pak 2665149. Nyńı už stač́ı dohledat siny, jimž tyto lo-
garitmy nálež́ı.

Ještě ukážeme postup, který použil Napier ve své knize Descriptio při demon-
straci vlastnost́ı logaritmů. Logaritmus druhého č́ısla nalezneme tak, že nejprve
zdvojnásob́ıme logaritmus prvńıho, č́ımž źıskáme 18180102 a k tomu přičteme lo-
garitmus posledńıho. Vyjde 17632800, což po vyděleńı třemi dá 5877600. Z Napie-
rových tabulek źıskáme, že tento logaritmus odpov́ıdá č́ıslu 5555702, což je sinus
úhlu 33◦45′. Uvedený postup plyne z následuj́ıćı úvahy: Logaritmus prvńıho č́ısla
označme b. Logaritmy sousedńıch č́ısel se lǐśı o konstantńı zápornou hodnotu, tu
označme y. Logaritmy jsou tedy tvaru b, b + y, b + 2y, b + 3y. Vyděleńım součtu
čtvrtého logaritmu a dvojnásobku prvńıho logaritmu třemi proto źıskáme logarit-
mus druhého č́ısla. Analogicky, zdvojnásob́ıme logaritmus čtvrtého č́ısla, přičteme
logaritmus prvńıho č́ısla a to vyděĺıme třemi. Źıskáme 2665149. V Napierových
tabulkách nalezneme, že toto je logaritmus č́ısla 7660445, což je sinus úhlu 50◦.
Celá posloupnost č́ısel je tedy 4029246, 5555702, 7660445 a 10562556.

Př́ıklad 4.4.4. Součin dvou č́ısel

Mějme č́ısla x = 43632 a y = 267585. Zaj́ımá nás jejich součin. Protože xy
x

= y
1
,

d́ıky tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem v́ıme, že plat́ı

NapLog xy = NapLog x+NapLog y − NapLog 1.

Potřebujeme tedy znát hodnotu NapLog 1. Jak jsme zmı́nili, Napier vypoč́ıtal,
že logaritmy sin̊u lǐśıćıch se desetinásobně se lǐśı o 23025842. Logaritmus 107 je
roven 0. Proto je logaritmus 1 = 100 roven 7 · 23025842 = 161180894. V Napie-
rových tabulkách zjist́ıme, že hodnotě x nálež́ı logaritmus 54345225 a hodnotě y
logaritmus 36209009. Logaritmus součinu je tedy −70626660. Logaritmus nejbližš́ı
tomuto č́ıslu uvedený v Napierových tabulkách nalezneme uprostřed řádku s úhlem
89◦57′ a má hodnotu −70439560. Vı́me, že prostředńı sloupec tabulek udává hod-
notu logaritmu tangens úhlu v posledńım sloupci. V tabulkách hodnot tangens
dohledáme, že tomuto úhlu odpov́ıdá hodnota 11459152994, což považujeme za
výsledek. Jde nám o postup, nikoli přesnost výpočtu. Po zadáńı č́ısel do kalkulačky
źıskáme výsledek 11675268720. Poč́ıtali jsme tedy s chybou téměř 2 %, která neńı
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nijak malá. Napier si byl vědom toho, že jeho tabulky maj́ı své nedostatky, proto
sám v závěru své druhé knihy v odstavci 60 navrhuje několik zpřesněńı – např.
TS = 108, tj. přesnost všech logaritmů v tabulce by byla navýšena o jednu cifru.

4.5 Napier̊uv i Bürgiho logaritmus je přirozený

Obecná historie č́ısla e, jako např́ıklad v knize (Maor, [7]), obvykle zač́ıná právě
Napierovými logaritmy. Jeho předpis ve tvaru NapLog x = −107 ln x

107
totiž vy-

jadřuje, že pro své tabulky ve skutečnosti vypoč́ıtával hodnoty přirozené logarit-
mické funkce.

Necht’ nás zaj́ımá např́ıklad hodnota ln 0, 9636305, v Napierových tabulkách vy-
hledáme č́ıslo 9636305, které je sinem úhlu 74◦30′ s logaritmem 370474. Ze vzorečku
vid́ıme, že Napier̊uv logaritmus vyjadřuje −107 násobek přirozeného logaritmu za-
daného č́ısla 0, 9636305 takže hodnotu v tabulce interpretujeme jako −0, 0370474,
což je při zaokrouhleńı na sedm desetinných mı́st přesná hodnota. Lze tedy tvrdit,
že Napier zkonstruoval prvńı tabulky hodnot přirozené logaritmické funkce aniž
by měl v̊ubec tušeńı o Eulerově č́ısle e, které je někdy nazýváno právě Napierova
konstanta.

Stejně tak, Bürgiho předpis ve tvaru BurgLog x = 10 log1+ 1
104

x
108

vyjadřuje, že

č́ısla v tabulkách jsou ve skutečnosti hodnoty přirozené logaritmické funkce. K
uvědoměńı si tohoto faktu pomohou výrazy

log1+ 1
n
x =

n lnx

n ln
(︁
1 + 1

n

)︁ =
n lnx

ln
(︁
1 + 1

n

)︁n ≈ n lnx

ln e
= n lnx.

Takže v př́ıpadě, že n = 10k pro velké k ∈ N, udává logaritmus o základu 1 + 1
10k

hodnoty přirozených logaritmů, pouze s posunutou desetinnou čárkou o k doleva.

Necht’ nás zaj́ımá např́ıklad hodnota ln y, kde y = 9, 90347155. V Bürgiho ta-
bulkách (viz obrázek 3.4) vyhledáme č́ıslo 990347155 a jemu př́ıslušný logarit-
mus 229300. Ten je určen velmi přesně nebot’ po ověřeńı dosazeńım do vzorečku
źıskáme BurgLog 990347155 = 229299, 99996. Ze vzorečku vid́ıme, že Bürgiho lo-
garitmus vyjadřuje 10 násobek logaritmu o základu 1 + 1

104
ze zadaného č́ısla y.

Z předchoźıho odstavce v́ıme, že logaritmus o tomto základu vyjadřuje přibližně
104násobek hodnoty ln y. Hodnota z Bürgiho tabulek tak je 105 násobkem ln y.
Přirozený logaritmus č́ısla y určený pomoćı Bürgiho tabulek má tedy hodnotu
2, 293.

Na pět desetinných mı́st přesná hodnota je ln y = 2, 29288. Kdyby Bürgi nezvolil
k = 4 ale vyšš́ı k = 6, dobral by se pro své tabulky u tohoto č́ısla také logaritmu
229288. On však stejně jako všichni tv̊urci tabulek hledal kompromis mezi jejich
rozsáhlost́ı, s č́ımž souviśı časová pracnost, a přesnost́ı hodnot. Snaha každopádně
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byla o co nejpřesněǰśı výsledky. Kdyby např́ıklad měl Bürgi k dispozici dostatek
asistent̊u počtář̊u, nejsṕı̌se by pro sv̊uj logaritmus zvolil vyšš́ı k a přirozeným
logaritmům by se tak přibĺıžil ještě v́ıce.

Je zde tak vidět jeden z mnoha argument̊u, proč je logaritmus o základu e nazýván
přirozeným. Dva naprosto nezávisĺı matematici se snažili zjednodušit výpočty s
velkými č́ısly. Oba na to šli r̊uznými postupy. Ani jeden z nich neměl sebemenš́ı
tušeńı o nějakém iracionálńım transcendentńım č́ısle e. A přitom oba přirozeně
došli k přirozené logaritmické funkci, jej́ıž hodnoty jsou v obou tabulkách vytisk-
nuty.
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Kapitola 5

Výpočet Napierových tabulek

Ukázali jsme, jak Napier definoval logaritmy pomoćı pohybuj́ıćıch se bod̊u, odvodili
jsme některé vlastnosti logaritmů a ukázali jejich využit́ı na př́ıkladech. Vysvětlili
jsme, jak se vyznat v tabulkách. Zbývá popsat, jakým zp̊usobem Napier logaritmy
č́ısel v nich vypoč́ıtal. Ted’ jde pouze o logaritmy. Hodnoty sin̊u daných úhl̊u byly
známy, jim př́ıslušné tabulky už existovaly. Výpočet tabulek zabral Napierovi 20
let.

Napier jej vysvětlil ve své druhé knize Mirifici logarithmorum canonis constructio,
anglickyConstruction of the wonderful canon of logarithms, pro nás v celé práci
zkráceně jen Constructio (Napier, [9]), která byla vydána až posmrtně jeho synem
Robertem, roku 1619. Kniha má 159 stran, z nichž 90 obsahuje jsou tytéž tabulky
jako v knize Descriptio. Kniha Constructio byla zřejmě napsána před knihou De-
scriptio. O tom svědč́ı např́ıklad to, že v ńı Napier označuje č́ısla jako

”
Natural

numbers“ a logaritmy pojmem
”
Artificial numbers“. Až později začal použ́ıvat

slovo logaritmus, které daleko lépe vystihuje podstatu. Vzniklo spojeńım řeckých
slov logos (poměr) a arithmos (č́ıslo), viz (Clark a Montelle, [3]).

S vydáńım Napier váhal proto, že si nebyl jist, zda budou jeho logaritmické tabulky
pozitivně přijaty. V př́ıpadě že ano, rád vysvětĺı, jak při jejich tvorbě postupoval.
Jinak by je nechal upadnout v zapomněńı a detaily nezveřejňoval. Jeho prvńı
kniha Descriptio však měla velký úspěch. Bylo tedy žádoućı, aby byla zveřejněna
i publikace vysvětluj́ıćı konstrukci logaritmů (González-Velasco, [4]).
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5.1 Posloupnosti č́ısel

Napier si připravil několik posloupnost́ı s hodnotami mezi 5 · 106 a 107 a určil
jejich logaritmy. Pomoćı těchto posloupnost́ı potom odhadl logaritmy sin̊u úhl̊u
pro své tabulky. Aby se jednoduše poč́ıtaly logaritmy č́ısel z posloupnost́ı, jsou
geometrické a, tud́ıž stač́ı pro určeńı logaritmů všech č́ısel posloupnosti znát rozd́ıl
logaritmů prvńıch dvou č́ısel. Aby se prvky těchto geometrických posloupnost́ı
jednoduše poč́ıtaly, voĺı Napier kvocienty 1 − 1

107
, 1 − 1

105
, 1 − 1

2000
a 1 − 1

100
.

Např́ıklad u kvocientu 1− 1
105

totiž daľśı člen posloupnosti nalezneme snadno tak,
že posuneme desetinnou čárku o pět pozic doleva, a výsledek odečteme od členu
posledńıho.

Napier ve své knize Constructio postupoval tak, že nejprve vypoč́ıtal prvky
několika geometrických posloupnost́ı a až následně k nim postupně doplnil lo-
garitmy.

5.1.1 Prvńı posloupnost

Jej́ı prvńı člen je 107 a kvocient 1− 1
107

. Odečteńım 1, 0000000 od 10000000, 0000000
źıskáme 9999999, 0000000. Od toho odečteme 0, 9999999, źıskáme
9999998, 0000001. Daľśım odečteńım 0, 9999998 źıskáme 9999997, 0000003.
T́ımto zp̊usobem pokračujeme dále, přesnost udržujeme na 7 desetinných mı́st,
a po 100 opakovaných odečteńıch dojdeme k č́ıslu 9999900, 0004950. Prvńı
posloupnost tak má 101 člen̊u.

5.1.2 Druhá posloupnost

Jej́ı prvńı člen je opět 107, nyńı pro ni však Napier chce větš́ı kvocient, aby obsáhla
větš́ı rozsah č́ısel. Nepotřebujeme už vysokou přesnost po malých kr̊učćıch, nebot’

tu jsme si zajistili prvńı posloupnost́ı. Na to se výborně hod́ı kvocient 1 − 1
105

.
Zaprvé se s ńım velmi dobře poč́ıtá a zadruhé, druhým prvkem posloupnosti bude
9999900, což je č́ıslo velice bĺızké posledńımu č́ıslu předchoźı posloupnosti. Až
se budeme zabývat výpočtem logaritmů, ukážeme, jak lze odhadnout logaritmus
nějakého č́ısla pomoćı logaritmu č́ısla bĺızkého. Tento odhad bude logicky o to
přesněǰśı, č́ım bĺıže si daná č́ısla budou. Až tedy vypoč́ıtáme logaritmus č́ısla
9999900, 0004950, velmi přesně pomoćı něj odhadneme logaritmus druhého prvku
druhé posloupnosti 9999900. Potom už d́ıky geometričnosti posloupnosti doplńıme
logaritmy ostatńıch prvk̊u jednoduchým přič́ıtáńım. Druhá posloupnost bude mı́t
51 člen̊u.

Prvńı tři členy druhé posloupnosti jsou 10000000, 9999999, 0000000,
9999800, 001000, padesátý prvńı je 9995001, 222927. Ve druhé posloupnosti
tak Napier pracuje s přesnost́ı na šest desetinných mı́st. Když si necháme přesně
(na mnohem vyšš́ı počet desetinných mı́st) vypoč́ıtat výraz 107 · (1− 10−5)50 tak
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zjist́ıme, že výsledek je 9995001, 224804. Když Napier̊uv postup zrekonstruujeme
pomoćı poč́ıtače a necháme jej opakovaně odeč́ıtat stotiśıcinu s přesnost́ı na 6
desetinných mı́st, źıskáme výsledek 9995001, 224826. Toto č́ıslo by proto mělo
být uvedeno v Napierově knize jako posledńı prvek druhé posloupnosti namı́sto
9995001, 222927. Vzhledem k tomu, že výpočet druhé tabulky, stejně jako prvńı, je
d́ıky volbě kvocientu jen prosté odeč́ıtáńı, nejsṕı̌se se nejednalo o chybu záměrnou,
usnadňuj́ıćı výpočet (už tak byl snadný), a vznikla sṕı̌se nepozornost́ı. Zároveň
nemůžeme zjistit, kde přesně k chybě došlo, nebot’ Napier v knize Constructio
uvád́ı hodnoty pouze prvńıch pěti prvk̊u posloupnosti a prvek posledńı. Tato
chyba dále nehraje významnou roli. Potřebujeme ji hlavně pro odhad logaritmu
č́ısla 9995000 do daľśı posloupnosti. Po dočteńı této kapitoly si může čtenář sám
spoč́ıtat, že tato Napierova chyba má za následek to, že logaritmus č́ısla 9995000
se od správné hodnoty źıskané pomoćı č́ısla 9995001, 224826 lǐśı o 0, 0019.

5.1.3 Třet́ı posloupnost

Jej́ı prvńı člen je také 107, Napier za poměr sousedńıch člen̊u zvolil 0, 9995 =
1 − 1

2000
. Každé následuj́ıćı č́ıslo tedy źıskáme zmenšeńım předchoźıho o jeho

dvoutiśıcinu. Druhý prvek je 9995000, následuje 9990002, 5 a tak dále, až
k 9900473, 57808, které je dvacáté prvńı. Napier ve své knize Constructio neuvád́ı
celou posloupnost, ale jen prvńıch pět č́ısel a č́ıslo posledńı. V odstavci 25 ve
své knize Constructio popisuje, že poč́ıtá s přesnost́ı na pět desetinných mı́st.
Např́ıklad když vyděĺıme čtvrté č́ıslo 9985007, 49875 č́ıslem 2000, źıskáme přesně
4992, 503749375, pro Napiera to je jen 4992, 50374. Páté č́ıslo 9980014, 99501 tak
źıskal odečteńım 4992, 50374 od čtvrtého. Nicméně, když tento postup zopakujeme
dvacetkrát, dojdeme k posledńımu č́ıslu 9900473, 57811 a nikoli 9900473, 57808,
jak uvád́ı Napier. Kdybychom poč́ıtali s přesnost́ı na 6 desetinných mı́st, po-
sledńı č́ıslo by bylo 9900473, 578032. Pro úplnost, přesná hodnota 107(1 − 1

2000
)20

je 9900473, 57802. Nev́ıme tedy, jak zrekonstruovat jeho výpočty, abychom došli ke
stejnému č́ıslu, Napier při svých výpočtech nejsṕı̌se opět někde chyboval, možná
poč́ıtal v jednotlivých kroćıch s r̊uznou přesnost́ı, možná se jedná o chybu sazeče.

5.1.4 Tabulka radikál̊u

Poměr prvńıho a posledńıho č́ısla třet́ı posloupnosti je přibližně 0, 99. Tento poměr
následně Napier využije k tomu, aby pro každý z 21 prvk̊u třet́ı posloupnosti sestro-
jil posloupnost 68 č́ısel. Tento soubor č́ısel tak má charakter matice, kterou Napier
nazývá tabulka radikál̊u. Třet́ı posloupnost s 21 č́ısly o poměru 0, 9995 tvoř́ı jej́ı
prvńı sloupec. Každému z nich př́ısluš́ı řádek s daľśımi 68 hodnotami se vzájemným
poměrem 0, 99. Pro celou tabulku jsou hodnoty č́ısel uvedeny s přesnost́ı na 4 dese-
tinná mı́sta a na tolik mı́st je prováděn i výpočet. Každé daľśı č́ıslo v řádku źıskáme
z předchoźıho tak, že předchoźı nejprve vyděĺıme stem (posuneme desetinnou
čárku), odstrańıme posledńı dvě č́ıslice (pátá a šestá pozice za desetinnou čárkou) a
to odečteme od č́ısla předchoźıho. Např́ıklad, v posledńım řádku máme na začátku
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posledńı prvek třet́ı posloupnosti neboli prvńıho sloupce tabulky 9900473, 5780. Po
vyděleńı stem a vynecháńım posledńıch dvou cifer máme 99004, 7357. To odečteme,
č́ımž źıskáme 9801468, 8423 neboli druhé č́ıslo posledńıho řádku tabulky radikál̊u.

Když naṕı̌seme program, který přesně tento postup realizuje, pro 69. sloupec
vypoč́ıtáme hodnoty, které jsou v řádćıch č́ıslo 1, 2, 3 a 5 stejné jako ty v Na-
pierově knize Constructio, pro čtvrtý řádek źıskáme č́ıslo lǐśıćı se od Napierovy
hodnoty o 0, 0001 a pro řádek 21 je rozd́ıl 0, 0009. Na v́ıce řádćıch to neńı možné
ověřit, nebot’ je Napier ve své práci neuvád́ı. Zvýšeńı přesnosti výpočtu vede ve
všech př́ıpadech k větš́ım rozd́ıl̊um od Napierových hodnot. Opět tedy neńı zcela
jasné, jak přesně Napier při zaokrouhlováńı postupoval. Např́ıklad chyba v po-
sledńım řádku nápadně spoč́ıvá v prohozeńı posledńıch dvou cifer – ty jsou v knize
Constructio 34, zrekonstruovaný výpočet má na těchto pozićıch 43. Může tak j́ıt
o nepozornosti při přepisu či sazbě.

Př́ıslušný algoritmus rekonstruuj́ıćı Napier̊uv výpočet (např́ıklad pro 21. řádek
tabulky radikál̊u) je následuj́ıćı.

x:= 99004735780;
for i :=1 to 69 do
begin

writeln ( x ) ;
y:= trunc (x /100) ;
x:= x−y ;

end ;

Nejmenš́ı č́ıslo v tabulce radikál̊u je 4998609, 4034, tedy zhruba polovina p̊uvodńıho
č́ısla 107, se nacháźı na posledńım řádku posledńıho sloupce.

5.2 Doplněńı logaritmů k posloupnostem

Daľśım ćılem je nalézt logaritmy k č́ısl̊um (sin̊um) v tabulce radikál̊u. Pomoćı
nich potom už vypoč́ıtáme logaritmy sin̊u úhl̊u mezi 0 a 90 stupni. Připomeňme
Napierovu definici logaritmu, viz sekce 4.1.3. Bod B se po př́ımce pohybuje kon-
stantńı rychlost́ı a tedy za stejně dlouhé časové úseky uraźı stejné vzdálenosti.
Bod G se pohybuje od bodu T k bodu S tak, že pro stejné časové úseky je poměr
vzdálenost́ı GS před a po uplynut́ı tohoto času stejný. Oba body startuj́ı sv̊uj po-
hyb najednou, stejnou rychlost́ı. Logaritmus vzdálenosti (sinu) GS je potom roven
vzdálenosti uražené bodem B. Vzdálenost TS Napier položil rovnu 107.
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5.2.1 Prvńı posloupnost

Než se konečně pust́ıme do výpočtu logaritmu nějakého daľśıho č́ısla po 107, jehož
nulový logaritmus známe už dlouho, potřebujeme několik pomocných tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.2.1 (Constructio, odstavec 25). O rychlosti bodu G

Napier tvrd́ı, že rychlost bodu G přibližuj́ıćıho se k S je př́ımo úměrná vzdálenosti
GS. Jak zjist́ıme v kapitole 6, je to pravda.

Napierovo vysvětleńı, které nelze považovat za plnohodnotný d̊ukaz, je následuj́ıćı.
Bod G se začne pohybovat z bodu T0 = T . Zvolme libovolně kladný časový interval
∆t a po každém jeho uplynut́ı zaznamenejme polohu bodu G, č́ımž vzniknou body
T1, T2, . . . Dle definice pohybu G označme pevný poměr a = Ti+1S

TiS
, kde i je

libovolné. Postupnými úpravami źıskáme

Ti+1Ti+2

TiTi+1

=
Ti+1S − Ti+2S

TiS − Ti+1S
=

Ti+1S − aTi+1S

TiS − aTiS
=

Ti+1S

TiS
= a.

Zjistili jsme tedy, že posloupnost vzdálenost́ı TiTi+1 je geometrická a s týmž
kvocientem jako posloupnost vzdálenost́ı TiS. Jinými slovy TiTi+1 = aiT0T1 a
TiS = aiT0S, z čehož plyne

TiTi+1 =
T0T1

T0S
TiS

tj. že vzdálenost TiTi+1 je př́ımo úměrná vzdálenosti GS, jestliže se G nacháźı
v bodech Ti.

Dle Napiera jsou nutně př́ımo úměrné této vzdálenosti i rychlosti v bodech Ti.
Rozhodně to plat́ı pro pr̊uměrné rychlosti vī bodu G na úsećıch TiTi+1, nebot’ ty
splňuj́ı vztah

vī =
dráha

čas
=

TiTi+1

∆t
=

T0T1

∆t · T0S
TiS.

Vzhledem k tomu, že pro malou volbu délky časového intervalu ∆t je pr̊uměrná
rychlost na úseku TiTi+1 téměř rovna okamžité rychlosti v Ti, dalo by se pomoćı
limit pro ∆t → 0 dokázat, že toto tvrzeńı plat́ı i pro okamžité rychlosti. Speciálně,
pro bod T0 bychom źıskali v0 rychlost, se kterou G (i B) startuje sv̊uj pohyb. Pro
okamžitou rychlost v bodu G bychom tak došli ke vztahu

v =
v0
T0S

GS.

Ke stejnému výsledku dojdeme v kapitole 6, kde toto tvrzeńı dokážeme jednoduše
po nalezeńı předpisu pro vzdálenost GS v závislosti na čase.

59



Tvrzeńı 5.2.2 (Constructio, odstavec 28). O hranićıch logaritmu

Logaritmus AB daného sinu dS je větš́ı, než rozd́ıl Td poloměru TS a tohoto
sinu a menš́ı, než rozd́ıl oT poloměru TS a délky oS, která je ku poloměru ve
stejném poměru jako je poloměr k danému sinu dS. Tyto rozd́ıly jsou nazvány
limity logaritmu.

o T d S

G

A

B

NapLog dS

Necht’ je dána hodnota sinu dS a G se nacháźı od S v této vzdálenosti. At’ oS je
vzdálenost, která přesahuje poloměr TS v poměru oS

TS
= TS

dS
. Dle definic pohyb̊u

bod̊u jsou vzdálenosti oT , Td i AB uraženy př́ıslušnými body za stejný čas. Protože
rychlosti G a B jsou stejné v bodech T a A, rychlost G je klesaj́ıćı (viz předchoźı
tvrzeńı) a rychlost B konstantńı, přičemž rychlost B v A je rovna rychlosti G v T ,
nutně plat́ı

Td < AB = NapLog dS < oT.

Dolńı odhad Td logaritmu č́ısla dS tedy źıskáme odečteńım daného č́ısla dS od
TS = 107. Zřejmě plat́ı oT

TS
= Td

dS
. Horńı hranici oT tak źıskáme vynásobeńım dolńı

hranice Td celým sinem TS a vyděleńım logaritmovaným č́ıslem dS. Vyjádřeńı
hranic pouze pomoćı zadaného č́ısla x tedy je

107 − x ≤ NapLog x ≤ 107(107 − x)

x
.

Výpočet logaritmů k prvńı posloupnosti

Logaritmus prvńıho č́ısla 107 známe už od definice, ten je roven nule. Zaj́ımá
nás logaritmus druhého č́ısla prvńı posloupnosti, 9999999. Využijeme předchoźı
tvrzeńı. Spodńı limita Td je 1. Horńı limita oT je 1, 0000001. Nyńı využijeme toho,
že posloupnost č́ısel je geometrická. Z tvrzeńı 4.2.1 v́ıme, že dvojice č́ısel se stejným
poměrem maj́ı stejně vzdálené logaritmy. Takže když rozd́ıl logaritmu prvńıho č́ısla
posloupnosti a logaritmu druhého č́ısla lež́ı mezi 1 a 1, 0000001, lež́ı mezi těmito
hranicemi i rozd́ıl logaritmu druhého a třet́ıho č́ısla, třet́ıho a čtvrtého,... i stého
a sto prvńıho. Logaritmus třet́ıho č́ısla 9999998, 0000001 tedy lež́ı v rozmeźı 2 a
2, 0000002, čtvrtého č́ısla 9999997, 0000003 v rozmeźı 3 a 3, 0000003, a tak dále.
Jako logaritmy č́ısel Napier zvolil aritmetické pr̊uměry meźı, viz obrázek 5.1.
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Obrázek 5.1: Prvńı posloupnost s logaritmy

Vzhledem k tomu, že rychlosti B a G jsou nejpodobněǰśı těsně po začátku pohybu,
je odhad z předchoźıho tvrzeńı nejpřesněǰśı pro siny bĺızké TS. Toho využ́ıváme
právě v prvńı posloupnosti, která je velmi jemná a jej́ı druhý údaj je velice bĺızký
hodnotě TS. Jeho logaritmus proto známe velmi přesně a t́ım pádem i logaritmy
ostatńıch č́ısel prvńı posloupnosti.

5.2.2 Druhá posloupnost

Stejně jako u prvńı posloupnosti, je kĺıčové źıskat logaritmus jej́ıho druhého č́ısla,
nebot’ poté d́ıky geometričnosti doplńıme zbylé logaritmy jednoduchým přič́ıtáńım.
S tvrzeńım 5.2.2 o hranićıch logaritmu už si však nevystač́ıme.

Kdybychom tento odhad aplikovali na nějaké vzdáleněǰśı č́ıslo, např́ıklad 9 · 106,
źıskali bychom 1000000 < NapLog 9000000 < 1111111, což je př́ılǐs široké rozmeźı
pro výběr logaritmu pro početńı potřeby. Pro nalezeńı logaritmů ostatńıch č́ısel
si proto budeme pomáhat jinak. Využijeme zaprvé vypoč́ıtané hodnoty z prvńı
posloupnosti, a nav́ıc nové, velmi d̊uležité tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.2.3 (Constructio, odstavec 39). O odhadu rozd́ılu logaritm̊u dvou č́ısel

Napier uvád́ı návod, jak odhadnout rozd́ıl logaritmů dvou sin̊u cS a eS. Tvrd́ı,
že horńı limita (hranice) pro tento rozd́ıl je ku TS ve stejném poměru jako rozd́ıl
sin̊u cS − eS ku menš́ımu sinu eS. Dolńı limita je ku poloměru TS ve stejném
poměru jako rozd́ıl sin̊u ku větš́ımu sinu cS. Jinými slovy, pro rozd́ıl logaritmů
č́ısel cS ≥ eS plat́ı

TS · (cS − eS)

cS
≤ NapLog eS − NapLog cS ≤ TS · (cS − eS)

eS
.

Hranice pro rozd́ıl logaritmů dvou č́ısel tedy spoč́ıtáme jednoduše – rozd́ıl těchto
č́ısel vyděĺıme bud’to větš́ım (dolńı hranice) či větš́ım (horńı hranice) z č́ısel a
desetinnou čárku posuneme o sedm pozic doprava. Nyńı si ukážeme, proč toto
tvrzeńı plat́ı.
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Nalevo od bodu T vyznačme bod o splňuj́ıćı TS
oT

= eS
ce
. Napravo od T vyznačme

bod d splňuj́ıćı TS
Td

= cS
ce
.

c eo T S

G

d

Z těchto dvou rovnost́ı plyne

eS

cS
=

cS − ce

cS
= 1− ce

cS
= 1− Td

TS
=

TS − Td

TS
=

dS

TS
.

Tyto dvojice č́ısel maj́ı dle tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem
stejně vzdálené logaritmy, takže NapLog dS = NapLog eS − NapLog cS. I tady je
vidět, proč bylo vhodné zvolit NapLog TS = 0. Z uvedených rovnost́ı dále plyne

TS

oS
=

(︃
oT + TS

TS

)︃−1

=
(︂ ce

eS
+ 1

)︂−1

=

(︃
cS

eS

)︃−1

=
dS

TS
.

Dle tvrzeńı 5.2.2 o hranićıch logaritmu proto lež́ı logaritmus č́ısla dS mezi č́ısly
Td a oT . Z uvedených rovnost́ı ale také plyne Td = TS·ce

cS
a oT = TS·ce

eS
, což jsou

krajńı body nerovnosti ze začátku tvrzeńı a to je t́ım dokázáno.

Př́ıklad 5.2.4 (Constructio, odstavec 40). Aplikace tvrzeńı o odhadu rozd́ılu lo-
garitm̊u

At’ větš́ı č́ıslo je 9999975, 5000000 = cS, jehož logaritmus zat́ım neznáme a menš́ı
č́ıslo 9999975, 0000300 = eS, což je č́ıslo z prvńı tabulky které jsme źıskali jako
107(1−10−7)25. Rozd́ıl logaritmů těchto č́ısel je dle vzorečku minimálně 0, 49997122
a maximálně 0, 49997124. Protože logaritmus eS máme s přesnost́ı na 7 dese-
tinných mı́st, nemá smysl zabývat se u rozd́ılu logaritmů mı́stem osmým, proto
jej ignorujeme. Vı́me, že logaritmus č́ısla eS lež́ı mezi 25, 0000000 a 25, 0000025.
Č́ıslo cS je větš́ı než eS a tud́ıž má menš́ı logaritmus. Ten tedy lež́ı v rozmeźı
25, 00000000− 0, 4999712 = 24, 5000288 a 25, 0000025− 0, 4999712 = 24, 5000313.
Zvoĺıme pr̊uměr těchto hranic 24, 5000300, který je shodný s hodnotou, kterou
bychom źıskali na poč́ıtači použit́ım vzorečku pro Napier̊uv logaritmus.

Výpočet logaritmů k druhé posloupnosti

Podobně jako v předchoźım př́ıkladu, bychom pomoćı posledńıho č́ısla prvńı
posloupnosti 9999900, 0004950, jehož logaritmus lež́ı v rozmeźı 100, 0000000 a
100, 0000100, vypoč́ıtali logaritmus druhého č́ısla druhé posloupnosti 9999900.
Dolńı a horńı hranice rozd́ılu jejich logaritmů se lǐśı až na čtrnáctém mı́stě de-
setinného rozvoje, na prvńıch 7 mı́st to je 0, 0004950 a logaritmus č́ısla 9999900
tak lež́ı v rozmeźı 100, 0004950 a 100, 0005050.
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Protože logaritmus prvńıho č́ısla druhé posloupnosti 107 je roven nule, je rozd́ıl
logaritmů prvńıho a druhého č́ısla roven logaritmu č́ısla 9999900. Sousedńı č́ısla
druhé posloupnosti jsou vždy ve stejném poměru, maj́ı tud́ıž stejně vzdálené lo-
garitmy. Pro tuto vzdálenost známe dolńı a horńı odhad. Tud́ıž pro zisk od-
had̊u logaritmů daľśıch č́ısel vždy stač́ı přič́ıst 100, 0004950 k dolńı hranici a
100, 0005050 k horńı hranici. Logaritmus třet́ıho č́ısla druhé posloupnosti tedy
lež́ı v rozmeźı 200, 0009900 a 200, 0010100. Padesáté prvńı č́ıslo druhé posloup-
nosti 9995001, 224804 má logaritmus z rozmeźı 5000, 0247500 a 5000, 0252500. Za
hodnoty logaritmů do druhé tabulky voĺıme, stejně jako u prvńı tabulky, pr̊uměr
těchto hranic.

Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme začátek a konec druhé posloupnosti s doplněnými
hodnotami logaritmů. Vzhledem k tomu, že jak jsme ukázali v sekci 5.1.2, neńı
jasný Napier̊uv postup při výpočtu druhé posloupnosti a proto je tato tabulka
vypoč́ıtána postupem u kterého se domńıváme, že se jej Napier snažil dodržet. Po-
sledńı hodnota v tabulce se tak od té uvedené Napierem nepatrně lǐśı. Na hodnoty
logaritmů to vliv nemá, ty jsou v souladu s hodnotami uvedenými v Napierově
knize.

Obrázek 5.2: Druhá posloupnost s logaritmy

5.2.3 Třet́ı posloupnost

Ukážeme, jak naj́ıt logaritmus č́ısla x, které neńı př́ımo prvkem druhé posloupnosti,
ale je z jej́ıho rozsahu, č́ımž máme na mysli to, že kdybychom rozš́ı̌rili druhou
posloupnost o jeden prvek z každého konce, lež́ı x právě mezi některými dvěma
č́ısly z této rozš́ı̌rené posloupnosti. V takovém př́ıpadě nalezneme ai prvek druhé
posloupnosti nejbližš́ı č́ıslu x a manuálńım děleńım vypoč́ıtáme y splňuj́ıćı

y

107
=

x

ai
pro x < ai,

respektive
y

107
=

ai
x

pro x > ai.
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Pak totiž bude platit, že y je z rozsahu prvńı posloupnosti, která má prvky méně
vzdálené a logaritmus č́ısla y tak urč́ıme přesně. Použit́ım tvrzeńı 4.2.1 o logarit-
mech dvojic se stejným poměrem pak dopoč́ıtáme logaritmus č́ısla x, jak ukážeme
v následuj́ıćım př́ıkladu. Alternativńı možnost́ı pro nalezeńı logaritmu x by bylo
aplikovat rovnou tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů na č́ısla x a ai. Tato
č́ısla už si však mohou být dost vzdálena a odhad by tak byl méně přesný. Zde je
tedy vidět, proč Napier volil poměry do svých posloupnost́ı právě takto a proč je
buduje zp̊usobem od

”
nejjemněǰśı“ po

”
nejhrubš́ı“.

Př́ıklad 5.2.5 (Constructio, odstavec 43). Logaritmus druhého č́ısla třet́ı posloup-
nosti

Hledejme logaritmus druhého č́ısla třet́ı posloupnosti c2 = 9995000. Hodnota
z druhé posloupnosti nejbližš́ı tomuto č́ıslu je (záměrně) ta posledńı, b51 =
9995001, 222927 s logaritmem v rozmeźı 5000, 0247500 až 5000, 0252500. Dle
předchoźıho odstavce vypoč́ıtáme č́ıslo y = 9999998, 7764614, pro které plat́ı

y

107
=

c2
b51

.

Č́ıslu y nejbližš́ı č́ıslo z prvńı posloupnosti je to druhé, a2 = 9999999, 0000000 s lo-
garitmem v rozmeźı 1, 0000000 a 1, 0000001. Dle tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu
logaritmů je rozd́ıl logaritmů y a a2 roven 0, 2235386 (dolńı a horńı hranice pro
tento rozd́ıl se lǐśı až na 9. desetinném mı́stě, proto uvád́ıme jedno č́ıslo). Logarit-
mus č́ısla y tedy lež́ı v rozmeźı 1, 2235386 až 1, 2235387.

Tyto hodnoty dle tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem zároveň
určuj́ı, o kolik se lǐśı logaritmus c2 a b51. Spojeńım rozmeźı źıskáme, že logarit-
mus c2 lež́ı v intervalu 5001, 2482886 až 5001, 2487888. Zvoĺıme pr̊uměr jeho hra-
nic: 5001, 2485387.

Pro porovnáńı, vzorečkem źıskaná přesná hodnota logaritmu je 5001, 2504168. Zde
si dovoĺım upozornit na drobnou nesrovnalost. Napier totiž tvrd́ı, že toto roz-
meźı źıskáme sečteńım předchoźıch rozmeźı, tj. speciálně horńı hranice má být
5001, 2487888 = 5000, 0252500+ 1, 2235387, což neńı pravda pro posledńı desetin-
nou pozici. Napier změnil posledńı lichou č́ıslici 7 na sudou č́ıslici 8 nejsṕı̌se proto,
aby snadno určil střed tohoto rozmeźı.
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5.2.4 Tabulka radikál̊u

Podobně jako u předchoźıch dvou posloupnost́ı, protože známe rozd́ıl logaritmů
prvńıho (107) a druhého (995000) č́ısla, můžeme logaritmy všech zbylých prvk̊u
třet́ı posloupnosti, tj. prvńıho sloupce tabulky radikál̊u, dopoč́ıtat přič́ıtáńım to-
hoto rozd́ılu 5001, 2485387. Posledńı, 21. prvek třet́ı posloupnosti 9900473, 5780 =

107 ·
(︁
1− 1

2000

)︁20
má tedy logaritmus 100024, 970774 = 20 · 5001, 2485387.

Pro doplněńı logaritmů v ostatńıch sloupćıch tabulky radikál̊u se hod́ı znát loga-
ritmus prvńıho č́ısla druhého sloupce, 9900000.

Mohli bychom použ́ıt rovnou tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů, zjistit o ko-
lik se lǐśı logaritmy č́ısel 9900000 a 9900473, 57808 a tento rozd́ıl přič́ıst k loga-
ritmu č́ısla 9900473, 5780. Zjistili bychom tak, že logaritmus 9900000 se nacháźı
v rozmeźı 100503, 3045062 = 100024, 9657720+478, 3387342 až 100503, 3373921 =
100024, 9757760+478, 3616161, které má rozpět́ı 0, 0328859 a jeho prostředńı hod-
nota je 100503, 32094915. Budeme však postupovat jako v předchoźım př́ıkladu a
pro logaritmus 9900000 źıskáme rozmeźı s rozpět́ım 0, 0100562 a prostředńı hodno-
tou 100503, 3210291, což je o malinko správněǰśı výsledek. Přesná hodnota źıskaná
vzorečkem by byla 100503, 3585350.

Př́ıklad 5.2.6 (Constructio, odstavec 45). Logaritmus prvńıho č́ısla druhého
sloupce tabulky radikál̊u

Hledáme logaritmus č́ısla d1,2 = 9900000. Č́ıslo z prvńıho sloupce nejbližš́ı
č́ıslu d1,2 je to posledńı, c21 = 9900473, 57808. Mechanicky vypoč́ıtáme y =
9999521, 6611850, splňuj́ıćı

y

107
=

d1,2
c21

.

Č́ıslu y nejbližš́ı č́ıslo ze druhé posloupnosti je to šesté, b6 = 9999500, 0100000
s logaritmem 500, 002475 až 500, 0025250.

Postup zopakujeme a nalezneme č́ıslo x = 9999978, 3477792, splňuj́ıćı

x

107
=

b6
y
.

Dostali jsme se tak do rozsahu prvńı posloupnosti a můžeme zač́ıt určovat lo-
garitmy. Č́ıslu x nejbližš́ı prvek z prvńı posloupnosti je a23 = 9999978, 0000231
s logaritmem z rozmeźı 22, 0000000 až 22, 0000022. Dle tvrzeńı 5.2.3 o odhadu
rozd́ılu logaritmů je rozd́ıl logaritmů č́ısel x a a23 roven 0, 3477569 (hranice roz-
meźı se lǐśı až od osmé pozice). Logaritmus č́ısla x proto lež́ı v rozmeźı 21, 6522431
až 21, 6522453.
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Pokračujeme o úroveň výše, kde d́ıky předchoźımu najdeme logaritmus č́ısla
y v rozmeźı 478, 3502297 = 500, 0024750 − 21, 6522453 až 478, 3502819 =
500, 0025250 − 21, 6522431. Napier ve své knize uvád́ı hodnoty tohoto rozmeźı
478, 3502290 až 478, 3502812. Jeho rozmeźı se tak od našeho lǐśı na posledńım de-
setinném mı́stě. V knize každopádně neńı uvedeno, jak přesně Napier postupoval
a tud́ıž neńı jasné, proč se výsledky lǐśı.

Logaritmus posledńıho č́ısla prvńıho sloupce c21 lež́ı v rozmeźı 20 ·5001, 2482886 =
100024, 9657720 a 20·5001, 2487888 = 100024, 9757760. Kombinaćı hranic źıskáme,
že logaritmus d1,2 lež́ı mezi 100503, 3160010 = 100024, 965772 + 478, 3502290 a
100503, 3260572 = 100024, 9757760 + 478, 3502812. Za logaritmus č́ısla d1,2 vybe-
reme pr̊uměr těchto hodnot, 100503, 3210291.

V tuto chv́ıli už dokážeme jednoduše dopoč́ıtat logaritmy všech č́ısel z ta-
bulky radikál̊u. Prvńı sloupec d1,∗ už máme vyplněný. Protože známe logarit-
mus prvńıho č́ısla prvńıho sloupce i prvńıho č́ısla druhého sloupce a všechna
sousedńı č́ısla v řádćıch jsou ve stejném poměru a maj́ı tud́ıž stejné rozd́ıly lo-
garitmů rovné 100503, 3210291, logaritmy daľśıch č́ısel prvńıho řádku źıskáme
přič́ıtáńım tohoto rozd́ılu k č́ıslu předchoźımu. Stejně můžeme postupovat pro
všechny řádky. Vyplněńım posledńıho řádku posledńıho sloupce Napier dospěl k lo-
garitmu 6934250, 8007528 č́ısla 4998609, 4034. V ukázce 5.3 tabulky radikál̊u pro
svou knihu zaokrouhlil Napier logaritmy na jedno desetinné mı́sto.

Obrázek 5.3: Tabulka radikál̊u s logaritmy

5.3 Nalezeńı logaritmů k sin̊um úhl̊u

Nyńı už můžeme popsat, jak źıskáme logaritmy všech č́ısel pro Napierovu tabulku
logaritmů sin̊u úhl̊u. Pro č́ısla mezi 9996700 a 107 je nalezeńı logaritmu velmi jed-
noduché a spoč́ıvá v odečteńı zadaného č́ısla od č́ısla 107. Je to d̊usledkem tvrzeńı
5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů, kdy spoč́ıtáme, že logaritmus č́ısla 9996700 lež́ı
v rozmeźı 3300 a 3301. Vzhledem k tomu, že rozmeźı logaritmů je široké pouze 1
a č́ıslice za desetinnou čárkou nás pro Napierovy tabulky logaritmů sin̊u úhl̊u ne-
zaj́ımá, nemůžeme se dopustit výrazné chyby. Proto můžeme za logaritmus klidně
zvolit dolńı hranici, která je rovna rozd́ılu daného č́ısla a 107. Stejná situace plat́ı
i pro všechna č́ısla větš́ı než 9996700 a menš́ı než 107.
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5.3.1 Č́ısla z rozsahu tabulky radikál̊u

Pro nalezeńı logaritmu č́ısla z rozsahu tabulky radikál̊u nalezneme č́ıslo, které je
danému č́ıslu nejbĺıže. Dle tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů vynásob́ıme
rozd́ıl těchto č́ısel hodnotou 107 a tento součin vyděĺıme bud’ zadaným č́ıslem, nej-
bližš́ım č́ıslem z tabulky či něč́ım mezi t́ım, č́ımž źıskáme horńı, dolńı, či pr̊uběžný
odhad. Dı́ky tomu, jak jsou č́ısla třet́ı tabulky vzdálena a vzhledem k tomu, že pro
tabulku logaritmů sin̊u nás zaj́ımá jen celá část, libovolný z těchto odhad̊u bude
dostatečně bĺızko správné hodnotě. Proto Napier doporučuje vyb́ırat takové č́ıslo
z tohoto rozsahu, kterým se bude nejsnáze dělit.

Př́ıklad 5.3.1 (Constructio, odstavec 50). Výpočet logaritmu konkrétńıho sinu

Hledáme logaritmus sinu úhlu 48◦30′, neboli č́ısla 7489557. Jemu nejbližš́ı č́ıslo
z tabulky radikál̊u je d16,29 = 7490786, 6119 = 107 ·(1− 1

2000
)15 ·0, 9928 s logaritmem

2889111, 7.

Nyńı použijeme tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů. Rozd́ıl zadaného č́ısla a
č́ısla z tabulky je 1229, 6119. Ten vynásob́ıme 107 a vybereme si co nejjednodušš́ı
(pro snadnou práci) dělitel z rozmeźı mezi zadaným č́ıslem a č́ıslem z tabulky,
např́ıklad č́ıslo 7490000 z poloviny rozsahu. Děleńım źıskáme 1640, 1. Protože
zadané č́ıslo je menš́ı než č́ıslo z tabulky, tento rozd́ıl k tabulkové hodnotě lo-
garitmu přičteme. Źıskáme 2890751, 8, což zaokrouhĺıme, nebot’ v Napierových
tabulkých chceme pouze celá č́ısla. Za logaritmus zadaného sinu proto voĺıme hod-
notu 2890752.

Př́ıklad 5.3.2. Výpočet logaritmu z př́ıkladu 4.4.1

V př́ıkladu 4.4.1 v předchoźı kapitole jsme tvrdili, že logaritmus č́ısla y = 10562556
je −547302. Jak jej Napier źıskal? Ukážeme jeden z možných postup̊u. Mecha-
nickým výpočtem nalezneme č́ıslo x = 9467405, 4272, které splňuje

x

107
=

107

y
.

Dle tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvojic se stejným poměrem potom plat́ı NapLog y =
−NapLog x. Č́ıslu x nejbližš́ı č́ıslo z tabulky radikál̊u je d7,6 = 9481406, 4361 =
107·(1− 1

2000
)6·0, 995 s logaritmem 532524, 1 = 5001, 2485387·6+100503, 3210291·5.

Tyto hodnoty najdeme v 6. sloupci na 7. řádku.

Dle tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů lež́ı rozd́ıl logaritmů č́ısel d7,6 a x
v rozmeźı

14766, 8060 =
107 · (d7,6 − x)

d7,6
až 14788, 64441 =

107 · (d7,6 − x)

x
,

kde zvoĺıme středńı rozd́ıl 14777, 7. Protože x < d7,6, tak tuto hodnotu přičteme
k logaritmu z tabulky a źıskáme hledanou hodnotu NapLog x = 547301, 8. Tu stač́ı
zaokrouhlit na jednotky a obrátit znaménko, č́ımž źıskáme hledaný logaritmus
č́ısla y.
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5.3.2 Č́ısla mimo rozsah tabulky radikál̊u

Protože rozsah tabulky radikál̊u je od TS/2 do TS, nev́ıme jak hledat logaritmy
sin̊u úhl̊u menš́ıch než 45◦. To řeš́ı následuj́ıćı dva př́ıklady.

Př́ıklad 5.3.3 (Constructio, odstavec 51). Rozd́ıl logaritm̊u č́ısel s poměrem 1:2

K źıskáńı této hodnoty se nab́ıźı č́ısla 107 a 5 · 106. Protože logaritmus 107 je
nula, stač́ı źıskat hodnotu logaritmu polovičńıho č́ısla. K tomu můžeme použ́ıt
tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu logaritmů a posledńı č́ıslo v tabulce radikál̊u d21,69 =
4998609, 4034 = 107 · (1− 1

2000
)20 · 0, 9968 s logaritmem 6934250, 8. T́ım pro rozd́ıl

uvedených č́ısel NapLog d21,69 − NapLog 1
2
TS źıskáme odhad

2781, 1932 =
TS(1

2
TS − d21,69)
1
2
TS

až 2781, 9669 =
TS(1

2
TS − d21,69)

d21,69
.

Výsledek NapLog 1
2
TS = 6934250, 8 − 2781, 5800 = 6931469, 22 źıskáme

zpr̊uměrováńım krajńıch hodnot.

Př́ıklad 5.3.4 (Constructio, odstavec 52). Rozd́ıl logaritm̊u č́ısel s poměrem 1:10

Nejprve zjist́ıme logaritmus č́ısla 8 · 106. Jemu nejbližš́ı č́ıslo z tabulky radikál̊u je
d5,23 = 8000285, 3052 = 107 · (1 − 1

2000
)4 · 0, 9922 s logaritmem 2231078, 056795 =

5001, 2485387·4+100503, 3210291·22 . Pomoćı tvrzeńı 5.2.3 o odhadu rozd́ılu loga-
ritmů bychom zjistili, že středńı rozd́ıl logaritmů těchto č́ısel je 356, 625141. Za lo-
garitmus č́ısla 8000000 proto bereme 2231434, 68 = 2231078, 056795+356, 625141.

Dı́ky předchoźımu př́ıkladu v́ıme, že logaritmus osmkrát menš́ıho č́ısla 106 je
23025842, 34 = 2231434, 68 + 3 · 6931469, 22. Známe tedy logaritmy dvou č́ısel,
107 a 106 s poměrem 10 : 1. Jejich rozd́ıl je 23025842, 34.

Př́ıklad 5.3.5 (Constructio, odstavec 54). Výpočet logaritmu sinu ostrého úhlu

Hledáme logaritmus sinu úhlu 2◦10′ neboli č́ısla x = 378064. To neńı č́ıslo z rozsahu
tabulky radikál̊u. Když jej vynásob́ıme dvaceti, źıskáme 7561280. Jemu nejbližš́ı
č́ıslo z tabulky radikál̊u je d17,28 = 7562667, 8976 = 107 · (1 − 1

2000
)16 · 0, 9927 s lo-

garitmem 2793609, 6 = 5001, 2485387 · 16 + 100503, 3210291 · 27. Dle tvrzeńı 5.2.3
o odhadu rozd́ılu logaritmů je středńı rozd́ıl logaritmů těchto č́ısel 1835, 3. Loga-
ritmus 20 · x je tedy 2795444, 9. Protože jsme toto č́ıslo źıskali násobeńım dvěma
a deseti, bude výsledný logaritmus větš́ı o 6931469, 22+ 23025842, 34. Výsledek je
tedy 32752756, 4. Do tabulky logaritmů sin̊u použijeme celé č́ıslo 32752756. Pro
porovnáńı, přesná hodnota źıskaná vzorečkem pro NapLog je 32752769.
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5.4 Rozd́ıl mezi Bürgiho a Napierovým logarit-

mem

Zjednodušeně lze ř́ıci, že rozd́ıl těchto dvou logaritmů spoč́ıvá v tom, že prvńı je
vybudován

”
shora“ přičemž ten druhý

”
zdola“.

Bürgi si připravil jednu jedinou geometrickou posloupnost s kvocientem 1, 0001,
prvńım prvkem 108 a posledńım prvkem 109−1. Prvk̊um této posloupnosti přǐradil
č́ısla 0, 10, 20 a tak dále. Výpočet jeho tabulek byl tedy jednoduchý a spoč́ıval
pouze ve vyč́ısleńı prvk̊u geometrické posloupnosti.

Naproti tomu Napier si nejprve pomoćı dvou pohyblivých bod̊u definoval, co lo-
garitmus znamená, a pak následně vypoč́ıtal jeho hodnoty pro konkrétńı č́ısla. To,
že k výpočtu těchto logaritmů použil geometrické posloupnosti, je věc vedleǰśı. Šlo
pouze o zp̊usob, kterým si Napier pomohl při výpočtu logaritmů sin̊u.

Můžeme tedy ř́ıci, že Bürgi si nejprve řekl, jakým č́ısl̊um maj́ı př́ıslušet jaké lo-
garitmy. Bürgiho funkčńı předpis logaritmu je tak určen hodnotami konkrétńıch
č́ısel. Naopak, Napier nejprve definoval logaritmus obecně (pro všechna č́ısla) a až
potom začal hledat, jakým č́ısl̊um př́ısluš́ı jaké hodnoty. Napier̊uv předpis je určen
nikoli několika konkrétńımi hodnotami ale vztahem, který maj́ı zachovávat pohy-
buj́ıćı se body. Jak jsme ukázali v kapitole 4.5, Napierovy tak Bürgiho tabulky
udávaj́ı hodnoty přirozených logaritmů.

5.5 Chybná interpretace v některých publikaćıch

V literatuře se někdy uvád́ı, že Napier̊uv logaritmus č́ısla x neńı vyjádřen
(správným) předpisem

NapLog x = 107 ln
107

x
,

jak tvrd́ıme i v této práci, ale že je j́ım č́ıslo L, splňuj́ıćı

x = 107
(︁
1− 10−7

)︁L
,

neboli že Napier̊uv logaritmus je vyjádřen (chybným) předpisem

NapLog x = 107 log(︂
107

107−1

)︂107

107

x
.

Uvědomme si, že jedna věc je to, jak Napier sv̊uj logaritmus definoval a druhá věc,
jak hodnoty pro své tabulky vypoč́ıtal. A to může vést pokaždé na jiný vzoreček.
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Nav́ıc, vzhledem k tomu, že tehdeǰśı vyjadřováńı matematik̊u nebylo tak exaktńı,
mohlo by se stát, že Napierovy definice lze interpretovat v́ıce zp̊usoby. T́ım se
budeme částečně zabývat v sekci 6.2.1, kde ale ukážeme, že nalezené nesrovnalosti
vedou k témuž závěru. Z Napierových knih každopádně plyne, že jak jeho definice,
tak zp̊usob výpočtu vedou na tentýž předpis, prvńı z výše uvedených.

Dle mého názoru autor chybného předpisu nahlédl pouze zběžně do knihy Con-
structio, kde prvky v prvńı Napierově posloupnosti jsou právě výše uvedeného
tvaru 107(1− 10−7)n a na základě toho si domyslel, že Napier uvažoval stejně jako
Joost Bürgi v sekci 3.3.2 a realizoval myšlenku, která spoč́ıvá v zahuštěńı geo-
metrické posloupnosti volbou kvocientu bĺızkého jedné, č́ımž je zajǐstěno pokryt́ı
co nejv́ıce č́ısel a jejich logaritmy jsou celá č́ısla. Napier jen nezvolil jako Bürgi
koeficient 1 + 10−4, nýbrž 1− 10−7.

U prvńı Napierovy posloupnosti z knihy Constructio ale podobnost s Bürgim konč́ı.
Kdyby byla tato úvaha správná, bez poč́ıtáńı by Napier n-tému č́ıslu v prvńı
posloupnosti přǐradil logaritmus n, stejně jako to u svých tabulek udělal Bürgi tj.
speciálně posledńımu č́ıslu prvńı posloupnosti by Napier přǐradil logaritmus 100,
nebot’ 9999900, 000495 = 107 (1− 10−7)

100
.

Napier však přǐrazuje tomuto č́ıslu hodnotu 100, 0000050. Správný předpis pro
NapLog, odvozený v následuj́ıćı kapitole, přǐrazuje tomuto č́ıslu také 100, 0000050.
Prvńı Napierova posloupnost je minimálně zat́ıžena zaokrouhlovaćımi chybami, a
proto na ńı lze ověřit, který předpis je správný. Na jiných č́ıslech (ke kterým Napier
někde ve svých knihách udává logaritmus) nemá smysl porovnávat, který z výše
uvedených vzorc̊u je správný, nebot’ tato č́ısla jsou v́ıce zkreslená zaokrouhleńım,
než o kolik se lǐśı výsledky źıskané těmito předpisy. Konkrétně, ve výše zmı́něném
př́ıkladu 5.3.5 bychom pomoćı chybného předpisu źıskali logaritmus o hodnotě
32752767, která se málo lǐśı od hodnoty 32752769 źıskané naš́ım vzorečkem. Obě
tato č́ısla se ale výrazně lǐśı od hodnoty 32752756 uvedené Napierem a tud́ıž je
pouze na základě hodnot těžké určit, kdo má pravdu byt’ by se mohlo zdát, že
chybný vzoreček je správné hodnotě malinko bĺıže. Vzhledem k tomu, že ( 107

107−1
)10

7

je velice bĺızko č́ıslu e, jsou rozd́ıly v těchto předpisech nepatrné.

Chybný vzoreček udává např́ıklad kniha (Maor, [7]), správný vzoreček potom
např́ıklad (Roegel, [11]).
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Kapitola 6

Odvozeńı předpisu pro Napier̊uv
logaritmus

Hned v prvńı kapitole jsme uvedli, že Napier̊uv logaritmus je funkce a lze jej
vyjádřit předpisem

NapLog x = 107 ln
107

x
,

kde x > 0. V této kapitole podrobně zd̊uvodńıme, proč Napierova definice (viz
sekce 4.1.3) vede na uvedený předpis. Začneme přesným popisem pohybuj́ıćıch
se bod̊u, pomoćı nichž sv̊uj logaritmus zavedl. Napierovy předpoklady vyjádř́ıme
v řeči dnešńı matematiky a ukážeme, že z nich uvedený vzorec opravdu plyne.

6.1 Pohybuj́ıćı se body

6.1.1 Použité geometrické útvary

V rovině máme př́ımku s body A ̸= F a B, polopř́ımku s body T , G a počátečńım
bodem S, přičemž vzdálenost bod̊u T a S je 107.

Vzdálenost AF je libovolná kladná, jej́ı hodnotu nebudeme nikdy potřebovat. Bod
F použijeme pouze pro vyjádřeńı směru na př́ımce. Kdybychom měli př́ımku s jen
jediným vyznačeným bodem, nedokážeme určit, co znamená před t́ımto bodem či
za ńım, přičemž pro definici logaritmu to rozlǐsovat potřebujeme. Urč́ıme podle
toho totiž znaménko logaritmu. Body B a G jsou na rozd́ıl od ostatńıch pohyblivé
a jejich pozice se měńı s časem. Proto nemůžeme bod B pro určeńı směru na
př́ımce použ́ıt – může se vyskytovat kdekoliv na celé př́ımce. Mohli bychom sice pro
určeńı směru použ́ıt počátečńı polohu boduB, to by ale zkomplikovalo vyjadřováńı.
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Nav́ıc, stále by to neřešilo situaci, kdy B zač́ıná sv̊uj pohyb v A a museli bychom
tak tuto možnost zakázat, což by bylo silně v rozporu s Napierovým popisem.
Proto směr zavád́ıme pomoćı dodatečného bodu F .

Př́ımku a polopř́ımku si představujeme orientovány rovnoběžně horizontálně tak,
že A lež́ı nalevo od F a bod T lež́ı nalevo od S, viz následuj́ıćı obrázek.

A F B

T SG

Na poloze př́ımky a polopř́ımky v rovině samozřejmě nezálež́ı. Tato konkrétńı se-
stava však výrazně zjednoduš́ı vyjadřováńı a upevńı představy, č́ımž se situace
stane pochopitelněǰśı. Namı́sto formulace

”
bod B se nacháźı ve směru AF v ne-

nulové vzdálenosti od bodu A“ naṕı̌seme jednoduše
”
B je napravo od A“ apod.

Dále předpokládáme, že v rovině se nacháźı pouze zmı́něná př́ımka a polopř́ımka,
na nichž lež́ı všechny zmiňované body. Použit́ım pojmu

”
př́ımka“ tedy máme na

mysli vždy tu jedinou výše zmı́něnou př́ımku procházej́ıćı body A a B. Obdobně
pro polopř́ımku.

6.1.2 Přesný popis pohybu bodu B

Na př́ımce se pohybuje bod B poč́ınaje v bodě A0 lež́ıćım nalevo od A či v A ta-
kovým zp̊usobem, že pro libovolně zvolený kladný časový úsek ∆t plat́ı následuj́ıćı.
Pokud zaznamenáme polohu bodu B po každém uplynut́ı ∆t, č́ımž vzniknou body
A1, A2, · · · , tak pro všechna i ∈ N0 je vzdálenost bod̊u AiAi+1 stejná. Tato shodná
vzdálenost tedy záviśı na volbě ∆t.

A0 A1 A2 A3 A4 A5A F

B
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6.1.3 Přesný popis pohybu bodu G

Na polopř́ımce se pohybuje bod G poč́ınaje v bodě T0 lež́ıćım nalevo od T či
v T takovým zp̊usobem, že pro libovolně zvolený kladný časový úsek ∆t plat́ı
následuj́ıćı. Pokud zaznamenáme polohu bodu G po každém uplynut́ı ∆t, č́ımž
vzniknou body T1, T2, · · · , tak pro všechna i ∈ N0 je poměr Ti+1S : TiS stejný.
Tento shodný poměr tedy záviśı na volbě ∆t.

T0 T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8T S

G

6.1.4 Dodatečné požadavky

Body se pohybuj́ı zleva doprava

B se pohybuje jedině ve směru od A k F a G jedině ve směru od T k S, tj.
v pr̊uběhu času se nezastavuj́ı ani nevracej́ı. Jinými slovy, když vzdálenost B od
počátku svého pohybu A0 v čase t vyjádř́ıme funkćı S(t) a vzdálenost G od počátku
svého pohybu T0 v čase t funkćı s(t), tak plat́ı zaprvé, že tyto funkce jsou rostoućı
a zadruhé, že se body B a G v každém časovém okamžiku vyskytuj́ı v počátku
svého pohybu či napravo od něj.

Např́ıklad pro bod G prvńı podmı́nka znamená, že se vzdaluje od počátku pohybu
a druhá vymezuje směr tohoto vzdalováńı, a to k bodu S. Bez druhé podmı́nky
bychom určitě našli pohyb, kdy G zachovává poměr vzdálenost́ı k S, a přitom
se po polopř́ımce zrychleně vzdaluje od tohoto bodu i od počátku svého pohybu
směrem doleva.

Z podmı́nky že funkce vzdálenosti maj́ı být rostoućı nav́ıc plyne, že čas muśı zač́ıt
běžet právě ve chv́ıli začátku pohybu obou bod̊u zároveň. Kdyby nejprve uběhl
nějaký kladný čas a až poté se jeden z bod̊u začal pohybovat, stál by do té doby
na mı́stě, což jsme vyloučili. Oba body se tak začnou pohybovat naráz a v čase 0.

Napier pohyby bod̊u ve své prvńı knize Descriptio popsal tak, že jeden vykresluje
(prodlužuje) úsečku a druhý maže (zkracuje) úsečku přičemž logaritmem délky
zkracované úsečky byla délka prodlužované úsečky. Tato představa je v souladu
s naš́ım požadavkem, že se body maj́ı pohybovat jedńım pevně zvoleným směrem.
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B procháźı bodem A právě ve chv́ıli, kdy G procháźı bodem T .

Jestliže se v nějakém čase B na př́ımce nacháźı v A, potom se G na polopř́ımce
v tomtéž čase nacháźı v T a naopak – pokud se G nacháźı v T , potom se B
bude nacházet v A. Nevyžadujeme tedy nutně, aby body B a G prošly body A
a T . V pr̊uběhu odvozováńı však ukážeme, že už z předchoźıch požadavk̊u plyne,
že body A a T muśı nutně být někdy pohybuj́ıćımi se body navšt́ıveny a tud́ıž
varianta, kdy ani jeden z nich neńı navšt́ıven, nikdy nenastane.

Podstata tohoto požadavku je to, že A a T muśı být navšt́ıveny najednou. Pro
základńı představu je tedy vhodné umı́stit si počátek pohybu B do A a počátek
pohybu G do T , nebot’ výše zmı́něná podmı́nka je pak splněna triviálně, a nav́ıc je
jasné, že body A a T budou navšt́ıveny – hned v čase 0. Tuto představu ve svých
textech použ́ıvá Napier.

B procháźı bodem A stejnou rychlost́ı, jakou G procháźı bodem T

Nakonec do hry vstupuje ještě rychlost pohybuj́ıćıch se bod̊u, která muśı být při
pr̊uchodech body A a T stejná pro oba body B a G. Zat́ımco Napier ve svých
knihách použ́ıvá intuitivńı představu rychlosti a nijak jej́ı význam nevysvětluje,
my si ji definujeme přesně.

Pojem rychlost známe z fyziky, kapitoly o kinematice hmotného bodu. Pohyby
reálných předmět̊u (let́ıćı letadlo, hrot propisky ṕı̌śıćı po paṕı̌re, Země ob́ıhaj́ıćı
kolem Slunce) si v př́ıpadě, že jsou rozměry těchto těles v dané vztažné soustavě
zanedbatelné, zjednodušeně představujeme jako pohyby myšlených, takzvaných
hmotných bod̊u ve zjednodušeném – myšlenkovém světě, např́ıklad v prostoru R3.
Tyto hmotné body reprezentuj́ı reálné předměty pouze jejich polohou a hmot-
nost́ı. Pro spoustu úloh jsou totiž vlastnosti jako tvar či hustota zanedbatelné a
proto nemá smysl je zohledňovat. Hmotné body svým pohybem s postupem času
opisuj́ı trajektorii (myšlená čára v prostoru, po které se bod pohybuje), jej́ıž
délku nazýváme dráhou. Pro každý čas od začátku pohybu má trajektorie nějakou
délku, proto lze na dráhu nahĺıžet jako na reálnou funkci, jej́ıž proměnná je čas.
Důležité vlastnosti pohyb̊u předmět̊u v reálném světě jsou, že neměńı skokově svou
pozici ani rychlost, vše se děje plynule (i kulka vystřelená z pistole plynule zrych-
luje z nulové na nadzvukovou rychlost). To souviśı s t́ım, že předměty reálného
světa maj́ı nenulovou hmotnost. Zmı́něné vlastnosti se přenáš́ı i na hmotné body
reprezentuj́ıćı tyto předměty.

Hmotné body tedy splňuj́ı dvě vlastnosti. Zaprvé, pohybuj́ı se souvisle – netele-
portuj́ı se na vzdálené pozice. Ekvivalentně ř́ıkáme, že maj́ı spojitou trajektorii.
Zadruhé, jejich rychlost se měńı plynule. T́ım máme na mysli, že dráha hmotného
bodu je spojitě diferencovatelná neboli hladká. Derivaćı jeho dráhy v čase t pak
máme na mysli okamžitou rychlost hmotného bodu v čase t.
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Stejná představa bude platit i pro body B a G, nicméně u nich ještě nev́ıme, zda se
pohybuj́ı spojitě a hladce. Neodpov́ıdaj́ı totiž žádným reálným pohyb̊um a nemaj́ı
ani žádnou hmotnost. Kdyby se pohybovaly nespojitě, má u nich v̊ubec smysl
hovořit o trajektorii? Tu bychom si pak představovali jako čáru, která je někde
přerušená – jako by se bod v určitém okamžiku teleportoval z mı́sta na jiné mı́sto
a pokračoval v pohybu tam. A co potom znamená dráha? Máme do ńı započ́ıtávat
i úsek, který bod přeskočil teleportaćı, nebo ne? Anebo, at’ jsou pohyby bod̊u
spojité, ale jejich dráhy nejsou hladké tj. grafy drah maj́ı ostré přechody (rychlost
se neměńı plynule). Tomu by odpov́ıdala např́ıklad situace, kdy délku trajektorie
bodu popisuje funkce S(t) = 5t pro t ∈< 0, 1) a S(t) = 10t − 5 pro t ∈< 1, 2 >.
Graf funkce S je pak lomená čára, která má v čase 1 zlom. V čase 1 se tedy
bod pohybuje okamžitou rychlost́ı 5? Anebo 10? Anebo něco mezi? Jak už jsme
zmı́nili, tyto otázky nemuśıme u hmotných bod̊u řešit proto, že d́ıky jejich kladné
hmotnosti pro ně tyto situace nenastávaj́ı.

Ve fyzice ale vždy zálež́ı na mı́̌re zjednodušeńı. Výše zmı́něnému př́ıkladu by mohla
(při adekvátńı mı́̌re zjednodušeńı) odpov́ıdat situace, kdy kamion jedoućı rychlost́ı
10 km/h nabere mouchu let́ıćı týmž směrem rychlost́ı 5 km/h po sekundě letu. Pro
pozorovatele stoj́ıćıho ve škarpě tak dojde ke skokovému nár̊ustu rychlosti mouchy,
a jej́ı dráhu by pak bylo rozumné přirovnat k výše uvedené funkci S.

Jak později zjist́ıme, body B a G se pohybuj́ı jako objekty reálného světa, tj.
spojitě a hladce, a mohli bychom na ně nahĺıžet jako na hmotné body. Protože
to ale ještě nev́ıme, nemůžeme pro ně použ́ıt pojmy trajektorie a dráha, které
dávaj́ı smysl jen pro hmotné body. Nicméně, pojem trajektorie nebudeme v̊ubec
potřebovat, a tedy se ani nemuśıme snažit o jeho definici. Pak ale dráhu muśıme
definovat jinak než ve fyzice (jako délku trajektorie).

Dráhou bodu B a G v daném čase máme na mysli jeho euklidovskou vzdálenost
od počátku svého pohybu v tomto čase. To samozřejmě neńı obecně v souladu s fy-
zikálńı definićı dráhy, nicméně v našem speciálńım př́ıpadě, kdy se body pohybuj́ı
př́ımočaře jedńım směrem, tyto dva zp̊usoby definice dráhy splývaj́ı.

Rychlost́ı bod̊u B a G v daném čase máme na mysli derivaci jeho dráhy v př́ıpadě,
že derivace existuje. Pokud v daném čase derivace dráhy neexistuje, potom v něm
nemá bod rychlost definovánu. Derivaćı v čase 0 máme na mysli derivaci zprava.
Situaćı, kdy derivace neexistuje, se však zabývat nemuśıme, nebot’ uvid́ıme, že už
z předchoźıch předpoklad̊u o pohybech bod̊u plyne, že takto definovaná dráha je
diferencovatelná pro všechny časy.

Necht’ t̄ je čas, v němž se B nacháźı v A, G se nacháźı v T a funkce popisuj́ıćı
dráhy bod̊u B a G jsou spojitě diferencovatelné v t̄. Potom požadujeme, aby se
derivace těchto funkćı (neboli rychlosti) v čase t̄ rovnaly. Zat́ım jsme nedokázali, že
takový čas t̄ existuje, ani že dráhy bod̊u B a G jsou v tomto čase diferencovatelné.
Požadujeme ale, aby v př́ıpadě, že tato situace nastane, si derivace byly rovny.
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Uvedené požadavky shrneme do stručného seznamu:

1. Pravidlo pohybu bodu B o zachováńı vzdálenosti.
2. Pravidlo pohybu bodu G o zachováńı poměru.
3. Body B a G se pohybuj́ı zleva doprava.
4. B procháźı bodem A právě ve chv́ıli, kdy G procháźı bodem T .
5. B procháźı bodem A stejnou rychlost́ı, jakou G procháźı bodem T .

6.2 Definice logaritmu

Logaritmus vzdálenosti GS je za těchto předpoklad̊u definován jako vzdálenost
bodu B od bodu A, jestliže se v danou chv́ıli B nacháźı napravo od A. Pokud je
v danou chv́ıli B nalevo od A, je logaritmem hodnota vzdálenosti BA opatřená
záporným znaménkem.

T0 T S

G
x

A0 A F

B
−NapLog x

Vzhledem k tomu, že se body pohybuj́ı jedńım směrem a B procháźı A právě ve
chv́ıli, kdy G procháźı T , je logaritmus nulový pro č́ıslo TS = 107 (situace kdy se
G nacháźı v T ), kladný pro č́ısla menš́ı než 107, neboli když se G nacháźı napravo
od T , a je záporný pro č́ısla větš́ı než 107, kdy se G nacháźı nalevo od T .

6.2.1 Otázky vznikaj́ıćı ohledně Napierovy definice

Ještě než se pust́ıme do dokazováńı platnosti předpisu pro Napier̊uv logaritmus
z výše uvedených předpoklad̊u, objasńıme několik otázek, které mohly při čteńı
této kapitoly anebo dř́ıve při prvńım definováńı pohyb̊u bod̊u vyvstat.

Může se G dostat až za bod S?

Situace, kdy se G dostane za S nemůže nastat jednoduše proto, že součást́ı definice
pohybu bodu G je, že se tento pohyb uskutečňuje na dané polopř́ımce. Pohyby
bodu G v rovině, při kterých se G nacháźı mimo tuto polopř́ımku, tedy v úvahu
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nebereme. Ukážeme si ale, jak by teoreticky takový pohyb, kdy se G dostane až
za S, mohl vypadat. Pomyslně prodlouž́ıme polopř́ımku v př́ımku, bod G po ńı
necháme pohybovat tak, aby se v čase t = 0 nacházel v bodě T a v čase t > 0 se
nacházel na prodloužené polopř́ımce napravo od S v bodě vzdáleném od S přesně
TS · 2t. Pak by se jednalo o pohyb splňuj́ıćı všechny požadavky, při kterém se G
dostal až za bod S a dále se od něj vzdaluje.

Nemůže se ani stát, že by se G dostal do bodu S. Pak by totiž nemohla být
splněna podmı́nka, že se G pohybuje zleva doprava. Kamkoli by se v pozděǰśım
čase posunul, bud’ by se nacházel mimo polopř́ımku, což jsme vyloučili, nebo by
byl stále v bodu S a tud́ıž se neposunul zleva doprava, anebo by se nacházel na
polopř́ımce nalevo od mı́st, ve kterých už byl, což také porušuje požadavek 3. Zde
je vidět, že muśıme požadovat, aby se G pohyboval zleva doprava a nikoli jen to, že
jeho dráha (vzdálenost od počátku pohybu) má být rostoućı. V takovém př́ıpadě
by se totiž bod G mohl z bodu T posunovat zrychluj́ıćı tendenćı směrem doleva a
zachovávat všechny zbylé podmı́nky, což by nebyl pohyb dle Napierových představ.

Proč pohyby muśı zač́ınat nalevo od bod̊u A a T?

To, že pohyb B zač́ıná před A nebo v A a pohyb G zač́ıná před T nebo v T
potřebujeme jen proto, abychom dále mohli vyžadovat, že B procháźı A přesně ve
chv́ıli, kdy G procháźı T a procháźı j́ım stejnou rychlost́ı. Muśıme totiž pohyby
bod̊u B a G vhodným zp̊usobem provázat. Kdybychom to neudělali, nedalo by se
mluvit o konkrétńı definici Napierova logaritmu. Jistě bychom vymysleli spoustu
pohyb̊u bod̊u B a G (např́ıklad dvě r̊uzné rychlosti bodu B při jednom daném
pohybu G), které by splňovaly dané požadavky. Nebylo by jasné, pro kterou vari-
antu se rozhodnout. Logaritmů bychom tak měli nekonečně mnoho a závisely by na
výběru konkrétńıch pohyb̊u. My ukážeme, že když pohyby provážeme podmı́nkami
4 a 5, vede to na jednoznačnou definici logaritmu.

Napier tuto podmı́nku realizoval tak, že nechal oba body pohybovat najednou
stejnou ryclost́ı právě z bod̊u A a T . Celkem precizně popsal, co se děje v situaci,
kdy se G nacháźı na úsečce TS, čemuž odpov́ıdaj́ı kladné hodnoty logaritmů, ale
poté zmı́nil už jen pár větami, že pro opačný směr myšleného pohybu bodu G
(před bod T ) plat́ı tytéž vztahy analogicky a že hodnoty logaritmů jsou záporné.
My na rozd́ıl od Napiera postupujeme stejně precizně pro každou situaci.

Muśıme explicitně požadovat, aby se body pohybovaly zleva doprava?

Intuitivně si pohyb bod̊u představujeme tak, že prob́ıhá jedńım směrem a k tomu
nav́ıc spojitě. Existuj́ı však pohyby bod̊u, které prob́ıhaj́ı nespojitě anebo se do-
konce vraćı doleva a přitom splňuj́ı pravidla o zachováńı vzdálenosti či poměru.
Př́ıklad takového pohybu si ukážeme u bodu B. Háček je v tom, že jsme schopni
zkoumat pohyby pouze v časech, které jsou celoč́ıselnými násobky zvoleného ∆t.
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Představme si, že B zač́ıná sv̊uj pohyb v A, vyskytuje se pouze napravo od A či
v A a jeho vzdálenost od A v čase t ≥ 0 je popsána funkćı S(t) = t pro t racionálńı
a funkćı S(t) = t√

2
pro časy iracionálńı. Pravidlo 1 je tak splněno. V čase 1 je tak

B od A vzdálený 1. V čase t = 1, 4 se nacháźı ve vzdálenosti S(t) = 1, 4. Potom se
v čase

√
2 najednou nacháźı zase ve vzdálenosti 1. Tud́ıž se vrátil zpět (jeho dráha

neńı rostoućı) a nav́ıc tam, kde už jednou byl (jeho dráha neńı prostá). Takové
chováńı bod̊u Napier rozhodně nechtěl. On předpokládal, že se body pohybuj́ı
pouze zleva doprava, což bylo vyjádřeno t́ım, že jeden bod svým pohybem maže,
a druhý vykresluje úsečku. My tento předpoklad vyžadujeme explicitně.

Kdybychom bod̊um zakázali pouze vracet se, mohlo by se stát, že body B a G
budou celou dobu stát na mı́stě v počátku svého pohybu, za který zvoĺıme bod
r̊uzný od A a r̊uzný od T . Bod B by se pohyboval konstantńı nulovou rychlost́ı a
vzdálenost GS měřená po jednotlivých časových úsećıch by měla konstantńı poměr
1. Tyto pohyby splňuj́ı všechny ostatńı podmı́nky, ale jsou nezaj́ımavé a rozhodně
neurčuj́ı žádný logaritmus.

Jak to Napier vlastně myslel?

Následuj́ıćı věty jsou doslovnými překlady Napierových definic pohyb̊u bod̊u
z knihy Constructio.

Def. 1 Řekneme, že úsečka se prodlužuje uniformě, jestliže bod, který ji popisuje,
uraźı za stejně dlouhé časové úseky stejně dlouhé intervaly vzdálenost́ı.

Def. 2 Řekneme, že úsečka se zkracuje proporcionálně, jestliže bod, který ji po-
pisuje, ji ve stejných časových intervalech postupně zkracuje na úseky v pevném
poměru k délce čáry, která zbývala před zkráceńım.

Prvńı definice odpov́ıdá pohybu bodu B, druhá bodu G. Tyto definice se však daj́ı
chápat mnohem striktněji, než jak jsme zat́ım zvykĺı se na pohyby bod̊u d́ıvat.
Rozd́ıl si vysvětĺıme na bodu B. Doted’ jsme požadovali určité chováńı tohoto
bodu v časech i∆t, i ∈ N pro zvolené ∆t. Bod B se má mezi dvěma sousedńımi
časy uvedeného tvaru posunout vždy o stejnou vzdálenost. Napierovu definici však
můžeme chápat striktněji tak, že pro zvolené ∆t a následně libovolné dvě volby
t1 a t2 plat́ı, že B uraźı mezi časy t1 a t1 +∆t stejnou vzdálenost, jako mezi časy
t2 a t2 + ∆t. My jsme doted’ použ́ıvali slabš́ı podmı́nku, kdy jsme tuto vlastnost
vyžadovali pouze od čas̊u t1, t2 tvaru i∆t a nikoli zcela libovolných čas̊u.

Nad touto záležitost́ı se pozastavuji proto, že z Napierových text̊u neńı zcela
jasné, kterou variantu výkladu měl na mysli. Je dost možné, že o tom v̊ubec ani
nepřemýšlel. Na jednu stranu jeho definice sama o sobě ve své obecnosti vyjadřuje
striktněǰśı variantu. Na stranu druhou, ve svých výpočtech a odvozeńıch Napier
použ́ıvá vždy pouze slabš́ı zp̊usob výkladu, pracuje pouze se sousedńımi časy tvaru
i∆t.
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Slabš́ı varianta společně s podmı́nkou 3 o jednosměrnosti pohybu implikuje, že
pohyby bod̊u splňuj́ı striktněǰśı variantu. Naopak, kdybychom nahradili pravidla
o pohybu bod̊u striktněǰśımi a vynechali požadavek 3, dostali bychom se do situace,
kdy nic nebráńı tomu, aby se body začaly pohybovat doleva. Takže bod G by se
s pevným poměrem začal vzdalovat S a logaritmus by byl rostoućı. Tedy, podmı́nku
3 potřebujeme v obou př́ıpadech a vzhledem k tomu, že pro korektńı definováńı
logaritmu k ńı stač́ı přidat slabš́ı variantu pravidla pohybu, budeme si Napierovy
definice vykládat v tomto smyslu.

6.3 Odvozeńı prvńım zp̊usobem

Nejprve ukážeme rychleǰśı a možná př́ımočařeǰśı cestu, jak se dobrat ćıleného
vzorce. Pro dobrý myšlenkový vstup do situace je čtenáři doporučeno rozmys-
let si následuj́ıćı úlohu: Po úsečce délky 1 se z jednoho kraje na druhý pohybuje
bod tak, že jeho okamžitá rychlost je rovna aktuálńı vzdálenosti ke konci. Ćılem
je zjistit funkčńı předpis pro dráhu tohoto bodu.

Postup stav́ı na mnohem v́ıce předpokladech. Některé intuitivńı vlastnosti nedo-
kazujeme. Předpokládáme speciálně, že oba body zač́ınaj́ı sv̊uj pohyb v bodech
A a T . Využijeme také Napierova tvrzeńı 5.2.1 z knihy Constructio, že rychlost
bodu G je př́ımo úměrná jeho vzdálenosti k S, neboli že pro nějaké kladné k plat́ı
vG(t) = k(TS − s(t)), kde s je dráha bodu G. Vzhledem k tomu, že rychlost je
derivaćı dráhy, źıskáme

k(TS − s(t)) = vG(t) = s′(t).

Stač́ı uhodnout funkci s splňuj́ıćı tuto diferenciálńı rovnici. Můžeme si všimnout,
řešeńım je s(t) = TS + ce−kt. Protože s(0) = 0, muśı být c = −TS a źıskáváme
tak

s(t) = TS(1− e−kt).

Mějme tedy bod G, který započal sv̊uj pohyb z bodu T a po nějaké době t byl
zastaven, č́ımž byla odměřena vzdálenost GS = TS − s(t) = TSe−kt. Logaritmem
této vzdálenosti je dle Napierovy definice dráha, kterou B urazil za tento čas.
Protože se B se pohybuje rovnoměrně př́ımočaře neboli konstantńı rychlost́ı, která
je nav́ıc rovna rychlosti G na začátku pohybu v v čase 0, máme pro dráhu S bodu
B v čase t vztah S(t) = tvG(0) = tkTS. Plat́ı tedy

NapLog TSe−kt = tkTS.

Zvolme libovolné x z intervalu (0, TS⟩. Nalezneme čas t, ve kterém je x vzdálenost,
která zbývá bodu G do bodu S, tj. x = GS = TSe−kt. Tento čas źıskáme jako
t = 1

k
ln TS

x
. Vı́me, že Napier položil TS = 107. Pak tedy jest

NapLog x = 107 ln
107

x
.

Uvedený postup má však několik nedostatk̊u. Např́ıklad neńı jasné, zda vzoreček
plat́ı pro č́ısla větš́ı než 107, anebo proč plat́ı Napierovo tvrzeńı, že rychlost bodu
G je př́ımo úměrná jeho vzdálenosti k S.
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6.4 Precizńı odvozeńı vzorce pro Napier̊uv loga-

ritmus

Necht’ jsou dány pohyby bod̊u B a G splňuj́ıćı podmı́nky 1 až 5. Ještě nev́ıme, zda
v̊ubec takové pohyby existuj́ı, ani zda je tyto podmı́nky určuj́ı jednoznačně, tj. zda
tyto podmı́nky vedou na jednu jedinou možnou definici logaritmu. Předpokládáme
každopádně, že nějaké pohyby splňuj́ıćı tyto podmı́nky existuj́ı a v procesu odvo-
zováńı budeme postupně zjǐst’ovat, jaké daľśı vlastnosti pro ně plynou. Zjist́ıme,
že zmı́něných pět požadavk̊u přesně určuje, jak muśı takové pohyby vypadat. To
bude zároveň návod, jak pohyby s požadovanými vlastnostmi nalézt.

6.4.1 Pohyb bodu B na př́ımce

Pohyb zač́ıná v čase 0 v bodě A0, umı́stěném nalevo od bodu A nebo v bodě A.
V každém časovém okamžiku se bod B nacháźı někde na př́ımce, a má tak od bodu
A0 konečnou vzdálenost. Můžeme tedy definovat funkci S(t) vyjadřuj́ıćı vzdálenost
bodu B od počátečńıho bodu A0 v čase t, kterou nazveme dráhou bodu B. Protože
se B pohybuje pouze jedńım směrem a tud́ıž se od počátku pohybu vzdaluje, je
funkce S rostoućı, tedy v čase t = 1 máme S(1) > 0.

Zvolme n ∈ N. Položme ∆t = 1
n
. Dle podmı́nky 1 uraźı B za každý časový úsek

∆t stejnou vzdálenost. Vzhledem k tomu, že celková vzdálenost za všech n úsek̊u
je S(1), je vzdálenost uražená za čas ∆t rovna S(1)

n
. Máme tedy S(i∆t) = iS(1)

n
pro

všechna i ∈ N0. Pro časy tvaru t = i
n
= i∆t tud́ıž plat́ı

S(t) = tS(1). (1)

Už tedy v́ıme, jak funkce S vypadá v časech, které jsou racionálńımi č́ısly. Otázkou
dále je, co se děje v časech iracionálńıch.

Budeme se snažit dokázat, že předpis (1) plat́ı pro všechny časy. Předpokládejme
pro spor, že pro nějaký iracionálńı čas t plat́ı tS(1) < S(t) neboli že v tomto čase
je skutečná vzdálenost B od A0 větš́ı, než vzdálenost źıskaná použit́ım předpisu
(1) odvozeného pro racionálńı časy. Vyděleńım vztahu č́ıslem S(1) > 0 źıskáme

t < S(t)
S(1)

. Z hustoty racionálńıch č́ısel v R existuje racionálńı čas tr splňuj́ıćı t < tr <
S(t)
S(1)

. Vynásobeńım druhé nerovnosti č́ıslem S(1) dostaneme trS(1) < S(t). Čas tr
je ale racionálńı a tud́ıž pro něj plat́ı trS(1) = S(tr). Za předpokladu existence
času t jsme tedy nalezli čas tr splňuj́ıćı t < tr a zároveň S(tr) < S(t), což je spor
s t́ım, že funkce S je rostoućı.

Předpokládejme nyńı tS(1) > S(t). Podobně jako v předchoźı úvaze nalezneme
racionálńı č́ıslo ts, že tS(1) > S(ts) = tsS(1) > S(t). Pak bude platit ts < t a
zároveň S(ts) > S(t), což je opět spor s t́ım, že S je rostoućı viz požadavek 3.
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Jediná možnost která zbývá je tak S(t) = tS(1). Dráha S bodu B je tedy lineárńı
funkce, která je diferencovatelná ve všech bodech svého definičńıho oboru. Protože
rychlost je derivaćı dráhy podle času, pro bod B v čase t źıskáme

vB(t) = S ′(t) = S(1), (2)

bod B se tedy pohybuje konstantńı rychlost́ı přesně tak, jak si to představoval
Napier.

6.4.2 Pohyb bodu G na polopř́ımce

Pohyb zač́ıná v čase 0 v bodě T0, umı́stěném nalevo od bodu T nebo v bodě T .
Opět nás bude zaj́ımat funkce vyjadřuj́ıćı jeho vzdálenost od počátku pohybu T0

v čase t. Tuto funkci označ́ıme s(t). Protože se bod G pohybuje jedńım směrem
(zleva doprava), je funkce s rostoućı. Bod polopř́ımky, v němž se nacháźı G v čase
t, budeme značit Tt. Označme

a =
T1S

T0S
. (3)

Dı́ky požadavku 3 nemůže G stát na mı́stě a pohybuje se směrem k S, tud́ıž je
a < 1. Protože se G nemůže nikdy nacházet v S, je a > 0.

Zvolme ∆t = 1
2
a zaznamenejme polohu G po těchto časových intervalech. Vznik-

nou body T 1
2
, T1, T 3

2
, · · · . Z definice pohybu bodu G plat́ı

T 1
2
S

T0S
=

T1S

T 1
2
S

=
T 3

2
S

T1S
=

T2S

T 3
2
S
· · ·

Protože T1S
(3)
= aT0S, z prvńı rovnosti výše tak můžeme vyjádřit T 1

2
S =

√
a · T0S.

Z druhé rovnosti vyjádř́ıme T 3
2
S = (T1S)2

T 1
2
S

= (aT0S)2

a
1
2 T0S

= a
3
2T0S. Zobecněńım pro

i ∈ N, i ≥ 2 máme

T i
2
S =

(T i−1
2
S)2

T i−2
2
S

=
(a

i−1
2 T0S)

2

a
i−2
2 T0S

= a
i
2T0S.

Pro časy t, které jsou celoč́ıselným násobkem 1
2
tedy plat́ı

TtS = atT0S. (4)
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Protože obecně s(t) = T0S − TtS, źıskáme pro tyto časy předpis funkce s ve tvaru

s(t) = T0S(1− at). (5)

Stejně jako u pohybu po př́ımce budeme dále cht́ıt dokázat, že tento vzoreček plat́ı
pro všechny časy t > 0 a nejen pro ty, které jsou násobky 1

2
.

Nejprve jeho platnost ukážeme pro racionálńı č́ısla. Mějme n ∈ N. Položme ∆t = 1
n
.

Dle definice pohybu bodu G plat́ı

T 1
n
S

T0S
=

T 2
n
S

T 1
n
S

=
T 3

n
S

T 2
n
S

= · · · = T1S

Tn−1
n
S

=
Tn+1

n
S

T1S
= · · ·

Členy T j
n
S chceme vyjádřit univerzálně pomoćı T0S a T1S. Jak vid́ıme, sousedńı

prvky posloupnosti T0S, T 1
n
S, T 2

n
S, · · · maj́ı konstantńı poměr, a tvoř́ı tedy ge-

ometrickou posloupnost s nějakým kvocientem q. Protože T1S je n-tým prvkem

této posloupnosti, znamená to T1S = qnT0S a kvocient je tedy q = (T1S
T0S

)
1
n

(3)
= a

1
n .

Každý člen této posloupnosti je tedy tvaru T j
n
S = qjT0S = a

j
nT0S. Ověřili jsme

tak, že pro časy t, které jsou celoč́ıselnými násobky 1
n
, také plat́ı předpis (4) a

tud́ıž i (5). Protože n bylo voleno libovolně, plat́ı tento vztah pro všechny kladné
racionálńı časy.

Uvažujme nyńı pro spor čas t, který je iracionálńım č́ıslem, pro nějž neplat́ı TtS =
atT0S. Předpokládejme nejprve atT0S < TtS. Obě strany nerovnosti vyděĺıme
kladným č́ıslem T0S a zlogaritmujeme při základu a < 1, č́ımž dojde ke změně
znaménka nerovnosti a źıskáme t > loga

TtS
T0S

. Z hustoty racionálńıch č́ısel v R
nalezneme racionálńı čas tr splňuj́ıćı t > tr > loga

TtS
T0S

. Odlogaritmováńım druhé

nerovnosti a přenásobeńım obou jej́ıch stran T0S źıskáme atrT0S < TtS. Protože tr
je racionálńı, dle předchoźıho plat́ı atrT0S = TtrS. Nalezli jsme tedy čas tr splňuj́ıćı
tr < t a zároveň TtrS < TtS, přičemž druhá nerovnost ř́ıká, že vzdálenost G k S
je v dř́ıvěǰśım čase tr menš́ı, než v pozděǰśım čase t. To je spor s požadavkem 3,
že G se k S s časem přibližuje, tj. že se posouvá doprava.

Předpokládejme nyńı, že plat́ı TtS < atT0S. Opět najdeme racionálńı čas ts
splňuj́ıćı TtS < atsT0S < atT0S. Z druhé nerovnosti plyne ts > t. Prvńı ř́ıká,
že v pozděǰśım čase ts je bod G od bodu S v́ıce vzdálený, než v čase dř́ıvěǰśım t.
To je opět spor s t́ım, že se G posouvá doprava.

I v iracionálńım čase t proto plat́ı vztahy (4) a (5). Popsali jsme tedy dráhu bodu
G funkčńım předpisem.

Z toho např́ıklad plyne Napierovo tvrzeńı 5.2.1 z knihy Constructio, že rychlost
bodu G je př́ımo úměrná jeho vzdálenosti k S. Protože funkce s je nekonečně
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hladká (jedná se o exponenciálńı funkci), má bod G v každém čase nějakou
okamžitou rychlost a plat́ı pro ni vztah

vG(t) = s′(t) = −atT0S ln(a). (6)

Protože dle (4) je vzdálenost bodu G k bodu S v čase t rovna atT0S, tak opravdu
plat́ı, že rychlost bodu G je př́ımo úměrná jeho vzdálenosti k S. Koeficient
úměrnosti je zde − ln(a).

Podmı́nky 1 až 3 jsme tedy využili k tomu, abychom popsali dráhy bod̊u A a G
funkcemi S(t) a s(t).

6.4.3 Použit́ı podmı́nek o rychlostech a finálńı odvozeńı

Protože funkce S(t) je surjektivńı a oborem hodnot je celý interval ⟨0,∞), funkce
s(t) je také surjektivńı a oborem hodnot je celý interval ⟨0, T0S) a body se dle
podmı́nky 3 posouvaj́ı doprava, bude A někdy navšt́ıven bodem B a T někdy
navšt́ıven bodem G. Dle podmı́nky 4 se tyto časy maj́ı rovnat. Tento společný čas
návštěvy bod̊u A a T budeme značit t̄.

To, že se G v čase t̄ nacháźı v bodě T znamená, že v tomto čase urazil dráhu délky

T0T , což je vyjádřeno vztahem T0S(1− at̄)
(5)
= s(t̄) = T0T neboli

at̄T0S = T0S − T0T = TS. (7)

Protože dle podmı́nky 5 se v čase t̄ maj́ı rovnat rychlosti, muśı platit také

S(1)
(2)
= vB(t̄) = vG(t̄)

(6)
= −at̄T0S ln(a)

(7)
= −TS ln(a). (8)

To, že se B v čase t̄ nacháźı v bodě A znamená, že v tomto čase urazil dráhu délky

A0A, což je vyjádřeno vztahem A0A = S(t̄)
(1)
= t̄S(1). Ze vztahu (7) vyjádř́ıme

t̄ = loga
TS
T0S

a źıskáme tak

A0A = t̄S(1) = S(1) loga
TS

T0S
. (9)
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Připomeňme, že Napier za těchto podmı́nek definoval logaritmus vzdálenosti, která
zbývá bodu G k bodu S následovně. Jestliže je B napravo od A či v A, je loga-
ritmem č́ısla GS vzdálenost AB = S(t)− A0A. Jestliže je B nalevo od A, potom
je logaritmem č́ısla GS záporná hodnota vzdálenosti BA neboli −(A0A − S(t)).
Hodnotu logaritmu tedy můžeme souhrnně vyjádřit jako

NapLogGS = S(t)− A0A, (10)

kde t je čas, za který se G dostal do aktuálńı polohy.

At’ je někde na polopř́ımce bod G zastaven v čase t, č́ımž je dána vzdálenost

GS = TtS =
(4)
= atT0S. Potom máme

NapLog atT0S = NapLogGS
(10)
= S(t)− A0A

(1)
= tS(1)− A0A

(9)
= tS(1)− S(1) loga

TS

T0S

(8)
= TS ln(a)(loga

TS

T0S
− t).

Necht’ nás zaj́ımá logaritmus č́ısla x > 0. Necháme bod G startovat sv̊uj pohyb ve
vzdálenosti od S větš́ı nebo rovné x, tj. T0S ≥ x. Potom totiž existuje čas t ≥ 0
splňuj́ıćı x = atT0S, který bychom nalezli jako t = loga

x
T0S

. Dosazeńım źıskáme
rovnici

NapLog x = TS ln(a)(loga
TS

T0S
− loga

x

T0S
) = TS ln(a) loga

TS

x
= TS ln(a)

ln TS
x

ln(a)
.

Protože TS = 107, konečný tvar Napierova logaritmu pro libovolně zvolené kladné
x je

NapLog x = 107 ln
107

x
.

Zaj́ımavé na tomto výsledku je, že ačkoliv jsme celou dobu pracovali s časem
a parametry jako je počátečńı vzdálenost B od A, počátečńı vzdálenost G od T ,
rychlosti obou bod̊u či poměr a, tak se ve výsledku ukázalo, že na ničem z toho neńı
definice Napierova logaritmu závislá. Tyto parametry byly jen pomocné a vytvořili
jsme si je uměle pro zp̊usob, kterým jsme funkčńı předpis logaritmu odvodili.
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Závěr

Ukázali jsme, jaké okolnosti vedly k zavedeńı logaritmů, kdo je považován za jejich
vynálezce a jakým zp̊usobem uvažoval při jejich definováńı. V závěru ještě stručně
zmı́ńıme následný vývoj logaritmů jakožto mechanismu urychluj́ıćıho zdlouhavé
výpočty. Historické informace pro tuto kapitolu jsou čerpány z knihy (González-
Velasco, [4]).

Napierovy logaritmy se na světě př́ılǐs dlouho neohřály. Byly totiž brzy nahra-
zeny efektivněǰśımi logaritmy dekadickými. Rok po vydáńı knihy Descriptio Na-
piera navšt́ıvil londýnský profesor geometrie Henry Briggs (1561–1631) s návrhem
několika změn. Ty se týkaly dvou následuj́ıćıch problémů.

Jak jsme viděli v př́ıkladu 4.4.4 zabývaj́ıćım se výpočtem součinu dvou č́ısel po-
moćı Napierova logaritmu, protože z xy

x
= y

1
d́ıky tvrzeńı 4.2.1 o logaritmech dvo-

jic se stejným poměrem plyne NapLog xy = NapLog x + NapLog y − NapLog 1,
je při každém použit́ı logaritmů pro zjednodušeńı součinu dvou č́ısel potřeba
odeč́ıst konstantu NapLog 1 = 161180894. Nav́ıc, protože je tento logaritmus
hodně velký, v d̊usledku kumulace zaokrouhlovaćıch chyb je dokonce určen dost
nepřesně. Dnes můžeme vypoč́ıtat, že správná zaokrouhlená hodnota by měla být
161180957. Stejně tak se tato konstanta vyskytuje při výpočtu logaritmu pod́ılu
NapLog x

y
= NapLog x− NapLog y +NapLog 1.

Daľśı nepř́ıjemnost je přič́ıtáńı č́ısla 23025842, 34, které určuje rozd́ıl logaritmů č́ısel
s poměrem 10 : 1, což použ́ıváme velmi často v př́ıpadech, kdy se č́ısla lǐśı velikost́ı,
ale ne ciframi. S touto konstantou muśıme pracovat při použ́ıváńı Napierových
hodnot k hledáńı logaritmů č́ısel malých či naopak velkých.

O řešeńı těchto nedostatk̊u přemýšleli Napier s Briggsem nezávisle. V obou
př́ıpadech to vedlo na nový logaritmus a výpočet nových tabulek zcela od začátku.

Shodli se, že nejvhodněǰśı bude, aby logaritmus jedné byl nula a nav́ıc, aby loga-
ritmus deseti měl hodnotu 1010, č́ımž jsou vyřešeny oba p̊uvodńı nedostatky. Tyto
požadavky na nový logaritmus jsou zmı́něny v dodatku knihy Constructio

”
Among the various improvements of Logarithms, the more important is that which

adopts a cypher as the Logarithm of unity, and 10,000,000,000 as the Logarithm
of either one tenth of unity or ten times unity.“
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Výpočt̊u nových tabulek se ujal už jen mladš́ı Briggs. Proto jsou dekadické lo-
garitmy také někdy nazývány Briggsovy. V létě 1617, navšt́ıvil Briggs Napiera
podruhé, aby mu ukázal své šestnáctistránkové tabulky Logarithmorum Chilias
Prima s logaritmy č́ısel 1 až 1000 přičemž přesnost zvýšil na 14 cifer oproti deseti.
Prvńı strana těchto tabulek je vidět na obrázku 6.1.

Logaritmy tedy stále byla celá č́ısla, jejich ciferné hodnoty se ale od těch dnešńıch
nijak nelǐśı.

Briggs roku 1624 v d́ıle Arithmetica logarithmica vydal nové velké tabulky, pro
č́ısla 1 — 20 000 a 90 000 – 100 000 s přesnost́ı na 14 cifer. Mezera od 20 000
do 90 000 vznikla proto, že Briggs nejprve neznal metody, jak efektivně spoč́ıtat
logaritmy č́ısel z tohoto rozmeźı. Tuto mezeru doplnil roku 1628 holand’an Adriaan
Vlacq (1600 – 1667), sńıžil nicméně přesnost na 10 cifer. Tyto tabulky sloužily
bez výrazněǰśıch změn až do stolet́ı dvacátého. Na oslavu prvńıch dekadických
tabulek z roku 1624 začal roku 1924 Alexander John Thompson pracovat na nových
tabulkách s přesnost́ı na 20 desetinných mı́st, dokončeny byly roku 1949. Kapesńı
kalkulátory se začaly objevovat až v 70. letech.
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Obrázek 6.1: Tabulka dekadických logaritmů, zdroj: http://www.pmonta.com/

tables/logarithmorum-chilias-prima/index.html, staženo dne 4. 3. 2019
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4.1 Prvńı strana Napierových tabulek (Napier, [8]) . . . . . . . . . . . . 46
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