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Uvod

V dnesni dobé se v praxi casto setkdvame s potfebou modelovat diskrétni
casové fady (mysleno ¢asové fady diskrétnich ndhodnych veli¢in). V mnoha pri-
padech k tomu miizeme pouzit teorii pro spojité rady. To ale neplati naptiklad
pro Tfady s malymi hodnotami. Zaroven nemiizeme pouzit ani zobecnéné linearni
modely, protoze tyto fady jsou casto silné korelované. Zacalo se proto premyslet,
jak modifikovat znamé modely, aby se daly pouzit i na diskrétni rady.

Jednim z typu diskrétnich fad jsou casové rady poctu udalosti. Je prirozené
vytvorit pro né model, ktery pracuje s Poissonovo rozdélenim. V literature se ob-
jevuje nékolik takovych modelu (McKenzie, 2003), my se zaméfime na INARCH
model, ktery predpoklada podminéné Poissonovo rozdéleni s podminénou stiedni
hodnotou zavislou na minulych pozorovanich.

V prvni kapitole si pripomeneme nékteré zakladni pojmy. Druhou kapitolu veé-
nujeme pravé linearnim INARCH modeltim. Rozebereme jejich vlastnosti a vztah
ke standardnim AR modeltim. Predstavime i nékolik riznych metod odhadu pa-
rametrt modelu. Ve tfeti kapitole se podivame na mozna zobecnéni, mezi které
patii napriklad INGARCH model nebo nelinearni INARCH model. V posledni
kapitole pak budeme popsanou metodologii ilustrovat na reilnych datech. Uve-
deme téz simula¢ni studii pro porovnani jednotlivych metod odhadu.



1. Zakladni pojmy

V prvni kapitole se zamérime na vysvétleni vybranych pojmi, které vyuzijeme
v dalsich castech této prace.

1.1 Poissonovo rozdéleni

Néhodna velicina Y ma Poissonovo rozdélent, jestlize nabyva hodnoty k&
z mnoziny {0,1,2,...} s pravdépodobnosti

)\k N
kde A > 0. Zna¢ime Y ~ Po ().
Toto rozdéleni patii mezi rozdéleni exponencidlniho typu, nebof pravdépo-

dobnostni funkci mtzeme prepsat do tvaru

k¢ —b(¢)

P(Y:k:):exp{ p

Felh)
V piipadé Poissonova rozdéleni ¢ = log \, ¢ = 1, b(¢) = e* a c(k,p) = —logk!.
Specifickou vlastnosti Poissonova rozdéleni je rovnost stiedni hodnoty a roz-
ptylu
EY =varY = \.
Uvedme i druhy moment Poissonova rozdéleni, nebot ho vyuzijeme v nasledujicich
kapitolach
EY? =X+ A
Jesté miizeme zminit, zZe pro vysoké hodnoty A se d4 Poissonovo rozdéleni
aproximovat normélnim rozdélenim N (A, A). Pro celo¢iselné A toto tvrzeni vy-

chazi z centralni limitni véty pouzité na nezavislé stejné rozdélené nahodné veli-
¢iny Xq, Xo, ... s rozdélenim Po (1)

Y-Ap 1 ﬁ:
\/_ \/_
Vyuzivame tu vlastnost Poissonova rozdéleni, podle které soucet nezavislych na-

hodnych veli¢in X, ..., X,, kde X; ~ Po();), ma Poissonovo rozdéleni s para-
metrem A = A + ...+ A\,.

—>N(0 1).

1.2 Zakladni vlastnosti procesii

Abychom mohli zkoumat nékteré vlastnosti procesu, pottebujeme, aby bylo
jeho chovani v jistém smyslu ustalené. Definujeme proto pojem striktni a slabé
stacionarity.

Rekneme, Ze ndhodny proces {Y;,t € T} je striktné staciondrni, jestlize pro li-
bovolné n € N, pro libovolna yy,...,y, a pro libovolna ¢y,....t, a h takova, ze
treT, t,+heT,1>k>n,plati

P<Y;1 :yla"'aiftn :yn> :P(Y;f1+h:y17"'7}/;ﬁn+h:yn)'
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Disledkem této vlastnosti je, ze vSechna Y; maji stejné rozdéleni.

Néhodny proces {Y;,t € T} s koneénymi druhymi momenty se nazyva slabé
staciondrni, jestlize ma konstantni stfedni hodnotu EY, = p pro vSechna t € T
a autokovarian¢ni funkce R(s,t) je funkei pouze t — s.

Striktné stacionarni proces s konec¢nymi druhymi momenty je i slabé stacio-
narni.

1.3 Podminéna stredni hodnota

V celé této praci budeme pracovat s podminénym rozdélenim, pripomenme si
proto definici nékterych zakladnich pojmai.

Necht X € £1(Q, A,P) a F C A je o-algebra. Podminénd stredni hodnota X
pri F je ndhodna velic¢ina E(X|F) spliujici

L E(X|F) € £1( A, Prr),

2. VB e F: [ XdP = [z E(X|F)dP.
Podminenou stredni hodnotu X pri Y pak definujeme jako

E(X]Y) = E(X|o(Y) s
podminenou pravdépodobnost jevu A € A za podminky Y jako
P(A[Y) = E(14]Y),
a podmineny rozptyl X pri Y pro X € L5(), A, P) jako
var(X[Y) = E([X — EXY)]*|Y).

Uvedme si i par vlastnosti podminéné stfedni hodnoty a podminéného roz-
ptylu, které pozdéji vyuzijeme.

Necht X, X, X5 € £1(Q,A,P), a,b, c € R. Pak pro podminénou stredni hod-
notu plati:

1. E(E(X|Y)) = EX,
2. E(aX; +bXy+c|Y) =aE(X1]Y) +bE(X2]Y) + ¢ sj.,
3. E(f(Y)X|Y) = f(Y)E(X]Y) s.j.
4. E(E(X|Y) [£(Y) = E(X|F(Y)) s..
Navic pokud X € £,(Q, A, P), plati
var(X) = var(E(X|Y)) + E(var (X|Y)).

Dukazy a dalsi vlastnosti mizeme nalézt napiiklad v knize [Lachout| (2004 nebo
Andél| (2011)).



1.4 Markovuv retézec

Diilezitou ttidou procest jsou Markovovy fetézce. Charakteristickou vlastnosti
téchto procest je, ze pokud zname soucasnou hodnotu, budouci hodnoty procesu
zavisi pouze na této soucasné hodnoté.

Zékladni vlastnosti Markovovych tfetézcii uvadi naptiklad Praskova a Lachout
(1998)), pokroéilejsimi vlastnostmi se zabyvaji mimo jiné Meyn a Tweedie| (1993).

Proces {Y;,t € Ny} se nazyva Markouviv retézec s mnozinou diskrétnich stavi
S, jestlize

P(n:it|}/;€—1:it—lv“'uyb:iO) :P(Yt:@”Yt—l:it—l)

pro vsechna t > 1 a vSechna i;,4;_1,...,179 € S takova, ze pravdépodobnosti
P(Y,-1 =1441,...,Yy = ip) jsou nenulové.
Podminéné pravdépodobnosti

pij(t,t +n) =PV, = j|Yi = 1)

se nazyvaji pravdéepodobnosti prechodu ze stavu i v case t do stavu j v case t +n,
neboli pravdépodobnosti prechodu n-tého radu.

Jestlize tyto pravdépodobnosti nezavisi na case t, fikame, ze je Markoviv
retézec homogenni. Pravdépodobnosti prechodu pak budeme znacit p,g;l). Pokud
zapiseme pravdépodobnosti prechodu 1.fddu do matice, dostaneme matici prav-
dépodobnosti prechodu

pP= {pg)}i,g‘es-

Jesté zminme, ze pocdtecnim rozdélenim p Markovova fetézce se mysli rozdé-
leni Yy, tedy p = {p;,j € S}, kde p; = P(Y, = j).

Mgjme homogenni Markovuv fetézec {Y;} a pravdépodobnostni rozdéleni 7w =
{m;,7 € S} na mnoziné S. Potom 7 se nazyva staciondrni rozdéleni fetézce {Y;},
jestlize plati

' =xn'P.

Kazdy Markoviv fetézec s kone¢nou mnozinou stavii ma néjaké stacionarni roz-
déleni, Markovtuv Tetézec s nekonecnou mnozinou stavi ale stacionarni rozdéleni
mit nemusi. Predpokladejme, zZe stacionarni rozdéleni existuje a pocatecni rozdé-
leni je rovno tomuto rozdéleni. Markoviiv fetézec je pak striktné stacionarni.

Déle tekneme, ze homogenni Markovsky proces {Y;,t € Ny} je ergodicky,
jestlize plati

n

Vi,j €5 pgj)—ﬂj‘—>0, n — oo,

a silné ergodicky, jestlize plati

pl(-?)—ﬂj‘ — 0, n— oco.

Pro stacionarni ergodické procesy plati naptiklad silny zakon velkych cisel
(Stout), |1974)), tedy

n

> fY) ——= Ef(Y)

t=0

SRS

pro libovolnou funkei f takovou, ze E|f(Y;)| < o0o. Totéz plati i pro funkce vice
proménnych jako W (Y3, ..., Y:,,) pro néjaké p € N.
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Markovuv tetézec se da jesté zobecnit na Markoviv retézec rddu p. Ten je
definovan jako proces spliujici

P(}/;f = itD/;f—l - it—ly oo aYb = ZO) = P(}/;f = it|}/;f—1 = it—lv S a}/;f—p = 7;t—p)

pro vsechna t > p a vSechna i;,%;_1,...,79 € S takova, ze pravdépodobnosti
P(Y;—1 =44_1,..., Yy = ip) jsou nenulové.
Muzeme si vsimnout, ze pokud transformujeme Markoviv fetézec radu p na
)

q)t - (}/;‘/7 e 71/;7p+1)—|— )

ziskame standardni Markoviv fetézec. Vsechny vlastnosti uvedené v této kapitole
proto plati i pro Markovovy fetézce vyssich radi.

1.5 Autoregresni proces

Nejprve pripomenme definici bilého Sumu. Proces {e;,t € Z} je bilym sSumem,
jestlize jde o posloupnost nekorelovanych nahodnych veli¢in s nulovou stredni
hodnotou a konecnym kladnym rozptylem o2. Tento proces znacime WN (0, o2).
Nyni mtizeme definovat autoregresni proces.

Méjme proces {Y;,t € Z}, pro ktery plati

Yi=a+b Y1 +...+ b+,

kde {¢;} je proces bilého sumu WN (0, 02). Proces {Y;} pak nazyvame autoregresni
proces Tadu p, zna¢ime AR(p).

Vezméme si polynom b(z) =1 — bz — ... — b, 2. Pokud méa tento polynom
vSechny kofeny vné jednotkového kruhu, proces AR(p) je slabé stacionarni. Tato
podminka je napiiklad splnénda, pokud b; > 0 pro kazdé ¢ a by +...+ b, < 1.

Nejjednodussim piikladem je proces AR(1) ve tvaru

Yi=a+b Y1 +e.

Za podminky |b;| < 1 je proces slabé stacionarni a stfedni hodnota procesu je

pro kazdé t rovna
a

10

Muzeme snadno vyjadrit i autokovariancni funkci

EY;

2

U k>0

R(k) = bF ——
() 11_b%7 -

a autokorelacni funkei
r(k) =0f, k>o0.

Pokud rozsitime autoregresni proces o zpozdéné hodnoty bilého Sumu, ziskame
tzv. ARMA model.
Meéjme proces {Y;,t € Z}, pro ktery plati

Y;:a—|—b1Y;_1—|—...+bpY;g_p—FEt—i-Cl€t_1+...—|—0q€t_q7



kde {e} je proces bilého Sumu WN(0,0?%). Proces {Y;} pak nazyvdme proces
ARMA, konkrétné ARMA (p, q).

Tento proces je staciondrni, jestlize kofeny polynomu b(z) = 1—b;z—...—b,2?
jsou vné jednotkového kruhu a zaroven polynomy b(z) a c(z) = 1+¢1 z+.. .+ ¢, 27
nemaji spole¢né koreny.

Specidlnim piipadem tohoto procesu je ARMA(1,1) ve tvaru

Yi=a+01Yi1+6+cre.

Stredni hodnota procesu je

a

EY, = ——
! 1—b1—61

a autokovarianéni funkce

_ 1+2b161+0% 2

R(0) o (1.1)
1-b
Ry = et b (e bie) 5oy oy (1.2)
1 1 — b2
1

Vlastnosti AR i ARMA modelti jsou dokédzané a vice rozepsané v knize (Cipral
(2008)).

1.6 Martingalové diference

Martingalové diference jsou obdobou bilého sumu. Posloupnost {D;,t € Ny},
kde D, € L1 (92, A,P) pro kazdé t, se nazyva posloupnost martingalovych dife-
renct, jestlize

E(Dt+1|Dt, ey D()) =0 SJ

pro kazdé t.
Stejné jako v pripadé bilého sumu jde o posloupnost nekorelovanych nahod-
nych veli¢in, tedy
ED,D, =0, t,seNy,

s nulovou stfedni hodnotou, nijak ale neomezujeme rozptyl D;.

Pokud tato posloupnost spliuje silny zdakon velkych cisel ve smyslu kapitoly
[1.4] povazujme posloupnost za ergodickou.

Vyhodou posloupnosti martingalovych diferenci je, ze oproti bilému Sumu
pro ni za urcitych podminek (Billingsley| (1961))) plati centralni limitni véta.

Véta 1. Necht {D;,t € Ny} je striktné staciondrni a ergodickd posloupnost mar-
tingalovijch diferenci takovd, e ED3 < oco. Pak plati

1 & D 9
ﬁ;Dt —2 N(0,ED]) .
Tuto vétu mizeme rozsitit i na k-rozmérné posloupnosti martingalovych di-
ferenci. Predpokladejme, ze {D;} je striktné stacionarni a ergodickd posloupnost



vektori s koneénymi druhymi momenty. Pro ¢' Dy, kde ¢ € R* libovolné, jsou
vsechny predpoklady véty splnéné, tedy

\/_ZCTDt—>c X,

kdec' X ~ N (O, 'y c) a X je kovarianéni matice vektoru Dy. Z Cramér-Woldovy
véty je pak za pouziti vlastnosti mnohorozmérného normalniho rozdéleni vidét,
ze

1 & D
— > D, —— N(0 Dy) .
\/ﬁ; t o N (0, varDy)



2. Linearni INARCH(p) proces

Existuji rizné metody, jak modelovat ¢asové fady poétt udalosti. Rady s vy-
sokymi hodnotami muzeme aproximovat veli¢cinami s normalnim rozdélenim, coz
nam umoznuje pouzit napiiklad standardni AR model. S fadami s nizkymi pocty
modelovat. Jmenujme napiiklad INAR, INARCH nebo DAR modely (McKenzie|
2003). My se v této praci budeme zabyvat pravé INARCH modely.

2.1 Definice modelu

Meéjme proces {Y;,t € No} a predpokladejme, Ze podminéné svou minulosti
ma Y; Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou linearné zavislou na predchozich

p hodnotach procesu, tedy Y;_1,...,Y,_,. Formdlné mizeme tento model zapsat
ve tvaru
}/t|f;g_1 ~ PO(/\t) s /\t = a-+ b1 Yt—l + ...+ bp Yt—p; t Z P, (21)

kde a > 0, by,...,b, > 0 jsou parametry modelu a F; = o(Y;,0<s<t)
je o-algebra generovand nadhodnymi veli¢inami Yy, ..., Y;. Zna¢ime INARCH(p).
Z vlastnosti Poissonova rozdéleni vime, ze

E(Y;|.Ft_1) = Val‘(YHJT'.t_l) = )\t.

Podminkou Poissonova rozdéleni je kladna stfedni hodnota. Aby bylo \; pro
vsechna ¢ kladné, museli jsme omezit a > 0 a by,...,b, > 0. Tyto podminky
spolu s faktem, ze Y; > 0 s.j., zaruci, ze stfedni hodnota bude vzdy kladna.

Margindlni rozdéleni procesu INARCH(p) se nedéd explicitné vyjadrit. Neé-
kteri autori se proto rozhodli marginalni rozdéleni aproximovat, napriklad pomoci
pravdépodobnosti prechodu procesu (Weif3, |2010).

Miuizeme si vSimnout, ze model svou strukturou pripomina zobecnény
linearni model s identickou linkovou funkci a linedrnim prediktorem. V nasem
pripadé jsou ale jako regresory zpozdéné hodnoty procesu, nemiizeme tedy cekat
nezavislost prvkia vektoru odezvy.

Priklad. Nejjednodussi model, ktery spada do t¥idy INARCH modeli, je model
INARCH(1) ve tvaru

Yt|ft_1 ~ PO()\t) 5 )\t - CL+ b1 Yt—la t Z 1 (22)

Hodnota parametru b; ovliviiuje uréitou hladkost procesu. Cim je hodnota para-
metru nizsi, tim se priubéh procesu vic blizi bilému sumu (viz obrazky a .
Pokud by byl parametr b; dokonce nulovy, znamenalo by to, Ze hodnoty procesu
nejsou zavislé na minulych hodnotach a Y; ~ Po(a) tvoii pfimo proces bilého
sumu.

Tomuto procesu se podrobné vénuje naptiklad Weifi| (2010).
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Obréazek 2.1: Realizace a podminénd stfedni hodnota procesu INARCH(1) s pa-
rametry a =5 a by = 0.2.

15

10

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Obrazek 2.2: Realizace a podminénd stfedni hodnota procesu INARCH(1) s pa-
rametry a =1 a b; = 0.8.
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2.2 Momenty procesu

Predtim, nez se pustime do vyjadrovani zakladnich momentt, je dobré si uve-
domit, ze proces spliujici model (2.1)) je vlastné Markovuv fetézec fddu p, nebot
pro kazdé t > p a ko, ..., ki_1 € Ny plati

PYi=klYia=kiv,....Yo=ho) =

k¢
(&+ b]_kt—]_ + P + bpkt_p) e_(a+ blkt—1+---+bpkt7p)
k!

=P (Y= klYir = ks Yip = ki)

takze markovska vlastnost je splnénd. Navic si muzeme vSimnout, ze tyto prav-

dépodobnosti nezavisi na case t, jde tedy o homogenni Markovuv fetézec.
Prozatim ptredpokladejme, Ze je proces {Y;,t € Ng} slabé stacionarni. Poz-

déji dokazeme, ze za urcitych podminek je proces splnujici model dokonce

striktné stacionarni.

Véta 2. Necht {Y;,t € No} je slabé staciondrni proces spliujici model a

bi+...+ b, < 1. Pak pro stredni hodnotu procesu {Y;} plati
a

EY, = . 2.
T l—b—... b, (2:3)
Diikaz. Stredni hodnota procesu se da rozepsat jako
EK — E(E( Yt’ Yt717 ey thp)) —
= E(CL + b1 Yt—l + ...+ bp Yt—p) = (24)

=a+b0EY, 1 +...+b,EY,, =

=a+ (b +...+ b,) EY,,
kde posledni rovnost vyplyva z predpokladu slabé stacionarity, a to z vlastnosti,
ze slabé stacionarni proces mé v case konstantni stfedni hodnotu. Vyslednou

stfedni hodnotu ziskdme vyjadfenim EY; z rovnice (2.4)).
0

Z vyjadreni stfedni hodnoty (2.3)) ndm vyplyva dalsi podminka pro parametry
modelu. Protoze Y; > 0 s.j., tak i EY; > 0. Aby stfedni hodnota tuto nerovnost
spliiovala, musime omezit parametry b; +...+ b, < 1.

Véta 3. Necht {Y;,t € No} je slabé staciondrni proces spliiujici model (2.1) a
pro parametry modelu plati by + ...+ b, < 1. Pak hodnoty druhého momentu EY;?
a smisenych momenti EY;Y, i, ..., EY}Y, ,i1 Tesi soustavu rovnic

P P p—1
EY;Q = (1 +a+ CLZ bk>EY;g + Z szY;Z + 2 Z bkbk—H EY,Y, 1+

k=1 k=1 k=1
p—2
+2 Z bpbry2 EY:Y; o+ ...+ 2010, EY}Y,
k=1

EY,Y, 1 = aEY, + b EY? 4+ b EY;Y, 1 + ... + bpEY, Y, pi1

EYY, p1=aBEY, + 0EY}Y, pio+ ...+ bpoEY}Y, 1 + by EY? + b,EY}Y, .
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Obrazek 2.3: Realizace procesu INARCH(1) pfi poruseni podminky by <1
(a) a=1,b=1;(b) a=1, by = 1.5.
Dalsi smisené momenty lze odvodit rekurzivné ze vztahu

EViYi_y = aEY; + biEY,Yi i1 + b2EViYipao + ...+ b EViYi g,

kde k > p.

Diikaz. Obecné muzeme pro t > p, t > k > 0 vyjadrit EY,Y;_, jako

EY;Y;

E(E(Y:Yir|Yio1, ..., Y0)) =
E(Yi—x E(Yi[Yi1,..., Y0)) =
E(
a

K,k ((l+ bl Yt,1 + ...+ bp thp)) =
EY, » + 01 EY,n Y + ..+ b EY Y,

Jednotlivé rovnosti ze znéni véty pak ziskdme nahrazenim k& konkrétni hodnotou
a zaménou cast nahodnych velic¢in u jednotlivych momenti, k ¢emuz vyuzijeme
vlastnosti slabé stacionarity.

Specidlnim piipadem je moment EY;? kde k odvozeni pouZijeme vyjadieni
druhého momentu Poissonova rozdéleni

e = e i) -
=E(X+ ) =
— E((a+ b Yig4... 40,V )+ (a+ b0 Y+ ...+ bth_p)) _

D p—1
=P+ > BEY2, +2Y b EY, Y+
k=1 k=1

p—2
+2 Z bpbri2 BY; Yo+ ...+ 2010, EY; 1Y, =
k=1
p ) p—1 p—2
=+ > B EY? + 2 bpbepi EY;Y 1 + 2> bybya EY;Y; o+
k=1 k=1 k=1

F o4+ 2b1by EY Y,
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kde

p p
1/):a2+2a2bkEYt_k—|—a+ZbkEYt_k:

k=1 k=1
p p P p
:a<1—Zbk> EY, + 2a > by EY, + (1—2@) EY, + > b EY, =
k=1 k=1 k=1 k=1
p
=aEY,+a) b EY, +EY, =
k=1
p
= <1+a+a2bk> EY;.
k=1

O

Jak je vidét z véty [3, neni snadné explicitné vyjadiit druhy moment nebo smi-
sené momenty, natoz rozptyl nebo autokovarianéni funkci. Muzeme si ale vSim-
nout, ze rozptyl

varY; = E(var (Y3|Yi1,...,Ysp)) +var (E(Yy|Yiq,... .Y p)) =
= EN +var \; = EY, + var \;

je vétsi nebo rovny stfedni hodnoté EY; pro kazdé t, protoze rozptyl \; je vzdy
nezaporny. Dochazi zde k tzv. overdisperzi. Kdybychom predpokladali, ze ma
proces marginalni Poissonovo rozdéleni, museli bychom také predpokladat rovnost
stfedni hodnoty a rozptylu, coz v praxi moc casto nenastava. Pouziti INARCH
modelu s podminénym Poissonovo rozdélenim je proto v tomto sméru vyhodnéjsi.

Priklad. Méjme proces {Y;} spliujici model (2.2) a a > 0, 0 < b; < 1. Stfedni

hodnota tohoto procesu je
a

1—0b
Podle véty [3| mizeme vyjadrit druhy moment

EY; =

- 1—i—a+ab1

EY;?
! 1— b7

EY:
a smiseny moment
EY;Y, 1, = aEY; + b,EY;> = aEY; + by

b
=(1- bl)(EY;)2+1—1b2EY;+b1—bEY;=

by

= (EY,)* + ——
( t) +1—b%

EY;.

13



Podobné mtzeme vyjadrit i ostatni smiSené momenty
EY:Y; = aBY; + 01iEY}Y) 41 =
= aEY, + b1 (aEY; + 01EY}Y,_i10) =
= a(14 b1)EY; + BEY}Y, 40 =
=.o=a(l+b+.. + b EY, + BEY? =

1-b bk py2
S EY, + FEY? =

1—10b

k 2 oy k 2
:(1—51) (EY) +1_7ngYt+b1 (EY))” =
1

by >

= — 5 EYi + (EV})".

Ted kdyz mame vyjadrené tyto momenty, mizeme vyjadrit i autokovariancéni
funkci

1
R(0) = varY; = EY? — (EY,)* = %
— 0
, b
R(k) =EY}Y;, — (EY})" = - EY;, k>0
1
a autokorelac¢ni funkeci
r(0) =1,
R(k)
k)= —=<=190 k> 0.
T( ) R(O) 1»

Vsimnéme si, ze korelace je pro libovolné k vzdy kladna, protoze b; > 0.
Z toho vyplyva, ze INARCH(1) modelem muzeme modelovat jen fady s kladnymi
korelacemi. Toto omezeni se obecné tyka vsech linedarnich INARCH modelu.

o o

o | |

o o

o ‘ | o | ‘ ‘ Ly !

o o

w 0

[ [
I I I I I ' I I I I I
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

(a) (b)

Obrazek 2.4: Autokorelaéni funkce (a) procesu INARCH(1) s by = 0.5; (b) procesu
INARCH(2) s by = 0.1 a by = 0.5.
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2.3 INARCH jako AR proces

Proces spliujici model se da také vyjadrit pomoci ndhodné chyby ¢,
Yi=a+b0Yi 1 +...+b,Y,+e, (2.5)
kde ¢, =Y, — A\
Véta 4. Necht {Y;,t € Ny} je slabé staciondrni proces spliujici model a

pro parametry modelu plati by + ...+ b, < 1. Pak proces ndhodngjch chyb {e;} je
bily sum a proces {Y;} je AR proces rddu p.

Diikaz. Abychom dokézali, ze je proces {¢;} bily sum, musime ukazat nulovou
stfedni hodnotu, rozptyl konstantni v ¢ase a nekorelovanost. Jako prvni ovérime
nulovou stfedni hodnotu

Ee, = E(Y; — \) = E(E(Y: — M|Yioq, ..., Yiyp)) =
— E(E(Y)|Yieq,..., Vi) — A) = 0.
Déle ovérime konstantni rozptyl
vare; = var (E(e| Yies, ..., Vi) + E(var (| Yi_s, ..., Vi) =
=0+ E(var (Y; — M| Yioy,..., Yip)) =
=E(var (Y| Yies, ..., Yi,)) =
=ENM=EY;—€¢)=EY; =
a
l—b—...— b,

Nakonec ovérime nekorelovanost nahodnych chyb

cov (€, €x1k) = Eererrr, = E(E(erepn| Fran—1))
= E(€ E(erk| Frrn-1)) = E(0) =0

pro k > 0.
Timto jsme ovéfili, ze proces {e;} je bily Sum, tudiZ proces {Y;} je AR proces
radu p.
0

Je dobré si uvédomit, ze veli¢ina ¢; je sice nekorelovana se vSemi zpozdénymi
hodnotami Y;_1,Y;_o,...
cov (Yi_rer) = EY;_per = E(Yi—p E(&|Yioq, ..., Y0)) =0, t>k >0,

neni na nich ale nezavisla, protoze soucet \;, které nabyva realnych hodnot, a ¢
musi dat celé cislo.
Priklad. Mé&jme proce {Y;} spliiujici model (£2.2)). Jak bylo uvedeno vyse

a
1—0b’

bk
R(k)= —'5EY;, k>0

EY: =

pro kazdé t.

Mizeme si vSimnout, Ze vzorce pro stredni hodnotu i pro autokovariancéni
funkei odpovidaji vzorciim sttedni hodnoty a autokovarian¢éni funkce AR(1) pro-
cesu, viz kapitola 1, coz souhlasi s vétou [4
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2.4 Stacionarita a ergodicita

V kapitole [2.2] jsme predpoklddali slabou stacionaritu procesu {Y;}, bez které
bychom nemohli odvodit zakladni charakteristiky procesu. Nyni si ukézeme,
ze pokud plati by + ...+ b, < 1 a pocatecni rozdéleni procesu je stacionarnim roz-
délenim, je proces definovany vztahem dokonce striktné stacionarni. Navic
si ukazeme, zZe je tento proces i silné ergodicky.

Véta 5. Necht {Y;,t € Ny} je proces spliiugici model (2.1)) a pro parametry modelu
plati by+... + b, < 1. Pak je proces {Y;} silné ergodicky a md prdvé jedno
staciondrni rozdéleni. Navic EY < oo pro k > 0.

Diikaz. Viz |[Zhu a Wang| (2011)).
UJ

Predpokladejme, ze stacionarni rozdéleni z véty [5] je pocateénim rozdélenim
procesu {Y;}. Pak je proces {Y;} striktné staciondrni. Pro obecnéjsi model je
dikaz striktni stacionarity uveden i ve [Ferland a kol.| (20006]).

Po cely zbytek druhé kapitoly uvazujme striktné stacionarni proces.

2.5 Odhad parametri

Mgéjme proces {Y;,t € Ny} spliujici pro zndmé p model

}/t|f‘t—1 ~ PO(At) s /\t = a-+ b1 Yt—l + ...+ bp Yt—pa t Z D, (26)
kde a >0, by,...,b,>0a by +... 4+ b, <1.
Na zdkladé pozorovani Yy, ...,Y, chceme odhadnout parametry a, by, ..., bp.
Pro prehlednost ozna¢me vektor odhadovanych parametri 6 = (a, by, .. ., bp)T.

2.5.1 Volba radu modelu

Ve vsech metodach odhadu uvedenych v této kapitole se predpoklada, ze
zname tad modelu. V praxi tomu tak ale neni. K urceni p se vyuzivaji metody
obdobné jako pro klasicky AR(p) proces, napiiklad analyza parcidlni autokore-
la¢ni funkce. Jako p pak zvolime nejvyssi zpozdéni, pro které je jesté parcialni
autokorelacni funkce nenulovda, ptip. statisticky vyznamna. Vlastnosti parcialni
autokorelacni funkce a vypocet vybérové parcialni autokorelacni funkce jsou uve-
dené v Cipra (2008).

2.5.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Nejprve vyuzijeme nasi znalost podminéného rozdéleni Y; a k odhadu pou-
zijeme metodu podminéné maximélni vérohodnosti (dédle jen metodu maximalni
vérohodnosti).
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Vychazime z pravdépodobnostni funkce

Po(Yo =vns -, Yo = | Y1 = Yp1, ... Yo = 40) =
=P9(Yn=yn\Y 1= Y1y Y0 = Yo)
Po(Yy = yp|Yp-1 = Yp-1,-- -, Yo = ¥o)
:PG(Yn—yn|Yn 1= Yn-1s- s Ynp = Yn—p)
cPo(Yy, = ypYo1 = Yp1,..., Yo = W)

e M (0)

0
1l

Odvozenou pravdépodobnostni funkei pak pouzijeme jako podminénou véro-

hodnostni funkci y

TAO)

Ln(e):H tY' e Ae(0)
t.

t=p

a po zlogaritmovani ziskame log-vérohodnostni funkci

0,(0) = [Yilog A(0) — M\i(6) — log V1]
t=p
Pro zjednodusenti si jesté oznac¢me 1,(0) = Y; log A\i(0) — A\ (6) — log Y3 !.
Hleddme odhad parametru 6, oznac¢me 0, ktery maximalizuje L, (), respek-
tive £,,(0). Za timto tcelem odvodme skérovou funkei

Ly OWO) 1 ON(0)  oMe) [ Y,
U Ye) = =5 _YtAt(e) Y —<)\t(6)_1>Zt’

kde Z;, = 8’\t(9) =(1,Yq,... ,Yt,p)T, a skorovou statistiku

n

Un(0) = U(6:Yy).

t=p

Vsimnéme si, ze Z; nezavisi na parametru 6.
Odhad 6,, pak najdeme vyfesenim soustavy rovnic U,(0) = 0, pFesnéji resime
rovinice

n '}/‘t B
25 "
Z tdt—1 Z Yt )
t=p

n Y n
Z \ = Z Yip.
t=p At( t=p

Tento odhad je urcen jednoznacné, nebof pozorovana Fisherova informacni
matice je pozitivné definitni. Tento fakt je vidét pfimo z maticového zapisu pozo-
rované informac¢ni matice (viz déle), nebot jde o soucin reguldrni matice se sama
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sebou. Jesté poznamenejme, Ze toto tvrzeni plati, jen pokud jsme napozorovali
alespon p nenulovych pozorovani. Pro Fisherovu informac¢ni matici dostavame

1 n 02
o ;, aeaeT -
" Y, 8)\ 0) 0N (0 Y 92X (0
z( oo (o)
nt - 00 06 A (0) 0000
Z thj :
nebof %thég) je nulova matice. Fisherovu informac¢ni matici mizeme jesté dal

prepsat do tvaru

1
I,0)==-7"7
(6)=Z'Z.

Yo 7T
Ag(pe) Zp

Yn T
A0 )Z

.
Oznac¢me skutecnou hodnotu parametru 6 jako 6, = (ao, v, ..., bg) . Mizeme
oveérit, ze podminéna stiedni hodnota skérové funkce je pro kazdé ¢t nulova

E(U(00> Yt)‘ thj, RN Yt*p) =

Yy
=E —1|Z|Yeq,.... Y| =
[(At<00) ) t t—1, y 4t p‘|

_(EMYig, o Vi) ) ONl00)
_< At(eo) _> 00

(2.8)

=0.

Posledni rovnost vyplyva z toho, ze E(Y;|Yi_1,...,Y:—,) = Ai(6p). Stejné tak ne-
podminéna stfedni hodnota je rovna nule

E(U(0y; Yy)) = E(E[U(00; V)| Yeess ..., Yiy]) = 0.

18



Dokazeme vyjadrit i podminény rozptyl skorové funkce pro kazdé t

var (U(0p; Yi)|Yies, ..., Vi) =

01, (6) AL (6)
= E( o0 90T }/:‘,717 7}/1;/7p =
Y, 2
=E — 1) Z.Z,'1Y,_ Y,_ =
(()\t(eo) ) t4¢ t—1, y £t p)
=E< Y, Yl ,Ytp> 2,77 =
A2(6o) " Ai(bo)
E(VAYie1,...,Yiop) E(Yi|Yiq,....Yiop) ) T
— —9 +1) 2,27 =
< X2 (6o) Ae(0o) v
A7 (6o) + Ae(6o)  ,Ae(o) ) T
= -2 +1| 4,7
( X2 (6o) (o) '
1
= AVAR
Ae(0)

K urcéeni asymptotického rozdéleni nam jesté zbyva vyjadrit ocekavanou in-
formacni matici pro 6,

I(6y) = varU(6y; Y:) =
= E(Var [U(Q(), Yt)‘ thla ceey thp]) =

-F < /\t(lgo) ZtZT)

Navic muzeme ukazat, ze

o= (5 5 ) < (- Ga) - )

E(‘ opoeT ) = S\ N (6n) 7

E(}/t‘}/tfla"‘?}/;‘/fp) T
E YA
< A7 (0o) o

- E(Axleo)ZtZT)

Predpokladejme, ze parametry modelu jsou omezené nezapornymi konstan-
tami, presnéji

nebot

(SSCZSMl, Ogbl,...,bp§M2<1 (29)
pro néjaka o, My, My > 0. Parametricky prostor je pak kompaktni mnozina.

Véta 6. Necht proces {Y;,t > 0} splriuje model (2.6)), parametry modelu splriuji
podminky (2.9) a 6% #) 0y. Potom I,,(0%), definovand v (2.7)), i

1:(0;) = Z

= =p

At (2.10)

jsou konzistentnimi odhady 1(6).

19



Diikaz. Ukazeme zde jen konzistenci matice I,(0), nebot konzistence I} (6})
se dokazuje obdobné.

Oznac¢me i;;(6) prvek matice 1(0) a i;, (0) prvek matice I,,(¢). Nasim cilem je
ukazat, ze pro kazdou dvojici indext jde prvek matice I,,(6) v pravdépodobnosti
k odpovidajicimu prvku matice (). Plati

:(67) = ij(00)] <

Prvni s¢itanec miizeme rozvést pomoci véty o sttedni hodnoté

i 1(05) = 4. (00)| + |15,4(60) — j.(60)) - (2.11)

1 & O%0r) 1. A%(6))
~/' 0* _ ~/‘ 0 . n/ -
l],k:( n) %,k( 0)‘ n ;’ 60]8919 n tZ ae]aek
1 E 03l(9)
— _— —0
~n ;; 90;00,00, o
kde treti derivace jsou ve tvaru
»P1(6,,) 2Y,
Ly il 12
‘a@a@kﬁel )\3<0) t,j &t k4t

Zj je j-ty prvek vektoru Z; = (1,Y; 1, .. ,Y}_p)T a 0, je bod mezi g% a 6y, tedy
0,, konverguje v pravdépodobnosti k 6.
Diky podminkdm ([2.9) mizeme omezit A\;(6) pro kazdé 0

)\t<0) 2 a 2 57
protoze by,...,b, 1 Y,_1,...,Y,_, jsou nezdporné. Tim paddem miZzeme omezit i
treti derivace .
0°1,(6,) 2Yt
———— < — 7 i L1 L
|ae 00,00, = 58 ik

Vsimnéme si, Ze omezeni uz nezavisi na hodnoté parametru.
Dostavame tedy

i (00) — 4 ‘ < ZZ: ASVAS YA ’9 HO,l‘
1

n= D
2.12
b 2y, (2.12)
nl—eo,l‘ Z 55 Lt j Ly kL

2Y,

Proces {Y;} je stacionarni a ergodicky (véta |5)), vSechny momenty procesu {Y;}
jsou konecné a Y; je pro kazdé t skoro jisté nezaporné. Tim jsou splnéné vsechny
predpoklady silného zdkonu velkych cisel pro ergodické procesy a
1.2,
ni= 6°

2Y,

ZtJZt thl —> E( 53

27,7 Zp,l) .

Zaroven 6 konverguje v pravdépodobnosti k 6y. Dostavame tedy, ze prava
strana nerovnosti (2.12]) konverguje v pravdépodobnosti k nule, a proto i leva
strana nerovnosti konverguje v pravdépodobnosti k nule.
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Druhy s¢itanec pravé strany nerovnosti ([2.11))

1 0U(0) E(azzwo))
n t=p 89]6’9k (%Jaﬁk

{1(80) = i5(60)| =

zavisi jen na pevném 6y, proto mizeme rovnou vyuzit silny zakon velkych ¢isel
pro ergodické procesy, ¢imz dokazeme konvergenci druhého séitance pravé strany
nerovnosti v pravdépodobnosti k nule.

Prava strana nerovnosti konverguje v pravdépodobnosti k nule, proto i
leva strana konverguje v pravdépodobnosti k nule, ¢imz jsme dokazali konzistenci
odhadu 1,,(0}).

O

Nésledujici véta popisuje asymptotické rozdéleni odhadu 0,.

Véta 7. Necht proces {Y;,t > 0} spliuje model (2.6) a parametry modelu splriuji
podminky (2.9). Pak pro mazximdlné vérohodny odhad 0, plati

(i) bn 52 00,

Dikaz. Dukaz tvrzeni (il) je uveden v |Zhu a Wang (2011). My zde uvedeme jen
hlavni ¢dst dikazu tvrzen (i).

Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté vime, Ze existuje néjaké 0 mezi 0, a
0y takové, ze

Un(0n) = Un(00) — n1(65) (8 — 60)

Zaroveii z konstrukce odhadu 6, vyplyva, ze U, (én> = (. Po upravé pak dosta-

neme rovnost N

\/E(én—eo): I71(6%) ZU@O, Y,).

v 2
Matice 1,,(0}) je konzistentnim odhadem matice 1 (90) (vétald]), kterd je pozitivne
definitn{ (Zhu a Wang, |2011)), takZe existuje inverzni matice I='(6y) a s pravde-
podobnost{ jdouci k jedné i I 1(67).

Muzeme si vSimnout, ze {U(6y; Y;),t > p} je posloupnost martingalovych
diferenci, coz plyne z rovnosti ([2.8)

E( U(eo; Yt) |U<90§ }/;,1) IR U(‘g(); Y;)» =
= E(E(U(0o; Y1) [Yi1, ..., Y0) [U(0o; Yi1),...,U(00;Yy)) =
= 0.

Tato posloupnost je také staciondrni, ergodickd a E(U?(6y;Y;)) < oco. Tim jsme
ovérili vsechny podminky véty [I] tedy plati

}Z U(6o: Vi) —2— N(0,1(60)
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Tvrzeni pak ziskdme pouzitim Cramér-Sluckého véty.
OJ

Abychom mohli urcit intervaly spolehlivosti nebo testovat hypotézy, musime
matici 7(6y) konzistentné odhadnout. Vzhledem k vété [f] se nabizi bud

12 Y,

- L 2.13

n;A R %z} (2.13)
nebo

1 n

==> —— (2.14)

nt—p )\t n)

Priklad. Vezméme si INARCH(1) proces a odhadnéme parametr 6 = (a, by)."
Podle odvozeni vyse ziskame odhad 6,, vyresenim rovnic

Prendsobenim druhé rovnice parametrem b; a prictenim a-nasobku prvni rovnice
muzeme tuto soustavu jesté zjednodusit na

S_%
a+01Y; ’

t=1

Y:‘,_blZY;tflzna-

1 t=1

NE

-
I

Ackoli jsme rovnice znatelné zjednodusili, stdle nedokazeme vyjadrit odhad ex-
plicitné a soustavu musime Tesit numericky.
Pozorovana Fisherova informacni matice ma tvar

13 Y I Y
1,(0) = —
O) = 2% <Yt_1 Y31>
a oCekdavanou informac¢ni matici mizeme vyjadrit jako
1 1 v
I(6y) = E| ——— :
00 = (v +2))

0 0 T, v s T
kde 6y = (a°, bl) je skutecnd hodnota parametru 6 = (a, by) .
7 véty [7| pak ziskame asymptotické rozdéleni

Vi (6, = 60) ——— N(0,17(60))

2.5.3 Metoda nejmensich ¢tverca

Dalsi metodou, kterou se da odhadnout parametr 6, je podminénd metoda
nejmensich ¢tvercu (dale jen metoda nejmensich étverci). Vyhodou této metody
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je, ze Yy nemusi mit podminéné Poissonovo rozdéleni. Stac¢i, kdyz budeme znat
spravny tvar podminéné stiedni hodnoty. Hledame 6,,, které minimalizuje funkci

Su@) =3 (Vi =M@ =Y (Yi—a+bYiqg+...+0,Y,)°.
t=p t=p
Abychom nagli odhad 6, fe§ime rovnici

95(0) & o)
0 2; (Yo = A (0)) =55~ =0, (2.15)

=P

ktera se da upravit do tvaru

Yz =Y 77,
t=p

t=p

kde Z, = 249 — (1,Y,_y,...,Y;—,)". Odhad 0, se pak d& vyjadiit jako

= (Z 7.7 ) (im) . (2.16)

V nésledujici vété vyjadifme asymptotické rozdéleni odhadu 6,. Stejné jako
u metody maximalni vérohodnosti budeme predpokladat kompaktni paramet-
ricky prostor.

Véta 8. Necht proces {Y;,t > 0} spliuje model (2.6) a parametry modelu splriuji
(2.9). Pak pro odhad metodou nejmensich ctverci 0, plati

)
(ii) \/m (6n — 05) —— N (0,U7'UT),
kde Uy = E(Z.2]) a Vi = E(M(00) 22, ).
Diikaz. Staci ndm ovérit podminky vét 3.1 a 3.2 ¢lanku Klimko a Nelson (1978)

(neuvddime podminky, které jsou trividlné splnéné diky nulovym druhym deriva-
cim \(0)):

(a) prvni derivace A\;(f) existuji a jsou spojité v 6,

OA(00) OA:(60)
o0, 00,

(b) pro kazdé i, j < p: E‘ (90)) 6)\t 00)

< oo, E

< 00,

(c) existuji funkce HO(Y,_,...,Yp) a Hi(l)(Y;,_l, ..., Yp) pro kazdé i < p takové,
ze

OAp(0)
0

< H(Yp1,...,Y0)

M(O)] < HOW, ... Ye). ‘

pro vSechny 6,

(d) E(YVilYi1,..., Yo) = E(Vi|Yio,.... i) 8. pro ¢ > p,
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2 | 9Xp(00) Np (O
(e) E((¥p — Ap)° | Zpiie) a0l

)<oo,i,j§p.

Podminka @ je splnénd, nebot derivace \;(#) nezavisi na 6, a @ jsme oveérili
uz na zacatku kapitoly
Zvolme
HOY, 1, Yo) = My + Y, 4.+ Yy,
Hi(l)(Y;)flw'-va) = Zp,ia 1t < p,

kde Z,; je i-ty prvek vektoru Z,. Pak je splnénd i podminka (d).
Déle

E|(Yp - /\p<90)) p1| - E(|Y;, (90>| Zp@')
< E((Yp + Ap(6h)) Zp,i) =
= E(E(Y, + A\p|Y,_ 1,...,y0)zp,i) =
= E(2)\,Z ):
:2E((a+b1 +.. + b Y0) Z,,) < oo,

coz plyne z faktu, ze Y, A\, (6y) 1 Z,; jsou skoro jisté nezaporné, a z véty |3l Tim
jsme dokazali prvni cast (]ED I druha cast (]ED vyplyva z véty [3| a nezapornosti
Zp.i pro kazdé .

Zbyva ukazat (@ Pomoci vlastnosti Poissonova rozdéleni si mtizeme vyraz
prepsat na

E((Y, = \(60))° 1 Zpi 251

(E((Yp = Mp(00))* Vo1, Y0) ZpiZps) =
( (Y|Y 1ye-- YO) ZP12P3> =
= E(\s(60) ZpiZp5) ,

E
E

coz je podle |Zhu a Wang| (2011)) také kone¢né pro vSechna i,j.
Timto jsme ovérili vsechny podminky vét 3.1 a 3.2 z |Klimko a Nelson| (1978)),
ze kterych piimo plyne dokazovana véta.

O

Tento odhad neni tak eficientni jako odhad metodou maximélni vérohodnosti,
muzeme ho ale vyuzit pro vypocet odhadu vazenych nejmensich ¢tverci s nezna-

mymi vahami X
_ LA AN W B
0, = Sl ).
(tZ M (en)) (tZ M (en))

I tento odhad ma asymptoticky normalni rozdéleni, jak je uvedeno v néasledu-
jici véte.

Véta 9. Necht proces {Y;,t > 0} spliiuje model (2.6). Pak pro modifikovany odhad
metodou nejmensich ctverci 0, plati \/n (H_n — 90) ﬁ N (0,171(6y)), kde ().

Diikaz. Viz|[Zhu a Wang| (2011]).
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Dalsi moznosti, jak odhadnout parametr 6, je vyuzit metodu vazenych nejmen-
sich ¢tverct. Za vahy w; zvolme hodnoty

1

A

Odhad 6; pak minimalizuje funkci
S7(0) = Y wn(Yi — A(6))”.
t=p

Stejnym postupem jako pii odvozovani odhadu 6, ziskdme i odhad

-1
t=p

t=p
I tento odhad ma asymptoticky normalni rozdéleni.

Véta 10. Necht proces {Y;,t > 0} spliuje model . Pak pro odhad metodou
vazenych nejmensich ctverci 07 plati

(i) 6 0,

(ii) /(05— 00) ——= N (0,U; ' VaU; ),
kde Uy = E(wi 22 ) a Vo = E(wii(60) ZiZ]).

Diikaz. Viz |[Zhu a Wang| (2011)).
U

Priklad. Vratme se zpét k INARCH(1) modelu. Tentokrat odhadneme parametr
0 = (a, b;)" metodou nejmensich ¢tverci.

Minimalizaci
n

Su(0)=>_ (Yi—a+b Yi)? (2.17)

t=1
ziskdame odhad .
0, = (Z 7,7, ) (Z M) : (2.18)
t=1 t=1

kde Z, = (1,Y,_1)". Konkrétnd

T YA S Yi— T Ve T VY
Y Y — (S Vi)
_ n Z?:l Y;Y;tfl - E?:l Y;t 2?21 Y;tfl
ny o, Y2 — (X Y;—1)2 .
Na rozdil od metody maximalni vérohodnosti mtuzeme odvodit i presny tvar
matic U a V a tim padem i asymptoticky rozptyl

aO
U—E 1Y) 1 -0
- Y; L Y2 - a0 1+a0+a0b(1] a ’
-t =0 1-(09)2 109
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by (2.20)




v_E (w@ <y11 &1)) )

a® + %89 + 9
a0 ! B =G
= T | e (15a0) a0 (2001 0) 100 1) £ 0D (24200 )
1—(89)2 (1=(69)2) (1-(19)?)
o0 0 0 142(50) 0 0 1+2b0 v9)3
g (04 0) + i) o) - R

U'vut =
“uen) -G ) (1 )

1467 +(b9) a® (109 + 1)2
2.21)

2.5.4 Metoda momenta
Stejné jako u klasického AR modelu muzeme i u modelu (2.6) odhadnout

parametry modelu metodou momenti. K tomu vyuzijeme vyjadreni stfedni hod-
noty a rovnice pro smiSené momenty EY;Y; ;,... EY}Y,_, z véty . Pokud
vsechny momenty nahradime patficnymi vybérovymi momenty, tj. EY; nahra-
dime vybérovym primeérem %Zt”:th a EY;Y;_, nahradime vybérovym momen-
tem %Zf:p Y)Y, pro k=1,...,p, ziskdme soustavu rovnic

1 1
Y Vi=a+(bi+...+b)-> Y
niz ni=,

1 & 1 1 &
SN VY =as Y Yt b YV +b—2mp+1
ni= ni= ni=

n= =p

1 n
fZYth_p:a ZYHbﬁZYth pr1t ...+ b —ZY2

t=p tp ntp tp

Vytesenim této soustavy pak ziskame odhad metodou momentu.

Muzeme si vSimnout, ze tato soustava rovnic je az na indexy nékterych sci-
tanct shodnéa se soustavou rovnic pro odhad metodou nejmensich ¢tverct (2.15)).
Vzhledem k tomu, Ze za podminky b; < 1 je proces striktné stacionarni i ergo-
dicky, ma odhad ziskany metodou momenti stejné asymptotické vlastnosti jako
odhad metodou nejmensich ¢tverct .

2.5.5 Diagnostika

Po odhadnuti modelu je vzdy vhodné zjistit, jak dobre sedi model na nase
data. K tomu se nejéastéji vyuzivaji Pearsonova rezidua

P Yi—A
Tt: = s

At

kde A\, = \(6,,) pro n&jaky odhad 6,.

Autokorela¢ni funkce téchto rezidui nam muze napovédét, ze v modelu nejsou
zohlednéné vsechny zavislosti, a graf rezidui mize odhalit trend, sezénnost nebo
zménu v chovéani rady (Liboschik a kol., 2017)).
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Dalsi moznosti jak urcit, jestli je model pro nase data vhodny, jsou testy dobré
shody. V tomto pripadé testujeme vztah podminéné stfedni hodnoty a zpozdénych
hodnot procesu. Testim dobré shody se vénuji napriklad [Fokianos a Neumann
(2013).
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3. Mozna zobecnéni INARCH
modelu

Ne vzdy je linedrni INARCH(p) vhodny k modelovani vybranych dat, proto
existuji rﬁzné zobecnéni Ve své préci se jimi zab}’fvé napfiklad Fokianos (2012)

vevs

v praxi vyplatit.

3.1 Linearni INGARCH(p,q) model

Do ted jsme modelovali podminénou stredni hodnotu procesu jen pomoci
zpozdénych hodnot procesu. Zkusme predpokladat, ze podminéna stiedni hod-
nota linedrné zavisi i na zpozdénych podminénych strednich hodnotéch.

Méjme proces {Y;,t € Ny}, pro ktery plati

q P
Yt|«7‘—{\_1 ~ PO()\t), At = (H'Z b; Yt—i+zcj)\t—ja t > max (PH)a (3-1)
i=1 j=1
kdea>0,0;>0,i=1,...,¢,¢; >20,5=1...pa
Fr=0(Ys, A,0 <5 <t,0<u<max(pgq)—1)

je o-algebra generovand nahodnymi velicinami Yp,...,Y; a Ao, ..., Amax(p,q)—1-
Tento model zna¢ime INGARCH(p,q).
Stejné jako u INARCH modelu i zde plati

E(ViIFY) = var(YViFY) = A (3.2)

Pokud parametry jesté vic omezime
q p
0<> bi+> ¢ <1, (3.3)
i= j=1

je proces {Y;,t € Ny} striktné stacionarni s koneénymi druhymi momemty (Fer-
land a kol.| (2006))).
Model mtzeme formulovat i pomoci nahodnych chyb ¢, = Y; — A\,

Yi=Mt+e=

q p
= G+Zbi§/t—i + Z Cj (Y;_j - Et_j) + € =
i=1 j=1 (3.4)
max( q)

— Z (bi+¢;)Yi; + € — chft]a t > max (p,q) ,

kde je treba dodefinovat

by =0, i=q+1,..., max(p,q),
¢;=0, j=p+1,...,max(p,q),

a stejné jako v dikazu véty || se dd ukazat, ze model INGARCH(p,q) je zaroven
model ARMA (max(p, q), p).
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Obréazek 3.1: Autokorela¢ni funkce procesu INGARCH(1,1) (a) s by = 0.2 a ¢ =
0.7;(b)sby=02ac¢ =0;(c)s by =0.7ac =0.2.
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3.1.1 Proces INGARCH(1,1)

Nejpouzivanéjsim a zaroven nejjednodusim piipadem INGARCH modelu je
model INGARCH(1,1). Tento model mé tvar

YilFA  ~Po(\), A=a+bYiai+aha, t>1, (3.5)

kde a >0, by > 0,¢; > 0a F = o(Vs, Mo, 0 < 5 < 1).

Za podminky 0 < by +c¢; < 1 je proces striktné stacionarni s konecnymi
momenty (Ferland a kol (2006)), proto po zbytek této kapitoly predpokladejme,
ze je tato podminka splnénd.

Podobné jako v pripadé INARCH(1) modelu dokdzeme vyjadfit hlavni mo-
menty i INARCH(1,1) modelu. Stfedni hodnotu

a

EY,=—
¢ 1—b1—01’

(3.6)

mizeme vyjadrit stejnym zptsobem jako v dikazu véty (4)), pricemz vyuZzijeme
striktni stacionaritu procesu a rovnost

EY, 1 = E(E(Yin1| 7)) = EAc. (3.7)

Autokovarianc¢ni funkci

1—2bc, — 2

R(O)=-—"1"1 "1

— EY;, 3.8
1— (b +c1)? " (3.8)

R(k) = (b + )" bl(ll__ ((21(11 Z)?” EY, (3.9)
= (bi+c¢)""RO1), k>1 (3.10)

zase ziskdme pouzitim vlastnosti ARMA modelu na vyjadieni pro model
INGARCH(1,1). Je-li ¢; nulové, dostaneme prirozené momenty INARCH(1) mo-
delu. Na obrazku miizeme porovnat autokorelacni funkce pro tii kombinace
parametri. Je vidét, ze s vyssim souctem parametri by a ¢; autokorelacni funkce
klesa pomaleji, pricemz v pripadé nizké hodnoty b, je vidét skok mezi prvnimi
dvéma hodnotami.

Muzeme si vs$imnout, ze i v ptipadé INGARCH(1,1) nastava overdisperze, tj.
varY; > EY;, nebot

1—2bc; — 2
STETA 5 & htal<l (3.11)
1— (b4 c1)
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Obrézek 3.2: Realizace a funkce stfedni hodnoty procesu INGARCH(1,1) s para-
metry (a) a =5, b1 =02a ¢, =0.7;(b)a=5,b=0T7ac =02.

Na obrazku jsou zobrazené cCasové Tfady pro dvé kombinace parametri.
Pro vysoké hodnoty parametru b; a nizké ¢; podminéna stredni hodnota procesu
kopiruje ¢asovou radu. Naproti tomu casova fada s vysSim parametrem c; se spise
pohybuje kolem podminéné stfedni hodnoty.

3.1.2 Odhad parametrii modelu INGARCH(1,1)

V této kapitole uvedeme jen odhad metodou maximéalni vérohodnosti. Pred-
poklédejme by —i— ¢1 < 1. Chceme odhadnout parametr 6 = (a, by, cl)T Stejné jako
v kapitole [2.5.2] si nejprve vyjadiime vérohodnostni a log-vérohodnostni funkci

mN(O
t ( )e—)\t(e),

Ln(0) = 11 =

—

(3.12)

t=1

3 u6), (31

kde 1;(0) = Yilog A (0) — A\ (0) — log Yy !.
Derivaci dostaneme skérovou statistiku

i(

t=1

) ONi() (3.14)

20

kde agée) Z = (L, Y1, A1)

Odhad 8, hledame jako Teseni soustavy rovnic U,(6) = 0. Oproti INARCH
. ONO) 1 . . ¢ e . v (s .
modelu derivace =55~ zavisi na parametru 0, coz ztézuje dalsi odvozovani a v praxi

vypocet odhadu. Stale ale plati

(20

O\
‘Ft 1>_E<Zt+01 atel

Pozorovana Fisherova informacéni matice mé tvar

L Y M0N0 | 1y
)= w2 08 oo +nz<

t=1

O (6)
20

Kﬁ—la"‘?%a)\(]) -

92\ (0)
) 00007 (3.15)
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-
a stejné jako v kapitole[2.5.2|je o¢ekdvand Fisherova matice pro 6, = (ao, bY, c‘f) ,

skute¢nou hodnotu parametru 6, rovna

[ OL(B) DL(60)\ [ OL(6o)\ 1 9\(6) ON(6o)
I(QO)_E< 06 007 >_E<_ 8989T>_E<)\t(00) 80 967 )

Jesté si uvedme podminénou informac¢ni matici

1 Z 1 ON(0) ON(O) T
ni= M\, 00 00

I (0) = (3.16)

Fokianos a kol.| (2009) ukézali, ze odhad 6,, mé podobné asymptotické vlastnosti
jako maximélné vérohodny odhad INARCH modelu.

Véta 11. Necht proces {Y;,t > 0} splivje model (3.5) a 0 < b) 4% < 1. Pak
pro mazimdlné vérohodny odhad 0, plati

(i) T:(0,) 22 1(60)
(i) /i (B, — 80) —2r N(0.17(8).
Diikaz. Viz [Fokianos a kol.| (2009).

Ferland a kol.| (2006) uvadi i dalsi konzistentni odhady 1(6).

3.2 Nelinearni modely

Dalsim moznych zobecnénim je povoleni jinych nez linedrni funkei. V této
préci si uvedeme jen zobecnéni INGARCH(1,1) modelu, ale v literatufe mizeme
najit i nelinearni INGARCH vyssich radu.

Méjme proces {Y;,t € Ny}, ktery splnuje model

Yi|Fry~Po(h), A= f(Yie, M), t2>1, (3.17)

kde F} = o(Y;, Mg, 0 < s < t) je o-algebra generovand veli¢inami Ao, Yo, ...,Y; a
f: Ny x (0,00) = (0,00) je az na vektor parametri znama funkce, ktera spliuje

If (v, \) = fF W N) <ad=XN+~vly—y], VAN>0Vy,y €Ny (3.18)

pro néjaké o,y > 0, kde a + v < 1. Stacionaritou a ergodicitou tohoto procesu
se zabyva [Neumann| (2011)).
Fokianos a Tjgstheim| (2012)) se zabyvali modely typu

A= fOut) + (Vi) (3.19)

kde f,b: R — (0,00) jsou az na vektor parametri zndmé funkce, a dokazuji, ze
za urcitych podminek je tento proces stacionarni a odhad metodou maximalni
vérohodnosti je konzistentni a asymptoticky normalni.
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Mezi modely typu (3.19) patii i napt. model
AN =d+ (a + cexp (—7)\?_1)) A1 +0Y (3.20)

nebo i model INGARCH(1,1) z kapitoly [3.1.1} |Fokianos (2015) uvadi i dalsi typy
nelinearnich modeld.
Specidlnim typem nelinedrniho modelu je log-linearni model

Y| F}, ~Po(N), logh =a+blog(Yiy+1)+cilogh_i, t>1. (3.21)

V ptipadé Poissonova rozdéleni je volba logaritmické funkce ptirozena vzhledem
k tomu, ze jde o kanonickou linkovou funkci zobecnéného linedrniho modelu
pro Poissonovo rozdéleni.

Podminéna stfedni hodnota a podminény rozptyl jsou pak ve tvaru

A= (Vi + 1) (3.22)

Oproti INGARCH(1,1) modelu mtizou mit parametry modelu kladnou i za-
pornou hodnotu. Navic mtizeme modelovat kladnou i zapornou korelaci procesu.

Navic pokud |b; 4 ¢;| < 1 pro by, ¢; se stejnym znaménkem a b2+ c? < 1
pro by, ¢; s riznymi znaménky, proces je striktné stacionarni a odhad metodou
maximélni vérohodnosti je konzistentni a asymptoticky norméalni (Fokianos a
Tjostheim| (2011))).

Dalsi zobecnéni pak nabizi modely, kde podminéné rozdéleni neni Poissonovo,
ale jiné. V praxi nejpouzivanéjsi je negativné binomické (Zhul |2010). Toto rozdé-
leni umoznuje jesté vyraznéjsi overdisperzi nez modelovalo podminéné Poissonovo
rozdéleni.
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4. Praktické pouziti

V této kapitole vyzkousime metody uvedené v predchozich kapitolach na da-
tech. Nejprve budeme simulovat nékolik INARCH modelti a porovname presnost
jednotlivych metod odhadu a poté se pokusime modelovat tii realné casové rady.

4.1 Implementace v R

Dtive nez se pustime do odhadovani, uvedme si, jaké nastroje nam R nabizi
pro praci s diskrétnimi casovymi radami.

Liboschik a kol.| (2017) pfedstavili balicek tscount, pomoci kterého se mimo
jiné daji odhadnout parametry modelu metodou maximalni vérohodnosti. Tento
balicek pracuje s linearnimi a log-linedarnimi INGARCH modely za predpokladu
Poissonova nebo negativné binomického podminéného rozdéleni.

Hlavni funkci je v tomto balicku funkce tsglm. Zékladnimi vstupy jsou mode-
lovand fada (ts), model (model), coz je seznam indext minulych hodnot procesu
(past_obs) a podminénych stfednich hodnot (past_mean), predpokladané pod-
minéné rozdéleni procesu (distr) s moznostmi Poissonovo nebo negativné bino-
mického rozdéleni a linkova funkce (1ink) s hodnotami identita nebo logaritmus.
Vystupem jsou mimo jiné odhadnuté parametry modelu (coefficients), infor-
macni matice (info.matrix), odhadnuté podminéné stiedni hodnoty \; (fit-
ted.values) a rezidua (residuals).

Pro odhad parametri metodami nejmensich ¢tvercli miizeme vyuzit funkei
1m, kam miizeme zadat i pripadné vahy. Tato metoda je ale uréena pro nezavisla
stejné rozdélena data, proto odhady kovariance nejsou pro nase vyuziti spravné.
Je tedy nutné vytvorit si pro odhad kovariance vlastni funkei.

4.2 Simulace

Budeme simulovat sest INARCH(1) modeli s parametry

(f) a=0.6ab =0.28.

Parametry modeli @ - @) jsou volené tak, aby byla stfedni hodnota procesu
rovna 3.

Pro kazdy model si vytvorime 1000 ¢asovych fad o 500 pozorovani. Parame-
try modelu pak postupné odhadneme metodou maximéalni vérohodnosti (zna¢me
MLE), metodou nejmensich ¢tvercu (CLS), metodou vazenych nejmensich ¢tverct
s neznamymi vahami (CLSu) a metodou vazenych nejmensich ¢tverci se zndmymi
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vahami (CLSw). Abychom porovnali presnost odhadu pro ruzné pocty pozoro-
vani, odhadneme parametry pomoci prvnich 50, 100, 200 a vsech 500 pozorovani.

Odhady metodou maximalni vérohodnosti jsou vzdy uvnitt parametrického
prostoru, nebot funkce tsglm, kterou k odhadu pouzivame, parametricky prostor
zohledniuje. U metod nejmensich ¢tvercti zadné omezeni neni, proto miazeme do-
stat i odhad se zdpornymi hodnotami. V tabulkach a [£.7] uvadime ve sloupci
out pocet odhadli mimo parametricky prostor. Je vidét, Ze s rostoucim pocétem
pozorovani se odhady zpresnuji, a proto nedochazi tak casto k nepripustnym od-
hadtm.

Abychom mohli metody lépe porovnat, polozili jsme vsechny zaporné odhady
parametru a rovny 1079, vSechny zédporné odhady parametru b; rovny nule a
vechny odhady b; vyssi neZ 1 rovny 1 — 1075,

Ze ziskanych odhadii mizeme pro jednotlivé parametry napocitat charakte-
ristiky jako odhad vychyleni

1 K .
bias = — S 4.1
ias Kkglf,k § (4.1)

odhad smérodatné odchylky

sd = \J [1( Z (énk — &)2 (4.2)

k=1
nebo stredni ¢tvercova chyba

K

MSE = [1( > (G —¢) (4.3)

k=1

kde énk je odhad paramtru k-té fady, £x je vybérovy pramér odhadt én,k, k=
1,..., K, K je pocet vygenerovanych fad pro dany model (v nasem piipadé je
K rovno 1000) a & je nezndmy parametr (v nasem pripadé a nebo by). Na zé-
kladé téchto charakteristik porovname jednotlivé metody. Pro kazdou metodu
jsou vysledné charakteristiky uvedené v tabulkach [4.6] a

Nejdriive porovnejme metody MLE a CLS. Pro nizkou hodnotu b; (v nasem
pripadé by = 0.2) a vyssi pocet pozorovani (200 nebo 500) jsou bias, sd i MSE od-
hadi témito metodami skoro stejné. V nékterych pripadech jsou hodnoty pro me-
todu CLS dokonce nizsi nez pro MLE. S rostoucim b; se ale vysledky pro CLS
vyrazné zhorsuji.

Metody MLE a CLSu jsou si, co se ty¢e hodnot charakteristik, velmi podobné,
hlavné pro vyssi pocet pozorovani. Obecné ma MLE lepsi hodnoty bias a u odhadt
parametru a i MSE. Pro vyssi hodnoty parametru b; ma CLSu zase nizsi hodnoty
sd. Hodnoty MSF jsou u odhadti parametru b; témér shodné.

Ackoli pro nizké hodnoty b; dava metoda CLS lepsi vysledky nez CLSu,
u vyssich hodnot parametru b; je vidét vyrazné zlepseni metody CLSu v po-
rovnani s metodou CLS.

Metoda CLSw se vyznacuje odhady s velmi dobrym bias, zato hodnoty sd a
MSF jsou v porovnéni s ostatnimi metodami velmi vysoké. S tim souvisi i vysoky
pocet zapornych odhadt parametru b; modelu @ a @ Vyjimkou jsou hodnoty
u modelu @), kde tato metoda dava dobré hodnoty i sd a MSE. Je mozné, ze je
to zpusobené nizkou hodnotou parametru a.
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vybérovy primér vybérovy rozptyl

PlzenRychlost2018 2.488 5.547
PlzenAlkohol2018 0.975 1.167
PrahaRychlost2018 2.299 8.298

Tabulka 4.1: Vybérovy prumér a rozptyl pozorovanych rad.

Jesté bychom meéli zminit, ze odhadovani metodou maximélni vérohodnosti
je pomalé. Odhadnout parametry 1000 fad o 500 pozorovani trva nékolik mi-
nut, kdezto odhadnout parametry jakoukoli z metod nejmensich ¢tverci trvalo
nanejvys par sekund.

Obecné se da rict, ze metoda MLE je celkem spolehliva a vhodna pro vsechny
hodnoty parametri. Metodu CLS bychom doporudili, pokud oc¢ekdvame nizkou
hodnotu parametru b; a mame dostatek pozorovani. Pokud chceme pouzit metodu
rychlejsi nez MLE, ale s podobnymi vlastnostmi, mizeme pouzit metodu CLSu.
Tato metoda se hodi hlavné na modely s vyssi hodnotou parametru b;. Pokud

Odhad metodou CLS ma jako jediny explicitné vyjadieny asymptoticky roz-
ptyl. Skuteéné hodnoty smérodatnych odchylek pro jednotlivé pocty pozorovani
a hodnoty parametrii uvddime v tabulkach a ve sloupci sd*. Obecné se da
fict, ze odhady smérodatné odchylky celkem odpovidaji skute¢nym smérodatnym
odchylkam, ackoli konverguji pomérné pomalu.

4.3 Realna data

Pouziti modelti budeme ilustrovat na trech ¢asovych fadach popisujicich denni
pocet nehod za rok 2013}] (obr. . Prvni ¢asova rada popisuje nehody v Plzen-
ském kraji kvili nepfimétené rychlosti (Plzen Rychlost2018), druha fada popisuje
nehody v Plzenském kraji kvili jizdé pod vlivem alkoholu (PlzenAlkohol2018)
a treti fada popisuje nehody v Praze kvili neprimérené rychlosti (PrahaRych-
lost2018). V tabulce uvadime zakladni statistiky, na obréazcich zase zob-
razujeme autokorelac¢ni a parcialni autokorelacni funkei rad. Nasim cilem je mo-
delovat tyto fady pomoci INARCH, ptipadné INGARCH modelu.

Zactneme tadou PlzenRychlost2018. Na zékladé tvaru autokorelacni a parci-
alné autokorelacni funkce (obr. jsme se rozhodli tuto fadu modelovat pomoci
INARCH(1) modelu, pricemz o¢ekdvame, ze parametr by se bude pohybovat okolo
hodnoty 0.3.

K odhadu parametri vyuzijeme metodu maximalni vérohodnosti, jak bylo
doporuceno v predchozi kapitole. Jak jsme predpokladali, odhadu b; je roven
0.3279 a témeér odpovida vybérové korelaci pozorovani v case t s pozorovanim
v case t—1, kterd je rovna 0.3287. Odhady spolu se smérodatnymi chybami a
intervaly spolehlivosti jsou uvedené v tabulce [4.2] Smérodatné chyby spoéitané
z odhadu oc¢ekavané informacni matice jsou na tii desetinnd mista shodné
se smérodatnymi chybami spocitanymi z pozorované informaéni matice (2.13),
proto je jedno, jaky odhad informac¢ni matice zvolime. Pro porovnani uvadime i
odhady metodami zaloZenymi na metodé nejmensich ¢tvercu (tab. .

1Zdroj: https://www.irozhlas.cz/nehody
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Obrazek 4.1: Pocty nehod za rok 2018: (a) v Plzenském kraji kvili nepfimérené
rychlosti; (b) v Plzeniském kraji kvili jizdé pod vlivem alkoholu; (¢) v Praze kvuli
neprimétené rychlosti.

odhad smeérodatna chyba interval spolehlivosti
a 1674 0.113 (1.452;1.897)
by 0.328 0.041 (0.247; 0.409)

Tabulka 4.2: Odhad, smérodatna chyba spocitana z pozorované informacni matice
(2.13) a interval spolehlivosti INARCH(1) modelu fady PrahaRychlost2018.

MLE CLS CLSu CLSw
a 1.6742 1.6602 1.6655 1.6640
by 0.3279 0.3278 0.3257 0.3240

Tabulka 4.3: Odhady metodou maximélni vérohodnosti (MLE), nejmensich
¢tvercu (CLS), nejmensich Ctverci s nezndmymi vahami (CLSu) a nejmensich
¢tverc se znamymi vahami (CLSw) pro INARCH(1) model tady PrahaRych-
lost2018.
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Obrazek 4.2: Autokorelacni funkce a parcidlni autokorelacni funkce fad (a)
PlzenRychlost2018, (b) PlzenAlkohol2018 a (c¢) PrahaRychlost2018.
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odhad  SE int. spol. p-hodnota
a 0.001 0.005 (-0.010; 0.011) 0.885
by 0.067 0.029 (0.011; 0.123) 0.019
by -0.078 0.031 (-0.138;-0.017) 0.012
c; 0.958 0.029 (0.901; 1.016) 0.000

Tabulka 4.4: Odhad, smérodatna chyba, interval spolehlivosti a p-hodnoty hypo-
téz, zda je parametr rovny nule, INGARCH modelu rady PlzenAlkohol2018.

Pokrac¢ujme radou PlzenAlkohol2018. Na prubéhu autokorelacni a parcialni
autokorela¢ni funkci si mizeme vsimnout dvou véci. Zaprvé je u nich znat sedmi-
denni cyklus a za druhé ¢tvrta i patd hodnota (u parcidlni autokorelacni funkce
treti a C¢tvrtd) jsou znatelné zédporné. Po vzoru Liboschik a kol. (2017) zvo-
lime INGARCH model a zahrneme do modelu i o 7 dni zpozdéné podminéné
sttedni hodnoty tady. Navic kviili zdpornym hodnotam zvolime loglineani model
se Ctyrmi zpozdénymi pozorovanimi. Predpokladame tedy podminénou stredni
hodnotu rady, pro kterou plati

log Ay = a+bylog (Yi—1 + 1) + bolog (Yio + 1) +
+bslog (Yi—g + 1) + bylog (Yiea + 1) + crlog M7, (4.4)

kde Y; je hodnota rady PlzenAlkohol2018 v case t a \; je podminéna stredni hod-
nota PlzenAlkohol2018 v case t. K odhadu pouzijeme znovu metodu maximalni
vérohodnosti.

Parametry by, b3 i by jsou nesignifikantni, navic p-hodnota Waldova testu, zda
jsou parametry bs a by rovny nule, vysla 0.072, mohli bychom je proto vyradit
z modelu. Vysledné odhady spolu se smérodatnymi chybami, intervaly spolehli-
vosti a p-hodnotami jsou v tabulce [4.4

Zptsob modelovani sezonnosti pouzity v tomto pripadé neni jediny, ktery
bychom mohli pouzit. Dalsi moznosti je misto zpozdéné podminéné sttedni hod-
noty pridat do modelu identifikdtor dne v tydnu. Funkce tsglm toto umoznuje
skrz vstupni parametr xreg.

Nakonec se podivame na fadu PrahaRychlost2018. Podle autokorela¢ni a par-
cialni autokorelac¢ni funkce to vypada, Ze pozorovani v ¢ase t nezavisi na minulych
hodnotach fady. Zkusime tedy fadu modelovat INARCH(1) modelem. Protoze
predpoklddame nizkou hodnotu parametru b;, odhadneme parametry metodou
nejmensich ¢tvercti. Jak bylo feceno v predchozi kapitole, pro nizké b, a vysoky
pocet pozorovani je tato metoda skoro stejné dobré jako metoda maximalni véro-
hodnosti. Odhady metodou CLS jsou uvedené v tabulce [4.5] P-hodnota u para-
metru b; je nizsi nez 0.5, na hladiné 5 % proto zamitame hypotézu, Ze je parametr
b1 roven 0. Pozorovani v case t tedy zavisi na predchozi hodnoté, ackoli ne tolik
jako treba u PlzenRychlost2018.

Vysledky modelti mizeme porovnat v grafech [£.3] V grafu fady PlzenAlko-
hol2018 (graf si miiZzeme vSimnout, Ze hodnoty podminéné stiedni hodnoty
jsou ze zacatku velmi blizko a postupné se rozsituji. To je pravdépodobné zpt-
sobené volbou pocatecénich hodnot podminéné stredni hodnoty a jejich derivaci.
Na podminénych stfednich hodnotach je také ziejmy vliv zpozdéné podminéné
stfedni hodnoty zahrnuté do modelu, ktera vytvari jistou periodicitu. V grafu

38



odhad SE (1) SE (2) int. spol. (2) p-hodnota (2)
a 2054 0.107 0.141 (1.777; 2.331) 0.000
by 0.108 0.035 0.053 (0.003; 0.212) 0.0434

Tabulka 4.5: Odhad, smérodatnd chyba spocitana (1) ze soucinu tif matic z véty
, pricemz kazda z matic je odhadnuta jako prumér prislusnych vyraziu, (2) z
explicitné vyjadreného rozptylu odhadi metodou CLS , dale interval spo-
lehlivosti a p-hodnoty hypotéz, zda je parametr rovny nule, INARCH(1) modelu
tady PrahaRychlost2018.

fady PrahaRychlost2018 (graf je patrné, ze parametr b; je nizsi nez v pri-
padé fady PlzenRychlost2018 (graf , protoze podminéna stiedni hodnota
tolik nereaguje na vysoké vykyvy v radé.

Po porovnani autokovariancni funkce rezidui s autokovariancénimi funkcemi
samotnych Tad je vidét, ze autokorelace rezidui je znatelné nizsi nez autokore-
lace puvodni fady. Nejvyraznéjsi rozdil je u autokorelace nizsich radia. U rezidui
modelu fady PlzenAlkohol2018 je stale vidét mirnd sezénnost, ale uz neni tak
zietelnd jako u samotné rady.
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Obréazek 4.3: Vlevo pozorovana fada (sedé) s odhadnutymi podminénymi stied-
nimi hodnotami (plnd ¢éra) a nepodminénou stiedni hodnotou (éarkovand),
vpravo autokovariancni funkce rezidui modelu fady (a) PlzenRychlost2018, (b)
PlzenAlkohol2018 a (c¢) PrahaRychlost2018.
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Z.aver

V této praci jsme predstavili linearni INARCH model, ktery je urc¢en pro mo-
delovani casovych tad poctu udalosti. Ukézalo se, ze vyhodou tohoto modelu je,
ze se nemusime omezovat jen na rady, kde je stfedni hodnota rovna rozptylu, jak
je tomu u Poissonova rozdéleni. Obecné je tento model vhodny pro stacionarni
rady s vysSim rozptylem nez stredni hodnotou a kladnou autokorela¢ni funkei.

Odvodili jsme zakladni momenty a vlastnosti procesu splnujictho INARCH
model a ukazali jsme, ze INARCH model spada do AR modeltu. Predstavili jsme
i nékolik metod odhadu parametrii modelu - metodu maximélni vérohodnosti,
metodu nejmensich ¢tvercl, metodu vazenych nejmensich ¢tvercii s neznamymi
vahami, metodu vazenych nejmensich ¢tvercii se zndmymi vahami a metodu mo-
mentl. VSechny metody odhadu jsme pak pomoci simulaci porovnali. Obecné
nejlepsi se prokazala metoda maximalni vérohodnosti. Dobré vysledky davala i
metoda nejmensich ¢tvercll s neznamymi vahami.

Déle jsme uvedli rtizna zobecnéni linedarniho INARCH modelu. Protoze tento
model predpoklada jen zavislost podminéné stfedni hodnoty na minulych pozo-
rovani, pridali jsme po vzoru ARMA modelu i zavislost na podminéné stredni
hodnoté, ¢imz jsme dostali INGARCH model. Také jsme uvedli nelinearni mo-
dely, specialné log-linearni model, které nas neomezuji jen na tfady s kladnou
autokorelacni funkci.

Nakonec jsme predstavené modely vyuzili k modelovani po¢tu nehod v Praze
a v Plzenském kraji, pricemz jsme vyuzili jak linearni, tak nelinedrni modely.

Dalsi mozna rozsiteni této prace by mohla zahrnovat naptiklad modely s pod-
minénym negativné binomickym rozdélenim nebo modely s vysvétlujicimi pro-
ménnymi. Také je tu prostor k rozsiteni diagnostickych metod o testy dobré shody.
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