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1. Uvod

1.1 (eometrické reprezentacie

Graf je matematicka struktura, ktord opisuje vztahy medzi parmi objektov
uréitej mnoziny. Graf znacime ako usporiadant dvojicu G = (V, E), kde V
je mnozina objektov, ktoré nazyvame vrcholy. Mnozina E popisuje vzfahy me-
dzi objektami. Tieto vztahy nazyvame hrany. Graf mozeme zapisat abstraktne
ako na Obrazku v strede, alebo reprezentovat vizudlne. Vizualizaciu grafu
G nazyvame reprezentacia, nakreslenie alebo graf. Najznamejsia je Petersonova
reprezentécia (Obrazok vlavo a vpravo).

V(G) = {v1,...,v7}

E(G) ={viviy1| Vi: 1 <i<5}U
{vivz| Vi € {1,... ,6}}U
{vive}

Obr. 1.1: Jeden graf reprezentovany tromi spésobmi. Jednym z dévodov skiimania réznych re-
prezentacii je pochopenie Struktiry grafu. Reprezenticia vpravo nam o struktire grafu napovie
viac ako reprezentécia vlavo.

Geometrické prienikové grafy. Vrcholom mézeme priradit geometrické ob-
jekty a hrany mozeme vyjadrif prienikmi tychto geometrickych objektov. Formal-
nejsie mézeme geometricky prienikovy graf R mnoziny X opisat ako sibor takych
mnozin {R, | v € V(G)}, ze |R, N R,| # 0 préve vtedy, ak uwv € E(G). Naj-
znamejsie geometrické triedy prienikovych grafov sa intervalovy graf, circle graf,
string graf, circular-arc graf, funkéné grafy a permutacné grafy. V tejto sekcii
vychddzame prevazne z [15] 37, 38].

Nech C je trieda grafov a R je trieda geometrickych reprezentécii. Trieda
grafov st napriklad rovinné grafy, bipartitné grafy a trieda reprezentacii je napri-
klad circle packing. Potom je prirodzené sa pytat, ¢i G € C sa da reprezentovat
reprezentaciou R € R.

Problém : Recognition of C - RECOG(C, R).
Input: Graf G.
Owutput : Reprezentiacia R € R grafu G, ak G patri do C, inak "false".

Intervalové grafy. Intervalovy graf je prienikovy graf tvoreny intervalmi
realnych c¢isel. Intervalové grafy si jedna z najstarsich a najznamejsich tried gra-
fov. Prvy krat ich vo svojej préaci predstavil Hajés [10]. Vela tazkych kombi-
natorickych problémov ako farbenie vrcholov, maximalna nezavisld mnozina a
maximalna klika st pre intervalové grafy zvladnutelné v polynomidlnom case.
V minulosti boli intervalové grafy pouzivané v genetike, psycholdgii, architektire
(napriklad [2, 14} 31]). Priklad intervalového grafu mozeme vidiet na Obr. [1.2]
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Obr. 1.2: Nalavo graf G’ a napravo jeho intervalovy graf.

Circle grafy. Circle graf je prienikovy graf, ktory pozostéva z tetiv kruznice.
Circle grafy prvykrat spomenuli Even a Itai [§]. Priklad circle grafu mozeme vidiet

na Obr. 3.4]

Obr. 1.3: Nalavo graf G a napravo jeho circle graf.

String grafy. String graf je prienikovy graf, ktory pozostava z kriviek v ro-
vine, tie sa nazyvaju "strings'. Pre kazdé tri krivky plati, Ze sa nepretinaji v jed-
nom bode. Prvykrat ich v roku 1976 predstavili Ehrlich, Even a Tarjan [7]. Az
v roku 1991 dokézal Kratochvil, Ze problém rozpoznavania string grafov je NP-
tazky [19]. To, Ze problém rozpoznavania string grafov je v NP triede dokézali az
o viac ako desatrocie neskor Schaefer, Sedgwick a Stefankovi¢ [33]. Priklad string
grafu je na Obr. [1.4]

Obr. 1.4: Nalavo graf G a napravo jeho string reprezentacia.

Circular-arc graf. Circular-arc graf je prienikovy graf tvoreny poloblikmi
kruznice. Problém rozpoznavania circle-arc grafov v linedrnom case dokazal Mc-
Connell [13] 23]. Ak sa na kruznici circular-arc grafu (Obr. nachadza bod,
ktory nie je obsiahnuty v ziadnom polobliku, potom médzeme kruznicu v tomto
bode rozrezat a natiahnut. Tym ziskame intervalovy graf. Praca so circle-arc
grafmi je nachylnd na chyby. Zatial ¢o maximélne kliky v intervalovych grafoch
sa spravaju dobre, v circle-arc grafoch to neplati.



Obr. 1.5: Nalavo graf G a napravo jeho circular-arc graf Kruh je naznaceny prerusovanou
¢iarou.

Kontaktné grafy. Podmnozinou prienikovych grafov sa kontakiné grafy. Vi-
choly grafu su tiez geometrické objekty ako krivky, tsecky alebo mnohouholniky.
Hrany nie st reprezentované pretinanim objektov, ale ich dotykom. Nie kazdy
rovinny graf ma reprezentaciu z nejakej triedy kontaktnych reprezentacii. Napri-
klad vSetky rovinné grafy maju circle packing reprezentéciu (Definicia viz
kapitolu , ale len bipartitné grafy maju grid reprezentaciu (Definicia viz
kapitolu [5

Grid graf. Grid graf je kontaktny graf reprezentovany vertikalnymi a hori-
zontdlnymi tseckami (Obr. [L.6). De Fraysseix et al. dokézal [30], ze kazdy bipar-
titny rovinny graf ma takito reprezentaciu. Grid reprezentacia moze byt skon-
struovana v polynomialnom case.

Definicia 1.1. Nech G = (V U H, E) je rovinny bipartiting graf a ny = |V|,
ny = |H|. Kontaktnd reprezentdcia grafu G obsahuje vertikdlne usecky, ktoré re-
prezentuji mnozinu vrcholov |V| a horizontdlne usecky, ktoré reprezentuji mno-
Zinu vrcholov |H|. Usecky budeme znacit rovnakymi symbolmi ako prislichajice
vrcholy. Zaroven plati:

1. Ziadne usecky rovnakého smeru sa nepretinaji.
2. Ziadne dve usecky sa nekriZia.

3. Usecky w,v sa pretinaji prdve vtedy, ak uv € E.

Obr. 1.6: Nalavo bipartitny graf G' a napravo jeho grid graf.

Circle packing Circle packing je kontaktny graf reprezentovany kruznicami
(Obr. . Circle packing spaja spojity svet s diskrétnym. V roku 1985 Thurston
vyslovil domnienku, ze pomocou circle packingu mozeme aproximovat konformné
zobrazenia. Pozname existencné dokazy circle packingu, ktoré vyuzivaji bod v ne-
konecne [1I, 36], ale aj konstrukéné dokazy [5], ktoré vyuzivaju konvergenciu.
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Definicia 1.2. Nech G je rovinng graf. Circle packing (skrdtene CP) grafu G je
mnozina kruznic {C, | v € V(G)} v rovine, takd Ze:

1. Kruhy obmedzené kruznicou C,,v € V(QG) si po dvoch disjunktné.
2. Kruznice Cy, a C,, u,v € V(QG) sa pretinaji prdve vtedy, ak uv € E(G).

3. Ak vlozime vrcholy v € V(G) do stredov prislichajicich kruznic C, a hrany
wv € E(G) skonstruujeme tak, Ze stredy kruznic spojime useckou prechddza-
jucou cez priesecnik C, N Cy, ziskame rovinné nakreslenie H grafu G, ktoré
je ekvivalentné G (teda existuje homeomorfismus medzi H a G ).

Prienikovy intervalovy graf mozeme upravit tak, ze kazdy interval bude ohra-
niceny celymi ¢islami a neporusime tym struktiru grafu. Pri circle packingu to
nejde, pretoze kazda hrana je definovand len bodom dotyku kruznic, ktory moze
byt iraciondlne ¢islo. Pri vypocétoch na pocitaci, tak musime body aproximovat.

Obr. 1.7: Nalavo graf G a napravo jeho circle packing.

1.2 Rozsirovanie

Pri probléme rozsirovania geometrickej reprezentacie grafu, na vstupe dosta-
vame okrem grafu G aj jeho ¢iastoéni reprezentaciu R'. T4 je zaroven reprezen-
tacia indukovaného podgrafu G’ grafu G. Vrcholy V(G') a mnozinu R’ oznacu-
jeme ako predkreslené. Reprezentacia R je rozsirenie R’ prave vtedy, ak vrcholom
v € V(G') priradi rovnaké hodnoty ako R'. Teda sa pytame, ¢i mozeme Ciastoénu
reprezentaciu R’ rozsirit na reprezentiaciu R bez toho, aby sme pozmenili R’

/

Ry
Obr. 1.8: Nalavo graf G, v strede ¢iasto¢nd reprezentécia R/, vpravo Rj. Ciastoéni reprezen-
taciu R} nie je moZné rozsirit, pretoze nemozeme pridat kruznicu pre ¢ierny vrchol tak, aby sa

dotykala so vSetkymi vrcholmi na vonkajSom cykle (naznacené prerusovanou ¢iarou). Naproti
tomu Cilastoénu reprezenticiu R moézeme rozsirit.

Ry




Problém : Partial Representation Extension of C - PRExt(G).
Input: Graf G, ¢iastoénd reprezentacia R'.
Output : Ciastotnd reprezenticia R grafu G, ak rozsiruje R', inak "false".

Zlozitost problému rozsirovania reprezentacie intervalovych grafov ma casovi
zlozitost O(n + m) [16], [I7]. Pre circle grafy je mozné tento problém rozhodnut
v polynomidlnom case [4]. Avsak pre string grafy [20] a circle packing je to NP-
tazky problém a pre grid grafy NP-tplny [3]. Problém rozsirovania ¢iastocne;
reprezentacie circle-arc grafu je otvoreny problém.

1.3 Obsah tejto prace

V tejto praci sa zaoberame roznymi aspektami rozsirovania geometrickej re-
prezentacie grafov — konkrétne grafmi reprezentovanymi circle packingom. V ka-
pitole 2| uvedieme a vysvetlime zdkladné pojmy a definicie nutné pre budovanie
dalsich kapitol. V kapitole [3| predstavime jednu verziu dokazu vety, ze kazdy su-
visly rovinny graf je mozné reprezentovat pomocou circle packingu. V kapitole [
predstavime Moharov dokaz vety, ze kazdy 3-suvisly rovinny graf mé primal-dual
circle packing. V kapitole p|sa pozerame na rozsirovanie kontaktnych reprezentacii
pohladom vypocetnej zlozitosti.

Hlavnym prinosom tejto prace je ucelené zhrnutie a tvod do problematiky
circle packingu a jeho rozsirovania. V rade publikovanych dékazov tykajucich sa
tejto problematiky, chybaju niektoré detaily, ktoré stazuju celkové pochopenie.
V préaci sa ich pokusime doplnit.

Dalej v kapitole [5| navrhujeme vlastny teoreticky algoritmus na rozsirovanie
¢iastocného circle packingu triangulacie grafu, zaloZzeny na vypocetnom modeli
real RAM.



2. Zakladné pojmy

V tejto kapitole definujeme zédkladné pojmy a dokazeme pomocné vety, ktoré
budeme vyuzivat v dalsich kapitolach. Vychadzame pritom z [6], 12, 22| 28]

2.1 Rovinné grafy a geometria

Definujeme zakladné pojmy z oblasti rovinnych grafov a geometrie.

Definicia 2.1. Graf G je usporiadand dvojica (V, E), kde V je nejakd neprazdna
mnozina a E je mnoZina dvojbodovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoZiny V'
sa nazyvaji vrcholy grafu G a prvky mnoZiny E hrany grafu G. Steny grafu G sa
oznacuji F(Q).

E(G).

Definicia 2.2. Graf H je podgrafom grafu G, ak V(H) C V(G) a E(H) C
= E(G) N

Graf H je indukovany podgraf grafu G, ok V(H) C V(G) a E(H)
(V(H))
5 ).

Definicia 2.3. Nech G je graf s rovinnym nakreslenim, s mnozinou vrcholov V',
mnozinou hran E a mnozZinou stien F'. Definujme graf tvaru (F, E,¢), kde € sa
definuje predpisom e(e) = {F;, F}}, ak hrana e je spolocnou hranicou stien F; a
F; (méZe sa stat, Ze F; = F;, ak z oboch stran hrany e je rovnakd stena). Tento
graf (F, E,¢) nazjvame (geometrickym) dudlom grafu G a znacime ho G*.

Definicia 2.4. Rovinnyg graf G sa nazgva mazimdlny rovinny graf (trianguldicia),
ak pridanim hrany medzi dva neincidentné vrcholy u a v, vznikne graf, ktory nie
je rovinny.

Definicia 2.5. Kvadrangulicia je graf G, v ktorom kaZdd stena f € F(G) je
stvorcyklus.

Definicia 2.6. Suvisly graf G je k-suvisly, ak |V (G)| > k a zostane sivisly, aj
po odobrati menej ako k vrcholov.

Definicia 2.7. Nech xg,...,x, € R" si afinné nezdvislé, potom simplex defino-
vany tymito bodmi je mnoZina bodov

S = {a0x0+---+0z0xn | Zaizl a o; >0 pre kaidéi}.
i=0

Definicia 2.8. Polytop je prienik konecne mnoho uzavrenych polopriestorov v R™.

Dalej uvedieme a dokéZeme lemmy, ktoré vyuzijeme v nésledujtcich kapito-
lach.

Lemma 2.1. Rovinnyg graf G s n wvrcholmi bez nasobniych hran a sluciek md
najviac 2n — 4 stien. Trianguldcia md prdave 2n — 4 stien.

Doékaz. Ak graf G nie je maximalny rovinny graf, priddme hrany az kym ne-
vznikne triangulacia. Podla Eulerovej formule plati rovnost

VI =Bl +|F] = 2.
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Kedze graf je triangulacia kazda stena obsahuje 3 hrany a zaroven sa kazda hrana
nachadza na dvoch stenach, to nam dava pocet hran

M1
)

Po dosadeni do Eulerovej formule ziskame
VI—IEl+|F| =2,
n— 3 1 F| =2,
2n — 3|F| + 2|F| = 4,
|F| =2n — 4.
O

Lemma 2.2. Nech graf G je trianguldcia s mnozinou vrcholov V(G) = vy, ..., v,
pro n > 3. Pre lubovolni mnozinu U C V(G), nech F(U) oznacuje mnozinu
vsetkijch takyjch stien (véetne vonkajsej) grafu G, ktoré maji aspon jeden vrchol
patriaci do mnoziny U. Potom plati, Ze

[F(U)| > 2|U],
pre lubovolné U také, Ze plati 1 < |U| < n — 3.
Dékaz. Vezmime si mnozinu U = V(G) \ U a mnozinu vietkych stien F(U)
obsahujucu aspon jeden vrchol z U. Kedze tieto vrcholy neindukuji kompletna
trianguldciu, z Lemmyplati |[F'(U)| < 2|U|—4. Z tejto nerovnosti po dosadeni
|F(U)| = pocet stien v G — |F(U)| a |U| = |V(G)| — |U| odvodime
2n —4 — F|U| < 2(n —|UJ|) — 4,
2n—4 - F|U| < 2n = 2|U| — 4,
2|U| < F|UI.
0

Lemma 2.3. Nech G je 3-suvisly rovinng graf. Potom G alebo G* obsahuje troj-
cyklus.

Dékaz. Ak graf G obsahuje trojcyklus, tak sme hotovi. Predpokladajme teda, ze
G obsahuje len steny, ktoré st minimélne stvorcykly. Teda plati

e<2n—4. (2.1)

Ak graf G obsahuje vrchol s deg(v) = 3. Potom dudlny graf G* bude obsa-
hovat trojcyklus, ktory prechadza cez hrany, ktoré vychadzaju z vrcholu v € G
(Obr. . Pre spor predpokladajme, Ze obsahuje len vrcholy s deg(v) > 4. Sucet
stupnov cez vsetky vrcholy mézeme zdola a zhora odhadnuf na

dn < > deg(v) = 2e, (2.2)
veV(Q)

8



Obr. 2.1: Trojeyklus v dudlnom grafe G*.

pretoze kazdy vrchol prispeje aspon hodnotou 4 a kazda hrana je do stuétu zapo-

¢itand prave dvakrat. Z (2.1) a (2.2) dostaneme
2n <e,

2n—4 > e.

Dostali sme dve nerovnice, ktoré si odporuji. Potom méame spor s tym, ze graf
G neobsahuje vrchol s deg(v) = 3. A teda vzdy ndjdeme trojcyklus v G alebo
v G*. [

Lemma 2.4. Nech G je suvisly graf s n > 3 vrcholov a s m hranami. Ak G
neobsahugje trojuholnikové steny, potom plati m < 2n — 4. Plati s rovnostou, ak G
je kvadranguldcia.

Dokaz. Ak budeme prechadzat cez vsetky steny, kazdu hranu prejdeme dvakrat
(kazdd hrana je na dvoch stendch). Nech f;, znac¢i pocet stien velkosti k. Potom
S%  kfi = 2m. KedZe graf G obsahuje len $tvoruholnikové a vicSie steny, potom

k k
4f =4 fi < S kfi=2m.

1=4 1=4

Z toho ziskame f < 7. Ked dosadime do Eulerovej formule n —m + k = 2.
Ziskame
m < 2n — 4.

2.2 Komplexné cisla

Vyraz z = a + bi nazyvame komplexné cislo. Koeficienty a a b st realne ¢isla.
Cislo i mé na rozdiel od realnych &sel zaujimavi vlastnost i2 = —1. Tato vlastnost
nam umoziuje riesit vetky polynomidlne rovnice. Cast a sa nazyva redlna a
cast b sa nazyva imaginarna. Pochopenie tychto mystickych komplexnych ¢isel sa
objavilo, ked nezavisle na sebe matematici Wessel, Argand a Gauss prisli na to,
ze komplexné ¢isla mozeme interpretovat geometricky. Na kazdé komplexné ¢islo
sa mozeme pozerat ako na bod (x,y) v rovine, alebo analogicky ako na vektor
spajajuci pociatok s tymto bodom.

Vyrazom z znac¢ime komplexné zdruzenie z. Ak z = a + bi, potom z = a — bi.
Komplexné zdruzenie zrkadli z cez redlnu osu. Tato operacia zachovava velkost
¢isla a velkost uhla, ale menf orientdciu uhla (Obr. 2.2).



I. Z2.2: Komplexné zdruzenie Cisla a + b:. Velkost cisla a + b6t = va= + b=.
Obr. 2.2: K lexné zdruzenie ¢isl bi. Velkost ¢isl bi = Va2 + b?

Aj sc¢itanie komplexnych ¢isel mozeme interpretovat geometricky. Ak k vektoru
A pric¢itame vektor B, posunieme A o velkost vektoru B v smere vektoru B a
ziskame rovnobeznik s uhloprieckou A + B (Obr. . Pric¢itanie komplexného
¢isla k rovine teda posunie rovinu o velkost komplexného cisla v smere vektoru
tohto komplexného cisla.

7 7 o .

6 1 A+ B 61 O . ¢

57 - ® 5 s e
41 [ T K 41 [ [

31 g 31 L ¥ X

21 21 0

11 O'A 14 L] .

0 12 34 56 7 0 12 34 56 7

Obr. 2.3: Nalavo séitanie dvoch komplexnych é&isel (vektorov). Napravo pric¢itanie vektoru X
k objektu O.

Aby sme ziskali nadhlad na to, ako funguje néasobenie komplexnych cisel,

vyjadrime si ho pomocou Eulerovej formule
e = cosf +isiné.

Dokaz tohoto vztahu vyplyva z Taylorovej vety a dokaz mozeme najst v knihe
Visual Complex Analysis, Needham [2§].

Vyraz € urcuje bod na jednotkovej kruznici pod uhlom #. Body na jednot-
kovej kruznici maja velkost jedna. Ak r je velkost vektoru z, potom z mdzeme
vyjadrit vo forme z = re?. Vdaka tejto formuli je ndsobenie komplexnych ¢isel

prirodzené:

0 i(9+0).

r1er9e’ = rirge
Mozeme vidiet, Zze vynasobenie komplexného ¢isla inym komplexnym ¢islom vy-
nasobi ich velkosti a s¢ita ich uhly. Nasobenie roviny komplexnym cislom teda
expanduje a rotuje komplexni rovinu C (Obr. [2.4)).
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81 .AB 81 .\
7 7 )
61 67 e
| o O -X
4 490~ \
3 o A 3 Q\‘o Lo
\ \

21 B 2 X (0) |
14/ 4@ 1 o (]

T T T T T T VO T T T T T T
0] 1 2 34 5 6 -1 12 3 4 5 6

Obr. 2.4: Nalavo vynasobenie dvoch komplexnych é&isel (vektorov). Napravo vynéasobenie ob-
jektu O vektorom X.

2.3 Riemannova sféra

Pozrime sa na komplexné ¢islo z a jeho inverziu % Ak je z velmi velké ¢islo,
jeho inverz bude velmi malé cislo, ktoré sa blizi k 0. Naopak, ak je z velmi malé
¢islo blizke k 0, jeho inverz bude velmi velké ¢islo. Vyraz % nebude definovany.
Preto si komplexni rovinu rozsirime o bod v nekonecne. Vdaka tomu mozeme

definovat, ze

1 =0, E = Q.

00 0
Komplexnu rovinu rozsireni o bod v nekonec¢ne nazyvame rozsirend komplexnd
rovina a znac¢ime C* = CU oo. Ukazeme, ze na C* sa da pozerat topologicky ako
na sféru. Niekedy sa rozsirenej komplexnej rovine hovori Riemannova sféra.

Prechod medzi jednotkovou sférou
SQ = {(1’1,])2,1‘3) ’ l’% + $§ +$§ = 1} C R3

a rozsirenou komplexnou rovinou C* sa nazyva stereograficka projekcia. Stereo-
graficki projekciu budeme znacit .

Neformalne mozeme stereografickii projekciu popisat nasledovne. Rozsirent
komplexni rovinu C umiestnime tak, Ze prechddza cez rovnik S (komplexni ro-
vinu identifikujeme s xy-rovinou v R3), a bod 0 je stred S? a body 1, —1, i, —i lezia
na rovniku. Ak N = (0,0, 1) je severny p6l S* a P Tubovolny bod, potom priamka
definovand tseckou N P jednoznac¢ne pretne rovinu C. Kazdy bod na juznej po-
loguli sa zobrazi do vnitra jednotkovej kruznice, rovnik sa zobrazi na jednotkovi
kruznicu a severnd pologula okrem N sa zobrazi na zvysok komplexnej roviny.
Tym padom mozeme identifikovat severny pol N s oo (Obr. [2.5)).

Jednoduchym vypoctom je mozné odvodit, Ze zobrazenie 7: S*\ {N} — C je
definované nasledujicim vzorcom

T1 + 1T

— — ) — .
(21,29, x3) — 2 =2 + Yyi —

(2.3)
Z tohoto je vidiet, Ze 7 je spojité bijektivne zobrazenie (x3 # 1). Podobne odvo-
dime, ze 771: C+— S*\ {N} je definované nasledovne

2x 2y _x2+y2—1

Il:x2+y2+1’ I22x2+y2+1’ x3_x2+y2+1’

Je zrejmé, Zze 7w 'je bijektivne spojité zobrazenie a tym padom 7 je homeomor-
fizmus. Rozsirime 7: S? \ {N} — C na bijekciu 7: S* — C* tak, Ze definujeme

11



Obr. 2.5: Riemannova sféra

7(N) = co. Bijekcia z S* do C* ndm umoziiuje hovorit o algebraickych a topo-
logickych vlastnostiach S? ako o vlastnostiach C*. Napriklad je zrejmé, ze C* je
kompaktnd mnoZina, kedZe aj sféra S? je kompaktnd mnoZina.

KruzZnice v rozsirenej komplexnej rovine. Pomocou stereografickej projek-
cie 7 mézeme definovat kruznice v C*. KruZnica na sfére S? sa definuje ako prienik
S* N H, kde H je rovina v R? takd, ze |S* N H| > 1.
Nech H je rovina definovana rovnicou
axy + Bry + yr3 =0,
kde a, 8,7,9 € R. Pouzitim ({2.3) dostaneme
az® + ay® + 2ax + 2By + ¢ =0, (2.4)

kde z =z +iy,a=~v—35§ac=—(y+9). Ak a # 0, tak rovnica definuje
kruznicu v R2, ktord odpoveda kruznici v C. Ak a = 0, potom tato rovnica
definuje priamku v rovine C. Toto odpoveda kruzniciam v C*, ktoré obsahujui oo,
alebo ekvivalentne kruzniciam v S?, ktoré obsahujt severny pél N.

Definicia 2.9. Kruznica v C* je 7(S*NH), kde H je rovina takd, Ze |S*NH| > 1.

2.4 Mobiove transformacie

Definicia 2.10. Mdébiova transformdcia je zobrazenie M(z): C — C definované

az+b
M(Z)=7cz+d,

kde koeficienty a,b,c a d si komplexné cisla splnujici ad — be # 0.

(2.5)

Moébiove transformécie tvoria grupu, teda zlozenie Mébiovych transformacii
je Mobiova transformacia a kazda Mobiova transformécia mé inverz. Pozname-
najme, ze ak plati ad = be, po uprave dostaneme

az+b ¢ acz+bc acz+bc—ad+ad alcz+d)—ad+bc

M = 2= —
(2) cz+d ¢ cez+de ccz +dc c(cz +d)
_alecz+d) —(ad—bc) alcz+d)—0 a
c(cz +d)  clez+d)

12



Ziskali sme nezaujimavi konstantnt funkciu a/c. Preto je v Definicii m pod-
mienka ad — be # 0.

Mobiova transformacia je konformné zobrazenie, to znamend, ze zachovava
velkost a orientaciu uhlov. Poznamenajme, Ze nemusi zachovavat vzdialenosti
medzi bodmi. Aby sme porozumeli Mobiovej transformaécii, vyjadrime ju ako
zobrazenie styroch zakladnych zobrazeni

d
Ml(Z) =z + E,
1
M = -
2(2) Z’
bc — ad
() = E 00
M4(Z) =z +E,

kde g, Sa —(adc%bc) st komplexné ¢isla. Prvé a posledné zobrazenia st posunutia,
tretie zobrazenie je expanzia a rotacia komplexnej roviny. Je zjavné, ze tieto tri
zobrazenia su konformné. Ukazat, ze komplexna inverzia % je konformné zobra-
zenie, je zlozitejSie a preto to budeme povazovat za fakt. Ak tieto Styri funkcie
zlozime My o M3 o My o M;(z), ziskame Mobiovu transforméciu v tvare .

7 toho dostavame nasledujicu lemmu.

Lemma 2.5. KaZdd Mébiova transformdcia je zloZenie konecného poctu trans-
formacii typu My, My, M3 a My.

Aplikovanim konformného zobrazenia na objekt alebo rovinu sa zachovaju
uhly. Ak potom aplikujeme dalsie konformné zobrazenie, opéf sa zachovaju uhly.
Cize ak zlozime dve konformné zobrazenia, ziskame konformné zobrazenie. Mbi-
ova transformacia je zlozenie konformnych zobrazeni a teda podla Lemma
kazda Mobiova transformacia je konformné zobrazenie, ktoré postva, invertuje,
expanduje alebo rotuje, ale zachovava uhly.

Mobiova transforméacia ma styri koeficienty a, b, ¢ a d. Ak kazdy z koeficientov
vynasobime Iubovolnym nenulovym komplexnym ¢islom k, ziskame

kaz + kb
M(z) = 22 27,
(2) kez + kd

Po vynasobeni koeficientov ¢islom k, ziskame rovnaké zobrazenie ako predtym. To
znamena, ze Mobiovu transforméaciu neurcuju koeficienty, ale ich pomery. Pomery
medzi Styrmi koeficientami si napriklad a/b, b/c a ¢/d. Z toho vyplyva dolezita
vlastnost Mobiovych transformaécii, ktort budeme potrebovat. A to, ze Mdbiova
transformécia je jednoznac¢ne urcéena trojicou bodov.

az+b_
cz+d

Lemma 2.6. Ak 21, 20 a 23 a wy, we a ws Su trojice roznych bodov, potom
existuje jednoznacnd Mébiova transformdcia M (z), ktord zobrazi M(z) = wy,
M (z9) = wy a M(z3) = ws.

Dalsia dolezita vlastnost, ktori budeme potrebovat, je ze kazda Mobiova
transformécia zobrazi kruznicu v C*, na nejakt intd kruznicu v C*.

Lemma 2.7. Ak C je kruznica v C* a M je Mébiova transformdcia, potom M (C')
je kruznica v C*.
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Ak ma kruznica C' na sfére bod v oo, potom kruznice, ktoré sa nachadzaji na
vonkajsej strane kruznice C' vyzeraju ako na Obr. v strede a vpravo.

Moébiove transformécie na sfére sa daju interpretovat ako rotacia a posun sféry.
Ak spravime projekciu rozsirenej komplexnej roviny na sféru, sféru rotujeme a
presunieme, a potom projektujeme sféru spaf na rozsirent komplexni rovinu,
ziskame transformovani komplexni rovinu. Tato transformacia sa da vyjadrit
Mobiovou transforméciou.

Anti-Mobiové transformacie. Reflexia v rovine podla nejakej priamky ma
tu vlastnost, ze zachovava velkost uhlu a prehadzuje jeho orientéciu. Prikladom
reflexie je napriklad funkcia C(z) = z, ktora reprezentuje reflexiu podla redlnej
osi v C (Obr. 2.2)). Lubovolnt reflexiu R(z) podla priamky p mozeme vyjadrit
pomocou C(z) a nejakej Mébiovej transformécie M (Obr. 2.6). Transformdcia M
zobrazi priamku p na realnu osu. V tomto pripade je transforméacia M rotacia a
posunutie. Potom plat{ R(z) = M~ o C o M(z).

Nech T'(z) je transformécia, ktora je konecné zlozenie Mébiovych transformacii
a reflexii. Nie je zlozité odvodit, ze

az+b az+b

T(z) = alebo T(z) = ——

(2) cz+d (2) cz+d
v zavislosti na tom, ¢i je pocet reflexii parny alebo neparny. Transforméacie typu
T(z) = Z?ifi sa nazyvaju anti-Mobiove a to preto, ze sice zachovavaju velkost

uhlu, ale menia jeho orientaciu. Kazda anti-Mobiova transformécia je zlozenie
komplexného zdruzenia a Mobiovej transforméacie. Anti-Mdobiove transformacie
sa zvyknu oznacovat M.

p |

Obr. 2.6: ZloZenie reflexie pouzitim Mé&biovej transforméacie M a komplexného zdruZenia.
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3. Cicle packing veta

V tejto kapitole dokdzeme vetu, ktora hovori, ze pre kazdy rovinny graf exis-
tuje circle packing. Tuto vetu ako prvy dokazal v roku 1936 nemecky matematik
Paul Koebe [I8]. V roku 1985 ju znovu dokdzal americky matematik William
Thurston [36]. Thurston sa zaoberal circle packingami v ramci Stidia vety Rie-
mann mapping theorem, ktora hovori, Zze lubovolnd kontrahovatelna oblast v ro-
vine sa d4 bijektivne a holomorfne zobrazit na otvoreny jednotkovy disk [32 35].
Veta o circle packingu plynie aj z prace E. M. Andreeva [I]. Preto sa této veta
oznacuje niekedy aj ako Koebe—Andreev—Thurston teorém.

Veta 3.1 (Koebe-Andreev-Thurston). Pre kazdy sivisly rovinng graf G existuje
circle packing.

My ukéazeme dokaz formulovany v roku 1989 francizskym matematikom Colin
de Verdiere [5] a o rok neskor dvojicou matematikov Marden and Rodin [21]. Je
to konkrétnejsia adaptacia argumentu, ktory vyslovil Thurston. Pri formulécii
dokazu vychadzame z [11], 29)].

Mozeme predpokladat, ze graf G je triangulacia. Ak graf G nie je triangulécia,
potom vytvorime triangulaciu G’ tak, ze do kazdej steny, ktora nie je trojuholnik,
doplnime vrchol a spojime ho s ostatnymi vrcholmi prislusnej steny. Circle pac-
king povodného grafu G ziskame vymazanim kruznic, ktoré odpovedaju pridanym
vrcholom.

3.1 Myslienka dékazu

Uvédzme jednu stenu grafu G a jeho vrcholom v;, v; a v, priradme polomery
ri, 7; & 1. Ak sa budt kruznice prislusnych vrcholov dotykat, znamena to, ze
trojuholnik v;v;v, ma hrany s velkostou r; + rj, r; + ry a r; + 1 (Obr. 3.1).

A

Obr. 3.1: Trojuholnik v;vjvy s hranami s velkostou r; + rj, 7, + 1k a rj + 7.
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Vsimnime si, ako sa menia uhly pri vrcholoch, ked zmenime polomer jednej
z kruznic. Ak polomer zmensime, uhol sa pri prislusnom vrchole zvacsi. A naopak,
ak polomer zvicsime, uhol sa zmensi.

9

Obr. 3.2: So zmenou polomeru rj sa meni uhol pri vrchole vy,

Celkovy uhol vrcholu v je sucet velkosti uhlov vo vsetkych trojuholnikoch, do
ktorych vrchol v patri a budeme ho znacit ¥ (v). Celkovy uhol vrcholu v induko-
vany vektorom polomerov r znac¢ime ,.(v). Uhol pri vrchole v v trojuholniku ¢
znacime ' (v).

Uvéazme circle packing s vektorom polomerov r = (r1,79,...,7,). Pozname-
najme, ze staci uvazovat len vektory polomerov, ktoré splnuji |r|,=>", r;=1.
Odvodime podmienky, ktoré musi spliovat ¢ (v) pre kazdé v € V(G).

1. Ked sa pozrieme na velkosti uhlov a ich stcet, musi platif rovnost

n 2n—4

S Y(v) =Y 7= (2n—4)m, (3.1)
i=1 j=1

pretoze podla vety o pocte stien v triangulacii (Lemma ma triangulacia
2n — 4 stien a kedze kazd4 stena triangulacie je trojuholnik, kazdéd z nich
prispeje uhlom 7.

2. Pre kazdy vnuitorny uhol v plati ¢(v) = 2. Ked sa ¥ (v) bude rovnat
2w, prilahlé kruznice mézu byt nakreslené bez medzery alebo bez prekrytia

(Obr. 3.3).

Ak je 1(v) mensi nez 2w, tak medzi kruznicami, ktoré sa dotykaju kruznice
C,, vznikne medzera (Obr. [3.4] vlavo). Ak ¢ (v) bude vacsi ako 27, prilahlé
kruznice sa budu pretinat (Obr. 3.4 vpravo).

3. Pre vonkajsie vrcholy u,v a w plati ¥ (u) + ¥ (v) + ¥ (w) = 27. Vonkajsi
cyklus aj vonkajsia stena grafu G je trojuholnik, potom sicet uhlov pri
vonkajsich vrcholoch v cez vnutorné steny je 7, aj sucet uhlov na vonkajsej
stene je 7.

Kazdy korektny circle packing splinuje podmienky 1-3. Mézeme predpokladat,
Ze v1,v9 a v3 su vonkajsie vrcholy a vonkajsi cyklus je rovnostranny trojuholnik.

16



Obr. 3.3: Farebné susedné kruznice sa pekne poskladali okolo kruznice v strede so sivou
vyplnou. Nevznikla ziadna medzera ani prekrytie. Ak sa ndm to podari pre vsetky vnttorné
vrcholy, ziskame circle packing trianguldcie.

Obr. 3.4: Menime polomer kruznice v strede so sivou vypliiou, polomery susednych kruznic
ostavaju fixné.

Potom uhol cez vSetky vmitorné steny pri vonkajsom vrchole je 3. A aj uhol pri

vrchole na vonkajsej stene je 7. Ziskame 1 (v;) = %’r, pre i = 1,2,3 (Obr. .

Z toho vyplyva, ze chceme najst vektor polomerov r’, ktory sa zobrazi na bod

2 27w 2w
/—___
¢_<373537

27r,...,27r>.

Vektor v spliiuje vSetky tri podmienky. DokdZzeme, Ze zobrazenie z mnoziny
vektorov polomerov do mnoziny vektorov uhlov je bijektivne. A ukazeme, Ze na
vektor ¢’ sa zobrazi vektor polomerov, ktory lezi v mnozine rieSeni. Definujeme
vzor zobrazenia.

Definicia 3.1. Mnozina pripustnych vektorov polomerov je otvoreny simplex
R = {(rl,rg,...,rn) ER"|ry >0,r9>0,...,7, >0, alr|; = 1}.

Otvoreny simplex je simplex, ktory neobsahuje svoju hranicu. A nakoniec si
definujeme obraz zobrazenia.

17



Obr. 3.5: Vntitorné vrcholy maji celkovy uhol 2. Vonkajsi cyklus trianguldcie je rovnostranny
trojuholnik, preto je sicet uhlov cez vnitorné steny vonkajsieho vrchola rovny 7/3. Jeden
z pohladov na vonkajsiu stenu je, Ze je to zadnd strana zjednotenia triangulacie a teda velkost
vonkajsieho uhla na vonkajsej stene triangulacie je /3.

Definicia 3.2. Mnozina pripustnych vektorov uhlov je otvoreny simplex
A={(@(1), 9(va), -, Y(vn) €R™ | () > 0 a Y 9(v;) = (2n — 4)m}.
i=1

Teraz si moézeme definovat zobrazenie zo simplexu R do simplexu A.

Definicia 3.3. Nech o: R — A je také zobrazenie, Ze

O-(T) = (1/}1“('01)7 te ,le(Un))-

3.2 Existencia circle packingu

Ukazeme, ze existuje takd podmnozina mnoziny A, Ze zobrazenie ¢ z mnoziny
R do tejto podmnoziny je bijekcia. Najskor ukazeme, Ze zobrazenie o je injektivne.

Lemma 3.1. Zobraznie o: R — A je injektivne.

Dékaz. Uvazujme dva rozne vektory r, 7 € R a mnozinu I = {i | 7, < r;}.
Oznacme S(r) = Yicr¥r(v;). Ukdzeme, ze S(r) > S(r). Kazda stena grafu G
prispieva do mnoziny / maximélne tromi indexami.

o Ak ma trojuholnik £ v mnozine I jeden vrchol, a ak sa polomer kruznice
prislichajicej tomuto vrcholu zmensi, velkost uhlu pri tomto vrchole sa
zvysi (Obr. 3.6)). Trojuholnik preto prispeje do siétu S(7) vysSou hodnotou
ako do S(r).

o Ak ma trojuholnik ¢t v mnozine I dva vrcholy, a ak sa ich polomery znizia,
ich uhly sa zvysia, potom sa zvysi aj sucet ¢'(v;) + ¥*(v;) a trojuholnik
prispeje do S(7) vysSou hodnotou ako do S(r) (Obr. 3.7)).

e Trojuholnik so vsetkymi vrcholmi v mnozine I, prispeje rovnakou velkostou
do suctu uhlov v oboch vektoroch, pretoze kazdy trojuholnik prispeje do
sumy hodnotou 7
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Z toho, ze ||r|| = ||7|| = 1 plynie, Ze existuje trojuholnik, ktory ma v mnozine
I menej ako 3 indexy. Ziskame

S(r) =D r(v:) > S(r) =Y _ 1y (vi). (3.2)

el el

Z toho, ako je skonstruované zobrazenie ¢ (Definicia , a z toho, ze S(r) =
Sicr0i(T) a S(r) =Y cr04(r), vyplyva o(r) # o(r). O

Uvéazme vektor s = (s1, 89,...,$,) € OR, kde R je simplex definovany v De-
finicii 3.1 a OR je hranica tohto simplezu. KedZe v simplexe R su z definicie
iba polomery r; > 0, na hranici tohoto simplexu sa budu nachadzat aj body
s nulovymi stiradnicami.

Definicia 3.4. Nech X C V(G). Potom F(X) znaci mnoZinu incidentnych stien.
Teda vsetky steny, ktoré obsahuji aspon jeden vrchol z mnoZiny X.

Lemma 3.2. Pre vektor s = (s1,52,...,5,) € OR a mnoZinu I = {i|s; = 0},
potom pre kazdé r € R plati

lim 3 v (vy) = [F(1)].

el

Dokaz. Ak vsetky tri vrcholy z trojuholnika patria do mnoziny I, potom tento
trojuholnik vzdy prispeje do sumy > ;c; ¥, (v;) hodnotou .

Uvéazme trojuholnik v;v;vg, ktory ma v mnozine I prave jeden vrchol vy. Po-
lomer 7 sa blizi k 0 a polomery r; a r; zostdvaju rovnaké. Z toho vyplyva, Ze
uhol pri vrchole vy, v trojuholniku v;v;vy, sa blizi k 7 (Obr. .

Obr. 3.6: Ak sa polomer rj, zmensuje, uhol pri vj, sa zvicsuje.

Uvéazme trojuholnik v;v;vi, ktory mé v mnozine I prave dva vrcholy v; a v;.
Polomer 7}, zostane rovnaky a polomery r; a r; sa blizia k 0 (Obr. . Z toho
vyplyva, Ze uhol pri v, sa blizi k 0 a sicet uhlov pri v; a v; sa blizi k 7 .

Sucet uhlov v trojuholniku sa prenesie do vrcholov z mnoziny I. Potom je
sucet celkovych uhlov pri vrcholoch z mnoziny I rovny |F(I)|x. O

Teraz ukazeme, ako zmensit obor hodndt A, tak aby o bola bijekcia. Uvazme

vektor r = (r1,7r9,...,7r,) € R a lubovolni podmnozinu I C {1,2,...,n} takuy,
ze a =y ;¢;m; > 0. Teda aspori jeden polomer, ktory nemé index v mnozine I,
je nenulovy. Z tohto bodu sa budeme limitne blizit k bodu s = (s1, S, ..., ),
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Obr. 3.7: Ak sa polomery r; a 7; zmensuju, stiéet uhlov pri vrcholoch v; a v; sa zvicsuje.

ktory lezi na hranici OR a vSetky polomery s indexami z I ma nulové. Simplex
je obmedzeny podmienkou, ze pre kazdé i € {1,...,n} plati, Ze r; > 0, preto na
hranici simplexu takyto bod s nulovymi stiradnicami najdeme. Dostaneme bod

s = (s1,82,...,5), kde
S._{ 0 iel,

ri/a i &I

Vsetky polomery s indexami z I prispeju do sumy 0, ale ||s||; = 1, preto Ziaf o
1.
Pouzitim nerovnosti (3.2)) z dokazu Lemmy a pouzitim Lemmy dosta-

neme, ze pre kazdu I C {1,...,n}, plati

> (i) <D th(vi) < [F(I)].

el el

To ndm umoznuje definovat polytop P C A

P= (N {@@)e@) ..., vw) €Al Y w(v) <|F(I)r}.

Ic{l.n} iel

Teraz ukdzeme, ze zobrazenie o: R — P je surjektivne. V nasledujicej Lemme
[B-3] dokazujeme, 7e zobrazenie medzi otvorenymi gulami je surjektivne, ale kedze
simplex R a polytop P si otvorené konvexné mnoziny, plati to aj pre ne. Najskor
si definujeme nové pojmy, ktoré budeme v dokaze pouzivat.

Definicia 3.5. Uzdver mnoziny X C R znaceny cl(X), je mnoZina X spolocne
so vsetkymi jej limitnygmi bodmi. MnoZina cl(X) je uzavrend.

Definicia 3.6. Nech ¢, € R. Otvorené gula B so stredom ¢ a polomerom r je
mnozina {x € R, |x —c| < r}. Sféra S so stredom ¢ a polomerom r je mnozina
{z e R, |x — c| =r}. Sféra je ohranicend a uzavretd.

Lemma 3.3. Nech B je otvorend gula a zobrazenie f: B — B je injektivne a
spojité. Ak pre kazdé p € OB plati, Ze limeﬁf(q) € 0B, potom f je surjektivne
a=p.q

zobrazenie. Teda ak f zobrazi hranicu B na hranicu B, potom je surjektivne.
Dékaz. Nech A = cl(f(B)) je obraz zobrazenia f. Pre dokaz sporom predpokla-
dajme, ze existuje taky bod ¢, ktory sice patri do B, ale zobrazenie f sa nan

nezobrazi. Teda Jc € B\ A. Vezmeme si bod a, ktory je prvy bod prieniku tsecky
c¢f(0) s mnozinou A, kde o je pociatok (Obr. [3.8). Vieme, ze ¢ € B, f(0) € B a
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teda plati, ze a € c¢f(0) C B. KedZe a € A a zobrazenie f je prosté, potom existuje
a' = f~'(a) € cl(B). Ak by tento bod @’ lezal na hranici B, teda a’ € 9B, potom
by podla predpokladu musel na hranici lezat aj bod a, teda by platilo a € 0B. To
nam déva spor s tym, Ze a lezi na hranici medzi A a B\ A a teda bod a’ € B.

B

Obr. 3.8:

Teraz opat pouzijeme spor a ukazeme, ze bod a nemoéze lezat na hranici A,
¢im dokazeme, ze f je surjektivne. Mame teda bod a, ktory lezi na hranici A.
Pouzijeme trik a vezmeme si sféru S s polomerom e > 0 a stredom a’, ktord lezi
v B. Vyuzijeme fakt, ze sféra je narozdiel od otvorenej gule uzavretd a ohranicen4,
¢ize je kompaktna.

Chceme ukézat, 7ze bod a ¢ cl(f(S)). CiZze nemdze nastat podobna situacia
ako na Obr. Opét vyuzijeme dokaz sporom. Predpokladajme, ze a € cl(f(S)),

Obr. 3.9:

potom existuje postupnost bodov taka, ze di,ds,...€ f(S), ktoré konverguju
k a, a postupnost f~1(dy), f~(dy),...€ S. Mnozina S je kompaktnd, a teda
predchddzajica postupnost ma podpostupnost f~1(d;,), f~(ds,),... € S, ktord
konverguje k limitnému bodu clve S. Potom plati, f(d) = lim; f(f~'(p;;)) = a a
f(a') = f(d) a zaroven a’ # d. Co je spor s tym, ze zobrazenie f je prosté. Takze
obraz sféry S musi vyzerat podobne ako na Obr. [3.10] Kde vidime, Ze zasahuje aj
do mnoziny B\ A a teda bod a nemdze lezat na hranici A. Teraz to este dokazeme
formalne.

Nech § je rovnd minimélnej vzdialenosti a od cl(f(A)). Potom plati, ze gula
s polomerom §/2 a stredom a je celd obsiahnuté v obraze f(B) (Obr.[3.10). Tymto
dostavame spor s tym, ze a € JA. Kedze sme ukazali, Ze neexistuje taky bod a,
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A = cl(f(B))

Obr. 3.10:

ktory by lezal na hranici A s B\ A, to znamend, ze neexistuju body z B, na ktoré
by sa zobrazenie f nezobrazilo a teda zobrazenie f je surjektivne. ]

Uz sme dokazali, ze zobrazenie o je injektivne a surjektivne. Teraz zostava uka-

zat, ze hladany bod »' = (37, &, 2% 27, ..., 27) lezi v polytope P.

Lemma 3.4. Bod v/ = (%,%, 2 or,... 27) € P.

Dokaz. Najskor ukdzeme, ze ¢ € A. Graf G je triangulacia a ma n—3 vnitornych
uhlov, ktoré majl’l sucet uhlov (n—3)27 a 3 vonkajsie uhly, ktorych spolo¢ny sticet
uhlov je #F 42 4-2% — 27. Dokopy davaji stcet (n—3)2m 427 = 2nw —6m 427 =
(2n — 4)7T Tym sme ukazali, ze 1’ € A. Teraz dokazeme, ze tento bod patri aj
do P.

Ak je kazdy trojuholnik incidentny vrcholu z mnoziny I, potom plati, ze vel-
kost [F(I)| = 2n — 4 a teda bod ¢/ = (%, %, 2 om,... 27) € P.

Ak aspon jeden trojuholnik neobsahuje vrchol z mnoziny I, potom |I| < n—3.
Vieme, Ze plati nerovnost 2|/| < |F(I)| (Lemma 2.2)). Ked sa pozrieme na vrcholy
z mnoziny [ a ich celkové uhly (kazdy z nich je maximélne 27), ziskame nerovnost

> v < 2|l < [F(I)|n,

iel
a teda plati, ze ¢’ € P. O

Zobrazenie o je spojité. Pretoze ak postupne zmensujeme 7, tak sa postupne
zvacsuje 1(v). Dokdzali sme, Ze hranica simplexu R sa zobrazi na hranicu sim-
plexu P (Lemma. Z toho vyplyva, ze ziadny z vektorov s nulovymi polomermi
sa neocitne v mnozine rieseni. Ukazali sme, Ze zobrazenie o je bijekcia (Lemma
a Lemmaaie bod ¢/ = (2§r,2§r,2§r,27r 27?) eP (Lemma.

7 toho vyplyva, Ze zobrazenie ¢ ma inverznu funkcm Potom vektor polomerov
circle packingu R grafu G je

27 21 2w
/ —1
= —_—— — 27, ... 27 .
/r 0 (3737377‘-7 ’7T>

Nech v;vjv;, je stena v trianguldcii G. Vieme ndjst takd inverziu, Ze jedna
circle packing reprezentacia grafu GG je zobrazena na druhu circle packing repre-
zentaciu grafu G tak, Ze kruznice C;, Cj, Cj prislichajice vrcholom v;, vj;, vy
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su zobrazené na kruznice rovnakej velkosti a ostatné kruznice su zobrazené do
oblasti uzatvorenej kruznicami Cj, Cj, Cj.

Nech R je vysledny circle packing grafu GG. Je zrejmé, ze circle packing R grafu
G je jednoznacne urceny az na posun, rotaciu, reflexiu a inverziu.
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4. Primal-dual circle packing

4.1 Uvod

Dokézeme, ze pre kazdy 3-suvisly rovinny graf existuje primal-dual circle pac-
king (budeme znacit PDCP). Primal-dual circle packing grafov G a G* st circle
packingy G a G* (Obr. spliujuce:

» Pre kazdy dudlny par hrén e = uwv € E(G) a e* = u*v* € E(G*) sa kruznice
Cy, Cy, Cy= a Cy dotykaju v rovnakom bode.

o Priamka prechadzajica stredmi kruznic C, a C, je kolma na priamku pre-
chadzajicu stredmi kruznic C« a Cyx.

Rozne verzie nésledujiceho dokazu je mozné najst v [24) 25] 26], 27].

Veta 4.1. Pre kazdy 3-suvisly rovinng graf G existuje primal-dual circle packing.

Obr. 4.1: Vlavo circle packing grafov G a G*. Cierna reprezenticia patri grafu G a 7t
reprezentacia patri grafu G*. Vpravo reprezentacia hrany vw.

Budeme pracovat v rozsirenej komplexnej rovine C* = C U {oo}. Ziskany
circle packing moze obsahovat Specidlnu kruznicu C,, pre w z V(G*) so stredom
v 00. Pre tato kruznicu pozadujeme, aby Ziadna z ostatnych kruznic nepretinala
vnutro kruznice C,,. Ekvivalentne v C je mozné kruznicu C,, reprezentovaf so
stredom v 0, a potom sa zvysné kruznice musia dotykat C,, zvnitra. Hranu vw
reprezentujeme ako polpriamku zo stredu C, do bodu C, N C,, (Obr. vpravo).
Medzi tymito dvomi predstavami mozeme prechadzat pomocou stereografickej

projekcie (Sekcia [2.3)).

Vertex-face graph. Aby sme mohli pracovat so circle packingom G a G* si-
casne, budeme potrebovat pouzit vertex-face graf, ¢o je graf popisujici incidencie

vrcholov a stien (Obr. [£.2).

Definicia 4.1. Nech G je rovinny graf a G* jeho dudl. Vertex-face graf je dvojica
I'= (V(I), B(I'), kde V(I') = V(G)UV(G*) a E() = {vv* | v € G av* € G*}.

Je zrejmé, ze vertex-face graf je bipartitny. Jedna partita je mnozina povod-
nych vrcholov grafu G a druhé partita je mnozina stien v grafe G. Kazda hrana
e = uv v grafe G deli dve steny. Z oboch vrcholov u a v vedt vo vertex-face grafe
hrany do stien f; a f,, ktoré hrana e rozdeluje. Takze, kazda stena vo vertex-face
grafe je Stvorcyklus.
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Obr. 4.2: Graf G vlavo, jeho vertex-face graf T' vpravo. Cierne vrcholy st vrcholy G, zlté
vrcholy st vrcholy G* a Cervené usecky odpovedaji hrandm vertex-face grafu T'.

Neformalny popis konstrukcie. Ukazeme, ako budeme tvorit primal-dual
circle packing pomocou vertex-face grafu. Pre kazdy vnutorny vrchol v € I' (nele-
ziaci na vonkajsej stene) uvazime vsetkych jeho susedov Np(v) v I'. To st vsetky
jemu incidentné steny. Kruznicu C), vpiseme do mnohouholnika tvoreného su-
sedmi v v I'. Tento mnohouholnik je stena v grafe G*. Pripomenme, ze kazda
stena grafu I' je Stvoruholnik. Diagondaly kazdého stvoruholnika odpovedaji ne-
jakému dudlnemu paru hran wv € G a fif; € G*. Vo vyslednom primal-dual
circle packingu sa kruznice C', a C, buda dotykat na pomyselnej diagonéle f fs.
Analogicky kruznice Cf, a C', sa budi dotykat na diagondle uv (Obr. vlavo).

h

fo

Obr. 4.3: Nakreslenie je rozliSené farbami ¢ierna = G, zltd = G*, ¢ervend = I'. Vlavo je
naznacend cast primal-dual circle packingu. Vpravo, uhol « pri vrchole v na hrane v f;.

4.2 Konstrukcia PDCP

Ukézeme nutné podmienky, ktoré musi v korektnom PDCP grafu G, spliiat
vektor polomerov r = (rq,...,r,), pre r; € I' (Lemma [1.1). Vnutorné vrcholy
grafu G budi mat iné podmienky ako vonkajsie vrcholy vo vonkajSom cykle
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grafu G. Ked budeme v dalsom texte hovorif o vonkajsich vrcholoch, ak nebude
explicitne napisané inak, tak budeme vzdy mysliet vrcholy, ktoré st na vonkajsej
kruznici grafu G. Tieto vrcholy budeme znacit vy, ..., vg.

Lemma 4.1. Nech r,, v € V(') si polomery vrcholov z PDCP grafu G. Ak
ve V() avw ¢ E(T'), potom

> arctan T . (4.1)
ToT€E(T) Ty

Ak viw € E(T") prei=1,...,k, a zdroven a; =

vrchole v; cez vsetkyjch jeho susedov v grafe I". Potom
k

prel <i<k plati 0<a;<m a » a;=(k-2)T (4.2)
i=1

Dékaz. Uvazme vrchol v € V(I'), ktory je vrcholom v grafe GG. Najskor dokdzeme
vyraz . Ak vrchol v nesusedi s vrcholom w, tak kruznicu C, vpiseme do
mnohouholnika, tvoreného vrcholmi Ny (v). Vieme, ze hrany grafu G a jeho dudlu
G* sa pretinaju v pravom uhle a trojuholniky vp; fi a ups fi sﬁ zhodné (Obr.
vpravo). Uhol a na hrane e = (v,f1) v grafe I' je rovny arctan 2. Kedze celkovy
uhol pri vrchole v je rovny 27 a uhol « je do suctu zapoatany dvakrat, potom

plati
Z 200 = 2.
TTeE(T)
Z toho vyplyva
Z a=T.
TwTeE(T)

Tym sme dokézali (4.1)).

Ak je vrchol v sused vrcholu w, potom sa musi nachddzat vo vonkajSom cykle
grafu G. Kruznica C,, je opisand mnohouholniku, ktory je tvoreny vonkajsim
cyklom, pretoze susedia vrcholu w st vrcholy vo vonkajsom cykle grafu G. Stucet
vnutornych uhlov n-uholnika je (n — 2)m, z toho vyplyva (4.2)). O

Slaby PDCP. Pocitanie s vrcholom w, ktory odpoveda vonkajsej stene grafu G
je zlozité. Preto najskor ukazeme, ze vieme néjst PDCP pre graf G bez w. Takyto
primal-dual circle packing budeme nazyvat slaby PDCP. Namiesto vertex-face
grafu T" budeme pracovat s grafom I" = T' — {w}. Potom slaby PDCP rozsirime
na PDCP.

Predpokladajme, Ze existuji polomery r, pre kazdé v € I spliujuce a
. Ak s je stena grafu, potom ((s) znad¢i Stvoruholnik indukovany stenou s.
Nech s = ufivfs je stena v IV (Obr. 4.4 vlavo). Velkost a tvar stvoruholnika Q(s)
je jednoznacne urceny prislusnymi polomermi. Ak w, fi, fo,# w, potom velkost
uhla pri vrchole v v tomto stvoruholniku je

s T
a’(v) = arctan 2 4 arctan -2
Ty Ty

a velkosti strdn su

vfi = \/r2 413 a vfy=\/r24r7,
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O

T'f2

Tf Ty

o

f1 v fi i3

Obr. 4.4: VIavo stvoruholnik, v ktorom Ziadny z vrcholov nie je w. Vpravo, jeden z vrcholov
je w. Hrany vedice do vrcholu w st neohranicené. Nakreslenie je rozlisené farbami ¢ierna = G,
zltd = G*, ¢ervena = I

Ak jeden z vrcholov je v nekonecne, napriklad f; = w, potom méa Stvoruholnik
(Q)(s) dve neohrani¢ené hrany, ale trojuholnik ufiv je jednoznacne urceny (Obr.
vpravo).

V Lemme ukazeme, Ze podmienky (4.1) a (4.2) postacuju na existenciu
slabého PDCP grafu G.

Lemma 4.2. Nech G je 3-suvisly rovinng graf a 1" jeho vertex-face graf. Ak mdme

kladné cisla r,, pre v € V(I'), ktoré spliuji a , potom existuje slaby
PDCP grafov G,G* s polomermi r,, pre v € V(IV).

Dékaz. Aby sme ziskali slaby PDCP, potrebujeme pre kazdy vrchol v € V(I")
najst bod v € C, ktory bude stredom kruznice C,, s polomerom 7,,.

Zacneme tym, ze nakreslime Iubovolny vrchol ug € V(I') na nejaky bod v C.
dalej nakreslime fubovolnt hranu ugus, ktorej velkost je rovna ,/r2 + 172 . Kedze
st splnené podmienky a , potom pozicia kazdého suseda vrcholu ug je
jednoznacne urcena. Uhly a velkosti hran dopocitame zo zadanych polomerov.
Ak sa presunieme z vrcholu ug do vrcholu uy, potom je opét pozicia kazdého jeho
suseda urcena. Z podmienok a vyplyva, ze ak budeme viest cestu z ug
do ug cez stvorcyklus v I, potom sa pozicia ug sa nezmeni. Z indukcie vyplyva,
ze sa pozicia ug nezmeni, ani vtedy ked budeme cestu viest cez lubovolny cyklus

v grafe I (Obr. [4.5).

LN

U1
Obr. 4.5: Vieme, 7e plati pre jeden $tvorcyklus. Predpokladdme, Ze plati pre n cyklov. Chceme
dokézat, Ze plati pre (n+1) cyklov. Z predpokladu vieme, Ze plati pre n-cyklov. A zéroveri vieme,

ze plati pre stvorcyklus. Ked tieto cykly spojime bude platit aj pre n+1 cyklov.

Kazda cesta z ug do lubovolného bodu v nam déa vzdy rovnaky bod u. Vysledné
nakreslenie grafe I nezavisi na volbe ug a u;. Z podmienok (4.1)) a (4.2)) vyplyva,
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ze nakreslenie grafu I je rovinné nakreslenie. Vysledny slaby PDCP grafov G a
G* dostaneme tak, Ze nakreslime kruznice do tohto nakreslenia I". O

Dokazeme dve pomocné Lemmy [4.3] a ktoré pouzijeme v dokaze Lemmy
. Ak S C V(I'), potom E(I'(S)) oznac¢uje mnozinu hran podgrafu grafu I'
indukovaného mnozinou S.

Lemma 4.3. Nech G je 2-suvisly rovinng graf s |V(G)| > 4 a T nech je jeho
vertex-face graf. Potom st nasledujice turdenie ekvivalentné:

1. G je 3-suwvisly.
2. Kazdy stvorcyklus v grafe I' je stena.
3. Pre kaZdi podmnozinu S C V(I') taki, Ze |S| > 5 plati

2|S| = [ET(S))] = 5.

Doékaz. Najskor dokazeme ekvivalenciu 1 <= 2. Implikadciu 1 = 2 dokazeme
obmenou. Teda predpokladame, ze neplati 2 a chceme ukézat, Ze neplati 1.

Ak nejaky stvorcyklus v I nie je stena, potom niektora z protilahlych dvojic je
rez v G alebo G* a separuje tie vrcholy, ktoré sa nachadzaju vnutri stvorcyklu od
zvysku grafu (Obr. . Teda plati 1 = 2. Teraz dokazeme opacnt implikaciu,
opat obmenou. Graf G je 2-suvisly, teda ma rez velkosti 2. Tieto dva vrcholy
v grafe I" patria do Stvorcyklu, ktory nie je stena. Teda plati 2 = 1.

Obr. 4.6: cierna = G, ¢ervend = I', modra = stvorcyklus. Na obrazku je znizorneny modry
stvorcyklus. Vrcholy w a v st rez. Graf G mé rez velkosti 2, potom nemoéze byt 3-savisly.

Este ndm ostava dokézat ekvivalenciu 2 <= 3. Opéat na to pojdeme
obmenou. Predpokladdme, Ze existuje podmnozina S C V(I') takd, ze 2|S| —
|E(D(S))| < 4, po uprave |E(I'(S))| > 2|S| — 4. Zéroven z Lemma [2.4] vieme, Ze
|E(I'(S))| < 2[V(I'(S))| — 4. Dokopy dostaneme rovnost |E(I'(S))| = 2|S| — 4.
Teda mame podgraf I'(S), ktory je kvadrungulécia, S # V(I') a |S| > 5. Ak sme
vybrali len vniatorné vrcholy grafu I', potom sme museli vybrat také vrcholy, na
ktorych ma indukovany podgraf vonkajsiu stenu stvoruholnik. Tento stvoruholnik
je v grafe I" stvorcyklus, ktory nie je stena (Obr. v strede). Ak sme vybrali aj
vrcholy z vonkajsieho cyklu grafu I' a dostali sme kvadrangulaciu, potom tento
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podgraf obsahuje nejaky vnutorny stvorcyklus, ktory je stena ale v grafe I" obsa-
huje nejaké iné vrcholy (Obr. 4.7 vpravo). Tym sme dokazali implikaciu 2 = 3.

A
Y

Obr. 4.7: VIavo vertex-face graf I'. V strede a vpravo vyberame vnitornt a vonkajsiu kvad-
rangulaciu.

Opacne, predpokladajme, ze existuje stvorcyklus C' v grafe I', ktory nie je
stena. Ak k tomuto stvorcyklu pridame vonkajsie alebo vnitorné vrcholy ziskame
kvadrangulaciu a teda rovnost |E(I'(S))| = 2|S|—4. Tym sme dokazali implikaciu
3 = 2. O

Lemma 4.4. Nech S C V(I'") a t = [SN{vy,...,v}|. Ak |S| > 4, alebo |S| €
{2,3} a zdroven t = 0, potom plati

21S| — |E(D(S))] >t + 3. (4.3)
Ak |S| € {2,3} at >0, potom
2|S| — |E(T(S))| >t +2. (4.4)

Dokaz. Najskor ukdzeme pripady, v ktorych staci dosadit. Nech |S| € {2,3} a
t = 0. Potom pre |S| =2

4-0>3,  4-1=3.
Pre |S| =3
6—-02>3, 6—-12>3, 6—22>3, 6—3=3.
Nech |S| € {2,3} at > 0. Teda t € {1,2,3}. Potom pre |S| =2
4-0>1+42, 4—-0=1+2.

Medzi vonkajsimi vrcholmi grafu G nemoéze byt hrana vo vertex-face grafe I'.
Preto ak si v mnozine S dva vrcholy z vonkajsieho cyklu, moze nastat len tato
situacia

4—-0=2+2.
Podobne sa dosadi aj pre |S| = 3. Dolezité je si uvedomit, Ze medzi vonkajsimi
vrcholmi nie st hrany a graf I' je kvadrangulacia, teda na troch vrcholoch méze
byt indukovana maximalne cesta velkosti 2.
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Teraz dokazeme vSeobecny pripad. Nech S" = S U {w}. Z Lemmy vieme,
ze pre " C V(I'), |S'| > 5 plati

2l5'| — [E(T(S")] = 5.
Po dosadeni dostaneme
2(1S1+1) = (|E(T(S))| +t) > 5,

pretoze po pridani w sa velkost mnoziny vrcholov zvysi o jedna a do indukovaného
podgrafu sa pridaju hrany z w do vrcholov na vonkajsom cykle, ktorych pocet je
t. Nerovnost upravime

2[5|+2 - |ET(S))] -t =5,

2|S| = |E(T(S))| > t+ 3.
A tym sme dokazali nerovnost (4.3)). O

Predtym sme dokéazali, ze ak mame PDCP, potom uhly pri vrcholoch spliuja
podmienky (4.1)) a (4.2)). Teraz si dokdzeme, Ze ked mame 3-stvisly rovinny graf
s konvexnym vonkajsim cyklom, potom néjdeme ¢isla spliiujtice podmienky (4. 1))

a (2.

Lemma 4.5. Nech G je 3-suvisly rovinng graf s vonkajsim cyklom C = vivy . .. v.
Nech sicet uhlov aq, aa, . .., ay pri vonkajsich vrcholoch je rovny (k — 2)m a nech
0 < a; < m. Potom existuji kladné ¢isla r,, prev € V(I), Ze pre vnitorné vrcholy
v # vy, ..., U plati
Z arctan It _ T
TTEE(TY) T

a pre kazdé v = 1,....k plati

o =2 Y  arctan T—T, (4.5)

vreBE(I) T;

(3

Cisla r,, pre v € V(I') st jednoznacné az na multiplikativnu konstantu.

Dékaz. Uvazme vektor kladnych ¢isel » = (r, | v € V(I")). Pre kazdy vrchol
ve V(I)\ {v,...,u} definujeme

o =pu(r) = Y arctan I M,
vreE(T) T

kde ¢, meria ako daleko sme od potrebného suctu velkosti uhlov pri vrchole v.
Pre vrcholy patriace do vonkajsieho cyklu I definujeme

rr 1
Oy, = o, (1) = Z arctan — — —q.
v;TEE(TY) v 2

7

Tento rozdiel opéaf meria ako daleko sme od potrebného suctu velkosti uhlov pri
vrchole v; a je odvodeny z rovnice (4.5)). Teraz zavedieme funkciu

plry= 3 ¢,

veV(IV)
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ktora hovori ako daleko sme od riesenia. Prvky v sume umocnujeme na druh,
pretoze ¢ moze byt aj negativne ¢islo, a teda by sa mohli prvky odécitat. Potre-
bujeme ukazat, Ze existuje vektor r = (r, | v € V(I')) taky, ze u(r) = 0.

Ak nejaky uhol zvacsime, druhy sa zmensi. Inymi slovami, musi platit

Y pu=0. (4.6)

veV(IY)
Aby sme rovnost (4.6) dokazali, expandujeme sumu

k
Z Py = Z (Pv+290v¢:

veV () veV (I)\{v1,...,ux } i=1

k
T v 1
= Z (arctan I _ 7r> + Z (arctan To _ 20@) =
Ty

veE(T) i=1 I'r

Sumu s¢itavame postupne cez kazdy vnutorny a vonkajsi vrchol. Ked budeme
sumu namiesto cez vrcholy séitavat cez hrany, musime na hrane vr zapocitat
uhol pri v aj pri 7. Ziskame

= > (arctan — + arctan T) —n(|V(I@)| — k) — = Zaz, (4.7)
vre () T I'r

kde uhol 7 odpocitame tolkokrat, kolko je vnutornych vrcholov. Za vyraz

- Ty
Y (arctan — + arctan —)
vT€E(TY) T T'r

mozeme dosadit 7|E(IV)|, pretoze vrcholy v a 7 sa nachddzaji pri prepone pra-
vouhlého trojuholnika, teda ich sucet bude m/2 (Obr. [4.8). Tento uhol musime
zapocitat tolkokrat, kolko je v grafe IV hran.

T /I\
W
v
Obr. 4.8: Stéet vrcholov pri prepone pravouhlého trojuholnika je /2.
Kedze v kvadranguldcii plati rovnost |E| = 2|V| — 4 (Lemma [2.4)), ziskame

V(D) = [E()] + 4.

Vyraz |V (I')| moézeme vyjadrit ako pocet vrcholov v grafe bez bodu z nekonecna
plus bod v nekone¢ne. Vyraz |E(T")| je rovny poc¢tu hrén v grafe bez w plus hrany,
ktoré vedu z vonkajsich vrcholov do w. Teda plati

2V +1) = |EM)| +k +4,
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V(M) +2=|ED)|+k +4,

|E(T)|k +2

—

7 definicie % | o = (k — 2)m. Po dosadeni do vyrazu (4.7)), ziskame

V()| =

BT k+2 1
> o= 2IBM) - (' () +k+ —k>—(k—2)ﬂz
veV (IV) 2 2
T T k k
:*EFI _*EF/ —_— —_ pr .
B~ SEI) 4+ —m— g 4w =0

Tym sme dokazali rovnost .

Teraz definujeme mnozinu kandidatov () na hladany vektor polomerov. Vek-
tory 7 = (r, | v € V(I)) si obmedzime tak, ze pre kazdé v € V(I") plati
0<r, <1laakp, >0, potom pozadujeme nech r, = 1 (tdto podmienka je
implikdcia, teda aj vrchol s ¢, < 0 méZe mat polomer 1). Dalej budeme chciet,
aby sa aspon jeden polomer r, rovnal 1. Je zrejmé, ze mnozina ) je neprazdna,
pretoze napriklad vektor r = (1,1,...,1) spliuje vSetky podmienky. Mnozina @
je tiez ohranicend a tym padom existuje inf{u(r) | r € Q}.

Uvazme postupnost r&, +2 rG)takd, ze p(r®) — m pre i — oco. Z tejto
postupnosti vyberieme podpostupnost, ktora konverguje pre polomer r,, pre ne-
jaky vrchol v. 7Z tejto podpostupnosti vyberieme dalSiu podpostupnost, ktora
konverguje pre polomer r,, kde v € V(I") \ {v}. Podobne budeme pokracovat aj
pre zvy$né polomery. Ziskame podpostupnost, Ze pre kazdé v € V(I") polomer
r( konverguje. Toto je standardny argument z matematickej analyzy. Mozeme
predpokladat, Ze toto plati pre postupnost r(M 3 G

Teraz ukazeme sporom, ze ziadny z polomerov sa neblizi k 0. Uvazme mnozinu
vrcholov S C V/(I), pre ktoré plati lim; . 7" # 0. Predpokladajme, ze S #
V(T), teda, Ze existuje aspon jeden polomer, ktory sa blizi k 0. Podobne ako pri
dokazovani (4.6)), ziskame

)
> u(r @) |E(T(S)| —n(|S] —t) ——Zozj—i- > arctan Z)- (4.8)

veS vJeS vreE(IY), Tv
v €S, T¢S

) (4)
Kazdé 7 v poslednej sume nepatri do .S, tym padom lim,, TS_Z) = Qaarctan 5y —
0 (Obr. [£.9). Méme

> eulr®) = ZBEE)] (S|~ 1)~ 3 ¥ a5, prei oo

veS UJES

Dalej budeme upravovat pravi stranu. Pomozeme si jednoduchym trikom. Do
celého vyrazu (4.8) a aj do sumy %Zvje s a; pri¢itame m — 7. Ziskame

- T 1
> wu(r?) = SIBT(S))ls = 7(|S| = t) + 1 =7 — 5 Y (o +7 — ).
veES 2 2 v; €S
J
Po roznéasobeni zatvoriek, prenasobeni ¢islom % a rozlozenim poslednej sumy na
%Zvjes(ﬂ — ;) a %Evjesﬂ = % kde t je pocet vrcholov S z vonkajsieho cyklu,
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Obr. 4.9: Funkcia arctan(x) na intervale [—10, 10] (vlavo) a na intervale [—1,1] (vpravo).

ziskame
s 27T 27 t7T 1
(SIBCE)I - T8l + Se+ 5 =) - ( 32 m=o )
Vybranim —7 pred zatvorku a preskupenim clenov ziskame vyraz
T
—5 2SI =ET(S8) —t=2)+5 Z (4.9)
UJGS

Ukazeme, ze vyraz (4.9) bude vzdy zaporny. Z predpokladu vety 0 < «; < 7
a Z ", a; = (k—2)m. Potom (m — ;) > 0 a zaroven pre j = 1,....k plati
b (m—oy) = km — (k — 2)7 = kw — kw4 2m = 27. Z toho plynie

0< Z(W—Ozj)g%r,

Vj es

a teda

Ked sa pozrieme na vyraz
T
—5 (251 = B(T(S)) —t - 2),

z Lemmy [1.4] vieme, ze (2|S| — E(T'(S)) —t —3) > 0 a potom (2|S| — E(T'(S)) —
t—2) > 0. Teda cely vyraz je ostro mensi ako 0. Ak plati , potom prvy
¢len vyrazu moze byt 0, ale kedZe t < k, potom suma § 3, cg(m — ;) <
271 a teda druhy élen vyrazu bude ostro mensi ako 0. Z toho vyplyva, Ze suma
Sves 2o (r®) < 0. Dostévame

Z gov(r(i)) >0,

vgS

ak i — oo. Ale potom musi nejaké o, (r¥) > 0, ¢o z definicie mnoZiny  znamen4,
7e 1) = 1. A toto je spor s definiciou mnoziny S. Z toho plynie, 7e S = V(I") a
teda ziadny polomer sa neblizi k 0.
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Teraz dokazeme, 7ze pu(r*) = inf{u(r) | r € Q} = 0, pre nejaké r* € Q). Potom
z Lemmy vyplyva, ze r* definuje korektny slaby PDCP.

Polozme r = lim; ,o r®. Funkcie ¢, st spojité, pretoze arctan je spojity a
zaroven konecny sucet spojitych funkcii je spojity, potom r € ). Predpokladajme,
ze neplati p(r) = 0. Nech " = {v | p,(r) < 0}. Teda sucet uhlov pri v je mensi
ako 7 alebo %ozv (podla toho ¢i je v vonkajsi alebo vnutorny). Podla S £
a S # V(I'). Teraz budeme upravovat vektor r. Nech 7! = r,, ak v ¢ S” a nech
r = ar, akv € 5’ kde a < 1. Ak by sme nasobili ¢islom « blizko k 0, polomer by
mohol byt tak maly, ze by ¢,(r) > 0 (pretoze z Obr. arctan 1= < arctan :—:T)
Ale ak r, prenasobime ¢islom « blizkym 1, potom ' € () a zaroven uhol ZVééévale,
ale nie tak aby nastala situacia ¢,(r) > 0. Dostaneme p(r’) < p(r). Toto je spor
s minimalitou p(r). A teda u(r) = 0.

Ukazeme, zZe toto rieSenie je jednoznacné. Predpokladajme, ze mame dva roz-
dielne riesenia r* a 1’ také, ze max{r} | v € V(I")} = max{r] |v € V(I'")} = 1.
Teda, ze kazdy z vektorov obsahuje aspon jednu 1. Uz sme ukézali, Ze existuje
aspon jedno rieSenie, ktoré spliuje p(r) = 0. Potom ¢,(r*) = ¢,(r') = 0 pre
vsetky v € V(I). Nech S = {v | v} > 7/} je neprazdna. Potom S # V(IV),
pretoze z definicie vektorov r* a r/, kazdy z nich obsahuje maximum 1. 7 ({4.8])
aplikované na r* a r’ ziskame

0= Z @v(r*) - Z ‘Pv(T)

vES veS
kde plati

*(i)
* ™ T
Z‘Pv(r):§|E( (DI =7(IS]=1) - ZO{, Zarctanﬁ,

veS UJES

(0

3 (1) = GIETS)] = #(18] = 1) = 5 3 o + P aretan

vES UJGS v
Predpokladajme, ze vonkajsi cyklus je pravidelny mnohouholnik. Potom sa vSetky
¢leny az na posledny odc¢itaji a dostaneme

: , r: "
0= Z (1) — Z wo(r') = Z(arctan; — arctan —),

veES veES vT v Ty

kde posledna suma je cez vSetky hrany vt € E(I”) také, ze v € S a7 ¢ S. Kedze
ro<rhar: <rl potom :—z < = a teda arctan L < arctan 7. Tym dostavame

v v

. v e e . v v ¥
spor, teda riesenie je jednoznacne. O

Konstrukcia PDCP. Zhrnieme poznatky, ktoré sme doteraz dokézali.

» Ak existuje PDCP a r = (ry,...,7,) je vektor polomerov z tohto PDCP,
potom vektor r spliuje podmienky (4.1)) a (4.2) (Lemma .

o Ak existuju polomery r,, pre v € V(I"”) spliiujice podmienky (4.1]) a (4.2)),
potom existuje slaby PDCP (Lemma .

o Ak G je 3-suvisly graf s konvexnym cyklom, potom existuje vektor polome-
rov r = (r1,...,ry,), ktory spliiuje podmienky (4.1) a (4.2) (Lemma [4.5).
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Teraz dokazeme
o Ak G je 3-suvisly rovinny graf, potom existuje PDCP.

Ak G je 3-suvisly rovinny graf, potom plati bod 3. Ak plati bod 3, potom plati
bod 2 a ziskame slaby PDCP. Dokézeme, ze slaby PDCP vieme rozsirit na PDCP.

Lemma 4.6. Nech G je 3-suvisly rovinny graf. Potom existuje PDCP reprezen-
tacia grafu, ktord je jedinecnd, aZ na Mdbiove transformdcie a reflexiu v rovine.

Dokaz. Mdzeme predpokladat, ze vonkajsi cyklus G je rovnostranny trojuholnik
s uhlami oy = g = a3 = . Z Lemmy vieme, ze existuju polomery, ktoré
splnuju a . Ak st splnené tieto dve podmienky, potom z Lemmy |4.2
vieme, ze existuje slaby PDCP. Nech r; = ry = r3, potom mdzeme toto slaby
PDCP rozsirit na PDCP pridanim kruznice C,. Z Lemmy vieme, ze slaby
PDCP bolo jednoznac¢né a pridanim kruznice C,, to neporusime.

Ak vonkajsi cyklus nie je trojeyklus, potom z Lemmy [2.3] G alebo G* obsahuje
trojcyklus. Pomocou Mobiovej transformacie M prehodime tento cyklus tak, aby
bol vonkajsi v grafe G. Teraz uz mozeme postupovat ako v prvom odstavci a po-
tom pouzit inverznu funkciu k Mébiovej transformécii M. Tym ziskame jedine¢ny
PDCP az na Mobiovu transformaciu a reflexiu. O

35



5. Rozsirovanie ¢iastoéného circle
packingu

5.1 NP-tazkost rozsirovania

V predchadzajicich kapitolach sme predstavili dva rozne dokazy existencie
circle packingu. Teraz ukazeme, ze je NP-ftazké rozhodnuf, ¢i je mozné dany cias-
tocny circle packing rozsirit. P6jdeme na to tak, za najskor ukazeme, ze je NP-
uplné rozsirit ¢iastocnu reprezentaciu grid grafov, ktoré sme definovali v iivodnej
kapitole. Dékaz zloZitosti je mozné nédjst v [3].

Lemma 5.1. Problém rozsirovania ciastocnej reprezentdcie bipartitnych grid gra-
fov je NP-uplny.

Dokaz. Aby sme dokazali, Ze problém je NP-tuplny, musime ukazat, ze je NP-
tazky a zaroven, ze patri do NP (Obr. . NP-tazkost sa ukaze tak, ze najdeme
polynomialnu redukciu z nejakého zndmeho NP problému na nas problém.

NP-tiplné

Obr. 5.1: vlavo P # NP, vpravo P = NP

Ked chceme ukézat, ze problém lezi v triede NP, musime byf schopny v po-
lynomialnom case urcif, ¢i nejaky certifikat je spravne riesenie. Ak dostaneme
bipartitiny grid graf, nejaka jeho ¢iastoéni reprezentaciu a nejaké dokoncenie
tejto CiastoCnej reprezentacie, vieme v linedrnom case |V| + |H| reprezentéiciu
nakreslit a tak overif spravnost.

Aby sme ukézali, Ze nas problém je NP-tazky, popiseme polynomialnu reduk-
ciu z problému Planar-3-SAT.

Pre dani formulu ® v konjunktivnej normélnej forme (CNF) definujeme graf
Go = (CUH{zc: (x € c€ C)V (-z € c € ()}), kde C su klauzule formule
® a H su premenné formule ®. Zjavne G4 je bipartitny graf. Problém Planar-
3-SAT ma na vstupe formulu ® v tvare CNF taku, ze kazda klauzula obsahuje
maximélne 3 literaly a Gg je rovinny graf. Ulohou je ndjst splitujice ohodnotenie
®. Dalej budeme predpokladat, Ze kazda klauzula obsahuje 2 alebo 3 literdly a
kazd4 premenna sa nachadza v prave troch klauzuléch, a to 2-krat ako pozitivny
literal a raz ako negativny literal. Aj v takejto forme je Planar-3-SAT NP-tuplny
problém [9].

Skonstruujeme rektilinearnu reprezentaciu grafu Gg. To je taka, v ktorej je
kazda hrana postupnost tseciek, ktoré¢ medzi sebou zvieraju uhol 7. Urobime to
tak, ze pozitivne literaly zacinaji horizontalnymi tseckami a negativne literaly
zacinaju vertikalnymi tiseckami. Na Obr. je nakreslend rektilinearna repre-
zentacia grafu Ge, kde ® = (21 V 22) A (22 V x3) A (21 V x3) A (m21 V 229 V —23).
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Obr. 5.2: Klauzule a premenné st vrcholy grafu. Medzi premennou a klauzulou je hrana
préve vtedy, ak pozitivna alebo negativna premennd patri do klauzule. Zelené hrany oznacuju
pozitivny vyskyt a sivé hrany oznacujui negativny vyskyt.

Otestovat rovinnost grafu G¢ a skonstruovat jeho rektilinedrnu reprezentaciu
je mozné v linedrnom case. Pomocou nakreslenia grafu G4 skonstruujeme graf
H nasledovne. Potom graf H bude vstupom pre problém rozsirovania ¢iastocnej
reprezentacie grid grafov.

Kazdy vrchol v Gg odpovedajici premennej nahradime gadgetom, ktory sa
sklada z obdlZnikov. Kazdy obdlZnik sa sklada z grafu zobrazeného na Obr.

vlavo. Aby sme definovali vstup problému rozsirovania ¢iastocnej reprezentacie

Obr. 5.3: VIavo graf, v strede jeho dve mozné grid reprezentdcie a vpravo obdlzniky znézor-
nujdce tieto reprezentécie.

grid grafov, definujeme, 7Ze Cervené vrcholy st predreprezentované a teda fixné.
Jeden fixny cerveny vrchol je izolovany a tak modri cestu medzi zvySnymi vr-
cholmi mézeme nakreslif len dvomi sposobmi ako na Obr. v strede. Stranu,
kde sa ndchadza modré cesta oznacime false (Obr. [5.4)).

Obr. 5.4: Strana obdlznika s modrou hranou sa oznacuje false.
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Takyto obdlZnik méZeme rotovat o 90°, a teda strana false sa moze nachadzat
hore, vpravo, dole alebo vlavo. Gadget pre kazdi premennt pozostava z troch ta-
kychto obdlznikov. Medzi grafmi, reprezentovanymi obdlznikmi, v gadgete nie je
hrana. Kedze sme si urcili, ze z pozitivnych vyskytov premennych vedu horizon-
talne hrany a z negativneho vyskytu vedie vertikdlna hrana, obdlzniky mozeme
poskladat do gadgetu ako na Obr.

true true false false

Tg

Tx;i])()l‘ll)‘
vyskyt

false true

Obr. 5.5: Gadget v strede reprezentuje premennt x; s hodnotou true a gadget vpravo repre-
zentuje premenntu x; s hodnotou false.

Ak je premennd ohodnotend true, potom musime z vertikdlneho obdlZznika vyslat
false a z horizontalnych obdlznikov vyslat true (Obr. v strede). Ak je pre-
menné ohodnotend false, potom musime z vertikilneho obdlznika vyslat true a
z horizontalnych obdlznikov vyslat false (Obr. vpravo).

Kazda hrana je nahradend postupnostou obdlznikov, kde kazda tsecka v re-
ktilinedrnej reprezentdcii hrany je nahradend jednym obdlZnikom. Na Obr.
vlavo je zndzornend premenna x; s hranami, ktoré z nej vedu. Zelené hrany vedu
do klauzuli s pozitivnym vyskytom a siva hrana vedie do klauzule s negativnym
vyskytom. Na Obr. [5.6] v strede a vpravo je zndzornené ako je nastavend hrana,
ak premennd z; je ohodnotena false a true.

false true

zaporny
vyskyt

Obr. 5.6: Vlavo na¢rt premennej x; s hranami, ktoré z nej vedi. V strede hrana, ktord vedie
do klauzule s pozitivhym vyskytom premennej x; je nastavend na false, teda premenna je
ohodnotend false. Vpravo hrana, ktora vedie do klauzule s pozitivhym vyskytom premennej z;
je nastavena na true, teda premennd je ohodnotena true.

Gadget klauzule je zlozitejsi. Sklad4 sa z dvoch druhov obdlznikov. Jeden
z nich sme uz ukdazali vyssie a druhy vznikne z grafu na Obr. vlavo. Gadget
klauzule (Obr. vlavo) sa skladd z dvoch obdlZnikov prvého typu a jedného ob-
diznika druhého typu (Obr. Vpravo). Svetlozlté obdlzniky na Obr. V strede
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Obr. 5.7: VIavo graf, v strede jeho grid reprezentacia a vpravo obdlznik znazornujuci tito
reprezentaciu.

a vpravo su hrany, ktoré vedu z premennych do klauzule. Obdlznik druhého typu
nam zaruci, ze aspon jedna premennd v klauzule musi byt nastavend na true. Ak
by boli vSetky premenné v klauzule nastavené na false, gadget sa zablokuje (Obr.
vpravo). Potom sa reprezentécia nedé rozsirit.

true false false false

false false |

Obr. 5.8: VIavo gadget klauzule. V strede splnené klauzula. Vpravo zablokovans klauzula.

Moze nastat pripad, Ze premennd je nastavend na true a teda prvy obdiznik
na hrane posiela true. Potom sa niektory z dalsich obdlZnikov nastavi na false a
hrana namiesto true posiela false (Obr. . Splnitelnost formule ® to neovplyvni.
Ak by nastal takyto pripad, mame dve moznosti:

o Hrana zablokuje klauzulu a neziskame pripustné rozsirenie reprezentécie.

« Nicktord z dalsich premennych v klauzule je ohodnotend true a obdlznik
druhého typu je v takej pozicii, ze zmenend hrana nezablokuje klauzulu.
Potom mame splnent klauzulu a pripustné rozsirenie podgrafu.

Graf G formule ® sme previedli na problém rozsirovania ¢iasto¢nej reprezen-
tacie grid grafov tak, ze sme vrcholy v grafe G nahradzovali grid grafmi, ktoré sa
dali dokreslit dvomi sposobmi. Dokazeme, Ze dokreslenie ¢iastocnej reprezentacie
je pripustné prave vtedy, ak je splnena formula .

Ak takto skonstruovany graf ma reprezentaciu, potom aj kazda klauzula musi
byt splnend a teda aj formula ® je splnena. Opacne, ak je kazda klauzula spl-
nend, ak sa pozrieme na gadgety, tak vytvaraja pripustni reprezentaciu. A teda
sme dokazali, Ze problém Planar-3-SAT je redukovatelny na problém rozsirovania
¢iastoCnej reprezentacie bipartitnych grid grafov.
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false

true

Obr. 5.9: Najskor sa po hrane posielala hodnota true. Prehodeny obdlznik sposobil, ze nakoniec
sa po hrana posiela hodnota false.

Tym sme dokézali, Ze problém rozsirovania ¢iastocnej reprezentacie bipartit-
nych grid grafov je NP-tuplny. m

Rozsirovanie c¢iasto¢ného circle packingu. Teraz popiseme ako predché-
dzajucu redukciu modifikovat pre problém rozsirovania c¢iastocného circle pac-
kingu.

Veta 5.1. Problém rozsirovania ciastocného circle packingu rovinnich grafov je
NP-tazky.

Doékaz. Dokaz tejto vety vyplyva z dokazu Lemmy . ObdlZniky modifikujeme
tak, aby reprezentovali circle packing. ObdlZnik typu jedna bude vyzerat ako
na Obr. vlavo. Cervené a 7zlté kruznice prislichaji predreprezentovanym
vrcholom. Cervené kruznice st izolované a st nakreslené tak, aby bolo mozné
zvacsit modré kruznice maximalne o e. Z1té kruznice s spojené modrou cestou.
Modri cestu mdzeme opat viest len vrchnou alebo spodnou ¢astou obdlznika.

Na Obr. vpravo a vlavo je znazorneny obdlznik typu dva. Modré cesta mé
oproti obdlZniku prvého typu o jeden vrchol naviac. Vo vrchnej alebo spodnej asti
medzi Styrmi ¢ervenymi kruznicami sa moze nachadzat bud tretia alebo Stvrta
kruznica zlava (ostatné sa tam kvoli ¢ervenym vrcholom nedostanti), podla toho
sa uvolni pravy alebo lavy roh.

Obr. 5.10: VIavo obdlznik prvého typu. V strede a vpravo obdlzniky druhého typu.

S takymito obdlznikmi dokdZeme vytvorit gadgety, ktoré sa spravaji rovnako
ako gadgety v dokaze Lemmy [5.1. Tym ziskame redukciu problému Planar-3-SAT
na problém rozsiritelnosti ¢iastocnej reprezentacie circle packingu. O
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5.2 Rovinné triangulacie

Ukéazeme algoritmus na rozsirovanie ¢iastocného circle packingu triangulacie
G. Budeme pracovat s vypocetnym modelom real RAM, ktory bol prvy krat
definovany v praci Michaela Tana Shamose [34], ktord sa venovala vypocetnej
geometrii. V zdsade nam staci vediet to, ze mézeme predpokladat, ze aritmetické
operacie s realnymi ¢islami zabert konstantny cas.

V predchédzajucich kapitolach sme dokazali, Ze circle packing triangulacie je
jednoznac¢ny az na Mobiove transformécie a reflexie. Nas algoritmus bude zalozeny
hlavne na tomto fakte.

Méme trianguldaciu G s vrcholmi vy, ..., v, a Ciastoénu reprezentdciu R’ =
{C],...,C}} triangulicie G, kde C! je kruznica so stredom v bode w; € C a
polomerom s; € R. Kruznica C! reprezentuje vrchol v; triangulécie G.

Zacneme tym, ze pomocou nejakého algoritmu na konstrukciu circle pac-
kingu, napriklad Moharov algoritmus [26], 24], 25], skonstruujeme circle packing
C ={C,...,C,} triangulacie G, kde C; je kruznica so stredom v bode z; a polo-
merom 7r;. Tento circle packing je jednoznacny az na aplikovanie Mdbiovej alebo
anti-Mobiovej transforméacie. Ak T' je Mobiova alebo anti-Mdbiova transformacia,
potom {T'(C}),...,T(C,)} je tiez circle packing. Kazdy circle packing je mozné
ziskaf takymto sposobom z C.

Moze nastat niekolko moznosti:

e Nech k£ > 3. Uvazme lubovolné dve trojice bodov z;,, 2, i, & w;,, Wiy, Wiy,
pre iy, g, i3 € {1,...,k}, reprezentujice tie isté vrcholy. Uhol Zz; 2,2,
musi mat rovnaku velkost ako uhol Zw; w;,w;,. To vyplyva z toho, ze kazdy
mozny circle packing triangulacie G je mozné ziskat z C transformaciami,
ktoré zachovavaji velkosti uhlov. V pripade, Ze velkost tychto uhlov nie
je rovnaké, reprezentacia sa nedd rozsirif. Moze sa ale stat, ze uhly maju
rovnakt velkost, ale st orientované opacne.

Uvéazime body zy, 29, 23 a wy, we, ws, ak maju uhly £z12923 a Zwjwaws
opacnu orientaciu, upravime circle packing C tak, ze aplikujeme komplexné
zdruzenie z, ¢o zmeni orientaciu uhlu £z 2;, 2;,. Podla Lemmy 2.6] existuje
jednoznacna Mobiova transformacia M, ktora zobrazi body z1, 29, 23 na
body wy, ws, w;y. Ciastoéna reprezenticia R’ sé dé rozsirit prave vtedy, ked
M(C;) = C!, pre kazdé i € {1,...,k }. Vyslednd reprezenticia R bude
{M(C),...,M(Cy,)}.

o Ak k = 2 a kruznice ', C)} vrcholov wy, ws sa dotykajd, potom ako prie-
secnik kruznic C] a C) zvolime w’. Priesecnik kruznic C a Cy oznacime 2.
Potom moézeme postupovat ako v predchadzajicom bode.

Predpokladajme, ze C{ a C} sa nedotykaju. Poznamenajme, ze R’ je mozné
rozsirit prave vtedy, ked je mozné rozsirit T'(R'), pre nejaki Moébiovu trans-
forméciu T'. Reprezentaciu R’ si upravime pomocou Mobiovej transformécie
tak, ze C1 je jednotkova kruznica so stredom v oo a (% je kruznica so stredom
wj vo vnutri jednotkovej kruznice C]. Pomocou Mébiovej transformacie

z — wh

(5.1)

whz — 1
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transformujeme kruznicu C% na kruznicu so stredom v bode 0 vo vnitri
jednotkovej kruznice Cf. Transformacia (5.1)) je automorfizmus disku bez

rotacie. Rovnako postupujeme aj

s kruznicami C; a C5 zo circle packingu

R (Obr. [5.11). Ak sa polomery kruznic C} a Cy rovnaji, potom sa Ciastoéna
reprezentacia R’ da rozsirit na circle packing R.

Ak k =1, tak je predkreslend iba jedna kruznica. Mozeme predpokladat, ze

wy = 0. Je zrejmé, Ze existuje Mobiova transformécia taka, ze T(CY) = CY.
Transforméciu T moZzeme zvolit napriklad tak, ze T'(z) = az+b, kde a € R
a b € C. V tomto pripade je vzdy mozné reprezentaciu rozsirit.

R/ Cé C2:Cé
G- Ty 6
o O o

N

Wi
Cy
@]

- L @
R @ G2 # Gy

Obr. 5.11: VIavo je ¢iastocna reprezentacia
vej transformécie. Vpravo si naznacené dve

R’ a circle packing R. V strede je vysledok pr-
mozné situdcie, ktoré moézu nastat po druhom

transformovani, pouzitim transformacii v tvare (5.1)).
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6. Zaver

Hlavnou témou prace bola geometrickd reprezentacia grafov pomocou circle
packingu. Predstavili sme zakladné koncepty nutné pre dokazanie vysledkov ohla-
dom tejto reprezentacie. V kapitole [3| sme rozobrali dokaz existencie tejto repre-
zentacie pre rovinné grafy. V kapitole ] sme predstavili dokaz existencie primal-
dual circle packingu pre 3-suvislé grafy. Obidva dokazy sme doplnili o detaily,
ktoré ulahcuja ich pochopenie. V kapitole |5 sme analyzovali dokaz tvrdenia, ze
rozhodnuft, ¢i je mozné zadany Ciastocny circle packing rozsirit na circle packing,
je NP-tazky problém. Dalej sme skonstruovali vlastny algoritmus pre rozsirovanie
reprezentacie zalozeny na real RAM stroji.

Oblast rozsirovania grafovych reprezentécii pontika radu dalsich vyskumnych
otazok. Bolo by zaujimavé najst nové triedy grafov, u ktorych je mozné rozhodniit,
¢i existuje rozsirenie daného circle packingu v polynomialnom case, pripadne také
riesenie v polynomidlnom case skonstruovat. Pre vSeobecnt konstrukciu rozsire-
nia circle packingu je mozné preskiimat vyuzitie metdd lokdlneho prehladavania.
Kedze je treba konstruovany circle packing reprezentovat na pocitaci, kde vzni-
kaju zaokruhlovacie chyby, moze sa staf, ze budeme ntteni pri konstrukcii circle
packingu uvazovat urciti € nepresnost. Pre pracu s takym typom neurcitosti by
bolo zaujimavé preskimat vyuzitie technik intervalovej analyzy.
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