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Uvod

Tato prace se zabyva neabsolutni konvergenci Newtonova integralu funkci
tvaru %, kde ¢ ma byt spojita neklesajici funkce definovana na intervalu
[1,00) takové, ze lim,_,o, ¢(z) = co. Zkoumame nutné a postacujici podminky pro
konvergenci integralu téchto funkci. Otazkou tedy je, jaké pozadavky mame klast
na funkci ¢, aby tento integral konvergoval. Zajimame se o to, jak tato funkce
zméni oscilaci sinu a v disledku toho ovlivni integrovatelnost zadaného inte-
grandu. Zabyvame se tedy specialni tfidou newtonovsky integrovatelnych funkei,

které obecné nemusi byt integrovatelné lebesgueovsky.



1. Motivace

1.1 Proc¢ pracujeme s Newtonovym integralem

Jednou z vyhod Newtonova integralu oproti Lebesgueovu je jeho vlastnost
neabsolutni konvergence. Newtonuv integral je neabsolutné konvergentni,
kdezto Lebesgueuv integral je absolutné konvergentni. Tedy pro Lebesgu-
etiv integral plati implikace:

/ f konverguje = / | f| konverguje.

Zmamym piikladem, kdy je Newtontv integral ”lepsi” nez-1i Lebesguetv je tzv.

Dirichlettiv integral
*sinz T
de = —. 1.1
/O e =7 (1.1)

Platnost tohoto vztahu se da dokdzat vice zpusoby. Jednim ze zpusobi je pohliZet
na dany integrand jako na funkci komplexni proménné a aplikovat reziduovu veétu.
Jingm ze zpusobi je s vyuzZitim Fourierovy analyzy, kdy na integrand pohliZime
jako na tzv. Fourierovo jddro a v dusledku toho dostaneme, Ze pro vsechna redlnd
kladnd ¢isla o plati, Ze [J° 3202 dy = 7.

Jakozto Lebesguetiv integral je vSak divergentni. To se snadno ukaze nalezenim
divergentni minoranty:

sin sin? z 1 —cos2z 1 CoSs 2x

T T 2z 2x 2

Zde prvni nerovnost plati trividlné, nebot 0 < |sinz| < 1,z € R a plati, ze
y >y y € [0,1], a v druhé rovnosti jsme pouzili souctovy vzorec pro poloviéni
uhel. Dale tvrdim, ze:

o floo % dr = oo.

° floo % dx konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria, nebot:

- % jde monoténné k 0,
— cos 2x ma omezenou primitivni funkci,
— funkce i i cos 2z jsou spojité na intervalu [1,00).
e Tedy integral pravé strany mé smysl (jde o rozdil konvergentniho a di-

vergentniho integralu, jehoz hodnota je rovna +00) a je tedy divergentni
minorantou pro floo |¥‘ dx. Dany integral tedy absolutné diverguje.

Obecné nas tedy budou zajimat oscilujici funkce, jejichz limita v nekonecnu
je 0. Integraly takovych funkci maji Sanci konvergovat neabsolutné.



Pripomenme jesté Abel-Dirichletovo kritérium pro neabsolutni konver-
genci integrali, které budeme potiebovat.

Véta 1 (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Necht f a g jsou spojité funkce
na [a,b), g je navic monotdnni na |a,b).
(D) Pokud f md omezenou primitivni funkci na (a,b) a lim,, g(z) = 0,

potom fab fgdx konverguje.

(A) Je-li fffda: konvergentni a g je omezend na [a,b), potom fab fgdx kon-
verguje.

Diikaz. [5, kapitola 4, 27 a 28, strany 39,40]

1.2 Motivaéni pf‘iklady

511(,0

Uvazujme funkci ve tvaru . Jaké pozadavky je treba klast na vnitini

funkci ¢, aby byla funkce Sm“’( ) newtonovsky integrovatelna na intervalu (1, 00)?

V celé kapitole budeme pro jednoduchost predpokladat, Zze ¢ je spojita a
neklesajici funkce spliujici

lim ¢(z) = oco.

T—00
Jestlize ¢ je spojitd, tak je nutné i integrand spojitou funkci na [1,00) a tim
padem mame zarucenou existenci primitivni funkce.

Pozndmka: Pokud limita funkce ¢ existuje a je konecnd, pak v pripadé, kdy
lim, ,oo () = ¢ # km, pro k € Z, je sin(c) rovnéZ nenulovd k:onstanta a
z limitniho srovndvaciho kritéria dostdvame divergenci integrdlu [ sin(e@) gy
Pouziti limitniho srovndvaciho kritéria by zde bylo korektni, nebat v pmpade Ze
lim, . @(x) existuje a mad koneénou nenulovou hodnotu riznou od celociselnych

ndsobku w, nabyvd integrand snso ) od urcitého bodu pouze kladnijch (resp. zd-
blmﬂ( )).

Y

pornych) hodnot (v pripadé zapomych hodnot bychom presli k funkci —
a tedy srovndnim s divergentnim integrdalem fl 316 dx dostavame, Ze:

sinite)
lim J) = lim —%— =sinc € R\ {0}.



Podivejme se nyni na nékolik prikladt takové funkce ¢ spliujici uvedené vlast-
nosti.

e Uvazujme nejprve linearni funkei, tedy ¢(z) = z, coz je funkce s pozadova-
nymi vlastnostmi - je spojité, neklesajici a lim, ., ¢(x) = co.

sin

Podle Dirichletova kritéria floo %daz konverguje, nebot:

— sinz mé omezenou primitivni funkei na (1, 00),
— % jde monoténné k 0,

— obé funkce jsou spojité na [1, 00).

Graf funkce % vypada takto:

sin(x)/x
1.0
0.5 1
0.0 /\ /\ paN paN P P P
NARVA A
-05 T T T T 1
0 10 20 30 40 50

Obrazek 1.1: Graf funkce ¢

Stoji za to zminit, ze:

> sin ax T

der = —.
2

Va € (0,00) : /

0 xz

Predpokladédme-li totiz platnost vztahu (1.1) fooo Si;:” dr = 7, lze psat:

* sin ax *sint dt *sint T
da = _ [ embdt [Tt T
0 x 0o L « 0 t 2

azr=t

adr=dt



e Uvazujme kvadratickou funkei, tedy ¢(z) = z?. Takovd funkce rovnéz
spliiuje pozadované vlastnosti a dany integral je konvergentni, coz opét
plyne z Dirichletova kritéria. Lze totiz psat:

o0 3 2 00 1
/ ST e = / sin (2%) 22 — dx.
1 1

T 222

— f(x) = sin () 2z m4 omezenou primitivni funkci,
[ sin (2?) 2z dz = cos 2

— g(z) = 5> jde monoténné k nule

— ODbé funkce jsou navic spojité na (1, 00)

Graf funkce S22 vypada takto:

xT

0.5 4
0.0- /\ /\
| \/ V
-0.5 1 v
; 1' ; ; ; :

Obrazek 1.2: Graf funkce ¢

Zde vidime, ze oscilace se zrychluje.



e Uvazujme nyni ¢(z) = /x. Takova funkce opét spliiuje pozadované vlast-
nosti a dany integral konverguje podle Dirichletova kritéria. Lze totiz psat:
/ Smﬁdw = sin (V1) —=——dx
1 T 1 2\/x \Jx
Stejné jako v minulém piikladé i zde f(x)=sin (\/@7 mé omezenou pri-
mitivni funkei, protoze [ sin ( \/_)2f dr = —cos (y/x) a g(x)= f jde mo-

noténné k nule. Obé funkce jsou rovnéz spojité na [1,00). Graf této funkce
vypada takto:

0.25 ~

sin(\x)/
0.20
0.15 4

0.10 +

0.05 +

-0.05 \/ . T .

I ' I
0 50 100 150 200

Obrazek 1.3: Graf funkce ¢

Vidime, ze pro volbu ¢(x) = y/z se rychlost oscilace zmensuje, zatimco pro
¢(x) = 2? naopak dostdvame rychlejsi oscilaci.

Predpokladdme-li platnost rovnice (1.1), lze substituci spocitat hodnotu
tohoto integralu:

Ja=t

t
/ sm\/_ :/ sin ordt =2
0 Q\fdx =dt 0 t 2

Obdobné lze vypocitat hodnotu i predchoziho integréalu:
*“sint 1

* sin 22
dx = - dt=—.
/0 x 0o Vit 2Vt 4

V obou pfipadech pouzivame vétu o substituci 2. druhu.

x2=t

I3

2xdr=dt

Tedy ted uz vime, ze:

1
. ™, Pro a =g,
°° sin (%) - 2
dr =475, pro a=1,
0 x
T bro a=



V obecném piipadé pro p(r) = x* dostavame pro vSechna o € RT vztah:
/ sin (%) . _ T (12)
0 x 2

I zde se provede substituce 2. druhu volbou z® =t

* sin % *® sint dt * sint 17
dr = = ——dt=——.
0 X )a_l 0 (03 2

ozl d:v:dt‘ - 0 % Oé(\%
Vidime tedy, Ze ¢im rychleji roste vnitini funkce ¢, tim mensi je hodnota

integralu OOO el o tim spise tedy bude konvergovat. Z vyse uvedenych

avah dostavame:

=t

00 L1 «
sin
dx >0
0 x a—r00

Poznamka: Zde neni treba se pozastavovat nad tim, zda jsou splneny pred-
poklady pro zaménu limity a integrdlu, nebot rovnici (1.2) lze chdpat primo
jako rovnost funkci.

Na druhou stranu také dostavame, ze tento integral jakozto funkce pro-
meénné « ma singularitu u nuly a ¢im pomaleji bude rist vnitini funkce ¢,
tim vétsi bude hodnota daného integralu:

* sin %
dx > 00.
0 xT a—04

D4 se tedy tict, ze funkce

Fla) = /OOOMCLT (1.3)

T

je ve skutecnosti linearni lomenou funkci, neni definovana pouze v 0, kde ma
singularitu, je klesajici na intervalu (0,00) a plati pro ni, Ze lim,_,, F(a) =
0 a lim,—0, F(a) = o0.

Nyni uz vime, Ze pro mocninné funkce p(z) = z® o libovolném kladném
realném exponentu a bude dany integral vzdy konvergovat a Ze ¢im mensi
bude «, tj. ¢im pomaleji bude rist vnitini funkce ¢, tim vétsi bude hodnota
daného integralu.

Problém s konvergenci tohoto integralu by tedy mohl nastat pro pomalu
rostouci funkce - pomaleji nez-li libovolnad mocnina - to miize byt naptiklad
logaritmus.



e Necht p(x) = log(x). Pak dostavame:

o : 1
/ sin (log z) dp =
1

X

log x=t

= / sint dt.
0

Volbou ¢(z) = log(x) tedy dostavame divergentni integral - ne vSak ve
smyslu, ze by jeho hodnota byla rovna +oo, ale ve smyslu, ze hodnota
integralu neexistuje nebot primitivni funkce nemd limitu v +o0o. Graf této
funkce vypada takto:

Lde=dt
xT

0.015 ~

= sin(In(x))/x|

0.010

0.005

0.000 e

-0.005 ~

-0.010 +

-0.015

-0.020 T —T - I - 1 - T 1 1 " T 1T
-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Obrazek 1.4: Graf funkce ¢

e Pokud ale volime o(z) = log?(z), coz je také pomaleji rostouci funkce nez
libovolnd mocninna funkce z¢, dostavame:
% gin (1 2 00
/ sin (log” 7)., _ / sin 2 dt
1 0
a to je konvergentni integral. Plati totiz:
X * 2 0
/ sin ¢ dt:/ cost” dt = \/j (1.4)
0 0 8

x
Toto jsou tzv. Fresnelovy integraly a tato rovnost se nejsnaze ukaze po-
moci Reziduovy véty pro funkce komplexni proménné.

log =t
Tr =

Ldz=dt
xT

Poznamka: Stoji za to zde zminit, Ze

2 neeristuje.

o
. 2 . v VT .
sin z“ dx konverguje, prestoZe lim sin x
0 T—r00
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Lze ukazat, ze:

°° sin (log® o konverguje pro a > 1
/ sin (log® ) I :/ S dt 'nv rg'uJ pro « :
1 x 0 diverguje pro 0 < a < 1.

Dikaz.

/ sint“dt =
0

— Pro a € (1,00) dany integral u nekonecna konverguje podle Dirichle-
tova kritéria, nebot:

t¥=x

(o) 1 1 (o) :
= / sinex — rdxr = —/ el
0 0

1
ate—1ldt=dx ax o A

% sinz mé& omezenou primitivni funkei na [1, 00)
1

_1
@

*

jde monoténné k 0
€T

% obé funkce jsou spojité na [1, c0).
Konvergenci integralu u nuly dostaneme ze srovnavaciho kritéria:

1

— 19
zl=a

sinx

1
1-3

z € (0,1)

X

Tedy absolutni hodnotu integrandu dovedeme majorizovat absolutné
integrovatelnou funkci. Plati totiz, Ze pro vSechna a € (1,00) je
1—1€(0,1) a zéroveii:

1
1

/ —dr < 00 < a€(0,1)
0 ¢

Z absolutni konvergence pak vyplyva konvergence.

— Pro a € (0,1] oznac¢me 1 — i =: —a, pak a € [0,00) a plati:

x : oo
sin .
/ - dx:/ 2% sinx dx
0 T « 0

Pro a = 0 dostaneme integral fooo sin z dz, o kterém vime, ze je diver-
gentni, nebotf primitivni funkce k sinz je —cosx a ta nemd limitu v
nekonecénu.

Ukézeme, Ze také pro a € (0,00) dany integral vzdy diverguje. UkdZzeme
to sporem. Ozna¢me F(z) := [ t* sintdt jako jednu z primitivnich
funkci. Pokud by fooo x® sinx dx konvergoval, pak by podle Heineho
véty musela existovat i vlastni limita posloupnosti lim,, ., F'(nr). Po-
kud lim, o, F'(nm) = A € R, pak nutné i lim,,_,., F((n + 1)7) = A.

(n+1)m
/ ¥ sinxdr = F((n+ 1)7) — F(nn),

™

protoze tato rovnost plati pro vSechna prirozena n, limitnim ptrecho-
dem bychom dostali, Ze prava strana se blizi k 0. To ale nemiize byt
splnéno, nebot:

(n+1)m (n+1)m (n+1)m
\/ z¢ sinxd:c]:/ x“]sinx|dz2/ |sinz| dx = 2

7 us

11



(Hlavni myslenka tohoto ditkazu divergence fooo x® sinx dx proa € RT
je prevzaté z [3] Uvod do inteligentniho kalkulu, Ilja Cerny 2002.)

]
] sin(x)\x AT
- - = +\x -
4_ ”’
1 ,/”’
2 -
//
1 4
/
0
4 N
A
\\
24 ~\/
- \\\
4 T~ /

Obrézek 1.5: Graf funkce /x sinz

750

sin(x) x ,
' - - -1x? e
500 - -7
'
4 //
250 .7
0 ——’/\
ey \/
-250 4 \\}\J/
- \\\
500 - Tl

-750 - N

Obréazek 1.6: Graf funkce z? sinz
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e Uvazujme nyni exponencialni funkci ¢(x) = e®. Takova funkce rovnéz
spliiuje pozadované vlastnosti a dany integral konverguje podle Dirichle-
tova kritéria. Lze psat:

X0 L1 xT o
sin e ) 1
dx = sin (e”) e* dzx.
1 T 1 T e’

Zde sin (e*) e* ma omezenou primitivni funkci a —— jde monoténné k nule
xe ’

nebot lim —L_ — 0 a jeji derivace je na intervalu (1,00) porad zéporna:
T—r 00 T et b

1, e’ + xe® 1+
—) == —-———<0, 7€ (1,0).
(93 ef”) (xer)? x?e” (1,00)
Obé funkce jsou navic spojité na [1, 00).

Graf funkce % vypada takto:

\ sin(exp(x))/x\
1.0 -
0.5
0.0 1
-0.5 1
'1 0 T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Obrazek 1.7: Graf funkce ¢
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1.3 Konstrukce protiprikladu

Ukazeme, ze pozadavky, které jsme dosud kladli na funkci ¢ nejsou obecné
dostacujici pro konvergenci daného integralu.
Definujme funkci ¢(z) nasledujicim pfedpisem:

p(z) =

%+2]€7T,]€ GNO re<cg+ Sig;lc(k),Ck+1 >, Co :0,
linearni funkce  jinak,

kde ¢ je né€jaka rostouci posloupnost jdouci do nekonecna - pro jednoduchost
si muzeme predstavovat tieba prirozena cisla. Graf této funkce vypada takto:

14n/2

9n/2

5n/2

n/2

(oA c,+1/2 C, Cyt1/4

Obrazek 1.8: Graf funkce ¢

Takové funkce bude po ¢astech linearni. Na intervalech < ¢, + Sig;#, Cra1 >
bude vzdy konstantni a bude zde nabyvat hodnot 7 +2k7, k € Ny - tedy pro tyto
hodnoty bude sin(¢(z))=1.

Interval, kde funkce ¢(z) vzroste z hodnoty 7 na hodnotu %’r ma délku %
Interval, kde funkce ¢(z) vzroste z hodnoty 2 na hodnotu % mé délku ;.

Obecny k-ty interval bude mit délku .

Délky intervald (c;, ¢; + 5;) tvori geometrickou posloupnost, jejiz soudet je

oo
1
21
i=1
Méme tedy zaruceno, ze takto definovana funkce ¢ je neklesajici a prestoze
lim, ,» @(x) = oo, tak tato funkce stejné bude ”prevazné konstantni”- nebot

soucet délek intervall, na kterych je rostouci ma kone¢nou hodnotu.

14



Naopak intervaly na kterych nabyva funkce ¢ hodnot 7 + 2km &k € Ny, se
porad zvétsuji. Checeme ukézat, ze pro takto definovanou funkci ¢ plati, ze

/ Mdaz diverguje.
1

i

Lze psat:
sin (p()) _ sin(p(z)) =1 1
x B x x

Jelikoz floo %dw je divergentni, stac¢i ndm dokazat absolutni konvergenci inte-
gralu [ 0 sin (p(@))=1 (‘p(xx))fl dx.

Pak prava strana rovnice f > M dr = 100 % dr + floo % dr ma
smysl, nebot je souctem dlvergentnlho a absolutné konvergentniho integralu, z
¢ehoz dostavame divergenci integralu na levé strané.

Uké4zeme tedy, ze [ Sne@)=1 7, 56 absolutné konvergentni.

Integrand je spojitou funkci na intervalu [1, 00), tedy existuje-li Lebesguetiv inte-
gral [ % | dz, pak uz nutné existuje i Newtoniv integral a ma stejnou
hodnotu (integrand neméni znaménko).

Ozna¢me M := U (¢i,ci + 5-) jako intervaly linearity funkce ¢ (tam kde vzroste

z hodnoty 7 + 2(2 — 1)7 na hodnotu § + 2in). To je méfitelnd mnozina (nebot je
spocetnym sjednocenim otevienych mtervalu coz je borelovska mnozina).

Mimo mnozinu M bude hodnota integrandu 0, nebot
Va € (0,00) \ M :sin(p(z)) = 1.

Pak lze psat:

/ | sin (¢(z) —1\ /]sm —1\d </—da:—22
1 x m 1

Tedy

dr < 00.

T

/"O | sin (p(z)) — 1|

Predpokladali jsme, Ze ¢ je spojita neklesajici funkce na intervalu (1,00)
splilujici navic, zZe lim, . ¢(z) = 0o. Vidime, Ze to nestaci. Abychom méli zaruce-
nou konvergenci zadaného integralu, je tfeba klast na funkci ¢ silnéjsi pozadavky.

15



1.4 Bilipschitzovské funkce

Po predchozich tivahach by se mohlo zdat, ze konvergence daného integralu
floo M dx tzce souvisi s rychlosti ristu uvazované funkce . Chtéli bychom
vyslovit postacujici kritérium pro konvergenci zadaného integralu pro co mozna
nejsirsi tfidu funkci. Zatim jsme se omezili na takové spojité funkce, které rostou
do nekonecna - a vidéli jsme, Ze to nestaci. Chtéli bychom zarucit, aby byl jejich
rist néjak ,,rozumné” korigovan.

Jak si lze predstavovat bilipschitzovské funkce?
Jsou to takové spojité funkce, které nerostou a ani neklesaji ani prilis

rychle a ani priliS pomalu. Jejich rist je néjak rozumné omezen.

Definice 1 (Bilipschitzovské funkce). Rekneme, Ze funkce ¢ definovand na néja-
kem intervalu I je bilipschitzovska, pokud existuji kladné konstanty c1, co > 0, Ze
pro vsechna cisla z, y € I plati:

cilz—y| <o) —oy)| < clz—y|

Formulujme nyni pomocné lemma o vztahu bilipschitzovskosti a omezenosti
derivace, které budeme potifebovat.

Lemma 2 (Charakterizace bilipschitzovskych funkei I). Necht ¢ je spojita
funkce na uzavieném intervalu |a,b], kterd je diferencovatelnd na otevieném
intervalu (a,b). Pak plati, Ze ¢ je bilipschitzovska na (a,b) prdavé tehdy, existuji-
li konstanty ¢y, co > 0, Ze pro vSechna x € (a,b) plati:

a <)) < e

Diikaz. 7<= Oznacme I := (a,b). Pfedpokladame, ze
Jey, e >0VEel: ¢ <|¢(t)] < ca.

Vezméme z,y € I,y < x. Tedy (y,x) C (a,b). Z ptedpokladu vime, zZe funkce ¢
je diferencovatelné na (y,x) a zaroven spojita na [y,z]. Pfedpokladame tedy ome-
zenost absolutni hodnoty derivace shora i zdola a chceme ukazat bilipschitzov-
skost. Protoze ¢ je diferencovatelna funkce na intervalu (y,z), tak z Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté nutné musi existovat takové ¢islo £ € (y,z), 7Ze

) — ey
o) — £ =),
r—y
Jelikoz tento odhad pro derivaci funkce ¢ plati pro vSechna ¢t € I, plati i pro
¢islo € € (y,x) C I, tedy
a <98 < e

< o) — oY)
S

S Ca,

a(r—y) <o) —ply)| < el —y).

Protoze z,y mohla byt libovolna ¢isla spliujici a < y < x < b, uvedena nerovnost
plati pro vSechna z,y € I, y < x, a tedy funkce ¢ je bilipschitzovska na (a,b).
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”="Nyni pfedpokladame, Ze funkce ¢ je bilipschitzovska na intervalu (a,b),
tedy:

e, 0 >0Vrye(ad): alz—y| <o) —ely)| < alr—yl

Pro = # y dostavame vydélenim nerovnice vyrazem |z — y|:

o(r) — o(y)
T —y

¢ < < .

Protoze tato nerovnost plati pro vSechna x,y, * # y, z intervalu (a,b), limitnim
prechodem dostavame pro z,y € (a,b):

c; < lim M < e,
y—z y—

¢ < |1im o(y) — p(z) < o
Yy—T y—x

a <)) < c.
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1.4.1 Priklady bilipschitzovskych funkci

Jak tedy vypadaji bilipschitzovské funkce? V prvé fadé si mizeme uvédo-
mit, ze kazda linearni funkce je vzdy bilipschitzovska, protoze jeji derivace je
konstantni a je tedy omezena shora smérnici nejvétsiho rastu, resp. poklesu, a
naopak zdola je vzdy omezena smérnici nejnizsiho ristu, resp. poklesu.

Uvedme jiny netrividlni piiklad bilipschitzovské funkce:

L
o(x) :x+§ sin x

Jeji derivace je

1
Or)=1+ 5 COSZ.

Dovedeme najit takové kladné konstanty ¢y, ¢, aby platilo, ze ¢; < |¢'(z)| < co.

—_
w

VeeR: - <

1
1+§c0sx < —

[\]
[\]

Graf této funkce vypada takto:

20 - x+(1/2) sin(x)

15 4

10 +

Obrazek 1.9: Graf bilipschitzovské funkce

K této funkci se jesté pozdéji vratime a budeme zkoumat konvergenci daného
integralu.
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Uvazujme rostouci spojitou bilipschitzovskou funkci ¢ jdouci do nekonecna.
- v sy ; .. . 00 sin p(x)
Jsou to uz postacujici podminky pro konvergenci integralu f1 7
Uvazujme nasledujici funkci ¢ jako na obrazku.

2m < o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Obrazek 1.10: Graf bilipschitzovské funkce 2
Explicitni predpis této funkce je:

(2) S—n)+7mn, ze€<3n,3n+2>
€Tr) =
4 Tr—Tn—7  zEe<3n+23n+3> neN,

Takova funkce je tedy po Castech linearni a proto by mohla byt i bilipschit-
zovské, nebot pro ni plati:

5 <‘g0,(33)’§7T, xE(O,oo)\M,

kde M je podmnozina prirozenych ¢isel, kde se méni predpis funkce a dochazi ke
zlomtm. Tato funkce tedy neni diferencovatelna vsude, ale je diferencovatelna jen
skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mite. Proto se zde tedy nedd pfimo pouzit
Lemma 2 o charakterizaci bilipschitzovskych funkci.

Lemma 2 tikalo, ze pro spojitou diferencovatelnou funkci je bilipschitzovskost
ekvivalentni s tim, Ze jeji derivace je v absolutni hodnoté omezena shora i zdola
néjakymi kladnymi konstantami. Predpoklad diferencovatelnosti na celém inter-
valu je zde nutny. Kdybychom misto toho predpokladali, ze

Px) eR, zel\M,

kde M je néjaka mnozina nulové miry; tvrzeni nebude platit. Jako protipriklad
lze tfeba vzit funkci tvaru ”identita + Cantorovy schody”- ta je diferencovatelna
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skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mite a jeji derivace je rovna 1 s.v., tedy
jisté existuji néjaké kladné konstanty, které derivaci omezuji shora i zdola s.v. -
ale tato funkce neni absolutné spojité (jak je zndmo o Cantorové funkei, viz napft.
[4, kapitola 5, Véta 5.2, str. 19], kde je uvedena i definice) a tim padem ani bi-
lipschitzovské, nebot bilipschitzovské funkce jsou podtiidou absolutné spojitych.

Pokud bychom ale tuto funkci ¢ v bodech zlomu ”zhladili”- naptiklad tak, ze
bychom pro kazdy bod zlomu m; € M predefinovali danou funkci ¢ na néjakém
prstencovém okoli bodu m;, napf. na intervalu (m; — 0,001, m; + 0,001), tak, aby
na tomto intervalu nebyla linearni, ale kubicka (tj. néjaky polynom 3. stupné) a
navic spliovala podminku, Ze funkéni hodnoty i prvni derivace v téchto krajnich
bodech se budou shodovat s ptivodni funkci; tak potom by tato predefinovana
funkce podle lemmatu 2 uz byla bilipschitzovskd, nebot pro ni plati, ze § <
| ¢'(z)| < 7 pro vSechna x z intervalu (0,00). (Jeji smérnice se bude na intervalech
( m; — 0,001, m; + 0,001) spojité ménit z hodnoty 7 na hodnotu 7 a zpét - ale
nikdy nepfesahne pod hodnotu 7 ani nad hodnotu 7). Nebudeme se ale snazit
najit explicitni predpis takto ”zhlazené” funkce; misto toho ukazeme, Ze i tato
funkce je skutecné bilipschitzovska. Lze totiz snadno nahlédnout, ze pro takto

definovanou funkci ¢ plati:

Ho—y|<[e(@)—p@)|< 4lz-y|, zyeRT
Tedy dolni konstantu bilipschitzovskosti 1ze volit 1, horni konstantu bilipschi-
tzovskosti lze volit 4. Jinymi slovy, funkce ¢ je urcité lipschitzovska s konstantou
4 a zaroven funkce ¢! je ur¢ité lipschitzovska s konstantou 1. To Ize snadno na-
hlédnout tim, Ze smérnice nejvétsiho ristu funkce ¢ je m a tedy tato funkce nebude
rist rychleji nez piimka se smérnici 4; a na druhou stranu smérnice nejmensiho
rastu funkce ¢ je 7 a tedy urcité nebude riist pomaleji nez piimka se smérnici 1.

Obrazek 1.11: Graf bilipschitzovské funkce
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Necht N € N. Pro takto definovanou funkci ¢ plati:

r = x
x n x

[

[t gy [ g [,

n x n x n—+2 xz
9 [ g, | ),
3n 3n +2 3nt2  on+ 2
1 3n+2 T 1 3n+3
:3”+2/3n sin(g(x—n)+7rn)dx+3n+2/3n+2 sin (rx — mn — 7) dx
3n+2 3n+3
1 cos (5 (x —n)+mn) 1 cos (mx — mn — )
— _ . +
3n + 2 T 3n +2 T
3n 3n+2
L2 (— cos (2mn + 7) + cos (27))
cos (2mn + ) + cos (2mn
3n—|—27r
L L cos (2mn + 2m) + cos (270 + 7))
T cos (2mn + 2m) 4 cos (27n + 7
1 2 1 1 4 1 2 1 2 1
- Z(—(=1)+1 “(-1-1) = _= ==
3n+27r( ( )+)+3n+27r( ) T3n+2 w3n+2 T 3n+ 2

Nerovnost (x) plati z toho diavodu, Ze:

e Funkce sin (p(z)) nabyva na intervalu (3n, 3n+2) kladnych hodnot a zlomek
% na tomto intervalu nabyva miniméalni hodnoty #H (cely zlomek zmensim,
pokud jmenovatele zvétsim).

e Funkce sin (¢(x)) nabyva na intervalu (3n + 2, 3n + 3) zapornych hodnot a
zlomek | na tomto intervalu nabyva maximélni hodnoty 715 (odéitame co
nejvice).

Dostavame tedy, ze
N

owmme> 2 1
0 x _n:07r3n+2'

Protoze uvedena nerovnost plati pro vSechna ptirozena ¢isla N, limitnim precho-
dem dostavame

3N+3 N 0
2 1 2 1
N—oo J, T N—>oon:07T 3n+ 2 —m 3n + 2

Tato rada na prave strane nerovnosti je divergentni a méa soucet +oo, tim
oo Sln
padem integral f D dg diverguje.

Vidime tedy, ze blhpschltzovskost ¢ neni postac¢ujici podminkou pro kon-
vergenci integralu [ sin (e(@) g,
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Vratme se jesté jednou k funkci ¢ (obrazek 1.8) definované predpisem

(2) T—n)+7mn, z€<3n,3n+2>
xTr) =
7 T — TN — T, re<dn+2,3n+3> neN

a ukazme, Ze je skutecné bilipschitzovska i jinym zptsobem nez jenom graficky.
Miizeme vyslovit nasledujici lemma, které svym zpiisobem zobecnuje lemma 2:

Lemma 3 (Charakterizace bilipschitzovskych funkci II). Necht J je interval,
¢ J — R je ryze monotonnt funkce, kterd je absolutné spojita na kazdém
omezeném uzavieném intervalu I C J. Pak plati, Ze ¢ je bilipschitzovska na
J prave tehdy, existuji-li konstanty c1, co > 0 tak, Ze pro skoro vSechna x € J
platy

a < [¢(a)] < e

Oproti lemmatu 2 zde uvazujeme absolutné spojitou funkci namisto diferen-
covatelné funkce a omezeni derivace kladnymi konstantami skoro v§ude namisto
vsude. Pfipomenme jesté definici absolutné spojité funkce:

Definice 2. Funkce ¢ je absolutné spojitd na intervalu [a,b], pokud pro kaZdé
e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechny mozné intervaly [a,,b1], [az, bs], ..., [an, by]
takove, Ze

n

a<a <b<ay<by<..<a,<b,<b a zdaroven Z(bi—ai) < 4,
i=0

platt

n

S 1Fb) — flan)] < e.

1=0

O funkci ¢ tedy vime, Ze je nekonstantni a plati pro ni, ze

<[ (@) <7 xe(0,00)\M,

bo | 3

kde M je néjaka spocetnd mnozina, kde ¢ neni diferencovatelna. Radi bychom s
vyuzitim predchoziho lemmatu dokézali, Ze je bilipschitzovska. Staci tedy ukazat
absolutni spojitost.

Snadno si ovétime, ze funkce ¢ skutecné spliuje definici absolutni spojitosti.
Pro dané € > 0 zvolime ¢ := £, protoZe smérnice nejvétsiho ristu je 7.

Diikaz. K dikazu lemmatu 3 si staci uvédomit, ze pro absolutné spojité funkce
plati obdoba Newton-Leibnizovy formule v nasledujicim smyslu:

Je-li ¢ absolutné spojita funkce na intervalu [a,b], potom plati:

(Rudin, Analyza v redlném a komplexnim oboru, str. 166). Absolutné spojité
funkce jsou diferencovatelné skoro vsude. Funkce ¢ je podle pfedpokladu abso-
lutné spojita na kazdém omezeném uzavieném intervalu I C J, pri¢emz interval
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J muze byt i neomezeny. Neomezeny interval ale dovedeme zapsat jako spocetné
sjednoceni omezenych uzavienych intervalti. Na kazdém z téchto intervali ma
mnozina bodi, kde ¢’ neexistuje nulovou miru, proto ¢’ existuje na J \ M, kde
M je spocetnym sjednocenim mnozin nulové miry, tedy méa miru 0. Funkce ¢ je
tedy diferencovatelna skoro vsude na intervalu J.

7«<” Predpokladejme nejprve, ze existuji néjaké kladné konstanty c;, co > 0 tak,
ze pro skoro vSechna ¢t € J plati

a S|t < e
a ukazme, ze je funkce ¢ bilipschitzovska. Pfipomenme vétu z teorie miry a inte-
gralu, ktera rika:

Je-li f < g skoro vsude vzhledem k mite p1, pak /fdu < /g dp.

Vezméme z,y € J spliujici y < z. Integraci tedy dostaneme

/cldtg/ |<p’(t)]dt§/ e dt,
Yy Yy Yy

a(r—y) < / \G(0)]dt < exlx ).

Je-li funkee ¢ rostouci, tak [ [¢/(t)]dt = [ ¢'(t)dt, je-li naopak klesajici,
tak [7|¢'()]dt = — [7 ¢/(t)dt. Diky tomu dostdvame s pouzitim Newton-
Leibnizovy formule

[ 1ewla =1 - v

Yy
Dostavame tedy, ze pro vSechna x,y € J,y < z, plati:

alz—y) < le(@) — e)] < el —y).
"=" Predpokladame, ze
Je, ¢ >0Vey e J: alz—y|<|o@) —p@)| < calz—yl
Vezméme x,y € J spliiujici y < x, vydélenim nerovnice vyrazem |x — y | dosta-
vame:

p(r) — oY)
r—y
Protoze tato nerovnost plati pro vSechna z,y, x # y, z intervalu J, limitnim

prechodem dostavame:

cp < < .

¢ < lim o(x) — oY) < o
y— r—y

¢ < | lim o(x) — oY) < o
y—x T —y

a <|¢'@)| < c.

Funkce ¢(x) je podle predpokladu absolutné spojita, proto ¢'(x) existuje skoro
vsude vzhledem k Lebesgueové mite.

]
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1.5 Duisledky Abel-Dirichletova kritéria

Jaké pozadavky mame tedy klast na funkci ¢, abychom méli zarucenou kon-
vergenci daného integralu? Mizeme vyslovit obecné kritérium:

Vé&ta 4 (1. kritérium konvergence). Je-li ¢ € C?*(1,00) konvexni funkce
takovd, Ze ¢’ > 0 na (1,00), lim,_,» ¢(x) = co potom:

/ M dx konverguje.
1 x

Diikaz. Pouzijeme Abel-Dirichletovo kritérium stejnym zptusobem jako v pred-
chozich prikladech. Lze psat:

[T e~ [t ) e

x z¢(z)

Potom f(x) := sin p(z) ¢'(x) ma vzdy omezenou primitivni funkci, jelikoz

Jsin (¢(2)) ¢'(z) = — cos ().
Zbyva dokazat, ze funkce g(z) := Jde monoténné k nule. Tvrdim, Ze:

lim g(z) =04 lim 2 ¢'(z) = 00

Tr—00 Tr—00
a zaroven funkce g(x) je klesajici pravé tehdy, kdyz x ¢'(x) je rostouci. Chceme
tedy ukazat, ze jeji derivace bude od jistého bodu porad kladna. Tedy dostavame
podminku:

(z ¢'(2)) = ¢'(x) + 2 ¢ (x) > 0 Va € (1,00)

Podle ptredpokladu je ¢'(z) > 0 a protoze funkce ¢ je konvexni a C? hladk4, musi
byt ¢"(z) > 0. Tato podminka je tedy splnéna. Zbyva ukéazat, ze funkce g(z)
mé skuteéné limitu 0. ProtoZe funkce ¢ € C? je konvexni, musi byt ¢’ rostouci
funkce. Tim padem dostéavame, Ze pro né&jaké z € (1,00) plati:

1 1 e ( )
T g, 00).
z¢'(v) ~ w¢(m)’ v
Jelikoz
lim p = 0, dostavame, ze lim =0
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Véta 5 (2. kritérium konvergence). Je-li funkce o € C1(1,00) funkce, pro niz
existuje kladnd konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro vSechna x € (1,00) plati: ¢ < ¢'(x) a
¢’ je monotonni potom:

dx konverguje.

/ > sin (¢())

X

Diikaz: Opét rozsifime integrand derivaci funkce ¢ jako v predchozim pripadé.
Lze psat:

/loowd:c:/loosin(@(x))gp’(x)l ! dr

r z ¢(x)
Tvrdim, ze integral [ sin (¢(x)) ¢'(z)  dz konverguje podle Dirichletova kri-
téria, protoze:
e sin (p(z)) ¢'(x) mé omezenou primitivni funkei na [1, 00),
) % jde monoténné k 0,
e obé funkce jsou spojité na [1, 00).

Je-1i navic %x omezena monoténni funkce, dostavame konvergenci celého inte-
gralu z Abelova kritéria.
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1.6 Vztah periodicity a konvergence Newtonova
integralu
Zkoumejme konvergenci nasledujiciho integralu:

/°° sin (z + 3 sin ) p
1

X

x.

Zkusime-li aplikovat Abel-Dirichletovo kritérium a stejné jako v predchozich
piipadech integrand rozsifime derivaci funkce p(z) = = + %sin x, dostaneme:

> 1 1 1
de = i Zsi 14+ = - -4
x /1 sin (z + 2sm;zc)( +2cosa:)x(1+%cosx) x

/°° sin (z + 3 sin )
1

T

Mame sice, Ze sin (¢(x)) ¢'(x) ma omezenou primitivni funkci, ale funkce
m nejde monoténné k nule. Zde ndm nepomiize ani Dirichletovo a ani
Abelovo kritérium.

Mizeme vyslovit obecnéjsi tvrzeni, které ndm pomuze rozhodnout o konver-

genci podobnych integrali:

Véta 6 (Vztah periodicity a konvergence Newtonova integralu). Je-li
funkce 1 2mw-periodickad spojita funkce s lokalné konecnou variaci na R,
. & € BVje(R), potom

< (x) . T .
/1 wa konverguje < /ﬂ@/}(x) dz = 0.

Drikaz.
Pfipomenime, 7e Fourierova fada funkce ¢ € L'(—n, ) je fada tvaru

% —l—;(ancosnx + b, sinnx ),

pricemz pro Fourierovy koeficienty a,, b, plati vztahy:

1 s

ap = — Y(x)cosnz dr,
T J-n
1 [" ,

b, = — / Y(x)sinnx dx.
™ —Tr

Absolutni ¢len Fourierovy fady % je roven integralu uvazované funkce v (x)
pres interval (—m, ). Tedy:

ap = %/_ Y(z) de.

26



Ptipomenme jesté definici konecné variace.

Definice 3. Necht a,b € R a D je néjaké déleni intervalu [a,b], tedy
D= {xg,..,tp,n€Nja=2¢g <1y <+ <2y <, =b}. Rekneme, Ze redlnd
funkce f ma koneénou variaci na [a,b], piseme f € BV([a,b]), pokud

sup{2|f x;) — f(zi21)], D = {xo,...,xn}} < 00

De¢

kde ¢ jsou vsechna moznd déleni intervalu |a,b].

Definice 4. Nechf J je interval. Rekneme, Ze funkce f md lokdlné koneénou
variaci na J, piseme f € BV,.(J), md-li konecnou variaci na kazdém omezeném
uzavreném intervalu [a,b] C J.

Spojita 2m-periodickd funkce s lokalné konecnou variaci se podle Jordan-
Dirichletova kritéria nutné rovna souc¢tu svoji Fourierovy trady. Proto lze psat
pro x € (1,00) :

o0
0 .
= 3 E a, cosnzr + b, sinnx ).
n=0

Oznacme jednu jeji primitivni funkci

:/Iz/}(t)dt, z e R.
0

Pak pouzitim per-partes dostavame:

/w at = 22 /¢ . (15)

Fourierova fada spojité funkce s lokalné konecnou variaci konverguje podle
Jordan-Dirichletova kritéria lokalné stejnomérné na celém R a tedy stejnomérné
na kazdém intervalu (1, x), x € (1, 00); a proto lze v disledku Moore-Osgoodovy
veéty zameénit poradi integrace a sumace - tedy integrovat Fourierovu fadu ”clen
po ¢lenu”. Lze tedy psat:

agp > sin nx cosnx — 1
= = n - bn
o(x) 5 T + ; <a " . )

[e.o]

Ozna¢me na chvili 7(z) := Y (a, 2212 — p,, cosne=l)

n=1
Ukézeme, Ze tato fada je vzdy konvergentni a tedy funkce 7(z) je dobfe defino-
vana:

ad sin nx COSNT by, > a, =, b,
Z(an p —bn—)<2( \+2r;r>=;rgr+2;|g|

n=1
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Nyni pouZijeme na obé sumy Hélderovu nerovnost (Rudin, Analyza v redlném
a komplexnim oboru) nasledujicim zptsobem: ||uvl|;, < ||ulli, |[v]|i,, tedy:

(o] o0 o
an, 1
DS @2
n n
n=1 n=1 \n:]_

NE
3M|H

o0 bn o0
Z |g < Z by
n=1 n=1

n=1

o
Rada ) n_12 je konvergentni. Zbyva nam tedy ukazat, ze a,,b, € ls.
n=1
Staci si uvédomit, ze a,,, b, jsou koeficienty Fourierovy rady funkce 1. Protoze

Y € Ly [0,27], tim paddem je rovna souc¢tu své Fourierovy fady v L, a tedy jeji
koeficienty budou prvky prostoru l,. Tim padem dostavame, ze

= a b
UOESY |;”| +2) |5"| < 0.
n=1 n=1
Funkce 7(x) je tedy omezena. Je ziejmé, ze 7(x) je 2m-periodickd funkce - diky
periodicité funkei sin x, cosx a s pouzitim souctovych vzorci dostavame
sin (n(x + 27)) = sin (nz + 27n) = sin nx cos 2mn + cos nx sin 27N = sin nz,
cos (n(x + 2m)) = cos (nx + 27n) = cos nx cos 2wn — sin nx sin 270 = cos nr.

Proto pro funkei 7 plati: 7(z + 27) = 7(x), © € R, tedy je 2m-periodicka.

Oznacme c := 9 jako absolutni ¢len Fourierovy fady. Dosazenim do rovnice
(1.5) za ¢(x) pak dostavame:

/j@dt :c+é7(x)—@+/lz(f —l—ﬂ)dt

Protoze tato rovnost plati pro vSechna z € (1,00), limitnim pfechodem do-
stavame:

wlggo(/lx@dt):g}g(wif(@—@+/ﬁ(§ +$)dt)
/lw@dt:c—@ﬂt/lm(%qtg)dt (1.6)

Pro integral na pravé strané rovnosti pak plati, ze

/Ioo(g +$)dt:/loogdt+/loo$dt

Integral floo % dt je totiz absolutné konvergentni (vime totiz, Ze T je omezend
funkce), proto prava strana rovnosti ma vzdy smysl. Z rovnice (1.6) tedy vidime,
ze vyraz na pravé strané bude mit vzdy smysl a pro jakékoliv nenulové realné ¢islo
¢ bude nabyvat hodnoty +o0c nebo —oo. Pouze pro ¢c=0 bude mit prava strana
konec¢nou hodnotu.
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Dokazali jsme tedy, ze floo @ dx konverguje prave tehdy, kdyz absolutni ¢len
Fourierovy fady funkce ¥ (x) je nulovy, tedy f_ﬂﬂ Y(x)dr = 0.
O

Poznamka: Pripomenme, Ze plati nasledugjici sekvence implikaci:
f je lipschitzovsky spojita = f je absolutné spojitd = f ma konecnou variaci

Tedy misto toho, abychom pracné overovali zda ma funkce konecnou variact ndm
postaci overit, Ze je lipschitzovsky spojitd, coZ je v urcitych situacich jednodussi.
Lipschitzovskost budeme nejsnaze dokazovat tak, ze ukdzeme omezenost de-
rivace. Pro nekonstantni diferencovatelnou funkci ¢ plati:
dK >0Vz €1:|¢(x)| < K, potom ¢ je lipschitzovska na I.

Diikaz. 7 Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté musi existovat takové £ € (z,y),
7e |¢'(€)] = |£2=2 . Obdobné jako v ditkazu lemmatu 2 1ze psat:

lp(z) — ¢(y)

o) = ()] = D=y ) o = 41 < K Lo~

Konstanta omezenosti derivace je tedy zaroven i konstantou lipschitzovkosti.
m
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1.6.1 Uziti véty 6 v pocetnich prikladech

Vratme se nyni k nasemu pfikladu. Zkouméame tedy konvergenci integralu

/OO sin (z + 3 sinx)
1

T

dz.

Ozna¢me nyni ¢(x) := sin (z + ; sinz). Nahlédneme, Ze tato funkce splituje
predpoklady nasi véty:

e ¢ je spojité funkce na intervalu (1,00) (linedrni kombinace a sloZeni spoji-
tych funkei je opét spojité funkce)

e ¢ je 2m-periodickd funkce, tj. Vo € (1, co): ¢(z) = ¢(x + 27).
To lze snadno ukézat: ¥ (x + 2m) = sin (z + 27 + 3 sin (z + 27)) =
sin (z + 3sinz + 27) = sin (2 + $ sinz) cos2m + cos (z + L sinx) sin2r =
sin (z + 3 sinz) = ().
Ve druhé rovnosti jsme vyuzili periodicity sinu, ve tfeti rovnosti souc¢tového
vzorce sin (z +y) = sinxcosy + coswsiny a nakonec ve ¢tvrté rovnosti
toho, ze sin27m = 0 a cos 27 = 1.

e Ukazeme, ze ¥ € BVj,.(1,00).
Stac¢i si uvédomit, ze z lipschitzovskosti plyne kone¢na variace. Ovéfime
tedy, ze funkce 1 je lipschitzovsky spojita. Staci tedy ovérit, ze funkce
mé omezenou derivaci a to je ekvivalentni s lipschitzovskosti.
Pro derivaci funkce v plati:

1

Vo € (1,00) : ¢ (x)| = (1+%COSZL’) cos (z + §sinx) <

N o

Z omezenosti derivace funkce ¢ tedy dostavame, ze 1 je lipschitzovsky spo-
jitd na (1,00) a mé tedy konecnou variaci.

Funkce 9 tedy spliuje ptedpoklady Véty 6 a proto k vysetieni konvergence daného
integralu staci ovérit, zda

/ Y(x)dr =0
Snadno nahlédneme, ze funkce v je licha:

Ve e R:¢(—x) =sin(—z + % sin (—z)) = —sin (z + %sinx) = —Y(x).

Integral liché funkce ptes symetricky interval (—m,7) je nulovy. Dostavame tedy:

T 1 * sin (z + Lsinz
/ sin (x + 3 sinz)dr =0 = / ( 2 ) dz  konverguje.
1 x

—T
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Zkoumejme nyni konvergenci integralu

/ sin (sin ) .
1 x

Zkusme opét aplikovat predchozi vétu. Oznacme ¢(z) := sin (sinz) a podi-
vejme se, zda tato funkce splnuje predpoklady Véty 6.

e 1 je kompozici dvou spojitych funkci, tedy spojita funkce.

e ¢ je 2m-periodicka funkce, nebot: 1 (z + 27) = sin (sin (z 4 27)) =
sin (sin  cos 27 + cos z sin 27) = sin (sinz) = P(x).

e ) € BV,(1,00), nebot |¢'(x)| = |cos (x) cos (sin (z))| < 1, x € (1,00).
Tedy funkce 1) ma omezenou derivaci na intervalu (1,00) a tedy je lipschit-
zovsky spojita. Tim padem musi mit i lokalné kone¢nou variaci.

Funkce ¢ tedy splinuje predpoklady Véty 6 a proto k vysetieni konvergence za-
daného integralu staci ovérit, zda

/ sin(sinz) dx = 0.

—T

Funkce sin(sin ) je licha, nebot
Vr € R:¢(—x) =sin(sin(—z)) = sin (—sinx) = —sin (sinz) = — ¥ (x).

Integral liché funkce pfes symetricky interval je nulovy. Z toho dostavame, Ze
I sin(sin®) go konverguje.
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Vysetfeme konvergenci integralu

00 s 02
/ sin (sin” ) .
1

T

Oznacéme 1) (z) := sin (sin® z) a podivejme se, zda tato funkce spliiuje predpo-
klady Véty 6.

e ¢ je slozenim dvou spojitych funkci, tedy spojita funkce.

e 1) je 2m-periodickd funkce, nebot:
Y(z + 27) = sin (sin? (z + 27)) = sin (sin? (z)) = ¥(x),r € R,
Ve druhé rovnosti jsme vyuzili periodicity sinu.

e ) € BV},.(1,00), nebot |1/ (z)| = |2 sinx cosz cos (sinx)| < 2, z € (1,00).
Funkce ¢ mé tedy omezenou derivaci na intervalu (1,00) a proto je lipschi-
tzovsky spojita. Tim padem musi mit i lokalné konecnou variaci.

2

Ackoliv nedovedeme najit primitivni funkce k funkei sin (sin® ), snadno nahléd-

neme, ze funkce ¢ () je suda:
Vo € R:ip(—x) = sin (sin® (—x)) = sin (sin’z) = ¥(z)
Jelikoz funkce sinus je rostouci na intervalu (0,1), plati odhad
Vo € (0,7): 0 < sin(sin’x) < sinl,

tedy funkce ¢(x) nabyva diky sudosti na (—m,7) \ 0 pouze kladnych hodnot.
Tedy

T

T 0o - .9
/ sin (sin®z)dr > 0 = / sin (sin” z) dx  diverguje.
1

—T

1,0 7

(sin(sin®x))/x
0,8

06
04
0.2

0,0

-0,2
-0,4
-0,6

-0,8 4

-1,0 T T 1

Obrazek 1.12: Graf funkce w
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Vysetfeme konvergenci integralu

/ sin (e )dx
1

T

Ozna¢me () := sin (e5"%) a podivejme se, zda tato funkce splituje piedpo-

klady véty:

e ¢ je slozenim spojitych funkei (sinu a exponencidly), tedy je to také spojita
funkece.

e 1 je 2m-periodicka funkce, nebot:
Vo € (1,00) . w(m + 271') — sin (esin(x+27r)) — sin (esinxcos27r+cosxsin27r) —

sin (e51%) = ().

e ) € BV,.(1,00), nebot [¢'(z)| = |e5™* cosz cos (57| < e, z € (1,00).
Tedy ¢ ma omezenou derivaci na intervalu (1,00) a tim padem je lipschit-
zovsky spojita. Proto musi mit i lokalné konecnou variaci.

Vidime, ze funkce v spliiuje predpoklady Véty 6 a proto

/ ¥(z) dx konverguje < W(x)dr = 0.
.

—T

V tomto pripadé vSak funkce 1) neni ani licha ani suda a primitivni funkci k ni
nalézt neumime. Lze vSak nahlédnout, Ze funkce sin (%) nabyva pouze kladnych
hodnot, jelikoz plati

0< e <7 e (—mm).

Exponenciala totiz vzdy nabyva pouze kladnych hodnot a druha nerovnost plyne
z toho, ze e¥ < m, kdykoliv y € [—1,1]. Argument sinu tedy nabyva pouze hodnot
z intervalu (0, 7) a proto

Vo € (—m, @) :sin (e*) >0 = / sin (e5%) dz > 0.

Tedy [" 4(z)dx # 0 a proto integral [ =™ (fm) dx diverguje.
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sin(exp(sin x))\

0,5 1

0,0 1

Obréazek 1.13: Graf funkce sin (e5®)

0,8 1

——sin(exp (sin x))/X

0,6 1

0,41

0,2 +

0,0 T T T T T T T T T T T T T T 1

sinz)

Obrazek 1.14: Graf funkce %

Pozndmka: Vidime, Ze integrand nabyvd pouze kladnych hodnot a tedy vyse-
trovdni neabsolutni konvergence je v tomto pripadé ekvivalentni s vysetrovdnim

o0 Sin (eSlIl x

absolutni konvergence. Nemélo by nas proto prekvapit, Ze fl T) dx diverguje
- diky odhadu 0 < % < e < e < M,z € [—m, 7], dovedeme jisté najit do-
statecné malé & > 0 splriugici, Ze sind = sin (1 — &) a zdroveri sin§ < sin (¢5"?),
kdykoliv x € [—m, 7| a tedy plati odhad 0 < % < Sl o e (1,00) a tim

. T )
padem funkce %5 je divergentni minorantou.
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1.6.2 Zobecnéni véty o vztahu periodicity a konvergence
Newtonova integralu

Predpoklad konecné variace ve Vété 6 neni nutny. Véta lze vyslovit v obecnéjsi
podobé a je tedy pouzitelna pro Sirsi t¥idu funkci.

Véta 7 (Vztah periodicity a konvergence Newtonova integralu II). Je-li
funkce 1 2p-periodickd spojitda funkce na R, potom

/OO Ylo) dx konverguje < /p Y(z)de = 0.
1 -p

T

Ptipomenme bez ditkazu 2. vétu o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu, kterou
budeme pottebovat k ditkazu Véty 7.

Vé&ta 8 (2. véta o stfedni hodnoté integralniho po&tu). Necht f € L'[a,b],
g je monotdnni na |a,b], potom I € [a,b] tak, Ze

[ 1@t =sta) [ starao a0 [ st

Diikaz. [1, X, Véta 74, str. 199]

Ptistupme nyni k dikazu véty 7.
Diikaz. 7<= 7 Predpokladame, ze 1 je spojita 2p-periodicka funkce na celém R
spliiujici, ze ffp Y(x)dz =0 a chceme ukézat, ze [ @ dxr konverguje.
Pripomenme, ze Newtontv integral floo @ dx je konvergentni prave tehdy,
spliiuje-li Bolzano-Cauchyovu podminku:
b
x
1,
o T

K zadanému ¢ > 0 tedy chceme najit takové ¢islo ¢ € (1,00), aby platila tato
podminka. Protoze funkce 1) je podle predpokladu spojita a 2p-periodicka na R,
musi byt nutné omezena néjakou kladnou konstantou, tj.

Ve>03dce (1,00)Va, b€ (c,0),a <b: <€ (1.7)

JK >0V € (1,00) : (@) < K

K zadanému ¢ > 0 zvolme ¢ = % a ukazme splnéni podminky (1.7).
Vezméme a,b € (¢, 00),a < b. Jelikoz

e g(z) :=1 je monoténni funkce na (1,00),

o f(z) :=1(z) € L'[a,b] (nebot spojitd funkce na kompaktnim intervalu je

vzdy absolutné integrovatelnd),

dostédvame z 2. véty o stfedni hodnoté (Véta 8), Ze nutné musi existovat takové
Cislo € € [a,b] tak, Ze :

/ab Y(z) doe = é/j () ds + %/:@Z;(x) dz. (1.8)

T
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Intervaly [a,&], [€, b] lze zapsat jako sjednoceni intervalti délek 2p, vyjma posled-
niho intervalu, jehoz délka bude mensi nebo rovna nez 2p. Tedy

k
[a,€] = JI&, &1, kde & = a, &ar =&,
i=0
pricemz |&; — & 1| = 2p, kdykolivi =1, ...k — 1 a [§ — &va| < 2p.

n—1

€0 = [ [ &l Ub kde & =¢& & =),

i=k+1
pricemz |§; — &iq| = 2p, kdykolivi =k +1,...n— 2 a [§,_1 — &.| < 2p.

7 aditivity integralu potom dostavame:

£ & &k 3
/ Y@)de = | w@)de 4+ [ v@)de + | w(x)de
a a k-1 &k
b Ekt2 En—1 b
/ W(z) dz = V(@) de + -+ V@) de + | (@) de
§ f 51172 gnfl

Integral z 2p-periodické funkce pres jakykoliv interval délky 2p bude mit vzdy
stejnou hodnotu. Proto
P Eit1
/ Y(r)de =0 = W(x)dr =0 kdykoliv |&; — & 11| = 2p.
-p 13

i

Tim padem dostavame, ze vSechny integraly pres interval délky 2p budou rovny
nule a tedy:

/¢ dm‘g,f” /w dm-gflwm

b
x)dr + %/5 U(z)dx

1/1()

x)dx

| | 1 K
< 2pK—|—b2pK< 2K + —2pK = < P

Ve druhé nerovnosti jsme vyuzili toho, ze funkce Y (z) je omezend konstantou K
a interval, pfes ktery integrujeme méa délku nanejvys 2p. Dostavame tedy, ze

s

K zadanému ¢ jsme tedy nalezli takové ¢, ze plati podminka (1.7), tedy integrél
konverguje.

<ege & ¢c>——.

) gr | = dpK 4Kp
c 5
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7="  Chceme ukazat, ze

/_p Y(x)dr #0= /100 1/’5:) dz diverguje.

Budeme tedy dokazovat, ze f1 = L@ gy nespliuje Bolzano-Cauchyovu
podminku, tedy

" Y(x)
de>0Vee (1,00)da, be (c,00),a<b: /Td > ¢ (1.9)

Oznacme [ := f P ab(x) dxr # 0. Bez tijmy na obecnosti Ize predpokladat, ze I > 0

(kdyby totiz f P d:c < 0, presli bychom k funkci —1i(z) a vySetfovani kon-
vergence mtegralu f1 U)o by bylo ekvwalentm s vySetfovanim konvergence
fl lp(x) dx.). Vezmeme e splnujici 0 < € < Z)‘ K nému zvolime n > 0 dosta-
tecné male spliujici vztah
I
€ < — —1. 1.10
<5, T (1.10)
K zadanému ¢ € (1, 00) pak zvolime pevné a € (¢, 00) tak, aby
4K
a > “p
Ui

K tomuto ¢islu a pak zvolime éislo b € (¢, 00) ve tvaru
b, =a+2pn, n € N.

Z 2. véty o stfedni hodnoté existuje takové ¢islo &, € (a,b,), Ze plati rovnost
(1.8). Ozna¢me k,, € N jako maximéalni pocet intervali s disjunktnimi vnitiky
délky 2p, které jsou obsazeny v intervalu (a,,), tj. k, := | — a| div 2p a
l,, € N jako maximalni poéet disjunktnich intervalt délky 2p, které jsou obsazeny
v intervalu (&,,,b), tj. I, := |&,—by,| div 2p. Vétu o stfedni hodnoté tedy aplikujeme
na posloupnost mtervalu (a,by,), pficemz pro kazdé n € N dostaneme jiné ¢islo
&n € (a,by) a tim padem i jind k,, [,. Dostavame:

b b
n ,QZ} n
w Jde + | P(a)de| =
a 3
1 a+kn2p 1 én
= —/ W(x)dr + —/ Y(x)dr +
a Jg, a a+kn2p
1 bn—1n2p 1 by
+— U(x)dr + — U(x)dx
bn &n bn by —1n2p
1 1 [ 1 [bn—in%p 1
:—an—l——/ wa:dx—i——/ Y(x)dr + —I,1
a a a+kn2p ( ) bn 13 ( ) bn
1 1 1 1 I I 4K I I
> |-k, + —l, 1| — |-K2p+ —K2p ZkL+ln———kaL+ln——n.
a b, a by, a by, a a by,
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Prvni nerovnost plati z toho divodu, ze funkce 1) je omezena konstantou K
a intervaly (a + k2p, &), (§,b — [2p) maji délku nanejvys 2p. Oba dva integraly
tedy nabudou nanejvys hodnoty K2p, proto odec¢teme-li maximalni hodnotu, cely
vyraz tim zmensime. Cisla a,b,, k,,l,, I jsou kladna, proto mtizeme vynechat
absolutni hodnotu. Posledni nerovnost pak plati proto, ze a jsme volili tak, aby
a > % a tim padem 7 > %p. Pro n € N tedy mame odhad

‘/bnde

S rostoucim n se intervaly (a, b,) zvét$uji a tedy mohou nastat dvé moznosti:
Budto sup k, = oo - v takovém piipadé dovedeme udélat vyraz |§knl + biln] |
nEN n
libovolné velky pro vhodné n, jelikoz a nezavisi na n. Plati totiz

kol 1,
>

— —n,neN.
a b, T

1 1
—ko I + —1,1
a

1
> —k,I.
b, “a

Posloupnost k, sice nemusi mit limitu, ale protoze sup k,, = oo, musi byt nutné
neN
limsup k, = oo a tedy musi existovat vybrana podposloupnost, jejiz limita je

rovna +00. Vhodnou volnou n € N tedy umime udélat vyraz %knl dostatecné
velky.

Druha moznost je, ze supk, < oo. V takovém pripadé je lim, ., = oc.
neN
Mezi ¢isly n, k,, [,, plati vztah:

n<k,+1l,+2,

z ¢ehoZ dostavame

Iy L1 1
>

by a+2pn a+2p(kn,+ 1, +2)

l,1 I I

lim im —.
oo @+ 2p(kn + 1, +2)  nooo B4 2p(fE+14+2) 2

Dostavame, ze

I, 1
dngeN Vn>ny:—2>——n.
b T 2p
Tim padem dostavame, zZe pro vSechna n > ng plati:
" p(x) kol Ly kol 1 kol
/ —dr |>—+ — —n > —+ — =2 > —+ ¢ > g,
“ x a by, a 2p a

jelikoz n bylo voleno tak, Ze plati vztah (1.10), neboli € < 2ip — 2.
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2. Zavéreéna poznamka

V priibéhu psani prace jsem pochopil, Ze se nelze spoléhat na matematicky
software Wolfram Alpha, pokud jde konvergenci integrald.

Jak jsem zjistil, wolfram casto o divergentnich integralech tvrdi, ze jsou kon-
vergentni a naopak; a dokonce dava rtizné vysledky pro hodnotu jednoho a téhoz
divergentniho integralu pti opakovaném zadavani. Uvedu zde na zavér jeden kon-
krétni priklad.

Zkoumejme konvergenci integralu

/00 sin (loéw) .
1 x '

Zavedenim substituce log x = ¢ dostavame:
o 1
= / sin (=). dt
0 t

. 1
/OO sSin (@) dr —
1 x
Ma-li prava strana rovnosti smysl, lze psat
> 1 ! 1 > 1
/ sin (1) dt = / sin (1) dt + / sin (1) dt.
0 t 0 t 1 t
Prava strana urcité smysl méa, protoze fol sin (1) dt je konvergentni integral.
PrestoZe integrand ma singularitu v 0 a neni tam spojité dodefinovatelny, nebot

lim,_,o, sin (1) neexistuje; staci si uvédomit, ze integrand je omezens funkce na
T
intervalu (0, 1), tj.

logx=t

Lde=dt
x

1
vVt e (0,1): |sin(¥)\ <1

a ze integral z omezené funkce na omezeném intervalu je konvergentni.
Funkce sinus nabyva na pravém prstencovém okoli nuly pouze kladnych hod-
not, proto

1
dty € (0,00) Vit > ty: Sll’l(z) > 0.

Toto ty lze volit napiiklad ty, = 1. Integrand tedy nabyva od urcitého bodu
nezapornych hodnot, proto lze pouzit limitni srovnavaci kritérium. Srovname-
li tento integral s divergentnim integralem floo %dx, dostavame:

lim _f(:c) = lim Sml(x) = lim Sy _

1

T—00 g(:L‘) £—00 y—=0+ Yy

(ve druhé rovnosti jsme zde pouzili Vétu o limité slozené funkce)

Tedy lim,_,o0 % =1 € (0,00) a proto podle limitniho srovnavaciho kritéria

dostéavame, Ze oba integraly floo f(z), floo g(x) soucasné konverguji nebo souc¢asné

diverguji. Protoze je ale floo % dx divergentni, musi byt i floo sin (%) dx divergentni.
Podivuhodné je, ze kdyz zaddme Wolframu spocitat integral fooo sin (%),

Wolfram spravné odpovi, ze integral diverguje. Kdyz mu ale zaddame spocitat

sin (—1—
integral floo i (;"g‘”) dz, Wolfram integral vyhodnoti jako konvergentni

a navic jednou fekne, Ze jeho hodnota je pfirozeny logaritmus 2 (tj. log 2 =~ 0,693)

39



a podruhé zase rekne, Ze jeho hodnota je 1-v, kde v je tzv. Eulerova—Mascheroniho
konstanta (tj. 1-y = 0,422). To jsou dvé zcela odlisné hodnoty, které spolu ani na
prvni pohled nijak nesouvisi.

Ptitom se ale jedna o jeden a tentyz integral, jak jsme vidéli - jeden z druhého
dostaneme substituci, t;j.

o0 gin (= 00
/ M dx = / sin (1) dt.
1 € 0 t

Tedy integral vpravo je podle Wolframu divergentni, kdezto integral vlevo je podle
néj konvergentni a jeho hodnotu spocita pokazdé jinak.

% WolframAlpha

integrate from 1 to infinity sin(’l;‘log(x})f)d a

Assuming “log” is the natural logarithm | Use instead

=

i siu[
£ dx=1-y=~0.422784
X

&

sin (——
Obrazek 2.1: Hodnota integralu floo (%“) dx podle Wolframu, I

% WolframAlpha

integrate from 1 to infinity sin(1/log(x))/x a

Assuming ‘log” is the natural logarithm | Use instead

More digits

sin[l : }
[ ——CE gx = logi2) ~ 0.693147
1 x

n

sin (==
Obrazek 2.2: Hodnota integralu floo % dx podle Wolframu, II

Wolfram Alpfa je uziteény néstroj pro vypocet konvergentnich integrald na
omezenych intervalech, pro hledani primitivnich funkci, apod.; ale nelze pouzit
pro rozhodovani o konvergenci integralu - v tom se mu prosté neda vérit.
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Z.avér

Abel-Dirichletovo kritérium hovorfi pouze o neabsolutni konvergenci. O diver-
genci nic nerika. Dava nam jen jednostrannou implikaci - tj. jsou-li splnény urcité
predpoklady, pak dany integral konverguje neabsolutné. Nekdy pouzit lze, nékdy
ne.

V obecném pripadé, kdy mame rozhodnout o konvergenci integralu

/°° sin p(x) I
1

Xz

pro néjakou spojitou neklesajici funkci ¢ takovou, ze lim,_,, ¢(x) = co zatim
jesté stale nedokazeme vyslovit zadné obecné kritérium, které by bylo univerzalni
a pomoci néhoz bychom vzdy dokazali rozhodnout, zda dany integral konverguje
¢i diverguje. Konstrukci protiptikadu jsme vSak dokazali, ze bilipschitzovskost
neni postacujici podminkou pro konvergenci daného integralu.

Dovedeme alespon za dodatecnych predpokladii vyslovit urc¢ita kritéria, napt. jak
rozhodnout o konvergenci integrali tvaru floo @ dx pro funkce 1), které jsou
2m-periodické funkce a maji lokalné kone¢nou variaci, jak fikala Véta 6, resp. pro
spojité 2m-periodické spojité funkce, jak tikala Véta 7.
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