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1
Úvod

Faktorizácia je zložitý problém, čoho dôkazom je aj fakt, že v súčasnej dobe ne-
existuje polynomiálny algoritmus na faktorizáciu čísel. Rozkladom čísel na prvo-
čísla sa zaoberal už Eukleides v 3. storočí p.n.l. Počas histórie sa však až do 17. sto-
ročia neudiali v oblasti faktorizácie veľké pokroky. Význam faktorizácie vzrástol
až v 20. storočí s príchodom kryptografie s verejným kľúčom.
V tejto práci si popíšeme a porovnáme niektoré klasické algoritmy na fak-

torizáciu celých čísel, ktoré boli používané prevažne pred masívnym rozvojom
počítačov na konci 20. storočia. Aj keď v súčasnej dobe existujú modernejšie
algoritmy, stále má zmysel študovať aj klasické algoritmy na faktorizáciu a to
hneď z viacerých dôvodov. Moderné algoritmy sú síce rýchle, no mnohé z nich sú
zložité na pochopenie a implementáciu. Z tohto dôvodu boli v minulosti nepouži-
teľné, pretože bez výkonných počítačov ich väčšinou nie je možné implementovať.
Navyše mnohé moderné algoritmy sú postavené práve na týchto klasických fakto-
rizačných algoritmoch. Niekto by mohol namietať, že klasické algoritmy sú oproti
tým moderným pomalé. Nie je to úplne pravda. Aj klasické metódy faktorizácie
čísel dávajú v niektorých prípadoch dobré výsledky.
Faktorizácia čísel je komplexný problém a nezaobíde sa bez hlbších znalostí

z rôznych oblastí matematiky. V prvých kapitolách preto rozoberieme rôzne al-
goritmy a teoretické úlohy, ktorými potom ľahšie dokážeme popísať a pochopiť
algoritmy na faktorizáciu čísel.
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2
Pomocné úlohy

V tejto kapitole si popíšeme niektoré algoritmy a teoretické úlohy, ktoré potom
využijeme pri popise faktorizačných algoritmov v Kapitole 4. Väčšina týchto al-
goritmov je spracovaná podľa knihy [2].

2.1. Efektívnosť algoritmov

Na riešenie daného problému existuje väčšinou viacero algoritmov. Aby sme
mohli rozumne porovnávať ich efektívnosť, musíme si zadefinovať vhodné krité-
rium, na základe ktorého ich budeme porovnávať. V praxi sa najčastejšie používa
kritérium založené na porovnávaní počtu operácií, ktoré musia dané algoritmy
vykonať. Tomuto kritériu hovoríme časová zložitosť.
Pri časovej zložitosti samozrejme záleží na tom, čo si zvolíme za základnú

jednotku operácie. Väčšinou sa ako základná jednotka používa operácia s cif-
rami. Keďže sa však väčšinou algoritmy implementujú na počítače, ktoré pracujú
s bitmi, hovoríme aj o operáciách s bitmi. Časovú zložitosť, kde ako základná jed-
notka je uvažovaná operácia s ciframi, budeme nazývať bitová časová zložitosť.
V mnohých prípadoch však môže byť užitočné uvažovať za základnú jednotku
aj operáciu s číslami. Z tohto pohľadu je potom napríklad násobenie dvoch čísel
chápané ako jedna operácia.
Mohlo by sa zdať, že keď budeme uvažovať číselné sústavy s rôznym základom

(bázou), bude časová zložitosť toho istého algoritmu v rôznych sústavách rôzna.
Tento rozdiel je však asymptoticky zanedbateľný, pretože ako vieme, počet cifier
čísla n v báze b je logb n (presnejšie blogb nc + 1). Potom však počet cifier toho
istého čísla n v inej báze c je logc n = logb n/ logb c. Vidíme, že počet cifier v oboch
bázach sa líši o logb c, teda o konštantu. Preto aj bitová časová zložitosť operácií
v číselných sústavách o rôznom základe sa bude líšiť len o konštantu. Ak nás teda
bude zaujímať asymptotická časová zložitosť, nemusíme sa zaoberať tým, v akej
číselnej sústave počítame.
Pretože sa však nielen časová zložitosť nejakého algoritmu líši v rôznych čísel-

ných sústavách o konštantu, ale aj rôzne algoritmy sa môžu líšiť o nejakú asymp-
toticky zanedbateľnú hodnotu, zavádza sa tzv. O -notácia. Najprv si vyslovíme
nasledujúcu definíciu.

Definícia. Nech f, g : N → R+ sú funkcie. Hovoríme, že f = O (g) (f je asymp-
toticky menšia než g), ak existuje konštanta C t.ž. f(n) < C · g(n) pre všetky
n ∈ N.

Podľa tejto definície teda môžeme napísať 2n2 + 3n − 3 = O (n2), pretože
platí 2n2+3n−3 < 3n2 pre všetky prirodzené čísla n. Nás v praxi bude zaujímať
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práve asymptotická zložitosť algoritmov, pri ktorej budú niektoré členy zložitosti
asymptoticky zanedbateľné. Preto je aj zložitosť algoritmov výhodné zapisovať
pomocou O -notácie. Z tohto pohľadu sú potom algoritmy so zložitosťami 3n2+8n
a 2n2 − n asymptoticky rovnako dobré.
Nakoniec si však ešte musíme povedať, ako vlastne budeme časovú zložitosť

počítať. Problém je v tom, že väčšina algoritmov nemá pevný počet krokov a
teda aj počet vykonaných operácií sa bude líšiť na základe vstupu a vzniknutých
situácií počas vykonávania algoritmu. Preto je zvykom počítať maximálny počet
krokov nutných k vykonaniu celého algoritmu. Vtedy hovoríme o zložitosti v naj-
horšom prípade. Samozrejme, časová zložitosť algoritmu v priemernom prípade
môže byť výrazne lepšia od časovej zložitosti v najhoršom prípade.

2.2. Základné algoritmy pre počítanie s číslami

Časová zložitosť algoritmu vo veľkej miere závisí na použitej aritmetike, teda
na tom, ako rýchlo sme schopní vykonávať operácie s číslami. Je zrejmé, že na vy-
konanie danej operácie s číslami (napríklad násobenie čísel) existuje väčšinou
viacero algoritmov. V bežnom živote najčastejšie používame tzv. ”školské algo-
ritmy”. Sú to jednoduché algoritmy, ktoré aj napriek svojej jednoduchosti môžu
byť efektívne. Takéto algoritmy súhrne nazývame klasická aritmetika. Pre mnohé
algoritmy klasickej aritmetiky sú známe vylepšenia, ktoré sa úspešne používajú.
V nasledujúcej tabuľke je uvedená bitová časová zložitosť niektorých algorit-

mov klasickej aritmetiky. Odvodenie týchto časových zložitostí nie je náročné.
Predpokladajme, že vykonávame operácie s 2 číslami dĺžky m a n bitov, pričom
platí n ≥ m.

+ · div, mod NSD
časová zložitosť O (n) O (m · n) O (m · (n−m+ 1)) O (m · n)

Tabuľka 1. Zložitosť niektorých algoritmov klasickej aritmetiky.

Poznáme aj mnohé vylepšenia algoritmov klasickej aritmetiky a rýchle algo-
ritmy založené napríklad na modulárnej aritmetike a rýchlej Fourierovej trans-
formácii. Niektoré z týchto rýchlych algoritmov sú však veľmi zložité alebo sa
vyplatia iba na veľmi veľké čísla. Väčšina z nich je však veľmi dobre použiteľná
a môže výrazne urýchliť výpočet. Tieto rýchle algoritmy označujeme ako rýchla
aritmetika.
Pozrime sa teraz na niektoré rýchle algoritmy, ktoré môžeme použiť namiesto

algoritmov klasickej aritmetiky. Je zrejmé, že sčítanie 2 čísel už zrýchliť nejde.
Namiesto klasického násobenia môžeme použiť Karacubove násobenie, ktoré má
zložitosť O (nlog2 3). Existuje ešte aj rýchlejší Schönhage-Strassenov algoritmus
pre násobenie čísel, ktorého zložitosť je O (n log n log log n). Vyplatí sa však až
pre veľmi veľké čísla (okolo 210000) a preto sa v praxi, na rozdiel od Karacubovho
násobenia, veľmi nepoužíva. Pre delenie a počítanie NSD existujú aj subkvad-
ratické algoritmy, no v praxi sa veľmi nevyplatia. Zložitosť NSD by sme však
ešte mohli vyjadriť ako O (n(m − d + 1)), kde d je počet cifier NSD, avšak toto
vyjadrenie je použiteľné len vtedy, ak poznáme nejaký odhad na veľkosť NSD.
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Spomenieme ešte zložitosť prevodu čísla xmedzi rôznymi číselnými sústavami.
Tento prevod pozostáva iba z delenia a zapisovania zvyškov, preto má zložitosť
O (log2 x) (kde log x je počet cifier čísla x v tej či onej sústave).
Niektoré ďalšie rýchle algoritmy si popíšeme v nasledujúcich podkapitolách,

pričom si ich v krátkosti vysvetlíme a stručne odvodíme ich časovú zložitosť. Tieto
algoritmy potom využijeme v niektorých algoritmoch na faktorizáciu celých čísel.

2.3. Test druhých mocnín

V niektorých algoritmoch je potrebné rýchlo zistiť, či dané číslo je alebo nie je
druhá mocnina. Počítanie druhej odmocniny zrejme nie je najrýchlejším možným
spôsobom. Mnohé algoritmy sú založené na kvadratických reziduách a počítaní
Jacobiho symbolov. My si však popíšeme pravdepodobnostný algoritmus, ktorý
nepotrebuje počítanie Jacobiho symbolov.
Myšlienka algoritmu je, že ak n je druhá mocnina, potom n je aj druhá moc-

nina modulo ľubovoľné číslo k ∈ N. Musíme si však uvedomiť, že opačná impli-
kácia platí iba vtedy, keď n je druhá mocnina modulo každé číslo k ∈ N. Ak teda
dokážeme, že n je druhá mocnina modulo dostatočný počet čísel, potom s určitou
pravdepodobnosťou môžeme tvrdiť, že n je druhá mocnina. Viac podrobností je
možné nájsť v knihe [2].
Algoritmus môžeme zapísať nasledovne.

Algoritmus 2.1 (Test čísla na štvorec).
VSTUP: prirodzené číslo n
VÝSTUP: rozhodne, či n je alebo nie je štvorec
[Príprava]

1. [Inicializuj pole 11] FOR k := 0 TO 10 SET q11[k] := 0
FOR k := 0 TO 5 SET q11[k2 mod 11] := 1

2. [Inicializuj pole 63] FOR k := 0 TO 62 SET q63[k] := 0
FOR k := 0 TO 31 SET q63[k2 mod 63] := 1

3. [Inicializuj pole 64] FOR k := 0 TO 63 SET q64[k] := 0
FOR k := 0 TO 31 SET q64[k2 mod 64] := 1

4. [Inicializuj pole 65] FOR k := 0 TO 64 SET q65[k] := 0
FOR k := 0 TO 32 SET q65[k2 mod 65] := 1

[Test]
5. [Test 64] IF q64[n mod 64] = 0 THEN RETURN ”nie je štvorec”, STOP
6. [Test 63] IF q63[n mod 63] = 0 THEN RETURN ”nie je štvorec”, STOP
7. [Test 65] IF q65[n mod 65] = 0 THEN RETURN ”nie je štvorec”, STOP
8. [Test 11] IF q11[n mod 11] = 0 THEN RETURN ”nie je štvorec”, STOP
9. [Štvorec] RETURN ”pravdepodobne je štvorec”

Teraz si vysvetlíme kroky algoritmu. Najprv si spočítame druhé mocniny
modulo 64, 63, 65, 11, pričom nám stačí počítať druhé mocniny modulo m len
pre polovicu hodnôt menších než m, kde m = 64, 63, 65, 11, pretože a2 = (−a)2
(mod m). Potom spočítame n modulo m a zistíme, či spočítané modulo patrí
medzi druhé mocniny modulo m. Ak áno, tak n je kandidát na druhú mocninu.
Prečo sme však zvolili práve tieto moduly? Je pravda, že môžeme voliť ľu-

bovoľné moduly aj ich ľubovoľný počet. Táto voľba modulov však dáva malú
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pravdepodobnosť chybnej odpovede. Vidíme, že počet druhých mocnín modulo
64, 63, 65, 11 je 12, 16, 21, 6. Označme si Ai jav, že [Test i] odpovedal ”n je štvo-
rec”, pre i = 11, 63, 64, 65. Ďalej si označme pi podmienenú pravdepodobnosť,
že nastal jav Ai za predpokladu, že n nie je druhá mocnina. Potom ak n nie
je druhá mocnina, tak pravdepodobnosť, že to v týchto 4 krokoch nezistíme, je
rovná p =

∏
pi. Po spočítaní pravdepodobností pi dostávame

p = p64 · p63 · p65 · p11 =
12
64
· 16
63
· 21
65
· 6
11
=
6
715

.
= 0, 0084 .

Pravdepodobnosť omylu je teda menšia ako 1%. Práve preto je veľmi výhodné
zvoliť práve tieto moduly, ktorých je málo a pre dostatočne spoľahlivú odpoveď
nevyžadujú veľa počítania. Poradie modulov vo fáze testu je tak zvolené práve
preto, lebo 1264 <

16
63 <

21
65 <

6
11 , teda pravdepodobnosť omylu je najmenšia modulo

64 a my si tým môžeme ušetriť ďalšie zbytočné výpočty.
Nakoniec odvodíme časovú zložitosť algoritmu. Prípravnú fázu nie je potrebné

zakaždým počítať. Výhodnejšie je spočítať ju raz a potom si ju uložiť. Samotný
test obnáša 4 delenia so zvyškom, v každom delíme číslo dĺžky log n číslom dĺžky
nezávislej od n (označme ju l). Preto zložitosť Algoritmu 2.1 je 4·l·(log n−l+1) =
O (log n).

2.4. Počítanie celej časti druhej odmocniny

V nasledujúcom texte si popíšeme algoritmus, pomocou ktorého môžeme spo-
čítať celú časť druhej odmocniny prirodzeného čísla. Hlavná myšlienka tohto al-
goritmu je založená na Newtonovom algoritme, avšak pracuje výlučne s celými
číslami.

Algoritmus 2.2 (Celá časť druhej odmocniny).
VSTUP: prirodzené číslo n
VÝSTUP: celá časť druhej odmocniny z n, teda číslom t.ž.m2 ≤ n < (m+1)2

1. [Inicializácia] Polož x := n.
2. [Newton] Spočítaj y := b(x+ bn/xc)/2c.
3. [Sme hotoví?] IF y < x THEN polož x := y, GOTO 2.
ELSE RETURN x, STOP.

Ukážeme, že tento algoritmus naozaj počíta celú časť druhej odmocniny čísla
n. Vidíme, že vďaka kroku 3. je hodnota x klesajúca a pretože y nemôže nikdy
nadobudnúť zápornú hodnotu, algoritmus určite skončí. Položme q := b

√
nc.

Ľahko sa dokáže, že nerovnosť (t + n/t)/2 ≥
√
n platí pre ľubovoľné kladné

reálne číslo t. Nerovnosť x ≥ q je teda splnená počas celého priebehu algoritmu.
Predpokladajme teraz, že algoritmus v kroku 3. skončil a y = b(x+n/x)/2c ≥ x.
Musíme ukázať, že x = q. Predpokladajme pre spor, že x ≥ q + 1. Potom platí

y − x =

⌊
x+ n/x
2

⌋
− x =

⌊
n/x− x

2

⌋
=

⌊
n− x2

2x

⌋
.

Pretože x ≥ q + 1 >
√
n, dostávame n− x2 < 0 a teda y − x < 0. To je ale spor,

pretože ak y < x, tak algoritmus v kroku 3. nemohol skončiť.
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Nakoniec poznamenajme, že časová zložitosť tohto algoritmu je O (log3 n).
Presnejšími odhadmi pri inicializácii a počas výpočtu je možné znížiť časovú
zložitosť až na O (log log n). Viac podrobností je možno nájsť v knihe [2].

2.5. Rýchle modulárne umocňovanie

Často potrebujeme v rôznych algoritmoch počítať výrazy typu am mod n.
Použitím klasického umocňovania by sme museli vykonaťm−1 operácií, z ktorých
každá by pozostávala z násobenia a delenia modulo n. My si teraz popíšeme
efektívnejší algoritmus, ktorý je spracovaný podľa [5].
Pre výpočet am (mod n) budeme potrebovať najprv prepísať exponent m ako

sumu mocnín čísla 2. Predpokladajme teda, že

m = k02
0 + k12

1 + . . .+ kr2
r ,

kde ki sú rovné 0 alebo 1 pre i = 0, 1, . . . , r − 1 a kr = 1. Potom máme

am = ak020+k121+...+kr2r

= (a2
0
)k0 · (a21)k1 · . . . · (a2r)kr

= Ak0
0 · Ak1

1 · . . . · Akr
r ,

kde Ai pre i = 0, 1, . . . , r počítame nasledovne:

A0 = a

A1 = A20 = a
2

A2 = A21 = a
4

...

Ar = A2r−1 = a
2r

Preto budeme potrebovať r operácií na výpočet Ai, i = 0, 1, . . . , r a najviac
r operácií na výpočet am. Pretože platí m = k020 + k121 + . . . + kr2r ≥ 2r,
dostávame r ≤ log2m. Takže týmto spôsobom môžeme am spočítať pomocou
najviac 2 log2m operácií, pričom každá operácia pozostáva z násobenia a delenia
modulo n.
Algoritmus môžeme zapísať nasledovne.

Algoritmus 2.3 (Rýchle modulárne umocňovanie).
VSTUP: prirodzené čísla a,m, n
VÝSTUP: hodnota am (mod n).
1. [Inicializácia]
Spočítaj koeficienty ki prevedením čísla m do dvojkovej sústavy.
Spočítaj b := ak0 .

2. [Výpočet] FOR i = 1 TO r DO
Spočítaj a := a2 (mod n).
Spočítaj b := b · aki (mod n).

3. [Výsledok] RETURN b.

Nakoniec ešte odhadneme časovú zložitosť tohto algoritmu pri použití klasickej
aritmetiky. Môžeme brať do úvahy aj prevod exponentu m do dvojkovej sústavy
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(teda výpočet ki), ktorý má zložitosť O (log2m). Pri každom násobení násobíme
čísla veľkosti maximálne n, násobenie má teda zložitosť O (log2 n). Pri delení de-
líme číslo veľkosti maximálne n2 číslom n, delenie má preto zložitosť O (log2 n).
Zložitosť tohoto algoritmu je teda O (log2m) + 2 log2m · (log2 n + log2 n) =
O (log2m+ logm · log2 n).

2.6. Kvadratické reziduá

V teórii čísel má význam teória kvadratických reziduí, ktorá sa uplatňuje
aj v iných oblastiach matematiky. Na reziduách sú založené niektoré algoritmy
testov prvočíselnosti, ale aj algoritmy, ktorými môžeme zistiť, či dané číslo je
druhá mocnina prirodzeného čísla. Táto kapitola je spracovaná podľa [3] a [8].

Definícia. Nech p je prvočíslo a a ∈ Z je nesúdeliteľné s p. Hovoríme, že a je
kvadratický zvyšok (reziduum) modulo p, ak existuje b ∈ Z t.ž. a ≡ b2 (mod p).
Ak také b neexistuje, tak a nazývame kvadratický nezvyšok.

Na vyjadrenie skutočnosti, či číslo a je alebo nie je kvadratické reziduo mo-

dulo p, sa používa Legendreov symbol
(

a
p

)
. Hodnoty Legendreovho symbolu sú

definované nasledovne.

Definícia. Nech p je prvočíslo a a ∈ Z. Potom definujeme(
a

p

)
=

 0 , ak a ≡ 0 (mod p)
1 , ak a je kvadratický zvyšok modulo p

−1 , ak a je kvadratický nezvyšok modulo p

Ako však môžeme počítať hodnotu Legendreových symbolov? Zjavne platí(
1
p

)
= 1 a

(
0
p

)
= 0. Môžeme si všimnúť, že toto sú všetky možnosti hodnôt Le-

gendreových symbolov pre p = 2. A ako budeme počítať hodnoty
(

a
p

)
pre ostatné

hodnoty a a p? Odpoveď nám dáva nasledujúca veta.

Veta 2.1. Nech p je nepárne prvočíslo a a ∈ Z. Potom(
a

p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p) .

Existuje aj rozšírenie Legendreových symbolov na zložené čísla. Zobecnením
Legendreových symbolov sú Jacobiho symboly. Vyslovíme si nasledujúcu definíciu.

Definícia. Nech a ∈ Z a n ∈ Z je nepárne. Ďalej nech

n =
k∏

i=1

pei
i

je prvočíselný rozklad čísla n. Potom definujeme Jacobiho symbol
(

a
n

)
predpisom(

a

n

)
=

k∏
i=1

(
a

pi

)ei

.
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Jacobiho symboly však môžeme počítať aj bez znalosti prvočíselného rozkladu
čísla n. Na základe vlastností Legendreových symbolov a zákona reciprocity mô-
žeme odvodiť vzťahy, pomocou ktorých si môžeme príslušný Jacobiho symbol
upraviť. Prehľad niektorých vzťahov si bez dôkazu vyslovíme v nasledujúcom
tvrdení.

Tvrdenie 2.2. Nech a, b ∈ Z a nech n ∈ Z je nepárne. Potom
(1) ak a ≡ b (mod n), tak platí(

a

n

)
=

(
b

n

)
.

(2) platí (
2
n

)
=

{
1 , ak n ≡ ±1 (mod 8)

−1 , ak n ≡ ±3 (mod 8) .
(3) platí (

ab

n

)
=

(
a

n

)(
b

n

)
.

(4) platí (
m

n

)
=

{
−
(

n
m

)
, ak m ≡ n ≡ 3 (mod 4)(

n
m

)
, inak .

2.7. Generovanie tabuľky prvočísel

Mnohé faktorizačné algoritmy vyžadujú, aby sme mali k dispozícii tabuľku
s dostatočným množstvom prvočísel. V tejto kapitole si ukážeme niektoré metódy,
ktorými si tabuľku prvočísel môžeme vytvoriť.
Ako prvá myšlienka by nás mohla napadnúť, aby sme číslo n, o ktorom chceme

zistiť, či je prvočíslo, vyskúšali vydeliť náhodnými číslami menšími ako n. Tým
by sme dostali jednoduchý pravdepodobnostný test. Ďalšou možnosťou by mohlo
byť, keby sme číslo n otestovali nejakým testom prvočíselnosti z Kapitoly 3. My
však často potrebujeme vedieť s istotou, či dané číslo je prvočíslo a preto nám
takéto pravdepodobnostné testy nemusia vždy vyhovovať.
V praxi sa však najčastejšie používajú číselné sitá. Najznámejším je práve

Eratosthenovo1 sito. Algoritmus funguje na princípe ”preosievania” zoznamu čí-
sel. Na začiatku zoznam obsahuje všetky čísla od 2 až po danú hranicu m. V zo-
zname vyznačíme najmenšie číslo - toto číslo je prvočíslo - a odstránime zo zo-
znamu všetky jeho násobky. Potom v zozname vyznačíme najmenšie dosiaľ ne-
označené číslo - to je ďalšie prvočíslo - a odstránime zo zoznamu všetky jeho
násobky. Tento postup opakujeme dovtedy, kým ešte v zozname máme neozna-
čené čísla (alebo kým je ako prvočíslo označené väčšie číslo ako

√
m, ostatné

čísla sú už nutne prvočísla). Časová zložitosť tohto algoritmu je O (m log logm).
O číselných sitách existuje celá teória. Za povšimnutie stojí, že aj keď je algorit-
mus Eratosthenovho sita starý, tak spomedzi ostatných sít je stále asymptoticky
dobrý.

1Eratosthenes z Kyrény žil v rokoch 276− 194 pred n.l.
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2.8. Aproximácia racionálnych čísel

V tejto kapitole si popíšeme, ako môžeme zostrojiť aproximácie racionálneho
čísla. Samozrejme, vedieť aproximovať iracionálne čísla je určite oveľa praktic-
kejšie, na druhú stranu sa aproximácia racionálneho čísla môže zísť v niektorých
aplikáciách. Kapitola je spracovaná podľa [3]. Najprv si vyslovíme nasledujúcu
definíciu.

Definícia. Nech a, b, s ∈ Z. Značením |a|s rozumieme najmenšiu možnú hod-
notu |b|, kde b prebieha celé čísla t.ž. a ≡ b (mod s).

Inými slovami, táto definícia hovorí, že |a|s je najmenšia možná vzdialenosť
čísla a od nejakého násobku s. Z toho je zrejmé, že |a|s ≤ s/2. Všimnime si, že
hodnota |a|s je nezáporná.
Ako je zvykom, za racionálne číslo považujeme zlomok a/b, kde a ∈ Z a b ∈ N.

Aproximáciu racionálneho čísla r/s budeme chápať každý zlomok p/q, pre ktorý
platí | r

s
− p

q
| ≤ 1

2q . Pretože r/s je racionálne číslo, tak aproximácia s menovateľom
q nemusí byť jednoznačná (aproximácia iracionálneho čísla by jednoznačná bola).
Intuitívne zrejme cítime, že nie všetky aproximácie sú rovnako dobré. Prepíšme
si nerovnosť aproximácie | r

s
− p

q
| = 1

qs
· |qr− ps| = 1

qs
· |qr|s. Tieto rovnosti platia,

pretože my sa snažíme minimalizovať rozdiel | r
s
− p

q
| ≤ 1

2q vzhľadom k pevnému
q a r/s, čo je ekvivalentné s tým, že hľadáme hodnotu |qr|s.
Nie je ťažké nájsť situácie, kedy 1

q′s
·|q′r|s < 1

qs
·|qr|s pre nejaké q′ < q, teda keď

aproximácia s menším menovateľom dáva menšiu absolútnu aproximačnú chybu.
Nás budú zaujímať aproximácie, kedy žiadna aproximácia s menším menovate-
ľom nedáva menšiu relatívnu aproximačnú chybu vzhľadom ku q, ktorá je rovná
(|qr|s/qs)/(1/q) = |qr|s/s. Táto podmienka teda hovorí, že

1
s
· |qr|s <

1
s
· |q′r|s pre všetky q′ < q .

Ak q spĺňa túto podmienku a platí |qr − ps| = |qr|s, tak zlomok p/q nazveme
dobrou aproximáciou čísla r/s. Nech p1/q1, p2/q2, . . . sú dobré aproximácie čísla
r/s t.ž. q1 < q2 < . . . . Potom túto postupnosť nazývame postupnosť dobrých
aproximácií čísla r/s. Vyslovíme dve tvrdenia o dobrých aproximáciách, ktoré
však ponecháme bez dôkazu.

Tvrdenie 2.3. Nech p/q je dobrou aproximáciu čísla r/s. Potom čísla p, q sú
nesúdeliteľné.

Tvrdenie 2.4. Nech postupnosť pi/qi je postupnosťou dobrých aproximácií čísla
r/s. Definujme q0 = 0 a položme p0 = 1, ak r/s > p1, inak p0 = −1. Potom
pre i ≥ 0 nadobúdajú čísla qi+1pi − qipi+1 striedavo hodnoty 1 a −1. Hodnota 1
sa nadobúda práve vtedy, keď qi+1r − pi+1s > 0.

Teraz si ukážeme, ako môžeme zostrojiť postupnosť aproximácií racionálneho
čísla r/s. Budeme postupovať nasledovne. Položme q1 = 1 a

qi+1 = min{q > qi : |qr|s < |qir|s} .

Z definície vyplýva, že |q1r|s > |q2r|s > . . ., takže dostávame klesajúcu postup-
nosť nezáporných čísel. Tá je isto konečná, pretože hodnota |a|s je z definície
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nezáporná. Zjavne platí |sr|s = 0 a teda vidíme, že posledný člen postupnosti
čísel qi je rovný s.
Ako však budeme počítať hodnotu pi? Za pi zvolíme to celé číslo, ktoré spĺňa

|qir − pis| = |qir|s. Je to teda ten násobok s, ktorý je najbližšie k qir. Ak sú
také hodnoty dve, tak za pi zvolíme menšiu z nich. Z tejto konštrukcie dobrých
aproximácií čísla r/s vyplýva, že postupnosť týchto aproximácií je jednoznačná
a teda žiadne iné dobré aproximácie čísla r/s neexistujú.

2.9. Vlastnosti gama funkcie

V matematike symbolizuje gama funkcia rozšírenie funkcie faktoriál do kom-
plexných čísel. Jej tvorcom je švajčiarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783).
Pomocou gama funkcie môžeme počítať aj faktoriál pre neceločíselné a komplexné
hodnoty n. My však budeme uvažovať len reálne hodnoty argumentu gama fun-
kcie. Táto kapitola je spracovaná podľa [4]. Najprv si vyslovíme presnú definíciu
gama funkcie.

Definícia. Nech x ∈ R, x > 0. Potom definujeme gama funkciu reálneho čísla
x predpisom

Γ(x) =

∞∫
0

e−ttx−1 dt .

Značenie Γ(x) pre gama funkciu zaviedol Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
Integrál definujúci hodnotu Γ(x) je absolútne konvergentný práve vtedy, keď platí
x > 0. V ďalšom texte si bez dôkazu vyslovíme niektoré základné vlastnosti gama
funkcie. Dôkaz vychádza priamo z definície integrovaním per partes.

Tvrdenie 2.5. Nech x ∈ R, x > 0 a n ∈ N. Potom platí
(1) Γ(x+ 1) = xΓ(x)
(2) Γ(n+ 1) = n!
(3) Γ(12) =

√
π, Γ(1) = 1

V súvislosti s gama funkciou sa často vyskytuje Eulerova konštanta γ, ktorá je
definovaná ako limitný rozdiel harmonickej rady a prirodzeného logaritmu pred-
pisom

γ = lim
n→∞
(1 +

1
2
+
1
3
+ . . .+

1
n
− lnn) = 0.57721566490 . . .

Táto konštanta sa vyskytuje aj v niektorých nasledujúcich vzťahoch.
Aby sme na vyčíslenie hodnoty gama funkcie v ľubovoľnom reálnom bode

nemuseli zložito počítať integrál, zavádzame pomocnú funkciu, pomocou ktorej
môžeme spočítať rozvoj gama funkcie v danom bode.

Definícia. Nech x ∈ R, x > 0. Potom definujeme psí funkciu (tiež nazývanú
digama funkcia) ako deriváciu logaritmu gama funkcie predpisom

ψ(x) =
d
dx
(ln(Γ(x))) .
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Úpravou Weierstrassovho tvaru funkcie Γ(x) dostávame nasledujúce vyjadrenie

ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)

= −γ − 1
x
+

∞∑
k=1

(
1
k
− 1
x+ k

)
. (1)

Z rozvoja digama funkcie môžeme odvodiť rozvoj logaritmu gama funkcie. Platí

ln(Γ(x+ 1)) = −γx+
∞∑

k=2

(−1)kζ(k)
k

xk, pre |x| < 1 ,

kde ζ(k) je Riemannova zeta funkcia.
V niektorých aplikáciách potrebujeme vedieť spočítať aj deriváciu gama fun-

kcie. Aby sme nemuseli počítať Γ′(x) priamo z definície gama funkcie (teda počítať
integrál), môžeme z (1) odvodiť nasledujúci vzťah pre deriváciu

Γ′(x) = −Γ(x) ·

(
γ +
1
x
−

∞∑
k=1

(
1
k
− 1
x+ k

))
.

Nakoniec si ešte uvedieme niektoré vlastnosti derivácie gama funkcie.

Tvrdenie 2.6. Nech x ∈ R, x > 0. Potom platí
(1) Γ′(x+ 1) = xΓ′(x) + Γ(x)
(2) Γ′(1) = −γ



3
Stručný prehl’ad testov

prvočı́selnosti

3.1. Motivácia

Problém rozkladu prirodzeného čísla N na súčin prvočísel môžeme rozdeliť
na 3 podproblémy. Prvým problémom je schopnosť rýchlo zistiť, či dané číslo N
je zložené. Riešením tohto problému sú pravdepodobnostné polynomiálne algo-
ritmy, ktoré sú rýchle, no dávajú správnu odpoveď len s určitou pravdepodob-
nosťou. Algoritmy, ktoré dávajú správnu odpoveď vždy, keď N je zložené, no
nedávajú odpoveď na to, či N je prvočíslo, sa nazývajú testy zloženosti čísla.
Niektoré z týchto testov, ktoré sa v praxi často používajú, budú popísané v Ka-
pitole 3.2. Ďalším problémom, ak sme si takmer istí, že N je prvočíslo, je dokázať
to. Algoritmy, ktoré vždy odpovedajú správne, keď N je prvočíslo, sa nazývajú
testy prvočíselnosti. Oba typy testov sa však bežne zvyknú označovať ako testy
prvočíselnosti. Tretím problémom je, ak už vieme, že N je zložené číslo, rozložiť
ho na súčin prvočísel. Klasickými algoritmami na rozklad zloženého čísla na pr-
vočísla sa budeme zaoberať v Kapitole 4.
Dôvodom, prečo tu spomíname testy na overenie, či je číslo N zložené, je

práve to, že tieto testy sú veľmi rýchle a dávajú dosť spoľahlivú odpoveď (teda
s určitou pravdepodobnosťou chyby). V súčasnej dobe nie je známy polynomiálny
algoritmus na rozklad čísla, preto je veľmi výhodné ešte pred rozkladom skúsiť
zistiť, či vôbec má zmysel dané číslo N rozkladať.

3.2. Testy zloženosti čísla

Ako sme už spomenuli, testy zloženosti čísla sú pravdepodobnostné polyno-
miálne algoritmy. Typ testov, kde odpoveď ”A” je vždy pravdivá a odpoveď ”B”
je pravdivá s určitou pravdepodobnosťou chyby, sa nazýva Monte Carlo. Týmto
spôsobom pracujú aj testy zloženosti čísla. Princíp spočíva v tom, že test sa zo-
pakuje niekoľkokrát a ak algoritmus zakaždým odpovie, že N je prvočíslo, potom
táto odpoveď je správna s istou známou pravdepodobnosťou. Zvyšovaním počtu
opakovaní testu tak môžeme znížiť pravdepodobnosť chybného záveru testu. Ak
však algoritmus v niektorom opakovaní odpovie, že N je zložené, potom je N
určite zložené a nie je potrebné robiť žiadne ďalšie testy.
Ako prvý test zmienime pokusné delenie. Tento test je zaujímavý tým, že

nedáva istú odpoveď len na to, či je číslo zložené, ale isto odpovie aj vtedy, keď je
číslo prvočíslom, prípadne umožňuje nájsť aj rozklad zloženého čísla na prvočísla.
Jeho princíp spočíva v tom, že skúmané číslo N vyskúšame vydeliť všetkými
prvočíslami menšími než N . Jeho časová zložitosť je však oproti iným testom

16
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zloženosti exponenciálna. Aj tak sa však používa na vyskúšanie, či je dané číslo
deliteľné malými faktormi, kde je rýchlejší ako iné testy. Podrobnejšie sa týmto
testom budeme zaoberať v Kapitole 4.1.
Ďalší test je Fermatov test, ktorý je založený na nasledujúcej vete.

Veta 3.1 (Malá Fermatova veta). Nech p je prvočíslo a nech a je prirodzené
číslo, ktoré nie je deliteľné p. Potom platí

ap−1 ≡ 1 (mod p) . (2)

Dôležité je uvedomiť si, že opačná implikácia neplatí. Existujú totiž zložené
čísla, ktoré kongruenciu vo Vete 3.1 pre niektoré hodnoty a splnia. Tieto čísla sa
nazývajú pseudoprvočísla v báze b, kde b je taká hodnota a, že kongruencia (2) je
splnená. Princípom Fermatovho testu je, že náhodne volíme čísla a nesúdeliteľné
s testovaným číslom N a overíme podmienku Fermatovej vety. Ak kongruencia (2)
nie je splnená, potom N je určite zložené číslo. Ak však kongruencia je splnená,
tak N je kandidát na prvočíslo. Opakovaným overovaním kongruencie (2) môžeme
znížiť pravdepodobnosť chybnej odpovede. Jeho výhodou je to, že sa dá, na rozdiel
napríklad od Wilsonovho testu1, spočítať rýchlo. Jeho nevýhodou je však to, že
existujú zložené čísla, ktoré splnia kongruenciu vo Vete 3.1 dokonca pre všetky
možné hodnoty a. Tieto čísla sa nazývajú Carmichaelove čísla. Vyskytujú sa síce
zriedka, no bolo dokázané, že ich je nekonečne veľa a po dané číslo x je ich najviac
C ·x2/7 pre nejakú kladnú konštantu C. Príkladom Carmichaelovho čísla je napr.
N = 561 = 3 · 11 · 17.
V ďalšom si popíšeme 2 testy, ktoré v praxi podávajú oveľa lepšie výsledky

ako už spomenuté testy. Prvým z nich je Solovay-Strassenov test. Tento test je za-
ložený na teórii kvadratických zvyškov2. Základná myšlienka algoritmu vychádza
z Vety 2.1, ktorá hovorí, že ak p je nepárne prvočíslo, tak platí(

a

p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p) . (3)

Podľa tejto vety vidíme, že a je kvadratické reziduo modulo p práve vtedy, keď
a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p). Táto ekvivalencia však už nemusí platiť ak N je zložené
číslo. Preto ak budeme voliť rôzne hodnoty a a overovať túto podmienku, tak
s určitou pravdepodobnosťou môžeme tvrdiť, že N je prvočíslo, prípadne zistíme,
že N je určite zložené číslo.
Algoritmus funguje nasledovne. Zvolíme si k náhodných hodnôt 0 < b < N a

pre každé b spočítame obe strany kongruencie (3). Výpočet oboch strán zaberie
O (log3N) bitových operácií. Ak tieto dve strany nie sú kongruentné modulo
N , potom isto vieme, že N je zložené. V opačnom prípade vyskúšame ďalšie
b. Ak sme po vyskúšaní všetkých k hodnôt b dostali, že kongruencia platí, tak
pravdepodobnosť, že N je zložené, je najviac 1/2k. To platí preto, lebo ak N je
zložené číslo, tak najviac 50% všetkých b ∈ Z∗

N splní podmienku Vety 2.1. Ak N
je zložené číslo a b ∈ Z∗

p je t.ž. kongruencia (3) vo Vete 2.1 je splnená, tak číslo
N nazývame Eulerovo pseudoprvočíslo v báze b.

1Wilsonov test je založený na Wilsonovej vete, ktorá hovorí, že p je prvočíslo práve vtedy, keď
(p − 1)! ≡ −1 (mod p). Dáva správnu odpoveď v oboch prípadoch, aj keď je N prvočíslo, aj
keď je zložené číslo. Nevieme ho však počítať v rozumnom čase.
2Kvadratické reziduá sú popísané v Kapitole 2.6.
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Algoritmus teda môžeme zapísať nasledovne.

Algoritmus 3.1 (Solovay-Strassen).
VSTUP: nepárne prirodzené číslo N > 3
VÝSTUP: s veľkou pravdepodobnosťou určí, ak N je zložené, alebo vyhlási,

že N je pravdepodobne prvočíslo
1. [Inicializácia] Náhodne zvoľ a ť.ž. 1 ≤ a ≤ N − 1.
2. [Výpočet ľavej strany] Spočítaj x :=

(
a
N

)
.

3. [Vyhodnotenie] IF x = 0 THEN RETURN ”N je zložené číslo”.
4. [Výpočet pravej strany] Spočítaj y := a(N−1)/2 mod N .
5. [Vyhodnot.] IF x ≡ y (mod N) THEN RETURN ”N je pravdep. prvočíslo”
ELSE RETURN ”N je zložené číslo”.

Posledným testom, ktorý si popíšeme, je Rabin-Millerov test. Tento test vy-
chádza z Vety 3.1, avšak využíva detailnejšie znalosti o chovaní prvočísel. Pred-
pokladajme, že bN−1 ≡ 1 (mod N). Uvažujme vyjadrenie N − 1 = 2tq, kde q
je nepárne. Základnou myšlienkou tohto algoritmu je, že preskúmame druhé od-
mocniny tejto kongruencie, t.j. spočítame b(N−1)/2, b(N−1)/4, . . . , b(N−1)/2q . Ak N
je prvočíslo, tak prvá zvyšková trieda rôzna od 1, ktorú dostaneme, musí byť −1,
pretože±1 sú jediné druhé odmocniny 1 modulo prvočíslo. To môžeme nahliadnuť
ľahko, ak si kongruenciu x2 ≡ 1 (mod p) prepíšeme (x− 1)(x+ 1) ≡ 0 (mod p).
V praxi sa postupuje opačným smerom, teda najprv sa spočíta bq mod N . Ak je
výsledok rôzny od 1 modulo N , tak ho umocňujeme na druhú až kým dostaneme
1 modulo N (umocňujeme však maximálne t-krát). Ak sme dostali zvyšok 1 mo-
dulo N , tak krok predtým sme museli dostať zvyšok −1 modulo N . V opačnom
prípade je N zložené číslo.
Avšak aj v tomto prípade existujú zložené čísla, ktoré sa tvária ako prvočísla,

teda splnia skúmané podmienky. Najprv si vyslovíme nasledujúcu definíciu.

Definícia. Nech N je nepárne zložené číslo a nech b ∈ N t.ž. 0 < b < N .
Uvažujme vyjadrenie N − 1 = 2tq, kde q je nepárne. Hovoríme, že N je silné
pseudoprvočíslo v báze b ak platí bq ≡ 1 (mod N) alebo existuje e t.ž. 0 ≤ e < t
a b2

eq ≡ −1 (mod N).

Ak jeN zložené číslo, potom existuje najviac 25% možných hodnôt b, pre ktoré
jeN silné prvočíslo v báze b. Navyše sa dá ukázať, že ak jeN silné pseudoprvočíslo
v báze b, potom je aj Eulerovo pseudoprvočíslo v báze b.
Rabin-Millerov test funguje nasledovne. Náhodne si zvolíme k náhodných hod-

nôt 0 < b < N . Pre každú hodnotu b spočítame bq mod N , kde N − 1 = 2tq a
q je nepárne. Ak dostaneme ±1, predpokladáme, že N je pravdepodobne prvo-
číslo a vyskúšame ďalšie b. Inak bq mod N umocníme na druhú modulo N , potom
tento zvyšok umocníme na druhú atď. až kým dostaneme −1 (maximálne však
t-krát). Ak dostaneme −1, tak N je pravdepodobne prvočíslo a vyskúšame ďalšie
b. Ak však nikdy nedostaneme −1, potom N je určite zložené číslo a už nemusíme
skúšať žiadne ďalšie hodnoty b. Ak pre všetkých k hodnôt b dostaneme, že N je
prvočíslo, potom N je prvočíslo s pravdepodobnosťou omylu 1/4k. Jeden priebeh
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algoritmu potrebuje O (log3N) bitových operácií. Použitím rýchlej aritmetiky sa
dá časová zložitosť algoritmu zlepšiť na O (log2N).
Rabin-Millerov algoritmus môžeme zapísať nasledovne.

Algoritmus 3.2 (Rabin-Miller).
VSTUP: nepárne prirodzené číslo N > 3
VÝSTUP: s veľkou pravdepodobnosťou určí, ak N je zložené, alebo vyhlási,

že N je pravdepodobne prvočíslo
1. [Inicializácia] Spočítaj t, q t.ž. N − 1 = 2tq, kde q je nepárne.
Náhodne zvoľ a ∈ N t.ž. 1 ≤ a ≤ N − 1.

2. [Výpočet] Spočítaj b := aq mod N .
3. [Vyhodnot.] IF b ≡ 1 (mod N) THEN RETURN ”N je pravdep. prvočíslo”.
4. [Umocňovanie] FOR i := 1 TO t− 1 DO

IF b ≡ −1 (mod N) THEN RETURN ”N je pravdep. prvočíslo”
ELSE b := b2 mod N .

5. [Vyhodnotenie] RETURN ”N je zložené číslo”.

Hoci majú Solovay-Strassenov test a Rabin-Millerov test rovnakú časovú zlo-
žitosť, v praxi je výhodnejšie používať Rabin-Millerov test práve kvôli vyššej
pravdepodobnosti správnej odpovede a teda nutnosti použitia menej opakovaní
algoritmu na dosiahnutie danej spoľahlivosti. Navyše sa dá dokázať, že ak N s ná-
hodnou hodnotou b splní Rabin-Millerov test, tak splní aj Solovay-Strassenov test.



4
Metódy faktorizácie

V tejto kapitole si popíšeme niektoré klasické algoritmy na faktorizáciu celých
čísel. Treba si uvedomiť, že väčšina týchto algoritmov na výstupe nedá hneď celý
rozklad faktorizovaného čísla N , ale len jeho netriviálny faktor (ktorý však ne-
musí byť prvočíselný). Preto tieto algoritmy fungujú rekurzívne, pričom v každom
kroku je výstupom algoritmu nejaký faktor d (ak existuje) a algoritmus znovu
voláme na čísla d a N/d, až kým nedostaneme úplný rozklad čísla N .
Mnohé z týchto algoritmov tiež predpokladajú, že máme k dispozícii tabuľku

s dostatočným množstvom prvočísel. Niekedy sa dá táto požiadavka obísť na úkor
vyššej časovej zložitosti algoritmu, no niekedy nie. Niekoľko spôsobov na vygene-
rovanie tabuľky prvočísel je popísaných v Kapitole 2.7.
V prípade zložitosti algoritmov si treba uvedomiť, že výsledná bitová časová

zložitosť závisí od použitej aritmetiky. Preto sa na porovnanie algoritmov často
používa časová zložitosť vyjadrená počtom operácií potrebných na nájdenie fak-
toru (teda operácií s číslami). Tým môžeme ľahšie porovnať časovú zložitosť algo-
ritmov, čo pre bežný popis stačí. Bitová časová zložitosť (teda operácie s ciframi)
bude vždy popísaná až za popisom algoritmu. Ak teda nie je povedané inak,
uvažujeme zložitosť ako počet operácií s číslami.

4.1. Pokusné delenie

Metóda pokusného delenia je najjednoduchšia možná metóda faktorizácie,
ktorá sa taktiež používa aj ako test, či je dané číslo zložené, alebo je prvočíslo.
Jej výhodou je to, že určite vráti prvočíselného deliteľa N , nemusíme teda robiť
žiadne doplňujúce testy. Problémom tejto metódy je však fakt, že jej časová zloži-
tosť v najhoršom prípade je O (N1/2+ε). Preto sa nehodí na faktorizáciu veľkých
čísel. Má však význam pri faktorizácii malých čísel, prípadne na odstránenie ma-
lých faktorov pri faktorizácii veľkých čísel, kde je táto metóda výrazne rýchlejšia
ako iné metódy.
Základnou myšlienkou tejto metódy je, že faktorizované číslo N postupne

skúšame deliť prvočíslami menšími ako N . Ak nájdeme nejaké prvočíslo, ktoré
delí N , tak sme jednak našli prvočíselný faktor N a jednak sme dokázali, že N
je zložené číslo. Ak chceme N touto metódou zfaktorizovať úplne, tak N týmto
prvočíslom delíme, kým sa dá deliť bezo zvyšku. Potom vezmeme nasledujúce
prvočíslo a postup opakujeme. Ak chceme z čísla N odstrániť len malé faktory,
tak skúšame všetky prvočísla menšie ako nejaká nami zvolená hranica B.
Dôležité je uvedomiť si, že pre nájdenie faktoru, prípadne úplnú faktorizáciu

N stačí vyskúšať všetky prvočísla len po b
√
Nc, pretože zložené číslo má najviac

jeden netriviálny faktor väčší ako
√
N . Tento poznatok si vyslovíme v nasledujú-

com tvrdení, ktorého dôkaz je triviálny a preto ho vynecháme.

20
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Tvrdenie 4.1. Nech N je prirodzené číslo. Potom N je zložené číslo práve vtedy,
keď má prvočíselného deliteľa p t.ž. p ≤

√
N .

Na základe predchádzajúcich úvah môžeme popísať nasledujúci algoritmus
pre hľadanie prvočíselného faktoru čísla N . Môžeme predpokladať nejakú hra-
nicu B, po ktorú chceme hľadať faktor N (ak ho chceme úplne zfaktorizovať,
tak položíme B = b

√
Nc). Nakoniec ešte predpokladajme, že máme k dispozícii

tabuľku p[1] = 2, p[2] = 3, . . . , p[k] všetkých prvočísel menších alebo rovných B.

Algoritmus 4.1 (Pokusné delenie).
VSTUP: prirodzené číslo N
VÝSTUP: pokúsi sa nájsť faktor N menší alebo rovný B, ak neuspeje, tak

N neobsahuje prvočíselné delitele menšie alebo rovné B

1. [Inicializácia] Polož i := 1, d := p[i].
2. [Hľadanie faktoru] WHILE d ≤ B DO

Spočítaj r := N mod d.
IF r = 0 THEN RETURN ”deliteľ N je r”
ELSE polož i := i+ 1, d := p[i].

3. [Prvočíslo] RETURN ”N neobsahuje faktory menšie alebo rovné B”.

Tvrdenie 4.2. Algoritmus 4.1 funguje.

Dôkaz. V kroku 1. prebehne inicializácia a zvolíme prvé prvočíslo, ktorým bu-
deme skúšať deliť číslo N . V kroku 2. potom skúšame N deliť postupne všetkými
prvočíslami menšími alebo rovnými B. Ak žiadne také nenájdeme, tak v kroku 3.
oznámime, že N neobsahuje faktory menšie alebo rovné B.
Ak vyskúšame všetky prvočísla až po b

√
Nc, tak ak N je zložené číslo, potom

podľa Tvrdenia 4.1 určite nájdeme nejaký netriviálny faktor N . Ak žiadny taký
faktor nenájdeme, tak N je prvočíslo. �

Tvrdenie 4.3. Časová zložitosť Algoritmu 4.1 je O (
√
N · logN) operácií s cif-

rami.

Dôkaz. Kroky 1. a 3. sú z hľadiska asymptotickej časovej zložitosti nezaují-
mavé, oba prebehnú v konštantnom čase nezávislom od N . Krok 2. sa zopakuje
maximálne 2

√
N

logN
-krát, pretože prvočísel menších než

√
N je asymptoticky

√
N

log
√

N
.

Zostáva zistiť časovú zložitosť kroku 2. V tomto kroku sa počíta zvyšok po de-
lení čísla dĺžky maximálne logN číslom dĺžky maximálne log

√
N , čo má časovú

zložitosť (logN − log
√
N + 1) · log

√
N = 1/4 · log2N + 1/2 · logN . Zvyšné

porovnanie a priradenie sú asymptoticky zanedbateľné.
Časová zložitosť Algoritmu 4.1 je preto 2

√
N

logN
· (1/4 · log2N + 1/2 · logN) =

O (
√
N · logN). �

Ako však už bolo spomenuté, triviálne delenie sa môže vyplatiť na rýchle
nájdenie malých faktorov. Zaujímavým pozorovaním je, že pre náhodné n je 50%
šanca, že 2 je deliteľom n, 33% šanca, že 3 je deliteľom n, atď. Ukazuje sa, že až
88% všetkých prirodzených čísel má prvočíselného deliteľa menšieho než 100 a až
91% prirodzených čísel má prvočíselného deliteľa menšieho ako 1000.
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4.2. Lehmanova metóda

Lehmanova metóda bola prvým algoritmom, ktorého asymptotická časová
zložitosť bola preukázateľne lepšia ako časová zložitosť pokusného delenia. Časová
zložitosť Lehmanovej metódy je O (N1/3+ε). Algoritmus je spracovaný podľa [2]
a [7].
Základná myšlienka algoritmu je nasledujúca. Po zadaní čísla N , ktoré chceme

faktorizovať, najprv vyskúšame pokusným delením vydeliť N všetkými prvočís-
lami menšími alebo rovnými ako bN1/3c. V prípade neúspechu, teda ak nenájdeme
žiadny faktor, sa overujú dopredu dané kongruencie. Čísla, ktoré vyhovejú kon-
gruenciám, sa testujú na druhé mocniny. Voľba kongruencií a vysvetlenie, prečo
testujeme vyhovujúce čísla, či sú druhé mocniny, bude vysvetlené v dôkaze správ-
nosti algoritmu.
Teraz si napíšeme schému algoritmu.

Algoritmus 4.2 (Lehman).
VSTUP: prirodzené číslo N ≥ 8
VÝSTUP: netriviálny faktor N , ak N je zložené, alebo ukáže, že N je prvo-

číslo
1. [Triviálne delenie] Polož B := bN1/3c.
Algoritmom 4.1 s hranicou B skús nájsť netriviálny faktor čísla N .
IF nájdený netriviálny faktor d THEN RETURN d, STOP
ELSE polož k := 0.

2. [Opakovanie pre k] Polož k := k + 1.
IF k > B THEN RETURN ”N je prvočíslo”, STOP
ELSE
IF k je párne THEN polož r := 1, m := 2,
ELSE polož r := k +N , m := 4.

3. [Opakovanie pre a] FOR všetky prirodzené čísla a, pre ktoré platí
4kN ≤ a2 ≤ 4kN +B2 a a ≡ r (mod m) DO
Spočítaj c := a2 − 4kN .
Použitím Algoritmu 2.1 zisti, či c je štvorec.
IF c je štvorec THEN spočítaj b :=

√
c, RETURN NSD(a+ b, N), STOP

ELSE použi ďalšiu hodnotu a, ak nejaká je, ak nie je GOTO 2.

Tvrdenie 4.4. Lehmanov Algoritmus 4.2 odpovie správne, ak N je prvočíslo,
alebo nájde netriviálny faktor N .

Dôkaz. V kroku 1. sa pokúsime pomocou triviálneho delenia nájsť netriviálny
faktor čísla N , ktorý je menší alebo rovný N1/3. Ak sa nám to nepodarí, tak
všetky prvočíselné faktory čísla N sú väčšie ako N1/3. To ale znamená, že N má
najviac 2 prvočíselné delitele, čo sa ľahko dokáže sporom.
Predpokladajme ďalej, že N je prvočíslo. Dokážeme, že test druhej mocniny

v kroku 3. nebude úspešný. Predpokladajme pre spor, že test bude úspešný, teda
že a2 − 4kN = b2. Potom N | (a2 − b2) a teda N | (a − b) alebo N | (a + b). Ak
N | (a− b), tak a− b ≥ N , ak N | (a+ b), tak a+ b ≥ N . V oboch prípadoch to
ale znamená, že a+ b ≥ N . To však nie je možné, čo vyplynie z nerovností pre k
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a a. Vieme, že k ≤ B ≤ N1/3. Ďalej platí

a2 ≤ 4kN +B2 ≤ 4 ·N1/3 ·N + (N1/3)2 < 4N4/3 + 4N2/3 + 1 = (2N2/3 + 1)2

a teda a < 2N2/3 + 1. Potom

b2 = c = a2 − 4kN ≤ 4N4/3 +N2/3 − 4N4/3 = N2/3

a teda b ≤ N1/3. Preto a + b < 2N2/3 + 1 + N1/3 < N pre N > 16 (to sa dá
zistiť ľahko, pretože riešenie tejto nerovnosti je ekvivalentné s riešením nerovnosti
2x2 + 1 + x < x3, ktorá má riešenie x > 2.5468 . . .). Teda a + b < N , čo je ale
spor s a+ b ≥ N . Priamym overením sa ľahko ukáže, že ani pre žiadne prvočíslo
N menšie ako 16 nebude test na druhú mocninu v kroku 3. splnený.
Nakoniec predpokladajme, že N je zložené číslo t.ž. N = p · q, kde p, q sú

prvočísla (nie nutne navzájom rôzne). Môžeme predpokladať p ≤ q. Dokážeme,
že existujú také hodnoty k a a, pre ktoré dostaneme netriviálny faktor N . Pretože
N1/3 < p ≤ q < N2/3, platí 1 ≤ q/p < N1/3. Uvažujme dobré aproximácie1 un/vn

racionálneho čísla q/p. V prvom kroku konštrukcie tejto aproximácie položíme
v1 = 1 a hľadáme u1 tak, aby sme minimalizovali vzdialenosť najbližšieho násobku
p od q. Pretože platí N1/3 < p ≤ q < N2/3, tak musí byť u1 < N1/3 (inak by
bolo u1p > N2/3, čo by už isto nebol najbližší násobok od q, lepší by bol napr.
aj p · (N1/3 − 1)). Preto platí u1v1 < N1/3. Na konci postupnosti aproximácií
dostaneme uk = q a vk = p, teda platí ukvk > N1/3. Pretože táto postupnosť je
rastúca, môžeme nájsť index n t.ž. unvn < N1/3 < un+1vn+1. Navyše index n je
určený jednoznačne, pretože postupnosť aproximácií je určená jednoznačne. Stačí
teraz položiť k = unvn a a = pun + qvn. Dostávame potom

a2 − 4kN = p2u2n + 2punqvn + q
2v2n − 4unvnpq = (pun − qvn)

2 .

Rozdiel je teda druhá mocnina a b = pun − qvn. Pritom a + b = pun + qvn +
pun − qvn = 2pun a teda NSD(a + b,N) = NSD(2pun, pq) = p. Zostáva overiť,
či sú splnené podmienky pre k a a overované v priebehu algoritmu. Isto platí
k = unvn < N1/3 a teda nejaké k určite existuje. Ďalej a2 ≥ 4kN , pretože
a2 − 4kN = (pun − qvn)2 ≥ 0. Na dôkaz a2 ≤ 4kN + B2 použijeme niektoré
vlastnosti dobrých aproximácií. Podľa Tvrdenia 2.4 platí∣∣∣∣qp − un

vn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣un+1

vn+1
− un

vn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣un+1vn − unvn+1

vnvn+1

∣∣∣∣ = 1
vnvn+1

.

Pretože však tiež vn/un a vn+1/un+1 aproximujú číslo p/q, platí∣∣∣∣pq − vn

un

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ vn+1

un+1
− vn

un

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣unvn+1 − un+1vn

unun+1

∣∣∣∣ = 1
unun+1

.

Z prvej nerovnosti dostávame |pun − qvn| ≤ p/vn+1 a z druhej nerovnosti dostá-
vame |pun − qvn| ≤ q/un+1. Spojením týchto nerovností dostávame

|pun − qvn| ≤
√

pq

un+1vn+1
< N1/3 .

Takže platí 4kN+B2−a2 = 4unvnpq+N2/3−(pun+qvn)2 = N2/3−(pun−qvn)2 ≥
N2/3 − N2/3 = 0 a teda a2 ≤ 4kN + B2. Teraz už len stačí dokázať platnosť
kongruencií pre a. Ak k = unvn je párne, tak niektoré z čísel un, vn je párne
(nemôžu byť obe, pretože sú podľa Tvrdenia 2.3 nesúdeliteľné). Pretože však aj

1Aproximácie racionálnych čísel sú podrobnejšie popísané v Kapitole 2.8.
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p a q sú nepárne, tak jeden z členov pun, qvn je párny a druhý nepárny. Preto
a = pun + qvn ≡ 1 (mod 2). Ak je k nepárne, tak ukážeme, že N + k − a ≡ 0
(mod 4). Obe un, vn sú nepárne a tiež aj p, q sú nepárne. Rozdiely p − vn a
q − un sú teda párne a ich súčin je preto deliteľný 4. Rozpísaním ich súčinu však
dostávame (p−vn)(q−un) = pq−pun−qvn+unvn = N−a+k. Preto N+k−a ≡ 0
(mod 4). Tým je dokázaná správnosť algoritmu. �

Teraz je už zrejmé, prečo na vstupe algoritmu máme N ≥ 8. Ak by bolo
N < 8, tak bN1/3c = 1 a teda pokusným delením by sme neodstránili prvočíslo
2. To by bol však problém v ďalšom priebehu algoritmu, kde sa predpokladá, že
prvočísla z rozkladuN sú nepárne. Riešením by tiež mohlo byť položiťB = dN1/3e
(v dôkaze správnosti algoritmu by sme však museli upraviť rovnice odhadov, ktoré
by sa stali mierne zložitejšie a neprehľadnejšie). Touto úpravou už potom môžeme
faktorizovať čísla N ≥ 2.

Tvrdenie 4.5. Časová zložitosť Algoritmu 4.2 je O (N1/3 log2N) operácií s cif-
rami.

Dôkaz. V kroku 1. použijeme Algoritmus 4.1, ktorým sa pokúsime nájsť faktor
čísla N skúšaním prvočísel až po hranicu B = N1/3. Tento krok má teda časovú
zložitosť O (N1/3 logN). Ak sa nám nepodarí taký faktor nájsť, pokračujeme
ďalšími krokmi.
Spočítame si najprv maximálne koľkokrát sa musia zopakovať kroky 2. a 3.

Pre každé k existuje maximálne

√
4kN +B2 −

√
4kN =

(4kN +B2)− 4kN√
4kN +B2 +

√
4kN

≤ B2

2
√
4kN

=
N2/3

4k1/2N1/2
=
N1/6

4k1/2

hodnôt a. Pretože platí
∑

k≤x k
−1/2 ≈ 2x1/2, tak

∑
k≤N1/3

N1/6

4k1/2
=
N1/6

4
·
∑

k≤N1/3

k−1/2 ≈ N1/6

4
· 2 ·N1/6 = 1

2
·N1/3 .

Kroky 2. a 3. sa teda zopakujú maximálne 1/2 · N1/3 krát. V kroku 2.
inicializujeme premenné, čo má asymptoticky zanedbateľnú zložitosť. V kroku 3.
počítame súčin 4kN , druhú mocninu čísla a, zvyšok po delení a číslom m a
overujeme, či c je druhá mocnina. Pri výpočte 4kN násobíme číslo veľkosti N
číslom veľkosti maximálneN1/3, preto má zložitosťO (log2N). Číslo a2 má veľkosť
maximálne 4kN + B2 ≤ 4N1/3N + N2/3 ≤ 4N4/3 + 4N2/3 + 1 = (2N2/3 + 1)2,
preto amá veľkosť maximálne 2N2/3+1. Výpočet a2 má teda zložitosť O (log2N).
Pri výpočte zvyšku po delení čísla a číslom m delíme číslo veľkosti 2N2/3 + 1
číslom veľkosti maximálne 4, preto tento výpočet má zložitosť O(logN). Nakoniec
zisťujeme, či číslo c je druhá mocnina. Číslo c má veľkosť maximálne B2 = N2/3,
preto zložitosť tohoto výpočtu použitím Algoritmu 2.1 je O (logN). V prípade,
že c je druhá mocnina, vypočítame odmocninu z c použitím Algoritmu 2.2, čo
má zložitosť O (log3N). Nakoniec spočítame NSD(a + b,N) a pretože a + b ≤
2N2/3 + 1 +N1/3 < N pre N > 16, má tento výpočet zložitosť O (log2N).
Algoritmus 4.2 má teda zložitosť N1/3 · logN + 1/2 ·N1/3 · (log2N + logN +

logN) + log3N + log2N = O (N1/3 log2N) operácií s ciframi. �
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4.3. Pollardova p− 1 metóda
V nasledujúcej kapitole si popíšeme algoritmus, ktorý sa mierne líši od už po-

písaných algoritmov. O jeho zložitosti totiž nerozhoduje veľkosť faktorizovaného
čísla N , ale len hladkosť nejakého jeho faktoru (hladkosť čísla si zadefinujeme
o chvíľu). Najskôr bol prezentovaný len základný algoritmus, ktorý sa v anglickej
literatúre označuje ako First Stage. Neskôr bolo vymyslené aj zlepšenie tohto al-
goritmu, ktoré sa označuje ako Second Stage. Obidva algoritmy si teraz popíšeme
v nasledujúcich podkapitolách.

4.3.1. Základný algoritmus (First Stage)

Tento algoritmus bol vymyslený pánom J.M.Pollardom v priebehu 70-tych
rokov 20. storočia. Je zaujímavý tým, že umožňuje rýchlo nájsť aj veľmi veľkého
prvočíselného deliteľa čísla N . Myšlienka použitá v tomto algoritme je tiež pou-
žitá v niektorých moderných metódach faktorizácie, ako napr. metóda eliptických
kriviek. Algoritmus je spracovaný podľa [2], [5] a [8].
Najprv zadefinujeme zopár pojmov, ktoré sa bežne používajú v moderných

metódach.

Definícia. Nech B je prirodzené číslo. Prirodzené číslo N nazveme B-hladké, ak
všetky prvočíselné delitele čísla N sú menšie alebo rovné B. Prirodzené číslo N
nazveme B-mocninovo hladké, ak všetky mocniny prvočísel deliace N sú menšie
alebo rovné B.

Myšlienka Pollardovej p− 1 metódy je nasledujúca. Uvažujme číslo N , ktoré
chceme faktorizovať. Nech p je prvočíslo, ktoré delí N . Číslo p však dopredu
nepoznáme. Nech a ≥ 1 je prirodzené číslo, ktoré je nesúdeliteľné s N (to môžeme
zistiť ľahko spočítaním NSD(a,N)). Vieme, že podľa Fermatovej vety platí

ap−1 ≡ 1 (mod p) .

Predpokladajme teraz, že p − 1 je B-mocninovo hladké pre isté nie príliš veľké
B. Potom však p − 1 delí B!, pretože všetky mocniny prvočísel deliace p − 1 sú
menšie ako B. Keďže teda (p− 1) | B!, platí

aB! ≡ 1 (mod p) .

Máme teda p | (aB! − 1) a p | N a preto

NSD(aB! − 1, N) > 1 .

Ak budeme zvyšovať hodnotu B, tak s veľkou pravdepodobnosťou nájdeme ne-
triviálneho deliteľa čísla N (nie nutne prvočíselného).
Aby sme však nemuseli počítať hodnotu B!, môžeme si všimnúť nasledujúci

fakt. Pretože mocniny rôznych prvočísel deliacich p−1 sú navzájom nesúdeliteľné,
platí dokonca, že p − 1 delí najmenší spoločný násobok čísel 1, . . . , B, ktorý si
označíme NSN(1..B). Keďže teda (p− 1) | NSN(1..B), platí

aNSN(1..B) ≡ 1 (mod p) .

Tento poznatok môžeme využiť pri implementácii algoritmu, v teoretickom popise
ho však nepoužijeme.
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Algoritmus môžeme schematicky zapísať nasledovne.

Algoritmus 4.3 (Pollard p− 1).
VSTUP: zložené číslo N a zvolená hranica B
VÝSTUP: netriviálny faktor čísla N (algoritmus uspeje, len ak existuje pr-

vočíselný deliteľ p čísla N t.ž. p− 1 je B-mocninovo hladké)
1. [Inicializácia] Zvoľ a := RANDOM.
2. [Nesúdeliteľnosť] Spočítaj d := NSD(a,N).
IF d 6= 1 RETURN d.

3. [Výpočet mocniny] Polož b := a.
FOR j = 2 TO B DO b := bj (mod N).

4. [Výpočet NSD] Spočítaj e := NSD(b− 1, N).
5. [Vyhodnotenie]
IF e = 1 THEN RETURN ”Neexistuje B-mocninovo hladký deliteľ N”
ELSE
IF e = N THEN RETURN ”Všetky delitele N sú B-mocninovo hladké”
ELSE RETURN e.

Dôležité je uvedomiť si, že algoritmus môže zlyhať v dvoch prípadoch. Obidva
prípady môžu nastať v kroku 6. Prvý prípad je, keď e = 1. To môže nastať vtedy,
ak neexistuje prvočíslo p ≤ B t.ž. p−1 je B-mocninovo hladké. Riešením je zväč-
šenie hranice B a nové spustenie algoritmu. Druhý prípad je e = N . Ten by nastal
vtedy, keby sme súčasne našli všetkých prvočíselných deliteľov N . To znamená, že
všetky prvočíselné delitele N sú B-mocninovo hladké (pretože aB! ≡ 1 (mod N)).
Voľba inej hodnoty a nám nemusí vždy pomôcť, pretože pre a nesúdeliteľné s N
by hodnota aB! mod N bola stále rovná 1. Riešením by teda mohlo byť skúsiť za a
voliť prvočísla a skúsiť ním deliť číslo N (de facto algoritmus pokusného delenia).
Iným riešením by mohlo byť zmenšenie hodnoty B a nové spustenie algoritmu.
Aké by sme však mali voliť hodnoty a a B? Hodnota a nemá vplyv na priebeh

výpočtu, ovplyvňuje len zložitosť výpočtov s a. Preto je za a dobré voliť malé
hodnoty, ako napr. 2 alebo 3. Hodnota B však ovplyvňuje nielen zložitosť, ale aj
výsledok výpočtu. Väčšia hodnota B zvýši pravdepodobnosť nájdenia faktoru N ,
zároveň však zvýši aj čas potrebný k uskutočneniu algoritmu. Pre veľké čísla sa
za B sa zvyknú voliť hodnoty medzi 105 a 106. Samozrejme hodnotu B by sme
mali voliť menšiu ako N , inak zakaždým dostaneme NSD = N .

Tvrdenie 4.6. Algoritmus 4.3 funguje.

Dôkaz. Na začiatku zvolíme náhodne a a overíme, že je nesúdeliteľné s N . Ak
NSD(a,N) je rôzne od 1, tak sme našli deliteľa N a algoritmus skončí. V opačnom
prípade v kroku 3. spočítame aB!. Všimnime si, že naozaj počítame aB!, pretože
platí (a(j−1)!)j = aj! a keďže a a N sú nesúdeliteľné, platí rovnosť aj modulo N .
Nakoniec v kroku 4. spočítame NSD(aB! − 1, N). Ak sme v kroku 4. dostali
hodnotu NSD medzi 1 a N , tak sme našli deliteľa N . V opačnom prípade sa nám
nepodarilo nájsť deliteľa N a algoritmus skončí.
Nakoniec ukážeme, že pre zložené číslo N existuje nejaká hranica B tak, aby

sme dokázali nájsť nejakého deliteľa N . Pretože číslo N je konečné, tak aj p musí
byť konečné a teda určite existuje číslo B t.ž. p− 1 je B-mocninovo hladké. �
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Tvrdenie 4.7. Zložitosť Algoritmu 4.3 je O (B logB log2N) operácií s ciframi.

Dôkaz. V kroku 1. náhodne zvolíme a, čo má asymptoticky zanedbateľnú zlo-
žitosť. V kroku 2. následne overíme nesúdeliteľnosť čísel a a N . Pretože a < N ,
tak tento krok má zložitosť O (log2N). V kroku 3. počítame B-krát bj mod N .
Na výpočet bj mod N môžeme použiť Algoritmus 2.3. Pretože j má veľkosť maxi-
málne B, tak výpočet bj (mod N) má zložitosť logB+logB log2N . Krok 3. má
teda zložitosť B · (logB + logB log2N). V kroku 4. počítame NSD(aB! − 1, N) a
pretože aB!−1 < N (pretože sme ho počítali modulo N), tak tento krok má zloži-
tosť O (log2N). Celková zložitosť Algoritmu 4.3 je teda O (log2N)+B · (logB+
logB log2N) +O (log2N) = B logB log2N . �

4.3.2. Vylepšený algoritmus (Second Stage)

Keď budeme neustále zvyšovať hranicu B, dostaneme sa do situácie, kedy
by už faktorizácia čísla N trvala veľmi dlho. Aj tak však ešte existuje možnosť,
že by sme mohli v rozumnom čase nájsť nejaký faktor čísla N . Táto nadstavba
Pollardovho p− 1 algoritmu sa v anglickej literatúre označuje ako Second Stage.
Tento algoritmus je spracovaný podľa [2] a [5].
Predpokladajme teda, že po skončení Algoritmu 4.3 sme nedostali žiadny fak-

tor čísla N a NSD(aB! − 1, N) = 1. Aby sme nemuseli skúšať zvyšovať hranicu
B, tak pozmeníme ďalší beh algoritmu. Namiesto požiadavky, aby p − 1 bolo
B-mocninovo hladké budeme požadovať, aby sa p− 1 dalo úplne rozložiť pokus-
ným delením až po B. To ale znamená, že p − 1 = f · q, kde f je B-hladké a q
je prvočíslo, ktoré môže byť väčšie ako B. My budeme uvažovať silnejšiu požia-
davku. Označme si naše staré B ako B1 a predpokladajme ešte hranicu B2, ktorá
je omnoho väčšia ako B. Budeme požadovať, aby N malo faktor p t.ž. p−1 = f ·q,
kde f je B1-mocninovo hladké a q je prvočíslo t.ž. B1 < q ≤ B2. Ako však potom
také p budeme hľadať? Určite p− 1 je B2-mocninovo hladké a teda by sme mohli
použiť Algoritmus 4.3 s hranicou B = B2. To je však nepoužiteľné, pretože B2 je
príliš veľké číslo.
Budeme postupovať nasledovne. Po skončení Algoritmu 4.3 sme dostali aB!.

Pretože p− 1 = f · q, kde f je B1-mocninovo hladké, platí f | B!. Ak nájdeme aj
hľadané prvočíslo q, tak platí p− 1 | (q ·B!). Stačí teda vyskúšať všetky prvočísla
r medzi B1 a B2, pre každé spočítať ar·B! = (aB!)r a následne NSD(ar·B! − 1, N).
Ak existuje požadované prvočíslo q, tak určite bude niektoré NSD rôzne od 1.
Na druhú stranu si treba všimnúť, že algoritmus bude fungovať len ak práve

jedno prvočíslo z rozkladu p − 1 je medzi B1 a B2. Pre 2 a viac prvočísel by
už popísaný algoritmus neuspel. Tiež si môžeme uvedomiť ešte jednu vec. Ak by
sme pre každé prvočíslo r počítali (aB!)r, bolo by to časovo zdĺhavé. Označme
p0, p1, . . . , pk v poradí prvočísla medzi B1 a B2. Spočítajme si teraz rozdiely
di = pi − pi−1 pre i = 1, 2, . . . , k. Potom môžeme veľmi rýchlo spočítať (aB!)di ,
pretože rozdiely prvočísel sú malé vzhľadom k ich veľkosti. Keď už máme spočí-
tané (aB!)di pre i = 1, 2, . . . , k, vieme rýchlo spočítať každé (aB!)pi , pretože platí

apiB! = a(pi−1+di)·B! = api−1B! · adiB! = (aB!)pi−1 · (aB!)di .

Preto nám stačí spočítať (aB!)p0 a každé ďalšie (aB!)pi , i = 1, 2, . . . , k vieme
spočítať pomocou rozdielov di z predchádzajúceho.
Aké hodnoty B1 a B2 by sme mali voliť? Hodnotu B1 môžeme voliť ako

v prípade First Stage, teda medzi 105 a 106. Hodnota B2 sa zvykne voliť tak,
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aby časová zložitosť algoritmu v prvej fáze bola približne rovná časovej zložitosti
algoritmu v druhej fáze. Preto sa hodnoty B2 zvyknú voliť medzi 108 a 1010.
Predpokladajme teda, že máme predpočítanú tabuľku d1, . . . , dk rozdielov pr-

vočísel p0, p1, . . . , pk od B1 po B2 t.ž. di := pi − pi−1, i = 1, 2, . . . , k a poznáme
hodnotu prvočísla p0. Uvedené poznatky vedú na nasledujúci algoritmus.

Algoritmus 4.4 (Zlepšený Pollard p− 1).
VSTUP: zložené číslo N a nami zvolené hranice B1, B2
VÝSTUP: netriviálny faktor N (môže uspieť len ak existuje prvočíselný deli-

teľ p čísla N t.ž. p− 1 je rovné B1-mocninovo hladkému číslu krát
prvočíslo menšie alebo rovné ako B2 )

1. [Pollard p− 1] Pomocou Algoritmu 4.3 s B := B1 skús nájsť faktor N .
IF podarilo sa THEN STOP
ELSE
Na konci Algoritmu 4.3 sme obdržali aB!.

2. [Inicializácia] Polož b := aB!.
Spočítaj b := bp0 (mod N).

3. [Výpočet NSD] Spočítaj d := NSD(b− 1, N).
IF d > 1 THEN RETURN d, STOP.

4. [Ďalšia mocnina] Polož i := i+ 1.
IF i > k THEN RETURN ”nepodarilo sa nájsť faktor N”.
ELSE
Spočítaj c := (aB!)di (mod N).
Spočítaj b := b · c (mod N).
GOTO 3.

Tvrdenie 4.8. Algoritmus 4.4 funguje.

Dôkaz. V kroku 1. skúsime nájsť faktor N použitím Algoritmu 4.3. Ak sa
nám to nepodarí, tak budeme pokračovať ďalšími krokmi. V kroku 2. spočí-
tame (aB!)p0 , teda umocníme výstup z Algoritmu 4.3 na hodnotu p0. Následne sa
budú opakovať kroky 3. a 4. až kým nevyskúšame všetky prvočísla menšie ako
B2, alebo kým nenájdeme nejaký faktor N . Pre každé i = 1, . . . , k v kroku 3.
spočítame NSD((aB!)pi−1, N) a ak NSD > 1, tak sme našli faktor N . V opačnom
prípade v kroku 4. pomocou rozdielu di+1 spočítame (aB!)pi+1 a znovu prejdeme
na krok 3. Ak sme vyskúšali všetky prvočísla menšie alebo rovné B2, tak N nemá
faktor p t.ž. p− 1 = f · q, kde f je B1 mocninovo hladké a B1 < q ≤ B2.
Z teoretického popisu algoritmu je zrejmé, že ak existuje nejaký deliteľ N

splňujúci požadované podmienky, tak ho pomocou Algoritmu 4.4 určite nájdeme.
�

Tvrdenie 4.9. Časová zložitosť Algoritmu 4.4 je O (B1 logB1 log2N+B2 log2N)
operácií s ciframi.

Dôkaz. V kroku 1. sa vykoná Algoritmus 4.3 s hranicou B1, preto má tento krok
zložitosť O (B1 logB1 log2N). V kroku 2. počítame bp0 mod N a pretože p0 ≤ B2,
tak tento krok má použitím Algoritmu 2.3 zložitosť O (log2B2 + logB2 log2N).
Kroky 3. a 4. sa zopakujú maximálne k-krát, kde k je počet prvočísel medzi
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B1 a B2. Pretože prvočísel menších než dané číslo x je asymptoticky x/ log x,
tak platí k < B2/ logB2. V kroku 3. sa počíta NSD(apiB! − 1, N) a pretože
apiB! < N (pretože sme ho počítali modulo N), tak tento krok má zložitosť
O (log2N). V kroku 4. počítame (aB!)di mod N , čo má použitím Algoritmu 2.3
zložitosť O (log2B2+logB2 log2N). Ďalej počítame súčin b · c a pretože obe čísla
sú menšie ako N , tak výpočet súčinu má zložitosť O (log2N). Nakoniec spočítame
modulo súčinu b · c, pričom delíme číslo veľkosti maximálne N2 číslom N , preto
má tento výpočet zložitosť O (log2N).
Celková zložitosť Algoritmu 4.4 je preto O (B1 logB1 log2N) + O (log2B2 +

logB2 log
2N) + B2

logB2
· (O (log2N) + O (log2B2 + logB2 log2N) + O (log2N) +

O (log2N)) = O (B1 logB1 log2N +B2 log2N). �

4.4. Pollardova ρ metóda

4.4.1. Motivácia

V ďalšom texte si predstavíme algoritmus, ktorého zložitosť je O (N1/4). Al-
goritmus je spracovaný podľa [2]. Je založený na nasledujúcej myšlienke.
Uvažujme polynóm f(X) s celočíselnými koeficientami. Zvoľme hodnotu x0 a

definujme postupnosť xk predpisom xk+1 = f(xk) mod N . Uvažujme teraz neja-
kého prvočíselného deliteľa p čísla N , ktorého však dopredu nepoznáme. Potom
postupnosť yk definovaná predpisom yk = xk mod p tiež spĺňa rekurzívny pred-
pis daný funkciou f . Ak vhodne zvolíme funkciu f , tak táto postupnosť sa bude
chovať ako postupnosť iterácií náhodného zobrazenia zo Z/pZ do seba samého.
Je zrejmé, že táto postupnosť bude od istej iterácie periodická. Ak teda nájdeme
hodnoty yk+t = yk, kde t ≥ 1, znamená to, že xk+t ≡ xk (mod p). Potom ale
platí p | (xk+t − xk) a pretože aj p | N , tak dostávame NSD(xk+t − xk, N) > 1.
Toto NSD bude len zriedka rovné samotnému N a preto touto cestou dostaneme
možno nie samotný prvočíselný faktor p čísla N , ale aspoň netriviálny faktor N .
Budeme sa teda snažiť nájsť také hodnoty xi, xj, ktoré sa rovnajú modulo p, no
sú rôzne modulo N .
Už aj z tohto teoretického popisu je intuitívne zrejmé, že tento faktorizačný

algoritmus bude efektívny, pretože všetky použité operácie sú jednoduché. Navyše
časová zložitosť tohto algoritmu nezávisí na veľkosti N , ale hlavne na veľkosti naj-
menšieho prvočíselného faktoru N . Preto ním môžeme nahradiť aj napr. pokusné
delenie pri hľadaní malých faktorov čísla N .
Aby sme na základe týchto úvah mohli zostaviť použiteľný algoritmus, musíme

najprv vyriešiť nasledujúce problémy:

(1) Ako nájdeme periódu zobrazenia, teda číslo t t.ž. yk+t = yk?
(2) Ako zvolíme funkciu f a hodnotu x0?
(3) Aká je časová zložitosť algoritmu, ak sme vyriešili predchádzajúce problémy?

Tieto problémy sa pokúsime vyriešiť v nasledujúcich podkapitolách.

4.4.2. Hľadanie periodicity

Uvažujme postupnosť iterácií yk+1 = f(yk) z konečnej množiny E do seba
samej. Táto postupnosť isto bude od nejakej iterácie periodická. Existuje teda M
a T > 0 tak, že pre k ≥ M platí yk+T = yk, no yM−1+T 6= yM−1. Číslo M sa
nazýva predperióda a najmenšie možné T , pre ktoré platí yk+T = yk, sa nazýva
perióda.
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Nakreslime si na papier rovinný graf, ktorého vrcholy sú prvky množiny E
a hrany spájajú tie vrcholy yi, yj, pre ktoré platí yj = f(yi) (alebo opačne).
Predpokladajme, že bod x0 leží v dolnej časti grafu. Potom graf končí kružni-
cou symbolizujúcou periodickosť zobrazenia. Tento graf bude mať tvar gréckeho
písmena ρ a odtiaľ pochádza aj názov tejto metódy.
Aby sme našli periódu tejto postupnosti iterácií, nemusíme hľadaťM a T , ale

stačí nám nájsť ľubovoľné k a t > 0, pre ktoré platí yk+t = yk. Pôvodný algoritmus
navrhnutý pánmi Pollardom a Floydom predpokladal, že spolu s postupnosťou yk

budeme počítať aj postupnosť zk definovanú nasledovne: z0 = y0, zk+1 = f(f(zk)).
Dostávame teda, že zk = y2k a ak k je nejaký násobok T väčší ako M , tak máme
zk = y2k = yk. Každý krok tohto algoritmu teda vyžaduje tri vyhodnotenia
funkcie f .
My si ukážeme efektívnejší algoritmus, ktorý navrhol pán Richard P. Brent.

Algoritmus je spracovaný okrem [2] aj s pomocou [1]. Vychádza z nasledovnej
myšlienky. Označme l(m) najväčšiu mocninu 2 menšiu alebo rovnú m, t.j.

l(m) = 2blog2mc ,

takže platí l(m) ≤ m < 2l(m). V ďalšom texte budeme označením log(x) vždy
rozumieť dvojkový logaritmus log2(x).

Tvrdenie 4.10. Nech yk je postupnosť definovaná predpisom yk+1 = f(yk). Po-
tom existuje m t.ž. ym = yl(m)−1.

Dôkaz. K dôkazu tvrdenia si stačí zvoliť

m = 2dlogmax (M+1,T )e + T − 1 .
Ukážeme, že pre takto definovaném nastane rovnosť ym = yl(m)−1. AkM+1 > T ,
tak 2dlog (M+1)e > T − 1. Ak M + 1 ≤ T , tak 2dlog T e > T − 1. Preto platí

l(m) = 2dlogmax (M+1,T )e .

Máme teda m = l(m) + T − 1 a preto m − (l(m) − 1) = T , teda indexy m a
l(m) − 1 sa líšia o periódu. Stačí nám už len dokázať, že m > l(m) − 1 ≥ M .
Pretože T > 0, tak m > l(m)− 1. Pretože l(m) = 2dlogmax (M+1,T )e ≥M +1, platí
aj l(m)− 1 ≥M . Oba indexy sú teda väčšie ako predperióda. Tým sme dokázali,
že nejaké m určite existuje. �

Na základe dokázaného tvrdenia nám teda stačí počítať len postupnosť yk

a nemusíme počítať postupnosť zk ako v predchádzajúcom prípade. Vždy, keď
narazíme na index, ktorý je mocninou 2 mínus 1, tak si túto hodnotu uložíme.
Označme ju y2e−1. Potom nám už len stačí pre každé m splňujúce 2e ≤ m < 2e+1

porovnať hodnoty ym a y2e−1. Celý čas si teda musíme pamätať len hodnotu y2e−1
a hodnotu aktuálnej iterácie ym.
Tento algoritmus vyzerá na prvý pohľad efektívnejší ako algoritmus pánov

Pollarda a Floyda. Dá sa však ukázať, že počtom porovnaní potrebných na náj-
denie rovnosti ym = yl(m)−1 bude asymptoticky zrovnateľný s algoritmom pánov
Pollarda a Floyda. Brentov algoritmus nám teda zatiaľ žiadne zlepšenie neprinie-
sol. V ďalšom tvrdení si však ukážeme, že nemusíme porovnávať hodnotu y2e−1
so všetkými hodnotami ym, kde 2e ≤ m < 2e+1. Tým sa nám zredukuje počet
potrebných porovnaní, čím sa Brentov algoritmus stane rýchlejším, ako Pollard-
Floydov algoritmus.
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Tvrdenie 4.11. Nech yk je postupnosť definovaná predpisom yk+1 = f(yk). Po-
tom

(1) existuje m t.ž.

ym = yl(m)−1 a
3
2
l(m) ≤ m < 2l(m) .

(2) najmenšie také m je m0 = 3, ak M = 0 a T = 1 (teda y1 = y0), inak je
dané predpisom

m0 = 2
dlogmax (M+1,T )e + T

⌈
l(M) + 1

T

⌉
− 1 ,

pričom dodefinujeme l(0) = 0.

Dôkaz. (1) Položme m0 = 2dlogmax (M+1,T )e+T
⌈

l(M)+1
T

⌉
−1, ak neplatí zároveň

M = 0 a T = 1, inak položme m0 = 3. Ukážeme, že takto definované m0
spĺňa dokazované nerovnosti. Prípad M = 0 a T = 1 sa ľahko overí priamo.
V ostatných prípadoch si označme e = dlogmax (M + 1, T )e, máme teda
m0 = 2e + T

⌈
l(M)+1

T

⌉
− 1. Najprv potrebujeme ukázať, že platí l(m0) = 2e.

K tomu nám stačí dokázať, že

T

⌈
l(M) + 1

T

⌉
≤ 2e .

Rozoberieme dva prípady. Ak T ≤ l(M), tak máme

T

⌈
l(M) + 1

T

⌉
≤ l(M) + T ≤ 2l(M) = 2blogMc+1 = 2dlog (M+1)e ≤ 2e .

Ak platí T ≥ l(M) + 1, tak
⌈

l(M)+1
T

⌉
= 1 a ľahko sa ukáže, že platí T ≤ 2e.

Dokázali sme teda, že T
⌈

l(M)+1
T

⌉
≤ 2e. Z toho vidíme, že T

⌈
l(M)+1

T

⌉
−1 < 2e

a preto l(m0) = 2e.

Vidíme teda, že 2e = l(m0) ≤ m0 a pretože platí T
⌈

l(M)+1
T

⌉
− 1 < 2e,

tak m0 < 2e+1 = 2l(m0). Preto platí l(m0) ≤ m0 < 2l(m0). Zostáva nám
dokázať, že 32 l(m0) ≤ m0. K tomu ale stačí dokázať, že

T

⌈
l(M) + 1

T

⌉
− 1 ≥ 2e−1 .

Rozoberme zase dva prípady. Ak max(M + 1, T ) = T , tak vidíme, že platí

T
⌈

l(M)+1
T

⌉
− 1 ≥ T − 1. Úpravou pravej strany nerovnosti dostávame, že

2e−1 = 2blog T c−1 ≤ 2log T−1 = T −1 a teda dokazovaná nerovnosť pre prípad
T > M+1 platí. AkM+1 ≥ T , tak ľahko sa dokáže, že platí T

⌈
l(M)+1

T

⌉
−1 ≥

l(M) = 2blogMc. Úpravou pravej strany dostávame 2e−1 = 2dlog(M+1)e−1 =
2blogMc. Dokázali sme teda, že pre m0 platí 32 l(m0) ≤ m0 < l(m0).
Nakoniec ešte musíme ukázať, že dané m0 skutočne spĺňa ym0 = yl(m0)−1.
Ľahko sa overí, že m0 ≥ l(m0)− 1 = 2dlogmax (M+1,T )e − 1 ≥M . Ďalej dostá-

vame, že m0− (l(m0)− 1) = T
⌈

l(M)+1
T

⌉
. Rozdiel indexov je teda násobok T

a preto platí ym0 = yl(m0)−1.
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(2) Potrebujeme dokázať, že pre dané hodnoty M a T je m0 najmenší možný
index t.ž. ym0 = yl(m0)−1. Pre M = 0 a T = 1 priamym overením dostá-
vame, že najmenší možný index je m0 = 3. Pre nižšie indexy nie je splnená
podmienka 32 l(m0) ≤ m0 < 2l(m0).
Pre ostatné hodnoty M a T teraz predpokladajme, že m0 nie je najmenší
možný index. Nech mmin je najmenší možný index pre ktorý sú splnené
podmienky v bode (1), teda platí mmin ≤ m0. Aby mmin− (l(mmin)− 1) bol
násobok T , tak mmin musí byť tvaru

mmin = l(mmin) + T · a− 1 ,

kde a ≥ 1 a T · a ≤ l(mmin). Aby mohlo platiť ymmin = yl(mmin)−1, tak
musí byť l(mmin)− 1 ≥ M a teda l(mmin) ≥ 2dlog (M+1)e. Pretože však mmin
je minimálny index, tak musí platiť l(mmin) = 2dlog (M+1)e. Ak však platí
M + 1 < T , tak musí byť l(mmin) = 2dlog T e (rovnosť máme opäť kvôli mini-
malitemmin), inak by sme dostali 2dlog (M+1)e = l(mmin) ≤ T ·a a teda l(mmin)
by nebola najväčšia možná mocnina 2 menšia než mmin. Výsledkom týchto
pozorovaní je, že l(mmin) = 2dlogmax (M+1,T )e. Rozoberieme preto nasledujúce
prípady.
Predpokladajme najprv, že M + 1 ≥ T . Z predchádzajúcich úvah máme
mmin = 2dlog (M+1)e + T · a − 1. Ak l(M) < T , tak vo vyjadrení m0 máme⌈

l(M)+1
T

⌉
= 1 a pretože a ≥ 1, tak m0 = mmin a m0 je teda najmenší možný

index (v bode (1) sme dokázali, že m0 splní požadované nerovnosti). Ak
l(M) ≥ T , tak musí platiť 32 l(mmin) ≤ mmin, čo je ekvivalentné s tým, že
musí platiť 2dlog (M+1)e−1 ≤ T · a − 1. Pretože platí 2dlog (M+1)e−1 = 2blogMc,
tak máme l(M) ≤ T · a − 1 a teda a ≥ l(M)+1

T
. Pretože mmin je najmenší

možný index, tak a =
⌈

l(M)+1
T

⌉
. Vidíme teda opäť, že platí m0 = mmin.

Ak M + 1 < T , tak máme mmin = 2dlog T e + T · a − 1. Ak l(M) < T , tak

vo vyjadrení m0 máme
⌈

l(M)+1
T

⌉
= 1 a pretože a ≥ 1, tak m0 = mmin a m0 je

teda najmenší možný index (v bode (1) sme dokázali, žem0 splní požadované
nerovnosti). Prípad l(M) ≥ T nemôže nastať, pretože M + 1 < T a teda
l(M) ≤ l(M + 1) < T . Tým je dokázané aj druhé tvrdenie.

�

Ako môžeme použiť práve dokázané tvrdenie? V prvom rade vidíme, že pre m
medzi l(m) a 32 l(m) nemusíme robiť nič viac, než počítať hodnoty yk. V ostatných
prípadoch nám stačí pre každú hodnotu m počítať len jedno NSD. Nevýhodou
tohto postupu je, že prvé nájdené m, pre ktoré NSD > 1, pravdepodobne nebude
najmenšie. Aj tak je však tento postup asymptoticky rýchlejší ako algoritmus
navrhovaný pánmi Pollardom a Floydom.

4.4.3. Voľba náhodnej funkcie a inicializačnej hodnoty

V tejto kapitole si rozoberieme, ako najvhodnejšie voliť hodnoty x0 a polynóm
f tak, aby sme dostali čo najlepšie výsledky.
V doteraz popísaných poznatkoch voľba hodnoty x0 nemá veľký vplyv na prie-

beh algoritmu. Preto táto voľba nemá vplyv na efektivitu algoritmu, len na jeho
časovú zložitosť pri výpočtoch. Väčšinou sa za x0 volia malé hodnoty, napríklad
x0 = 2.
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Voľba polynómu f už hrá väčšiu kľúčovú rolu. Od polynómu f požadujeme,
aby sa dal ľahko počítať a tiež aby sa choval pseudonáhodne. Pseudonáhodné cho-
vanie funkcie je výhodné z pohľadu kolízií, ktoré vieme vďaka narodeninovému
paradoxu predvídať s istou pravdepodobnosťou. Funkcie, ktoré sa nechovajú pse-
udonáhodne, nedávajú tak dobré výsledky. Lineárne polynómy sa dajú ľahko
počítať, no nie sú pseudonáhodné. Kvadratické polynómy však v praxi vykazujú
pseudonáhodnosť a ukazuje sa, že práve tie je výhodné voliť za f . Najľahšie vy-
čísliteľné sú polynómy tvaru f(x) = x2 + c. Hodnotu c je výhodné voliť c = 1
alebo c = −1. Naopak, mali by sme sa vyvarovať voľbe c = 0 a c = −2, pretože
postupnosť iterácií yk by sa v určitých prípadoch stala triviálna.

4.4.4. Popis algoritmu

Na základe poznatkov z predchádzajúcich kapitol môžeme konečne popísať
schému Pollardovho ρ algoritmu. V algoritme je použitý polynóm f = x2 + 1.

Algoritmus 4.5 (Pollard ρ).
VSTUP: prirodzené číslo N
VÝSTUP: netriviálny faktor N (nie nutne prvočíselný)
1. [Inicializácia] Polož m := 1, l1 := 1, l2 := 2, x0 :=RANDOM, x := x0.
2. [Hľadanie faktoru] WHILE m < l2 DO

Spočítaj x := x2 + 1 mod N .
Spočítaj g := NSD(x− x0, N).
IF g > 1 THEN
IF g < N THEN RETURN g
ELSE RETURN ”Algoritmus zlyhal”.

Polož m := m+ 1.
3. [Zmena hraníc l(m)] Polož x0 := x, l := l2, l2 := 2 · l2.
Spočítaj l1 := l2 − bl/2c.
WHILE m < l1 DO
Spočítaj x := x2 + 1 mod N .
Polož m := m+ 1.

Všimnime si, že algoritmus môže pri rozklade v kroku 2. zlyhať. Znamenalo
by to, že rozdiel indexov xm − (xl(m)−1) je rovný nejakému spoločnému násobku
všetkých faktorov čísla N . V tom prípade môžeme algoritmus zopakovať s iným
polynómom, napríklad x2 − 1 alebo x2 + 3. Voľba inej hodnoty x0 by problém
nevyriešila.

Tvrdenie 4.12. Algoritmus 4.5 funguje.

Dôkaz. Najprv si ozrejmíme význam premenných, ktoré v kroku 1. inicializu-
jeme. Premenná m symbolizuje index počítaného xm, l1 je dolná hranica pre m,
teda l1 = 3

2 l(m), l2 = 2l(m), x0 = xl(m)−1 a x je hodnota aktuálneho xm, teda
x = xm. Hodnotu x0 inicializujeme náhodným číslom alebo nejakým nami zvole-
ným číslom a v ďalšom kroku začneme počítať x1 a následne NSD(x1 − x0, N).
Pretože najprv počítame hodnotu funkcie pre prípad m = 1, nastavíme hranice
l1 = l(1) = 1 a l2 = l(2) = 2.
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V kroku 2. počítame xm pre všetky m splňujúce 32 l(m) ≤ m < 2l(m) a
pre každé xm spočítame NSD(xm − xl(m)−1, N). Ak 1 < NSD < N , tak sme našli
nejakého deliteľa N a algoritmus skončí. Ak NSD = N , tak sme natrafili na peri-
ódu, ktorá je násobkom všetkých deliteľov čísla N . Pretože každá ďalšia nájdená
perióda by bola väčšinou násobkom tejto periódy, nevyplatí sa pokračovať a al-
goritmus teda zlyhal. Ak NSD = 1, tak pokračujeme skúšaním ďalších m. Ak sme
vyskúšali všetky hodnoty m medzi 32 l(m) a 2l(m) a pre všetky je NSD = 1, tak
pokračujeme krokom 3.
V kroku 3. spočítame nové hranice l := l2 a l2 := 2l2 a uložíme si novú

hodnotu x0 = xl2−1. Pôvodná hodnota l2 sa teda stane dolnou hranicou pre m
(najväčšia možná mocnina 2 menšia alebo rovná nežm) a nová hodnota l2 je ďalšia
mocnina 2 (najmenšia možná mocnina 2 väčšia ako m). Pretože medzi l(m) a
3
2 l(m) nemusíme počítať NSD, tak spočítame l1 = l2−l = 2l(m)−l(m)/2 =

3
2 l(m)

a pre hodnoty m splňujúce l ≤ m < l1 spočítame len hodnoty xm. Pre zvyšné
hodnoty m t.ž. l1 ≤ m < l2 znovu opakujeme krok 2.
Pretože v algoritme skúšame počítať hodnotu NSD pre všetky hodnoty xm,

kde l(m) ≤ m < 2l(m), tak podľa Tvrdenia 4.11 určite nájdeme hodnotu m, pre
ktoré platí xm ≡ xl(m)−1 (mod N). �

V ďalšom texte si odvodíme priemernú časovú zložitosť Algoritmu 4.5. Toto
odvodenie je mierne zložitejšie a požaduje odvodenie pár odhadov, preto ho po-
necháme do ďalšej podkapitoly.

4.4.5. Zložitosť algoritmu

Ako sme už spomenuli, predpokladáme, že f je náhodné zobrazenie. Potrebu-
jeme totiž, aby sa hodnoty, ktoré môže xn nadobudnúť, nadobúdali s rovnakou
pravdepodobnosťou. V opačnom prípade by sme zložitosť algoritmu nevedeli od-
vodiť. Ako v predchádzajúcom texte, aj teraz predpokladajme, že p je nejaký
prvočíselný faktor čísla N . Aby sme dokázali spočítať potrebné odhady pre vý-
počet zložitosti, odvodíme si teraz zopár pomocných vzťahov.
Označme P (M,T ) pravdepodobnosť, že postupnosť hodnôt ym má predperi-

ódu M a periódu T . Potom hodnoty y0, . . . , yM+T−1 sú navzájom rôzne a platí
yM+T = yM . Preto dostávame

P (M,T ) =
1
p

∏
1≤k<M+T

(
1− k

p

)
.

Označme si teraz g(M,T ) funkciu závislú naM,T . Budeme chcieť spočítať asymp-
totické chovanie priemeru funkcie g(M,T ) cez všetky zobrazenia f , keď p→∞.
Chceme teda spočítať sumu

S =
∑
M,T

P (M,T )g(M,T ) .

Položme teraz M = µ
√
p a T = λ

√
p. Potom platí

ln(p · P (M,T )) =
∑

k<(λ+µ)
√

p

ln

(
1− k

p

)
=

∑
k<(λ+µ)

√
p

(
−k
p
+O

(
k2

p2

))

= −(λ+ µ)
2

2
+O

(
λ+ µ
√
p

)
+O

(
(λ+ µ)3
√
p

)
.



4.4. POLLARDOVA ρ METÓDA 35

Ak funkciu e umocníme na danú rovnosť a vydelíme p, dostávame

P (M,T ) =
1
p
· e

− (λ+µ)2

2 +O
(

λ+µ√
p

)
+O

(
(λ+µ)3√

p

)
.

Uvažujme teraz limitné chovanie pravej strany tejto rovnice. Jej integrovaním
podľa dM dT dostávame

1
p
· e−(λ+µ)2/2√pdµ√pdλ = e−(λ+µ)2/2 dµ dλ .

Preto aj hodnota S je asymptotická výrazu
∞∫
0

∞∫
0

g(µ
√
p, λ

√
p) · e−(λ+µ)2/2 dµ dλ . (4)

Tento odvodený vzťah teraz použijeme na dôkaz asymptotických odhadov
niektorých konkrétnych funkcií. Pretože všetky tieto dôkazy vyžadujú rozsiahle
počítame, popíšeme si len dôležité kroky a nezaujímavé výpočty preskočíme.

Odvodíme najprv odhad pre T
⌈

l(M)+1
T

⌉
. Všimnime si, že platí

T

⌈
l(M) + 1

T

⌉
= T

⌊
l(M)
T

⌋
+ T .

Najprv teda odvodíme odhady členov na pravej strane a ich súčtom dostaneme
odhad ľavej strany.

Lemma 4.13. Priemerná hodnota periódy T je asymptotická hodnote√
πp

8
.

Dôkaz. K dôkazu použijeme vzťah (4), ktorým spočítame asymptotické chovanie
funkcie g(M,T ) = T = λ

√
p. Spočítame teda integrál

√
p

∞∫
0

∞∫
0

λ · e−(µ+λ)2/2 dµ dλ .

Hodnota tohto integrálu je rovná polovici hodnoty integrálu

√
p

∞∫
0

∞∫
0

(µ+ λ) · e−(µ+λ)2/2 dµ dλ =
√
p

∞∫
0

∞∫
0

µ · e−(µ+λ)2/2 dµ dλ

+
√
p

∞∫
0

∞∫
0

λ · e−(µ+λ)2/2 dµ dλ ,

čo vidíme zo symetrie tohto integrálu. Tento integrál už vieme ľahko spočítať.
Platí

√
p

∞∫
0

∞∫
0

(µ+ λ) · e−(µ+λ)2/2 dµ dλ =
√
p

∞∫
0

∞∫
−λ2/2

−et dt dλ =

∞∫
0

e−λ2/2 dλ =

√
π

2
.

Preto priemerná hodnota T je rovná 12 ·
√

π
2 =

√
π
8 . �
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Lemma 4.14. Priemerná hodnota výrazu T
⌊

l(M)
T

⌋
je asymptotická hodnote(

ln π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
,

kde γ = 0.57721 . . . je Eulerova konštanta.

Dôkaz. Opäť vyjdeme zo vzťahu (4), pričom položíme g(M,T ) = T
⌊

l(M)
T

⌋
.

Označme si M = x
√
p a T = y

√
p. Potom dostávame

S =

∞∫
0

∞∫
0

y
√
p

⌊
2blog (x

√
p)c

y
√
p

⌋
e−

(x+y)2

2 dx dy .

Teraz interval, na ktorom integrujeme podľa premennej x, rozdelíme na časti,
na ktorých je dolná celá časť vo vyjadrení S konštantná. Označme si

n =

⌊
2blog (x

√
p)c

y
√
p

⌋
, (5)

kde n ∈ N. Pre dané y a n teda chceme nájsť interval hodnôt x tak, aby platila
rovnosť (5). Prepíšme si túto rovnosť pomocou nerovností

n ≤ 2
blog (x√p)c

y
√
p

< n+ 1

a po vydelení dostávame

ny
√
p ≤ 2blog (x

√
p)c < (n+ 1)y

√
p . (6)

Z prvej nerovnosti dostávame ny
√
p ≤ 2blog (x

√
p)c ≤ 2log (x

√
p) = x

√
p a preto platí

ny ≤ x. Z nerovnosti 2blog (x
√

p)c < (n + 1)y
√
p dostávame x

√
p < (n + 1)y

√
p,

pretože inak by táto nerovnosť nemusela byť zachovaná. Preto x < (n + 1)y.
Spojením oboch pozorovaní dostávame, že pre pevné y a n je splnená rovnosť (5)
práve vtedy, keď x je z intervalu ny ≤ x < (n + 1)y. Po dosadení do vyjadrenia
S potom dostaneme

S =
√
p

∞∫
0

y

 ∞∑
n=0

n

(n+1)y∫
ny

e−
(x+y)2

2 dx

 dy .
Môžeme si všimnúť, že platí

∑∞
n=0 n

∫ (n+1)y
ny

e−
(x+y)2

2 dx =
∑∞

n=0

∫∞
ny
e−

(x+y)2

2 dx, čo

môžeme nahliadnuť, ak si nakreslíme funkciu e−
(x+y)2

2 pre nejaké pevné y. Ak
potom pre každé n = 0, 1, . . . pripočítame do celkového súčtu n plôch pod touto
funkciu na intervale [ny, (n + 1)y), dostaneme rovnaký výsledok ako keby sme
pre každé n pripočítali do celkového súčtu plochu pod touto funkciou na intervale
[ny,∞). Tiež si môžeme všimnúť, že prípad n = 0 nemusíme uvažovať, pretože
integrál

∫
e−

(x+y)2

2 je konečný a jeho súčin s n = 0 je preto rovný 0. Preto platí

S =
√
p

∞∑
n=1

∞∫
0

y

∞∫
ny

e−
(x+y)2

2 dx dy .
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Toto vyjadrenie ešte upravíme nasledovne. Zo vzťahu (6) zlogaritmovaním do-
stávame, že log (ny

√
p) ≤ blog (x√p)c < log ((n+ 1)y√p). Odčítaním dostávame

0 ≤ blog (x√p)c − log (ny√p) < log ((n+ 1)y√p) − log (ny√p) = log n+1
n

≤
log 2 = 1 a preto platí dlog (ny√p)e = blog (x√p)c. Použime teraz za premennú x
substitúciu t = x+y. Musíme ešte prepočítať medze pre integrovanie. Ak x = ny,
tak t = (n+ 1)y, ak x =∞, tak t =∞. Preto platí

S =
√
p

∞∑
n=1

∞∫
0

yF ((n+ 1)y) dy ,

kde F (y) =
∫∞

y
e−

t2

2 dt. Dosaďme teraz za n vyjadrenie (5), pričom za exponent 2

použijeme dlog (ny√p)e. Potom platí (n+1)y = 2dlog (ny
√

p)e+y
√

p

y
√

p
·y = 2dlog (ny

√
p)e

√
p
+y.

Preto dostávame

S =
√
p

∞∑
n=1

∞∫
0

yF

(
2dlog (ny

√
p)e

√
p

+ y

)
dy .

Nahraďme teraz dlog (ny√p)e výrazom log (ny√p)+ u, kde u je rovnomerne roz-
delená premenná medzi 0 a 1. Potom platí

S ∼ √
p

∞∑
n=1

1∫
0

du

∞∫
0

yF (2uny + y) dy .

Použitím metódy per partes a rozvojom mocninných rád dostávame

S ∼
√
πp

8
· G(1)−G(1/2)

ln 2
,

kde

G(x) =
∞∑

k=2

(−1)k k − 1
k

ζ(k)xk

a ζ(k) je Riemannova zeta funkcia. Všimnime si podobnosť vyjadrenia funkcie
G(x) s Taylorovým rozvojom logaritmu funkcie gama2 blízko bodu x = 1. Pretože
ln(Γ(1+ x)) = −γx+

∑∞
k=2

(−1)kζ(k)
k

xk a ψ(1+ x) = Γ′(1+x)
Γ(1+x) =

d
dx(ln(Γ(1+ x))) =

−γ +
∑∞

k=2(−1)kζ(k)xk−1, dostávame

G(x) = x
Γ′(1 + x)
Γ(1 + x)

− ln(Γ(1 + x)) .

Na úpravu výrazu hodnoty S teraz použijeme vlastnosti gama funkcie. Úpra-
vami dostávame, že G(1) = 1 · Γ

′(2)
Γ(2) − ln(Γ(2)) =

1−γ
1 − ln 1 = 1 − γ a G(1/2) =

1
2 ·
Γ′(1+1/2)
Γ(1+1/2) − ln(Γ(1+ 1/2)) =

1
2 ·

√
π(1−ln 2−γ/2)√

π/2 − ln(
√
π/2) = 1− γ/2− 1/2 · ln π,

kde γ = 0.57721 . . . je Eulerova konštanta. Po dosadení teda dostávame

S ∼
√
πp

8
· 1− γ − (1− γ/2− 1/2 · ln π)

ln 2
=

√
πp

8
· ln π − γ

2 ln 2
.

�

2Základné vlastnosti gama funkcie sú popísané v Kapitole 2.9.
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Lemma 4.15. Priemerná hodnota výrazu 2dlogmax (M+1,T )e je asymptotická hod-
note

3
2 ln 2

√
πp

8
.

Dôkaz. Dôkaz prebehne podobným spôsobom ako predchádzajúci dôkaz, pričom
sa opäť použije trik s premennou u. �

Tvrdenie 4.16. Priemerný počet výpočtov funkcie f v Algoritme 4.5 je asymp-
totický hodnote

FE =

(
3 + ln 4π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
≈ 3.1225√p

a počet výpočtov hodnoty NSD je asymptotický hodnote

MM =

(
ln 4π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
≈ 0.8832√p .

Dôkaz. V Tvrdení 4.11 sme dokázali vzťah pre najmenšiu hodnotum0, pre ktorú
platí ym0 = yl(m0)−1. Hodnota m0 zároveň vyjadruje koľkokrát (až na nejaký
násobok) budeme musieť vyčísliť funkciu f , kým takú hodnotu m0 nájdeme.
Predchádzajúce lemmy nám dávajú odhady na hodnoty členov vo vyjadrení m0.
Podľa Tvrdenia 4.11 teda platí

m0 = 2
dlogmax (M+1,T )e + T

⌈
l(M) + 1

T

⌉
− 1 .

Ak si označíme FE asymptotický priemerný počet výpočtov, tak platí

FE =
3
2 ln 2

√
πp

8
+

√
πp

8
+

(
ln π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
=

(
3 + ln 4π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
.

Označme si ďalej MM priemerný počet výpočtov NSD. Hodnotu NSD po-
čítame podľa Tvrdenia 4.11 pre m t.ž. 32 l(m) ≤ m < 2l(m). Označme teraz
l(m) = 2n a podmienku prepíšme nasledovne

2n + 2n−1 ≤ m < 2n+1 .

Pre danú hodnotu l(m) teda NSD počítame (2n+1 − (2n + 2n−1))-krát. Nech m0
je naša nájdená hodnota indexu t.ž. xm0 ≡ x(l(m0)−1) (mod N) a označme si
l(m0) = 2n0 . Označme si ďalejM maximálny počet výpočtov NSD, kým nájdeme
m0. Potom platí

M =

(
n0−1∑
n=1

2n+1 − (2n + 2n−1)

)
+m0 − (2n0 + 2n0−1)

= −(20 + 2 · 21 + 22 + 23 + . . .+ 2n0−2 + 2n0−1) +m0
= −(20 + 2 · 22 + 23 + . . .+ 2n0−2 + 2n0−1) +m0 = . . . = m0 − 2n0 − 1

Dostávame teda, že M = m0− (l(m0) + 1). Hodnota MM je preto asymptotická

hodnote T
⌈

l(M)+1
T

⌉
= m0 − (l(m0)− 1), z čoho dostávame

MM =

√
πp

8
+

(
ln π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
=

(
ln 4π − γ

2 ln 2

)√
πp

8
.

�
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S použitím práve dokázaného tvrdenia už môžeme odvodiť časovú zložitosť
Pollardovho ρ algoritmu v priemernom prípade.

Tvrdenie 4.17. Časová zložitosť Algoritmu 4.5 (Pollard ρ) v priemernom prí-
pade je O (N1/4 log2N) operácií s ciframi.

Dôkaz. V kroku 1. prebehne len inicializácia, preto je tento krok asymptoticky
zanedbateľný.
Kroky 2. a 3. sa zopakujú maximálne m0-krát, co je podľa Tvrdenia 4.16

asymptotické hodnote
√
p. Týchto m0-krát sa v kroku 2. a 3. počíta hodnota

funkcie modulo N , čo za predpokladu, že funkcia je polynóm tvaru x2 + c má
zložitosťO (log2(N)). V kroku 3. sa ešte maximálnem0-krát počíta nová hodnota
l1 a l2, oba výpočty prebehnú v čase O (logN).
V kroku 2. sa podľa Tvrdenia 4.16 počíta asymptoticky

√
p -krát hodnota

NSD, ktorá sa počíta z čísel veľkosti maximálne N . Preto výpočet NSD má zlo-
žitosť log2N .
Nakoniec, pretože perióda T záleží na veľkosti najmenšieho faktoru p čísla N

a určite platí p ≤
√
N , tak

√
p ≤ N1/4. Preto zložitosť Algoritmu 4.5 je

m0 · (log2N + 2 logN) +
√
p · log2N = N1/4 log2N .

Tým je dôkaz zložitosti hotový. �



5
Porovnanie algoritmov

5.1. Implementácia

V Kapitole 4 sme uviedli teoretické popisy niektorých algoritmov na faktori-
záciu celých čísel. Tieto popisy sme sa snažili napísať tak, aby boli čo najprehľad-
nejšie a čo najjednoduchšie na pochopenie. Pri praktickej implementácii je však
výhodné algoritmy ešte upraviť. Tieto úpravy síce málokedy znížia asymptotickú
časovú zložitosť, môžu však výrazne urýchliť skutočný čas výpočtu algoritmu.
Praktická implementácia algoritmov sa od teoretického popisu líši hlavne

v tom, že v teoretickom popise si môžeme dovoliť mnoho vecí v rámci asymptotic-
kého odhadu zložitosti zanedbať. Pri implementácii algoritmov to však už možné
nie je. Na rýchlosť výpočtu naprogramovaných algoritmov má vplyv vo veľkej
miere počet duplicitne vykonaných operácií. Tu je vidieť rozdiel oproti teoretic-
kému popisu, kde sa tento počet duplicitných operácií stráca v asymptotickom
odhade. Napríklad v prípade pokusného delenia sme uviedli algoritmus pre hľa-
danie faktoru. Keďže ho však budeme používať na faktorizáciu čísel, bolo by zby-
točné, aby sme po nájdení faktoru príslušnú nezfaktorizovanú časť skúšali znovu
deliť prvočíslami od 2. Výhodnejšie je zapamätať si posledné skúšané prvočíslo a
pokračovať potom od neho.
Na rýchlosť implementácií algoritmov má vplyv aj voľba parametrov. V prí-

pade pokusného delenia alebo Lehmanovej metódy nemáme možnosť pomocou
parametrov ovplyvniť rýchlosť výpočtu. To už neplatí o Pollardovej p− 1 a Pol-
lardovej ρ metóde. Napríklad v prípade Pollardovej p−1 metódy môžeme výpočet
výrazne ovplyvniť voľbou hodnoty B. Pre veľmi veľké čísla v rádoch desiatok ci-
fier je odporúčané voliť B okolo 106. V prípade malých čísel (povedzme okolo
107) však je výhodnejšie voliť hodnotu B okolo 102, pretože väčšina týchto čísel
bude mať malé faktory, ktoré budú B-mocninovo hladké. Nízku hodnotu B však
môžeme voliť aj pre veľmi veľké čísla, pretože hodnotu aB! mod N pre malé B
spočítame rýchlo a budeme tak schopní odstrániť malé faktory. Ešte viac by sme
mohli ovplyvniť výpočet, ak by sme mali nejaký odhad na prvočíselný rozklad
faktorizovaného čísla.
Medzi ďalšie implementačné vylepšenia môžeme zaradiť nasledujúce. Ak v Pol-

lardovej p−1 metóde poznáme prvočísla menšie ako B, nemusíme počítať hodnotu
aB!, ale len hodnotu aNSN(1,...,B). Tiež po zvýšení hranice B nemusíme nanovo po-
čítať aB! mod N , výhodnejšie je zapamätať si hodnotu aB0! pre pôvodnú hranicu
B0 a novú hodnotu aB! dopočítať umocnením na zvyšné čísla medzi B0 a B. V prí-
pade Pollardovej p−1 a Pollardovej ρ metódy by sme nemuseli zakaždým počítať
NSD, stačí ho počítať ho len raz po každých n krokoch (napríklad n = 20). Ak
by bolo pre všetkých n krokov NSD = 1, tak aj ich súčin je rovný 1. Sú možné
aj ďalšie úpravy, ktoré však už nebudeme popisovať.

40
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5.2. Popis testov

Najprv sme sa zamerali na voľbu parametru B vo First Stage Pollardovej p−1
metódy. Voľba tohto parametru môže výrazne urýchliť beh Pollardovho p− 1 al-
goritmu. My sme sa snažili zistiť, od akej veľkosti čísel je vhodné voliť testované
hodnoty B. Vyskúšali sme niekoľko hodnôt B a následne sme na rovnakých po-
kusných dátach merali čas potrebný k zfaktorizovaniu týchto dát. Na meranie
časov faktorizácie sme použili nasledujúce testy.

1.) TestB 1: Náhodné čísla - Pollardovu p−1 metódu sme testovali na dátach,
ktoré boli generované ako v Teste 1 popísanom ďalej v texte

2.) TestB 2: Čísla zložené z dvoch veľkých prvočísel - Pollardovu p− 1
metódu sme testovali na dátach, ktoré boli generované ako v Teste 2 popí-
sanom ďalej v texte

Namerané časy sme potom zaznačili do grafu a následne sme sa snažili odvodiť
optimálnu voľbu parametru B.
Každý z popisovaných algoritmov je založený na nejakom inom teoretickom

princípe. Práve od tohoto princípu potom záleží, v akých situáciách budú jednot-
livé algoritmy na faktorizáciu čísel efektívne. Zo znalosti týchto princípov sme sa
snažili vytvoriť testy, na ktorých by sa ukázala sila jednotlivých algoritmov a my
by sme ich mohli navzájom porovnať. Algoritmy sme testovali na nasledujúcich
testoch:

1.) Test 1: Náhodné čísla - algoritmy testujeme na náhodných zložených
číslach požadovanej veľkosti, tento test by nemal preferovať žiadny z algo-
ritmov, pretože medzi vygenerovanými číslami sa budú nachádzať čísla ako
s veľkými, tak i malými prvočíslami v rozklade

2.) Test 2: Čísla zložené z dvoch veľkých prvočísel - algoritmy testujeme
na náhodných zložených číslach, ktoré sú zložené z 2 prvočísel približne
rovnakej veľkosti čo do počtu cifier, na tomto teste by sa mala ukázať hlavne
sila Pollardovej p− 1 metódy, naopak pokusné delenie by malo byť výrazne
pomalšie

3.) Test 3: Čísla obsahujúce veľké i malé prvočísla - algoritmy testu-
jeme na náhodných číslach, ktoré sú zložené z práve dvoch prvočísel veľkosti
približne tretej odmocniny faktorizovaného čísla a príslušným počtom ma-
lých prvočísel, na tomto teste by mali silu ukázať hlavne algoritmy, ktoré sú
schopné poradiť si so stredne veľkými faktormi, efektivita sa bude pravde-
podobne deliť medzi všetky popisované algoritmy okrem pokusného delenia

Na popísané testy sme použili nasledujúcu metodiku testovania. Čas výpočtu
algoritmu závisí na vstupe a preto sa môžu namerané časy výpočtu pre daný vstup
medzi sebou výrazne líšiť. Aby sme minimalizovali tieto rozdiely, vygenerovali sme
pre požadovaný typ n-ciferného vstupu viacero náhodných n-ciferných vzorkov
(typicky 15 až 30). Výsledný priemerný čas rozkladu daného typu n-ciferného čísla
testovaným algoritmom bol potom daný aritmetickým priemerom z nameraných
časov. Samozrejme, v danom teste boli všetky algoritmy testované na rovnakých
pokusných dátach.
Namerané časy sme potom zakreslili do grafu a odvodili sme z nich závery.

Grafy s výsledkami testov je možné nájsť v prílohe.
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5.3. Porovnanie výsledkov testov

Algoritmy boli naprogramované v jazyku C++. Na reprezentáciu veľkých čí-
sel bola použitá knižnica GMP (http://gmplib.org/). Táto knižnica má už
naprogramované aj mnohé rýchle algoritmy na počítanie s číslami. Testy boli
vykonané na notebooku s procesorom AMD Athlon64 3000+ (@1800MHz) a pa-
mäťou 512 MB DDR.
Najprv vyhodnotíme výsledky testovania optimálnej voľby parametruB v Pol-

lardovej p − 1 metóde a potom vyhodnotíme výsledky testov jednotlivých algo-
ritmov.

5.3.1. TestB 1: Náhodné čísla

Pollardov p − 1 algoritmus sme testovali s rôznymi hodnotami parametru B
a to B = 10, B = 100 a B = 1000. Použitý test bol Test 1, generovali sme
teda náhodné zložené čísla s požadovaným počtom cifier, avšak bez požiadaviek
na veľkosť ich faktorov. Namerané priemerné časy sú zakreslené v grafe 1.
Z grafu vidíme, že hodnota B = 10 sa vyplatí pre čísla do veľkosti 5 cifier,

potom sa už vyplatí spustiť algoritmus s inou hodnotou B. Voľba parametru
B = 100 vykazuje dobré časy približne do 16 až 17-ciferných čísel, potom však
už časy potrebné na zfaktorizovanie čísla začínajú byť vysoké (nad 20 sekúnd).
Nakoniec voľba B = 1000 dosahuje časy faktorizácie pod 20 sekúnd do približne
21 až 22 ciferných čísel. Potom by sa už vyplatilo voliť väčšiu hodnotu B.
Z tohto testu je vidieť, že voľba B = 106, ako je odporúčané v teoretickom

popise algoritmu, sa vyplatí až na veľmi veľké čísla v rádoch desiatok cifier.

5.3.2. TestB 2: Čísla zložené z dvoch veľkých prvočísel

V tomto teste sme Pollardov p − 1 algoritmus testovali opäť s hodnotami
parametru B = 10, B = 100 a B = 1000. Použili sme však Test 2, generovali sme
teda zložené čísla, ktoré vo svojom rozklade obsahovali práve 2 prvočísla približne
rovnakej veľkosti (a žiadne iné). Namerané priemerné časy vyjadruje graf 2.
Z grafu vidíme, že hodnota B = 10 sa vyplatí pre maximálne 6 až 7-ciferné

čísla. Hodnota parametru B = 100 sa vyplatí pre čísla do veľkosti približne 11
cifier. Potom je už výhodnejšie voliť hodnotu parametru B väčšiu. Od približne
16-ciferných čísel by už pravdepodobne bolo výhodnejšie voliť hodnotu parametru
B väčšiu ako 1000.
Z grafu vidíme, že aj keď zvolíme optimálnu hodnotu B, čas potrebný na fak-

torizáciu čísla sa stále zväčšuje. Je to hlavne tým, že neustále počítame čoraz
väčšiu hodnotu aB! mod N , ale aj tým, že ostatné operácie (napríklad výpočet
NSD) zaberú kvôli veľkému N viac času.

5.3.3. Test 1: Náhodné čísla

Algoritmy sme testovali na náhodných číslach bez špeciálnych požiadaviek
na prvočíselný rozklad faktorizovaného čísla. Namerané priemerné časy vzhľadom
k počtu cifier faktorizovaného čísla vyjadruje graf 3.
Z grafu vidíme, že rýchlosť algoritmov je približne do 6-ciferných čísel po-

dobná. Od približne 10-ciferných čísel sa pokusné delenie stáva oproti ostatným
algoritmom pomalé. Lehmanova metóda a Pollardova ρ metóda sa začínajú vý-
razne líšiť približne od testovaných čísel veľkosti 13 až 14 cifier. Naopak Pollardova
p− 1 metóda zostáva rýchla aj pre väčšie čísla.
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Skákajúci priebeh časov Pollardovho p−1 a Pollardovho ρ algoritmu je spôso-
bený tým, že tieto algoritmy sú ovplyvnené charakterom faktorov faktorizovaného
čísla. Pokusné delenie a Lehmanova metóda sú ovplyvnené len veľkosťou faktorov,
preto majú ich grafy pokojnejší priebeh.
Môžeme si všimnúť, že v tomto všeobecnom prípade sú grafy efektivity al-

goritmov zoradené podľa ich teoretickej časovej zložitosti, t.j. pokusné delenie
je efektívne len pre malé čísla, naopak Pollardova p − 1 metóda je efektívna aj
pre väčšie čísla.

5.3.4. Test 2: Čísla zložené z dvoch veľkých prvočísel

Tento test bol zameraný na náhodné čísla, ktoré sú zložené z dvoch približne
rovnako veľkých prvočísel. Podobné zložené čísla sa používajú aj v šifrovacích
algoritmoch založených na RSA. Namerané priemerné časy vzhľadom k počtu
cifier faktorizovaného čísla vyjadruje graf 4.
Z grafu vidíme, že rýchlosť algoritmov je približne do 6-ciferných čísel po-

dobná. Pre väčšie čísla je však už pokusné delenie a Pollardova ρ metóda oproti
iným algoritmom pomalé. Je to spôsobené tým, že o ich rýchlosti rozhoduje práve
veľkosť najmenšieho faktoru.
Naopak v tomto teste je veľmi rýchly Pollardov p − 1 algoritmus, o ktorého

rýchlosti rozhoduje veľkosť faktorov len nepriamo. Celkom rýchly je aj Lehmanov
algoritmus. Jeho výhoda spočíva v tom, že po vydelení faktorizovaného čísla
prvočíslami po danú hranicu už isto vie, že rozklad obsahuje práve 2 prvočísla a
dokáže ich potom hľadať. Pretože však v prvej fáze využíva pokusné delenie, tak
pri zvyšovaní počtu cifier faktorizovaného čísla je pomalší ako Pollardova p − 1
metóda.

5.3.5. Test 3: Čísla obsahujúce veľké i malé prvočísla

Posledný test bol zameraný na náhodné čísla, ktoré vo svojom rozklade ob-
sahujú 2 prvočísla veľkosti približne tretej odmocniny z faktorizovaného čísla a
zvyšné prvočísla z rozkladu sú malé. Tento test má ukázať, ako si algoritmy, ktoré
vynikajú vo faktorizovaní veľkých čísel, poradia s faktorizovaným číslom, ak ob-
sahuje aj malé faktory. Podobne pre algoritmy, ktoré vynikajú vo faktorizovaní
malých čísel. Namerané priemerné časy vzhľadom k počtu cifier faktorizovaného
čísla vyjadruje graf 5.
Z grafu vidíme, že približne do 5-ciferných čísel sú časy algoritmov podobné.

Od približne 8-ciferných čísel začína byť pokusné delenie oproti iným algoritmom
pomalé. Časy faktorizácie Lehmanovho algoritmu sú približne rovnaké s časmi
Pollardovho ρ algoritmu. Pretože dve veľké prvočísla v rozklade faktorizovaného
čísla nie sú príliš velké vzhľadom na počet cifier faktorizovaného čísla, dokáže ich
Pollardov ρ algoritmus relatívne rýchlo nájsť. Obidva algoritmy však začínajú
byť približne od 10-ciferných čísel pomalšie ako Pollardov p− 1 algoritmus.
Z nameraných časov Pollardovho p − 1 algoritmu je vidieť, že svoju rýchlosť

pri faktorizovaní čísel s veľkými faktormi si zachová aj vtedy, keď faktorizované
číslo obsahuje aj malé faktory. Opäť si však môžeme všimnúť skákajúci priebeh
Pollardovho p− 1 a Pollardovho ρ algoritmu. Tento skákavý priebeh nameraných
časov je spôsobený rôznym pomerom malých a veľkých prvočísel v rozklade.



6
Záver

V súčasnej dobe neexistuje polynomiálny algoritmus na faktorizáciu čísel, preto
nie sme schopní v ”rozumnom” čase rozkladať veľmi veľké čísla. Práve na tomto
fakte sú založené mnohé moderné kryptografické systémy. Aj tak je však dôležité
vhodne voliť parametre pre tieto systémy, pretože niektoré algoritmy sú schopné
čísla určitého tvaru rozkladať relatívne rýchlo.
V tejto práci sme študovali niektoré klasické algoritmy na faktorizáciu čísel.

Pokusné delenie so zložitosťou nájdenia faktoru O (N1/2+ε) je v súčasnej dobe
príliš pomalé. Lehmanova metóda využíva vo svojej prvej fáze pokusné delenie.
Práve preto sa môže vyplatiť na faktorizáciu čísel, ktoré môžu obsahovať okrem
malých prvočísel aj väčší faktor. Jej zložitosť nájdenia faktoru je O (N1/3+ε). Pol-
lardova p− 1 metóda je určená prevažne na faktorizáciu čísel s veľkými faktormi,
k čomu ju predurčuje to, že jej zložitosť nájdenia faktoru závisí od veľkosti fak-
toru len nepriamo. Pomocou tejto metódy by sme v prípade neopatrnej voľby
parametrov niektorých kryptografických systémov boli schopní prelomiť tento
systém v ”rozumne” krátkej dobe. Jej zložitosť nájdenia faktoru je O (N1/4+ε).
Pollardova ρ metóda je zo svojej podstaty predurčená k faktorizácii čísel, ktoré
obsahujú malé a stredne veľké faktory, pretože o jej zložitosti nájdenia faktoru,
ktorá je O (N1/4+ε), rozhoduje veľkosť najmenšieho faktoru.
Prínosom tejto práce je to, že čitateľovi pomôže zorientovať sa v problema-

tike faktorizácie celých čísel. Na základe popísaných princípov je čitateľ schopný
ľahšie pochopiť nielen niektoré ďalšie klasické metódy faktorizácie čísel, ale aj
niektoré moderné metódy, ktoré z tých klasických čerpajú (napríklad metóda
eliptických kriviek, ktorá vychádza z Pollardovej p − 1 metódy). Z praktických
testov má navyše možnosť vytvoriť si obraz o rýchlosti faktorizácie týchto algo-
ritmov na pokusných dátach.
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Prı́lohy

Graf 1: TestB 1: Voľba parametru B v Pollardovej p− 1 metóde (Test náhod-
ných zložených čísel.)

Graf 2: TestB 2: Voľba parametru B v Pollardovej p − 1 metóde (Test čísel
zložených z dvoch rovnako veľkých prvočísel.)
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Graf 3: Test 1: Test náhodných zložených čísel.

Graf 4: Test 2: Test čísel zložených z dvoch rovnako veľkých prvočísel.
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Graf 5: Test 3: Test čísel, ktoré vo svojom rozklade obsahujú 2 prvočísla veľ-
kosti približne tretej odmocniny faktorizovaného čísla a zvyšné prvočísla z rozkladu
sú malé.
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