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Uvod

Tato préace je vénovand studiu autonomnich linearnich systému v roviné.
Seznament se s linedrnimi soustavami je zakladnim ptedpokladem pro studi-
um nelinedrnich pripadu, protoze v celé radé situaci lze k vySetfovani ne-
linearnich systému vyuzit znalosti linearnich soustav.

V této préaci studujeme linearni systémy z hlediska jejich kvalitativnich
vlastnosti. Zasadni vliv na jejich chovéni pfitom maji vlastni ¢isla matice
soustavy. Nejprve se zabyvame zjednodusenymi linearnimi modely v tzv.
kanonickém tvaru, pro které snadno nalézame fundamentalni matici feSeni.
Chovani obecnéjsich systému pak odvozujeme od téch kanonickych.

Hlavni ¢ast prace je vénovana klasifikaci linearnich systému. Zabyvame
se otazkou jaké podminky kldst na ekvivalenci dvou systému. Prirozené
pozadavky néas pak vedou k definovani pojmu topologické ekvivalence a roz-
déleni systému do nékolika t¥id. U hyperbolickych a nehyperbolickych sous-
tav, tvoricich dvé hlavni tiidy, je diskutovana otazka jejich citlivosti vuci
malému poruseni.

Teoretické vysledky jsou v zavéru prace ilustrovany na prikladech. Pro na-
zornost jsem pak text doplnila fadou obrézku fazovych portréti.



Kapitola 1

Linearni systémy v roviné

1.1 Zakladni pojmy
Uvazujme soustavu dvou linearnich diferencidlnich rovnic tvaru
ijl i Zuxl + a12%2 (1.1)
9 = Q2171 + a2,
kde a;; € R, i € {1,2}, j € {1,2}.

Pro zjednoduseni budeme tento systém psat v maticovém tvaru

' = Az, (1.2)

ailz  aig
A= )

ag1 A2

Necht z(t) je feseni soustavy (1.2) spliujici po¢atecni podminku z(0) = z°.

Definujme z(t) = o(t,2°), t € R. Operator t € R, 2° € R? — ¢(t,2%) se
nazyva tok vektorového pole.

Vyslovme nejprve nékolik zakladnich definic.

Definice 1.1 Bod Z € R? nazyvame staciondrnim bodem systému x’' = Axz,
jestlize Ax = 0.



Definice 1.2 Rekneme, Ze feseni x'(t) a x*(t) rovnice (1.2) jsou linedrné
nezavisla, jestlize pro kazdé t € R plati implikace:

crt(t) + A?(t) =0=c' =0, > =0.

Definice 1.3 Matici X(t) = (2'(t)|2%(t)) typu 2x2, jejiz sloupce x'(t)
a x%(t) tvori feseni rovnice (1.2) nazyvdme matici feseni. Pokud navic
pro kazdé t € R plati detX(t) # 0, nazyvame matici X (t) fundamentdlni
matici feseni rovnice (1.2).

Poznamka 1.4 Tedy X (t) = (z'(t)|z*(t)) je fundamentdlni matici prdve
tehdy, kdyz x'(t) a 2*(t) jsou linedrné nezdvisld resent rovnice (1.2).

Ve skutecnosti nam staci oveérit nenulovost determinantu jen v jednom
bodé, o cemz hovori nasledujici lemma.

Lemma 1.5 Jestlize matice feseni X (t) = (x'(t)|2%(t)) rovnice (1.2) spliiuje
detX (0) # 0, pak je detX(t) # 0 pro kazdé t € R.

Dikaz: Pocateéni podminka z(0) = 0 odpovida trividlnimu feseni soustavy
(1.2): ¢(t,0) := 0. Necht existuji ¢y, co, s € R tak, ze c;z'(s) + caz?(s) = 0.
Protoze c1x'(t + s) + cz?(t + s) je také feSenim systému (1.2) a v bodé
t = 0 je rovno 0, plati: ¢(¢,0) = c;z(t + 8) + cox?(t + s) pro kazdé t € R.
Pro t = —s je c;2'(0) + cu2*(0) = 0, a tedy z linedrn{ nezavislosti z'(0)
a x2(0) dostavame ¢; = ¢y = 0. O

1.2 Maticova fce ¢4

Pri studiu chovani feseni linearnich autonomnich systému se vyuziva expo-
nencialni maticové funkce definované takto:

Definice 1.6 Maticovou funkci et definujeme piedpisem
o0 1
= — A (1.3)

n!
n=0

kde A je konstantni matice typu 2x2 at € R.



Z odhadu
—+o00 1 400 1 N
E . aAntn < E . m||A||n|t|n = eI

dostdvame absolutn{ konvergenci fady (1.3) na R. Navic fada Y20 4 (4 An¢m)
konverguje lokédlné stejnomérné na R, a tedy z véty o derivaci fady plyne,

ze fadu (1.3) muzeme na R derivovat ¢len po ¢lenu, tj.

d
% etA = AetA .

Protoze ziejmé e’ = I, z uvedenych fakti a lemmatu 1.5 dostdvame, ze !
je fundamentdlni matice soustavy (1.2).
Zformulujme dalsf uziteéné vlastnosti e*4.
Lemma 1.7 Bud t,s € R a €' z definice 1.6. Pak plati:
(1) e(tJrs)A — 6tAesA

0 A

(11) (etA)—l — €_tA7

(iii) Je-li AB = BA, pak Be'* = ¢4 B,

(iv) Je-li AB = BA, pak etA+5) = ¢t4etB,
Ditkaz: (i) Ziejmé pro kazdé pevné s € R je g(t) := ete’? také fun-

damentalni matice soustavy (1.1). Ukazme, Ze to samé plati i pro e(+=)4,
Ozna¢me u(t) := et a v(t) := u(t + s). Potom

V(t) = u(t+ s) = Au(t + s) = Av(t).
Protoze plati g(0) = v(0), z véty o jednoznacnosti feseni linearnich soustav
dostavame tvrzeni.
(i) Plyne z (i) dosazenim s := —t.
(iii) Oznacme ®(t) = Be!! a U(t) = €4 B. Pak
d'(t) = BAe" = ABe' = AD(1),
U'(t) = Ae" B = AT(t),
tedy ®(t) 1 WU(t) tesi soustavu 2’ = Az. Dale ®(0) = ¥(0). Z véty o jed-
noznacnosti feseni linedrnich systému pak dostavame tvrzeni.
(iv) Oznacme ®(t) = e A+5) a4 W(t) = e, Podobné jako v (iii) je

d'(t) = (A+ B)e'™B) = (A + B)D(1),
U (t) = Ae'e™® + e Be'? = (A + B)e' Be'® = (A + B)¥(t).
Opét ®(0) = ¥(0), a tedy stejné jako ve (iii) dostdvame tvrzeni. OJ



Kapitola 2

Klasifikace linearnich systému
VvV rovineé

V této kapitole bude nasim cilem charakterizovat ruznd chovani naseho
dvourozmérného linedrniho systému. Ukazeme jak pro libovolnou konstantni
matici A najit fundamentalni matici feseni (1.1). Uvidime, ze Fesen{ je urceno
pouze vlastnimi ¢isly matice A a ze pro nas bude vyhodné misto obecné
matice A uvazovat matici v Jordanové kanonickém tvaru. Charakter feseni
totiz v tomto ptipadé bude pruhlednéjsi. Koneéné zavedeme pojem kvali-
tativni ekvivalence linearnich systému, ktery nam rozdéli linedrni systémy
do nékolika t¥id, z nichz kazda bude mit néjaky svuj specificky rys.

2.1 Kanonické linearni systémy

Podivejme se nyni na chovéani linearnich systému s maticemi specialniho

fvaru:
A = (Aol AOQ ) (2.1)
A - (3 i) (2.2)
A = (_O‘ﬁ g) (2.3)

kde A1, Ao, A, o, B # 0 jsou redlna cisla.



Definice 2.1 Linedrni systém ' = Ax s matici tvaru (2.1), (2.2) nebo (2.3)
nazyvame kanonickym linearnim systémem nebo také systémem v Jordanové
normalnim tvaru.

Tyto systémy hraji v teorii linedrnich autonomnich systému stézejni roli,
nebot, jak pozdéji uvidime, kazdy linedrni systém 2’ = Ax lze jednoduchou
linearni transformaci prevést na systém kanonicky.

Snadno spoéteme fundamentélni matici e' véech tif kanonickych systémi.
V prvnim ptipadé dostaneme

At
A et 0
et:(o eAgzﬁ)a
1 ¢
tA __ )t
A — (0 1),

konecné ve tretim ptipadé mame

t in 5t
etA:eat< cos 3 sin 3 )

ve druhém pripadé

—sin Gt cos St

Predtim nez se podivame podrobnéji na chovani feseni jednotlivych kano-
nickych systému, pripomenme nékteré pojmy, které budeme v souvislosti
s grafickym znazornénim tesSeni pouzivat.

Mnozina {(t, z1(t), z2(t)) : t € R} je grafem feseni soustavy (1.1). Kivka
(t,z1(t),22(t)),t € R, nazyvand trajektorie, mé zfejmé v kazdém bodé
(to, z1(to), x2(t)), to € R teény vektor (1, Az(ty)). Mnozinu vsech takovychto
vektoru nazyvame smérovym polem. Pro vizualizaci feSeni budeme uvazovat
projekci grafu feseni do (x1, x5) roviny nazyvané fazovy prostor. Jinak receno
feseni soustavy (1.1) budeme zakreslovat do souradného systému uréeného
osami T a Ts.

Definice 2.2 Kladnou fdzovou kiivku (%), zdpornou fazovou kiivku v~ (Z)
a fazovou kiivku (Z) bodu & € R?* definujeme ndsledovné:

7@ = U et

te[0,4-00)
@ = | et
te(—o0,0]
&) = |Jelt ).
teR
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Poznamka 2.3 Misto fazovad krivka se casto setkame s ndzvem orbita.

Definice 2.4 Fazovym portrétem soustavy (1.1) nazyvame mnozinu vsech
fazovych krivek opatrenych sipkou ve sméru pohybu reseni ¢(t, %) s ros-
toucim t.

V kazdém bodé z € R? také miZzeme uvaZovat orientovanou tsecku
s pocatecnim bodem x a koncovym bodem x + Az. Mnozinu takovychto
orientovanych tsecek pak nazyvame vektorové pole.

Kanonicky systém 1:
Tento systém je spojen s matici (2.1). Jak vime, feseni dané soustavy
muzeme psat ve tvaru

eMt
gO(t,J]O) = ( 0 6>\2t xO‘

Necht A\; > 0. Budeme diskutovat rizné hodnoty Xs. Pro Ay > A\ > 0,
A=A >0a X > A >0 mame go(t,a;o) — +00 pro t — 4o00. Pocatek
se v téchto pripadech nazyva nestabilni uzel. Pro Ao > Ay > 0a A > Ay >0
maji fazové kiivky odpovidajici pocateéni podmince s nenulovymi slozkami
tvar paraboly, viz obrazek 2.1 vlevo nahote. Pro Ay = A; > 0 jsou fazovymi
ktivkami polopiimky vychézejici z pocatku. Jedinym stacionarnim bodem
je pocatek. Pro Ay > 0 = Ay jsou stacionarnimi body body piimky x; = 0.
Orbity jsou pak piimky rovnobézné s osou z1. Pokud A; > 0 > Ay, je jedinym
stacionarnim bodem pocatek, ktery se nazyva sedlo. Orbity maji tentokrat
tvar hyperboly, viz obrazek 2.1 dole.

Analyza ptipadu \; < 0 se provede analogicky. Fazové kiivky pro Ay <
A1 < 0 dostaneme podobné jako u Ay > Ay > 0, TeSeni jen zméni smeér
pohybu. Podobné piipady Ay < Ao < 0, Ay = A < 0, Ay < 0 = Ao
a )\1<O</\2dostanemez/\1>)\2>O,/\2:)\1>O,/\1>0:)\2
a A > 0 > )\ transformaci t — —t. Nakonec uvedme specialni pifpad,
kdy je matice nulova a vSechny fazové kiivky jsou stacionarni body.

11
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Obrézek 2.1: Fdzovy portrét systému (2.1) pro A\; = 2, Ay = 3 (vlevo nahote),
A1 = 1, Ag = 1 (vpravo nahote), Ay = 3, Ay = 2 (vlevo uprostied), A\; = 1,
Ay = 0 (vpravo uprostied) a \; = 1, Ay = —1 (dole)
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Kanonicky systém 2:
Tento systém je spojen s matici (2.2). ReSeni soustavy dostavame tvaru

o(t,2%) = eM ( (1) i ) Y,

Pro A > 0 m4 soustava jediny stacionarni bod pocatek a feseni ¢(t,z")
pro t — +4oo roste nade vSechny meze. Pro A < 0 je opét jedinym sta-
ciondrnim bodem pocdtek a feseni o(t,z%) pro t — +oo ndm konverguje
do 0. Znac¢né odlisné chovani ma systém pro A = 0. Stacionarnimi body
jsou tentokrat body ptimky x, = 0. Fazové kiivky jsou primky rovnobézné
s osou x1, viz obrazek 2.2 dole.

20 T T T T T T —— 20
_—
-
15} _— 1 133
//
10 _— 1 10k
_— T —
P e _
5 // 5 -
( /7 —
\ —
N ~ N —~ <
x ~ x =
2 ~
s - 5 T~
// ~—
“10 - 10 -
_
_— 4
-15F — 1 -15¢
////
-20 — L L L L L L L -20 L L L L L L L
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -0 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X X
1 1
20
15t
10
s
o
-
s
_10 <
mrys

-20

Obrazek 2.2: Fazovy portrét systému (2.2) pro A = 1 (vlevo nahote), A = —1
(vpravo nahote) a A = 0 (dole)
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Kanonicky systém 3:
Tento systém je spojen s matici (2.3). ReSeni soustavy dostavame tvaru

)"

Snadno vidime, zZe jedinym stacionarnim bodem soustavy je pocatek. Uvazuj-
me nejprve 3 > 0. Pro a < 0 se fesen{ (¢, 2°) pro t — +o0 blizi k pocatku.
Naopak pro o > 0 ndm feseni (¢, 2°) pro t — +oo roste nade viechny
meze. V obou pifpadech se pocitek nazyva ohnisko. Reseni se pohybuje
po spirdlach. Konecné pro « 0 v feSeni vymizi ¢len s exponencidlou
a dostévame periodické fesen s periodou 7, tj. (p(t,2°) = @(t + %, 2°)).

cos Bt sin gt

0y _ ot
plt,27) = e (—sinﬁt cos 3t

Snadno nahlédneme, Ze orbitami jsou kruznice s polomérem +/(«9)%+(29)°.
Pocatek se v tomto pripadé nazyva stied.

20

20 . . . . . .
15t \
\
\

10 > 10 \ *
- \ /
. / . | .
(/7 ™~ _ y
SN o \\Lﬂ? SN o /\? // /
- ) =
5 T ,,,&7 5 ‘
[
T e ‘

E /
5 /
/

—151

-20

-20 -15

Obrazek 2.3: Fazovy portrét systému (2.3) pro a = 1, § = 1 (vlevo nahote);

a = —1, f =1 (vpravo nahote) a a = 0, § =1 (dole)
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Piipady f,a <0, 3 <0< a af <0 = «a dostaneme z pripadu 3, a > 0,
6 >0>aaf >0= « transformaci ¢t — —t. ReSeni jen zméni smér
pohybu.

2.2 Linearni transformace systému

na kanonické systémy
Vidéli jsme, ze fundamentalni matici, resp. feSeni linearniho systému s ma-
ticemi (2.1), (2.2) nebo (2.3) dostaneme celkem snadno. Nasim cilem proto

bude libovolnou realnou konstantni matici typu 2x2 prevést na tvar (2.1),
(2.2) nebo (2.3). Definujme nejprve pojmy, se kterymi budeme pracovat.

Definice 2.5 Komplexni ¢islo A nazveme vlastnim ¢islem matice A, jestlize
existuje nenulovy vektor v tak, ze plati

Av = .
Vektor v pak nazveme vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu .

Poznamka 2.6 P17 hleddni vlastnich ¢isel \ tedy chceme nalézt netrividlng
reseni homogennd soustavy rovnic (A—XI)v = 0. To je ekvivalentni podmince
det(A — AI) = 0. Kvadraticky polynom det(A — AI) v neurcité A nazgvdme
charakteristickym polynomem matice A.

Umluva 2.7 V dalsim nékdy budeme linedrni zavislost zkracovat LZ a line-
arni nezavislost LN.

Véta 2.8 Necht A € R**2. Pak existuje redlnd invertibilnf matice P typu
2x 2 tak, ze plati
P7'AP =,

kde J je matice tvaru (2.1), (2.2) nebo (2.3).
Dikaz: Predpokladejme nejdiive, ze matice A mé dvé redlnd navzajem

rizna vlastni éisla Aj, Ao. Oznaéme v!, v? pifslusné vlastni vektory. Tedy vek-
tory v!,v? jsou linedrné nezévislé. Definujme transformaéni matici P takto:

P = (v'v?).

15



Pak dostavame

AP = (Av'|40?) = (Mot Agr?) = P ( A 0 ) |
0 )\2
Pfendsobenim rovnosti matici P~! zleva dostavame tvrzeni. Uvazujme déle
piipad, kdy A je dvojnasobnym vlastnim ¢islem matice A. Jestlize prislusné
vlastni vektory v!,v? jsou linedrné nezavislé, volba transformacéni matice
P = (v'|v?) vede k rovnosti

n (A0
PAP_(O/\.

Necht tedy existuje jen jeden LN vlastni vektor v'. UkdZeme, Ze pak existuje
vektor v? LN na v! spliujici

(A= Ao =0,

Necht pro spor takovy vektor v? neexistuje. Pak v oboru hodnot A — \I exis-
tuje néjaky vektor u linedrné nezdvisly na v'. Oznac¢me w vektor, pro ktery
(A — A)w = u a vyjadieme ho jako linedrni kombinaci v! a u. Upravou
rovnosti (A — AI)(c; % v' + ¢o * u) = u dostaneme co(A — AI)u = u. Protoze
je ¢ nenulové, rovnici jim podélime: (A — (A + é)] )*u =0 a dostavame
spor s tim, Zze A bylo jediné vlastni ¢fslo matice A. Tedy vektor v? spliiujici
(A — X )v? = v! existuje. Zaroven je LN na v!, protoze jinak by vektor v?
byl nulovy. Koneéné uvazujme piipad, kdy matice A ma komplexni vlastni
¢islo A = a+if3, kde 8 # 0. Necht v* + 0? je piislusny komplexni vlastni
vektor (v! a v? jsou nenulové realné vektory). Plati, ze v! a v? jsou LN.
Kdyby nebyly, existovala by redlna ¢isla ci,cy # 0 tak, ze cjvt + cpv? = 0.
Dosazenim za v! do rovnice

A +iv?) = (e +if) (v! + iv?) (2.4)

dostaneme Av? = (a + if)v?. Na levé strané rovnice méme realny vektor
zatimco na pravé komplexni vektor, coz je spor. Definujme transformacni
matici P takto:

P = (v'|v?).

Pak dostaneme

AP = (Av'Av?) = (o' — Bo?|pvt + av?) = P ( _Oéﬁ g ) :

16



Druhd rovnost plyne z toho, ze rovnici (2.4) muzeme ekvivalentné zapsat
zv14st pro realné ¢asti rovnice a zvlast pro imagindrni ¢dsti. Tedy véta je
dokazana. O

Pristupme nyni k samotné transformaci souradnic soustavy
= Ax. (2.5)

Polozme x = Py, kde P je regularni konstantni matice typu 2x2. Pak nova
fce y(t) tesi transformovanou soustavu

y = P 'APy. (2.6)

Z predchozi véty vime, ze matici P lze volit tak, aby soustava (2.6) byla
kanonicka. Zbyva vyjadrit feseni puvodni soustavy (2.5):

z(t) = Py(t) = PetpflAPyo — PetP AP p-1,0

Fundamentdlni matice soustavy (2.5) mé tedy tvar Pet’” AP p—1,

2.3 Kvalitativni ekvivalence linearnich
systémiu

V tomto oddile navazeme na vysledky z predchozich ¢asti a budeme se po-
drobnéji zabyvat klasifikaci rovinnych linearnich systému. K tomu zavedeme
pojem topologické ekvivalence linearnich systému, ktery nam umozni rozlisit
koneény pocet tiid ekvivalence linedrnich systému. Budeme jesté uvazovat
zv1ast tzv. hyperbolické a nehyperbolické soustavy.

Definice 2.9 Rekneme, Ze dva linedrni systémy v roviné «' = Az ax’ = Bx
jsou topologicky ekvivalentni, jestlize existuje homeomorfismus h : R? — R?,
ktery zobrazuje fazové krivky systému x' = Ax na fazové kiivky systému
x' = Bx a zachovava smér toku casu.

Definice 2.10 Rekneme, ze dva linearni systémy v roviné z' = Ax

ax’ = Bux jsou diferencovatelné ekvivalentni, jestlize existuje difeomorfismus
h : R* — R?, ktery pro kazdé t € R a x € R? spliuje h(e!‘z) = e!Ph(x).
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Definice 2.11 Rekneme, 7e dva linedrni systémy v roviné ' = Az
a ' = Bz jsou linearné ekvivalentni, jestlize jsou topologicky ekvivalentni
a prislusny homeomorfismus h je linearni.

Definice 2.12 Staciondrni bod & € R? nazyvdme hyperbolickym staciondr-
nim bodem systému ' = f(z), jestlize o(D f(Z)) (iR = 0, kde o(Df (%)) je
spektrum Jacobiho matice vektorového pole f.

Poznamka 2.13 Specidlne v linearnim pripadé dostdvame podminku

a(A)NiR = 0.

Definice 2.14 Rekneme, Ze linedrni systém «' = Az je hyperbolicky, jestlize
ma hyperbolicky stacionarni bod. V opac¢ném pripadé mluvime o nehyper-
bolickém linearnim systému.

Pii prevodu linearnich systému na kanonické jsme se tedy dle zave-
dené terminologie setkali s linearni ekvivalenci, pficemz prislusny homeo-
morfismus zde byl realizovan invertibilni matici P. Podobnost matic nam jiz
zarucovala linearni ekvivalenci. Podobnost je vsak zaroven i nutnou podmin-
kou linedrni ekvivalence, o ¢emz hovoii nasledujici lemma:

Lemma 2.15 Matice A a B jsou podobné pravé tehdy, kdyz linearni systémy
2’ = Ax a 2’ = Bx jsou linearné ekvivalentni.

Diukaz: Implikaci zleva doprava jiz zndame, dokazme proto opacnou impli-
kaci. Vyjdeme ze vztahu Pe!4 = e!BP. Derivaci podle ¢ v bodé 0 pak
dostaneme PA = BP. O

Proto neni vhodné klasifikovat systémy na zékladé linearni ekvivalence.
Bohuzel ani s diferencovatelnou ekvivalenci si nepomuzeme, nebot plati
nasledujici lemma:

Lemma 2.16 Hyperbolické linearni systémy x' = Ax a 2’ = Bx jsou dife-
rencovatelné ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jsou linearné ekvivalentni.

Diukaz: Implikace zprava doleva je ziejma. Dokazme tedy opacnou im-

plikaci. Necht s : R? — R? je difeomorfismus spliujici s(e'*z) = ePs(x).

Oznac¢me ¢ := s(0). Pfedné mame

c = 5(0) = 5(e'0) = e'P5(0) = e'Pe.
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Derivovanim rovnosti podle ¢ dostavame
0 = Be'Pe.

Tedy Bc =0 a difeomorfismus s pfevadi staciondrni bod 0 systému
' = Az na stacionarni bod ¢ systému 2’ = Bx. Definujme difeomorfismus
g predpisem g : © — x — c. Ukazeme, ze difeomorfismus h := g o s zobrazuje
fazové kiivky systému 2’ = Az na fazové kiivky systému 2’ = Bx. Pro kazdé
r € R? atc R plati

(gos)(ea) = s(e'x) —c = ePs(x) — c = ePs(x) — e'Be=eP(gos)(x).

Déle (g o s)(0) = 0. Po derivaci rovnosti h(e!Ax) = e'Bh(z) podle x v bodé
0 dostaneme
D h(0)e = B D, h(0).

Koneéné derivaci podle ¢t v bodé 0 mame
D.h(0)A = BD,h(0).

Protoze h je difeomorfismus, tedy reguldrni zobrazeni, je D,h(0) inverto-
vatelny. Proto
A = (D,h(0))"'BD,h(0)

a 7z lemmatu 2.15 dostavame linedarni ekvivalenci systému z' = Ax
ar = Br. O

Proto budeme kvalitativni vlastnosti sytému porovnavat podle definice
2.9. Pozadavek existence homeomorfismu se ukazuje jako rozumny. Nyni
se dostavame ke stézejnim vétam o klasifikaci hyperbolickych a nehyperboli-
ckych linearnich systému.

Véta 2.17 Dva hyperbolické linearni systémy x' = Ax a x' = Bx jsou
topologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz matice A a B maji stejny pocet

vlastnich c¢isel se zapornymi realnymi c¢astmi.

Véta 2.18 Necht existuje A € o(A) tak, Ze Re()\) = 0. Pak systém 2/ = Ax
je topologicky ekvivalentni pravé jednomu z nasledujicich systému:

(i):v':(g 8 )x
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Dikaz: Diukazy obou vySe uvedenych vét jsou dosti technické. Néznak
dukazu lze nalézt v knize [1] na str. 243 a 246. O

2.4 Genericky linearni systém

V predchozi ¢asti jsme klasifikovali hyperbolické a nehyperbolické linearni
systémy. Nyni nas bude zajimat, jak velkou mnozinu hyperbolické, resp. ne-
hyperbolické systémy v ramci vSech linedrnich systému tvori. Zajimavym
vysledkem bude, Zze zatimco hyperbolické systémy pii malé poruse svou
topologii nezmeéni, nehyperbolické systémy ano.

Poznamka 2.19 V tomto oddile budeme matici A systému (1.1) chdpat
jako bod v R*.

Nasledujici véta ukazuje, ze vétsina systému je hyperbolicka.

Véta 2.20 Hyperbolické linearni systémy tvori hustou podmnozinu vsech
linearnich systému.

Ditkaz: Necht 2’ = Az je nchyperbolicky systém v kanonickém tvaru
a mnecht je ddno € > 0. Z tvart matice A, které pfichézi v tivahu vidime,
ze systém x’ = (A + el)x je hyperbolicky. O

Tato skute¢nost by nas mohla vést k domnénce, ze si vystacime jen s hy-
perbolickymi systémy. Praxe ukazuje, ze je tfeba studovat i ty nehyperbo-
lické. Véta vlastné tika, ze malou zménou matice A muzeme z nehyper-
bolického systému ziskat hyperbolicky. Ukazme, ze hyperbolické systémy

20



skutecné pii malé zméné parametru neméni svou topologii. Nasledujici véta
nas k tomu dovede.

Véta 2.21 Necht je dan hyperbolicky systém x' = Ax. Pak existuje oteviené
okoli U C R* bodu A tak, ze pro libovolné B € U je systém x' = Bx topo-
logicky ekvivalentni systému x' = Ax.

Dikaz: Diky vete 2.17 staci ukazat, ze realné ¢asti vlastnich ¢isel matice A
jsou spojitymi funkcemi prvkia matice A. Uvédomme si, jak vypada charakte-
risticky polynom matice A: det(A— ) = A2+ (a11 + o) A+ ag1a9 — asiass,
pfléemi a1+ aoy = )\1 +)\2 a a11a92 — 210192 = )\1)\2, kde )\1 a )\2 jSOU. koi"eny
kvadratického polynomu. Tedy

(a1 + ax) £ VD
2 M

A2 =

kde D je diskriminant charakteristické rovnice. Spojitou zavislost tak ihned
dostavame. U

Hyperbolické systémy tedy tvoii otevienou hustou mnozinu. Vlastnos-
tem, které plati pro oteviené husté podmnoziny tikdame generické. Hyper-
boli¢nost je jednou z nich. Proto se pti prechodu od hyperbolického systému
k systému v dostatecné blizkém okoli nezméni topologie. Naopak malou
poruchou nehyperbolického systému muzeme ptejit od jedné tiidy topologic-
ké ekvivalence k jiné.
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Kapitola 3
Priklady

V dalsim si budeme teorii ilustrovat fadou ruznych piikladu.

Priklad 1: Urceme tesSeni néasledujiciho nehyperbolického systému

x’—(g _g )az‘ (3.1)

vyuzitim feSeni prislusného kanonického tvaru.

Systém ma ryze imaginarni vlastni ¢isla A = 4i a y = —44. Tém odpovidaji
vlastni vektory v = (1,0)+4(0,—2) a u = (1,0) +4(0, 2). Aplikujeme postup
popsany za vétou 2.8. Definujeme-li transformacni matici

1 0
(o)
prevedeme systém (3.1) na systém kanonicky
! 0 _4:
y' = ( i 0 |V (3.2)
Jeho feseni snadno urc¢ime:

oy t7 0 _ [ cosdt —sindt 0
plly’) = ey = ( sin 4t cos 4t G
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kde J znaéi matici transformované soustavy (3.2). Resen{ piivodniho systému
pak dostavame ve tvaru:

_1g
w(t,xo)zpetJP—1x0:< cos 4t 25””“) 0

2sin 4t cos 4t

20
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Obrazek 3.1: Fazovy portrét systému (3.1)

Piiklad 2: V tomto prikladé si ukazeme, jak ze znalosti vlastnich ¢isel
a odpovidajicich vlastnich vektoru nalézt dvé LN feSeni soustavy:

f:(é :;) )a; (3.3)

Vlastnimi ¢isly matice soustavy jsou A = A\ +itdy = —1—1a pu=—1+71.
Tedy jde o hyperbolicky systém. Dle véty 2.17 patii do tiidy ekvivalentnich
systému reprezentovanych napt. soustavou s matici —I. Odpovidajici vlastni
vektory jsou v = vy +ivy = (1,2) +4(0,1) a u = (1,2) +i(0,—1). Sta-
ciondrni bod 0 se v tomto piipadé nazyva ohnisko. Definujeme-li
o(t, 2%) = eMi(v) cos Aot — vy 8in Aot) a (t, 2°) = eM?(vy sin Aot + 9 cos Aot),
pak to jsou feseni (3.3). Protoze navic plati det(o(0,2°)](0,2°)) # 0,
dostavame z lemmatu 1.5 a pozndmky 1.4 linedrni nezavislost téchto reseni.
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Obréazek 3.2: Fazové kiivky o(t,2°) a (¢, 2°) systému (3.3)

Piiklad 3: Podivejme se na vztah systému

Oznatme (t,z°) = (e7 29, e7?'2l) a(t, 2°) = (e 22 +te 2l e x))
feSeni téchto soustav. Z obrazku 3.3 vidime, ze fazové kiivky ¢ (¢, 2%) se u po-
catku primykaji k ose x1 a fdzové kiivky (¢, 2°) jsou polopifmky vychdzejict
z pocatku. U obou systému se pocatku tika uzel. Jak vidime, soustavy maji
dvojnasobné vlastni ¢islo —2, proto jsou diky vété 2.17 topologicky ekvi-
valentni. Nejsou ale linearné ekvivalentni. Podobné matice totiz musi mit
stejny Jordanuv kanonicky tvar, coz lze jednoduse ukazat:

Z definice podobnosti existuje regularni matice X tak, ze B = X tAX.
Necht A = Y~1JY, kde J je Jordaniv kanonicky tvar matice A. Pak
B=X"'Y71JYX = (YX) 'JYX. Proto J je zaroveni Jordantiv kanonic-
ky tvar matice B.

Vyse uvedené piimo souvisi s rozdilnou strukturou matic A a B. Zatimco
algebraickd ndsobnost systému (3.4) a (3.5) je stejnd, geometrickd nikoli.
V piipadé (3.4) totiz mame dva LN vlastni vektory (1,0) a (0,1) pfislusné
vlastnimu éislu —2, kdezto v piipadé (3.5) mame pouze jeden (1,0).
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Obrazek 3.3: Fazové portréty systému: (3.4) (vlevo), (3.5) (vpravo)

Piiklad 4: Uvazujme dva linearni systémy

x’=<:; (1) )x (3.6)

x/:(_é g )x (3.7)

a zkonstruujme homeomorfismus h, ktery nam bude realizovat topologickou
ekvivalenci téchto linearnich systému.

(3 0)en=(32)

Budeme postupovat tak, ze nejprve systém (3.6) prevedeme na kanonicky,
a tedy ukazeme, Ze je topologicky ekvivalentni s

z = < _3 ? )x (3.8)

Déle pak zkonstruujeme homeomorfismus, ktery prevadi fazové kiivky systému
(3.8) na fazové kiivky systému (3.7).

Vlastnimi ¢isly matice A jsou —1 a 1. Piislusné vlastni vektory pak
vl = (1,1) av? = (0,1). V véty 2.8 vime, ze matice

Oznacme

P = (v'v?)
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nam matici A transformuje do kanonického tvaru. Skutecné

rar=( 3 ) (S D 8)=(58) =

vvvvvv

vysledky vztah
plptA —_ otI p—1

Tedy systémy (3.6) a (3.8) jsou topologicky ekvivalentni a pfislusny homeo-
morfismus je zobrazeni x € R? — P~!z. Sestrojme nyni homeomorfismus
realizujici topologickou ekvivalenci systému (3.8) a (3.7). Staci ukdzat topo-
logickou ekvivalenci zvlast prvnich a druhych slozek soustav (3.8) a (3.7).
U prvnich slozek bude homeomorfismem trividlné identické zobrazeni, t;.
hi(z1) := z1 pro kazdé x; € R. Zbyva sestrojit homeomorfismus skalarnich
rovnic zh = Ty a 7h = 2z5. Oznacme (¢, 2°) = e'z® a (¢, 2°) = e*2° feseni
téchto rovnic. Obé rovnice maji jediny stacionarni bod 0. Zvolme c¢isla o
a [ tak, aby a < 0 < 8, napt. « = —1 a § = 1. Déale najdéme casy t; a to,
aby e''2° = a a e22° = 3. Tedy mdme t; = —In(—2°) a t, = —In(2?).
Ptislusny homeomorfismus definujme nyni takto:

(=t ), w9 <0

hg(flﬁg) = 0, To = 0
¢(_t27ﬁ)7 To > 0.

Tedy
—3322, To < 0
hao(z2) = ¢ 0, T9 =10
1722, Ty > 0.
Pak homeomorfismus g(x) := (x1, ha(x2)), kde © = (21, z5) prevadi fazové

kiivky (3.8) na fazové kiivky (3.7): Pro z € R? je
g(e”z) = g((e™ w1, e'22)") = (71, *uy*)" = Py ()

pro x5 > 0. Podobné pro x5 < 0 a x5 = 0. Hledany homeomorfismus h pak
dostaneme takto: h := g o P71, Skuteéné

h(ez) = (go P7Y)(ex) = g(e"/ P7'x) = eBg(P~'z) = 'Ph(x).
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Obrazek 3.4: Fazové portréty systému: (3.6) (vlevo), (3.7) (vpravo)

Priklad 5: Uvazujme nasledujici systémy:

, (-1 0

=y _ )*
, (-1 1

7= 4 1 )"

N A P
N 0 -2

, (0 2

= _, 5 )
(-1 1

T 0 o )T

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Predné vsSechny systémy maji obé vlastni ¢isla zaporna. Z véty 2.17
proto mame zaruc¢enu topologickou ekvivalenci téchto systémiu. V dalsim
nazna¢ime konstrukci homeomorfismu prevadéjictho fazové kiivky (3.11)
na fazové kiivky (3.9). Vyuzijeme ptitom vysledku z teorie ljapunovské
funkce. Ten nam ftika, ze pokud je derivace pozitivné definitni kvadratické
funkce V' podél feseni soustavy (1.1) mimo pocétek zapornd, protnou nesta-

cionarni fazové kiivky systému (1.1) (uzavienou) kiivku
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{r eR?:V(z) =k, k> 0} pravé v jednom bodé. Oznatme

(3 3) e (3 2)

V nasem piipadé bude pozitivné definitni kvadratickou funkei 7' C'4x pro ma-
tici A, resp. 27 Cqx pro matici G. Pfitom O}y, resp. Cg je pozitivné definitni
matice spliujici

ATCy + CuA = —1, (3.14)
resp. GT'Cq + CoG = —I. Snadno ovéifme, Ze matice
10 ) 10
CA = ( 2 a OG = 2
0 3 U
splnuji pozadované vlastnosti. Zvolme k = 1. Mnozina bodu {z € R? :

2TCyz = 1} je kruznice o poloméru v/2 a {z € R? : 7Cqx = 1} je elipsa
s délkami poloos 2 a v/2. Definujme nejprve homeomorfismus f : {z € R?:
2TCor = 1} — {x € R? : 27Cyz = 1} takto: f(x) = \/iﬁ, kde || - ||
je euklidovskd norma. Dle vyse feceného pro zvolenou pocateéni podminku
29 # 0 existuje pravé jedno t,o € R tak, ze e %0920 lez{ na elipse {x € R? :
2T Cqx = 1}. Zobrazen{

eton €_t$UGIO ’ xo 0
h’(xo):{o f( ) inO

je hledany homeomorfismus.
Nyni ukdzeme, ze systémy (3.12) a (3.13) jsou dokonce linedrné ekviva-
lentni se soustavou (3.11). Oznacime

(22 ) ()

Vlastni cisla matice H jsou —1 a —2. Prislusné vlastni vektory pak jsou
(2,—1) a (1, —1). Transformaéni matice

2 1

jejiz sloupce tvori vlastni vektory ndm matici H prevede na matici G:

= (4 4)(82)(3 )= 2),
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Vlastni ¢isla matice L jsou —1 a —2. Vlastni vektory vyjdou (1,0) a (1, —1).
Matice L se ndm tentokrat transformuje na matici G' prostfednictvim matice

1 1
n=( )

Zbyvé sestrojit homeomorfismus prevadéjici fazové kiivky (3.10) na fazové
kiivky (3.9). Ozna¢me
-1 1
(3 1)

Postupujeme stejné jako u matice G. Pro matici B je vSak nalezeni odpovidajici
matice C'g obtizné, proto se provede maly trik. Oznacme

1 -1
e=( 1)
_% 1

y L 1 .
Zavedeme zménu souradnic x+ — FE2x a dale budeme pracovat s transfor-
movanou matici

) ) 961 2716

_ -5 _ 1351 2p21
Bn=FEz2BE"2 = | '}y 808 i

2521 627

(Vime, ze ' = Bz a 2’ = Bnz jsou dokonce linearné ekvivalentni.) Pozadav-
kiim pak vyhovuje matice

Mnozina bodu {z € R? : 27Cp x = 1} je elipsa. Definujme nejprve homeo-
morfismus ¢ : {x € R? : 27Cp,x = 1} — {z € R? : 27Cyz = 1} takto:
g(x) =2 Tay kde ||-]| je euklidovska norma. Dle vyse feceného pro zvolenou
pocatecni podminku xg # 0 existuje pravé jedno t,, tak, ze e t=oBnz0 lezi
na elipse {z € R? : 27Cp,x = 1}. Homeomorfismus pak definujeme takto:

~ etzoAg e—tzanl.O , xO 0
h<x0)_{o ( ) inO.

1
Cp, = §E_1 = (

W N
QO IO | =

Poznamka 3.1 Analyza klicové rovnice (3.14) je v plné obecnosti uvedena
v knize [3] na str. 96.
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Obrazek 3.5: Fazové portréty systému: (3.9) (vlevo nahote), (3.10) (vpravo
nahote), (3.11) (vlevo uprostied), (3.12) (vpravo uprostied), (3.13) (dole)
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