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Studijńı program: Matematika, obecná matematika
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1.1 Základńı pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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na kanonické systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Úvod

Tato práce je věnovaná studiu autonomńıch lineárńıch systémů v rovině.
Seznámeńı se s lineárńımi soustavami je základńım předpokladem pro studi-
um nelineárńıch př́ıpad̊u, protože v celé řadě situaćı lze k vyšetřováńı ne-
lineárńıch systémů využ́ıt znalost́ı lineárńıch soustav.

V této práci studujeme lineárńı systémy z hlediska jejich kvalitativńıch
vlastnost́ı. Zásadńı vliv na jejich chováńı přitom maj́ı vlastńı č́ısla matice
soustavy. Nejprve se zabýváme zjednodušenými lineárńımi modely v tzv.
kanonickém tvaru, pro které snadno nalézáme fundamentálńı matici řešeńı.
Chováńı obecněǰśıch systémů pak odvozujeme od těch kanonických.

Hlavńı část práce je věnovaná klasifikaci lineárńıch systémů. Zabýváme
se otázkou jaké podmı́nky klást na ekvivalenci dvou systémů. Přirozené
požadavky nás pak vedou k definováńı pojmu topologické ekvivalence a roz-
děleńı systémů do několika tř́ıd. U hyperbolických a nehyperbolických sous-
tav, tvoř́ıćıch dvě hlavńı tř́ıdy, je diskutována otázka jejich citlivosti v̊uči
malému porušeńı.

Teoretické výsledky jsou v závěru práce ilustrovány na př́ıkladech. Pro ná-
zornost jsem pak text doplnila řadou obrázk̊u fázových portrét̊u.
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Kapitola 1

Lineárńı systémy v rovině

1.1 Základńı pojmy

Uvažujme soustavu dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic tvaru

x′1 = a11x1 + a12x2

x′2 = a21x1 + a22x2,
(1.1)

kde aij ∈ R, i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}.
Pro zjednodušeńı budeme tento systém psát v maticovém tvaru

x′ = Ax, (1.2)

kde

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Necht’ x(t) je řešeńı soustavy (1.2) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku x(0) = x0.
Definujme x(t) = ϕ(t, x0), t ∈ R. Operátor t ∈ R, x0 ∈ R2 7→ ϕ(t, x0) se
nazývá tok vektorového pole.

Vyslovme nejprve několik základńıch definic.

Definice 1.1 Bod x̃ ∈ R2 nazýváme stacionárńım bodem systému x′ = Ax,
jestliže Ax̃ = 0.
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Definice 1.2 Řekneme, že řešeńı x1(t) a x2(t) rovnice (1.2) jsou lineárně
nezávislá, jestliže pro každé t ∈ R plat́ı implikace:

c1x1(t) + c2x2(t) = 0 ⇒ c1 = 0, c2 = 0.

Definice 1.3 Matici X(t) ≡ (x1(t)|x2(t)) typu 2×2, jej́ıž sloupce x1(t)
a x2(t) tvoř́ı řešeńı rovnice (1.2) nazýváme matićı řešeńı. Pokud nav́ıc
pro každé t ∈ R plat́ı detX(t) 6= 0, nazýváme matici X(t) fundamentálńı
matićı řešeńı rovnice (1.2).

Poznámka 1.4 Tedy X(t) ≡ (x1(t)|x2(t)) je fundamentálńı matićı právě
tehdy, když x1(t) a x2(t) jsou lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.2).

Ve skutečnosti nám stač́ı ověřit nenulovost determinantu jen v jednom
bodě, o čemž hovoř́ı následuj́ıćı lemma.

Lemma 1.5 Jestliže matice řešeńı X(t) ≡ (x1(t)|x2(t)) rovnice (1.2) splňuje
detX(0) 6= 0, pak je detX(t) 6= 0 pro každé t ∈ R.

Důkaz: Počátečńı podmı́nka x(0) = 0 odpov́ıdá triviálńımu řešeńı soustavy
(1.2): ϕ(t, 0) := 0. Necht’ existuj́ı c1, c2, s ∈ R tak, že c1x

1(s) + c2x
2(s) = 0.

Protože c1x
1(t + s) + c2x

2(t + s) je také řešeńım systému (1.2) a v bodě
t = 0 je rovno 0, plat́ı: ϕ(t, 0) = c1x

1(t + s) + c2x
2(t + s) pro každé t ∈ R.

Pro t = −s je c1x
1(0) + c2x

2(0) = 0, a tedy z lineárńı nezávislosti x1(0)
a x2(0) dostáváme c1 = c2 = 0. ¤

1.2 Maticová fce etA

Při studiu chováńı řešeńı lineárńıch autonomńıch systémů se využ́ıvá expo-
nenciálńı maticové funkce definované takto:

Definice 1.6 Maticovou funkci etA definujeme předpisem

etA =
+∞∑
n=0

1

n!
Antn, (1.3)

kde A je konstantńı matice typu 2×2 a t ∈ R.
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Z odhadu ∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

1

n!
Antn

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=0

1

n!
‖A‖n|t|n = e|t|‖A‖

dostáváme absolutńı konvergenci řady (1.3) na R. Nav́ıc řada
∑+∞

n=0
d
dt

( 1
n!

Antn)
konverguje lokálně stejnoměrně na R, a tedy z věty o derivaci řady plyne,
že řadu (1.3) můžeme na R derivovat člen po členu, tj.

d

dt
etA = AetA.

Protože zřejmě e0A = I, z uvedených fakt̊u a lemmatu 1.5 dostáváme, že etA

je fundamentálńı matice soustavy (1.2).
Zformulujme daľśı užitečné vlastnosti etA.

Lemma 1.7 Bud’ t, s ∈ R a etA z definice 1.6. Pak plat́ı:

(i) e(t+s)A = etAesA,

(ii) (etA)−1 = e−tA,

(iii) Je-li AB = BA, pak BetA = etAB,

(iv) Je-li AB = BA, pak et(A+B) = etAetB.

Důkaz: (i) Zřejmě pro každé pevné s ∈ R je g(t) := etAesA také fun-
damentálńı matice soustavy (1.1). Ukažme, že to samé plat́ı i pro e(t+s)A.
Označme u(t) := etA a v(t) := u(t + s). Potom

v′(t) = u′(t + s) = Au(t + s) = Av(t).

Protože plat́ı g(0) = v(0), z věty o jednoznačnosti řešeńı lineárńıch soustav
dostáváme tvrzeńı.
(ii) Plyne z (i) dosazeńım s := −t.
(iii) Označme Φ(t) = BetA a Ψ(t) = etAB. Pak

Φ′(t) = BAetA = ABetA = AΦ(t),

Ψ′(t) = AetAB = AΨ(t),

tedy Φ(t) i Ψ(t) řeš́ı soustavu x′ = Ax. Dále Φ(0) = Ψ(0). Z věty o jed-
noznačnosti řešeńı lineárńıch systémů pak dostáváme tvrzeńı.
(iv) Označme Φ(t) = et(A+B) a Ψ(t) = etAetB. Podobně jako v (iii) je

Φ′(t) = (A + B)et(A+B) = (A + B)Φ(t),

Ψ′(t) = AetAetB + etABetB = (A + B)etABetB = (A + B)Ψ(t).

Opět Φ(0) = Ψ(0), a tedy stejně jako ve (iii) dostáváme tvrzeńı. ¤
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Kapitola 2

Klasifikace lineárńıch systémů
v rovině

V této kapitole bude naš́ım ćılem charakterizovat r̊uzná chováńı našeho
dvourozměrného lineárńıho systému. Ukážeme jak pro libovolnou konstantńı
matici A naj́ıt fundamentálńı matici řešeńı (1.1). Uvid́ıme, že řešeńı je určeno
pouze vlastńımi č́ısly matice A a že pro nás bude výhodné mı́sto obecné
matice A uvažovat matici v Jordanově kanonickém tvaru. Charakter řešeńı
totiž v tomto př́ıpadě bude pr̊uhledněǰśı. Konečně zavedeme pojem kvali-
tativńı ekvivalence lineárńıch systémů, který nám rozděĺı lineárńı systémy
do několika tř́ıd, z nichž každá bude mı́t nějaký sv̊uj specifický rys.

2.1 Kanonické lineárńı systémy

Pod́ıvejme se nyńı na chováńı lineárńıch systémů s maticemi speciálńıho
tvaru:

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
, (2.1)

A =

(
λ 1
0 λ

)
, (2.2)

A =

(
α β
−β α

)
, (2.3)

kde λ1, λ2, λ, α, β 6= 0 jsou reálná č́ısla.
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Definice 2.1 Lineárńı systém x′ = Ax s matićı tvaru (2.1), (2.2) nebo (2.3)
nazýváme kanonickým lineárńım systémem nebo také systémem v Jordanově
normálńım tvaru.

Tyto systémy hraj́ı v teorii lineárńıch autonomńıch systémů stěžejńı roli,
nebot’, jak později uvid́ıme, každý lineárńı systém x′ = Ax lze jednoduchou
lineárńı transformaćı převést na systém kanonický.

Snadno spočteme fundamentálńı matici etA všech tř́ı kanonických systémů.
V prvńım př́ıpadě dostaneme

etA =

(
eλ1t 0
0 eλ2t

)
,

ve druhém př́ıpadě

etA = eλt

(
1 t
0 1

)
,

konečně ve třet́ım př́ıpadě máme

etA = eαt

(
cos βt sin βt
− sin βt cos βt

)
.

Předt́ım než se pod́ıváme podrobněji na chováńı řešeńı jednotlivých kano-
nických systémů, připomeňme některé pojmy, které budeme v souvislosti
s grafickým znázorněńım řešeńı použ́ıvat.

Množina {(t, x1(t), x2(t)) : t ∈ R} je grafem řešeńı soustavy (1.1). Křivka
(t, x1(t), x2(t)), t ∈ R, nazývaná trajektorie, má zřejmě v každém bodě
(t0, x1(t0), x2(t0)), t0 ∈ R tečný vektor (1, Ax(t0)). Množinu všech takovýchto
vektor̊u nazýváme směrovým polem. Pro vizualizaci řešeńı budeme uvažovat
projekci grafu řešeńı do (x1, x2) roviny nazývané fázový prostor. Jinak řečeno
řešeńı soustavy (1.1) budeme zakreslovat do souřadného systému určeného
osami x1 a x2.

Definice 2.2 Kladnou fázovou křivku γ+(x̃), zápornou fázovou křivku γ−(x̃)
a fázovou křivku γ(x̃) bodu x̃ ∈ R2 definujeme následovně:

γ+(x̃) =
⋃

t∈[0,+∞)

ϕ(t, x̃),

γ−(x̃) =
⋃

t∈(−∞,0]

ϕ(t, x̃),

γ(x̃) =
⋃

t∈R
ϕ(t, x̃).
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Poznámka 2.3 Mı́sto fázová křivka se často setkáme s názvem orbita.

Definice 2.4 Fázovým portrétem soustavy (1.1) nazýváme množinu všech
fázových křivek opatřených šipkou ve směru pohybu řešeńı ϕ(t, x0) s ros-
toućım t.

V každém bodě x ∈ R2 také můžeme uvažovat orientovanou úsečku
s počátečńım bodem x a koncovým bodem x + Ax. Množinu takovýchto
orientovaných úseček pak nazýváme vektorové pole.

Kanonický systém 1:
Tento systém je spojen s matićı (2.1). Jak v́ıme, řešeńı dané soustavy

můžeme psát ve tvaru

ϕ(t, x0) =

(
eλ1t 0
0 eλ2t

)
x0.

Necht’ λ1 > 0. Budeme diskutovat r̊uzné hodnoty λ2. Pro λ2 > λ1 > 0,
λ2 = λ1 > 0 a λ1 > λ2 > 0 máme ϕ(t, x0) → +∞ pro t → +∞. Počátek
se v těchto př́ıpadech nazývá nestabilńı uzel. Pro λ2 > λ1 > 0 a λ1 > λ2 > 0
maj́ı fázové křivky odpov́ıdaj́ıćı počátečńı podmı́nce s nenulovými složkami
tvar paraboly, viz obrázek 2.1 vlevo nahoře. Pro λ2 = λ1 > 0 jsou fázovými
křivkami polopř́ımky vycházej́ıćı z počátku. Jediným stacionárńım bodem
je počátek. Pro λ1 > 0 = λ2 jsou stacionárńımi body body př́ımky x1 = 0.
Orbity jsou pak př́ımky rovnoběžné s osou x1. Pokud λ1 > 0 > λ2, je jediným
stacionárńım bodem počátek, který se nazývá sedlo. Orbity maj́ı tentokrát
tvar hyperboly, viz obrázek 2.1 dole.

Analýza př́ıpadu λ1 < 0 se provede analogicky. Fázové křivky pro λ2 <
λ1 < 0 dostaneme podobné jako u λ2 > λ1 > 0, řešeńı jen změńı směr
pohybu. Podobně př́ıpady λ1 < λ2 < 0, λ2 = λ1 < 0, λ1 < 0 = λ2

a λ1 < 0 < λ2 dostaneme z λ1 > λ2 > 0, λ2 = λ1 > 0, λ1 > 0 = λ2

a λ1 > 0 > λ2 transformaćı t −→ −t. Nakonec uved’me speciálńı př́ıpad,
kdy je matice nulová a všechny fázové křivky jsou stacionárńı body.
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Obrázek 2.1: Fázový portrét systému (2.1) pro λ1 = 2, λ2 = 3 (vlevo nahoře),
λ1 = 1, λ2 = 1 (vpravo nahoře), λ1 = 3, λ2 = 2 (vlevo uprostřed), λ1 = 1,
λ2 = 0 (vpravo uprostřed) a λ1 = 1, λ2 = −1 (dole)

12



Kanonický systém 2:
Tento systém je spojen s matićı (2.2). Řešeńı soustavy dostáváme tvaru

ϕ(t, x0) = eλt

(
1 t
0 1

)
x0.

Pro λ > 0 má soustava jediný stacionárńı bod počátek a řešeńı ϕ(t, x0)
pro t → +∞ roste nade všechny meze. Pro λ < 0 je opět jediným sta-
cionárńım bodem počátek a řešeńı ϕ(t, x0) pro t → +∞ nám konverguje
do 0. Značně odlǐsné chováńı má systém pro λ = 0. Stacionárńımi body
jsou tentokrát body př́ımky x2 = 0. Fázové křivky jsou př́ımky rovnoběžné
s osou x1, viz obrázek 2.2 dole.
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Obrázek 2.2: Fázový portrét systému (2.2) pro λ = 1 (vlevo nahoře), λ = −1
(vpravo nahoře) a λ = 0 (dole)
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Kanonický systém 3:
Tento systém je spojen s matićı (2.3). Řešeńı soustavy dostáváme tvaru

ϕ(t, x0) = eαt

(
cos βt sin βt
− sin βt cos βt

)
x0.

Snadno vid́ıme, že jediným stacionárńım bodem soustavy je počátek. Uvažuj-
me nejprve β > 0. Pro α < 0 se řešeńı ϕ(t, x0) pro t → +∞ bĺıž́ı k počátku.
Naopak pro α > 0 nám řešeńı ϕ(t, x0) pro t → +∞ roste nade všechny
meze. V obou př́ıpadech se počátek nazývá ohnisko. Řešeńı se pohybuje
po spirálách. Konečně pro α = 0 v řešeńı vymiźı člen s exponenciálou
a dostáváme periodické řešeńı s periodou 2π

β
, tj. (ϕ(t, x0) = ϕ(t + 2π

β
, x0)).

Snadno nahlédneme, že orbitami jsou kružnice s poloměrem
√

(x0
1)

2
+(x0

2)
2.

Počátek se v tomto př́ıpadě nazývá střed.
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Obrázek 2.3: Fázový portrét systému (2.3) pro α = 1, β = 1 (vlevo nahoře);
α = −1, β = 1 (vpravo nahoře) a α = 0, β = 1 (dole)
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Př́ıpady β, α < 0, β < 0 < α a β < 0 = α dostaneme z př́ıpad̊u β, α > 0,
β > 0 > α a β > 0 = α transformaćı t −→ −t. Řešeńı jen změńı směr
pohybu.

2.2 Lineárńı transformace systémů

na kanonické systémy

Viděli jsme, že fundamentálńı matici, resp. řešeńı lineárńıho systému s ma-
ticemi (2.1), (2.2) nebo (2.3) dostaneme celkem snadno. Naš́ım ćılem proto
bude libovolnou reálnou konstantńı matici typu 2×2 převést na tvar (2.1),
(2.2) nebo (2.3). Definujme nejprve pojmy, se kterými budeme pracovat.

Definice 2.5 Komplexńı č́ıslo λ nazveme vlastńım č́ıslem matice A, jestliže
existuje nenulový vektor v tak, že plat́ı

Av = λv.

Vektor v pak nazveme vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ.

Poznámka 2.6 Při hledáńı vlastńıch č́ısel λ tedy chceme nalézt netriviálńı
řešeńı homogenńı soustavy rovnic (A−λI)v = 0. To je ekvivalentńı podmı́nce
det(A− λI) = 0. Kvadratický polynom det(A− λI) v neurčité λ nazýváme
charakteristickým polynomem matice A.

Úmluva 2.7 V daľśım někdy budeme lineárńı závislost zkracovat LZ a line-
árńı nezávislost LN.

Věta 2.8 Necht’ A ∈ R2×2. Pak existuje reálná invertibilńı matice P typu
2×2 tak, že plat́ı

P−1AP = J,

kde J je matice tvaru (2.1), (2.2) nebo (2.3).

Důkaz: Předpokládejme nejdř́ıve, že matice A má dvě reálná navzájem
r̊uzná vlastńı č́ısla λ1, λ2. Označme v1, v2 př́ıslušné vlastńı vektory. Tedy vek-
tory v1, v2 jsou lineárně nezávislé. Definujme transformačńı matici P takto:

P = (v1|v2).
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Pak dostáváme

AP = (Av1|Av2) = (λ1v
1|λ2v

2) = P

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Přenásobeńım rovnosti matićı P−1 zleva dostáváme tvrzeńı. Uvažujme dále
př́ıpad, kdy λ je dvojnásobným vlastńım č́ıslem matice A. Jestliže př́ıslušné
vlastńı vektory v1, v2 jsou lineárně nezávislé, volba transformačńı matice
P = (v1|v2) vede k rovnosti

P−1AP =

(
λ 0
0 λ

)
.

Necht’ tedy existuje jen jeden LN vlastńı vektor v1. Ukážeme, že pak existuje
vektor v2 LN na v1 splňuj́ıćı

(A− λI)v2 = v1.

Necht’ pro spor takový vektor v2 neexistuje. Pak v oboru hodnot A−λI exis-
tuje nějaký vektor u lineárně nezávislý na v1. Označme w vektor, pro který
(A − λI)w = u a vyjádřeme ho jako lineárńı kombinaci v1 a u. Úpravou
rovnosti (A− λI)(c1 ∗ v1 + c2 ∗ u) = u dostaneme c2(A− λI)u = u. Protože
je c2 nenulové, rovnici j́ım poděĺıme: (A − (λ + 1

c2
)I) ∗ u = 0 a dostáváme

spor s t́ım, že λ bylo jediné vlastńı č́ıslo matice A. Tedy vektor v2 splňuj́ıćı
(A − λI)v2 = v1 existuje. Zároveň je LN na v1, protože jinak by vektor v1

byl nulový. Konečně uvažujme př́ıpad, kdy matice A má komplexńı vlastńı
č́ıslo λ = α + iβ, kde β 6= 0. Necht’ v1 + iv2 je př́ıslušný komplexńı vlastńı
vektor (v1 a v2 jsou nenulové reálné vektory). Plat́ı, že v1 a v2 jsou LN.
Kdyby nebyly, existovala by reálná č́ısla c1, c2 6= 0 tak, že c1v

1 + c2v
2 = 0.

Dosazeńım za v1 do rovnice

A(v1 + iv2) = (α + iβ)(v1 + iv2) (2.4)

dostaneme Av2 = (α + iβ)v2. Na levé straně rovnice máme reálný vektor
zat́ımco na pravé komplexńı vektor, což je spor. Definujme transformačńı
matici P takto:

P = (v1|v2).

Pak dostaneme

AP = (Av1|Av2) = (αv1 − βv2|βv1 + αv2) = P

(
α β
−β α

)
.
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Druhá rovnost plyne z toho, že rovnici (2.4) můžeme ekvivalentně zapsat
zvlášt’ pro reálné části rovnice a zvlášt’ pro imaginárńı části. Tedy věta je
dokázána. ¤

Přistupme nyńı k samotné transformaci souřadnic soustavy

x′ = Ax. (2.5)

Položme x = Py, kde P je regulárńı konstantńı matice typu 2×2. Pak nová
fce y(t) řeš́ı transformovanou soustavu

y′ = P−1APy. (2.6)

Z předchoźı věty v́ıme, že matici P lze volit tak, aby soustava (2.6) byla
kanonická. Zbývá vyjádřit řešeńı p̊uvodńı soustavy (2.5):

x(t) = Py(t) = PetP−1AP y0 = PetP−1AP P−1x0.

Fundamentálńı matice soustavy (2.5) má tedy tvar PetP−1AP P−1.

2.3 Kvalitativńı ekvivalence lineárńıch

systémů

V tomto odd́ıle navážeme na výsledky z předchoźıch část́ı a budeme se po-
drobněji zabývat klasifikaćı rovinných lineárńıch systémů. K tomu zavedeme
pojem topologické ekvivalence lineárńıch systémů, který nám umožńı rozlǐsit
konečný počet tř́ıd ekvivalence lineárńıch systémů. Budeme ještě uvažovat
zvlášt’ tzv. hyperbolické a nehyperbolické soustavy.

Definice 2.9 Řekneme, že dva lineárńı systémy v rovině x′ = Ax a x′ = Bx
jsou topologicky ekvivalentńı, jestliže existuje homeomorfismus h : R2 → R2,
který zobrazuje fázové křivky systému x′ = Ax na fázové křivky systému
x′ = Bx a zachovává směr toku času.

Definice 2.10 Řekneme, že dva lineárńı systémy v rovině x′ = Ax
a x′ = Bx jsou diferencovatelně ekvivalentńı, jestliže existuje difeomorfismus
h : R2 → R2, který pro každé t ∈ R a x ∈ R2 splňuje h(etAx) = etBh(x).
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Definice 2.11 Řekneme, že dva lineárńı systémy v rovině x′ = Ax
a x′ = Bx jsou lineárně ekvivalentńı, jestliže jsou topologicky ekvivalentńı
a př́ıslušný homeomorfismus h je lineárńı.

Definice 2.12 Stacionárńı bod x̃ ∈ R2 nazýváme hyperbolickým stacionár-
ńım bodem systému x′ = f(x), jestliže σ(Df(x̃))

⋂
iR = ∅, kde σ(Df(x̃)) je

spektrum Jacobiho matice vektorového pole f .

Poznámka 2.13 Speciálně v lineárńım př́ıpadě dostáváme podmı́nku
σ(A)

⋂
iR = ∅.

Definice 2.14 Řekneme, že lineárńı systém x′ = Ax je hyperbolický, jestliže
má hyperbolický stacionárńı bod. V opačném př́ıpadě mluv́ıme o nehyper-
bolickém lineárńım systému.

Při převodu lineárńıch systémů na kanonické jsme se tedy dle zave-
dené terminologie setkali s lineárńı ekvivalenćı, přičemž př́ıslušný homeo-
morfismus zde byl realizován invertibilńı matićı P . Podobnost matic nám již
zaručovala lineárńı ekvivalenci. Podobnost je však zároveň i nutnou podmı́n-
kou lineárńı ekvivalence, o čemž hovoř́ı následuj́ıćı lemma:

Lemma 2.15 Matice A a B jsou podobné právě tehdy, když lineárńı systémy
x′ = Ax a x′ = Bx jsou lineárně ekvivalentńı.

Důkaz: Implikaci zleva doprava již známe, dokažme proto opačnou impli-
kaci. Vyjdeme ze vztahu PetA = etBP . Derivaćı podle t v bodě 0 pak
dostaneme PA = BP . ¤

Proto neńı vhodné klasifikovat systémy na základě lineárńı ekvivalence.
Bohužel ani s diferencovatelnou ekvivalenćı si nepomůžeme, nebot’ plat́ı
následuj́ıćı lemma:

Lemma 2.16 Hyperbolické lineárńı systémy x′ = Ax a x′ = Bx jsou dife-
rencovatelně ekvivalentńı právě tehdy, když jsou lineárně ekvivalentńı.

Důkaz: Implikace zprava doleva je zřejmá. Dokažme tedy opačnou im-
plikaci. Necht’ s : R2 → R2 je difeomorfismus splňuj́ıćı s(etAx) = etBs(x).
Označme c := s(0). Předně máme

c = s(0) = s(etA0) = etBs(0) = etBc.
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Derivováńım rovnosti podle t dostáváme

0 = BetBc.

Tedy Bc = 0 a difeomorfismus s převád́ı stacionárńı bod 0 systému
x′ = Ax na stacionárńı bod c systému x′ = Bx. Definujme difeomorfismus
g předpisem g : x → x− c. Ukážeme, že difeomorfismus h := g ◦ s zobrazuje
fázové křivky systému x′ = Ax na fázové křivky systému x′ = Bx. Pro každé
x ∈ R2 a t ∈ R plat́ı

(g ◦ s)(etAx) = s(etAx)− c = etBs(x)− c = etBs(x)− etBc = etB(g ◦ s)(x).

Dále (g ◦ s)(0) = 0. Po derivaci rovnosti h(etAx) = etBh(x) podle x v bodě
0 dostaneme

Dxh(0)etA = etBDxh(0).

Konečně derivaćı podle t v bodě 0 máme

Dxh(0)A = BDxh(0).

Protože h je difeomorfismus, tedy regulárńı zobrazeńı, je Dxh(0) inverto-
vatelný. Proto

A = (Dxh(0))−1BDxh(0)

a z lemmatu 2.15 dostáváme lineárńı ekvivalenci systémů x′ = Ax
a x′ = Bx. ¤

Proto budeme kvalitativńı vlastnosti sytémů porovnávat podle definice
2.9. Požadavek existence homeomorfismu se ukazuje jako rozumný. Nyńı
se dostáváme ke stěžejńım větám o klasifikaci hyperbolických a nehyperboli-
ckých lineárńıch systémů.

Věta 2.17 Dva hyperbolické lineárńı systémy x′ = Ax a x′ = Bx jsou
topologicky ekvivalentńı právě tehdy, když matice A a B maj́ı stejný počet
vlastńıch č́ısel se zápornými reálnými částmi.

Věta 2.18 Necht’ existuje λ ∈ σ(A) tak, že Re(λ) = 0. Pak systém x′ = Ax
je topologicky ekvivalentńı právě jednomu z následuj́ıćıch systém̊u:

(i) x′ =
(

0 0
0 0

)
x
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(ii) x′ =
( −1 0

0 0

)
x

(iii) x′ =
(

1 0
0 0

)
x

(iv) x′ =
(

0 1
0 0

)
x

(v) x′ =
(

0 1
−1 0

)
x

Důkaz: Důkazy obou výše uvedených vět jsou dosti technické. Náznak
d̊ukazu lze nalézt v knize [1] na str. 243 a 246. ¤

2.4 Generický lineárńı systém

V předchoźı části jsme klasifikovali hyperbolické a nehyperbolické lineárńı
systémy. Nyńı nás bude zaj́ımat, jak velkou množinu hyperbolické, resp. ne-
hyperbolické systémy v rámci všech lineárńıch systémů tvoř́ı. Zaj́ımavým
výsledkem bude, že zat́ımco hyperbolické systémy při malé poruše svou
topologii nezměńı, nehyperbolické systémy ano.

Poznámka 2.19 V tomto odd́ıle budeme matici A systému (1.1) chápat
jako bod v R4.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že většina systémů je hyperbolická.

Věta 2.20 Hyperbolické lineárńı systémy tvoř́ı hustou podmnožinu všech
lineárńıch systém̊u.

Důkaz: Necht’ x′ = Ax je nehyperbolický systém v kanonickém tvaru
a necht’ je dáno ε > 0. Z tvar̊u matice A, které přicháźı v úvahu vid́ıme,
že systém x′ = (A + εI)x je hyperbolický. ¤

Tato skutečnost by nás mohla vést k domněnce, že si vystač́ıme jen s hy-
perbolickými systémy. Praxe ukazuje, že je třeba studovat i ty nehyperbo-
lické. Věta vlastně ř́ıká, že malou změnou matice A můžeme z nehyper-
bolického systému źıskat hyperbolický. Ukažme, že hyperbolické systémy
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skutečně při malé změně parametru neměńı svou topologii. Následuj́ıćı věta
nás k tomu dovede.

Věta 2.21 Necht’ je dán hyperbolický systém x′ = Ax. Pak existuje otevřené
okoĺı U ⊂ R4 bodu A tak, že pro libovolné B ∈ U je systém x′ = Bx topo-
logicky ekvivalentńı systému x′ = Ax.

Důkaz: Dı́ky větě 2.17 stač́ı ukázat, že reálné části vlastńıch č́ısel matice A
jsou spojitými funkcemi prvk̊u matice A. Uvědomme si, jak vypadá charakte-
ristický polynom matice A: det(A−λI) = λ2 +(a11 +a22)λ+a11a22−a21a12,
přičemž a11 +a22 = λ1 +λ2 a a11a22−a21a12 = λ1λ2, kde λ1 a λ2 jsou kořeny
kvadratického polynomu. Tedy

λ1,2 =
(a11 + a22)±

√
D

2
,

kde D je diskriminant charakteristické rovnice. Spojitou závislost tak ihned
dostáváme. ¤

Hyperbolické systémy tedy tvoř́ı otevřenou hustou množinu. Vlastnos-
tem, které plat́ı pro otevřené husté podmnožiny ř́ıkáme generické. Hyper-
boličnost je jednou z nich. Proto se při přechodu od hyperbolického systému
k systému v dostatečně bĺızkém okoĺı nezměńı topologie. Naopak malou
poruchou nehyperbolického systému můžeme přej́ıt od jedné tř́ıdy topologic-
ké ekvivalence k jiné.
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Kapitola 3

Př́ıklady

V daľśım si budeme teorii ilustrovat řadou r̊uzných př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1: Určeme řešeńı následuj́ıćıho nehyperbolického systému

x′ =
(

0 −2
8 0

)
x (3.1)

využit́ım řešeńı př́ıslušného kanonického tvaru.

Systém má ryze imaginárńı vlastńı č́ısla λ = 4i a µ = −4i. Těm odpov́ıdaj́ı
vlastńı vektory v = (1, 0)+ i(0,−2) a u = (1, 0)+ i(0, 2). Aplikujeme postup
popsaný za větou 2.8. Definujeme-li transformačńı matici

P =

(
1 0
0 2

)
,

převedeme systém (3.1) na systém kanonický

y′ =
(

0 −4
4 0

)
y. (3.2)

Jeho řešeńı snadno urč́ıme:

ϕ(t, y0) = etJy0 =

(
cos 4t − sin 4t
sin 4t cos 4t

)
y0,
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kde J znač́ı matici transformované soustavy (3.2). Řešeńı p̊uvodńıho systému
pak dostáváme ve tvaru:

ψ(t, x0) = PetJP−1x0 =

(
cos 4t −1

2
sin 4t

2 sin 4t cos 4t

)
x0.
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Obrázek 3.1: Fázový portrét systému (3.1)

Př́ıklad 2: V tomto př́ıkladě si ukážeme, jak ze znalost́ı vlastńıch č́ısel
a odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u nalézt dvě LN řešeńı soustavy:

x′ =
(

1 −1
5 −3

)
x (3.3)

Vlastńımi č́ısly matice soustavy jsou λ = λ1 + iλ2 = −1− i a µ = −1+ i.
Tedy jde o hyperbolický systém. Dle věty 2.17 patř́ı do tř́ıdy ekvivalentńıch
systémů reprezentovaných např. soustavou s matićı −I. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
vektory jsou v = v1 + iv2 = (1, 2) + i(0, 1) a u = (1, 2) + i(0,−1). Sta-
cionárńı bod 0 se v tomto př́ıpadě nazývá ohnisko. Definujeme-li
ϕ(t, x0) = eλ1t(v1 cos λ2t−v2 sin λ2t) a ψ(t, x0) = eλ1t(v1 sin λ2t+v2 cos λ2t),
pak to jsou řešeńı (3.3). Protože nav́ıc plat́ı det(ϕ(0, x0)|ψ(0, x0)) 6= 0,
dostáváme z lemmatu 1.5 a poznámky 1.4 lineárńı nezávislost těchto řešeńı.
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Obrázek 3.2: Fázové křivky ϕ(t, x0) a ψ(t, x0) systému (3.3)

Př́ıklad 3: Pod́ıvejme se na vztah systémů

x′ =
( −2 0

0 −2

)
x (3.4)

x′ =
( −2 1

0 −2

)
x. (3.5)

Označme ϕ(t, x0) = (e−2tx0
1, e

−2tx0
2) a ψ(t, x0) = (e−2tx0

1+te−2tx0
2, e

−2tx0
2)

řešeńı těchto soustav. Z obrázku 3.3 vid́ıme, že fázové křivky ψ(t, x0) se u po-
čátku přimykaj́ı k ose x1 a fázové křivky ϕ(t, x0) jsou polopř́ımky vycházej́ıćı
z počátku. U obou systémů se počátku ř́ıká uzel. Jak vid́ıme, soustavy maj́ı
dvojnásobné vlastńı č́ıslo −2, proto jsou d́ıky větě 2.17 topologicky ekvi-
valentńı. Nejsou ale lineárně ekvivalentńı. Podobné matice totiž muśı mı́t
stejný Jordan̊uv kanonický tvar, což lze jednoduše ukázat:

Z definice podobnosti existuje regulárńı matice X tak, že B = X−1AX.
Necht’ A = Y −1JY , kde J je Jordan̊uv kanonický tvar matice A. Pak
B = X−1Y −1JY X = (Y X)−1JY X. Proto J je zároveň Jordan̊uv kanonic-
ký tvar matice B.

Výše uvedené př́ımo souviśı s rozd́ılnou strukturou matic A a B. Zat́ımco
algebraická násobnost systémů (3.4) a (3.5) je stejná, geometrická nikoli.
V př́ıpadě (3.4) totiž máme dva LN vlastńı vektory (1, 0) a (0, 1) př́ıslušné
vlastńımu č́ıslu −2, kdežto v př́ıpadě (3.5) máme pouze jeden (1, 0).
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Obrázek 3.3: Fázové portréty systémů: (3.4) (vlevo), (3.5) (vpravo)

Př́ıklad 4: Uvažujme dva lineárńı systémy

x′ =
( −1 0
−2 1

)
x (3.6)

x′ =
( −1 0

0 2

)
x (3.7)

a zkonstruujme homeomorfismus h, který nám bude realizovat topologickou
ekvivalenci těchto lineárńıch systémů.

Označme

A =

( −1 0
−2 1

)
a B =

( −1 0
0 2

)
.

Budeme postupovat tak, že nejprve systém (3.6) převedeme na kanonický,
a tedy ukážeme, že je topologicky ekvivalentńı s

x′ =
( −1 0

0 1

)
x. (3.8)

Dále pak zkonstruujeme homeomorfismus, který převád́ı fázové křivky systému
(3.8) na fázové křivky systému (3.7).

Vlastńımi č́ısly matice A jsou −1 a 1. Př́ıslušné vlastńı vektory pak
v1 = (1, 1) a v2 = (0, 1). V věty 2.8 v́ıme, že matice

P = (v1|v2)
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nám matici A transformuje do kanonického tvaru. Skutečně

P−1AP =

(
1 0
−1 1

)( −1 0
−2 1

)(
1 0
1 1

)
=

( −1 0
0 1

)
=: J.

Zavedeńım nových souřadnic x := Py dostaneme v souladu s dř́ıvěǰśımi
výsledky vztah

P−1etA = etJP−1.

Tedy systémy (3.6) a (3.8) jsou topologicky ekvivalentńı a př́ıslušný homeo-
morfismus je zobrazeńı x ∈ R2 −→ P−1x. Sestrojme nyńı homeomorfismus
realizuj́ıćı topologickou ekvivalenci systémů (3.8) a (3.7). Stač́ı ukázat topo-
logickou ekvivalenci zvlášt’ prvńıch a druhých složek soustav (3.8) a (3.7).
U prvńıch složek bude homeomorfismem triviálně identické zobrazeńı, tj.
h1(x1) := x1 pro každé x1 ∈ R. Zbývá sestrojit homeomorfismus skalárńıch
rovnic x′2 = x2 a x′2 = 2x2. Označme ϕ(t, x0) = etx0 a ψ(t, x0) = e2tx0 řešeńı
těchto rovnic. Obě rovnice maj́ı jediný stacionárńı bod 0. Zvolme č́ısla α
a β tak, aby α < 0 < β, např. α = −1 a β = 1. Dále najděme časy t1 a t2,
aby et1x0 = α a et2x0 = β. Tedy máme t1 = − ln(−x0) a t2 = − ln(x0).
Př́ıslušný homeomorfismus definujme nyńı takto:

h2(x2) =





ψ(−t1, α), x2 < 0
0, x2 = 0
ψ(−t2, β), x2 > 0.

Tedy

h2(x2) =




−x2

2, x2 < 0
0, x2 = 0
x2

2, x2 > 0.

Pak homeomorfismus g(x) := (x1, h2(x2)), kde x = (x1, x2) převád́ı fázové
křivky (3.8) na fázové křivky (3.7): Pro x ∈ R2 je

g(etJx) = g((e−tx1, e
tx2)

T ) = (e−tx1, e
2tx2

2)T = etBg(x)

pro x2 > 0. Podobně pro x2 < 0 a x2 = 0. Hledaný homeomorfismus h pak
dostaneme takto: h := g ◦ P−1. Skutečně

h(etAx) = (g ◦ P−1)(etAx) = g(etJP−1x) = etBg(P−1x) = etBh(x).
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Obrázek 3.4: Fázové portréty systémů: (3.6) (vlevo), (3.7) (vpravo)

Př́ıklad 5: Uvažujme následuj́ıćı systémy:

x′ =
( −1 0

0 −1

)
x (3.9)

x′ =
( −1 1

0 −1

)
x. (3.10)

x′ =
( −1 0

0 −2

)
x (3.11)

x′ =
(

0 2
−1 −3

)
x (3.12)

x′ =
( −1 1

0 −2

)
x. (3.13)

Předně všechny systémy maj́ı obě vlastńı č́ısla záporná. Z věty 2.17
proto máme zaručenu topologickou ekvivalenci těchto systémů. V daľśım
naznač́ıme konstrukci homeomorfismu převáděj́ıćıho fázové křivky (3.11)
na fázové křivky (3.9). Využijeme přitom výsledku z teorie ljapunovské
funkce. Ten nám ř́ıká, že pokud je derivace pozitivně definitńı kvadratické
funkce V podél řešeńı soustavy (1.1) mimo počátek záporná, protnou nesta-
cionárńı fázové křivky systému (1.1) (uzavřenou) křivku
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{x ∈ R2 : V (x) = k, k > 0} právě v jednom bodě. Označme

A =

( −1 0
0 −1

)
a G =

( −1 0
0 −2

)
.

V našem př́ıpadě bude pozitivně definitńı kvadratickou funkćı xT CAx pro ma-
tici A, resp. xT CGx pro matici G. Přitom CA, resp. CG je pozitivně definitńı
matice splňuj́ıćı

AT CA + CAA = −I, (3.14)

resp. GT CG + CGG = −I. Snadno ověř́ıme, že matice

CA =

(
1
2

0
0 1

2

)
a CG =

(
1
2

0
0 1

4

)

splňuj́ı požadované vlastnosti. Zvolme k = 1. Množina bod̊u {x ∈ R2 :
xT CAx = 1} je kružnice o poloměru

√
2 a {x ∈ R2 : xT CGx = 1} je elipsa

s délkami poloos 2 a
√

2. Definujme nejprve homeomorfismus f : {x ∈ R2 :
xT CGx = 1} −→ {x ∈ R2 : xT CAx = 1} takto: f(x) :=

√
2 x
‖x‖ , kde ‖ · ‖

je euklidovská norma. Dle výše řečeného pro zvolenou počátečńı podmı́nku
x0 6= 0 existuje právě jedno tx0 ∈ R tak, že e−tx0Gx0 lež́ı na elipse {x ∈ R2 :
xT CGx = 1}. Zobrazeńı

h(x0) =

{
etx0Af(e−tx0Gx0), x0 6= 0
0, x0 = 0

je hledaný homeomorfismus.
Nyńı ukážeme, že systémy (3.12) a (3.13) jsou dokonce lineárně ekviva-

lentńı se soustavou (3.11). Označ́ıme

H =

(
0 2
−1 −3

)
a L =

( −1 1
0 −2

)
.

Vlastńı č́ısla matice H jsou −1 a −2. Př́ıslušné vlastńı vektory pak jsou
(2,−1) a (1,−1). Transformačńı matice

PH =

(
2 1
−1 −1

)
,

jej́ıž sloupce tvoř́ı vlastńı vektory nám matici H převede na matici G:

P−1
H HPH =

(
1 1
−1 −2

)(
0 2
−1 −3

)(
2 1
−1 −1

)
=

( −1 0
0 −2

)
.
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Vlastńı č́ısla matice L jsou −1 a −2. Vlastńı vektory vyjdou (1, 0) a (1,−1).
Matice L se nám tentokrát transformuje na matici G prostřednictv́ım matice

PL =

(
1 1
0 −1

)
.

Zbývá sestrojit homeomorfismus převáděj́ıćı fázové křivky (3.10) na fázové
křivky (3.9). Označme

B =

( −1 1
0 −1

)
.

Postupujeme stejně jako u matice G. Pro matici B je však nalezeńı odpov́ıdaj́ıćı
matice CB obt́ıžné, proto se provede malý trik. Označme

E =

(
1 −1

2

−1
2

1

)
.

Zavedeme změnu souřadnic x −→ E
1
2 x a dále budeme pracovat s transfor-

movanou matićı

Bn = E
1
2 BE− 1

2 =

( − 961
1351

2716
2521

− 195
2521

−808
627

)
.

(Vı́me, že x′ = Bx a x′ = Bnx jsou dokonce lineárně ekvivalentńı.) Požadav-
k̊um pak vyhovuje matice

CBn =
1

2
E−1 =

(
2
3

1
3

1
3

2
3

)
.

Množina bod̊u {x ∈ R2 : xT CBnx = 1} je elipsa. Definujme nejprve homeo-
morfismus g : {x ∈ R2 : xT CBnx = 1} −→ {x ∈ R2 : xT CAx = 1} takto:
g(x) :=

√
2 x
‖x‖ , kde ‖·‖ je euklidovská norma. Dle výše řečeného pro zvolenou

počátečńı podmı́nku x0 6= 0 existuje právě jedno tx0 tak, že e−tx0Bnx0 lež́ı
na elipse {x ∈ R2 : xT CBnx = 1}. Homeomorfismus pak definujeme takto:

h̃(x0) =

{
etx0Ag(e−tx0Bnx0), x0 6= 0
0, x0 = 0.

Poznámka 3.1 Analýza kĺıčové rovnice (3.14) je v plné obecnosti uvedena
v knize [3] na str. 96.
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Obrázek 3.5: Fázové portréty systémů: (3.9) (vlevo nahoře), (3.10) (vpravo
nahoře), (3.11) (vlevo uprostřed), (3.12) (vpravo uprostřed), (3.13) (dole)
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