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abelovsky regularnich okruht, tedy okruhi, jejichz kazdy levy i pravy konecné
generovany idedl je generovan idempotentnim prvkem, ktery lezi v centru daného
okruhu. Naptiklad kazdy Booletiv okruh je abelovsky regularni.

Vénujeme se podminkadm, které uplné charakterizuji tfidu abelovsky regu-
larnich okruhi, jako napiiklad silnd regularita. VSimame si souvislosti mezi
Booleovou algebrou vSech centralnich idempotentid daného okruhu a hlavnimi
idedly. Dale popisujeme topologii na mnoziné vSech prvoidedli a uvédomujeme
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Abstract: In the present work we study arithmetic and structural properties
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Predmluva

Regularni okruhy zkoumal von Neumann'® ve t¥icatych letech minulého sto-
leti. Pojem silné regularniho okruhu pak zavedli v poloviné minulého stoleti
Arens? a Kaplansky?, kdyZ se zabyvali studiem topologickych reprezentaci al-
geber (Goodearl [2], str. xv). Abelovsky regularni okruhy maji fadu zobecnéni.
Jednim z nich jsou naptiklad regularni okruhy s omezenym indexem nilpotence.

Abelovsky regularni okruhy lze charakterizovat mnoha, na prvni pohled zcela
rozdilné vypadajicimi, podminkami. Rozhodl jsem se pfijmout za definici tu,
ktera se mi zda byt nejprirozenéjsi a diky které snadno odvodime disledky, jez
jsou nutné pro dobrou predstavu o této t¥idé okruhii. Samoziejmé dokazeme, ze
vybrana definice je ekvivalentni s tou ze zadani.

V prvni kapitole si ujasiiujeme zakladni pojmy jako okruh, obor, téleso, pr-
voideal v okruhu. Uvadime tvrzeni obecného charakteru, na které se pak budeme
v dalsim textu odvolavat.

V druhé kapitole se vénujeme Booleovym okruhtim a uvédomujeme si, ze
abelovsky regularni okruhy maji velice blizko ke komutativnim okruhtim v tom
smyslu, ze obsahuji pouze oboustranné idealy. Ukazuje se, zZe maji distribu-
tivni svaz idedli, protoze souc¢in idealtt odpovida jejich priniku. Specialné jsou
vSechny idealy idempotentni. Tyto okruhy lze také vnorit do soucinu téles.

Treti kapitola pojednavad o tom, na které ze zakladnich operaci je tiida
abelovsky regularnich okruhti uzaviena.

Ve ¢tvrté kapitole definujeme pojem silné regularniho okruhu, prestoze ihned
zjistime, Ze tato definice nepfinasi nic nového.

Pata kapitola obsahuje nékolik ekvivalentnich popisti abelovsky regularnich
okruhi pomoci regularity, vlastnosti svazu idealt nebo neexistence nenulovych
nilpotentnich prvki.

Nasledujici kapitola si v§imé vztahu idempotentnich prvki a svazu hlavnich
ideald, dale korespondence idealt Booleovy algebry na centralnich idempoten-
tech a ideal okruhu.

V posledni kapitole popisujeme souvislost topologie na mnoziné prvoidealt
a na ultrafiltrech Booleovy algebry idempotentnich prvki.

V tomto textu jsem se nezabyval vlastnostmi modult nad abelovsky regu-
larnimi okruhy. Jednak proto, Ze prvni prednasku o modulech jsem absolvoval
az ve tfetim roce studia, kdy uz jsem mél bakalaiskou praci zadanou, ale také
proto, ze pouziti moduli by ve vétsiné pripadd neumoznilo rychleji dospét ke
kyzenym vysledkiim.

Néktera tvrzeni bychom mohli zobecnit i pro okruhy, které neobsahuji jed-
notkovy prvek. Jinde je ovSem existence jednotkového prvku vhodna (napiiklad
pro existenci maximdlnich ideald). Kvili jednodus§imu vyjadiovani budeme
existenci jednotkového prvku predpokladat vzdy.

Dikazy tvrzeni se snazim podavat co nejstruc¢néji. Je—li napriklad tvrzeni ve
tvaru ekvivalence, objevi se v diikazu symboly (<), (=), které oznacuji, jakou
implikaci pravé dokazujeme. Podobné je tomu pti diikazu rovnosti dvou mnozin.
Uzijeme symboly (C), (2) pro znazornéni pravé dokazované inkluze.

1John von Neumann, 1903 — 1957
2Richard Friedrich Arens, 1919 — 2000
3Irving Kaplansky, 1917 — 2006



Kapitola 1

Predbéznosti

Okruhem méame v celém textu vzdy na mysli asociativni okruh s jednotkovym
prvkem, tedy Sestici (R, +,—,0,-,1). VétSinou piSeme jen ,okruh R*, pokud
jsou prislusné operace ziejmé z kontextu. V okruhu pripoustime i moznost
0 = 1, okruh je pak jednoprvkovy a takové nazyvame trividlni. Oborem oz-
nacujeme okruh bez déliteld nuly, ve kterém plati axiom netriviality 0 # 1.
Teéleso je pro nas obor, ve kterém jsou vSechny nenulové prvky invertibilni.
Télesa také nemusi byt komutativni. Pfedpokladdme platnost axiomu vybéru
(uzivame ho ve formé Zornova lemmatu), pfedevSim pro existenci maximal-
nich idealt v okruhu. Jeho pouziti nikde explicitné nezminujeme. Pismenem N
zna¢ime mnozinu piirozenych ¢isel {1,2,3,...}. Specidlné proto 0 ¢ N.

Nasledujici definice a tvrzeni maji obecnou povahu a nezarazujeme je proto
do jednotlivych kapitol, ve kterych je budeme uzivat. Tato tvrzeni uvadime bez
dikazi.

Definice Oboustranny vlastni ideal P okruhu R se nazyva prvoideal, pokud
pro libovolné oboustranné idealy I, .J okruhu R plati implikace IJ C P = I C
P nebo J C P. To je mozné ekvivalentné vyjadrit tak, ze pro kazda a,b € R
plati implikace aRb C P = a € P nebo b € P.

Tvrzeni 1.1 Bud R okruh a x € ({P : P prvoideal}. Pak z je nilpotentni.

Tvrzeni 1.2 Je-li R okruh a P jeho prvoideal, pak existuje prvoideal Q) C P,
ktery je mezi v8emi prvoidealy (vzhledem k inkluzi) minimalni.

Definice Ideal I okruhu R se nazyva poloprvoideal, pokud je prinikem néjaké
mnoziny prvoideali okruhu R. Speciadlné R je poloprvoideal, protoze ho chapeme
jako prinik prazdné mnoziny prvoideali.

Tvrzeni 1.3 Pro oboustranny ideal I okruhu R jsou nasledujici podminky
ekvivalentni

(i) I je poloprvoideal okruhu R.

(ii) Pro kazdé x € R spliujici xRz C I plati, 7e = € I.

(iii) Pro kazdy oboustranny ideal J C R spliujici J2 C I je J C I.

(iv) Pro kazdy pravy ideal J C R spliujici J?> C I je J C I.

Definice Je-li R netrividlni okruh, pak Jacobsonovym?* radikalem okruhu R
nazyvame prinik vSech maximalnich pravych idealt tohoto okruhu a znacime
ho J(R). Pro triviadlni okruh R definujeme J(R) = {0}. Jacobsontv radikal 1ze
ekvivalentné popsat jako prinik vSech maximalnich levych idedld a jedné se
tedy o oboustranny ideal.

4Nathan Jacobson, 1910 — 1999



Tvrzeni 1.4 Kazdé konec¢né téleso je komutativni.
Kratky dikaz je mozné nalézt napiiklad v [4] na strané 200.

Definice Céstecné usporadana mnozina (M, <) se nazyva nahoru usmérnéna,
pokud pro kazdé a,b € M existuje c € M splnujici a < ¢ a zaroven b < c.

Definice At (A4, <) je nahoru usmérnénd mnozina, R, pro a € A okruhy
a fap : Rg — R, okruhové homomorfismy spliujici pro a« < g < v € A
podminky fo g0 fgy = fay & fa,o = idg,. Pak limita diagramu tvoieného
okruhy R, a homomorfismy f, g se nazyva inverzni limitou systému (Rq, fa,3)-

Tvrzeni 1.5 Inverzni limita systému (Rq, fo,g) je izomorfni podokruhu sou-

¢inu [[ R, tvaru
a€A

{(ra)aca: proa,B € A, < B je fap(rg) =ra}

Tvrzeni 1.6 Kategorie je uplna, pravé kdyz v ni existuji souciny a ekvaliza-
tory.



Kapitola 2

Disledky abelovské regularity

Definice Necht (R,+,—,0,-,1) je okruh. Prvek € R se nazyvé regularni,
pokud existuje y € R takové, 7ze ryxr = x.

Okruh R nazyvame (von neumannovsky) reguldrni, pokud je kazdy jeho
prvek regularni.

Okruh R se nazyvéa abelovsky regularni, pokud je regularni a kazdy idempo-
tent z R je centralni (tzn. lezi v centru okruhu R).

Stoji za to poznamenat, ze plati-li pro prvky z, y okruhu R rovnost zyx = x,
pak zyry = xy a yryr = yx. Prvky zy a yx jsou v takovém pripadé idempo-
tentni.

Kazdé (obecné nekomutativni) téleso F' je abelovsky reguldrnim okruhem.
Jediné idempotentni prvky v télese jsou totiz 0 a 1, které jisté komutuji se vSemi
ostatnimi prvky. Je-1i 0 # z € F, stadi polozit y = z~!, pak bude zyz = z. Pro
x = 0 lze volit y libovolné a dostaneme také zyr = x.

Dalsim piikladem abelovsky regularnfho okruhu je Booletiv® okruh (tj. okruh,
ve kterém je kazdy prvek idempotentem). Diive neZ toto ovéfime, vyslovime
nasledujici pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 2.1 Je-li R netrividlni Booletv okruh, pak char(R) = 2 a okruh R
je komutativni.

Dtikaz Prvek 1+ 1 je idempotent, tedy 1+ 1= (1+1)2=1+1+1+1. Po
odecteni dostavame 1+ 1 = 0, coz znamenad, 7e char(R) = 2. Pro z,y € R je
r+y=(z+y)?’ =2 +zy+yr+y>=x+azy+yr+y. Tedy vy = —yz = yz,
a proto je okruh R komutativni. O

Nyni je ovéfeni abelovské regularity Booleova okruhu R piimocaré, nebot z
komutativity ihned plyne, 7ze kazdy idempotent je centralni. Navic pro z € R je
r-r-r=2-r=1-T=u1.

V néasledujicich tvrzenich se zabyvame vlastnostmi idealid abelovsky regulér-
niho okruhu. Ukazeme, ze levé a pravé idealy splyvaji s oboustrannymi idedly,
konecné generované idealy s hlavnimi idedly a prvoidealy s maximalnimi idedly.
Navic soucin dvou ideali se rovna jejich priniku.

Lemma 2.2 Kazdy pravy (levy) idedl I abelovsky regularniho okruhu R je
oboustrannym idealem.

Dukaz Bud x € I a r € R, chceme ukazat, ze také rx € I. Existuje y € R,
ze ryxr = x. Vynasobenim prvkem y zprava dostavame xyxry = zy, proto je xy
idempotent, a tedy centralni. Plati, ze re = reyx = r(zy)r = zyre € R C 1.0

5George Boole, 1815 — 1864



Tuto dilezitou vlastnost budeme velice ¢asto mlcky vyuzivat. V dalsim textu
budeme mluvit jiz jen o (oboustrannych) ideélech.

Tvrzeni 2.3 Bud R abelovsky regularni okruh. Pak kazdy konecné genero-
vany idedl I je generovan idempotentem.

Dukaz (a) Necht nejprve I = xR je hlavni idedl. Pak existuje y € R, 7e zyx =
x. Vynasobenim prvkem y zprava mame zyry = zy, tedy xy je idempotent.
Plati, Ze R = zyR. Protoze x = xyr = (zy)x € zyR, je xR C xyR. Obricend
inkluze je ziejma.

(b) Necht nyni I = zR + yR. Pak podle (a) existuji idempotenty e, f € R,
zeeR=xRa fR=yR. Prvek e+ f —ef je také idempotent, protoze

(e+f—ef)(etf—ef) =’ +ef—e*f+fetf?~fef—efe—ef?+efef = et+f—ef.

Ukazeme, ze eR+ fR = (e+ f—ef)R. Protoze (e+ f—ef)e=ca (e+f—ef)f =
fyjee,f€(e+ f—ef)R. Navice+ f —ef € eR+ fR.
(¢) Indukei podle poétu generatort idealu I je dikaz zavrSen. O

Mizeme si vSimnout analogie principu inkluze a exkluze. Jsou-li eq,..., e,
idempotenty v abelovsky regularnim okruhu R, pak generatorem idealu e; R +
o+ e, R je idempotent

Z (—1)|I|+1H€¢-

PAIC{L,...,n} icl

Tvrzeni 2.4 Je-li P prvoideal v abelovsky reguldrnim okruhu R, pak P je
maximalni idedl a R/P je téleso.

Dukaz Ukazeme nejprve, ze R/P je obor. Volme proto z,y € R a predpokla-
dejme, 7e plati (z + P)(y + P) = 0. Pak také xy € P. Chceme dojit k zavéru, ze
x € P nebo y € P. K tomu staci ukazat, ze yrz € P pro kazdé r € R. Zvolme
tedy r € R libovolné. Vime, Ze existuje a € R, pro které rx = rxarx. Pak plati
rovhost yre = y(rx) = yreare = (arz)(yrz) = ar(zy)re € P. Tedy R/P je
opravdu obor.

Pro x € R\ P existuje y € R, Ze xyr = x. Prvky xy a yx nelezi v P
a zy + P, yx + P jsou idempotentni v R/P. Protoze R/P je obor, plati Ze
ry+P=1+P=yx+ P.

Pokud by prvoidedl P nebyl maximalni, existoval by maximalni idedl P C
M C R a M/P by byl netrividlni vlastni ideal télesa R/P. O

Tvrzeni 2.5 Bud R regularni okruh, I, J idealy okruhu R. Potom INJ = [-J
a svaz idealtl okruhu R je distributivni.

Dukaz Inkluze (I N.J) D IJ plati obecné pro libovolny okruh R. Pro dikaz
opacné inkluze vezméme r € I N .J. Existuje s € R, ze r = rsr = (rs)r € 1J.
Tedy i (IN.J) C IJ.

Pro idealy I, J, K plati diky prvni ¢asti dikazu

I+J)NK=(I+J)K=IK+JK=(INK)+ (JNK).
9
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Lemma 2.6 Je-li I maximalni pravy ideal a e centralni idempotent v okruhu
R,pak ec I, pravé kdyz 1 —e ¢ I.

Dukaz (=) Pokud by 1 —e € I, pak 1 = (1 —e) + e € I, coz by byl spor s
maximalitou I.

(<) I+ (1 —e)R 2 I, tedy podle maximality I je I + (1 —e)R = R. Neboli
existujei € I ar € R, 7e 1 =i+ (1 — e)r. Pfendsobenim zleva idempotentem e
dostavame e = et = ie € I. O

Uvazujme nyni konkrétni priklad abelovsky reguldrniho okruhu
R={f:]0,1] = R: f je po ¢astech konstantni}

(s operacemi s¢itani a ndsobeni funkci). Pro danou funkci f € R, ktera se alespon
nékde rovna nule, existuje mnoho prvki g € R, 7ze fgf = f. Mezi nimi ma
vyznaéné postaveni funkce g, pro kterou g(x) = 0, pravé kdyz f(z) = 0. Takové
g ma navic vlastnost, ze gfg = g. Zobecnéni tohoto pozorovani je nasnadé.

Tvrzeni 2.7 Je-li R abelovsky regularni okruh, pak pro kazdé z € R existuje
praveé jedno z € R, Ze xzx = x a zaroven zxrz = z.

Dikaz Existuje y € R, ze xyx = x. Polozme z = yzy. Pak zzzx = xyxyr =
zyr = x. Navic zzz = (yxy)z(yzry) = y(zy)(zy)(zy) = yry = 2. Staéi jen
dokazat jednoznacénost z. Bud v € R splhujici zvr = = a vev = v. Pak vx =
vevr = v(zv)r = ve(zv) = (ve)zv = z(ve)v = xv. Podobné zx = xz. Navic
xv = zzrv = xvrz = rz. Celkem dostavame, 7e v = vav = vrz = T2V = 220 =
2rz = 2. 0

Tvrzeni 2.8 Abelovsky regularni okruh R nema 7zadné nenulové nilpotentni
prvky.

Dikaz Predpokladejme, ze 0 # x € R ma stupen nilpotence n > 2. Existuje
y € R, 7e xyx = x, tedy i 2%y = . Pak oviem 0 = 0 -y = 2"y = 2" 2 - 2%y =

z" 1, coZ je spor. O

Tvrzeni 2.9 Bud R okruh, J(R) Jacobsoniv radikal tohoto okruhu a e € R
idempotent. Pak e € J(R), pravé kdyz e = 0.

Dukaz (=) Je-li 1 —e zprava invertibilni, pak existuje r € R, ze 1 = (1 —e)r.
Potom ale e = e(1 —e)r =0, tj. e = 0.

Neni-li 1 —e zprava invertibilni, existuje maximalni pravy ideal I, ktery tento
prvek obsahuje. Pak ale e ¢ I, tedy e & J(R).

(<) Ziejmé. O

Dusledek 2.10 'V reguldrnim okruhu R je J(R) = {0}.
Dukaz Pro z € J(R) existuje y € R, 7e xyr = x. Prvek xzy € J(R) je

idempotent, a tedy nula. Z toho plyne, ze x = 0. 0
10



Jsou-li K, pro a z indexové mnoziny A télesa, pak snadno ovérime, Ze okruh
[ K. je abelovsky reguldrni. Nésledujici véta iké, ze kazdy abelovsky regu-
aEA
larni okruh lze subdirektné vnofit do soucinu téles.

Véta 2.11 Je-li R abelovsky regularni okruh, pak existuji télesa K, pro

a € A, 7e R je izomorfni subdirektnimu souc¢inu [[ K,.
aEA

Dikaz Necht I, pro o € A jsou v8echny maximalni idedly okruhu R. Pak
pro kazdé o € A je faktorokruh R/I, télesem, protoze R/I, mé pouze trivialni
jednostranné idealy. Definujme zobrazeni

m: R — H R/I, predpisem 7 +— (r+ Iy)acAa-
a€cA

Snadno lze nahlédnout, Ze 7 je okruhovy homomorfismus s jadrem

Kerm={r e R:Vocarecl,}= m[a:J(R):{O}'
acA

Homomorfismus 7 je prosty, a proto R ~ Im 7. 0]

Disledek 2.12 Kazdy konecny abelovsky regularni okruh R je izomorfni
soucinu konec¢né mnoha konecnych téles.

Dukaz Necht I, pro a € A je minimalni systém maximalnich ideald spliujici
N I, = {0}. Takovy systém existuje, protoZe okruh R je konefny a ma proto

acA

jen konec¢né mnoho maximaéalnich ideali. Necht zobrazeni 7 je definovano jako v

dikazu véty 2.11. Diky minimalité mnoziny A existuje pro kazdé a € A prvek

ra € R\Iy, 7674 € () Ig. VSimnémesi, ze ro+1o # Io apro B # ajerg+Ig =

B#a

Ig. Navic R/I, je téleso, proto existuje so € R, 7e (1o + Io)(Sa +1a) =1+ 1,.

Oznacime-li jeSté t, = 7454, dostavame, ze (to +15)pca = (0ap+13)pea. Nyni

jiz pro libovolna ¢, € R plati

W(Z CBtB) - (Z cptp + Ia>a€A = (cata + Ia)aca = (Ca + Ia)aca,
BEA BEA

odkud je okamzité vidét, ze 7 je surjektivni. Podle véty 2.11 je 7 prosté, takze
jde o hledany izomorfismus. O

Poznamka Specidlné je proto kazdy konecny abelovsky regularni okruh ko-
mutativni, protoze podle Wedderburnovy® véty je kazdé konecéné téleso komu-
tativni.

Kazdy koneény Booletiv okruh R je izomorfni souc¢inu kone¢né mnoha dvou-
prvkovych téles, protoze kazdy maximalni idedl v R mé podle lemmatu 2.6
pravé 1|R| prvki. Navic |R| je mocnina dvojky a okruh R je svou mohutnosti
zadan az na izomorfismus jednozna¢né (je-li konecny).

6 Joseph Henry Maclagen Wedderburn, 1882 — 1948
11



Piiklad Okruh Z,, celych ¢isel modulo n je abelovsky regularni, pravé kdyz
n neni délitelné ¢tvercem zadného prvocisla. Je-li totiz n délitelné ctvercem
prvocisla, obsahuje Z,, nilpotentni prvky. Pokud je naopak n = p; - ... - pg
soucin po dvou ruznych prvocisel, pak je podle ¢inské zbytkové véty Z,, izomorfni
soucinu téles Zj,, X :-+ X Zy, .

Ze stejnych tvah vyplyva, Ze prvookruhem abelovsky reguldrniho okruhu je
bud okruh celych ¢isel Z, nebo okruh celych ¢isel modulo n € N, kde n neni
délitelné druhou mocninou zadného prvocisla.

Kazdy abelovsky regularni okruh lze vnorit do soucinu téles. Existuji ale
takové, které nejsou izomorfni zadnému soucinu téles. Uvazujme libovolné téleso
F' a podivejme se na komutativni okruh

R = {f :N — F: f je od néjakého indexu konstantni}.

Okruh R neni izomorini sou¢inu téles.
Oznac¢me pro jednoduchost
S= 1] Fa

acA

kde F, jsou télesa pro a € A. Okruh R mé spocetné nekonec¢né mnoho idempo-
tenti. RozliSme nyni dva pripady. Je-li A konec¢na, pak S obsahuje jen konecné
mnoho idempotenti. Pro A nekonec¢nou obsahuje okruh S nespocetné mnoho
idempotenti. V zadném pripadé tedy nemiize byt okruh R izomorfni s S.

K ditkazu nam stacily jen velice hrubé znalosti o okruhu R, a sice to, Zze ma
spocetné nekoneé¢né mnoho idempotentnich prvki.

Nalezeny soucin téles z véty 2.11, do kterého se okruh R vnoiuje mize vy-
padat velice komplikované, prestoze samotny okruh R mame pirimo zadan jako
soucin téles. Uvazujme napiiklad okruh R = RY a af I je ide4l vSech skoro viude
nulovych posloupnosti realnych ¢isel. Dle Zornova lemmatu existuje maximalni
idedl M obsahujici I. Tvrdime, Ze téleso R/M neni izomorfni s R.

Ukazeme dokonce, ze neexistuje homomorfismus f : R — R s jadrem M.
Predpokladejme pro spor, ze takovy existuje. Pak pro r, € R, r, > 0 existuji
Sny 2 ;. = Ty Proto f((rn)nen) = f((s7)nen) = f((n)nen)® > 0. Pro c € Z
plati f((¢)nen) = ¢. Specilni volbou 7, = n pro n € N dostavame (diky tomu,
ze jadro f obsahuje ideél I), ze

f((n)nen) —c= f((n = c)nen) = f((In — c)nen) > 0

pro libovolné ¢ € Z. A to je spor.
V pripadé, ze F' je konecné téleso a x kardinalni ¢islo, pak pro okruh R = F*
plati, ze vSechny jeho faktory podle maximalnich ideali jsou izomorfni s F'.
At M je maximalni idedl okruhu R a oznaéme a = (a)qerx € R pro a €
F. Definujme homomorfismus f : FF — R/M predpisem a — a + M. Ten
je prosty, protoze M neobsahuje invertibilni prvky. Protoze M je prvoideal v

komutativnim okruhu R a [[ (x —a) =0 € M, existuje a € F, 7e x —a € M.
a€EF
Tedy f je také surjektivni.

Na zavér této kapitoly vyslovime tvrzeni, ze kterého okamzité vyplyne, Ze
pokud pro abelovsky regularni okruhy R, S existuje izomorfismus mezi R[z] a
Slz], pak jsou i okruhy R, S izomorfni.
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Tvrzeni 2.13 Je-li R abelovsky regularni okruh, pak regularni prvky okruhu
polynomu R[z] jsou pravé prvky z R.

Dukaz Ziejmé vSechny prvky z R jsou regularni v R[z]. Na druhou stranu
predpokladejme pro spor existenci polynomi p, ¢ € R[x], Ze stupei p je alespon
jedna a pgp = p. Oznacme a € R vedouci koeficient polynomu p. Existuje b € R,
ze aba = a, a polozme e = ab = ba # 0. Definujme idedl I = (1 —e)R okruhu R.
I je vlastni idedl, nebot e ¢ I. Ozna¢me p = p+I[x|, § = g+ I[x] € R[z]/I[z] =
(R/I)[x]. Vedouci koeficient a + I polynomu p je invertibilni, protoze
(a+ Db+ =0+ (a+I)=e+IT=1+1.
Celkové mame

degp = deg pgp = degp + deg g + degp > degp.

A to je spor. O
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Kapitola 3

Zachovavani abelovské regularity

Ukazeme, které ze zakladnich konstrukei okruht (soucin, podokruh, faktor-
okruh, prinik) zachovavaji abelovskou regularitu. Obecné nemusi byt podokruh
abelovsky reguldrniho okruhu abelovsky reguldrni, jak vidime na piikladu télesa
Q a jeho podokruhu Z, ale ukazeme, Ze centrum jiz tuto vlastnost mit musi.
Snadno také nahlédneme, ze okruh polynomi v jedné neurcité a stejné tak okruh
nxn matic (n > 2) nad abelovsky reguldrnim okruhem jsou abelovsky regularni
jen v trividlnim ptipadé, kdy je ptivodni okruh nulovy.

Tvrzeni 3.1 Libovolny soucin abelovsky regularnich okruhi je opét abelovsky
regularnim okruhem.

Dukaz Snadné. [l

Tvrzeni 3.2 Je-li R libovolny okruh a R, pro a € A # () abelovsky regularni

podokruhy, pak (] R, je také abelovsky regularni okruh.
acA

Dukaz Ziejmé vSechny idempotenty (] R, jsou centralni. Je-liz € [ R,
aEA acA
pak podle tvrzeni 2.7 existuje pro kazdé a € A praveé jedno y, € R, 7€ xYoT = x

a YaTYa = Yo- Lvolme o, B € A a oznacme r = y,, s = yg. Pak plati
r = rar = r(zsesrsr)r = (ro?)s®(2?r) = vs°r = s.

Proto r € [ R,. Jde o regularni okruh. O
acA

Tvrzeni 3.3 Centrum Z(R) abelovsky regularniho okruhu R je abelovsky
regularni okruh.

Dukaz Bud z € Z(R). Pak existuje y € R, Ze zyx = x. Polozime-1i z = yzy,
plati rovnost zzx = z. Staéi ukizat, ze z € Z(R). Je-li a € R libovolné, pak

Az = ayry = TYQY = Yary = Yyrya = 2a.

(Druhé a ¢tvrtd rovnost plyne z toho, ze idempotent xy je centralni, tieti z
toho, 7e = je centralni.) O

Tvrzeni 3.4 Faktorokruhy (homomorfni obrazy) abelovsky regularnich okruht
jsou opét abelovsky regularni.

Dukaz Bud R abelovsky reguldrni okruh a I jeho idedl. Pro = € R existuje
y € R, 7e zyx = x. Tim spiSe (z+ Iy + I)(z+ 1) =z + I.
Potfebujeme jesté ukazat, ze vSechny idempotenty faktorokruhu R/I jsou
centralni. Ukdzeme, ze dokonce vSechny idempotenty tohoto faktorokruhu jsou
14



tvaru e + I pro néjaky idempotent e € R, odkud jiz okamzité vyplyne, Ze jsou
centralni. Zvolme tedy r € R takové, Ze (r+1)% = (r+1), tj. r>—r € I. Existuje
s € R, 7e rsr = r. Tvrdime, Ze rs je hledany idempotent, nebo-li r — rs € I.
Ovsem

r—rs=rsr—rs=r>s—rs=(r’—r)scl.

OJ

Tvrzeni 3.5 Inverzni limita abelovsky regularnich okruhi je abelovsky regu-
larni okruh.

Dukaz Necht R, pro a € A jsou abelovsky regularni okruhy, (A, <) nahoru
usmérnénd mnozina. Pro a, 8 € A,a < 8 necht f, 5 : Rg — R, jsou okruhové
homomorfismy takové, ze proa < B <y € Aje fogofsy = fa,y @ fa,a = idr, -
Pak

R={(ra)aca: proa,B € A,a<fje faps(rs) =ra}

je inverzni limitou tohoto systému. UkaZeme nejprve, ze okruh R je regularni.

Uvazme prvek (74)aca € R. Pak pro kazdé a € A existuje pravé jedno
Sa € Ry, 7€ Toy = TaSaTa & So = SaTaSa- Chceme ukazat, 7e (sq4)aca € R.
Zvolme proto @ < € A libovolné a oznacme pro jednoduchost f = f, .
Protoze f je okruhovy homomorfismus, dostavame

f(rg) = f(rp)f(sp)f(rp), f(sg) = f(sp)f(rp)f(sp)
Ta =Taf(58)Tas f(sg) = f(sp)raf(sp)-

Z poslednich dvou rovnosti diky tvrzeni 2.7 vidime, Ze nutné f(sg) = so. Tedy
(Sa)aeA € R.

Je-1li (eq)aca € R idempotent okruhu R, pak ziejmé pro kazdé a € A je
eq idempotent okruhu R, tedy leZi v centru okruhu R,. Proto i (ey)aca je
centralni idempotent okruhu R. 0

Existence inverzni limity je také dlisledkem obecnéjsich ivah. Kategorie vSech
abelovsky regularnich okruhi je totiz aplné, coz lze zdivodnit existenci soucint
(limit diskrétnich diagrami) a ekvalizatori. Protoze inverzni limita je limita
néjakého specidlniho diagramu, plyne z tplnosti dané kategorie jeji existence.

Tvrzeni 3.6 Nechf R C [[,.4 Ko je regularni podokruh soucinu téles.
Na kazdém télese K, uvazujme diskrétni topologii a na [] .4 Ko soucinovou

topologii. Pak uzavér R okruhu R je abelovsky regularni okruh.

Dikaz Protoze R je podokruh topologického okruhu S = []
opét okruhem. Ziejmé jsou vSechny idempotenty v R centralni.
Zbyva dokazat regularitu okruhu R. Pro z € R existuje pravé jedno y € S, Ze
ryx = x a zaroven yxry = y. Ukdzeme, 7e kazdé okoli prvku y protind R, odkud
jiz vyplyne y € R. Zvolme tedy kone¢nou podmnozinu K C A. ProtoZe = € R,
existuje a € R, Ze a, = x4 pro a € K. Diky abelovské regularité okruhu R
existuje praveé jedno b € R, 7e aba = a a bab = b. Nutné b, =y, pro a € K. [

wenKas je R
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Kapitola 4

Silné regularni okruhy

Definice Okruh R se nazyva silné regulérni, pokud pro kazdé x € R existuje
y € R, 7e z%y = x.

Poznamenejme, 7Ze z nasledujiciho tvrzeni vyplyne, ze kazdy silné reguldrni
okruh je regularni, a proto predchozi definice neni v rozporu s dobrymi mravy.

Ukazeme dokonce, ze okruh je silné regularni, pravé kdyz je abelovsky regu-
larni. Predchozi definice se proto stava nadbytec¢nou. Uvadime ji vSak z toho
divodu, 7e je stale nékterymi autory pouzivana.

Tvrzeni 4.1 Okruh R je abelovsky regularni, pravé kdyz je silné regularni.

Dukaz (=) Pro x € R existuje y € R, 7e zyx = z. Protoze prvek zy je
idempotent, je centralni, a tedy v = xyr = x(ry) = r%y. Tudiz R je silng
regularni.

(<) Zvolme nyni x € R nilpotentni. Existuje y € R, %e 2%y = x. Pokud
by n > 2 byl stupen nilpotence prvku z, pak 0 = z"y = 2"~ 1. Celkové proto
vidime, ze v R nejsou zadné nenulové nilpotentni prvky.

At opét = € R je libovolné a y € R spliiuje rovnost 22y = z. Pak

22?2 —zya® +xy2x? =0.

(x — zyr)? = 2% — 2%yr — zy2® + vyx’yr =2
Prvek x — zyx je nilpotentni, a proto x = zyx. Dokazali jsme regularitu okruhu
R.

Bud e € R idempotent a r € R. Pak prvky er(1 —e), (1 — e)re jsou nilpo-
tentni a tedy nulové. Z toho po roznasobeni plyne, Ze er = ere = re. Proto je
idempotent e centralni. O

Vsimnéme si, ze podle pravé dokazané ekvivalence plati diky symetrii pro
okruh R ekvivalence

2 2
VeerIyer 7y =2 & Viyerdyer yz° = 7.

Tato ekvivalence obecné neplati po prvcich. Uvazme napiiklad okruh endomor-
fismi End g (V') spocetné dimenzionalniho vektorového prostoru V' nad télesem
K. Tvoti-li vektory ey, ea, - - - € V bazi prostoru V a definujeme-1i f € Endg (V)
tak, aby f(e;) = e;+1 pro i € N, pak neexistuje g € Endg(V), pro které by
f2g = f, protoze obraz zobrazeni f2 = f o f je roven linedrnimu obalu vektor
es, ey, ..., ale vektor f(e1) = ex v ném nelezi. Na druhou stranu existuje h €
Endg (V), 7e hf? = f. Stadi totiz definovat h tak, aby h(e1) = 0, h(eiy1) = e;
pro: € N.

Zajimava Jacobsonova véta fika, ze okruh, ve kterém ke kazdému prvku x
existuje n > 2, ze ™ = x, je jiz komutativni. Uvédomme si, ze kazdy takovy
okruh je specialné silné regularni a 1ze ho tedy vnorit do soucinu téles. Staci
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proto dokézat, ze télesa, jejichz multiplikativni grupa je torzni, jsou jiz komu-
tativni. Na to je vSak jesté potieba vynalozit jisté usili. Podrobnosti Ize najit
v knize od Hersteina’” [4] na stranach 69 — 73, kde je vysloveno a dokazino
zobecnéni tohoto tvrzeni.

"Israel Nathan Herstein, 1923 — 1988
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Kapitola 5

Charakterizace abelovsky regularnich okruhi

V této kapitole si uvédomime, ze v kazdém regularnim okruhu existuje nej-
mensi ideal takovy, ze faktorokruh podle tohoto idedlu ma jiz vSechny idempo-
tenty centralni. Dale podame nékolik ekvivalentnich charakterizaci abelovsky
regularnich okruhi a jesté predtim dokazeme jedno pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 5.1 V kazdém reguldrnim okruhu R existuje nejmensi idedl N, ze
R/N je jiz abelovsky regularni.

Dukaz Definujme mnozinu
M = {J C R: J je oboustranny idedl a R/.J je abelovsky regularni}.

MnozZina M je neprazdna, protoze R € M. Polozme N = (| M, coZ je obou-
stranny idedl. R/N je zfejmé regularni a navic existuje pfirozené vnoteni okruhu
R/N do souéinu [] R/I. Odtud vidime, ze R/N je dokonce abelovsky regu-

IeM
larni okruh. O

Tvrzeni 5.2 Je-li R regularni okruh bez nenulovych nilpotentnich prvki a
P minimalni prvoideal, pak R/P je obor.

Dukaz Nejprve provedme nékolik pozorovnani. Jsou-li a,b € R a ab = 0,
pak 0 = b(ab)a = (ba)?, tedy ba = 0. Plati-lia; -...-a, = 0 pro a; € R, pak
postupnou aplikaci predchozi ¢asti dostavame

g ...-apa; =0, Ray-...-ana1 =0, a1Rasy-...-a, =0, ...,

az nakonec (RaiR)-...-(Ra,R) = {0}. Pokud je navic o permutace mnoZiny
{1,...,n},pak (ay1-...-G5n)" € (Ra1R)-...-(Ra,R) = {0}, proto ay1-...-0gn =
0

Polozme nyni M = {xy-... -z, : n € Nx; € R\ P}. Kdyby 0 € M, pak
existuji ; € R\ P, ze z1-.. .-z, = 0. Pak ovSem (Rz1R)-...-(Rz,R) = {0} C P.
A protoze P je prvoidedl, existovalo by j € N, pro které Rz; R C P, tj. z; € P,
coz by byl spor. Takze 0 ¢ M a vidime, 7ze mnozina M je multiplikativni. Podle
Zornova lemmatu existuje maximalni multiplikativni mnozina N obsahujici M.

Definujme Q = R\ N. Ukazeme, 7e jde o idedl. Zvolme a,b € @, r € R. Kvuli
maximalité N a diky pozorovani existuji m,n € N, i,j € N, Ze ma* = 0, nb? =
0. OvSem opét diky pozorovani méme, Ze mn(a + rb)*t7 = 0. A protoze 0 ¢ N,
platia+rbe R\ N = Q.

@ je prvoideal, protoze R \ @ je multiplikativni mnozina. Nakonec diky mi-
nimalité prvoidealu P dostavame P =@, M = N a R/P je obor. 0]

Véta 5.3 Pro okruh R jsou nésledujici podminky ekvivalentni.
(i) R je abelovsky regularni.
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(ii) R je siln€ regularni.
(iii) Kazdy levy i pravy kone¢n& generovany idedl je generovan centralnim idem-
potentem.
(iv) R je reguldrni a neobsahuje nenulové nilpotentni prvky.
v) Pro kazdé z € R existuje pravé jedno y € R, 7e xyr = = a yry = y.
(vi) R je regularni, pficemz levé a pravé idedly splyvaji.
(vii) R je reguldrni a R/P je oborem pro kazdy prvoideal P.
(viii) R neobsahuje nenulové nilpotentni prvky a faktorokruhy R podle prvoideali
jsou regularni.
(ix) R je regularni a svaz pravych idealu je distributivni.
(x) Levé a pravé idedly jsou oboustranné a idempotentni.

Dukaz Podminka (i) implikuje vSechny ostatni a ekvivalence (i) < (ii) byla
predmétem kapitoly o silné regularnich okruzich.

(iii) = (i) Pro libovolné z € R existuje idempotent e € R, Ze zR = eR.
Uvazujme y, z € R, pro které zy = e, x = ez. Potom zyxr = ex = eez = ez = x,
¢imz jsme ovérili regularitu okruhu R.

Je—li e libovolny idempotent v R, pak existuje centralni idempotent f, pro
ktery eR = fR. Pak existuje r € R, Zze er = f a vynasobenim prvkem e
mame er = ef. Podobné existuje s € R, ze e = fs a vynasobenim centralnim
idempotentem f dostavame ef = fs. Zavérem je e = fs = ef = er = f,
specialné idempotent e je centralni.

(iv) = (i) Je-li e € R idempotent, pak pro kazdé r € R jsou prvky er(l —
e), (1—e)re nilpotentni, a tedy nulové. Po roznasobeni dostavame er = ere = re,
tedy e je centralni.

(v) = (i) Zfejmé je okruh R regularni. Zvolme libovolné idempotent e € R
a ukazeme, 7e er(1 — e) = 0 pro kazdé r € R. 7 toho jiz vyplyne, 7%e prvek e je
centralni. Bud tedy r € R a polozme y = e + er(1 — e). Protoze e = e, eye = e
a yey = vy, plyne z jednoznacnosti, ze y = e, neboli er(1 —e) = 0.

(vi) = (i) Bud e € R idempotent, ukdzeme, Ze je centralni. Zvolme tedy
r € R. Protoze eR je pravy a tedy i levy idedl, existuje s € R, 7e re = es. Pak
oviem (1 —e)re = (1 — e)es = 0. ProtoZze analogicky er(1 —e) = 0, dostavame
rovnost er = ere = re.

(vii) = (iv) Je-li € R nilpotentni, pak z + P = P pro kazdy prvoideal P,
protoze v oboru nejsou nenulové nilpotentni prvky. Tedy x lezi v priniku vSech
prvoideald. Ten je vS8ak podmozinou Jacobsonova radikdlu. A podle dtsledku
2.10 je J(R) = {0}.

(viii) = (iv) Faktory R podle minimélnich prvoidealt jsou podle tvrzeni
5.2 obory a diky regularité dokonce télesa. Z toho plyne, 7ze R/P je téleso pro
libovolny prvoideal P.

Uvédomime si, ze pro oboustranny ideal I okruhu R plati, Ze R/I je bez
nenulovych nilpotentii, pravé kdyz I je poloprvoideal okruhu R. Implikace zleva
doprava je ziejma a obracend plati diky tomu, Ze faktorokruh R/I mtzeme
vnofit do soucinu téles R/P, kde P probihd vSechny prvoidealy obsahujici I, a
tento soucin neobsahuje nenulové nilpotentni prvky.

Predpokladejme pro spor, Ze existuje x € R, 7e ¢ xRx. Uvazujme mnozinu

M ={I C R: I ideal, R/I neobsahuje nenulové nilpotenty, IN(xRx—z) = (}.
Podle predpokladi {0} € M, proto M # (). Pro neprazdnou linedrné uspoia-

danou podmnozinu C' C M je |JC idedl, JC N (zRx — z) = 0. Jsou-li z € R,
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n € N takova, ze 2" € |J C, pak existuje I € C, 7e ™ € I, ale protoze R/I nema
nenulové nilpotentni prvky, dostdavame = € I C |JC. Proto ani R/|JC neob-
sahuje nenulové nilpotentni prvky. Celkové | JC' € M je horni mez C. MnoZina
M je induktivni a podle Zornova® lemmatu m4 maximalni prvek — oznacme
ho I.

I neni prvoidedl. Existuji tedy oboustranné idealy A, B,7ze ABCIaA,B2
I. Definujme oboustranné idedly K = {r€e R:rBCI},L={re R: Kr C I}.
Ukazeme, 7e K je poloprvoideal. Zvolme libovolné ideél .J spliwjici J2 C K. Dle
definice je J?B C I, ¢ili také (J N B)2 C I. A protoze I byl poloprvoidedl, je
JNB C I,odkud JB C I, coz znamena J C K. Stejnymi argumenty dospéjeme
k zavéru, ze L je poloprvoideal. Snadno si uvédomime, ze K O A, L O B. Nyni
mame (K N L)2 C KL C I, odkud plyne KNL C I.

Diky maximalité I v mnoziné M existujiy,z € R, ze v —xyx € K,z —xzx €
L. Vidime, Ze prvek

r—x(y+z—yrz)r = (r—zyx)(l —zx) = (1 —zy)(x —zzz) e KNL

lezi v priniku K N L, tedy lezi v I, ¢imz dostavame spor.

(ix) = (i) Pro idempotenty e, f € R plati eR = eRN (fR+ (1 — f)R) =
eRNfR+eRN(1— f)R. Existuji tedy r, s,t,u € R, 7e e = er+es, er = ft, es =
(1 — f)u. Po tpravé fe = fer + fes = fft+ f(1 — f)u = ft = er dostdvame
vynasobenim zleva prvkem 1 — e, Ze (1 —e) fe = 0. Podobné lze ziskat rovnost
ef(1 —e) = 0. Idempotenty e, f spolu komutuji, nebot ef = efe = fe.

Zvolime nyni x € R libovolné a pouzijeme predchozi ¢ast pro idempotent
f=e+ex(l—e). Vychdzi ndm e+ex(l—e) =ef = fe=c. Ciliex(1 —e) = 0.
Podobné ovSem (1 — e)xe = 0. Idempotent e je centralni, nebot ex = exe = xe.

(x) = (vi) Pro z € R plati xR = Rx a *tR = xRzR = *tRRx = xRz, odkud
plyne regularita okruhu R. U

Uvazujme nyni kladna celd cisla n,kq, ...k, l1,...,l,_1, nezdporné celé
¢islo [,, a podminku tvaru

kn,ln

VierIyer ghyhe gyl = g (%)
Budeme se zabyvat otazkou, kdy je t¥ida okruhi spliiujicich podminku (x) to-

tozna s tfidou vSech abelovsky reguldrnich okruhi.

Tvrzeni 5.4 Tridy splyvaji, pravé kdyz plati zaroven nasledujici dvé pod-
minky

(i) Existuje celé ¢ >0, ze > ki=c-> L +1 (tj. D 1; déli D> k; — 1),

(il) max{ky,..., k,} > 2.

Dukaz
(=)

(i) Uvazujme téleso racionalnich ¢isel Q, coZ je specialné abelovsky regularni
okruh, a tedy podle piedpokladu spliiuje podminku (). Oznaéme k =
S ki, I =Y 1; a zvolme x = 2. Pak podle (x) existuje y € Q, 7e 2Fy! =2,
neboli y' = 2'~%. Nutné proto [ déli k — 1, coZ jsme chtéli dokazat.

(ii) Predpokladejme pro spor, Ze k; = --- = k,, = 1. Pak podle jiz dokdzané
¢asti (1) je Zl, S Zk, - 1, tedy nutné l1 = = ln—l = 1, ln = 0. Pak

8Max August Zorn, 1906 — 1993
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ovSem podminku (%) spliiuje kazdy regularni okruh, a protoze ne kazdy
regularni okruh je abelovsky regularni, dostavame spor.

(<) Predpokladejme, 7e podminky (i), (ii) jsou splnény. Chceme dokazat, ze vyse
zminéné tiidy jsou totozné.

(2)

Ukazeme, 7ze v kazdém abelovsky regularnim okruhu plati (x). Zvolme
xr € R a k nému najdéme z € R, ze xzx = x. Prvky z,z komutuji. At
opét k = > k;, Il => ;. Polozme d = % ay = 2% Protoze z¥zF~1 =z,
dostavame rovnost z¥y! = z. ProtoZe navic prvky z,y komutuji, spliuji
rovnost (x).

Mé&me okruh R, ve kterém plati (x). Diky podmince (ii) nejsou v R
nenulové nilpotentni prvky, a proto je kazdy idempotent centralni. Pokud
I, =0, pak diky (%) pro x € R existuje y € R, 7e

gyl gt

y nflxkn_l)

x( Yy xr =

Okruh R je v takovém piipadé regularni. Pokud ki > 2, pak diky (x) je
okruh R silné regularni. Predpokladejme tedy zbylou moznost, ze k; =
1, I, > 1. Zvolme pevné x € R a y € R at je takové, 7e plati (x). Oznacme
nyni z = k2~ tyl2 . .xFnyleylt Pro libovolny prvoideél P je faktorokruh
R/P oborem, nebot pro a,b € R\ P existuje r € R spliwjici bra ¢ P a
diky podmince (ii) a vztahu bra = (bra)*sh - ... . (bra)*»s» € RabR
pro vhodné s € R nemtize nastat ab € P. Pro zjednodusSeni piSme dale
a=a+ P pro a € R. Pokud z ¢ P, pak miZzeme v rovnosti

gt .. gy = 1

vykratit zleva & a dostaneme

ghrtzheglz . ghegln = 1.

Protoze ¢isla Iy i1, jsou kladna, vidime, Ze y je invertibilni v R/P. TudiZ
nasobenim zleva prvkem §(~%1) a zprava prvkem 7" ziskdme rovnost

ghegle . gheghgh =1

a po vynasobeni prvkem T zprava mame rzx = T, nebo-li zzx — x € P.
Je-liz € P, pak trivialné zzx—x € P. Celkové proto zzx —x lezi v priniku
vSech prvoideal okruhu R. Tento priinik je ovSem nulovy, protoze okruh
R nema nenulové nilpotentni prvky. Tedy xzx — z = 0, neboli xzz = .
O

V predchazejicich tvahach jsme se zamérné vyhnuli prapadu, kdy v pod-
mince (x) nastane k; = 0. To znamend, Ze na obou stranach sou¢inu na levé
strané rovnosti se vyskytuje prvek y v kladné mocniné. Pozadujeme-li, aby tiida
abelovsky regularnich okruhii splyvala s tfidou okruhii spliiujicich podminku
(%), musi nutné platit podminky (i), (ii) z pfechozi véty. Na druhou stranu neni
jasné, zda okruh spliujici podminku (%) jiz musi byt abelovsky regularni. Toto
lze diky vété 5.3 ekvivalentné preformulovat na otazku, zda je kazdy obor R
spliujici (%) jiz télesem.
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Kapitola 6

Booleova algebra na idempotentech

Definice V libovolném okruhu R definujme na mnoziné B(R) vSech central-
nich idempotent binarni relaci <, unarni operaci — a binarni operace A,V tak,
ze pro e, f € B(R) je

exf & e=ef, ne=1—e, eANf=cef, eVf=e+ f—ef.

Tvrzeni 6.1 Struktura (B(R),A,V,—,0,1) tvoii Booleovu algebru.
Dikaz Jedna se o primocaré ovéreni definice Booleovy algebry. 0

P¥ipomenme, 7e na Booleovu algebru B(R) se mtizeme divat jako na svaz
nebo jako na mnozinu ¢astec¢né usporadanou relaci <. Diky jednoznacné ko-
respondenci Booleovych algeber a Booleovych okruhii bychom mohli mluvit o
Booleovych okruzich. Davame zde kvili vétsi prehlednosti prednost terminologii
Booleovych algeber.

Lemma 6.2 Je-li R abelovsky regularni a e, f € R jsou takové idempotentni
prvky, ze eR = fR, pak e = f.

Dukaz Pokud eR = fR, existuje néjaké s € R, 7e e = fs. Prenasobenim
této rovnosti prvkem f dostavame ef = fs. Tedy e = fs = ef. Symetricky
dostavame, ze f = fe. Celkem je proto e = ef = fe = f. O

Ukazeme, Ze Booleova algebra B(R) v abelovsky regularnim okruhu R hraje
velice dilezitou roli. Urcuje totiz naptiklad strukturu hlavnich idealt ptivodniho
okruhu a svaz idealt této algebry je izomorfni svazu idealt piivodniho okruhu.

Tvrzeni 6.3 Je-li R abelovsky regularni okruh, pak svaz vSech idempotentt
okruhu R je izomorfni svazu vSech hlavnich idedli okruhu R.

Dukaz Definujme zobrazeni
¢:B(R) — {rR:r € R}, e — eR.

Toto zobrazeni je surjektivni diky tvrzeni 2.3 a podle predchoziho lemmatu 6.2
také prosté. Abychom ukazali, Ze ¢ je svazovym homomorfismem, stac¢i dokazat,
ze pro idempotenty e, f € RjeeR+ fR= (e+ f—ef)RaeRN fR = efR.
Prvni rovnost jsme jiz dokazovali v 2.3, druha plyne z toho, Ze prinik idedld se
v tomto piripadé rovna jejich soucinu, jak iika tvrzeni 2.5. 0]

Tvrzeni 6.4 Oznaéme B(X) = {e € X : e? = e} pro libovolnou podmno-
zinu X abelovsky reguldrniho okruhu R. Pak zobrazeni ¢ mnoziny vSech idedli
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okruhu R do mnoziny vSech idedlti v Booleové algebie B(R) definované pied-
pisem

p: I {ecl:e*=ce}=DB()

je svazovym izomorfismem.

Dukaz Zobrazeni ¢ je dobie definované (B(I) je idedl v B(R) pro I idedl v R)
a prosté. Ukdzeme, Ze je také surjektivni. Uvazujme idedl L v Booleové algebie
B(R) a at I je idedl v R generovany mnozinou L. Sta¢i dokazat, ze ¢(I) = L.
Predpokladejme tedy, ze Y c;e; € I je idempotent, kde ¢; € R, e; € L. Bez Gjmy
na obecnosti mizeme pozadovat e;e; = 0 pro i # j. Mame ) cie; = (D ciei)2 =
Y c?e; a po vynasobeni idempotentem ej dostavame c?ej = cje; pro kazdé j.
Nyni si staci uvédomit, ze existuji d; € R, pro které djcjz- = ¢; a prvek

E C;€; = E dic?eiz E diciei

lezi v L.

Pro idealy I, J C R je jists B(INJ) = B(I) N B(J). Oznatme K = B(I) V
B(J) C B(R) nejmensi ideal obsahujici B(I) a B(J). Zfejmé B(I + J) 2 K,
protoze B(I+.J) 2 B(I)a B(I+J) 2 B(J). Naopak je-lii € I,je J, zei+]
je idempotent, pak existuji a,b € R, Ze iat = t,3b5 = j. Prvky ta € I, jb € J
jsou idempotenty a ia, jb € K. Pak (iaV jb) A (i + j) € K a snadno spocitdme,
7e

(1aVjb)A(i+j) = (ia+jb—iajb)(i+7) = iai+jbi—iajbi+iaj+jbj—iajbj = i+j.

Proto dohromady dostavame B(I + .J) = B(I) VvV B(J). O
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Kapitola 7

Topologie na spektru okruhu

Definice Je-li R okruh a X C R, ozna¢me

Spec(R) = {P C R: P prvoidedl v R}, Var(X)={P € Spec(R): X C P}.

Tvrzeni 7.1 Jsou-li I, .J, I, pro a € A idedly okruhu R, pak

() () Var(La) = Var( U Ia>, (i) Var(I) U Var(.J) = Var(I - J).
a€cA acA

Dukaz (i) Je-li P prvoideal v R, pak

Pe () Var(lo) & Vaea P € Var(l,) & Voea PO I, & Pc Var( U Ia>.
acA a€EA

(ii) (C) Je-li prvoideal P € Var(I) U Var(J), pak P D I nebo P D J. To
znamena, ze také P D I -.J, neboli P € Var(I - J).

(D) Pro prvoideal P € Var(I -J) je P D I-J a z vlastnosti prvoidealu bud
P D I nebo P D J. Proto je P € Var(I) U Var(J). O

Poznamka Je-li R okruh, X C R a I C R idedl generovany mnozinou X,
pak je ziejmé Var(X) = Var(I).

Definice Je-li R okruh, definujme na mnoziné Spec(R) v8ech prvoidealt
okruhu R Zariského? topologii 7 tak, Ze uzav¥ené mnoziny budou tvaru Var(I)
pro néjaky idedl I C R.

Podle predchoziho tvrzeni jde skuteéné o topologii na mnoziné Spec(R),
nebot systém 7 je uzavieny na libovolné pruniky, kone¢né sjednoceni a obsahuje
() = Var(R) a cely prostor Spec(R) = Var ({0}).

Tvrzeni 7.2 Prostor Spec(R) se Zariského topologii 7 je kompaktni pro li-
bovolny okruh R.

Dukaz Jsou-li Var(l,) pro a € A libovolné uzaviené mnoziny s prazdnym

prinikem, pak ) = () Var(l,) = Var( U [a>. To nastane pravé v piipadé, ze

aEA aEA
mnozina |J I, generuje idedl R. To znamen4, Ze existujen € N, aq,...,a, € A
acA

n

ary € Io,..ostn € In,, 7¢ 1 = ry + - + ry. Pak je oviem () Var(l,;) =
j=1

. J
Var( U Ia].> = Var(R) = 0. O
j=1

90scar Zariski, 1899 — 1986
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Tvrzeni 7.3 Je-li R abelovsky regularni okruh, pak prostor Spec(R) se
Zariského topologii 7 je Ty (tj. jednobodové mnoziny jsou uzaviené). Tento
topologicky prostor je dokonce Hausdorffiiv!? a totalné nesouvisly.

Dukaz Stadi si uvédomit, ze pro P € Spec(R) je Var(P) = {P} uzaviena
mnozina, protoze podle tvrzeni 2.4 je kazdy prvoidedl zaroven maximalnim
idealem.

Necht P,@ € Spec(R) jsou dva rtizné prvoidealy. V nasledujicim najdeme
disjunktni oteviené mnoziny U,V C Spec(R), 7e P € U,Q € V. Protoze ideély
P, @ jsou maximalni a rizné, existuje idempotent e € @ \ P. Polozme F =
Var(eR), H = Var((1 — e)R). To jsou uzavfené mnoZiny s vlastnostmi P ¢

F.Q¢H,
FUH = Var(eR)UVar((1—e)R) = Var(eRN(1—e)R) = Var({0}) = Spec(R).

Staci jen polozit U = F°,V = H°¢. Prostor Spec(R) je proto Hausdorffiiv.
Predpokladejme nyni pro spor, Ze dva rizné body P,Q € Spec(R) lezi ve
stejné komponenté souvislosti. Pak stejné jako v predchozim najdeme uzaviené
mnoZiny F = Var(eR), H = Var((1 — e)R). Protoze kazdy ide4l P € Spec(R)
obsahuje podle lemmatu 2.6 pravé jeden z idempotentti e, 1 — e, je F N H = .
Protoze navic F'U H = Spec(R), jsou mnoziny F, H uzaviené i oteviené, coZ je
spor s tim, ze body P, Q lezi ve stejné komponenté souvislosti. O

Definice Pro libovolnou Booleovu algebru B a e € B oznatme e = {U €
Ult(B) : e € U}. Definujme na prostoru Ult(B) vSech ultrafiltrti na B topologii
tak, Ze baze otevienych mnozin bude {€: e € B}.

Poznamka Tento systém opravdu tvori bazi néjaké topologie, protoze pro
e, fe BalUe€en flibovolné, je U € e//\\f Cen f (Dany systém je dokonce
uzavieny na koneéné priniky.)

Stejnou topologii na Ult(B) lze zadat také tak, ze uzaviené mnoziny budou
pravé tvaru {U € Ult(B) : F C U} pro né&jaky filtr F.

Mame-1li zadany néjaky okruh R, mtzeme uvazovat topologii definovanou
na ultrafiltrech na Booleové algebie vSech centralnich idempotenti Ult (B(R)),
nebo topologii definovanou na spektru prvoideali Spec(R). Tyto topologie jsou
obecné rizné. V pripadé, ze okruh R je abelovsky regularni, obé topologie sply-
vaji, coz vidime z nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 7.4 Pro abelovsky regularni okruh R je topologicky prostor Spec(R)
se Zariského topologii homeomorfni prostoru Ult(B(R)) viech ultrafiltrii na
Booleové algebie vSech idempotenti okruhu R.

Dikaz Jde o disledek existence svazového izomorfismu mezi idealy okruhu R
a Booleovy algebry B(R) (viz tvrzeni 6.4) a jednozna¢né korespondence maxi-
malnich idealt v B(R) a ultrafiltri. O

Priiklad Bud p prvocislo, 2 < n € Z. Okruh Zy,» neni abelovsky regularni,
ale topologické prostory na ultrafiltrech na Booleové algebie idempotentti a na
spektru prvoideali jsou jednoprvkové, a proto homeomorfni.

10Felix Hausdorff, 1868 — 1942
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