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Uvod

Bakalarska prace je vénovana zékladnim vlastnostem Gaussovych celych ¢isel,
které jsou podmnozinou komplexnich ¢isel. Autora vedla k vybéru tohoto tématu
z velké casti skutecnost, ze dana oblast neni pfilis dostupnd v ceském znéni,
podrobné a souhrnné zpracovana. O tom se lze presvédcit pomoci zdroju uve-
denych v seznamu literatury na konci této prace. Druhym a mnohem zajimavéjsi
duvodem byla geometricka interpretace Gaussovo celych ¢isel. Gaussova celé ¢isla
muzeme graficky znazornit jako miizové body a vektory v Gaussové roviné. Z toho
vyplyva, ze s nimi dokazeme pracovat snadnéji a lépe z vizualniho hlediska nez
se samotnymi komplexnimi ¢isly, jez nemusi mit celo¢iselnou realnou nebo ima-
ginarni ¢ast.

A tedy cilem bakalaiské prace je popsat vlastnosti Gaussovych celych cisel a
vytvoteni appletu demonstrujicich vybrané geometrické vlastnosti téchto ¢isel.

Samotna prace je rozdélena do 7 kapitol. V prvnich tfech kapitolach najdeme
ucelené obecné poznatky z Gaussovych celych ¢isel pomoci definic, vét a jejich
dukazu. V kapitole [I] zavadime Gaussova celd Cisla, seznamuje se se zakladnimi
vlastnostmi a pojmy, které muzeme prevzit z komplexnich ¢isel. V kapitole
a [l zjistujeme, zda poznatky z béZnych celych ¢isel plati i v Gaussové celych
¢islech, ptipadné jaké omezeni a uskali prinasi. Hlavnimi kapitolami a piinosem
této prace by meély byt ndsledujici tri kapitoly, tj. M Bl a [6l, ve kterych se resi
grafické znazornéni Gaussovych celych cisel a geometrické vlastnosti, jez jsme
v predchozich kapitolach predstavili z algebraického (teoretického) hlediska. Navic
jsou doplnény o tesené ulohy a odkazy na applety demonstrujici vzdy vybrany
predmét zkoumani. V posledni kapitole (7)) je kratce napsano o appletech. Déle
zde nalezneme nésledujici internetovy odkaz https://ggbm.at/rusKOKPN na au-
torovy applety, které vznikly pfi tvorbé bakalaiské prace a slouzi jako podklad
daného textu, a kratky popis jednotlivych appletu.

Definice a véty, které jsou ptrevzaty z cizojazycné literatury, nejsou uvadény
v origindlnim znéni, ale jsou ptelozeny do CeStiny. Znaceni je prizpusobeno cha-
rakteru prace. Citované zdroje jsou uvedeny piimo v jednotlivych ¢astech textu.

Obrazky, které doplnuji text a tlohy, byly potizeny z autorovych appletu, jez
byly vytvoreny v matematickém programu GeoGebra.


https://ggbm.at/rusK9KPN

Kapitola 1

Gaussova cela cisla

V této kapitole shrnujeme zékladni informace (algebraické vlastnosti) o Gaus-
sovych celych cislech. Tyto poznatky jsou vyuzivany v dalsich kapitolach s grafic-
kou interpretaci Gaussovych celych ¢isel a pro vytvoreni appleti demonstrujicich
vybrané geometrické vlastnosti.

1.1 Zavedeni a zakladni vlastnosti

Definice 1. Gaussovo celé ¢islo je komplezni ¢islo a+ bi, kde a,b € Z. [1, s. 149]

Jinymi slovy Gaussovo celé ¢islo je komplexni cislo sklddajici se z redlné ¢asti
a a imagindrni ¢4sti b, kde navic obé tyto ¢asti jsou celd éisla.!

Zapis Gaussova celého ¢isla z = (a,b) nazveme algebraickym tvarem ¢isla
z. Cislo, jehoz realnd ¢ést je rovna nule a imaginarni ¢ést se rovnd jedné, se nazyvéa
imaginarni jednotka a znaci se i. Tu muzeme tedy zapsat nasledovné ¢ := (0,1).
Kazdé Gaussovo celé ¢islo, jehoz imaginarni ¢dst neni rovna nule, se nazyva ¢islo
imagindrni. Je-li navic jeho redlnd ¢dst rovna nule (a = 0), tj. tvaru (0,b) = bi,
kde b je celé ¢islo ruzné od nuly, pak jej oznacujeme jako ¢islo ryze imaginarni.
Grafické schéma muzeme vidét na obrazku [T [2]

Gaussovo celé islo

(a + bi)
Celé éislo Imaginarni gisla
(b=0) (b #0)
Ryze imaginarni Cisla a+bi ,kde
(a=0) a#0,b#0

Obrazek 1.1: Grafické schéma Gaussovych celych ¢isel

1Celé ¢islo Re z := a oznaéujeme jako redlnou édst. Celé éislo Im z := b nazyvame jako jeho
imagindrni ¢dst.|2]



Definice 2. Mnozinu Gaussovijch celych c¢isel znacime Z[i] a definujeme
Zli) ={a+bi | a,be Z}, kde i = v/—1.[3, s. 599]

Definice 3. Necht a + bi a ¢+ di jsou Gaussova celd ¢isla. Potom jejich soucet
a soucin je definovdn ndsledovné [3, s. 599]:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (1.1)

(a +bi) - (c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i (1.2)

7 definice [ vidime, Ze pii souc¢tu nebo souc¢inu dvou Gaussovych celych ¢isel
dostavame zase Gaussovo celé ¢islo, nebo-li mnozina Gaussovych celych ¢isel Z[i]
je uzaviend na scitani a nasobeni a tvoii obor integrity (znaceni Zl[i], viz Lemma

).

Lemma 1. Z[i| je oborem integrity. [4, s. 408]

Dukaz.

Nejprve dokazeme, ze Gaussova celd cisla s dvéma binarnimi operacemi + a -
tvoif komutativni okruh! s jednotkovym prvkem.

Snazime se ukazat, ze Gaussova cela ¢isla spliuji vlastnosti, které jsou uvedeny
v definici okruhu.

Necht z,y,z € Zli], kde © = a+ bi, y = c+di a z = e + fi a samozfejmé
a,b,c,d, e, f € Z.

1. Tuto vlastnost Gaussovych celych ¢isel jsme definovali diive v definici Bl
2. Asociativita sc¢itani: (z +y) +z =z + (y + 2).

(x+y)+z=[(a+bi)+ (c+di)] + (e + fi)
=[(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi)
((a+c)+e)+ ((b+d)+ f)i

!Definice okruhu: Struktura R s nosi¢em R a dvéma bindrnimi operacemi + (séitdn{) a -
(ndsobeni) na R nazyvdme okruh, plati-li pro vSechny prvky z,y, z z R ndsledujici vlastnosti:

1. Uzavienost obou operaci: x + y i x - y jsou prvky R.

2. Asociativita s¢itdni i ndsobent: (z+y)+z=2+(y+2), (x-y)-z=xz-(y- 2).
3. Existence nulového prvku 0 vzhledem ke sc¢itani.
4

. Existence opa¢ného prvku vzhledem ke séitani: Pro kazdé x z R existuje y z R tak, ze
z+y=0=y+x, znatime y = —zx.

o

Komutativita obou operaci: x +y=y+zizx-y=y-x
6. (Oboustrannd) distributivita ndsobeni ke s¢itani: - (y+2) = (x-y)+ (z-2), (y+2) -z =
(y-z)+ (2 2).
Pokud navic existuje jednotkovy prvek (neutrdlni pfi ndsobeni): existuje 1 € R takovy, ze

pro véechna z € R plati -1 =z a 1- 2 = x, jednd se o unitarn{ okruh (nékdy téz jako okruh s
jednotkovym prvkem). [5]



r+ (y+2)=(a+bi)+ [(c+ di) + (e + fi)]
= (a+bi)+ [(c+e)+ (d+ [)i]
=(a+(c+e)+ b+ (d+f))

Z toho vidime, Ze se obé strany rovnaji.

Asociativita nasobeni: (z-y)-z=x-(y - 2).
(x-y)-z=[(a+bi)(c+di)]-(e+ fi)

[(ac — bd) + (ad + bc)i] - (e + f1)
= (ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i

r-(y-z)=(a+b)-[(c+di)-(e+ fi)]
= (a+bi) - [(ce — df) + (cf + ed)i]
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + aed + bce — bdf )i

Z toho vidime, Ze se obé strany rovnaji.

. Dokazeme existenci nulového prvku vzhledem ke s¢itani.
Predpokladejme, ze nulovy prvek je 0 = 0 + 0i € Z[i]. Pak plati:

r+0=(a+bi)+(0+0i)=(a+0)+(b+0)i=a+b ==z
a podobné:

O0+2=(040i)+ (a+bi)=04+a)+ (0+bi=a+b ==z
. Predpokladéame, ze opacnym prvkem vzhledem ke s¢itani je
y=—-x=—(a+b)=—a—b.

Z toho plyne:

A podobné:

10



5. Komutativita sc¢itani: © +y =y + .

a+ bi) + (c+ di)
a+c)+ (b+d)i
c+a)+ (d+b)i
¢+ di) + (a + bi)
=y+z

r+y=

o~ o~ o~ —~

Komutativita nasobeni: z -y =y - x.

x-y=(a+bi)-(c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i

y-x=(c+di)-(a+bi) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Z toho vidime, Ze se obé strany rovnaji.
6. Dokézeme distributivitu ndsobeni ke scitant: x - (y 4+ 2) = (z - y) + (z - 2).
z-(y+2)=(a+bi)-[(c+di)+ (e+ fi)]
= (a+bi)-[(c+e)+(d+ f)i]

=a-(c+e)+a-(d+f)i+bi-(c+e)+bi-(d+ f)i
= (ac+ae —bd — bf) + (ad + af + be + be)i

(x-y)+ (x-2)=[(a+bi) - (c+di)]-[(a+bi)-(e+ fi)]
[(ac — bd) + (ad + bc)i] + [(ae — bf) + (af + be)i]
= (ac — bd + ae — bf) + (ad + bc + af + be)i

Vidime, Ze se obé strany rovnaji.
Analogicky pro vztah (y+z2) -z = (y-x) + (2 - ).

Nyni jsme dokézali, Ze se jedna o okruh. My jsme ale tvrdili, Ze se jedna o unitarni
okruh, proto staci ukdzat, ze navic existuje jednotkovy prvek 1 = 14 0i € Z[i]
vzhledem k nasobeni:

z-1=(a+bi)-(1+0i)
=(a-1—0b-0)4(bi-1+a-07)
=a+b

=T

1-z=(140i) - (a+ bi)
=1-a—0-b)+(1-bi+0i-a)
=a+h
=x
Na zavér ukdzeme, Ze neexistuji délitelé 0: Necht 7, s € Z[i]. VyuZzijeme lemma [2]

pokud rs = 0 potom
N(r)N(s) = N(rs) = N(0) =0

11



Z rs = 0 vyplyvé, ze N(r) = 0 nebo N(s) = 0. Z lemma 2l vyplyva, ze r = 0 nebo
s = 0. Tim padem Z[i] nem4a zadné délitele 0, takze Z[i] je oborem integrity. |4,

s. 408]
4

Gaussova celd ¢isla nelze porovnavat, usporadat jako napt. cela cisla. Jediné
co muzeme porovnavat, je jejich velikost (absolutni hodnota), kterou definujeme
v podkapitole [[.3]

1.2 Komplexné sdruzené cislo

Pojmem komplexné sdruzené cislo ke Gaussovu celému ¢islu z = a + bi
nazyvame ¢islo 7 = a — bi. Vznikne zménou znaménka u imaginarni ¢asti.

Nasledujici tvrzeni byla cerpana z vlastnosti o komplexné sdruzenych cislech
ke komplexnim ¢islum ([6], [7]) a ovétovéana, zda plati pro vsechna Gaussova celd
¢isla zy = a+bi a 29 = c+di, kdy Z1 = a — bt a Z3 = ¢ — di jsou komplexné
sdruzend cisla ke Gaussovym celym ¢islum.

1. (Z_l) = Z1,
2. 21 = 7] <= 7z je elementem Z,

21 = —21 <= 2 je elementem ryze imaginarnich celych ¢isel,

-

21+ 29 =71 + 2o,

Z1 — 29 = Z] — Z2,
2120 =721 22,

21 +7Z1 = 2 Re(z),

® N o o

21 —Z1 = 26 Im(z1),
9. z1-71 = a® + b°.
Dukaz.

1. Méjme z7 = a — bi. Potom (Z1) = a — (—=bi) =a+bi = z

2. Pokud z; = a + bi, potom vztah z; = Z1 je ekvivalentni s a + bi = a — bi.
Proto 2bi = 0, takze b = 0 a nakonec z = a € Z[i].

3. Pokud z; = a+ bi, potom vztah z; = —Z7 je ekvivalentni s a +bi = —a + bi.
Proto 2a = 0, takze a = 0 a nakonec z = bi € iZ][i].

21+ 29 = (a + bi) + (c + di)
=a+c+ (b+d)i
=a—bi+c—di

=2+ 2

12



21—22:<&+b’i)—<0+d’i)

=a—c+ (b—d)i
=a—c—(b—d)i
=a—c—bi+di
=a—bi—c+di
=21 — 22

Z1 - 23 = (ac — bd + (ad + be)i = ac — bd — (ad + be)i

7122 = (a — bi)(c — di) = ac — bd — adi — bci = ac — bd — (ad + be)i
Vidime, Ze obé strany se rovnaji.
7. 21+ 721 = (a+bi) + (a— bi) = 2a =2 Re(z)
8. z1+71 = (a+bi)— (a—bi) =2bi =2i Im(z)

9. z1-71 = (a+ bi)(a — bi) = a® + B>}

1.3 Absolutni hodnota Gaussova celého c¢isla

Definice 4. Absolutni hodnotou Gaussova celého ¢isla z = a -+ bi rozumime ¢éislo

V2Z, 1. 2| = Vez = Va2 + 2.2 |2, s. 15]

Nésledujici tvrzeni byla ¢erpana z vlastnosti o absolutni hodnoté komplexnich
cisel (6], [8]) a ovéfovéna, zda plati pro vSechna Gaussova celd ¢isla 21 = a + bi
a zy = ¢+ di.

L (a) —|z1| < Re(z1) < |zl
(b) =|z1] < Im(z1) <[],

2. Vz € Z[i] : |z1] = 0. Mimo to |z;| = 0 pouze pokud z; = 0.
3. [a| = | = z1| = [zl
4. 2121 = ‘21‘2.

5. |Zl . 22‘ = |Zl‘ . |Z2‘.

1Jedn4 se tedy vzdy o nezdporné redlné ¢islo. Rovnost 21 - Z7 = 0 nastava pouze pro z; = 0.
2 Absolutni hodnota Gaussova celého ¢isla je definovédna jako vzdélenost od poc¢étku v Gaus-
sové roviné (viz kapitola []).

13



6. ||21] — |22|| < |21+ 22| < |21] 4 |22|. Vztahu se iikd trojihelnikova nerov-

nost.
Dukaz.
1. (a) —va?+b? <a<va®+b
(b) —va?+ b <b< va?+ b2

Z toho vidime, ze nerovnosti plati.

2. Va?+b? > 0. Plyne z definice @, nebot druhd odmocnina z nezdporného
¢isla je vzdy ¢islo nezdporné, a proto dané tvrzeni plati.

3. Necht z1 = a — bi, —2; = —a — bi = —a + (—b)i, potom

[z = Va2 + (=0)2 = Va2 + 2

=2l = V0P F (0 = VaE 1 7.

Nyni porovname va2 + b2 = Va2 + b2 = Va2 + b2. Z toho vidime, Ze rov-
nost plati.

4. Necht z; = a — bi, potom

21 - 721 = (a + bi)(a — bi) = a* + b

(Va2 4+ b2)?* = a® + b°.
Nyni porovname obé strany. Oba vysledky se shoduji, a proto plati rovnost.

5. 21 - 2o = (ac — bd) + (bc + ad)i, a proto

|21 - 2| = v/(ac — bd)? + (be + ad)?
— \/@202 L b2d2 + b2c2 + a2d2
= /(@ +0?) (2 + d&?)
= Va2 + PV + &
= || - |2]

e Z algebraického hlediska [7]:
Budeme dokazovat po ¢astech.
Cést 1:
Nejprve dokdzeme nerovnost na pravé strané.

|21 + 22| < |z1| + | 22|

14



|21 +22‘2 = (221 +22)<21 +22)
= (21 + 22)(Z1 + )
=21"21t 2 Z+2-2+2

Plati, 7e z1 - 21 = |21]* a 20 - 23 = |22)? (viz tvrzeni vise).
Protoze 2y - Z3 = Z1 - Z3 = Z1 - 29, 7z toho vyplyva, ze

21 Za+ 72122 =2 Re(z1 - 72) < 2|21 - Z2| = 2|z1| - |22,

proto

21 + 20| < (|21] + | 22])%,

a nasledné
|21 + 2| < |z1| + |22]-

Cast 2:
Nyni budeme dokazovat nerovnost na levé strané.

l|21] — [22]| < |21 + 22

|21] = |21 + 22 + (—22)| < |21 + 22| + | — 22| = |21 + 22| + |22/,

a proto
|21] = |z2] < [z1 + 2]
Stejné se odvodi |zo| — |21] < |21 + 22

Z geometrického hlediska:
Dokazeme nerovnost na pravé strané:

|21 + 22| < |z1| + | 22|

Vsimnéte si na obrazku [L.2] ze nejkratsi vzdéalenost mezi 0 a z; + 2o
je absolutni hodnota ze 21 + 25, neboli |z; + 2z»|. To je kratsi délka nez
cesta, ktera vede z 0 do z; a ze z; do z; + 2z9. Celkova vzdalenost této
druhé cesty je |z1|+|z2|. Pti dokazovéani vyuzivame vyjadieni Gaussova
celého cisla jako vektor (viz kapitola H)).

Analogicky bychom dokézali nerovnost na levé strané:

l|21] = [22] < |21 + 22].

15
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Obrazek 1.2: Graficky diukaz trojihelnikové nerovnosti

1.4 Norma Gaussovych celych cisel

Definice 5. Méjme Gaussovo celé ¢islo z = a+bi. Normu' ¢éisla z, kterou znacime
N(2), definujeme vztahem N(z) = a® +b*.2 |3, s. 601]

Lemma 2. Na mnozZine Z[i| plati nasledujici vlastnosti normy N pro vsechna
r,s € Z [4, s. 408]:

1. N(r) >0,
2. N(r) =0 pouze, pokud r =0,
3. N(rs) = N(r)N(s) (multiplikativita normy).

Diikaz.
1. Mé&jme r = a + bi. Potom N(r) = a* + b?, z toho vidime, ze a® + b* > 0.

2. Piedpokladejme r = 0 + 0i. Potom N(r) = 0% + 02 = 0. Pokud N(r) = 0.
Potom soucet druhych mocnin celych ¢isel musi byt roven nule, proto realna
a imaginarni ¢ast cisla r jsou ¢isla nulova.

3. Méme r =a+ bi a s = ¢+ di. Potom
rs = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)s.
Nyni porovname N(r)N(s) a N(rs):

N(r)N(s) = (a®> + b*)( + d*) = (ac)* + (ad)* + (bc)* + (bd)?

Normou Gaussovych celych ¢isel rozumime metriku neboli vzdélenost téchto ¢isel na dru-
hou.

2Ze vztahu vidime, ze norma Gaussova celého é&isla se vypoéte jako soucin Gaussova celého
¢isla a komplexné sdruzeného éfsla: N (2) = 2z = (a + bi)(a — bi) = a? + b
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N(rs) = (ac — bd)* + (ad + bc)*
— (ac)? — 2abed + (bd)? + (ad)? + 2abed + (be)?
= (ac)® + (ad)® + (be)® + (bd)?.

Tyto dva vysledky se shoduji, a proto N(rs) = N(r)N(s).

Véta 3. Pokud z; - zo = z3, potom N(z1) - N(2z2) = N(z3). [9, s. 634]

Duiikaz.
Necht z; = a + bi a 20 = ¢+ di € Z[i]. Nejprve vyndsobime Gaussova celd ¢isla
na levé strané:

2y - 2o = (a + bi) + (¢ + di)
= (ac — bd)(bc + ad)i

= Z3.
Nyni zjistime normu ¢isel z; a zs:
N(Zl) :CL2—|—b2, N(ZQ) :C2+d2.
Ze soucinu ¢isel vime, ¢emu se rovna Cislo z3 a dokdzeme vypocitat jeho normu:

N(z3) = (ac — bd)* + (bc + ad)?
= a’ + Vd® + b*c? + a*d%.

= Z3.
A proto

N(z1) - N(z2) = N(z3).]9, s. 634]
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Kapitola 2

Délitelnost a déleni v Z|i]

V dané kapitole se vénujeme délitelnosti a déleni v Z[i]. Zjistujeme, zda existuji
v Gaussovych celych ¢islech definice a véty z celych ¢isel k dané problematice.
Nasledné jsou tyto poznatky vyuzivany v kapitole [Bl

2.1 Délitelnost v Z]i]

Definice 6. Rekneme, ze Gaussovo celé ¢islo z = a + bi déli Gaussovo celé ¢islo
29 = c+dit, pouze pokud lze najit Gaussovo celé éislo r = e+ fi takové, pro které
plati

c+di = (a+bi)(e+ fi).
Zapisujeme to jako a +bi | ¢+ di (neboli z | z3). [10, s. 4]

Véta 4. Na mnoziné Z[i] plati pro Gaussova celd ¢isla p, q¢ a r ndsledugici vlast-
nosti délitelnosti [11, s. 131]:

1.plg=rp]|rg,
2.pr|qrir#0=1p|q,
S plagqlr=p]r.

Dukaz.

1. Pokud p | g, potom existuje Gaussovo celé ¢islo k takové,ze ¢ = p- k. Potom
r-q=r-(p-k),atedy rp|rq.

2. Predpokladdme, ze je splnéno pr | gr. Z toho vyplyva, ze existuje Gaussovo
celé cislo k takové, pro které plati qr = (pr)k. Vime, ze r je nenulové
Gaussovo celé ¢islo, a proto g = pk.

3. Jestlize p | ¢ a q | r, potom existuji Gaussova celd ¢isla k; a ko takova, ze
q=p-kyar=q-ky. Potomr = q-ky = p(kiks) a k1ks € Z[i], a proto p | r.

3

1Jinak feéeno, Ze z = a + bi je délitelem 2z, = ¢ + di.
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Véta 5. Pokud z je délitelné cislem zy, potom N(z1) je délitelné N(zs). [9,
s. 634-635]

Drukaz.
Dukaz je prevzaty ze stejného zdroje jako véta. Toto vychazi z definice [0l a z véty
Bl Z definice [0l muzeme zapsat z; ve tvaru:

21 = k9 Z.
7 véty Bl zapiseme pomoci vztahu:
N(z1) = N(z) - N(z),

z néhoz dostavame celd ¢isla a vime, ze N(z1) je délitelné N (z3).

N
Véta 6. Pokud X = z3, potom (1) = N(z3). [9, s. 635]
2

2 N(ZQ)
Diikaz.
Diikaz je pievzaty ze stejného zdroje jako véta. Necht z; = a +bi a 20 = c+ di a
29 # 0. Potom
21 a+b
ze c+di
ac+bd bc—ad.
s 2 a2t
ct+d ¢t +d
= Z3.

Nyni zjistime normy:
N(z)=a*+b,  N(z)=c+d.
Z toto
N(z) a®+b

N(ZQ) n C2+d2.

Nyni vypoéitdme N (z3):

ac + bd bc — ad
N(z) = () + )’
B a’c? + b2 d? + b?c? + a*d?
N (2 + d?)?
B a® + b?
24 a2
Proto
N(z1)
Nz) N(z3)
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2.2  Jednotka v Z[i|

Definice 7. Necht u € Z[i]. Rekneme, Ze u je jednotka, pokud existuje z € Z[i]
takové, pro které plati u-z = 1. [3, s. 609]

Véta 7. Gaussova celd cisla magi presné ctyri jednotky, kterymi jsou 1, —1, i a
—i. |12, s. 140]

Drukaz.

Cast 1: .

Z definice [ zname vztah u-z = 1, ktery muzeme piepsat jako z = — za podminky,
u

ze u # 0. Nyni postupné zjistime, ze 1, —1, i a —i jsou jednotky.

1 1
u =1, —=-=1
U 1
1 ! ! 1
u = — —_ = — = —
’ v -1
1 1 1 2 7
u:’l7 — = - = - - = — = —1
U 7 ) -1
1 1 1 — ?
’U/:—Z’ —:—:—.-—.:—:Z
U —1 -7 —1 -1

Cast 2:
Kdyz u je jednotka v Z[i], potom « mus{ byt rovno 1, —1, i, nebo —i.
Necht u je jednotkou Z[i]. Potom existuje z € Z[i] takové, Ze

7 lemma [I]

Tim paddem N(u) | 1. Protoze norma Gaussova celého ¢isla je nezaporné celé ¢islo,
to znamend, ze N(u) = 1. Z toho vyplyva, ze u musi byt rovno 1, —1, ¢, nebo —i.
Vime, ze N(z) = N(a+bi) = a>+b* = 1 pro celd ¢isla a a b. Potom a® = 1-0* < 1,
podobné b? < 1, coz znamend, 7e jedno z nich (a nebo b) musi byt 1 a druhé z nich
musi byt 0. [3, s. 609]

4

Gaussova celd ¢isla s normou 1 jsou pouze +1, £i. Tato ¢isla tvoii ctyfi obrazy
v Gaussové roviné na jednotkové kruznici s celo¢iselnymi souradnicemi. Grafické
znézornéni muzeme vidét na obrazku 211
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Obrazek 2.1: Jednotky Z[i] v komplexni roviné

2.3 Déleni se zbytkem v Z]i]

Véta 8. Necht 2 = a+bi a 20 = c+di (2,29 € Z[1]), 2 # 0. Potom existuji
Gaussova celd ¢isla q (Tikdame kvocient) a v (zbytek) takovy, Ze plati zo = qz +r
a N(r) < N(z)' . [13, s. 140]

Dukaz.

e 7 geometrického hlediska |3, s. 620-621]:
Gaussovy celo¢iselné nasobky z jsou vrcholy ¢tvercové miize s délkou hrany
|z|. Necht gz je ndsobkem z, ktery je nejblize k 2o (pokud jsou dva nebo
vice nasobku z, které jsou stejné blizké k z5, vybereme jeden z nich, ktery
bude gz). Néasledné ze vztahu ve vété B vyjadiime r = 2z, — gz. Grafické
znazornéni jednotlivych ¢éisel muzete vidét na obrazku 2.2

3z (2-i)z (1-2i)z -3z ity iz iz ¥4
St - . . .32 ‘(44)4 -(1—2|)L .—3|L ‘(4*4‘34
& o Sz o i il 27 (1-i)z s (-1-3i)z
L ] L ] L ]
(24 z i (1-20z A = L A= R
. ° » . .(2‘”)4 & 5 iz ‘( 1-2i); .( 2-30)z
(220t o (142 1Pz 11z L2 | 0z (i (220
5 0 5 10 2 o 1)z . 0
ET) i 10 1 0
{1+20)z I (-2-i)z i) i z Nz
o - 18 .(1+Q|)L of NF .( 2-iz .(-3-2\),
Az Az
Jeaie 2 1 : (-3-0)z 2% q (-3-)z
Iy ~ . Z
101 ® h !
1 R o 10 [ ]
gE Gk o L2 S 3z 1420z -3z (iz
. . ) . D)
d,
.4|z .(— 1+30z -1} .(—2+2\)Z .(—3“)2 .*42 (-1+3i)z {2420z (-3+i)z 47
. . . .

Obrazek 2.2: Grafické znazornéni déleni Gaussovo celych cisel

Nejvetsi mozna hodnota |r| by nastala, kdyby se zy nachdzelo v samém
stfedu jednoho ze |z| x |z| ¢tvercu. V tomto piipadé |r| by méla byt rovna

1V nékterych publikacich se misto normy porovndva absolutni hodnota: |r| < |z|.
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12l
7

5 Bez ohledu na to, jakd je hodnota z; (nezdlezi na tom, kde zo lezi
v Gaussové roving), garantujeme, ze

Il < —%

75

Umocnénim obou stran této nerovnosti dostavame

Protoze N(r) > 0, mame

3

Jeden dulezity rozdil mezi vétami k déleni se zbytkem pro cela ¢isla a Gaussova
celd cisla je ten, ze u béznych celych ¢isel r a g jsou jedineéné (jednoznacné), ale
u Gaussovych celych ¢isel velmi ¢asto byva vice nez jedna dvojice Gaussovych
celych cisel ¢ a r, které vyhovuji vété Bl Celkovym poctem fesenim, které spliuje
podminku N(r) < N(z) (z véty B)), muze byt jedna, dvé, tii nebo ¢tyti dvojice
(g, 7). Vice se této otdzce budeme vénovat v ramei geometrické interpretace délent
se zbytkem v komplexni roviné v podkapitole

2.4 Nejvetsi spolecny délitel v Z]i]

Definice 8. Necht z a z jsou Gaussova celd c¢isla a predpokldddme, Ze jeden
z nich je nenulovy. Rekneme, Ze d je nejvétsi spolecny délitel Gaussovych celych
¢isel z a zy pokud

1.d|zad]| 2z, a
2. kdykoliv dy | z a dy | 22, potom dy | d. |14, str. 436]

Pozndmka. Budeme psat d = NSD(z, z3), i kdyz v tomto kontextu je to zneuziti
zépisu, protoze d neni urceno jednoznacné. Jestlize d je NSD(z, z5), pak je ziejmé,
ze 1 —d, id a —id jsou NSD(z, z) viz 2. bod ve véte @l [15, str. 144] Jinak
feceno, nejvétsi spolecny délitel Gaussovych celych ¢isel je urcen jednoznacné az
na nasobek jednotky. [16, str. 96]

Véta 9. Necht z a zy jsou Gaussova celd &isla a predpokldddme, Ze jeden z nich
je nenulovy. Potom

1. Existuje d = NSD(z, z9).

2. Pokud d' je jingm nejvétsim spolecnym délitelem Gaussovijch celych éisel z
a zy, potom d' je asociované Gaussovo celé ¢islo s Gaussovym celym cislem
d.
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3. Ezistuji x, y € Z[i] takovd, Ze d = zx + zoy.

4. Pokud dy je spolecnym délitelem Gaussovijch celijch cisel z a zo, potom

N(dy) < N(d).

5. Pokud dy je spolecnym délitelem Gaussovych celjch cisel z a z3, a
N(dy) = N(d), potom dy je také nejvétsim spolecngm délitelem Gaussovych
celych éisel z a zy. [14, str. 437]

Dukaz.

1. Necht I je mnozina vSech linedrnich kombinaci ¢isel z a 2o:
I'={zx+ 2y | x,yeZll}.

Potom 2z = 1-2+0-20a 290 = 0-2+4+ 12 jsou v I, proto I zahrnuje
pfinejmensim jeden nenulovy element (prvek). Necht

d = zxo + 2290

je nenulovy prvek mnoziny I s nejmensi moznou normou: 0 < N(d) < N(s)
pro vSechna nenulovd s € I. Tvrdime, ze d je nejvétsim spoleénym délitelem
cisel z a zy. Z véty 8 o déleni se zbytkem vime, ze muzeme z, délit z a
dostaneme

z=qd+r
s N(r) < N(d). Ponévadz
r=z—qd=z— (229 + 2290)q = (1 — qz0)z + (—qy0) 22,

mame r € [. Ale N(r) < N(d) a N(d) je nejmensi hodnotou z norem
nenulovych elementu z I, proto musime mit » = 0. To znamen4, ze z = dgq,
a proto d | z. Podobné bychom zjistili, ze d | zo. Tim jsme dokézali, ze d je
spolecnym délitelem. Predpokladejme, Zze d; je spoleény délitel cisel z a 2o,
a proto z = q1dy a 23 = @ody, pro néjaké qi, o € Z[i]. Potom

d = zxg + 2y = q1d120 + q2d1yo = (G170 + G2yo)d1,

proto d; | d. To dokazuje, ze d spliuje podminky nejvétstho spole¢ného
délitele, a proto existuji nejvétsi spolecné délitele.

2. Predpokladejme, ze d’ je jiny NSD. Potom d’ je spoleény délitel, tudiz d’ | d.
Tento zapis muzeme zapsat jako d = d'ky pro nékteré k; (vychazi z definice
[Bo deélitelnosti). V piipad, ze obratime d a d'. Zjistime, ze d | d’, coz muzeme
zapsat jako d' = dky. 7Z toho duvodu dksk; = d, a proto kiky = 1. Z toho
vyplyva, ze N (k)N (ko) = N(1) = 1, tudiz N(k1) = N(ko) = 1. Z vety [0
vime, ze ky = 1 nebo ky = 1.

3. V rdmci (1.) jsme jiz dokdzali d = zx¢ + z2y9. Rovnéz v ramci 2. bodu, ze
d' = dky = z(koxo) + z2(kozo), a proto plati pro vSechny nejvétsi spolecné
deélitele.
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4. Pokud d je spolecnym délitelem ¢isel z a 2z, potom definice 8 o NSD tika,
ze dy | d. Z toho vyplyva, ze d = dik pro nékteré k, coz znamend, ze
N(dy)N (k) = N(d). Tudiz N(d;) < N(d).

5. Pokud N(d;) = N(d), potom N(k) = 1. Z véty [l vime, Ze k je jednotka, a
proto d = kd; a d; je asociované ¢islo s ¢islem d v Z[i] a obé ¢isla jsou NSD.
[14, str. 436-438]

3

Pozndmka. Vztah, ktery je uveden v 3. bodé véty [0 nazyvame Bezoutovo rov-
nosti v Z[i].

Pozndamka. Pokud N(NSD(z, z9)) = 1, pak fikame, ze z a 29 jsou ¢isla nesoudélna
viz podkapitola 271

2.5 Euklidav algoritmus v Z[i

Eukliduv algoritmus pro Gaussova celd ¢isla je podobny tomu, ktery zname
u béznych celych ¢isel nebo u polynomu.

Véta 10. Necht z,zy, € Z[i] jsou nenulovd éisla. Opakované pouZijeme vétu
o délent se zbytkem v Z[i] (viz vyse [8). Nejprve vydélime cislo zo cislem z, tim
ziskame Gaussova celd ¢isla q (kvocient) a r (zbytek). Nasledné cislo z vydélime
ziskanym zbytkem r za predpokladu, Ze zbytek r je nenulovy. Dany postup opaku-
jeme do té doby, nez ziskdme zbytek r nulovy ? :

29 = 2q1 + 711, N(r) < N(2)
z =192 + T2, N(ry) < N(r1)
1 = T2q3 + T3, N(rs) < N(rs)
Tk = Tkt1qQk42 T Tkt2, N(rrs2) < N(Tr41)

Try1 = Tkt2qry3 + 0.

Posledni nenulovy zbytek je délitelny vsemi spolecnymi déliteli ¢isel zo a z a sdm
je spolec¢nym délitelem téchto cisel, a proto tento zbytek je nejvétsim spolecnym
délitelem cisel zp a z. |17, s. 7]

Diikaz.
Dukaz je totozny s dukazem pro Eukliduv algoritmus béznych celych ¢isel, ktery
si nyni stru¢né shrneme.

1Jinak feceno, jestlize 1 je nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel z a 2o, pak mizeme fici, ze
z a zo jsou Cisla nesoudélna.

2Tento proces pokracuje do té doby, dokud norma zbytku neni rovna nule. Jelikoz hodnoty
téchto norem jsou nenulové celd ¢isla a monotonicky klesaji, proto po koneéném poctu kroku
ziskdme zbytek nula. [11, s. 133]
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Pokud budeme prochdzet mnozinu rovnic od zdola (od posledni rovnice) nahoru,
pak je snadno vidét, ze

Tk+2 \ Tk+1, Tk4+2 \ Tky -+ 5 Tk42 | T1, Tk+2 \ Zy Tk+2 | 22.

V zapisu vyse je ukazano, ze posledni nenulovy zbytek (tedy ten, ktery je v predposledni
rovnici) je spoleénym délitelem ¢isel z a z. Tento posledni nenulovy zbytek je
spolecnym délitelem, ktery je délitelny vSemi ostatnimi.

P#i pruchodu od prvni rovnice dolu (k posledni rovnici) snadno ukézeme, ze

x|z, x|z = x|ry, o x| e T | TEr1, T Trao

Z toho vidime, ze kazdy spolecny délitel ¢isel z5 a z déli posledni nenulovy zbytek.
[11, s. 133] [17, s. 7]
d

Pozndmka. Posledni nenulovy zbytek ma nejvétsi normu mezi spoleénymi déliteli,
a proto je to nejvétsi spolecny délitel.

Pozndmka. Eukliduv algoritmus, ktery je popsan ve veété [I0, zahrnuje mozné
volby v kazdém kroku tohoto algoritmu, proto kvocient (q) a zbytek (r) nejsou
urceny jednoznacné ve vztahu zo = gz + r z véty B Pri hledani nejvétsiho
spolecného délitele Gaussovych celyjch cisel pomoci Euklidova algoritmu se bu-
deme snazit, aby norma zbytku r byla co nejmensi. V pripadé Ze normy zbytku
jsou stejné, budeme se snazit hledat zbytek r ndsledovné:

1. redlnda a tmagindrni ¢dast je kladné celé ¢islo,
2. redlnd cdst je kladné celé cislo,
3. imagindrni édst je kladné celé éislo.!
Poznamka. V kazdém pripadé Eukliduv algoritmus poskytuje existenci nejvétsiho

spolecného délitele. [15, str. 144]

Disledek (Euklidova algoritmu). Pro nenulovd ¢isla 20 a z v Z[i], necht d je
nejvetsim spolecnym délitelem ziskany pomoci Euklidova algoritmu. Jakykoliv
nejvetsi spolecny délitel ¢isel zp a 2z je jednotkovym ndsobkem d v Z[i]. [17, str. 9]

Diikaz. Necht d' je nejvétsim spoleénym délitelem éfsel 2 a 2. Z dikazu Euklidova
algoritmu vime, ze d’|d, protoze d' je spolecnym délitelem. Z definice [l muzeme
zapsat pomoci rovnosti d = p - d’, takze

N(d) = N(d)N(p) =z N(d').

Ponévadz d' je nejvétsi spoleény délitel, jeho norma je nejvétsi mezi normami
spoleénych délitelu, proto nerovnost N(d) > N(d') musi byt rovnosti. To zna-
mend, ze N(p) = 1, proto p = 1 nebo p = +i. Tudiz d a d’ jsou jednotkové
ndsobky navzajem. |17, str. 9]

d

'Podminky uvedené kurzivou zvolil (stanovil) autor sam, protoze v zadné dostupné lite-
ratufe, kterou prochazel, nenasel v této otdzce jednoznacéné feceno, jaka dvojice v ramci jed-
notlivych kroku je jedinec¢na.
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2.6 Asociovana cisla (prvky) v Z]i]

Definice 9. Gaussova celd ¢isla 2, a z jsou nazjvdna asociovand ', jestlize
21 = 29 - u a u je jednotka. [18; s. 154]

Naptiklad existuje asociovany vztah mezi a + bi, —b + ai, —a — bi a b — aq.
Grafické znazornéni asociovanych c¢isel ke konkrétnimu ¢islu z = 3 4 2¢ v kom-
plexni roviné muzeme vidét na obrazku 2.3l Tato ¢isla doplnuji vrcholy ¢tverce.
Navic komplexné sdruzené ¢islo a — b k ¢islu a + bi neni mezi asociovanymi ¢isly.

3
—
[\ -k_.____________\T‘:%:I-

Obrazek 2.3: Asociovand ¢isla Z[i] v komplexni roviné

Asociovana ¢isla a jejich zobrazeni v Gaussové roviné si muzeme ovérit pomoci
Applet ¢. 10. Blizsi informace k danému appletu ziskame v kapitole [7 s ndzvem

Applety (presnéji [[.5.10).

Véta 11. Pro dvojici Gaussovych celych ¢éisel zy a zy plati |11, s. 131]:

21 | 29,20 | 21 = 21 = £29 nebo z; = +iz,.

Duiikaz.
Predpoklddejme, Ze 21 | 22 = q. Potom ¢ a ¢~
Ocividne,

1= 2y | 21 jsou Gaussova celd ¢isla.

1=N(1)=N(g-q')=N(g)-N(g™),

z ¢ehoz N(q) = N(q7') = 1 (vime, Ze N(q) a N(g~!) jsou bézna kladn4 celd ¢isla).
Ale existuji pouze 4 Gaussova celd ¢isla s normou 1, které jsme uvedli ve vété [7
[11, s. 131]

d

I Asociované prvky se lisf pouze vyndsobenim nékterou jednotkou. Asociované prvky jsou si
navzajem svymi déliteli.
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2.7 Nesoudélna é&isla v Zi]

Definice 10. Pokud Gaussova celd c¢isla zy a zo maji pouze spolecné jednotkové
délitele (1, —1, i a —i), tato ¢isla nazgvdme nesoudélnd éisla.t 17, s. 7]

Diive jsme si uvadeéli znéni Bezoutovy rovnosti v Z[i] (viz 3. bod ve véteé [).
Nyni jsme si Fekli, co jsou to nesoudélna ¢isla v Z[i], a proto muzeme vyslovit
nasledujici vétu, ktera je dusledkem Bezoutovy rovnosti:

Véta 12. Pokud 2z, a 29 jsou nesoudeélnd Gaussova celd ¢isla, potom 1 muizZe byt
vyjddrena jako kombinace ¢isel 2, a zy ve tvaru 2

2nx+ 2y =1,

kde x ay jsou Gaussova celd ¢isla. |19, s. 141]

Diikaz.
Jestlize 21 a 25 jsou nesoudélnd Gaussova cela ¢isla, potom 1 je nejvétsim spolecnym
deélitelem ¢isel 2 a 29, a proto 1 = 212 + 29y pro nékteré x,y € Z[i] podle véty
@ Naopak pokud 1 = z12 + 20y plati pro nékteré x,y € Z[i], potom néjakym
spoleénym deélitelem ¢isel z; a z9 je 1 (neboli jednotka). To fiké, ze tato ¢isla z
a 29 jsou ¢isla nesoudélnd. [17, s. 9]

d

Lemma 13. Nechl 2, | 2q € Z[i|, kde z1 a z jsou &isla nesoudélnd. Potom
21 | q. |17, s. 10]

Diikaz.

Dukaz je obdobny jako pro bézna celd cisla. Z definice [l dostavame vztah

20q = z1k pro néjaké k € Z[i]. Ponévadz z; a 23 jsou nesoudélnd ¢isla, muzeme
jej zapsat pomoci rovnice (viz véta [12))

1 =212+ 29y,
kde x,y € Z[i]. Vyndsobenim obou stran rovnice ¢ dostdvame

q = qz1% + g2y
= 21qx + 21 ky
= z1(qx + ky).

Z toho vidime, ze z; | ¢. |17, s. 10]

3

Lemma 14. Pokud z1 | q a 29 | ¢ € Z[i], kde z, a z3 jsou ¢isla nesoudélnd. Potom
2129 | q. [17, s. 11]

1Symbolicky: u | 21 a u | 22 a u € Z[i] je jednotka.
2Nékdy tento vztah nazyvame linedrni diofanticka rovnice.
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Drkaz.
Z definice [0 dostavame vztah g = z1k a ¢ = 25l pro né&jaké k,l € Z[i]. Ponévadz
21 a 2y jsou nesoudélnd ¢isla, muzeme jej zapsat pomoci rovnice (viz véta [[2))

I =22 + 209,
kde x,y € Z[i]. Z toho duvodu
q=q-1
= qz21T + g2y
= (20l)21 + (21k) 20y
= z129(lx + ky).

Z toho lxz + ky € Z|i], a proto 2122 | q.
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Kapitola 3

Prvocisla v Z|i]

V kapitole zkoumame, zda plati stejné vlastnosti (véty a definice) o prvocislech
a prvociselném rozkladu v Z[i] jako v oboru celych éisel. Tuto teorii nésledné
vyuzivame v kapitole [l pro geometrickou interpretaci.

3.1 Zavedeni a vlastnosti v Z]i]

Definice 11. Nechf p € Z[i] takové, Ze p neni jednotkou. Rekneme, Ze p je
prvoéislot pro kazdé a,b € Z[i|, p = ab, to znamend, Ze a je jednotkou nebo b je
jednotkou. [3]

Definice 12. Gaussovo celé ¢islo p je nazyvdno prvocislem, pouze pokud je toto
¢islo p délitelné 2:

1,—1,i,—i,p, —p,pi a — pi.[10, s. 5]

7 definice 12 vime, ze kazdé Gaussovo celé ¢islo z ma alespon ctyti délitele 1,
—1, 7, —i. Navic jakdkoliv Gaussovo celé ¢islo z, které neni zaroven jednotkou,
mé dalsi ¢tyti délitele, a to z, —z, iz, —iz. Vidime, ze kazdé takové ¢islo v Z][i
mé alespon osm ruznych délitelu.

Definice 13. Gaussovo celé ¢islo p je prvocislo, pokud N(p) > 1 a jestliZe toto
¢islo p nelze zapsat jako soucin Gaussovyjch celijch éisel (¢initeli) s normou vétsi
nez 1. [20, s. 459]

Pozndmka. Cisla, kterd lze zapsat jako netrividlni rozklad (soucin), nazyvame
slozena cisla. Tato cisla lze rozlozit.

Véta 15. Kazdé Gaussovo celé cislo z, jehoZ norma je vétsi nez 1 (N(z) > 1),
je mozné zapsat jako soucin Gaussoviyjch prvocisel. [11, s. 13]

Diikaz.

Dokézeme pomoci indukce podle N(z) (ne podle z).

Ptredpokladejme, ze N(z) = 2. (Jinymi slovy z =1+ nebo z = —1 +4.) Potom
z je prvocislo podle lemma, [I7]

INekdy se pouziva nazev komplexni prvoéislo nebo Gaussovo prvoéislo.
2Prvoeislo v Z[i] je délitelné pouze jednotkou a asociovanymi &fsly.
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Nyni predpokladame, ze n > 3 a kazdé Gaussovo celé ¢islo s normou vétsi nez 1
a mensi nez n je souc¢inem prvocisel. Checeme ukazat, ze kazdé Gaussovo celé ¢islo
s normou n je soucinem prvocisel. Pokud neexistuji zadna Gaussova cela ¢isla
s normou n, potom neni co dokazovat. Takze muzeme predpokladat, ze existuje
Gaussovo celé ¢islo s normou n, které je sou¢inem prvocisel (v Z[i]). Pokud méme
Gaussovo celé ¢islo z s normou n, které je slozené, muzeme zapsat netrivialni roz-
klad z jako rs, kde N(r), N(s) < N(z) = n. Podle indukéni hypotézy r a s je
souin prvocisel v Z[i]. Proto rozklad ¢isla z je soucin prvocisel v Z[i]. Timto jsme
danou vétu dokézali. |17, s. 13]

a

Véta 16. Pokud p je Gaussovo prvocislo a a, b jsou Gaussova celd cisla takovd,
Ze p | ab, potom p | a nebo p | b v Z[i].[21, s. 509]

Drukaz.

Predpokldaddme, ze p | ab, ale p f a. Chceme ukézat, ze p | b.

Protoze p [ a a p je prvocislo v Z[i], nejvétsim spoletnym délitelem ¢isel p a a
musi byt jednotka, nebot p a a jsou &isla nesoudélnd. Z véty 2 vime, Ze v tomto
pripadé lze jednotku u vyjadrit jako linedrni kombinaci ¢isel p a a

pr+ay = u,
kde z,y € Z[i]. Vynasobime obé strany rovnice b a dostavame
prb + ayb = ub,

Ale p déli oba séitance pravé strany rovnice, p | ub, proto p | b.

3

Lemma 17. Necht z je Gaussovo celé ¢islo. Pokud N(z) = p je prvoéislo', potom
z je Gaussovo prvocislo (¢islo nerozlozitelné) v Z[i]. |14, s. 430]

Diikaz.
Predpokldddme, ze z = z125. Potom p = N(z) = N(21)(22) (vime z véty [).
Z toho, ze p je prvocislo a N(z1) a N(z3) jsou celd ¢isla (Z), musime mit N(z) = 1
nebo N(zy) = 1. Z véty [ 1ze odvodit, Ze z; nebo 2, je jednotka. Tudiz rozklady
¢isla z jsou jednoduché, a proto z je prvocislo. |14, s. 430]

4

IPrvoéislo je piizozené ¢islo vétsi nez 1, které kromé sebe sama a jednicky neni délitelné
zaddnym jinym pfirozenym Cislem. [22]
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Véta 18. Necht p a q jsou Gaussova prvocisla. Pokud p | q, potom q = u - p
pro nékteré jednotky u € 7Z[i].[3, s. 634]

Duiikaz.
Z definice [0l vyjadiime délitelnost nésledovné

g=p-s.

Z definice prvocisel [[1] vime, ze s = u, protoze ¢ a p jsou prvocisla a dostdvame
vztah

g=>p-u,

kde u jednotkou v Z[i]. Timto jsme danou vétu dokazali.

3

Véta 19. Necht u € Z[i] je jednotkou. Potom jakgkoliv délitel u v Z[i] je také
jednotkou. |3, s. 634]

Dukaz.

Necht z je Gaussovo celé &islo, pro které plati z | u, kde u € Z[i] je jednotkou.
7 definice délitelnosti [6 vime, Ze

u
Tento vztah muzeme piepsat jako r = — za podminky, ze z # 0. Z toho vidime,

3

z
ze abychom ziskali Gaussovo celé ¢islo, z musi byt také jednotkou.

Véta 20. Necht q je Gaussovo prvocislo a predpoklidejme, Ze q déli soucin e - f
dvou Gaussovych celyjch ¢isel e a f. Potom q déli bud e nebo f. 23, s. 212]

Duiikaz.
Pokud ¢ déli f, potom neni co dokazovat. Ptedpokladejme, ze g nedéli f. Pak ¢ je
Gaussovo prvocislo, ¢ a f jsou nesoudélnd cisla. Podle véty 12 dostavame rovnici

qr + fy =1,
kde = a y jsou Gaussova celd ¢isla. Vynasobenim tohoto vztahu g ziskavame

(¢-9)z+(f-9)y=g

Podle predpokladu obé podminky na levé strané jsou délitelné q. Proto je i prava
strana, tj. g je délitelné ¢. |23, s. 212]
d
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Véta 21. Necht p,pi1,pa,....,pn, kde n € N, jsou Gaussova prvocisla takovd, Ze

p | p1-... pn. Potom p je asociované s jednim z Gaussovyjch prvocisel py, ..., py.
[16, s. 97

Drukaz.

Muzeme ptedpokladat, ze p neni asociovano s zadnym z py - ... - p,_1. Potom

predchozi véta (véta 21)) 11k, ze p | p,. Z toho p a p, jsou Gaussova prvocisla,
dostavame vztah p, = up, kde u je jednotkou. [16, s. 97]
d

Véta 22. Necht p,n € Z[i], p je prvocislo a p | n. Potom N(ﬁ) < N(n). [3,
p

s. 14]

Dukaz.
Predpokladédme, ze p | n. Podle definice[@flvyjadiime délitelnost pomoci nésledujiciho
zapisu

n=p-q
Z véty Bl 1ze zapsat pomoci vztahu
N(n) = N(p) - N(q), (3.1)
ktery muzeme ptepsat jako
N(n)
= N(q). 3.2
Yo = M) (32)

Ze vztahu (B1) a (B2) vidime, ze plati tato nerovnost N(ﬁ) < N(n)'.
p

Véta 23. Gaussovo prvocisel existuje nekoneéné mnoho. (24, s. 98]

Diikaz.
Budeme dokazovat sporem.
Predpokladejme, ze Gaussovych prvocisel existuje konecné mnoho. Oznac¢me jej
D1, P2, -, Pn, kde n € N. Uvazujme ¢islo ¢ = py - po - ... - pp + 1, které neni délitelné
zadnym prvocislem. Pokud by tomu bylo jinak, potom existuje ¢ € 1,2,....n,
pro které plati p; | q, z to vyplyva, ze p; | g—p1-pa- ... pn. Proto dostavame p; | 1,
coz je spor. Ale podle vety [[5] Ize ¢islo ¢ rozlozit na prvocinitele, tim ziskavame
spor. [25, s. 15]

d

Vime, ze norma je kladné bézné celé ¢islo, které miizeme porovnavat.
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Véta 24. Pokud p je prvocislo v Z[i], potom jeho komplezné sdruZené cislo p je
také prvocislo v Z[i]. |26, s. 29]

Diukaz.
Necht p = aj + agi, potom D = a; — agi. Pokud p = (b1 + bai)(c1 + c2i)
je cislo rozlozitelné (slozené), pak muzeme predpoklddat, ze N(by + bei) > 1,
N(cy + cpi) > 1. Jednoduse vidime, ze p = D je také rozlozitelné. [26, s. 29]

d

Véta 25. Pokud p je celé prvocislo, potom p je bud Gaussovo prvoéislo nebo je
soucinem dvou komplexné sdruZengch Gaussovijch prvocisel. |27, s. T2]

Drukaz.

Pokud p je celym prvocislem, neni jednotkou v Z[i], a proto p je délitelné Gaus-
sovym prvocislem z = a + bi. Potom Z = a — bi déli p a p = p. Z toho vyplyva,
7e Zz = a® + b? deéli p? v Zli] a také v Z. A tedy Zz je rovno p? nebo p. Jestlize
Zz = p?, 2 a p jsou asociované, a proto p je Gaussovo prvoéislo. .

Véta 26. Pokud p je Gaussovo prvocislo, potom pp je prvocislo nebo kvadrdt!
prvocisla v Z[i]. |27, s. T2]

Drukaz.
Necht p je Gaussovo prvocislo, pp = n € Z (a proto v Z[i]). Gaussovo prvocislo p
déli jeden z celych prvociselnych cinitelu, napt. ¢ ¢isla n. Tedy pp je celo¢iselnym
déelitelem ¢isla p?; tim jsme dokdzali tuto vétu. [27, s. 72]

d

Véta 27. (Redlnd Gaussova prvocisla) Béiné prvocislo p € N je Gaussovo
prvocislo < p neni souctem dvou ctverci. (A samoziejmé p < 0 je Gaussovo
prvocislo < —p € N je Gaussovo prvocislo.) |28, s. 105]

Duiikaz.
(<) Predpokladdame, ze mame bézné prvocislo p, které neni Gaussovym prvocislem,
a proto jej muzeme rozlozit v Z[i|:

p = (a+ bi)g, (3.3)

kde a + bi a ¢ jsou Gaussova celd &isla s normou mensi nez norma p? &isla p
(a tedy i norma vétsi nez 1). Vezmeme-li komplexné sdruzend ¢isla obou stran,
dostaneme

p = (a —bi)q, (3.4)
ponévadz p je redlné, proto p = p. Vyndsobenim vyrazu (3.3) a ([B.4]) jako p
ziskame
p® = (a —bi)(a +bi)qq
= (a® +b%)|q],

1Kvadrét = druhd mocnina
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kde oboji a® + b%, |g|*> > 1. Ale jediny takovy rozklad p* je pp, proto p = a* + b*.
(=) Naopak, pokud bézné prvocislo p je rovno a? + b%, kde a,b € Z, pak p neni
Gaussovo prvocislo, protoze lze prvociselné rozlozit v Zli] jako

p=(a—bi)(a+ b)

na ¢initele o normé a? + b* = p, kterd je mensi nez norma N(p) = p*. [28, s. 105]

3

Véta 28. (Imagindarni Gaussova prvocisla) Gaussova prvocisla a + bi, kde a a b
gsou nenulové, jsou soucinem bézngch prvocisel p ve tvaru a® + b*. |28, s. 108]

Drukaz.
Z vety R4l vime, ze pokud a+ bi je Gaussovo prvocislo, potom i a — bi je Gaussovo
prvocislo. Déle podle véty (a — bi)(a + bi) je (nutné jedine¢ény) prvociselny
rozklad v Z[i] jako

p=(a—bi)(a+ b)
Ale p potom musi byt bézné (celé) prvocislo. Pokud ano

p=r-s

sl<r,s<par,s € Z, pak Gaussovi prvociselni ¢initelé r a s vyjadiuji Gaussuv

prvociselny rozklad éfsla p razny od (a — bi)(a + bi) (bud dva redlné ¢initele r a
s, nebo > ¢tyti komplexni ¢initele). [28,; s. 108]
4

3.2 Rozklad v Z[i]

Definice 14. Pokud Gaussovo celé ¢islo g je soucinem dvou Gaussovich celyjch
cisel f a h, takze

g=rh,
rekneme, Ze f a h déli g. Tato rovnost je pak nazyjvdna rozklad ¢isla g, kde f a h
jsou jeho cinitelé (délitelé). |19, s. 140]
3.3 Prvoéiselny rozklad v Z[i]

Véta 29. Kazdé Gaussovo celé cislo z, které je menulové a neni jednotkou,
muzeme zapsat jako soucin Gaussovijch prvocisel. Navic je takovy prvociselny
rozklad jedinecny az na poradi a ndsobek jednotky. [29, s. 173]

Diikaz.
Existenci prvociselného rozkladu v Z[i] jsme dokézali ve véte
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Nyni dokézeme jedinecnost véty (29). Musime ukdzat, ze kazdé nenulové
Gaussovo celé ¢islo z, které neni jednotkou, ma nejvyse jeden prvociselny roz-
klad az na poradi a nasobek jednotky. K dokazovani pouzijeme silnou matema-
tickou indukci. Ponévadz 2z je Gaussovo celé ¢islo, nikoliv pfirozené ¢islo, proto
nemuzeme provést indukci podle z piimo. Misto toho provedeme nas$i indukci
podle normy ¢isla z.

Podminka, ze nenulové Gaussovo celé ¢islo z neni jednotkou, je ekvivalentni
s N(z) > L.

Necht z € Z[i], N(z) > 1, a piedpoklddejme indukéni hypotézu, ze kazdé
¢islo k, které vyhovuje 1 < N(k) < N(z), ma nejvyse jeden prvoéiselny rozklad
az na poradi a nasobek jednotky.

Nyni ukdzeme, ze z ma nejvyse jeden prvociselny rozklad az na poradi a
nasobek jednotky. Predpokldadame, ze z muze byt zapsano jako soucin Gaussovych
prvocisel dvéma ruznymi zpusoby. To znamenad, Ze pripoustime

Z=p1-p2---ce Pe=4q1-q2- """ qf, (3-5)

kde p1,p2, -+ ,pe @ q1,q2, - -+ , g5 jsou Gaussova prvocisla.

Musime ukéazat, ze tyto dva prvociselné rozklady ¢isla z jsou stejné az na poradi
a nasobek jednotky.

Rovnice (£.2) naznacuje (podle definice délitelnosti [6]), Ze

pl | Q1'QZ ..... qf

7 vét a 211 vyplyva, ze p; déli jedno z prvocisel qi,qs,- - ,qs. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze p; | ¢;. Ponévadz p; a g; jsou obé prvocisla,
tak z toho vyplyvé, ze ¢ = p; - u pro n&jakou jednotku wu (vychdzi z vety [I8
Substituci do této rovnice (5.2)) ziskdme

z
— =Py Pe=U-Qo """ qs- (36)
b

Nejprve uvazujeme o tom, ze N(i) = 1. V tomto pripadé = je jednotkou.

1 b1
Ponévadz jednotky nemohou byt délitelné prvocislem (vychézi z véty [[9]), nesmi

existovat viubec zadna prvocisla v rozkladu. Jinymi slovy, e = f = 1, a proto p; a
¢ jsou rovny jednotkdam. V rozkladech ¢isla z v (5.2) jsou stejné az na jednotky.

Piipad N (i) = 1 jsme pokryli. Po zbytek dukazu budeme predpokladat, ze
b1

z z

N(—) > 1, navic N(—) < N(z) (coz jsme dokazali ve vété 22]). Proto muzeme
p1 b1

pouzivat nasi indukéni hypotézu k zavéru, ze dva rozklady v rovnici ([B.6]) jsou

stejné az na poradi a ndsobek jednotky. Ale rozklad v rovnici (5.2) jsou prave
rozklady v rovnici (B.6]) s dalsim ¢initelem p;. Uzavieme to tim, Ze oba rozklady
Vv rovnici jsou stejné az na poradi a nasobek jednotky. Tudiz jsme ukézali,
ze z ma nejvyse jeden prvociselny rozklad, ktery se lisi az na poradi a nasobek
jednotky.

Z principu silné matematické indukce vyplyva, ze kazdé Gaussovo celé ¢islo z
s normou vétsi nez 1 ma nejvyse jeden prvociselny rozklad az na poradi a ndsobek

jednotky. [3, s. 632-633]
d
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Kapitola 4

Geometrické znazornéni
Gaussovych celych cisel

V této kapitole se budeme vénovat geometrické interpretaci Gaussovych celych
¢isel, vybranym vlastnostem téchto c¢isel a zaroven zakladnim operacim, které
muzeme u danych ¢isel provadét. Tyto vlastnosti a operace jsou doplnény obrazky
z autorovych appletii. U nékterych témat se muzeme setkat s tlohy k procviceni
dané problematiky.

4.1 Geometricka interpretace Gaussovych celych
Cisel

2+

z, 7 1-2

Obrazek 4.1: Gaussovo celd ¢isla jako bod (vlevo) a vektor (vpravo)

Gaussova celd ¢isla muzeme geometricky interpretovat jako body (nebo vek-
tory) kartezidnské soutadnicové roviny. Tyto body (vektory) oznacujeme jako
miizové !. Ke Gaussovu celému ¢islu z = (a,b) = a + bi muzeme piiradit ob-
raz (bod) M v roviné xy, ktery ma kartezidnské soutadnice [a,b], nebo vektor
U = OM, kde M[aﬂe obraz Gaussova celého ¢isla z. Tento vektor mé délku |z|

a smeér polopiimky OM . Grafické znazornéni Gaussovych celych ¢isel v komplexni
roviné muzeme vidét na obrazku @11 [31] [6]

IMi#izové body jsou takové body, jejichz obé soufadnice jsou celd ¢isla. Miizovym vek-
torem nazveme vektor, jehoz obé soufadnice jsou celd ¢isla. Néekdy se slovo miizovy zkracuje
predponou ,m“, napt. m-pfimka je piimka, kterd obsahuje alespon dva (a tedy nekonecné
mnoho) mfizovych bodu. |30
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Rovinu komplexnich ¢isel (komplexni rovina) nékdy nazyvame jako Argan-
dova rovina nebo Gaussova rovina. [32]

Uloha 1. K urcéovan{ algebraického tvaru (soutadnic) Gaussova celého ¢isla, které
je zobrazeno v komplexni roviné, lze vyuzit Applet ¢. 1. Blizsi popis daného
appletu nalezneme v kapitole [7 s ndzvem Applety (presnéji [[.5.T]).

Uloha 2. K procviceni geometrické interpretace Gaussovych celych ¢isel v kom-
plexni roviné muzeme vyuzit Applet €. 2. Blizsi popis daného appletu nalezneme
v kapitole [7 s nazvem Applety (presnéji [[.5.2]).

4.2 Gaussova rovina
Gaussova rovina je rovina s pravouhlym soufadnicovym systémem, jehoz osy

ozna¢ime x a y, a jejiz body pokladame za obrazy Gaussovych celych cisel. Osu
x budeme nazyvat redlnou osou a osu y imaginarni osou.[7]

4.3 Komplexné sdruzené cislo

Obrazek 4.2: Grafické znazornéni komplexné sdruzeného ¢isla

Geometricky je komplexné sdruzené cislo Z obrazem daného Gaussova
celého ¢isla z = a + bi v osové soumérnosti podle redlné osy (osy x) v Gaussové
roviné. Z toho vyplyva, ze pokud je Gaussovo celé Cislo reprezentovano bodem
M[a, b], tak komplexné sdruzené ¢islo je reprezentovano zdpisem M’[a, —b]. Gra-
fickou interpretaci muzeme vidét na obrazku [4.2] kde vzor Gaussova celého ¢isla
z; ma modrou barvu a k nému komplexné sdruzené ¢islo z, ma cervenou barvu.

4.4 Opacné cislo

Geometrické znazornéni opacného ¢isla —z Gaussova celého ¢isla z = a + bi
je obraz M’[—a, — b] vzoru M[a,b]. Jedné se o zobrazeni Gaussova celého ¢isla
z ve sttedové soumérnosti se stfedem v pocatku O = 0 + 0i Gaussovy roviny.
Grafickou interpretaci muzeme vidét na obrazku 3] kde vzor Gaussova celého
¢isla z1 je zvyraznén modrou barvou a k nému opacné ¢islo z, ma ¢ervenou barvu.

Uloha 3. K procviceni geometrického znédzornéni komplexné sdruzeného a opac-
ného ¢isla ke Gaussovu celému ¢islu vyuzijme Applet ¢. 3. Blizsi popis daného
appletu nalezneme v kapitole [1 s ndzvem Applety (presnéji [[.5.3)).
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Obréazek 4.3: Grafické znazornéni opacného ¢cisla

4.5 Scitani a odcéitani Gaussovych celych ¢isel

21+ 22

U=

Obrazek 4.4: Scitani dvou Gaussovych celych ¢isel jako vektory

V predchozi kapitole jsme si tekli, jak algebraicky s¢itame dve Gaussova cela
¢isla 21 + 25 (viz definice [3] (2.1)). Nyni se podivame na operaci sé¢itani z pohledu
grafické interpretace dvou Gaussovo celych ¢isel vyjadienych jako body (nebo
vektory) komplexni roviny. Soucet dvou Gaussovych celych éisel z; + 2z je dan
pravidlem rovnobézniku jako u sc¢itani dvou béznych vektoru. Uhlopﬁéka daného
rovnobézniku predstavuje vysledny vektor (feseni souctu). Grafické zndzornéni
souc¢tu dvou Gaussovych ¢isel muzeme vidét na obrazku [4.4] M]

Obrazek 4.5: Odéitani dvou Gaussovych celych ¢isel jako vektory
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Operaci odé¢itani dvou Gaussovych celych ¢isel z; —z9 muzeme prevést na Gaus-
sovo celé ¢islo z; a pricist k nému opacné Gaussovo celé ¢islo —zq: 21 + (—22).
Jak fesime soucet dvou Gaussovych celych ¢isel, jsme jiz popsali vyse. Graficka
interpretace rozdilu dvou Gaussovych ¢isel muzeme vidét na obrazku

Uloha 4. Pro procviceni séitani a odcitani Gaussovych celych ¢isel interpreto-
vanych geometricky v komplexni roviné vyuzijme Applet ¢. 4. Blizsi informace
o daném appletu nalezneme v kapitole [1 s ndzvem Applety (presnéji [[.5.4)).

4.6 Nasobeni Gaussovych celych cisel

Pocetni feseni souc¢inu dvou Gaussovych celych ¢isel jsme jiz definovali v predchozi
kapitole (viz definice 3] (2.2)). Nyni se zaméfime na tuto operaci z grafického po-
hledu. Tedy jak ovliviuje vyndsobeni Gaussova celého ¢isla c¢islem celym, ryze
imagindrnim a Gaussovym celym.

4.6.1 Vynasobeni Gaussova celého c¢isla cislem celym (Z)

Pokud je Gaussovo celé ¢&islo 2z vyndsobeno celym! éislem ¢, délka vektoru z
je vyndsobena |c| (absolutni hodnotou éisla ¢). Pokud je ¢ kladné, smér vektoru
cz je stejny jako smér vektoru z. V pripadeé, ze c je zdporné, vektor cz ma opacény
smeér nez vektor z. Grafickou interpretaci sou¢inu Gaussova celého ¢isla z = 3421
s celym kladnym ¢islem 2 muzeme vidét na obrazku 4.6l (vlevo). Souc¢inu Gaussova
celého ¢isla z = 3 + 2i s celym zapornym ¢islem —3 lze vidét na obrazku
(vpravo). [3]

Obrazek 4.6: Ndsobeni Gaussova celého ¢isla celym c¢islem

!Omezili jsme se pouze na nasobeni celym éislem z diivodu jednodusi interpretace v Gaussové
roviné a pfehlednéjsiho feseni. Jinak samoziejmé nasobeni redlnym c¢islem funguje stejné jako
nasobeni ¢islem celym.
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4.6.2 Vynasobeni Gaussova celého ¢isla ¢islem ryze ima-
ginarnim

Pokud vynasobime Gaussovo celé ¢islo z imaginarni jednotkou ¢, dostaneme
vektor z otoceny o 90° proti sméru chodu hodinovych rucicek beze zmény délky
vektoru.

V pripadé, ze nasobime Gaussovo celé ¢islo z ryze imaginarnim ¢islem bz, kde
b € Z, dostaneme vektor z otoceny o 90° proti sméru chodu hodinovych rucicek
se zménou délky vektoru.! Geometrické znazornéni sou¢inu Gaussova celého éisla
z = 3+ 2i s ryze imaginarnim ¢islem —i muzeme vidét na obrazku 4.7 (vlevo).
Souc¢in Gaussova celého ¢isla 2z = 3 4 2¢ s ryze imagindrnim ¢islem 2i lze vidét
na obrazku .7 (vpravo). [3]

3i 7, = -4+ 8
v

i
2i e E
Z=3+72 5i

HERHE ISR

Obréazek 4.7: Nasobeni Gaussova celého ¢isla ¢islem ryze imagindrnim

Grafické ndsobeni Gaussova celého ¢isla celym (resp. ryze imagindrnim) ¢islem
muzeme oveérit (prozkoumat) pomoci Appletu €. 5. Blizsi informace k danému
appletu ziskdme v kapitole [1 s ndzvem Applety (presnéji[[.5.5]).

4.6.3 Vynasobeni Gaussova celého ¢isla Gaussovym celym
Cislem

Pii vynasobeni Gaussova celého ¢éisla z; jinym Gaussovym celym Cislem 2o,
které ma nenulovou realnou i imaginarni cast, zjistime vysledek tak, ze rozdélime
nasobeni téchto ¢isel na dvé ¢asti. Prvni ¢ast bude tvorit ndsobek ¢isla z; s redlnou
¢asti zo. Druhou ¢asti pak bude nasobek ¢isla z; s imaginarni ¢asti z,. V komplexni
roviné dostaneme dvé ¢isla, kterd kdyz geometricky secteme (viz [.35]) dostaneme
vysledek soucinu z; a z5. Geometrickou interpretaci souc¢inu Gaussova celého ¢isla
z1 = 2+ 3i s Gaussovym celym ¢islem 2z, = 1 — 2¢ muzeme vidét na obrazku [4.8]
kde soucin (vysledek) je zvyraznén ruzovou barvou.

Jestlize b € Z je zéporné, ziskdme vektor z otoceny o 90° po sméru chodu hodinovych
rucicek se zménou délky vektoru.
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Obréazek 4.8: Nasobeni Gaussova celého ¢isla s Gaussovym

celym cislem

Geometrické nasobeni Gaussova celého ¢isla s Gaussovym celym ¢éislem lze
vyzkouset pomoci Appletu ¢. 6. Blizsi informace k danému appletu ziskdme

v kapitole [1 (presnéji [L.5.0]).

Kdybychom vynéasobili Gaussovo celé ¢islo z = a + bi vSemi Gaussovy celymi
¢isly komplexni roviny, doslo by k vykresleni miizové mapy. Ta ukazuje, jak se
dostat z puvodniho Gaussova celého cisla z k jakémukoliv nasobku z. Nasobky
¢isla 2 jsou ve vrcholech étvercové mifze s délkou strany |z|.! Cast mifze s nasobky
Gaussova celého ¢isla z = 4 — 3i muzeme vidét na obrézku 4.9 [3]
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(-3-)z
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(-1-3)z
L

-2iz
.

(2420
L 140
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N °
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.(
2z
o

(1+20)z
L

o (140
14
J2vi

o 2=4-30

(1-)z
L]

1+3i)z

(2+50z
L]

STz

o (2+4iz

(3+4\')E

™

2+3ijz

Jorz

S22

16 193421z 2
.

(3+0)z
L]

Sz

Obrazek 4.9: Miiz s nasobky Gaussova celého cisla

'M#iz (ndsobky Gaussova celého &fsla z = a + bi) miZzeme také ziskat otoCenim roviny

soufadnic kolem pocdtku o tihel 6, kde tan(6)

s méfitkem va? + b2. [33]

a
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Kapitola 5

Délitelnost a déleni v komplexni
roviné

V této kapitole budeme pomoci tloh odvozovat geometrickou interpretaci
délitelnosti, déleni Gaussovych celych ¢isel se zbytkem a nejvétsi spoleény délitel
Gaussovych celych éisel, které jsme teoreticky shrnuli v kapitole 2l Reseni loh je
doplnéné o obrazky z autorovych appleti.

5.1 Délitelnost Gaussovych celych cisel

Ve tiech tlohéch si ukdzeme, jak jednoduse muzeme zjistit v Gaussové roving,
zda Gaussovo celé ¢islo z = a+bi déli (je délitelem) Gaussovo celé ¢islo zo = c+di.

Uloha 5. Pomoc{ grafického znazornéni rozhodnéte, zda Gaussovo celé ¢islo
z =3 — 2i deéli (je deélitelem) Gaussovo celé ¢islo zo = —1 + 5i.

Reseni. Nejprve zobrazime Gaussova celd ¢sla v komplexni roviné. Néasledné
Gaussovo celé cislo z vynasobime celymi, ryze imaginarnimi, piipadné Gaus-
sovymi celymi ¢isly. Tim zjistime celociselné nésobky cisla z. Jak uz jsme si
fikali v kapitole Ml v podkapitole Ndsobeni Gaussovych celych ¢isel (viz .6]), tyto
nasobky tvori vrcholy ¢tvercové miize s délkou hrany

|z| = Va2 + b2 =+/(3)2+ (—-2)2 = V13.
7 kapitoly 2 a z definice [6] vime, ze délitelnost se vyjadiuje vztahem
29 = k- z.

7 toho vyplyva, ze pokud splyva Gaussovo celé ¢islo z; s nékterym celociselnym
nisobkem Gaussova celého ¢isla z (neboli lezi v nékterém vrcholu ¢tvercové
miize). Potom Gaussovo celé ¢islo z, je délitelné Gaussovym celym cislem z.
Grafické feseni muzeme vidét na obrazku Bl kde ¢tvercova mfiiz je zbarvena
zlute, Gaussovo celé cislo z je vykresleno modrou barvou, Gaussovo celé cislo 2,
¢ervenou barvou a nasobky Gaussova celého ¢isla z cernou barvou.

N4&s zaver si ovéfime pomoci pocetniho feSeni

z9  —14+b5i =145 3+2¢ —13+13:

— = = . == :—1 b.
. 3-2 3-2 312 13 T

42



7 numerického teseni je vidét, ze vysledkem je Gaussovo celé ¢islo, a proto
délitelnost muzeme vyjadrit nasledovné: —1 + 5i = (—1 +4)(3 — 2¢). Na obrazku
6.1 1ze vidét, ze Gaussovo celé ¢islo —1 + 5i jsme vyjadiili stejnym soucinem
(celociselnym nasobkem ¢éisla z).

P (2441
(-2+)z (1+3i)z
. 7i D)
3z 20z
° &l .
.(-'I;rii z .(2+3\'):
= i |
-2z (1+2i)z
[ ] 4 [ ]
iz
! ]
.—12 5 .(2+2|')z
(22 o (1412
0z (3+20)z X
a 6 4 2 D". 2 4 G 3 10 12 . 14 ’
Sz 3 J2ie
220z
l( . 2 ® 7=3.7
-z (3+)z
[} -3i .
.(472\')1 " .22
(1-Nz (4+i)z
. L ]

Obrazek 5.1: Délitelnost Gaussovych celych ¢isel (a)

Uloha 6. Pomoc{ grafického znazornéni rozhodnéte, zda Gaussovo celé ¢islo
z = —3+ 2i déli (je délitelem) Gaussovo celé ¢islo zo = 5 + bi.

Reseni. Budeme postupovat stejnym zptisobem jako v pfedchozi tloze Bl Zob-
razime Gaussova cela ¢isla v komplexni roviné a nasledné vykreslime celociselné
nasobky cisla z. Zobrazeni dané situace muzeme vidét na obrazku 5.2

Zaroven si muzeme vSimnout, ze Gaussovo celé ¢islo zo nelezi v zadném vrcholu
(v celociselném ndsobku ¢isla z) ¢tvercové miize, a proto nejsme schopni dané ¢islo
vyjadiit vztahem z definice [6l v kapitole

29 = k- 2.

Proto Gaussovo celé ¢islo z neni délitelem (nedéli) Gaussovo celé éislo zo.
Nyni si ovéiime nas zavér pomoci pocetniho feseni.

29 5+ o1 T+4 —-3-—-21 -5+ —25

z  —34+2% —3+2% -3-2 13

7 numerického teseni vidime, ze vysledkem neni Gaussovo celé ¢islo, protoze
redlnd ani imagindrni ¢ast neni celé ¢islo (viz definice [Il), a proto Gaussovo celé
¢islo z nedeli Gaussovo celé éislo zs.
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Obrazek 5.2: Délitelnost Gaussovych celych ¢isel (b)

Na zaver si ukdzeme, jak je to s délitelnosti dvou Gaussovo celych ¢isel, kdyz
Gaussovo celé ¢islo zy lezi na hrané (ne ve vrcholu) zluté ¢tvercové miize, ktera
vznikla z celo¢iselnych nasobku cisla z.

Uloha 7. Pomoci grafického znazornéni rozhodnéte, zda Gaussovo celé ¢islo
z = —4 — 27 deli Gaussovo celé ¢islo zo = 7 + 61.

Reseni. Budeme ftesit stejné jako v predchozich dvou tlohach. Vyobrazime Gaus-
sova celd ¢isla v komplexni roviné a nasledné znazornime celo¢iselné nasobky ¢isla
z. Grafickou interpretaci 1ze vidét na obrazku (.3

ol1-30 Joigt--20 o3z

(1-i)z -1z (-3+)z
° ;

.(—1 +)z (-3+2i)z

2z iz (-2+2i)z
] -4 L] L

Obrazek 5.3: Délitelnost Gaussovych celych ¢isel (c)
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Z obrazku B.3] je ziejmé, ze Gaussovo celé ¢islo zo lezi na hrané ¢tvercové
miize. Z toho duvodu nejsme schopni dané ¢islo vyjadrit vztahem z definice
v kapitole

29 = k- 2.
A tedy Gaussovo celé cislo z nedéli Gaussovo celé ¢islo zs.
N4&s zaver zkontrolujeme jesté pocetné.

29 7+ 61 T+6: —4+20 —40—-10¢ 5 1.
— = fnd . = = —Z2 — —1
z —4 -2 —4-21 -4+ 20 2

7 pocetniho Teseni vidime, ze imaginarni ¢ast Gaussova celého ¢isla neni celé
¢islo, a proto Gaussovo celé ¢islo z nedéli Gaussovo celé ¢islo zs.

Uloha 8. K procviceni délitelnosti dvou Gaussovych celych ¢isel z geometrického

.....

appletu nalezneme v kapitole [7 s ndzvem Applety (presnéji [[.5.7]).

5.2 Deéleni Gaussovych celych cisel se zbytkem

Jiz v nékterych fesenych tlohach predchozi podkapitoly o délitelnosti Gaus-
sovych celych éisel jsme si mohli vSimnout, ze operace déleni v Z[i] je pouze
castecna. A tedy nékterd Gaussova celd ¢isla délit nelze, napt. Gaussovo celé ¢islo
29 = 10 + 44 nedéli Gaussovo celé ¢islo 2z = —1 — 5i. Proto jsme v kapitole
zavedli vétu 8 o déleni se zbytkem, ve které mame dvé operace. Jedna operace
déva podil téchto ¢isel v Z[i] a druhou operaci je ten zbytek ze Z[i]. Nyni se
podivame na geometrickou interpretaci déleni dvou Gaussovych celych ¢cisel se
zbytkem, které jsme uvedli jako piiklad v odstavci vyse.

Uloha 9. Urcete grafickou interpretaci 2 dvou Gaussovych celych cisel
z
z=—1—>5iaz =10+ 4.

Reseni. Na zacatku budeme tlohu fesit stejné jako tlohy uvedené u délitelnosti
v této kapitole. Nejprve zobrazime Gaussova cela ¢isla v komplexni roviné. Nésledné
Gaussovo celé ¢islo z vynasobime celymi, ryze imagindrnimi, piipadné Gaus-
sovymi celymi ¢isly a ziskame celociselné nasobky z, které tvori vrcholy ¢tvercové
miize s délkou hrany

2| = Va2 + 02 = \/(-1)2 + (—5)2 = V26.

Gaussovo celé ¢islo zy se nachazi v jednom z téchto ¢tvercu ¢tvercové mrize.
Nésledujici zndzornéni muzeme vidét na obrazku [5.4] (vlevo), kde ¢tvercova mtiz
je zbarvena zluté, Gaussovo celé ¢islo z je vykresleno modrou barvou a Gaussovo
celé ¢islo zy Cervenou barvou.

Nyni hleddme, ktery z vrcholu (Gaussovy celo¢iselné nésobky ¢z) tohoto
¢tverce je feSenim vztahu zo = gz + r z véty 8 v kapitole 2] tak, aby platilo,
ze

N(r) < N(z).
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Obrazek 5.4: Déleni Gaussovych celych ¢isel se zbytkem

Predpokladdme, Ze feSenim jsou vSechny vrcholy daného ¢tverce, a vypocteme
jejich hodnoty (soutradnice téchto Gaussovych celych ¢isel):

Gz=(=14+1d)z=(=1+14)(-1—>5i) =6+ 44,
Pz =(=142i)z = (=1+2i)(—1—5i) = 11 + 34,
@3z =(—242i)z = (=2 + 2i)(—1 — 5i) = 12 + &,
@z =(=24+1d)z=(-2+1i)(-1—-5i) =7+ 9.

Ptipadné konkrétni hodnoty (soutadnice) vrcholu ¢tverce muzeme ziskat po-
moci geometrické interpretace nasobeni Gaussovo celych ¢isel viz obrazek [5.4]
(vpravo), které jsou zde zvyraznény ruzovou barvou.

Gaussovo celé ¢islo r ziskdme nasledovné » = z, — gz (upraveny diive zminény
vztah):

r1=zy—q1z2 =10+ 4i — (6 + 4i) = 4 + 01,

ro =2y — oz = 10+ 4i — (11 4 3i) = —1 + 4,
r3 =29 — qs3z= 10+ 4i — (12 4 8i) = —2 — 44,
ry =29 —quz =104+ 4i — (7 + 9i) = 3 — 5i.

Nejprve vypocteme N(z) a N(r):
N(z) = a®> +b* = (—1)* + (—5)? = 26,
N(r)) =a® +b* = (4)*> + (0)* = 16,
N(ry) =a®>+b* = (=12 + (1)? = 2,
N(rs) =a® +b* = (=2)* + (—4)* = 20,
N(ry) =a* +b* = (7)* + (9)* = 137

16 < 26,
2 < 26,
20 < 26,
137 < 26.
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7 toho vidime, ze posledni nerovnost neplati, a proto g4z nemuze byt fesenim
daného piikladu.
Dand tloha ma tedy 3 feSeni, jejichz vztahy jsou nasledujici:

10 +4i = 6+ 4i + (4 + 01),
10+4i =114 3i+ (—1 + 1),
10 + 4i = 12 + 8 + (—2 — 4i).

Grafickou interpretaci feseni lze vidét na obrazku
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Obrézek 5.5: Déleni Gaussovych celych ¢isel se zbytkem (feseni)

5.3 Pocet feseni pro dvojici (q,r) pii déleni
Gaussovych celych cisel se zbytkem

7, ptedchozich tloh na délitelnost a déleni se zbytkem dochazime k zavéru:
, V' zdvislosti na poloze mrizového bodu zo, ktery lezi v ramci jednoho ctverce,
ktery je soucdsti ctvercové mriZe, jez vznikla jako nasobky Gaussova celého ¢isla
z, muze existoval jedno, dvé, tii, nebo étyri reSeni pro dvojici (q,r), kterd
vyhovuje vétéld o déleni se zbytkem, kterou jsme uvddéli v kapitole (3.«

Pozndamka. Abychom nemuseli pocitat, ktery zbytek r spliuje podminku
N(r) < N(z) (5.1)

uvedenou ve vété [§l o déleni se zbytkem, vyuzijeme geometrického teseni. Nejprve
sestrojime kruznici se sttedem v bodé zs a polomérem |z| a nésledné zjistime
z grafického znézornéni, které vrcholy ¢tverce ¢tvercové miize vyhovuji podmince
(510). Danou kruznici budeme vyuzivat v ptipadé potieby v nasledujicich piikladech.
Kruznici budeme znacit k£ a bude oranzové znazornéna.
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Nyni se na jednotlivé ptipady vice podivame. Pokud z; lezi v jednom z vrcholu
¢tverce Ctvercové mifze (zluté zvyraznénd na obrazku [B.6l), potom mé véta [
o déleni se zbytkem pouze jedno feseni pro dvojici (¢,r) a r = 0+0i. Danou situaci
muzeme vidét na obrazku .6l S fesenou tlohu jsme se mohli setkat v podkapitole

6.1 (presnéji tloha [).

(-2-)z
L ]

JTHE

S

g A (24giz
(1+3i)z
7l .
2iz
6 D)
(-1+i)z .(2+3\’)z
T+ 5
(1+20)z
4 L]
fz
3 L]
N S22
o (1H)z

.Oz .(3+2\’)z 5

0 2 ' 5 3 10 12 14
.(ZH’)Z
-2 ® z=3.2
(3+i)z
3 .
27
4 .
[1-i)z (4+i)z
) [

Obrézek 5.6: 1 teseni pro dvojici (gq,r)

V pripadé, ze zy lezi na jedné hrané ¢tverce ¢tvercové mtize (viz obréazek [5.7))
nebo 29 lezi uvnitt ¢tverce tak, ze po sestrojeni kruznice k pouze dva nasobky
¢isla z (zelené zvyraznény v obrazku [BG.8))a tedy jejich zbytky r spliuji nerovnost
(EI)z vety B o déleni se zbytkem (viz obrazek [B.8]), potom nalezneme dvé feseni

pro dvojici (g,r).

-3iz
.

-2z
L]

(1-2i)z

Sz

® -3

Obréazek 5.7: 2 teSeni pro dvojici

220

.(- 3z

iz S22z

(q,r) (a)
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Obrazek 5.8: 2 feseni pro dvojici (¢,r) (b)

Jestlize 2o lezi uvnitt ¢tverce ¢tvercové miize tak, ze po sestrojeni kruznice k
pouze tii ndsobky ¢isla z (zelené zvyraznény v obrazku [B.9) a tedy jejich zbytky
r spliuji nerovnost (5.10) z véty Bl o déleni se zbytkem, potom lze nalézt tii Feseni
pro dvojici (g,r). S fesenou tlohu jsme se mohli setkat v podkapitole (presnéji

tloha [0)).

.(—Sﬂ‘jz
(-3+20)z
)
.(—3+3\’)z

121

.(-2-\')2

(-1-)z

iz

.(—Zﬂ‘)z

(-2+3i)z
.

3z
.

& o (142

Obréazek 5.9: 3 feseni pro dvojici (g¢,r)
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Pokud z, lezi v pruseciku thlopiicek ctverce ¢tvercové miize, potom jsme
schopni nalézt 4 feseni pro dvojici (gq,r), které splnuji vétu B o déleni se zbytkem.
Danou situaci muzeme vidét na obrazku .10l

.(3—2\')2 s .(2—3\')2 .(1—4i)2 .—5iZ
.(3—i)2 ci.(Q—Q\)Z .(1—3i)2 .—4iZ
(2i)z J1F2e | 3t S
'
= (1-i)z Ve N 3
Z,76+4
I
- - iz -(—2—3\')2
o (1202 Yl o Wil
4 3 2 I 3 ] 5 8 ] 10 1

Obrazek 5.10: 4 feseni pro dvojici (gq,r)

Pro dalsi geometrickou interpretaci déleni dvou Gaussovych celych cisel se

vvvvv

v kapitole [ s ndzvem Applety (ptresnéji [7.5.5).

5.4 Nejveétsi spolecny délitel Gaussovych celych
Cisel

Jiz v kapitole [2] jsme uvadeéli vétu [0 o Euklidové algoritmu, pomoci kterého

dokazeme nalézt nejvétsi spolecny délitel dvou Gaussovych celych nenulovych

¢isel. Grafické znazornéni a aplikaci daného algoritmu si ukdzeme na konkrétni
uloze.

Uloha 10. Méjme Gaussova cela ¢isla 2 = —3 — i a 29 = 5 + 61, pro kterd
plati, ze z déli z,. Urcete nejvétsiho spolecného délitele (NSD) téchto dvou éisel
v komplexni rovineé.

Reseni. Nejprve vyobrazime Gaussova cela ¢isla z a 2o v Gaussovo roviné. Nasledné
znazornime nasobky Gaussova celého ¢isla z jako u predchozich tloh, které vytvoti
¢tvercovou miiz (zluté zvyraznéno na obrazku [5.11]). Hrana ¢tverci ma délku

2] = Va2 + b2 = \/(3)2 + (—1)2 = V10.
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Obrézek 5.11: Nejvetsi spolecny délitel (1)
Z obrazku [B.11] je patrné, ze
ze Ctvercu zluté ctvercové miize.
Z tlohy @ a z véty B z kapitoly 2] jiz vime, ze musi platit nédsledujici vztah
29 = qz + r s touto podminkou

Gaussovo celé ¢islo 25 se zobrazilo do jednoho

N(r) < N(2). (5.2)

5z .(2+\')z

Obrazek 5.12: Nejvétsi spolecny délitel (2)
Z grafického znazornéni [5.12] vidime, ze pouze tii body spliuji podminku (5.2))
(zelené zvyraznény). Jak jsme uvadeéli v pozndamce podkapitoly 2.5 o Euklidoveé

algoritmu, pii hledani nejvétsiho spolecné délitele Gaussovych celych ¢isel se
budeme snazit vzit ndsobek z takovy, aby zbytek r mél co nejmensi normu (pokud
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to budeme mozné). Vidime, ze v tomto piipadé to lze. Proto vybereme zelené
zvyraznény bod a dostavame

b+6i=(—2—i)(=3—i)+(0+i), 1<10

Ze vztahu dostavame zbytek » = 0 -+ 7, jenz je graficky vyobrazen na G513

o2z (1302 e
.(3—4\'32 .—3i2 9
(1-3iz (-2
L] ai {o]
.(2-3i)z .(-1-2i)z .(-4-\')1
.(3-3i)z '-2|' . zo=ge i o
i I
‘(wfzu)L I
22 . i e
Sz oz e
2z 4 .-22
Py 1-i)z
(2= (1-i) s
L] L ]
(3-i)z 0z (-3+)z
® — e - - -
‘_\ 2 10 8 -6 4 2 a 4 3 3_ 10 12
(4-7)z Py
2z Z=-3-] N .(—'I+i)z |
3z iz -2+ 2i)z (2420
L ] [ ] L ]

Obrézek 5.13: Nejvetsi spolecny délitel (3)

Nyni budeme znovu aplikovat vétu [§ z kapitoly 2], protoze z véty [I0 vime, ze
Eukliduav algoritmus provadime do té doby, nez ziskame nulovy zbytek. Na obrazku
[5.14] jsou vyobrazeny ndsobky ¢isla i a zdroven vidime, ze bod z lez{ ve vrcholu
nésobku r (tj. )1 etvercové miize. Proto dostdvdme

—3—i=(-1+3)O0+4)+(0+0), 0<I,

a tedy NSD(z, z9)= 0+ .

(1+4iz  (1+3)z (1202
L ] L

° [ ] e e .
(1+i)z 7,20+ (e

4iz 3z 2z iz 0z iz

™ ) [ ] L ] L ] L

! 3 2 0

.(—1+4i)z .(—1+2i)z QHH)Z 1;.,12 ® (1-)z

z=-3-1 (-2+20)z
2 (23 2z L2 el

Obrézek 5.14: Nejvetsi spolecny délitel (4)

1V obrazku .14l je u zeleného bodu , protoze GeoGebra neumoznuje zastupny
symbol, proto je pouzito univerzalné z.
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7 obrazku[b.19l je zrejmé, ze Gaussova celd Cisla z a 25 lezi v mtizovych bodech
ctvercové sité, ktera vznikla jako nasobky ¢isla . A tedy potvrzuji nas vysledek
nejvetsiho spolecného délitele téchto cisel

Obrazek 5.15: Nejvétsi spolecny délitel (5)

Nyni se v této tloze vratime do prvni casti feseni, kdy jsme jasné tekli, ktery
nasobek Gaussova celého ¢isla z vybereme ( ). A nyni zvolime
nasobek ¢isla z takovy, ze zbytek r nebudeme mit nejmensi normu, abychom
zjistili, jaky vliv to ma na vysledek tlohy.

Vybereme si napf. (viz obrézek (.12]). Tim ziskdame

54 6i=(—2—20)(=3—d)+(1—2i), 5<10
Vidime, ze zbytek je r = 1 — 2/ (viz obrazek [.10]).

(24012

T30z (-3-2i)z (-4-2i)z
. e .

-2
(2202 - 4z
Ll 4 . iz .

e oty -3z

Obrézek 5.16: Nejvetsi spolecny délitel (6)
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Obrazek 5.17: Nejveétsi spolecny délitel (7)

Z prvniho postupu vime, ze Eukliduv algoritmus aplikujeme tak dlouho, dokud
nedostaneme nulovy zbytek. Po zobrazeni nasobku » = 1 — 2i (viz obrazek [5.17])
zjistujeme, 7e éfslo z lezi ve étverci ¢tvercové mifze a zaroven dostdvame nové
zelené body, které spliuji podminku N(r) < N(r).

Zmovu nahodné volime napftiklad a dostavame

—3—i=(—-1—i)(1—2)+(0—2i), 4<5.

Ze vztahu vidime, ze zbytek 1 = 0 — 2i (viz obrézek B.I8]).
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Obrazek 5.18: Nejvetsi

o4

spolecny délitel (8)
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Obrézek 5.19: Nejvetsi spolecny délitel (9)

Po vyobrazeni nasobku r; je z obrazku [B.19] zfejmé, Ze si miuzeme vybrat ze

dvou zelenych bodu. Nasi volbou nyni bude a dostaneme
1—2i=(144)(0—2i) +( ), < 4.
Ze vztahu ziskdvame zbytek (viz obrézek [(.20]).
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Obrézek 5.20: Nejvétsi spolecny délitel (10)

Nésledné vyobrazime v komplexni roviné nasobky 7, a z obrazku [5.21] zjistime,
ze bod rq lezi ve vrcholu ¢tvercové miize, a proto

0— 20 = (0+ 20)( )+ (0+0i), 0<
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Tudiz NSD(z, z2)= —1 + 0i. Proto Gaussova celd ¢isla z a 2, lezi ve vrcholech
¢tvercové sité (zlutd), kterd vznikla jako nésobky ¢isla

Nyni se podivame na NSD; ziskany prvnim zpusobem a na NSD, ziskany
druhym zpusobem. Vidime, ze NSD;(z, 25)= 0+i a NSDs(z, z0)= —1+0i nejsou
stejné, neboli 1isi se o nasobek jednotky, coz uz jsme uvedli v podkapitole
v dusledku Euklidova algoritmu, a proto nejvétsi spolecny délitel Gaussovych
celych cisel je urcen jednoznacné az na nasobek jednotky.

7 véty [[2 v kapitole Pl vime, ze Gaussova celd ¢isla z a 2o jsou ¢isla nesoudélna
(viz definice [0 v kapitole ).

Obrézek 5.21: Nejvétsi spolecny délitel (11)

Pozndmka. Volba nasobku ¢isla z a zbytku r ma vliv na to, ktery vysledek vyjde
z asociované ¢tvefice nejvétsiho spoleéného délitele Gaussovych celych cisel, ale
také na pocet kroku v Euklidové algoritmu. Pokud volime zbytky r s nejmensi
normou, potom je nejméné kroku v Euklidové algoritmu.

e~/

k danému appletu ziskdme v kapitole [l s ndzvem Applety (ptresnéji [[.5.9).
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Kapitola 6

Prvocisla a rozklad v Gaussové
rovine

Do této kapitoly jsme spojili téma prvocisel a pripadny rozklad slozenych
Gaussovych celych ¢isel z pohledu geometrického znédzornéni. Toto spojeni je
zdmérné, protoze pokud zjistime, Ze se nejedna o Gaussovo prvocislo, budeme
hledat rozklad tohoto ¢isla. Urcovani, zda se jednd o Gaussovo prvocislo nebo
ne, si ukazeme v nékolika tlohach, u kterych uvedeme podrobny popis feSeni
doplnéné o obrazky z Gaussovo roviny, které byly pofizeny z autorovych appletu.

6.1 Prirozena c¢isla

Nejprve se ptame, zda plati: , Pokud mdme prirozené prvocislo (v N), tak
potom je toto ¢islo automaticky Gaussovgm prvocislem (prvocislem v Z[i])?*

Cislo 0 nebudeme geometricky demonstrovat, protoze je ziejmé, ze toto &islo
nesplnuje podminku v definici[[3z kapitoly [3l Ani ¢islo 1 nebudeme fesit grafickou
formou, jelikoz vime, ze urcité nesplnuje podminku uvedenou ve stejné definici,
kterou jsme uvadeéli u ¢isla 0, tj. I3l A zaroven lze tici, Zze nespliuji dalsi definice
[T a 12l ze stejné kapitoly.

Uloha 11. Rozhodnéte, zda ptirozené prvocislo 2 je Gaussovym prvocislem. Po-
kud neni prvocislem v Z[i], urcete rozklad ¢initelt tohoto ¢isla.

Reseni. Ze zadani je ziejmé, ze cislo 2 je realné Gaussovo celé ¢islo, protoze
imaginarni ¢ast tohoto cisla je rovna 0. Znazornéni tohoto ¢isla v komplexni
roviné muzeme vidét na obrazku [6.1], kde je zvyraznéno ¢ervenou barvou.

Obrazek 6.1: Prvociselny rozklad ¢isla 2 (a)
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Pti feSeni vychazime z véty o realnych Gaussovych prvocislech, ze které
vime, ze Gaussovo prvocislo nelze vyjadrit sou¢tem dvou ¢tvercti. Budeme predpokladat,
ze Cislo 2 neni Gaussovo prvocislo, a proto jej lze vyjadrit vztahem uvedeném
u véty vyse. Z geometrie zndme Pythagorovu vétul, kterd vyjadiuje pravé dany
vztah.

Rekneme, ze pieponou bude vzdélenost bodu (¢isla 2) od pocatku v kom-
plexni roviné (neboli absolutni hodnota Gaussova celého ¢isla 2). Potfebujeme
zjistit, jestli lze najit odvésny, které by splnovaly tuto rovnost. Aby platila Py-
thagorova véta a mohli jsme hledat odvésny, pottebujeme pravoihly trojihelnik,
ten dokaZzeme nalézt pomoci Thaletovy kruznice?. Jejiho zobrazeni v komplexni
roviné si lze vSimnout na obrazku [6.2]

2i

11

-1

-2

Obrazek 6.2: Prvociselny rozklad ¢isla 2 (b)

Nyni je otazkou, které body z této kruznice muzeme vyuzit pii rozkladu
¢isla 2, abychom ziskali soucin ¢initelu ze Z[i]. Jinymi slovy potfebujeme dostat
nasledujici vztah

z=a*+ b = (a+bi)(a — bi).

Z toho vidime, ze hleddme body (Gaussova celd ¢isla), které maji celociselné
soufadnice, a tedy jsou mrizovymi body. Kdyz se podivame na obrazek [6.3]
vidime, ze pouze dva body z = 1+1i a z5 = 1 —i (zvyraznéné zelené) lezi na Tha-
letové kruznici a zaroven jsou miizovymi body. Tato dvé Gaussova celd cisla z
a zy jsou navzajem komplexné sdruzend Gaussova celd ¢isla (viz [43]), a proto se
omezime pouze na I. kvadrant komplexni roviny.

IPythagorova véta: ,,Obsah ¢tverce sestrojeného nad pieponou pravothlého trojihelniku
je roven souc¢tu obsahu ¢tvercu sestrojenych nad obéma jeho odvésnami.“ |34]

2Thaletova véta: , Vsechny trojihelniky, jejich? stied kruznice opsané puili nejdelsi stranu,
jsou pravouhlé.“
Jiné znéni: ,Sestrojime-li libovolnou kruznici s prumeérem. Koncové body jejiho pruméru
oznacime A a B a zvolime libovolnij bod C na kruznici. Pak plati, Ze trojuhelnik ABC je pravouhly
a md pravy uhel u vrcholu C.“
Kruznice, ktera vznikne pii konstrukci Thaletovy véty, byva oznacovana jako Thaletova
kruznice. [35] |36]
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=1+

=2i

Obréazek 6.3: Prvociselny rozklad ¢isla 2 (c)

Pokud propojime jednotlivé body, ziskdme pravouhly trojuhelnik s vrcholy 2,
z=1+1ia0 (viz obrazek [6.4]).

2i

Z=1+1

=2i

Obrazek 6.4: Prvociselny rozklad ¢isla 2 (d)

Z pocatku Gaussovy roviny se dostaneme do Gaussova celého ¢isla z vynédsobenim
Gaussova celého ¢isla z ¢islem 1 (viz obrazek [6.5)).

2i

Z=1+i

-2i

Obrazek 6.5: Prvociselny rozklad ¢isla 2 (e)

Nyni jsme v bodé z a potiebovali bychom skon¢it v ¢isle 2. Z obrazku si
muzeme vimnout, ze u bodu (vrcholu trojtihelnika) z je pravy thel. Z nésobeni
Gaussovych celych ¢isel zname (viz 6.2)), ze otoceni o 90° v komplexni roviné
ziskdme vynésobenim cisla ¢islem —i. Proto se z bodu z do cisla 2 dostaneme
soucinem —i - 2.
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Obrazek 6.6: Prvociselny rozklad cisla 2 (f)

Dale vime, ze nasobeni dvou Gaussovych celych ¢isel muzeme rozlozit na dva
pripady (vyndsobeni Gaussova celého ¢isla realnou ¢asti druhého Gaussova celého
¢isla a vynédsobeni Gaussova celého ¢isla imaginarni ¢asti druhého Gaussova celého
¢isla) a néasledné dané vysledky geometricky secteme (viz [L.6.3)).

7, ptedchozich informaci se dostavame k zavéru, ze cislo 2 lze zapsat pomoci
soucinu dvou Gaussovych celych ¢isel

2= (1+1)(1—1), (6.1)

tudiz dané ¢islo neni Gaussovym prvocislem. Ze[6.1] je ziejmé, ze se jedna o soucin
dvou komplexné sdruzenych Gaussovych celych ¢isel, a proto se nebudeme zabyvat
bodem (¢islem) zo = 1 —1, protoze vysledek by byl stejny jako ten, ktery jsme jiz
uvedli.

Navic tvrdime, ze ([G.1]) je prvociselnym rozkladem éisla 2 v Z[i] a neexistuje
zadny dalsi zpusob rozkladu daného ¢isla. Ovéreni, ze Gaussovo celé ¢islo 1 + 4
(pripadné 1 — i) je Gaussovym prvocislem, si ukdzeme v ramci ulohy [I4]

Reseni dané tlohy si muzeme projit pomoci Appletu &. 13, ve kterém je

e~/

tole [M's ndzvem Applety (presnéji[[.5.13)).

Uloha 12. Rozhodnéte, zda ptirozené prvocislo 3 je Gaussovym prvocislem. Po-
kud neni prvocislem v Z[i], urcete rozklad ¢initelt tohoto ¢isla.

Resend. Pfi feseni budeme postupovat stejnym zptsobem jako u tlohy IIl Nej-
prve zobrazime realné Gaussovo celé ¢islo v Gaussoveé roviné. Nésledné sestrojime
Thaletovu kruznici, kterd prochazi bodem (¢islem) 3 a pocatkem komplexni ro-
viny (viz obrazek [(.7).

7, obrazku je vidét, ze dand kruznice neprotind zadné dalsi miizové body
(pouze pocatek 0 a ¢islo 3), a proto nedokdzeme nalézt zadny pravouhly trojihelnik
s vrcholem na Thaletové kruznici a celo¢iselnymi souradnicemi. Kvili tomu nemuze-
me ¢islo 3 vyjadiit pomoci vztahu z véty

z=a*+b* = (a+bi)(a—bi).

Z toho duvodu je cislo 3 Gaussovym prvocislem.
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Obrazek 6.7: Prirozené prvocislo 3 v komplexni roviné

Reseni daného tlohy si lze projit pomoci Appletu . 14, ve kterém je pouzitd

cvvs

s ndzvem Applety (presnéji [T.5.14)).

Uloha 13. Rozhodnéte, zda prirozené prvocislo 13 je Gaussovym prvocislem.
Pokud neni prvocislem v Z[i], urcete rozklad ¢initel tohoto éisla.

Resend. Dané zadan{ jsme zvolili zamérné, abychom si ukazali, jakym zptisobem
se Tesi uloha, ve kterém lezi vice miizovych bodu na Thaletové kruznici. Z toho
je jasné, ze jsme jiz prozradili, ze ¢islo 13 neni Gaussovym prvocislem.

7, predchozich dvou feSenych uloh vime, ze nejprve dané ¢islo vyobrazime
v Gaussové roviné, nasledné sestrojime Thaletovu kruznici a zjistujeme, zda
na dané kruznici nalezneme miizovy bod (viz obrézek [6.8]).

4- 6

Obrazek 6.8: Prvociselny rozklad cisla 13 (a)

Z obrézku [6.8 je patrné, ze na Thaletové kruznici lezi 4 miizové body (4 + 64,
9+ 6i, 4 — 6i a 9 — 67). Nejdiive se zaméiime na body z I. kvadrantu. Vybereme
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Obrazek 6.9: Prvociselny rozklad ¢isla 13 (b)

nejprve miizovy bod 4 + 6i a postupujeme stejnym zpusobem jako v tloze [Ll
Sestrojime trojuhelnik s vrcholy pocatek, 4 + 61, ¢islo 13 (viz obrézek [6.9).

Z konstrukce (obrdzek [6.10) zjistujeme, ze na strandch daného trojihelniku
lezi dalsi miizové body (2 + 3i, 7 + 44, 10 + 2i), které jsou zvyraznény modie.
Vidime, ze ziskané body rozdéluji strany trojihelniku na jednotlivé dilky, které
maji stejnou velikost.

Obrazek 6.10: Prvociselny rozklad éisla 13 (c)

7 pocatku se chceme dostat do bodu . To lze provést ptes bod 2+ 31, jez
vynasobime ¢islem 2, protoze ¢islo 2 + 3i lezi ve stiedu strany trojihelniku. Jsme
v nami pozadovaném bodé a vidime z obrazku, ze u daného vrcholu je pravy uhel.
Z tlohy [l vime, ze rotaci o 90° ziskdme vynasobenim ¢isla ¢islem —i. Tim se
dostaneme do bodu 7 + 47, ale my potiebujeme skoncit v ¢isle 13.
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Obrazek 6.11: Prvociselny rozklad ¢isla 13 (d)

7 obrazku [0.11] 1ze vidét, ze do daného ¢isla se dostaneme vynasobenim —2.
Tedy z bodu 2 + 3¢ se dostaneme do ¢isla 13 vynésobenim ¢isla 2 + 3¢ ¢islem
2 — 31, proto ¢islo 13 lze rozlozit

13 = (24 3i)(2 — 30) (6.2)

a tudiz 13 neni Gaussovym prvocislem.

Obrazek 6.12: Prvociselny rozklad ¢isla 13 (e)
Nyni se vratime zpéatky k mfizovému bodu na kruznici z I. kvadrant ( )

a Tesime stejnym zpusobem jako pro bod 4 + 6i. Tim ziskame nésledujici grafické
znazorneéni [6.12]
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Ze kterého dostavame tento rozklad

13=( )(3 — 20),
ale ten je stejny s (6.3), protoze se jedna o asociovand ¢isla v Z[i] (viz definice
v kapitole [2).

Obrazek 6.13: Prvociselny rozklad ¢isla 13 (f)

Z obrazku [6.13] je zfejmé, ze Gaussova celd ¢isla (body) ze IV. kvadrantu,
kterd jsou komplexné sdruzend s Gaussovym celymi ¢isly z I. kvadrantu (osové
soumérnd podle redlné osy) maji stejny rozklad jako (6.3).

T3z

3i 2+3f

Obréazek 6.14: Prvociselny rozklad ¢isla 13 (g)
Pokud se podivame na obrazek [6.14] vidime, ze miizové body 4 + Gi, 4 — 6i

na kruznici a mtizové body, které déli strany trojuhelniku s vrcholem 4 + 6¢ a
4 — 67 na dilky stejné velikosti, jsou nasobkem Gaussova celého ¢isla 2 — 3q.
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Reseni dané tlohy si muzeme projit pomoci Appletu &. 15, ve kterém je

e~/

tole [ s ndzvem Applety (presnéji [[.5.15]).

Stejnym zpusobem bychom zjistili, ze z ptirozenych prvocisel do 20 jsou jesté
¢isla 7, 11 a 19 Gaussovymi prvocisly. Naopak ¢isla 5 a 17 nejsou prvocisly v Z[i].
K ovéreni této véty muzeme vyuzit Applet €. 11, ktery rozhoduje, zda je Gaus-
v kapitole [0 s ndzvem Applety (presnéji [.5.1T]).

7, teseni pfedchozich tloh na prirozena ¢isla dochazime k zavéru: , Pokud
dokdzeme sestrojit Thaletovu kruznici, kterd prochdzi kromé pocdtku a daného
prirozeného cisla yinym mriZovym bodem. Potom dané cislo z N neni Gaussovym
prvocislem. 'V opacném pripadé je prvocislem v Z[i].“

6.2 Gaussova cela c¢isla

Nyni ovérime, zda muzeme feSeni pomoci Thaletovy kruznice vyuzit pro jakékoliv
Gaussovo celé ¢islo.

Uloha 14. Rozhodnéte, zda ¢slo z, = 1 + i je Gaussovym prvocislem. Pokud
neni prvocislem v Z[i], urcete rozklad ¢initelu tohoto ¢isla.

Reseni. Resime stejnym postupem jako u ptfedchozi tlohy. Nejprve znazornime
Gaussovo celé ¢islo v komplexni roviné. Nésledné sestrojime Thaletovu kruznici

(obrazek [6.15]).

20

z =1+
v

Obrazek 6.15: Gaussovo celé &islo z, = 1 44 v komplexni roviné (1)

Na obréazku [6.16 vidime, ze na kruznici lezi 2 miizové body (z = 0+ 14, 2o =
1 4 07). Pokud zvolime prvné zminéné Gaussovo celé ¢islo, ziskdvame

2= i(1— i) = (1+1). (6.3)

Pti vybéru druhého cisla zo = 1 + 07, dostavame
zp = (1 +10) = (1+1). (6.4)
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1id Z,= 1+

-1

Obrazek 6.16: Gaussovo celé ¢islo z, = 1 4 ¢ v komplexni roviné (2)

Grafické zndzornéni téchto vyjadreni lze vidét na obrazku B.I7 A tyto zapisy
(6.3),([6.4)) jsou totozné. Navic splauji definici [Tz kapitoly Bl a proto je Gaussovo
celé ¢islo z = 1 + i prvocislem v Z[i].

2i

1id Z,=1+i

=

-
- ===

[
-

i

-1

Obrazek 6.17: Gaussovo celé éislo z, = 1 4 ¢ v komplexni roviné (3)

Resenf dané tlohy si lze projit pomoci Appletu &. 16, ve kterém je pouzita

cvvs

s ndzvem Applety (pfesnéji [7.5.16]).

Uloha 15. Rozhodnéte, zda &islo z, = —4 — 5i je Gaussovym prvocislem. Pokud
neni prvocislem v Z[i], urcete rozklad ¢initelu tohoto ¢isla.

Reseni. V komplexni roviné vyobrazime Gaussovo celé ¢islo 2z, = —4 — 5i a
zkonstruujeme Thaletovu kruznici, ktera prochazi pocatkem a zadanym ¢islem z,

(obréazek 6.18]).
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Obrazek 6.18: Gaussovo celé ¢islo z, = —4 — 5 v komplexni roviné (1)

Na obrazku [6.19 vidime, ze ziskdvame dva miizové body z; = —4 a z, = —4,
které lezi na Thaletové kruznici a na redlné (imaginarni) ose Gaussovy roviny.

A

Obrazek 6.19: Gaussovo celé ¢islo z, = —4 — 5 v komplexni roviné (2)
7 obrazku [6.20] je zfejmé, ze ¢islo z, = —4 — 5i 1ze vyjadrit

2y = (=1 + 0i)(4 + 5i) = —4 — 5i (6.5)

s = (0 )5 — 4i) = —4 — 5i. (6.6)

Vztahy (6.5) a (6.7) fikaji, ze se jednd o Gaussovo prvocislo (viz definice [I1]
z kapitoly [3]).
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Obrézek 6.20: Gaussovo celé ¢islo z, = —4 — 5i v komplexni roviné (3)

Po krocich muzeme zhlédnout feSeni dané tlohy pomoci Appletu ¢. 17,

e~/

lezneme v kapitole [7 s ndzvem Applety (presnéji [[.5.17]).

Uloha 16. Rozhodnéte, zda cislo z, = 4 + 3¢ je Gaussovym prvocislem. Pokud
neni prvocislem v Z[i], urcete rozklad cinitelu tohoto ¢isla.

Reseni. V Gaussové roviné méjme zobrazené Gaussovo celé ¢islo z, a sestrojenou
Thaletovu kruznici (obrédzek [6.21]).

4i

3i z, =4+ 30
v

=2i

Obrazek 6.21: Gaussovo celé ¢islo z, = 4 + 3i v komplexni roviné (a)

Na kruznici nalezneme 4 miizové body z; = 3i, 20 = 1444, 23 =4 az4 =2—1

(zelené zbarvené)(viz obrazek [6.22)).
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Obrazek 6.22: Gaussovo celé ¢islo z, = 4 + 3i v komplexni roviné (b)

Vybereme mftizové body z; = 0+ 3¢, 23 = 4+ 0¢ a z obrazku [6.23] jsou ziejmé
nasledujici vztahy
zy = 1 )=4+3i (6.7)

zp = ( ) =4+ 3i.

Z definice [0 z kapitoly 2 vime, Ze se jedna o asociovana ¢isla.

i
4i ¥
i ——O——0 . =4t
: 1
L
1
2iy Q
(1
O+ ll:
1@ Q
o1
L1
— ¥ -e—1-0 o 4
-1 0 1 2 3 Loy 3
Ti ?
-2j

Obrazek 6.23: Gaussovo celé ¢islo z, = 4 + 3i v komplexni roviné (c)
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Nyni vezmeme Gaussova celd ¢isla 2o = 1+ 47 a z4 = 2 — 4. Z grafického
znazornéni na obrazku [0.24] je vidét, ze ¢isla muzeme rozlozit

2y =(1420)(2—i)=4+3i

2y = (2 —1)(1 + 21) = 4 4 3i.

Oba tyto rozklady jsou stejné. To ale nic neméni na tom, ze Gaussovo celé
¢islo z, = 4 4 3¢ neni Gaussovym prvocislem, protoze ho jsme schopni rozlozit

(viz (6.10)).

i

Obrazek 6.24: Gaussovo celé ¢islo z, = 4 + 3i v komplexni roviné (d)

Reseni dané tlohy si muzeme projit pomoci Appletu &. 18, ve kterém je

e~/

tole [M's ndzvem Applety (presnéji[[.5.18]).

Pozndmka. 7 predchozich 1loh zjistujeme, Ze pomoci Thaletovy kruznice lze zjis-
tit, zda jakékoliv nenulové Gaussovo celé ¢islo je Gaussovym prvocislem, ¢i nikoliv.

6.3 Prvocisla v komplexni roviné

Na obrazku muzeme vidét vyobrazenou ¢ast komplexni roviny s prvocisly
v Zli]. Pokud se zadivdme vice na toto zobrazeni, muzeme ftici, Ze prvocisla
v Gaussové roviné jsou osové soumérna podle redlné a imaginarni osy. Protoze
tyto osy jsou na sebe kolmé, muzeme tict, ze Gaussova prvocisla jsou i stredové
soumeérna podle poc¢atku komplexni roviny.
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Obrazek 6.25: Prvocisla v komplexni roviné

Zobrazeni prvocisel v Gaussové roviné si muzeme vyzkouset v ramci Appletu
¢. 12. Blizsi informace o daném appletu nalezneme v kapitole [7]s nazvem Applety

(pTesnéji [.5.12).
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Kapitola 7

Applety

V prvni éasti kapitoly seznamujeme ¢tenafe s obecnymi informacemi (vyznam
slova applet, vyuziti, ...). V druhé ¢asti je uveden odkaz k nalezeni appletu, které
vytvoril autor této prace, a popis jednotlivych appletu demonstrujicich vybrané
vlastnosti Gaussovych celych éisel.

7.1 Obecné o appletech

Applet! je softwarova komponenta, kterd bézi v kontextu jiného programu,
napi. v rdmci webového prohlizece. Tento pojem byl zaveden v rdmci AppleScriptu?
v roce 1993. Vétsinou se orientuje na plnéni konkrétni funkce.

Applet je napsan v jazyce, ktery se lisi od skriptovaciho jazyka nebo jazyka
HTML3, ktery jej vyvolava. Applet je napsan v kompilovaném jazyce*, zatimco
skriptovaci jazyk kontejneru je jazyk interpretovany®, a proto je vyssi vykon a
funkcénost appletu.

Nékdy se vyraz applet alternativné pouziva k popisu malé samostatné apli-
kace, napiiklad program kalkulacka a dalsi, které jsou typicky dodavany s operacni-
mi systémy:.

7.2 Vyhody appleti

Mezi vyhody appletu patii nasledujici vlastnosti:
e pracuji na strané klienta, proto je kratsi odezva,

e zabezpeceni,

1Velmi éasto se pouzivd spojeni Java applet, coz je mald aplikace, kterd je napsina v ob-
jektové orientovaném programovacim jazyce Java.

2 AppleScript je skriptovaci jazyk vyvinuty firmou Apple Inc., ktery byl zakomponovan
do jejich operaé¢nich systému Mac OS. [37]

3HyperText Markup Language (zkratka HTML) je znackovaci jazyk, ktery se pouziva
pro tvorbu webovych strének, jez jsou propojeny hypertextovymi odkazy. |38]

‘Kompilovany jazyk je programovaci jazyk, pro ktery je potfeba zdrojovy kéd, v némz
je napsany, nejprve pielozit pomoci piekladace do strojového kédu a az poté muzeme program
spustit. [39]

SInterpretovany jazyk je programovaci jazyk, ktery lze spustit pomoci zdrojového kédu
a zvlastniho programu tzv. interpretu. Tento program zdrojovy kéd interpretuje (provadi). [40]
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e jsou spoustény v ramci webového prohlizece, ktery bézi na mnoha plat-
formach, véetné Linuxu, Windows, Mac OS atd.

7.3 Nevyhody appleta

Ke spusténi appleti jsou nejcastéji vyzadovany pluginy v klientském prohlizeci.

7.4 Vyuziti

Applety jsou nejcastéji pouzivany jako pluginy pro zobrazovani 3D modeli,
které umoznuji otaceni a zvétSeni zobrazeného modelu skrze webovy prohlizec,
jako dale demonstracni programy atd. Na bazi appletu jsou vyvinuty nékteré
webové hry. [41]

7.5 Matematické applety

Applety, které byly vytvoreny v programu GeoGebra v ramci bakalaiské prace
a jez demonstruji vybrané vlastnosti Gaussovo celych ¢isel nalezneme na nasleduji-
cim odkazu https://ggbm.at /rusKOKPN| ktery jsme jiz uvadeéli v uvodu préce.
Pro publikovani appletu na internetu jsme vyuzili GeoGebru, kterd umoznuje vy-
tvorit Knihu na GeoGebraTube. Do této knihy muzeme nahrat vlastni applety
(soubory vytvorené v GeoGebfe), jez muzeme opatfit popisky (textem), nastavit
formu sdileni, ptipadné konkrétni applet stahnout. Po otevieni odkazu vyse se
zobrazi ivodni obrazovka se vzhledem, ktery lze vidét na obrazku obr10:appl.

¢« GeaGebra N Qo<

1. Leometricke znazorneni

. . o ]
Gaussovych celych cisel v e
komplexni roviné

2. S¢itani a oditani
Gaussovych celych cisel v
komplexni roviné

3. Nasobeni Gaussovych Tato kniha vznikla v rémci bakalaiské prace na téma Geometrické viastnosti komplexnich éisel, kde applety fcf vybrané viastnosti Gaussowyich celych ¢isel
celych ¢isel v komplexni
o Obsah
rovine
1 ické znazornéni ych celych isel v

4. Délitelnost a déleni
Gaussovych celych &isel v
komplexni roviné

5. Prvocisla a rozklad
Gaussovych celych &isel v

komplexni roving

roving
1. Gaussova celé ¢isla jako body
2. Gaussova cel4 ¢isla jako body (vektory)
3. Komplexné sdruzené ¢islo a opacné islo ke Gaussovu celému
&slu

2. séitani a oditani Gaussovych celych &isel v komplexni roviné

1. S¢itani a odéitani Gaussovych celych &isel

3. Nasobenf Gaussovych celjch &isel v komplexni roving
1. Vynasoben( Gaussova celého ¢fsla islem celym (ryze
imaginrnim)
2. Vynasobenf Gaussova celého Eisla Gaussovym celym fslem

4. Dali a déleni
1. Delitelnost Gaussovych celych cfsel
2. Dlenf Gaussowych celych Eisel se zbytkem

ych celych gisel v i roving

3. Nejv&téf spolecny délitel Gaussovych celych ¢fsel

Obrazek 7.1: GeoGebra Book
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https://ggbm.at/rusK9KPN

7.5.1 Applet ¢. 1

e Téma: Souradnice Gaussova celého ¢isla v Gaussové roviné

e Ucel: Uzivatel si procvici vyéist (spravné urcit) soufadnice (zapis v alge-
braickém tvaru) pro dané Gaussovo celé ¢islo.

e Piredpokliadané znalosti: Gaussovo celé ¢islo (algebraicky zapis), kom-
plexni rovina

e Popis: Pii zahdjeni appletu se zobrazi okno s pokyny, tlacitkem a Gaus-
sovou rovinou. Po poklepani na tlac¢itko ”Zobrazit Gaussovo celé ¢islo”se
zobrazi text se zadanim a Gaussovo celé ¢islo v Gaussové roviné. Po urceni
souradnic (algebraického tvaru) Gaussova celého ¢isla klikneme na tlacitko
”Zkontrolovat Teseni”. Nasledné se vyobrazi text s informaci, zda jsme hod-
notu urcili spravné ¢i nikoliv.

» Nakresna 2 | » Nakresna X

Ve
‘ Gaussova cela cisla jako hody]

Pokyny :

Nejprve kliknete na tlacitko “Zobrazit Gaussovo celé éislo”

Nsledné se Fid'te zadanim.

(Zobrazit Gaussovo celé éisio |

Zadéni : Napiste hodnotu v algebraickém tvaru obrazu Gaussova

celého cisla z, které je zobrazeno v kompleani rovine

Zkontrolovat feseni

Spatng.

Obréazek 7.2: Applet ¢. 1

Jestlize znovu klikneme na tlacitko ”Zobrazit Gaussovo celé ¢islo”, vygene-
ruje se nahodné zcela nové zadani.

7.5.2 Applet ¢. 2

e Téma: Gaussova celd ¢isla jako body (vektory) komplexni roviny

e Ucel: Applet slouzi k procviceni grafické interpretace Gaussovych celych
¢isel jako body (vektory) v Gaussové rovineé.

e Piredpoklidané znalosti: Gaussovo celé ¢islo (algebraicky zapis tohoto
¢isla), komplexni rovina, vektor

e Popis: Po spusténi appletu se zobrazi okno s pokyny a s komplexni rovi-
nou. Po kliknuti na tlacitko ”Zobrazit zadani” se vyobrazi zadani, ve kterém
mame umistit Gaussovo celé ¢islo jako bod nebo jako vektor v Gaussoveé
roviné s presnymi instrukcemi. Po presunuti bodu z (vektoru v) do vy-
znacené oblasti (komplexni roviny) se zobrazi tlacitko ” Zkontrolovat Feseni”.
Po nésledném kliknuti na toto tlacitko se objevi text s informaci, zda jsme

74



ukol vykonali spravné ¢i nikoliv. Zaroven se vykresli grafické feseni naseho
zadani.

» Nakresna 2 X | » Nakresna X

[Gaussova cela ¢&isla jako body (vektory)]

Nejprve vete na tlacitko “ Zobrazit zadini®. Nasledne

se Fid'te zadanim.

Poéateéni pozice

[ Zobrazit zadani l [ Zkontrolovat feseni

Zaddni : Umistete vektor z = potdtecni pozice na obraz

Gaussova celého ¢isla z, = —6 — 40 v komplexni rovine. _
Az si budete jisti svgm vesenim, kliknete na tlacitko
“Zkontrolovat Fe3eni”. | —1
o | —1
Spatné!
7 3 i 7 3 9 10

Obrazek 7.3: Applet ¢. 2

Po kliknuti znovu na tlacitko ” Zobrazit zadani” se nahodné vygeneruje zcela
nové zadani.

7.5.3 Applet ¢. 3

» 2 X
[ Komplexné sdruzené cCislo a opacné Cislo ke Gaussovu celému Eislu]
Pokyny :
Negproe Kliknete na tlacitko “Zobrazit Gaussovo celé ...*. Nasledne umistete bod z = potdteens pozice do spravného kvadrantu podle zaddni. A% si budete jisti svjm
fesenim, kliknéte na tlaéitko “ Zkontrolovat re3eni®.
[ Zobrazit Gaussovo celé ¢islo v komplexni roviné
Zaddni : Urcete do kterého kvadrantu se zobrazi obraz opaéného &isla z, ke Gaussovu eelému tisle z,?
Spatné! Obraz opatného Eisla z, = —3 — { ke Gaussovu celému Gislu z = 3 +
leziv(e) : Il kvadrant
» Nakresna X
Il. kvadrant I kvadrant
Potatecni %ozwce
7.
9
3 2 o P T e T B b REE B T 12 1 18 18 0 &
T kvadrant V. kvadrant

Obrazek 7.4: Applet ¢. 3

e Téma: Komplexné sdruzené a opacné cislo ke Gaussovu celému ¢islu

e Ucel: Uzivatel si procvici geometrické zobrazeni obrazu komplexné sdruze-
ného a opacného ¢isla ke Gaussovu celému ¢islu v Gaussové roviné.

e Predpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, komplexné sdruzené cislo,
opacné ¢islo, komplexni rovina
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e Popis: Pii zahdjeni appletu se zobrazi okno s pokyny a s komplexni ro-
vinou rozdélenou do jednotlivych kvadranti. Po kliknuti na tlacitko ”Zob-
razit Gaussovo celé ¢islo v komplexni roviné”se zobrazi text se zadanim,
ve kterém mame urcit, do jakého kvadrantu Gaussovy roviny se zobrazi ob-
raz komplexné sdruzeného ¢isla (nebo opa¢ného ¢isla) ke Gaussovu celému
¢islu. Pti presunuti bodu z do nékterého barevné zvyraznéného kvadrantu
se zobrazi tlacitko ”Zkontrolovat feseni”. Po nasledném klepnuti na pied-
chozi tlacitko se vyobrazi text (spravné/$patné) i se spravnym fesenim.
Pti opétovném kliknuti na tlacitko ”Zobrazit Gaussovo celé ¢islo v kom-
plexni roviné”se nahodné vygeneruje zcela nové zadani.

7.5.4 Applet ¢. 4

e Téma: Grafické s¢itani a od¢itani Gaussovo celych cisel

e Ucel: Dany applet slouzi k procviceni grafického scitani a odcitani dvou
Gaussovych celych ¢isel v komplexni roviné.

e Piredpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, komplexni rovina, vektor,
operace s¢itani a odcitani

*» Nakresna 2 X

(Séita'm’ a odcitani Gaussovych celych EI’S&'}
okyny : L

Nejproe kliknéte na tlacitko “Zobrazit dvé Gaussova ...* Nasledné umistéte bod z = pocitecni pozice do spravného kvadrantu podle zadini,

Az si budete jisti svym resenim, kliknete na tlacitko “Zkontrolovat feseni®

[Zobrazit dvé Gaussova cela €isla v komplexni roviné

Zadani : Ureete do kterého kvadrantu se zobraz obraz z, = 2y + 257 /| zobrezit Gaussovo cel Eislaz, az, jako vektory

Spatné! Obraz souttu dvou Gaussovo celjch &isel z; = —3 — 2lazy = —2 4 3( L JZoPrezitpodetnieseni
lezi v(e) : (- Kndiant

> Nakresna =

II. kvadrant 1. kvadrant

Potatetni pozice

il Kvadrant * V. kvadrant

Obrazek 7.5: Applet ¢. 4

e Popis: Pii tivodnim spusténi daného appletu se uzivateli zobrazi okno s po-
kyny a s Gaussovou rovinou, jez je rozdélena do jednotlivych barevnych
kvadrantu. Po kliknuti na tlacitko ” Zobrazit dvé Gaussova celd ¢isla v kom-
plexni roviné”se zobrazi zadani, u kterého se mohou objevit dvé moznosti
(s¢itani nebo odéitani dvou Gaussovych celych ¢isel). Zaroven se vyob-
razi tlacitko ”Zkontrolovat feSeni”a zaskrtavaci policko ”Zobrazit Gaus-
sova celd cisla jako vektory”. Po premisténi bodu z do nékterého barevné
zvyraznéného kvadrantu a po klepnuti na tlac¢itko ”Zkontrolovat feseni”se
zobrazi text s informaci, zda jsme spravné urcili feseni. U obou variant textu
(spravné /nespravné teseni) se vykresli grafické feseni daného zadani. Mame
i moznost si zobrazit pocetni feSeni daného zadani. V piipadé nespravného
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feseni se navic zobrazi v textu spravny kvadrant feseni. Pti opétovném klik-
nuti na tlacitko ”Zobrazit dvé Gaussova cela ¢isla v komplexni roviné”se
nahodné vygeneruje zcela nové zadéni.

7.5.5 Applet ¢. 5

» Nakresna 2 x
Zadani: |Vyzk jte, jakgm zpisobem funguje beni G jeh celijch isel s :
celym ¢islem ] [ ryze imaginarnim
Pokyny: Nejprve zadsite libovolné Gaussovo celé Eislo nebo posute bodem v komplexni roving. Nésledn zaskitnéte “Nasobens celym Eislem* a 2volte hodnotu na posuvniku
Gaussovo celd Eislo}2 + [ |} Zobrazit hodnoty Gaussovo celych tisel | |Napoveda
£ =2+ 2==—6-30

Tl [ |zobrazit Gaussova cela tisla jako veltory

» Nakresna X
4
3 .
2% .
10 °
11 10 g B 7 & 5 n 3 2 ] 1 3 3 5 5 7 8 ] 10 " 12
. ti
. 2
L 3

Obrazek 7.6: Applet ¢. 5 (a)

e Téma: Grafické nasobeni Gaussova celého ¢isla celym (ryze imagindrnim)
¢islem

e Ucel: Uzivatel sam zkusf prijit na princip grafického néasobeni Gaussova
celého ¢isla celym (resp. ryze imagindrnim) ¢islem v komplexni roviné. Dany
applet je predevsim urcen pro uzivatele, kteii se neseznamili s textem v ka-
pitole M (presnéji [1.6.1] a [1.6.2]) nebo s danou problematikou nékde jinde.

e Predpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, celé ¢islo, ryze imaginarni
¢islo, komplexni rovina

» Nakresna 2 X
Zadani: |Vyzkoumejte, jakim zpiisobem funguje nasobent Gaussovich celich isel s :
celym ¢islem ] [ ryze imaginarnim
Pokyny: Neiprve zadeite libovolné Gaussovo celé Eislo nebo posuiite bodem v komplexni roving. Nasledné zaskrtnéte “Nasobené ryze imaginamim Eislem* a zvolte hodnotu na posuviku
Gaussovo.celd Bislold + 9] L | Zobrazit hodnoty Gaussovo celych Eisel
=
5 (" Jzobrait Gaussova celé gista jako vektory
[/]nasobens ryze imagimim cislem ~ -1i - L ¢
*» Nakresna X
4
3 .
.L 2
i
PN 5 7 3 5 n 3 T [ 3 3 5 5 7 8 T T
i
=
. 3

Obrazek 7.7: Applet ¢. 5 (b)
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e Popis: Pii spusténi appletu se zobrazi okno se zadanim, dvéma tlacitky
a s komplexni rovinou. U tla¢itek muzeme zvolit, zda Gaussovo celé ¢islo
chceme vynésobit celym (resp. ryze imaginarnim) ¢islem. Po zvoleni jedné
varianty (klepnuti na dané tlacitko) se zobrazi pokyny, zaskrtavaci policka,
moznost zadani Gaussova celého ¢isla (pfipadné muzeme posunout bodem
v komplexni roving) a zaroven jakym ¢islem bude ndsobeno (zvoleni hodnoty
na posuvniku). Nésledné se vykresli nami zvoleny soucin ¢isel v Gaussové
roviné. Pokud by uzivatel z daného vyobrazeni nic nezjistil, ma moznost si
zobrazit napovédu pomoci zaskrtavaciho policka ”"Napoveda”. Uzivatel by
mél prijit na vlastnosti (princip), které jsou uvedeny v kapitole [ (presnéji

E6.1 a E6).

7.5.6 Applet ¢. 6

e Téma: Grafické nasobeni Gaussova celého ¢isla s Gaussovych celym ¢islem

e Ucel: Uzivatel sdm zkus{ zjistit, jakym zptsobem funguje grafické ndsobenf
Gaussova celého cisla Gaussovym celym ¢islem v komplexni roviné. Dany
applet je predevsim urcen pro uzivatele, kteii se neseznamili s textem v ka-
pitole [ (pfesnéji L.6.3]) nebo s danou problematikou nékde jinde.

e Predpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, grafické s¢itani téchto cisel,
komplexni rovina

» Nakresna 2

Pokyny

Nejproe zadejte libovolné Gaussovo celé éislo z1 nebo posuite bodem v komplexni roviné. N asledné pomoci posuvniki nastavte Gaussovo celé ¢islo 2., ktergm cheete vyndsobit zy. Visledek (soutin éisel) je zobrazen

Ve N
Nasobeni Gaussova celého cisla Gaussovym celym cislem

v komplezni rovine nasledujici barvou. Jak jsme nalezli grafické reseni daného soutinu?
Gaussovo celé tisloz, =3+ 21 +-2 |zobrazit poetnifesent

° [ ) zobrazit vysledek pomoci velorti

» Nakresna

Obrazek 7.8: Applet ¢. 6

e Popis: Pii spusténi appletu se zobrazi okno s pokyny, s zaskrtavacimi
policky, s moznosti zadat Gaussovo celé ¢islo (pfipadné muzeme posunout
bodem v komplexni rovingé) a zaroven posuvniky, kterymi zvolime, jakym
Gaussovym celym ¢islem bude nasobeno Gaussovo celé ¢islo. Nasledné se vy-
obrazi feseni v Gaussové roviné. Dalsimi zménami jednotlivych ¢isel (zadanim)
se bude ménit nase vyobrazeni v komplexni roviné. Kdybychom zvolili
realnou (resp. imaginarni) ¢ast nulovou, prevedli bychom problematiku na predchozi

applet [.5.4]

78



7.5.7 Applet ¢. 7

e Téma: Grafickd interpretace délitelnosti Gaussovych celych ¢isel

e Ucel: Applet slouzi k procviceni délitelnosti dvou Gaussovych celych ¢isel
z hlediska geometrické interpretace.

e Piedpokliadané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, délitelnost v Z[i] (viz defi-
nice [6 norma Gaussovych celych ¢isel (viz definice (), komplexni rovina

e Popis: Po spusténi appletu se zobrazi okno s textem, ve kterém jsou napsany
pokyny, a tlacitko ”Zobrazit zadani”. Po klepnuti na dané tlacitko se vy-
obrazi zadéni spolecné se tfemi zaskrtdvacimi policky ("Napovéda”, ANO,
NE) a zdroven Gaussova celd ¢isla v komplexni roviné. Pti zaskrtnuti policka
”"Néapoveda”se zobrazi ndsobky ¢isla z. Po vybéru jedné z moznosti ANO /NE
se vykresli tlac¢itko ”Zkontrolovat feseni”. Po nasledném kliknuti na toto
tla¢itko se objevi text s informaci o spravnosti feseni a se zaskrtavacim
polickem ”Zobrazit pocetni feSeni”. Pii opétovném klepnuti na ”Zobrazit
zadani”se vygeneruje nové zadani.

» Nakresna 2 % |» Nakresna X
( = 5 : i (-5-20)z (-4-i)Z 32 (2+)z T (-1+20)z 3iz (1+4i)z (2+5i)z
[ Délitelnost Gaussovych celych cisel ‘ R n i) 0 N R 0 4
= ) 8i
Pokyny : - —] A s vi T
A2 3 Z et 2 sz o (24
Po kliknuti na tlacitko “Zobrazit zadani*
se ndm zobrazi text se zadanim. Nasledne
se wid'te pokyny. ai
. Sz S o2 o7 o G2l Ml S Gl
Zobrazit zadani V| Nepoveda
Zaddni: Rozhodnéte, zda Gaussovo celé cislo
2 = 3 — 3 déli Gaussovo celé ¢islo z = 9+ 0L 0 o7 ) 7 " T
e 0 2 (-3-3i)z (:2-20)z otz plu ot o (2+2i)z o31302
(] AlC NE 0| Ala| e | A4 | A8 | 0| B | 6| & | 2 |p 7| & /5. 9 ogiuy A% | 14 | 18 | A& | @0
Zkontrolovat FeSeni = " . : - -
(-3-4i)z (2302 (-1-20z iz (2+)z (34207 (4+30z
3 ) . . ® :-3.3 . . .
Spatné! Gaussovo celé &islo z nedéli Gaussovo
celé &islo z;.
[ zobrazit pocetniresen Vgl Vel s ael 2 & S ez
.(7275\)2 .(4'402 .73\2 ‘(172\/2 .(24)2 .32 .(4+\)z (3+2\/§
(1-5i)z Az 1-30)z 2.2z 3-)z 4z =)
Mae): N o3 Il o " o5

Obréazek 7.9: Applet ¢. 7

7.5.8 Applet ¢. 8

e Téma: Grafické déleni Gaussovych celych cisel se zbytkem

e Ucel: Applet demonstruje grafické déleni dvou Gaussovych celych ¢isel se
zbytkem v komplexni roviné.

e Predpokliddané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, déleni se zbytkem v Z[i]
(viz véta Bl), norma Gaussovych celych ¢isel (viz definice [Bl), komplexni
rovina

e Popis: Pii spusténi appletu se zobrazi okno s pokyny, tlacitkem a Gaus-
sovou rovinou. Po kliknuti na tlac¢itko ”Zobrazit Gaussova cela cisla’se
vykresli dvé Gaussova celd c¢isla, ndsobky jednoho z téchto ¢isel (tvoii
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zlutd miizka) a nékteré body zbarvené zelené v komplexni roviné. Tyto
zelené body jsou fesenim daného déleni. Pokud pfemistime néktery z fi-
alovych bodu na zelené zbarveny, zviditelni se tlac¢itko ”Zobrazit Teseni”.
Po nésledném klepnuti na néj se zobrazi celkové teSeni spolecné s alge-
braickym (pocetnim).

» Nakresna 2 X | » Nékresna X
7 (145 (44302
| Déleni Gaussovych celych &isel se zbytkem 1 s o | @ ] - e
\ g iz
= H: iz . -
ok 1450z 420z
okyny 15 nEe Q42
sz . (5402
Po Kliknuti na tlazitko *Zobrazit Gaussova ...* (2+5i)z . 20 (342012 .
ziskame dve Gaussova celi eisla z a z,, pro kterd plati, i (12 e . ol
20 2 deli 2. Ziroven se nekteré body v blizkosti (-345i)z  NEAE (242 .
5 o . 31z . 57
Gaussova celého cisla z, se zobrazily . (24 . e (3 .
7 (-4+5ijz . (1+2i)z .
. (-1+3)z . 47
i q . (24 .
= E (5+50)z ° 2z . (5-)z
. 3 o . 1 = o
5 P 4+4iz :
Kiiknete na tlae «/Af; 2 Pl r (120 o (142 iz
se vim zobrazi Fesen 2023430z . 2 .
o . e =z . e o
Zobrazit Gaussova cela ¢isla (4302 acs z plialid Pocéteéni poz
. L SR . s &z °
(3420 ¥
Gaussovo celd sisla : (530 lans 0z D (5312 o
z=5+3( io == 3 7y ;v T g2+, 3 \d = Sos(320z . r
f f o ez 0 SLaa10 T i v e 3 N EEE. P 3 f 45
7= 25490 . -1z . (432
i oS3 . e . =
w— (-5+2z iz 5.4
Zobrazit feSeni G .27 -5 . (3-30z .
(4+)z . (1202 .
Pro déleni Gaussovo celjch e. plati vztah : . = HE . i Sz
2 =q-z+1azaroven N(r) < N(z) (542 o 2z o
. (242 . (340 .
Provygenerovind Gaussova c. ¢. dostavdme resent 4z . (1-3)z .
. (-1:20z o (4-5i)
e =2 g+ azdroven N(i) < N(2), (302 . (242 .
- 4 o 52 o 3z . - (5502
tedy — 25+ 9= —27+ 110+ ( ) a zdroven 8 < 34 . (-2:202 . (3-50)z 4
- . E (42 . 14z .
- + 12 a zroven N(r) < N(2), . 2 (1-30z . -
tedy — 25+ % = —24+ 6(+ ( ) a zdroven 11 < 34 (52 e al iz s
. %-2:3i)z Ll
(4202 (1.5
. (-14i)z .
(-3:3z °
(520 . 5z
(-24i)z .
(4302 .
. 5

Obréazek 7.10: Applet ¢. 8

V pripadé, ze znovu klikneme na tlac¢itko ”Zobrazit Gaussova cela ¢isla”,
vygeneruje se ndhodné nové zadani.

7.5.9 Applet ¢. 9
e Téma: Nejveétsi spolecny délitel Gaussovych celych éisel v komplexni rovine

e Ucel: Pomoci appletu je mozné vyzkouset si hleddni (urceni) nejvétsiho
spoleéného délitele dvou Gaussovych celych éisel v komplexni rovineé.

e Predpokliddané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, déleni se zbytkem v Z][i]
(viz véta B)), Eukliduv algoritmus v Z[i] (viz véta [I0), nejvétsi spoleény
deélitel v Z[i] (viz definice B), norma Gaussovych celych ¢isel (viz definice
(), komplexni rovina

e Popis: Po spusténi appletu se zobrazi okno se zadanim, pokyny, dvéma
posuvniky, textovym polem a tlacitkem. Po zvoleni Gaussovych celych ¢isel
(z, z2) klikneme na tlacitko ” Zobrazit Gaussova celd ¢isla”. Nasledné se vy-
obrazi Gaussova celd ¢isla spolecné s nasobky ¢isla z v komplexni rovineé.
A zaroven se oznaci nasobky z, které vyhovuji podmince uvedené ve vété Bl
Nésledné je po uzivateli vyzadovano zadani jednoho z téchto vyhovujicich
nasobkii. Po zadani vyhovujici nasobku se zobrazi prvni krok v Euklidové
algoritmu s pripadnym pozadavkem na zadani konkrétniho zbytku (po-
kud po vydéleni ¢isla zy ¢islem z ziskdme nenulovy zbytek). Nésledné se
v Gaussové roviné zobrazi nasobky zbytku r a zbarvené vyhovujici nasobky
r. Uzivatel znovu zadd svoji volbu. Timto zpusobem pokracujeme do té
doby nez ziskdme nulovy zbytek a tedy nejvétsi spolecny délitel Gaussovych
celych cisel z a 2.
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> Nkresna 2 | » Nakresna . ) X

N ] 54z 2 iz 2 5z z 5. e
ool 5 27 > 23 (54507 (5+ilz (5437 (5422 (5+iz 5z (5.2 (5302 (5402
Nejvétsi spoleény délitel Gaussovych celych éisel . . . . . e . . . . .
N J (550
Zadéni : Uréete nejoetsi spolecnyj delitele Gaussovjch celijch tisel sl @A @3 @2 a an leaw lesn lean  ese
2= —1+ 4la 7, = 4+ Ti pomoct grafického zndzornéns. . . . . D . . . . o

Euklidiiv algoritmus :
w 2 =q-z+7raziroven N(r) < N(z), tj Suslz @z (@3l @2z (3 B B @ (A (60
14 70= (1= (=1 +40) + (1 4 20) a zéroven 5 < 17.

w 2= v+ a ziroven N(r) < N(v), tedy

14+4i=(1+00+2)+ (0 +0) a zdroven 1 < 5 PEL: S @A (@2 [ode 22 TRL = L 2o (2 (25
w v =qpe 1+ a ziroven N(r) < N(r), tedy
14+20= 2= 0)(0+ )+ (0 + 0) a 2droven (| < (14502 (o3 (1202 (12 (i (1302 (1412
ProtoNSD(—1 + 4,4+ 70) = 0+ 1. * * + + + t i T T ® (15
w Navic si mizeme vsimnout = nékresny, % tisla z, = a NSD
techto tisel jsou mrizové body mrize, kterd vanikla jako 5tz i 3z 20 | o 3t 4 5t
nasobky cisla =, 5 T % 3 1 1 b . SR T VTR 1 ° * *
w Navic v ndkresné mizeme videt asociovanou étverici NSD(z, ) ! \/
S A e (12 (e, rlz G (12 (1A (1A 150
T 20-1
(24502 (2+dijz (243 (24202 (2+)z 2z (247 (22)z  (230z (24 (250
. . o . . e B . . o .
(3+5i)z (-3+dijz (3+3i)z  (3+20)z (3+)z -3z (-3-)z (322 (332 (34 (3502
. B o . . e B . . o .

‘(—4*5\)2 .(—4‘41)1 .(—4‘301 .(—4‘201 ‘(—Acﬂz :"741 .('44'}2 .(—472\'}2 .(—473\'}2 .(—474\'}2 .445\‘)2

Vratit se na Gvodni obrazovku .(—5~SV)Z .(—5-4!)1 .(—5~3|)Z .(—5~2I)Z .(—5‘\'12 “rsz .('54'}2 .(—5'2\'}2 .(—573\'}2 .(—574\'}2 '17551)2

Obrazek 7.11: Applet ¢. 9

7.5.10 Applet ¢. 10

e Téma: Grafickd interpretace asociovanych Gaussovych celych cisel

e Ucel: Applet slouzi ke geometrické interpretaci asociovanych Gaussovych
celych cisel v komplexni roviné.

e Predpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, asociovand ¢isla v Z[i] (viz de-
finice [@]), komplexni rovina

e Popis: Po spusténi appletu se vyobrazi okno s pokyny, tlacitkem a polem
pro zadani Gaussova celého ¢isla z. Po vyplnéni ¢isla z a nasledném klepnuti
na ”Zobrazit feSeni”se vykresli asociovana ¢isla ke Gaussovu celému cislu z
v Gaussové rovingé, text s informacemi a tlacitkem ”Zadat nové Gaussovo
celé cislo”.

» Nakresna 2 X | » Nakresna X

( Asociovana Gaussova cela i’:l'sla] o

Pokyny : ! R

Zadejte Gaussovo celé ¢islo z a nasledne kliknéte na tlacitko
“Zobrazit fesend” .

w V komplexni rovine se zobrazilo Gaussovo celé éislo z =3 +{
a associovand ¢isla s timto ¢islem. Mizeme si vsimnout, ze
associovand cisla doplivuje vreholy ctverce

w Upozornéni : Pokud cheete zobrazit jiné Gaussovo celé cislo =3+
2, pohybujte bodem v Gassove roviné nebo kliknete na tlacitko
“Zadat nové Gaussovo celé cislo”
> s 5 G 5 5 5 ;

Zadat nové Gaussovo celé ¢islo

Obrazek 7.12: Applet ¢. 10
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7.5.11 Applet ¢. 11
e Téma: Prvocisla v Z]i
e Ucel: Applet rozhodne o &fslu ze Z[i], zda je Gaussovym prvocislem.
e Predpokliadané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, prvocislo v Z[i]

e Popis: Po spusténi appletu se zobrazi text s pokyny, textova pole a tlacitko.
Po zaddni Gaussova celého ¢isla z (zadani hodnot do textovych poli) a
klepnuti na tlacitko ”Zobrazit feseni”se zobrazi text s informaci, zda Gaus-
sovo celé ¢islo z je nebo neni Gaussovym prvocislem.

* Nakresna 2 X | » Nakresna X

-

——,—,
{ Gaussova prvocisla 4
6

Zadejte
Kliknutim na “Zobrazit resens® zjistite,

i ¢isla do poli a a b a ndsledngm 8t .
zda Gaussovo celé cislo z = a+ bl = 4+ 5(
je Gaussovo proocislo

a=4

Zobrazit feseni i

Reseni : Gaussovo celé &islo z = 4+ 5
je Gaussovo prvotislo.

Obrazek 7.13: Applet ¢. 11

(@28

7.5.12 Applet ¢. 12

» Nakresna 2 X |» Nakresna X
S
< . o ° .
Gaussova prvocisla J
o L L 5i L2 L2 L]
Pokyn,
Zadejte celd éisla do poli ay, asa by, b ® . Jwrar . *
kterd ureugi rozmezi hodnot, jez mivze
nabgvat redlnd cist a a » 3 h d
v Gausové celém eisle z = a+ bi.
aicls a6 ) ° o ° . 3
° . o o i e o ° °
TEREE TR RN N S TR T SN S T 7 T S T
Nasledne spustte animaci u obou posuvnikii ' . o o i o o . °
(nebo jen u jednoho a drubgm postupne
pohybujte o 1 krok) a pozorujte vykreslens . ° o . . .
Gaussovgich proocisel ve zvoleném rozmezi.
Pozor : Pri pohybu v nakresne se vymazou ° -3 .
vsechny vykresléné body
a6 . ® i . °
°
. 3 . -5i . . .
o
L] ® -6 . .
>

Obrazek 7.14: Applet ¢. 12

(@28

e Téma: Prvocisla v Gaussoveé roviné

o Ucel: Applet slouzi k vyobrazeni Gaussovych prvocisel v komplexni roviné.
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e Predpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, Gaussovo prvoéislo, kom-
plexni rovina

Popis: Po spusténi appletu se zobrazi text s pokyny, textovymi poli a po-
suvniky. Zadanim hodnot do textovych poli uréime rozmezi jednotlivych
posuvniki. Nésledné spustime animaci jednoho nebo obou posuvnikia a
sledujeme vykreslovani Gaussovych prvocisel v komplexni roviné. Pokud
bychom zadali do textovych poli nesmyslné rozmezi jednotlivych posuvniku,
vyobrazi se text s informaci, abychom dané rozmezi upravili.

7.5.13 Applet ¢. 13

e Téma: Prvociselny rozklad cisla 2 v Z[i] a v Gaussové roviné
e Ucel: Dany applet ukazuje geometrickou interpretaci prvociselného roz-
kladu v komplexni rovineé.
e Predpokladané znalosti: Gaussovo celé ¢islo, prvocislo a prvociselny roz-
klad v Z[i], komplexni rovina, Thaletova kruznice
e Popis: Po spusténi appletu se zobrazi okno se zadanim. Navic v pravém
dolnim rohu najdeme novy panel, ktery slouzi k ovladéani krokové kon-
strukce v programu GeoGebra. Diky témto tlacitkim muzeme prochazet
konstrukei tam a zpatky, pripadné lze spustit jako animace. Pokud exis-
tuji nasobky nékterého Gaussova celého cisla zobrazi se zaskrtavaci policko
"Nésobky”v poslednim kroku konstrukce.
» Nakresna 2 X | » Nakresna X
LPrvoEisla a prvociselny rozklad v Z[i] \J JELEE JEIEDS e Sz &
H{»zlu:}/z' prirozené proocislo 2 na soucin ciniteli v Zi].
Resent : e i R(ci2: e &
w Nejproe sestrogime T ici Ty, kterd prochdz} povdthem
komplexni roviny a ¢islem 2. B o, e e P
w Nasledné zjistime, kieré body le%i na [}, a zdroven jsou ' T > »
mrsgovgmi body
w Viybereme jeden ze sclenioh bodis na kruznici (napr. | + ) a B 2 Sl o3 e
sestrojime zbjvagics strany trojuhelniku (pocdtek, 2a | + ()
w Z pocitku se dostaneme do bodu vyndasobenim cisla T - it ;
cislem 1. L2 R S ez
w Vidime, ze u bodu je pravyg tihel, protoze T, je Thaletova kruznice
Vime, ze v kompleans roviné se ototsme 0 90° po sméru hodinovgch (e Az ks Hi (22
rucicek vyndsobenim pomoci —i. - 5 . ; 3 ¥ : o ;
w- A proto rozklad prirozeného proocisla 2 vypadd nastedovne : Nk b
Bi= )1 —1i). ‘(72+i)z .’12 in \\“," .(172\')2 .(273\')2
w Vidime, ze rozkladem je soutin komplerne sdruzengich Gaussovo
(‘['7(1'/(‘/{['1&1‘7. u‘[u‘uli; je sn:{uy r‘ui ad tisla 2/,;,“‘{"; bod » ) o . i o P
w Po zasktrinuts policka “Nésobky”, se zobrazs nasobky éisla » . . 2 . .
Pomoei toho mizeme videt, ze ¢islo 2 je nasobkem z.
[ nasobiy e S S & Jrae
I 3 e S &
.(—4—\')2 .(—3—2()%5‘ .(—273\')2 .(—174\'12 .—5\’2
[ <« |org[ ™ ol I> Prehrat 2i5s

Obrazek 7.15: Applet ¢. 13
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7.5.14 Applet ¢. 14

e Téma: Prvocislo 3 v Z[i] a v komplexni roviné

e Dalsi body nebudeme vypliovat, protoze applet je témét totozny jako applet
jako [T5.13

» Nakresna2 X/|» Nakresna X
e
LPrvot’:l’sla a prvotiselny rozklad v Z[i] ]
40
Rozhodnete, zda privozend proogislo 3 je Gaussovo prootislo, Pokud neni a
prootislem v Z[i], uréete rozklad Einiteli tohoto tisla.
I 20
o Neipruasastroibos Thaldoms ezt T, Merfavochist nodithen
komplexnt roviny a éslem 3.
-
w Nasledne zjistime, ze zadné body nelezi na bruznici T, a zaroven iR
nejsou mrizovgmi body
w= Proto ¢islo 3 neni rozloZzitelné a z toho duvodu se jednd o Gaussovo &
prvssalo: B ERE i ? h § ¥
=i
=2
=
-4
B || K fare B || B > Prehrat 23 s

Obrazek 7.16: Applet ¢. 14

7.5.15 Applet ¢. 15

e Téma: Prvociselny rozklad ¢isla 13 v Z[i] a v komplexni roviné

e Dalsi body nebudeme uvadét, jelikoz applet je podobny s appletem [7.5.13]

» Nakresna 2 X [» Nakresna X

)

prirozené prootislo 13 na soutin ciniteli v Z[i).

r
LPrvoEiseln)" rozklad v

w Nejproe sestrojime Thalctovu Ty kterd prochdzi pocitkem
kompleani roviny a cislem 13

w Nisledne zjistime, které body lezi na a zdroven jsou
mrizovjmi body.

w Vybereme jeden ze zelengeh bodii na kruznici (napr. | + 1) a

sestrojime zbjvajici strany trojihelniku (pocit

— % ) x 2 iz
w Vsimneme si, ze na sestrojengch stranich jsme ziskali dalsi .

mrizové body.

i le:

Pokud tedy vyndsobime 2 cislo 2

w- Vidime, ze cislo 2+ 3{ lezi ve stredu mezi povitkem a cislem

3t dostaneme se do bodu b

w Vidime, ze u je pravi dhel, protoze T, je Thaletova kruznice.

Vime, ze v komplexni rovine se otocime 0 90°po smeru hodinovich

" " & . i 15
rucicek vyndsobenim pomoci — i

w Z obr
(t7i body) a navic kazda
u druhé odvisny,

w Aprotorozklad priro
13 = (24 30)(2

w Stejngm zpisobem bychom zjistili tento rozklad E
13 =( )(3 — 20), kdybychom vzali zeleng bod »

w- Cisla, kterd jsou komplexne sdruzend (osove soumernd podle osy )

u je ziejmé, ze dseeka je rozdelena na 3 stejné casti

st md stejnou velikost jako edst

ého proocisla 13 mize vypadat nésledovne :

se zelengmi cisly, maj
w Pro kompleane sdr
— 20)(

13 =(2- 302+

tejng rozklad

i cisla dostavime nasledujici
[/] erafické reseni pro bod 9.6
) eratické reseni pro bod 4-6i

w Vidime, %e vsechny t7i rozklady jsou stejné s pronim rozkladem,

lady :

). probod 9 — i,

(1-4i)z
probod 1+ — A

protol

jednd o associovand

sktrtnuti politka “Nasobky”, se zobrazi ndsobky ¢islaz = 2 + 3i.

B[ |2z ][® 1> Prehrat 23 s

Obrazek 7.17: Applet ¢. 15
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7.5.16 Applet ¢. 16

e Téma: Prvocislo z = 1+ i v Z[i] a v Gaussové roviné

e Dalsi body nebudeme popisovat jako u jinych appletu, jelikoz applet

podobny s [(.5.13l

* Nakresna 2

x| » Nakresna

[Prvoiisla a prvodiselny rozklad v Z[i] ]

T

Rozhodnéte, zda Gaussovo celé ¢
Pokud neni proocislem v Zi], u

w Nejproe

ostrojime Thalclc

kompleani roviny a cislem z, = 1 +

@ Nasledne zj

mrszovimi body

w Vybereme jeden

sestrojime zbjvaj

w Z potdtku se dostaneme do bodu - — (1

cislem 1.

w Vidime,

Vime,

ruc

146=(0+
w Pri vgberu druhého zele:

14i= (14 00)(1+1i)

Vidime, ze rozklady jsou stejn
vady jednotka, proto Gaussovo celé ¢

w Po zasktrtnuti policka *

(3+3)z (34202
. .
slo 2, = 1+ je Gaussovo proocislo, I
e rozklad einitelii tohoto ¢isla |
| (2+30)z (2+20)z (2+0)z
| e . .
I Ty, kterd prochazi poedtkem |
|
istime, které body lezi na i T}, a zarovei jsou S (12 i
zelengjch bodit na kruznici (napr. (1 () a |
i strany trojihelniku (pocatek, 1+ a0+ 1). | ot I
iz iz
vyndsobenim cisla e . i
ravy dhel, protoze T, je Thaletova kruz |
se otocime 0 90° po sméru hodinovijeh | .(4+3\')z .(4+2\')z
|
w A protorozklad prirozeného proocisla zy = 1+ Lvypadd nasledovne : |
DA—-i)=1+L | (-2+3i)z (-2420)z (2+)z -2z
0 bodu (2 = 1 + 0i) zéskame rozklad : I b b
141 |
|
| ey
| .( +30)z
sobky”, |
|
L) <A |9/9| > Ll

[V]nasobiy

e v kompleani roviné
: vyndsobenim pomoci —i

Obrazek 7.18: Applet ¢. 16

7.5.17 Applet ¢. 17

(3-)z (3-2)z (3-3)z (3-4)z
. . . .
(2-2i) (2:3)z (2-4i)z
. . .
Sz (i
iz 3z
.
== 2 b
JER) G2z Bz i
G2A 23z (2
o3 G (B 3
> Prehrat 2i%s

e Téma: Prvocislo z = —4 — 5i v Z[i] a v komplexni roviné

je

e Dalsi body nebudeme uvadét jako u jinych appletu, protoze applet je po-

dobny s [7.5.13]

* Nakresna 2

X | » Nakresna

[Prvoéisla a prvodiselny rozklad v Z[i] J

%52z %42z

R

hodnete, zda Gaussovo cel

sloz, = —4 — 5{ je Gaussovo proocislo

Pokud neni proocislem v Z[il, urcete rozklad ciniteli tohoto cisla

S5z e

0.2z

2z

'S
N
(5
0
-
™

3 | 9 2
jproe sestrojime Thalctov I, kterd prochdzi pocatkem
roviny a éislem zy = —4 — 50 i
istéme, které body le%i na k azdroveti fsou PSRN L | R
mrizovjmi body.
w Vybereme jeden ze zelengeh bodic na kruznici (napr i) a ¢
sestrojime zbijva, strany trojihelniku (poc 1+ 0f) (5+20)z (4+2i)z (3+20)z
w Vsimneme si, %e na sestrojengch strandch jsme *+ T
mrizové body, které rozdelili tisecky na dilky stejné velikosti. ¢
w Z potdtku se dostaneme do bodu 1 vynasobenim cisla G |@Ez (393
z=—1+0icislem 4. . .
w Vidime, je pravy thel, protoze T, je Thaletova kruznice
rovine se otocime 0 90° proti smeru hodinovich i
rucicek vyndsobenim pomoci i JoHaiz (4+4i) @z
w A protorozklad prirozeného proocisla zy = 5 vypada nésledovne :
—4 — 5{= (=14 0i)(4 + 5i). {
w Pri vgberu druhého zeleného bodu (2, = 0 — 5 Gme rozklad : (54502
—4—5l= (0 i)(5—4i). I8

w Vidime, ze v soucinu je pro

Gaussovo ¢

w Po zasktrtnuti policka “Nasobky”

(/] Nasobky

loze Zli] a
slo —4 — 5i je Gaussovo proocislo

, se zobrazi nasobky cisla z = —1 4 0L,

zdy jednotka, proto

w0 =

w0 o> | [ 6

Obrazek 7.19: Applet ¢. 17
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1
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1
18z
-6
> Prehrat
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7.5.18 Applet ¢. 18

e Téma: Prvociselny rozklad z = 4 + 3i v Z[i] a v Gaussové roviné

e Dalsi body nebudeme vyplnovat, jelikoz applet je podobny s appletem
(0.1

> Nakresna2

X[+ Nakresna X
(Prvoéisla a prvodiselny rozklad v Z[u]J S22 - & g
(e i

Rozhodnete, zda Gaussovo celé ¢islo z, = 4 + 3i je Gaussovo proocislo. Pokud neni proocislem

v Zli], urcete rozklad cinitelii tohoto cisla. (1420

Foseni : /i

@ Nejproe sestrajime Thalcto lruznici T, kterd prochdzi pocatkem kompleani roviny ;

a cislem zy = 4+ 3

w Nasledne zjistime, které body lezina lruznici T, a zaroven jsou miszovgmi body

w Vybereme jeden ze zelengch bodi na kruznici (napr. 2 + 1) a sestrojime zbjvajics strany S22
trojihelniku (pocdtek, 4+ 3ia 2 + 1)

w Vsimneme si, ze na sestrojengch strandch jsme ziskali dalsi mrizovy bod, ktery rozdelil v 3
iisetku na dilky stejné velikosti. A zaroven tyto dilky jsou stejné velké jako dilek u druhé ¥
odvesny.

@ Z potitku se dostaneme do bodu = — 2+ 1 vynésobenim tisla z = 1 + 2 cislem 2

w Vidime, ze u boilu je pravy thel, protoze T), je Thaletova kruz Vime, ze v komplexni i ? T i T 9
rovine se otozime 0 90° po smeru hodinoviich rucicek vynasobenim pomoci sz

w A protorozklad prirozeného proocisla zy = 4 -+ 3 vypada nasledovne : > -
4430= (14 20)(2—1). X

w Pri vjberu dalsich zelengich bodii ziskdme rozklady : = dLans S
4+3i=( )(4 + 3) pro zelengj bod z; = 4+ 0i,

: ) 7. - (7. @7 =
44+30= (2 i) ) pro zeleny bod za = 2 —{, V) M= M= W ;: 3
44 3= (0+10)( ) pro zeleng bod z, = 0

w Vidime, ze Gaussovo celé tislo zy = 4 + 3t lze rozlozit jedingm zpiis 4 (o 4
v pronim soucinu, ostatni jsou tytéz zapisy. Dale vin . -4 . .

w Grafické znézorneni jednotlivich rozkladic si mizeme zobrazit pomoci za3

w Po zasktrtnuts polick sobky”, se zobrazi nasobky cislaz = 1+ 20,

B [ vm [ [= > Prerat s

Obrazek 7.20: Applet ¢. 18
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Zaver

Cilem bakalatské prace bylo prostudovat si vlastnosti Gaussovo celych ¢isel
a vytvoreni appletu demonstrujicich vybrané geometrické vlastnosti téchto ¢isel.

Autor se domniva, ze prace méa nékolik prednosti a ptinosu, které si zformu-
lujeme do nékolika bodu.

e Odvozeni a ukézka vybranych vlastnosti pomoci geometrické interpretace
skrze tesené tlohy (kapitoly @], Bl a [@]).

e Vytvoreni interaktivnich appletu v programu GeoGebra demonstrujicich
geometrické vlastnosti.

e Zpracovani uceleného teoretického textu, ktery vychazi predevsim z cizo-
jazycné literatury, a je uveden v prvnich tiech kapitolach. Ty by sly vyuzit
jako pomocny studijni materidl pii vyuce na nékterych typech stfednich
nebo vysokych skol.

e Praci by slo rozsitit o pedagogicky vyzkum v ramci diplomové préce, jenz
by se zabyval zafazenim appletii do vyuky. Zajimavé by bylo zjistovani,
jaky vliv ma prave vyuziti appletu ve vyuce. Zda zéci lépe porozumi dané
problematice, ptipadné zda se zvysi zajem zaku skrze applety o matematiku.

Autora mrzi, Ze nedokazal vytvorit nékteré applety vice interaktivni (napft. pr-
vociselny rozklad v Z[i]) tak, jak by chtél. Je to z duvodu omezenosti programu
GeoGebra.
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