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2.4 Největš́ı společný dělitel v Z[i] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.5 Euklid̊uv algoritmus v Z[i] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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3 Prvoč́ısla v Z[i] 29
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7.5.10 Applet č. 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Úvod

Bakalářská práce je věnována základńım vlastnostem Gaussových celých č́ısel,
které jsou podmnožinou komplexńıch č́ısel. Autora vedla k výběru tohoto tématu
z velké části skutečnost, že daná oblast neńı př́ılǐs dostupná v českém zněńı,
podrobně a souhrnně zpracovaná. O tom se lze přesvědčit pomoćı zdroj̊u uve-
dených v seznamu literatury na konci této práce. Druhým a mnohem zaj́ımavěǰśı
d̊uvodem byla geometrická interpretace Gaussovo celých č́ısel. Gaussova celé č́ısla
můžeme graficky znázornit jako mř́ıžové body a vektory v Gaussově rovině. Z toho
vyplývá, že s nimi dokážeme pracovat snadněji a lépe z vizuálńıho hlediska než
se samotnými komplexńımi č́ısly, jež nemuśı mı́t celoč́ıselnou reálnou nebo ima-
ginárńı část.

A tedy ćılem bakalářské práce je popsat vlastnosti Gaussových celých č́ısel a
vytvořeńı applet̊u demonstruj́ıćıch vybrané geometrické vlastnosti těchto č́ısel.

Samotná práce je rozdělena do 7 kapitol. V prvńıch třech kapitolách najdeme
ucelené obecné poznatky z Gaussových celých č́ısel pomoćı definic, vět a jejich
d̊ukaz̊u. V kapitole 1 zavád́ıme Gaussova celá č́ısla, seznamuje se se základńımi
vlastnostmi a pojmy, které můžeme převźıt z komplexńıch č́ısel. V kapitole 2
a 3 zjǐst’ujeme, zda poznatky z běžných celých č́ısel plat́ı i v Gaussově celých
č́ıslech, př́ıpadně jaké omezeńı a úskaĺı přináš́ı. Hlavńımi kapitolami a př́ınosem
této práce by měly být následuj́ıćı tři kapitoly, tj. 4, 5 a 6, ve kterých se řeš́ı
grafické znázorněńı Gaussových celých č́ısel a geometrické vlastnosti, jež jsme
v předchoźıch kapitolách představili z algebraického (teoretického) hlediska. Nav́ıc
jsou doplněny o řešené úlohy a odkazy na applety demonstruj́ıćı vždy vybraný
předmět zkoumáńı. V posledńı kapitole (7) je krátce napsáno o appletech. Dále
zde nalezneme následuj́ıćı internetový odkaz https://ggbm.at/rusK9KPN na au-
torovy applety, které vznikly při tvorbě bakalářské práce a slouž́ı jako podklad
daného textu, a krátký popis jednotlivých applet̊u.

Definice a věty, které jsou převzaty z cizojazyčné literatury, nejsou uváděny
v originálńım zněńı, ale jsou přeloženy do češtiny. Značeńı je přizp̊usobeno cha-
rakteru práce. Citované zdroje jsou uvedeny př́ımo v jednotlivých částech textu.

Obrázky, které doplňuj́ı text a úlohy, byly poř́ızeny z autorových applet̊u, jež
byly vytvořeny v matematickém programu GeoGebra.
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Kapitola 1

Gaussova celá č́ısla

V této kapitole shrnujeme základńı informace (algebraické vlastnosti) o Gaus-
sových celých č́ıslech. Tyto poznatky jsou využ́ıvány v daľśıch kapitolách s grafic-
kou interpretaćı Gaussových celých č́ısel a pro vytvořeńı applet̊u demonstruj́ıćıch
vybrané geometrické vlastnosti.

1.1 Zavedeńı a základńı vlastnosti

Definice 1. Gaussovo celé č́ıslo je komplexńı č́ıslo a+ bi, kde a, b ∈ Z. [1, s. 149]

Jinými slovy Gaussovo celé č́ıslo je komplexńı č́ıslo skládaj́ıćı se z reálné části
a a imaginárńı části b, kde nav́ıc obě tyto části jsou celá č́ısla.1

Zápis Gaussova celého č́ısla z = (a,b) nazveme algebraickým tvarem č́ısla
z. Č́ıslo, jehož reálná část je rovna nule a imaginárńı část se rovná jedné, se nazývá
imaginárńı jednotka a znač́ı se i. Tu můžeme tedy zapsat následovně i := (0,1).
Každé Gaussovo celé č́ıslo, jehož imaginárńı část neńı rovna nule, se nazývá č́ıslo
imaginárńı. Je-li nav́ıc jeho reálná část rovna nule (a = 0), tj. tvaru (0,b) = bi,
kde b je celé č́ıslo r̊uzné od nuly, pak jej označujeme jako č́ıslo ryze imaginárńı.
Grafické schéma můžeme vidět na obrázku 1.1.[2]

Obrázek 1.1: Grafické schéma Gaussových celých č́ısel

1Celé č́ıslo Re z := a označujeme jako reálnou část. Celé č́ıslo Im z := b nazýváme jako jeho
imaginárńı část.[2]
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Definice 2. Množinu Gaussových celých č́ısel znač́ıme Z[i] a definujeme

Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}, kde i =
√
−1.[3, s. 599]

Definice 3. Necht’ a + bi a c + di jsou Gaussova celá č́ısla. Potom jejich součet
a součin je definován následovně [3, s. 599]:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i (1.1)

(a + bi) · (c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i (1.2)

Z definice 3 vid́ıme, že při součtu nebo součinu dvou Gaussových celých č́ısel
dostáváme zase Gaussovo celé č́ıslo, nebo-li množina Gaussových celých č́ısel Z[i]
je uzavřená na sč́ıtáńı a násobeńı a tvoř́ı obor integrity (značeńı Z[i], viz Lemma
1).

Lemma 1. Z[i] je oborem integrity. [4, s. 408]

D̊ukaz.
Nejprve dokážeme, že Gaussova celá č́ısla s dvěma binárńımi operacemi + a ·
tvoř́ı komutativńı okruh1 s jednotkovým prvkem.
Snaž́ıme se ukázat, že Gaussova celá č́ısla splňuj́ı vlastnosti, které jsou uvedeny
v definici okruhu.
Necht’ x, y, z ∈ Z[i], kde x = a + bi, y = c + di a z = e + fi a samozřejmě
a, b, c, d, e, f ∈ Z.

1. Tuto vlastnost Gaussových celých č́ısel jsme definovali dř́ıve v definici 3.

2. Asociativita sč́ıtáńı: (x+ y) + z = x+ (y + z).

(x+ y) + z = [(a+ bi) + (c+ di)] + (e + fi)

= [(a+ c) + (b+ d)i] + (e+ fi)

= ((a+ c) + e) + ((b+ d) + f)i

1Definice okruhu: Struktura R s nosičem R a dvěma binárńımi operacemi + (sč́ıtáńı) a ·
(násobeńı) na R nazýváme okruh, plat́ı-li pro všechny prvky x, y, z z R následuj́ıćı vlastnosti:

1. Uzavřenost obou operaćı: x+ y i x · y jsou prvky R.

2. Asociativita sč́ıtáńı i násobeńı: (x + y) + z = x+ (y + z), (x · y) · z = x · (y · z).
3. Existence nulového prvku 0 vzhledem ke sč́ıtáńı.

4. Existence opačného prvku vzhledem ke sč́ıtáńı: Pro každé x z R existuje y z R tak, že
x+ y = 0 = y + x, znač́ıme y = −x.

5. Komutativita obou operaćı: x+ y = y + x i x · y = y · x
6. (Oboustranná) distributivita násobeńı ke sč́ıtáńı: x · (y+z) = (x ·y)+(x ·z), (y+z) ·x =

(y · x) + (z · x).
Pokud nav́ıc existuje jednotkový prvek (neutrálńı při násobeńı): existuje 1 ∈ R takový, že
pro všechna x ∈ R plat́ı x · 1 = x a 1 · x = x, jedná se o unitárńı okruh (někdy též jako okruh s
jednotkovým prvkem). [5]
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x+ (y + z) = (a+ bi) + [(c+ di) + (e + fi)]

= (a+ bi) + [(c+ e) + (d+ f)i]

= (a+ (c+ e)) + (b+ (d+ f))i

Z toho vid́ıme, že se obě strany rovnaj́ı.

Asociativita násobeńı: (x · y) · z = x · (y · z).

(x · y) · z = [(a+ bi) · (c+ di)] · (e+ fi)

= [(ac− bd) + (ad+ bc)i] · (e+ fi)

= (ace− bde− adf − bcf) + (acf − bdf + ade+ bce)i

x · (y · z) = (a+ bi) · [(c+ di) · (e+ fi)]

= (a+ bi) · [(ce− df) + (cf + ed)i]

= (ace− adf − bcf − bde) + (acf + aed+ bce− bdf)i

Z toho vid́ıme, že se obě strany rovnaj́ı.

3. Dokážeme existenci nulového prvku vzhledem ke sč́ıtáńı.
Předpokládejme, že nulový prvek je 0 = 0 + 0i ∈ Z[i]. Pak plat́ı:

x+ 0 = (a+ bi) + (0 + 0i) = (a+ 0) + (b+ 0)i = a+ bi = x

a podobně:

0 + x = (0 + 0i) + (a+ bi) = (0 + a) + (0 + b)i = a+ bi = x

4. Předpokládáme, že opačným prvkem vzhledem ke sč́ıtáńı je

y = −x = −(a+ bi) = −a− bi.

Z toho plyne:

x+ y = x+ (−x)

= (a + bi) + (−a− bi)

= (a− a) + (b− b)i

= 0 + 0i

= 0

A podobně:

y + x = (−x) + x

= (−a− bi) + (a+ bi)

= (−a + a) + (−b+ b)i

= 0 + 0i

= 0
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5. Komutativita sč́ıtáńı: x+ y = y + x.

x+ y = (a+ bi) + (c+ di)

= (a+ c) + (b+ d)i

= (c+ a) + (d+ b)i

= (c+ di) + (a+ bi)

= y + x

Komutativita násobeńı: x · y = y · x.

x · y = (a + bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

y · x = (c+ di) · (a+ bi) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

Z toho vid́ıme, že se obě strany rovnaj́ı.

6. Dokážeme distributivitu násobeńı ke sč́ıtáńı: x · (y + z) = (x · y) + (x · z).

x · (y + z) = (a+ bi) · [(c+ di) + (e+ fi)]

= (a+ bi) · [(c+ e) + (d+ f)i]

= a · (c+ e) + a · (d+ f)i+ bi · (c+ e) + bi · (d+ f)i

= (ac+ ae− bd− bf) + (ad+ af + bc + be)i

(x · y) + (x · z) = [(a+ bi) · (c+ di)] · [(a+ bi) · (e+ fi)]

= [(ac− bd) + (ad+ bc)i] + [(ae− bf) + (af + be)i]

= (ac− bd+ ae− bf) + (ad+ bc+ af + be)i

Vid́ıme, že se obě strany rovnaj́ı.
Analogicky pro vztah (y + z) · x = (y · x) + (z · x).

Nyńı jsme dokázali, že se jedná o okruh. My jsme ale tvrdili, že se jedná o unitárńı
okruh, proto stač́ı ukázat, že nav́ıc existuje jednotkový prvek 1 = 1 + 0i ∈ Z[i]
vzhledem k násobeńı:

x · 1 = (a + bi) · (1 + 0i)

= (a · 1− b · 0) + (bi · 1 + a · 0i)
= a + bi

= x

1 · x = (1 + 0i) · (a+ bi)

= (1 · a− 0 · b) + (1 · bi+ 0i · a)
= a + bi

= x

Na závěr ukážeme, že neexistuj́ı dělitelé 0: Necht’ r, s ∈ Z[i]. Využijeme lemma 2,
pokud rs = 0 potom

N(r)N(s) = N(rs) = N(0) = 0
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Z rs = 0 vyplývá, že N(r) = 0 nebo N(s) = 0. Z lemma 2 vyplývá, že r = 0 nebo
s = 0. T́ım pádem Z[i] nemá žádné dělitele 0, takže Z[i] je oborem integrity. [4,
s. 408]

k

Gaussova celá č́ısla nelze porovnávat, uspořádat jako např. celá č́ısla. Jediné
co můžeme porovnávat, je jejich velikost (absolutńı hodnota), kterou definujeme
v podkapitole 1.3.

1.2 Komplexně sdružené č́ıslo

Pojmem komplexně sdružené č́ıslo ke Gaussovu celému č́ıslu z = a + bi

nazýváme č́ıslo z = a− bi. Vznikne změnou znaménka u imaginárńı části.
Následuj́ıćı tvrzeńı byla čerpána z vlastnost́ı o komplexně sdružených č́ıslech

ke komplexńım č́ısl̊um ([6], [7]) a ověřována, zda plat́ı pro všechna Gaussova celá
č́ısla z1 = a + bi a z2 = c + di, kdy z1 = a − bi a z2 = c − di jsou komplexně
sdružená č́ısla ke Gaussovým celým č́ısl̊um.

1. (z1) = z1,

2. z1 = z1 ⇐⇒ z1 je elementem Z,

3. z1 = −z1 ⇐⇒ z1 je elementem ryze imaginárńıch celých č́ısel,

4. z1 + z2 = z1 + z2,

5. z1 − z2 = z1 − z2,

6. z1 · z2 = z1 · z2,

7. z1 + z1 = 2 Re(z1),

8. z1 − z1 = 2i Im(z1),

9. z1 · z1 = a2 + b2.

D̊ukaz.

1. Mějme z1 = a− bi. Potom (z1) = a− (−bi) = a + bi = z1

2. Pokud z1 = a + bi, potom vztah z1 = z1 je ekvivalentńı s a + bi = a − bi.
Proto 2bi = 0, takže b = 0 a nakonec z = a ∈ Z[i].

3. Pokud z1 = a+ bi, potom vztah z1 = −z1 je ekvivalentńı s a+ bi = −a+ bi.
Proto 2a = 0, takže a = 0 a nakonec z = bi ∈ iZ[i].

4.

z1 + z2 = (a + bi) + (c+ di)

= a + c+ (b+ d)i

= a− bi+ c− di

= z1 + z2
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5.

z1 − z2 = (a + bi)− (c+ di)

= a− c+ (b− d)i

= a− c− (b− d)i

= a− c− bi+ di

= a− bi− c+ di

= z1 − z2

6.

z1 · z2 = (ac− bd+ (ad+ bc)i = ac− bd− (ad+ bc)i

z1 · z2 = (a− bi)(c− di) = ac− bd− adi− bci = ac− bd − (ad+ bc)i

Vid́ıme, že obě strany se rovnaj́ı.

7. z1 + z1 = (a+ bi) + (a− bi) = 2a = 2 Re(z1)

8. z1 + z1 = (a+ bi)− (a− bi) = 2bi = 2i Im(z1)

9. z1 · z1 = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.1

k

1.3 Absolutńı hodnota Gaussova celého č́ısla

Definice 4. Absolutńı hodnotou Gaussova celého č́ısla z = a+ bi rozumı́me č́ıslo√
zz, tj. |z| =

√
zz =

√
a2 + b2.2 [2, s. 15]

Následuj́ıćı tvrzeńı byla čerpána z vlastnost́ı o absolutńı hodnotě komplexńıch
č́ısel ([6], [8]) a ověřována, zda plat́ı pro všechna Gaussova celá č́ısla z1 = a + bi

a z2 = c+ di.

1. (a) −|z1| ≤ Re(z1) ≤ |z1|,
(b) −|z1| ≤ Im(z1) ≤ |z1|.

2. ∀z1 ∈ Z[i] : |z1| ≥ 0. Mimo to |z1| = 0 pouze pokud z1 = 0.

3. |z1| = | − z1| = |z1|.

4. z1 · z1 = |z1|2.

5. |z1 · z2| = |z1| · |z2|.
1Jedná se tedy vždy o nezáporné reálné č́ıslo. Rovnost z1 · z1 = 0 nastává pouze pro z1 = 0.
2Absolutńı hodnota Gaussova celého č́ısla je definována jako vzdálenost od počátku v Gaus-

sově rovině (viz kapitola 4).
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6. ||z1| − |z2|| ≤ |z1+ z2| ≤ |z1|+ |z2|. Vztahu se ř́ıká trojúhelńıková nerov-
nost.

D̊ukaz.

1. (a) −
√
a2 + b2 ≤ a ≤

√
a2 + b2

(b) −
√
a2 + b2 ≤ b ≤

√
a2 + b2.

Z toho vid́ıme, že nerovnosti plat́ı.

2.
√
a2 + b2 ≥ 0. Plyne z definice 4, nebot’ druhá odmocnina z nezáporného

č́ısla je vždy č́ıslo nezáporné, a proto dané tvrzeńı plat́ı.

3. Necht’ z1 = a− bi, −z1 = −a− bi = −a + (−b)i, potom

|z1| =
√

a2 + (−b)2 =
√
a2 + b2

a

| − z1| =
√

(−a)2 + (−b)2 =
√
a2 + b2.

Nyńı porovnáme
√
a2 + b2 =

√
a2 + b2 =

√
a2 + b2. Z toho vid́ıme, že rov-

nost plat́ı.

4. Necht’ z1 = a− bi, potom

z1 · z1 = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2

a

(
√
a2 + b2)2 = a2 + b2.

Nyńı porovnáme obě strany. Oba výsledky se shoduj́ı, a proto plat́ı rovnost.

5. z1 · z2 = (ac− bd) + (bc + ad)i, a proto

|z1 · z2| =
√

(ac− bd)2 + (bc + ad)2

=
√
a2c2 + b2d2 + b2c2 + a2d2

=
√

(a2 + b2) (c2 + d2)

=
√
a2 + b2

√
c2 + d2

= |z1| · |z2|

6.

• Z algebraického hlediska [7]:
Budeme dokazovat po částech.
Část 1:
Nejprve dokážeme nerovnost na pravé straně.

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
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|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2)

= (z1 + z2)(z1 + z2)

= z1 · z1 + z2 · z2 + z1 · z2 + z1

Plat́ı, že z1 · z1 = |z1|2 a z2 · z2 = |z2|2 (viz tvrzeńı výše).
Protože z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2, z toho vyplývá, že

z1 · z2 + z1 · z2 = 2 Re(z1 · z2) ≤ 2|z1 · z2| = 2|z1| · |z2|,

proto

|z1 + z2|2 ≤ (|z1|+ |z2|)2,

a následně

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

Část 2:
Nyńı budeme dokazovat nerovnost na levé straně.

||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2|

|z1| = |z1 + z2 + (−z2)| ≤ |z1 + z2|+ | − z2| = |z1 + z2|+ |z2|,

a proto

|z1| − |z2| ≤ |z1 + z2|.

Stejně se odvod́ı |z2| − |z1| ≤ |z1 + z2|.

• Z geometrického hlediska:
Dokážeme nerovnost na pravé straně:

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Všimněte si na obrázku 1.2, že nejkratš́ı vzdálenost mezi 0 a z1 + z2
je absolutńı hodnota ze z1 + z2, neboli |z1 + z2|. To je kratš́ı délka než
cesta, která vede z 0 do z1 a ze z1 do z1 + z2. Celková vzdálenost této
druhé cesty je |z1|+|z2|. Při dokazováńı využ́ıváme vyjádřeńı Gaussova
celého č́ısla jako vektor (viz kapitola 4).

Analogicky bychom dokázali nerovnost na levé straně:

||z1| − |z2| ≤ |z1 + z2|.

k
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Obrázek 1.2: Grafický d̊ukaz trojúhelńıkové nerovnosti

1.4 Norma Gaussových celých č́ısel

Definice 5. Mějme Gaussovo celé č́ıslo z = a+bi. Normu1 č́ısla z, kterou znač́ıme
N(z), definujeme vztahem N(z) = a2 + b2.2 [3, s. 601]

Lemma 2. Na množine Z[i] plat́ı následuj́ıćı vlastnosti normy N pro všechna
r, s ∈ Z [4, s. 408]:

1. N(r) ≥ 0,

2. N(r) = 0 pouze, pokud r = 0,

3. N(rs) = N(r)N(s) (multiplikativita normy).

D̊ukaz.

1. Mějme r = a+ bi. Potom N(r) = a2 + b2, z toho vid́ıme, že a2 + b2 ≥ 0.

2. Předpokládejme r = 0 + 0i. Potom N(r) = 02 + 02 = 0. Pokud N(r) = 0.
Potom součet druhých mocnin celých č́ısel muśı být roven nule, proto reálná
a imaginárńı část č́ısla r jsou č́ısla nulová.

3. Mějme r = a+ bi a s = c+ di. Potom

rs = (a+ bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Nyńı porovnáme N(r)N(s) a N(rs):

N(r)N(s) = (a2 + b2)(c2 + d2) = (ac)2 + (ad)2 + (bc)2 + (bd)2

1Normou Gaussových celých č́ısel rozumı́me metriku neboli vzdálenost těchto č́ısel na dru-
hou.

2Ze vztahu vid́ıme, že norma Gaussova celého č́ısla se vypočte jako součin Gaussova celého
č́ısla a komplexně sdruženého č́ısla: N(z) = zz = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.
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a

N(rs) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2

= (ac)2 − 2abcd+ (bd)2 + (ad)2 + 2abcd+ (bc)2

= (ac)2 + (ad)2 + (bc)2 + (bd)2.

Tyto dva výsledky se shoduj́ı, a proto N(rs) = N(r)N(s).

k

Věta 3. Pokud z1 · z2 = z3, potom N(z1) ·N(z2) = N(z3). [9, s. 634]

D̊ukaz.
Necht’ z1 = a + bi a z2 = c + di ∈ Z[i]. Nejprve vynásob́ıme Gaussova celá č́ısla
na levé straně:

z1 · z2 = (a + bi) + (c+ di)

= (ac− bd)(bc + ad)i

= z3.

Nyńı zjist́ıme normu č́ısel z1 a z2:

N(z1) = a2 + b2, N(z2) = c2 + d2.

Ze součinu č́ısel v́ıme, čemu se rovná č́ıslo z3 a dokážeme vypoč́ıtat jeho normu:

N(z3) = (ac− bd)2 + (bc+ ad)2

= a2c2 + b2d2 + b2c2 + a2d2.

= z3.

A proto

N(z1) ·N(z2) = N(z3).[9, s. 634]

k
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Kapitola 2

Dělitelnost a děleńı v Z[i]

V dané kapitole se věnujeme dělitelnosti a děleńı v Z[i]. Zjǐst’ujeme, zda existuj́ı
v Gaussových celých č́ıslech definice a věty z celých č́ısel k dané problematice.
Následně jsou tyto poznatky využ́ıvány v kapitole 5.

2.1 Dělitelnost v Z[i]

Definice 6. Řekneme, že Gaussovo celé č́ıslo z = a+ bi děĺı Gaussovo celé č́ıslo
z2 = c+di1, pouze pokud lze naj́ıt Gaussovo celé č́ıslo r = e+fi takové, pro které
plat́ı

c+ di = (a + bi)(e + fi).

Zapisujeme to jako a + bi | c+ di (neboli z | z2). [10, s. 4]
Věta 4. Na množině Z[i] plat́ı pro Gaussova celá č́ısla p, q a r následuj́ıćı vlast-
nosti dělitelnosti [11, s. 131]:

1. p | q ⇒ rp | rq,

2. pr | qr, r 6= 0 ⇒ p | q,

3. p | q, q | r ⇒ p | r.

D̊ukaz.

1. Pokud p | q, potom existuje Gaussovo celé č́ıslo k takové,že q = p ·k. Potom
r · q = r · (p · k), a tedy rp | rq.

2. Předpokládáme, že je splněno pr | qr. Z toho vyplývá, že existuje Gaussovo
celé č́ıslo k takové, pro které plat́ı qr = (pr)k. V́ıme, že r je nenulové
Gaussovo celé č́ıslo, a proto q = pk.

3. Jestliže p | q a q | r, potom existuj́ı Gaussova celá č́ısla k1 a k2 taková, že
q = p ·k1 a r = q ·k2. Potom r = q ·k2 = p(k1k2) a k1k2 ∈ Z[i], a proto p | r.

k

1Jinak řečeno, že z = a+ bi je dělitelem z2 = c+ di.
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Věta 5. Pokud z1 je dělitelné č́ıslem z2, potom N(z1) je dělitelné N(z2). [9,
s. 634-635]

D̊ukaz.
Důkaz je převzatý ze stejného zdroje jako věta. Toto vycháźı z definice 6 a z věty
3. Z definice 6 můžeme zapsat z1 ve tvaru:

z1 = z2 · z.

Z věty 3 zaṕı̌seme pomoćı vztahu:

N(z1) = N(z2) ·N(z),

z něhož dostáváme celá č́ısla a v́ıme, že N(z1) je dělitelné N(z2).

k

Věta 6. Pokud
z1

z2
= z3, potom

N(z1)

N(z2)
= N(z3). [9, s. 635]

D̊ukaz.
Důkaz je převzatý ze stejného zdroje jako věta. Necht’ z1 = a+ bi a z2 = c+ di a
z2 6= 0. Potom

z1

z2
=

a+ bi

c+ di

=
ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i

= z3.

Nyńı zjist́ıme normy:

N(z1) = a2 + b2, N(z2) = c2 + d2.

Z toto

N(z1)

N(z2)
=

a2 + b2

c2 + d2
.

Nyńı vypoč́ıtáme N(z3):

N(z3) = (
ac+ bd

c2 + d2
)2 + (

bc− ad

c2 + d2
)2

=
a2c2 + b2d2 + b2c2 + a2d2

(c2 + d2)2

=
a2 + b2

c2 + d2
.

Proto

N(z1)

N(z2)
= N(z3).

k
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2.2 Jednotka v Z[i]

Definice 7. Necht’ u ∈ Z[i]. Řekneme, že u je jednotka, pokud existuje z ∈ Z[i]
takové, pro které plat́ı u · z = 1. [3, s. 609]

Věta 7. Gaussova celá č́ısla maj́ı přesně čtyři jednotky, kterými jsou 1, −1, i a
−i. [12, s. 140]

D̊ukaz.
Část 1:

Z definice 7 známe vztah u·z = 1, který můžeme přepsat jako z =
1

u
za podmı́nky,

že u 6= 0. Nyńı postupně zjist́ıme, že 1, −1, i a −i jsou jednotky.

u = 1,
1

u
=

1

1
= 1

u = −1,
1

u
=

1

−1
= −1

u = i,
1

u
=

1

i
=

1

i
· i
i
=

i

−1
= −i

u = −i,
1

u
=

1

−i
=

1

−i
· −i

−i
=

i

−1
= i

Část 2:
Když u je jednotka v Z[i], potom u muśı být rovno 1, −1, i, nebo −i.
Necht’ u je jednotkou Z[i]. Potom existuje z ∈ Z[i] takové, že

u · z = 1.

Z lemma 1

N(u)N(z) = N(1) = 1.

T́ım pádem N(u) | 1. Protože norma Gaussova celého č́ısla je nezáporné celé č́ıslo,
to znamená, že N(u) = 1. Z toho vyplývá, že u muśı být rovno 1, −1, i, nebo −i.
V́ıme, že N(z) = N(a+bi) = a2+b2 = 1 pro celá č́ısla a a b. Potom a2 = 1−b2 ≤ 1,
podobně b2 ≤ 1, což znamená, že jedno z nich (a nebo b) muśı být 1 a druhé z nich
muśı být 0. [3, s. 609]

k

Gaussova celá č́ısla s normou 1 jsou pouze ±1, ±i. Tato č́ısla tvoř́ı čtyři obrazy
v Gaussově rovině na jednotkové kružnici s celoč́ıselnými souřadnicemi. Grafické
znázorněńı můžeme vidět na obrázku 2.1.
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Obrázek 2.1: Jednotky Z[i] v komplexńı rovině

2.3 Děleńı se zbytkem v Z[i]

Věta 8. Necht’ z = a + bi a z2 = c + di (z, z2 ∈ Z[i]), z 6= 0. Potom existuj́ı
Gaussova celá č́ısla q (ř́ıkáme kvocient) a r (zbytek) takový, že plat́ı z2 = qz + r

a N(r) < N(z)1 . [13, s. 140]

D̊ukaz.

• Z geometrického hlediska [3, s. 620-621]:
Gaussovy celoč́ıselné násobky z jsou vrcholy čtvercové mř́ıže s délkou hrany
|z|. Necht’ qz je násobkem z, který je nejbĺıže k z2 (pokud jsou dva nebo
v́ıce násobk̊u z, které jsou stejně bĺızké k z2, vybereme jeden z nich, který
bude qz). Následně ze vztahu ve větě 3 vyjádř́ıme r = z2 − qz. Grafické
znázorněńı jednotlivých č́ısel můžete vidět na obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Grafické znázorněńı děleńı Gaussovo celých č́ısel

Největš́ı možná hodnota |r| by nastala, kdyby se z2 nacházelo v samém
středu jednoho ze |z| × |z| čtverc̊u. V tomto př́ıpadě |r| by měla být rovna

1V některých publikaćıch se mı́sto normy porovnává absolutńı hodnota: |r| < |z|.
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|z|√
2
. Bez ohledu na to, jaká je hodnota z2 (nezálež́ı na tom, kde z2 lež́ı

v Gaussově rovině), garantujeme, že

|r| ≤ |z|√
2
.

Umocněńım obou stran této nerovnosti dostáváme

N(r) ≤ N(z)

2
.

Protože N(r) > 0, máme

N(r) < N(z).

k

Jeden d̊uležitý rozd́ıl mezi větami k děleńı se zbytkem pro celá č́ısla a Gaussova
celá č́ısla je ten, že u běžných celých č́ısel r a q jsou jedinečné (jednoznačné), ale
u Gaussových celých č́ısel velmi často bývá v́ıce než jedna dvojice Gaussových
celých č́ısel q a r, které vyhovuj́ı větě 3. Celkovým počtem řešeńım, které splňuje
podmı́nku N(r) < N(z) (z věty 3), může být jedna, dvě, tři nebo čtyři dvojice
(q, r). V́ıce se této otázce budeme věnovat v rámci geometrické interpretace děleńı
se zbytkem v komplexńı rovině v podkapitole 5.3.

2.4 Největš́ı společný dělitel v Z[i]

Definice 8. Necht’ z a z2 jsou Gaussova celá č́ısla a předpokládáme, že jeden
z nich je nenulový. Řekneme, že d je nejvěťśı společný dělitel Gaussových celých
č́ısel z a z2 pokud

1. d | z a d | z2, a

2. kdykoliv d2 | z a d2 | z2, potom d2 | d. [14, str. 436]

Poznámka. Budeme psát d = NSD(z, z2), i když v tomto kontextu je to zneužit́ı
zápisu, protože d neńı určeno jednoznačně. Jestliže d jeNSD(z, z2), pak je zřejmé,
že i −d, id a −id jsou NSD(z, z2) viz 2. bod ve větě 9. [15, str. 144] Jinak
řečeno, největš́ı společný dělitel Gaussových celých č́ısel je určen jednoznačně až
na násobek jednotky. [16, str. 96]

Věta 9. Necht’ z a z2 jsou Gaussova celá č́ısla a předpokládáme, že jeden z nich
je nenulový. Potom

1. Existuje d = NSD(z, z2).

2. Pokud d′ je jiným nejvěťśım společným dělitelem Gaussových celých č́ısel z
a z2, potom d′ je asociované Gaussovo celé č́ıslo s Gaussovým celým č́ıslem
d.
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3. Existuj́ı x, y ∈ Z[i] taková, že d = zx+ z2y.

4. Pokud d1 je společným dělitelem Gaussových celých č́ısel z a z2, potom
N(d1) ≤ N(d).

5. Pokud d1 je společným dělitelem Gaussových celých č́ısel z a z2, a
N(d1) = N(d), potom d1 je také nejvěťśım společným dělitelem Gaussových
celých č́ısel z a z2. [14, str. 437]

D̊ukaz.

1. Necht’ I je množina všech lineárńıch kombinaćı č́ısel z a z2:

I = {zx+ z2y | x, y ∈ Z[i]}.

Potom z = 1 · z + 0 · z2 a z2 = 0 · z + 1 · z2 jsou v I, proto I zahrnuje
přinejmenš́ım jeden nenulový element (prvek). Necht’

d = zx0 + z2y0

je nenulový prvek množiny I s nejmenš́ı možnou normou: 0 < N(d) ≤ N(s)
pro všechna nenulová s ∈ I. Tvrd́ıme, že d je největš́ım společným dělitelem
č́ısel z a z2. Z věty 8 o děleńı se zbytkem v́ıme, že můžeme z2 dělit z a
dostaneme

z = qd+ r

s N(r) < N(d). Poněvadž

r = z − qd = z − (zx0 + z2y0)q = (1− qx0)z + (−qy0)z2,

máme r ∈ I. Ale N(r) < N(d) a N(d) je nejmenš́ı hodnotou z norem
nenulových element̊u z I, proto muśıme mı́t r = 0. To znamená, že z = dq,
a proto d | z. Podobně bychom zjistili, že d | z2. T́ım jsme dokázali, že d je
společným dělitelem. Předpokládejme, že d1 je společný dělitel č́ısel z a z2,
a proto z = q1d1 a z2 = q2d1, pro nějaké q1, q2 ∈ Z[i]. Potom

d = zx0 + z2y0 = q1d1x0 + q2d1y0 = (q1x0 + q2y0)d1,

proto d1 | d. To dokazuje, že d splňuje podmı́nky největš́ıho společného
dělitele, a proto existuj́ı největš́ı společné dělitele.

2. Předpokládejme, že d′ je jiný NSD. Potom d′ je společný dělitel, tud́ıž d′ | d.
Tento zápis můžeme zapsat jako d = d′k1 pro některé k1 (vycháźı z definice
6 o dělitelnosti). V př́ıpad, že obrát́ıme d a d′. Zjist́ıme, že d | d′, což můžeme
zapsat jako d′ = dk2. Z toho d̊uvodu dk2k1 = d, a proto k1k2 = 1. Z toho
vyplývá, že N(k1)N(k2) = N(1) = 1, tud́ıž N(k1) = N(k2) = 1. Z věty 7
v́ıme, že k2 = ±1 nebo k2 = ±i.

3. V rámci (1.) jsme již dokázali d = zx0 + z2y0. Rovněž v rámci 2. bodu, že
d′ = dk2 = z(k2x0) + z2(k2x0), a proto plat́ı pro všechny největš́ı společné
dělitele.
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4. Pokud d je společným dělitelem č́ısel z a z2, potom definice 8 o NSD ř́ıká,
že d1 | d. Z toho vyplývá, že d = d1k pro některé k, což znamená, že
N(d1)N(k) = N(d). Tud́ıž N(d1) ≤ N(d).

5. Pokud N(d1) = N(d), potom N(k) = 1. Z věty 7 v́ıme, že k je jednotka, a
proto d = kd1 a d1 je asociované č́ıslo s č́ıslem d v Z[i] a obě č́ısla jsou NSD.
[14, str. 436-438]

k

Poznámka. Vztah, který je uveden v 3. bodě věty 9, nazýváme Bezoutovo rov-
nost́ı v Z[i].

Poznámka. Pokud N(NSD(z, z2)) = 1, pak ř́ıkáme, že z a z2 jsou č́ısla nesoudělná
viz podkapitola 2.7.1

2.5 Euklid̊uv algoritmus v Z[i]

Euklid̊uv algoritmus pro Gaussova celá č́ısla je podobný tomu, který známe
u běžných celých č́ısel nebo u polynomů.

Věta 10. Necht’ z, z2 ∈ Z[i] jsou nenulová č́ısla. Opakovaně použijeme větu
o děleńı se zbytkem v Z[i] (viz výše 8). Nejprve vyděĺıme č́ıslo z2 č́ıslem z, t́ım
źıskáme Gaussova celá č́ısla q (kvocient) a r (zbytek). Následně č́ıslo z vyděĺıme
źıskaným zbytkem r za předpokladu, že zbytek r je nenulový. Daný postup opaku-
jeme do té doby, než źıskáme zbytek r nulový 2 :

z2 = zq1 + r1, N(r1) < N(z)

z = r1q2 + r2, N(r2) < N(r1)

r1 = r2q3 + r3, N(r3) < N(r2)

...

rk = rk+1qk+2 + rk+2, N(rk+2) < N(rk+1)

rk+1 = rk+2qk+3 + 0.

Posledńı nenulový zbytek je dělitelný všemi společnými děliteli č́ısel z2 a z a sám
je společným dělitelem těchto č́ısel, a proto tento zbytek je nejvěťśım společným
dělitelem č́ısel z2 a z. [17, s. 7]

D̊ukaz.
Důkaz je totožný s d̊ukazem pro Euklid̊uv algoritmus běžných celých č́ısel, který
si nyńı stručně shrneme.

1Jinak řečeno, jestliže 1 je největš́ım společným dělitelem č́ısel z a z2, pak můžeme ř́ıci, že
z a z2 jsou č́ısla nesoudělná.

2Tento proces pokračuje do té doby, dokud norma zbytku neńı rovna nule. Jelikož hodnoty
těchto norem jsou nenulová celá č́ısla a monotonicky klesaj́ı, proto po konečném počtu krok̊u
źıskáme zbytek nula. [11, s. 133]
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Pokud budeme procházet množinu rovnic od zdola (od posledńı rovnice) nahoru,
pak je snadno vidět, že

rk+2 | rk+1, rk+2 | rk, ... , rk+2 | r1, rk+2 | z, rk+2 | z2.

V zápisu výše je ukázáno, že posledńı nenulový zbytek (tedy ten, který je v předposledńı
rovnici) je společným dělitelem č́ısel z2 a z. Tento posledńı nenulový zbytek je
společným dělitelem, který je dělitelný všemi ostatńımi.
Při pr̊uchodu od prvńı rovnice dol̊u (k posledńı rovnici) snadno ukážeme, že

x | z2, x | z ⇒ x | r1, ... , x | rk, x | rk+1, x | rk+2.

Z toho vid́ıme, že každý společný dělitel č́ısel z2 a z děĺı posledńı nenulový zbytek.
[11, s. 133] [17, s. 7]

k

Poznámka. Posledńı nenulový zbytek má největš́ı normu mezi společnými děliteli,
a proto je to největš́ı společný dělitel.

Poznámka. Euklid̊uv algoritmus, který je popsán ve větě 10, zahrnuje možné
volby v každém kroku tohoto algoritmu, proto kvocient (q) a zbytek (r) nejsou
určeny jednoznačně ve vztahu z2 = qz + r z věty 8. Při hledáńı nejvěťśıho
společného dělitele Gaussových celých č́ısel pomoćı Euklidova algoritmu se bu-
deme snažit, aby norma zbytku r byla co nejmenš́ı. V př́ıpadě že normy zbytk̊u
jsou stejné, budeme se snažit hledat zbytek r následovně:

1. reálná a imaginárńı část je kladné celé č́ıslo,

2. reálná část je kladné celé č́ıslo,

3. imaginárńı část je kladné celé č́ıslo.1

Poznámka. V každém př́ıpadě Euklid̊uv algoritmus poskytuje existenci největš́ıho
společného dělitele. [15, str. 144]

D̊usledek (Euklidova algoritmu). Pro nenulová č́ısla z2 a z v Z[i], necht’ d je
největš́ım společným dělitelem źıskaný pomoćı Euklidova algoritmu. Jakýkoliv
největš́ı společný dělitel č́ısel z2 a z je jednotkovým násobkem d v Z[i]. [17, str. 9]

D̊ukaz. Necht’ d′ je největš́ım společným dělitelem č́ısel z2 a z. Z d̊ukazu Euklidova
algoritmu v́ıme, že d′|d, protože d′ je společným dělitelem. Z definice 6 můžeme
zapsat pomoćı rovnosti d = p · d′, takže

N(d) = N(d′)N(p) ≥ N(d′).

Poněvadž d′ je největš́ı společný dělitel, jeho norma je největš́ı mezi normami
společných dělitel̊u, proto nerovnost N(d) ≥ N(d′) muśı být rovnost́ı. To zna-
mená, že N(p) = 1, proto p = ±1 nebo p = ±i. Tud́ıž d a d′ jsou jednotkové
násobky navzájem. [17, str. 9]

k

1Podmı́nky uvedené kurźıvou zvolil (stanovil) autor sám, protože v žádné dostupné lite-
ratuře, kterou procházel, nenašel v této otázce jednoznačně řečeno, jaká dvojice v rámci jed-
notlivých krok̊u je jedinečná.
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2.6 Asociovaná č́ısla (prvky) v Z[i]

Definice 9. Gaussova celá č́ısla z1 a z2 jsou nazývána asociovaná 1, jestlǐze
z1 = z2 · u a u je jednotka. [18, s. 154]

Např́ıklad existuje asociovaný vztah mezi a + bi, −b + ai, −a − bi a b − ai.
Grafické znázorněńı asociovaných č́ısel ke konkrétńımu č́ıslu z = 3 + 2i v kom-
plexńı rovině můžeme vidět na obrázku 2.3. Tato č́ısla doplňuj́ı vrcholy čtverce.
Nav́ıc komplexně sdružené č́ıslo a− bi k č́ıslu a+ bi neńı mezi asociovanými č́ısly.

Obrázek 2.3: Asociovaná č́ısla Z[i] v komplexńı rovině

Asociovaná č́ısla a jejich zobrazeńı v Gaussově rovině si můžeme ověřit pomoćı
Applet č. 10. Bližš́ı informace k danému appletu źıskáme v kapitole 7 s názvem
Applety (přesněji 7.5.10).

Věta 11. Pro dvojici Gaussových celých č́ısel z1 a z2 plat́ı [11, s. 131]:

z1 | z2, z2 | z1 ⇒ z1 = ±z2 nebo z1 = ±iz2.

D̊ukaz.
Předpokládejme, že z1 | z2 = q. Potom q a q−1 = z2 | z1 jsou Gaussova celá č́ısla.
Očividně,

1 = N(1) = N(q · q−1) = N(q) ·N(q−1),

z čehož N(q) = N(q−1) = 1 (v́ıme, že N(q) a N(q−1) jsou běžná kladná celá č́ısla).
Ale existuj́ı pouze 4 Gaussova celá č́ısla s normou 1, které jsme uvedli ve větě 7.
[11, s. 131]

k

1Asociované prvky se lǐśı pouze vynásobeńım některou jednotkou. Asociované prvky jsou si
navzájem svými děliteli.

26



2.7 Nesoudělná č́ısla v Z[i]

Definice 10. Pokud Gaussova celá č́ısla z1 a z2 maj́ı pouze společné jednotkové
dělitele (1, −1, i a −i), tato č́ısla nazýváme nesoudělná č́ısla.1 [17, s. 7]

Dř́ıve jsme si uváděli zněńı Bezoutovy rovnosti v Z[i] (viz 3. bod ve větě 9).
Nyńı jsme si řekli, co jsou to nesoudělná č́ısla v Z[i], a proto můžeme vyslovit
následuj́ıćı větu, která je d̊usledkem Bezoutovy rovnosti:

Věta 12. Pokud z1 a z2 jsou nesoudělná Gaussova celá č́ısla, potom 1 m̊uže být
vyjádřena jako kombinace č́ısel z1 a z2 ve tvaru 2

z1x+ z2y = 1,

kde x a y jsou Gaussova celá č́ısla. [19, s. 141]

D̊ukaz.
Jestliže z1 a z2 jsou nesoudělná Gaussova celá č́ısla, potom 1 je největš́ım společným
dělitelem č́ısel z1 a z2, a proto 1 = z1x + z2y pro některé x, y ∈ Z[i] podle věty
9. Naopak pokud 1 = z1x + z2y plat́ı pro některé x, y ∈ Z[i], potom nějakým
společným dělitelem č́ısel z1 a z2 je 1 (neboli jednotka). To ř́ıká, že tato č́ısla z1
a z2 jsou č́ısla nesoudělná. [17, s. 9]

k

Lemma 13. Necht’ z1 | z2q ∈ Z[i], kde z1 a z2 jsou č́ısla nesoudělná. Potom
z1 | q. [17, s. 10]

D̊ukaz.
Důkaz je obdobný jako pro běžná celá č́ısla. Z definice 6 dostáváme vztah
z2q = z1k pro nějaké k ∈ Z[i]. Poněvadž z1 a z2 jsou nesoudělná č́ısla, můžeme
jej zapsat pomoćı rovnice (viz věta 12)

1 = z1x+ z2y,

kde x, y ∈ Z[i]. Vynásobeńım obou stran rovnice q dostáváme

q = qz1x+ qz2y

= z1qx+ z1ky

= z1(qx+ ky).

Z toho vid́ıme, že z1 | q. [17, s. 10]
k

Lemma 14. Pokud z1 | q a z2 | q ∈ Z[i], kde z1 a z2 jsou č́ısla nesoudělná. Potom
z1z2 | q. [17, s. 11]

1Symbolicky: u | z1 a u | z2 a u ∈ Z[i] je jednotka.
2Někdy tento vztah nazýváme lineárńı diofantická rovnice.
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D̊ukaz.
Z definice 6 dostáváme vztah q = z1k a q = z2l pro nějaké k, l ∈ Z[i]. Poněvadž
z1 a z2 jsou nesoudělná č́ısla, můžeme jej zapsat pomoćı rovnice (viz věta 12)

1 = z1x+ z2y,

kde x, y ∈ Z[i]. Z toho d̊uvodu

q = q · 1
= qz1x+ qz2y

= (z2l)z1x+ (z1k)z2y

= z1z2(lx+ ky).

Z toho lx+ ky ∈ Z[i], a proto z1z2 | q.
k
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Kapitola 3

Prvoč́ısla v Z[i]

V kapitole zkoumáme, zda plat́ı stejné vlastnosti (věty a definice) o prvoč́ıslech
a prvoč́ıselném rozkladu v Z[i] jako v oboru celých č́ısel. Tuto teorii následně
využ́ıváme v kapitole 6 pro geometrickou interpretaci.

3.1 Zavedeńı a vlastnosti v Z[i]

Definice 11. Necht’ p ∈ Z[i] takové, že p neńı jednotkou. Řekneme, že p je
prvoč́ıslo1 pro každé a, b ∈ Z[i], p = ab, to znamená, že a je jednotkou nebo b je
jednotkou. [3]

Definice 12. Gaussovo celé č́ıslo p je nazýváno prvoč́ıslem, pouze pokud je toto
č́ıslo p dělitelné 2:

1,−1, i,−i, p,−p, pi a − pi.[10, s. 5]

Z definice 12 v́ıme, že každé Gaussovo celé č́ıslo z má alespoň čtyři dělitele 1,
−1, i, −i. Nav́ıc jakákoliv Gaussovo celé č́ıslo z, které neńı zároveň jednotkou,
má daľśı čtyři dělitele, a to z, −z, iz, −iz. Vid́ıme, že každé takové č́ıslo v Z[i]
má alespoň osm r̊uzných dělitel̊u.

Definice 13. Gaussovo celé č́ıslo p je prvoč́ıslo, pokud N(p) > 1 a jestlǐze toto
č́ıslo p nelze zapsat jako součin Gaussových celých č́ısel (činitel̊u) s normou věťśı
než 1. [20, s. 459]

Poznámka. Č́ısla, která lze zapsat jako netriviálńı rozklad (součin), nazýváme
složená č́ısla. Tato č́ısla lze rozložit.

Věta 15. Každé Gaussovo celé č́ıslo z, jehož norma je věťśı než 1 (N(z) > 1),
je možné zapsat jako součin Gaussových prvoč́ısel. [17, s. 13]

D̊ukaz.
Dokážeme pomoćı indukce podle N(z) (ne podle z).
Předpokládejme, že N(z) = 2. (Jinými slovy z = 1± i nebo z = −1± i.) Potom
z je prvoč́ıslo podle lemma 17.

1Někdy se použ́ıvá název komplexńı prvoč́ıslo nebo Gaussovo prvoč́ıslo.
2Prvoč́ıslo v Z[i] je dělitelné pouze jednotkou a asociovanými č́ısly.
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Nyńı předpokládáme, že n ≥ 3 a každé Gaussovo celé č́ıslo s normou větš́ı než 1
a menš́ı než n je součinem prvoč́ısel. Chceme ukázat, že každé Gaussovo celé č́ıslo
s normou n je součinem prvoč́ısel. Pokud neexistuj́ı žádná Gaussova celá č́ısla
s normou n, potom neńı co dokazovat. Takže můžeme předpokládat, že existuje
Gaussovo celé č́ıslo s normou n, které je součinem prvoč́ısel (v Z[i]). Pokud máme
Gaussovo celé č́ıslo z s normou n, které je složené, můžeme zapsat netriviálńı roz-
klad z jako rs, kde N(r), N(s) < N(z) = n. Podle indukčńı hypotézy r a s je
součin prvoč́ısel v Z[i]. Proto rozklad č́ısla z je součin prvoč́ısel v Z[i]. T́ımto jsme
danou větu dokázali. [17, s. 13]

k

Věta 16. Pokud p je Gaussovo prvoč́ıslo a a, b jsou Gaussova celá č́ısla taková,
že p | ab, potom p | a nebo p | b v Z[i].[21, s. 509]

D̊ukaz.
Předpokládáme, že p | ab, ale p 6 | a. Chceme ukázat, že p | b.
Protože p 6 | a a p je prvoč́ıslo v Z[i], největš́ım společným dělitelem č́ısel p a a

muśı být jednotka, nebot’ p a a jsou č́ısla nesoudělná. Z věty 12 v́ıme, že v tomto
př́ıpadě lze jednotku u vyjádřit jako lineárńı kombinaci č́ısel p a a

px+ ay = u,

kde x, y ∈ Z[i]. Vynásob́ıme obě strany rovnice b a dostáváme

pxb+ ayb = ub,

Ale p děĺı oba sč́ıtance pravé strany rovnice, p | ub, proto p | b.
k

Lemma 17. Necht’ z je Gaussovo celé č́ıslo. Pokud N(z) = p je prvoč́ıslo1, potom
z je Gaussovo prvoč́ıslo (č́ıslo nerozložitelné) v Z[i]. [14, s. 430]

D̊ukaz.
Předpokládáme, že z = z1z2. Potom p = N(z) = N(z1)(z2) (v́ıme z věty 3).
Z toho, že p je prvoč́ıslo aN(z1) aN(z2) jsou celá č́ısla (Z), muśıme mı́t N(z1) = 1
nebo N(z2) = 1. Z věty 7 lze odvodit, že z1 nebo z2 je jednotka. Tud́ıž rozklady
č́ısla z jsou jednoduché, a proto z je prvoč́ıslo. [14, s. 430]

k

1Prvoč́ıslo je přizozené č́ıslo větš́ı než 1, které kromě sebe sama a jedničky neńı dělitelné
žádným jiným přirozeným č́ıslem. [22]
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Věta 18. Necht’ p a q jsou Gaussova prvoč́ısla. Pokud p | q, potom q = u · p
pro některé jednotky u ∈ Z[i].[3, s. 634]

D̊ukaz.
Z definice 6 vyjádř́ıme dělitelnost následovně

g = p · s.

Z definice prvoč́ısel 11 v́ıme, že s = u, protože q a p jsou prvoč́ısla a dostáváme
vztah

g = p · u,

kde u jednotkou v Z[i]. T́ımto jsme danou větu dokázali.

k

Věta 19. Necht’ u ∈ Z[i] je jednotkou. Potom jakýkoliv dělitel u v Z[i] je také
jednotkou. [3, s. 634]

D̊ukaz.
Necht’ z je Gaussovo celé č́ıslo, pro které plat́ı z | u, kde u ∈ Z[i] je jednotkou.
Z definice dělitelnosti 6 v́ıme, že

u = z · r.

Tento vztah můžeme přepsat jako r =
u

z
za podmı́nky, že z 6= 0. Z toho vid́ıme,

že abychom źıskali Gaussovo celé č́ıslo, z muśı být také jednotkou.
k

Věta 20. Necht’ q je Gaussovo prvoč́ıslo a předpokládejme, že q děĺı součin e · f
dvou Gaussových celých č́ısel e a f . Potom q děĺı bud’ e nebo f . [23, s. 212]

D̊ukaz.
Pokud q děĺı f , potom neńı co dokazovat. Předpokládejme, že q neděĺı f . Pak q je
Gaussovo prvoč́ıslo, q a f jsou nesoudělná č́ısla. Podle věty 12 dostáváme rovnici

qx+ fy = 1,

kde x a y jsou Gaussova celá č́ısla. Vynásobeńım tohoto vztahu g źıskáváme

(q · g)x+ (f · g)y = g.

Podle předpokladu obě podmı́nky na levé straně jsou dělitelné q. Proto je i pravá
strana, tj. g je dělitelné q. [23, s. 212]

k
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Věta 21. Necht’ p, p1, p2, ..., pn, kde n ∈ N, jsou Gaussova prvoč́ısla taková, že
p | p1 · ... · pn. Potom p je asociované s jedńım z Gaussových prvoč́ısel p1, ..., pn.
[16, s. 97]

D̊ukaz.
Můžeme předpokládat, že p neńı asociováno s žádným z p1 · ... · pn−1. Potom
předchoźı věta (věta 21) ř́ıká, že p | pn. Z toho p a pn jsou Gaussova prvoč́ısla,
dostáváme vztah pn = up, kde u je jednotkou. [16, s. 97]

k

Věta 22. Necht’ p, n ∈ Z[i], p je prvoč́ıslo a p | n. Potom N(
n

p
) < N(n). [3,

s. 14]

D̊ukaz.
Předpokládáme, že p | n. Podle definice 6 vyjádř́ıme dělitelnost pomoćı následuj́ıćıho
zápisu

n = p · q.

Z věty 3 lze zapsat pomoćı vztahu

N(n) = N(p) ·N(q), (3.1)

který můžeme přepsat jako
N(n)

N(p)
= N(q). (3.2)

Ze vztah̊u (3.1) a (3.2) vid́ıme, že plat́ı tato nerovnost N(
n

p
) < N(n)1.

k

Věta 23. Gaussovo prvoč́ısel existuje nekonečně mnoho. [24, s. 98]

D̊ukaz.
Budeme dokazovat sporem.
Předpokládejme, že Gaussových prvoč́ısel existuje konečně mnoho. Označme jej
p1, p2, ..., pn, kde n ∈ N. Uvažujme č́ıslo q = p1 · p2 · ... · pn+1, které neńı dělitelné
žádným prvoč́ıslem. Pokud by tomu bylo jinak, potom existuje i ∈ 1, 2, ..., n,
pro které plat́ı pi | q, z to vyplývá, že pi | q−p1 ·p2 · ... ·pn. Proto dostáváme pi | 1,
což je spor. Ale podle věty 15 lze č́ıslo q rozložit na prvočinitele, t́ım źıskáváme
spor. [25, s. 15]

k

1Vı́me, že norma je kladné běžné celé č́ıslo, které můžeme porovnávat.
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Věta 24. Pokud p je prvoč́ıslo v Z[i], potom jeho komplexně sdružené č́ıslo p je
také prvoč́ıslo v Z[i]. [26, s. 29]

D̊ukaz.
Necht’ p = a1 + a2i, potom p = a1 − a2i. Pokud p = (b1 + b2i)(c1 + c2i)
je č́ıslo rozložitelné (složené), pak můžeme předpokládat, že N(b1 + b2i) > 1,
N(c1 + c2i) > 1. Jednoduše vid́ıme, že p = p je také rozložitelné. [26, s. 29]

k

Věta 25. Pokud p je celé prvoč́ıslo, potom p je bud’ Gaussovo prvoč́ıslo nebo je
součinem dvou komplexně sdružených Gaussových prvoč́ısel. [27, s. 72]

D̊ukaz.
Pokud p je celým prvoč́ıslem, neńı jednotkou v Z[i], a proto p je dělitelné Gaus-
sovým prvoč́ıslem z = a + bi. Potom z = a − bi děĺı p a p = p. Z toho vyplývá,
že zz = a2 + b2 děĺı p2 v Z[i] a také v Z. A tedy zz je rovno p2 nebo p. Jestliže
zz = p2, z a p jsou asociované, a proto p je Gaussovo prvoč́ıslo.

k

Věta 26. Pokud p je Gaussovo prvoč́ıslo, potom pp je prvoč́ıslo nebo kvadrát1

prvoč́ısla v Z[i]. [27, s. 72]

D̊ukaz.
Necht’ p je Gaussovo prvoč́ıslo, pp = n ∈ Z (a proto v Z[i]). Gaussovo prvoč́ıslo p

děĺı jeden z celých prvoč́ıselných činitel̊u, např. q č́ısla n. Tedy pp je celoč́ıselným
dělitelem č́ısla p2, t́ım jsme dokázali tuto větu. [27, s. 72]

k

Věta 27. (Reálná Gaussova prvoč́ısla) Běžné prvoč́ıslo p ∈ N je Gaussovo
prvoč́ıslo ⇔ p neńı součtem dvou čtverc̊u. (A samozřejmě p < 0 je Gaussovo
prvoč́ıslo ⇔ −p ∈ N je Gaussovo prvoč́ıslo.) [28, s. 105]

D̊ukaz.
(⇐) Předpokládáme, že máme běžné prvoč́ıslo p, které neńı Gaussovým prvoč́ıslem,
a proto jej můžeme rozložit v Z[i]:

p = (a+ bi)q, (3.3)

kde a + bi a q jsou Gaussova celá č́ısla s normou menš́ı než norma p2 č́ısla p

(a tedy i norma větš́ı než 1). Vezmeme-li komplexně sdružená č́ısla obou stran,
dostaneme

p = (a− bi)q, (3.4)

poněvadž p je reálné, proto p = p. Vynásobeńım výraz̊u (3.3) a (3.4) jako p

źıskáme

p2 = (a− bi)(a + bi)qq

= (a2 + b2)|q|2,
1Kvadrát = druhá mocnina
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kde oboj́ı a2 + b2, |q|2 > 1. Ale jediný takový rozklad p2 je pp, proto p = a2 + b2.
(⇒) Naopak, pokud běžné prvoč́ıslo p je rovno a2 + b2, kde a, b ∈ Z, pak p neńı
Gaussovo prvoč́ıslo, protože lze prvoč́ıselně rozložit v Z[i] jako

p = (a− bi)(a + bi)

na činitele o normě a2+ b2 = p, která je menš́ı než norma N(p) = p2. [28, s. 105]

k

Věta 28. (Imaginárńı Gaussova prvoč́ısla) Gaussova prvoč́ısla a+ bi, kde a a b

jsou nenulové, jsou součinem běžných prvoč́ısel p ve tvaru a2 + b2. [28, s. 108]

D̊ukaz.
Z věty 24 v́ıme, že pokud a+ bi je Gaussovo prvoč́ıslo, potom i a− bi je Gaussovo
prvoč́ıslo. Dále podle věty 25 (a − bi)(a + bi) je (nutně jedinečný) prvoč́ıselný
rozklad v Z[i] jako

p = (a− bi)(a + bi)

Ale p potom muśı být běžné (celé) prvoč́ıslo. Pokud ano

p = r · s

s 1 < r, s < p a r, s ∈ Z, pak Gaussovi prvoč́ıselńı činitelé r a s vyjadřuj́ı Gauss̊uv
prvoč́ıselný rozklad č́ısla p r̊uzný od (a− bi)(a+ bi) (bud’ dva reálné činitele r a
s, nebo ≥ čtyři komplexńı činitele). [28, s. 108]

k

3.2 Rozklad v Z[i]

Definice 14. Pokud Gaussovo celé č́ıslo g je součinem dvou Gaussových celých
č́ısel f a h, takže

g = fh,

řekneme, že f a h děĺı g. Tato rovnost je pak nazývána rozklad č́ısla g, kde f a h

jsou jeho činitelé (dělitelé). [19, s. 140]

3.3 Prvoč́ıselný rozklad v Z[i]

Věta 29. Každé Gaussovo celé č́ıslo z, které je nenulové a neńı jednotkou,
m̊užeme zapsat jako součin Gaussových prvoč́ısel. Nav́ıc je takový prvoč́ıselný
rozklad jedinečný až na pořad́ı a násobek jednotky. [29, s. 173]

D̊ukaz.
Existenci prvoč́ıselného rozkladu v Z[i] jsme dokázali ve větě 15.
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Nyńı dokážeme jedinečnost věty (29). Muśıme ukázat, že každé nenulové
Gaussovo celé č́ıslo z, které neńı jednotkou, má nejvýše jeden prvoč́ıselný roz-
klad až na pořad́ı a násobek jednotky. K dokazováńı použijeme silnou matema-
tickou indukci. Poněvadž z je Gaussovo celé č́ıslo, nikoliv přirozené č́ıslo, proto
nemůžeme provést indukci podle z př́ımo. Mı́sto toho provedeme naš́ı indukci
podle normy č́ısla z.

Podmı́nka, že nenulové Gaussovo celé č́ıslo z neńı jednotkou, je ekvivalentńı
s N(z) > 1.

Necht’ z ∈ Z[i], N(z) > 1, a předpokládejme indukčńı hypotézu, že každé
č́ıslo k, které vyhovuje 1 < N(k) < N(z), má nejvýše jeden prvoč́ıselný rozklad
až na pořad́ı a násobek jednotky.

Nyńı ukážeme, že z má nejvýše jeden prvoč́ıselný rozklad až na pořad́ı a
násobek jednotky. Předpokládáme, že z může být zapsáno jako součin Gaussových
prvoč́ısel dvěma r̊uznými zp̊usoby. To znamená, že připoušt́ıme

z = p1 · p2 · · · · · pe = q1 · q2 · · · · · qf , (3.5)

kde p1, p2, · · · , pe a q1, q2, · · · , qf jsou Gaussova prvoč́ısla.
Muśıme ukázat, že tyto dva prvoč́ıselné rozklady č́ısla z jsou stejné až na pořad́ı

a násobek jednotky.
Rovnice (5.2) naznačuje (podle definice dělitelnosti 6), že

p1 | q1 · q2 · · · · · qf .

Z vět 16 a 21 vyplývá, že p1 děĺı jedno z prvoč́ısel q1, q2, · · · , qf . Bez újmy
na obecnosti můžeme předpokládat, že p1 | q1. Poněvadž p1 a q1 jsou obě prvoč́ısla,
tak z toho vyplývá, že q1 = p1 · u pro nějakou jednotku u (vycháźı z věty 18.
Substitućı do této rovnice (5.2) źıskáme

z

p1
= p2 · · · · · pe = u · q2 · · · · · qf . (3.6)

Nejprve uvažujeme o tom, že N(
z

p1
) = 1. V tomto př́ıpadě

z

p1
je jednotkou.

Poněvadž jednotky nemohou být dělitelné prvoč́ıslem (vycháźı z věty 19), nesmı́
existovat v̊ubec žádná prvoč́ısla v rozkladu. Jinými slovy, e = f = 1, a proto p1 a
q1 jsou rovny jednotkám. V rozkladech č́ısla z v (5.2) jsou stejné až na jednotky.

Př́ıpad N(
z

p1
) = 1 jsme pokryli. Po zbytek d̊ukazu budeme předpokládat, že

N(
z

p1
) > 1, nav́ıc N(

z

p1
) < N(z) (což jsme dokázali ve větě 22). Proto můžeme

použ́ıvat naš́ı indukčńı hypotézu k závěru, že dva rozklady v rovnici (3.6) jsou
stejné až na pořad́ı a násobek jednotky. Ale rozklad v rovnici (5.2) jsou právě
rozklady v rovnici (3.6) s daľśım činitelem p1. Uzavřeme to t́ım, že oba rozklady
v rovnici 5.2 jsou stejné až na pořad́ı a násobek jednotky. Tud́ıž jsme ukázali,
že z má nejvýše jeden prvoč́ıselný rozklad, který se lǐśı až na pořad́ı a násobek
jednotky.

Z principu silné matematické indukce vyplývá, že každé Gaussovo celé č́ıslo z

s normou větš́ı než 1 má nejvýše jeden prvoč́ıselný rozklad až na pořad́ı a násobek
jednotky. [3, s. 632-633]

k
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Kapitola 4

Geometrické znázorněńı
Gaussových celých č́ısel

V této kapitole se budeme věnovat geometrické interpretaci Gaussových celých
č́ısel, vybraným vlastnostem těchto č́ısel a zároveň základńım operaćım, které
můžeme u daných č́ısel provádět. Tyto vlastnosti a operace jsou doplněny obrázky
z autorových applet̊u. U některých témat se můžeme setkat s úlohy k procvičeńı
dané problematiky.

4.1 Geometrická interpretace Gaussových celých

č́ısel

Obrázek 4.1: Gaussovo celá č́ısla jako bod (vlevo) a vektor (vpravo)

Gaussova celá č́ısla můžeme geometricky interpretovat jako body (nebo vek-
tory) karteziánské souřadnicové roviny. Tyto body (vektory) označujeme jako
mř́ıžové 1. Ke Gaussovu celému č́ıslu z = (a,b) = a + bi můžeme přiradit ob-
raz (bod) M v rovině xy, který má karteziánské souřadnice [a,b], nebo vektor
−→u =

−−→
OM , kde M[a, b] je obraz Gaussova celého č́ısla z. Tento vektor má délku |z|

a směr polopř́ımky
−−→
OM . Grafické znázorněńı Gaussových celých č́ısel v komplexńı

rovině můžeme vidět na obrázku 4.1. [31] [6]

1Mř́ıžové body jsou takové body, jejichž obě souřadnice jsou celá č́ısla. Mř́ıžovým vek-

torem nazveme vektor, jehož obě souřadnice jsou celá č́ısla. Někdy se slovo mř́ıžový zkracuje
předponou

”
m“, např. m-př́ımka je př́ımka, která obsahuje alespoň dva (a tedy nekonečně

mnoho) mř́ıžových bod̊u. [30]
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Rovinu komplexńıch č́ısel (komplexńı rovina) někdy nazýváme jako Argan-
dova rovina nebo Gaussova rovina. [32]

Úloha 1. K určováńı algebraického tvaru (souřadnic) Gaussova celého č́ısla, které
je zobrazeno v komplexńı rovině, lze využ́ıt Applet č. 1. Bližš́ı popis daného
appletu nalezneme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.1).

Úloha 2. K procvičeńı geometrické interpretace Gaussových celých č́ısel v kom-
plexńı rovině můžeme využ́ıt Applet č. 2. Bližš́ı popis daného appletu nalezneme
v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.2).

4.2 Gaussova rovina

Gaussova rovina je rovina s pravoúhlým souřadnicovým systémem, jehož osy
označ́ıme x a y, a jej́ıž body pokládáme za obrazy Gaussových celých č́ısel. Osu
x budeme nazývat reálnou osou a osu y imaginárńı osou.[7]

4.3 Komplexně sdružené č́ıslo

Obrázek 4.2: Grafické znázorněńı komplexně sdruženého č́ısla

Geometricky je komplexně sdružené č́ıslo z obrazem daného Gaussova
celého č́ısla z = a + bi v osové souměrnosti podle reálné osy (osy x) v Gaussově
rovině. Z toho vyplývá, že pokud je Gaussovo celé č́ıslo reprezentováno bodem
M[a, b], tak komplexně sdružené č́ıslo je reprezentováno zápisem M’[a,−b]. Gra-
fickou interpretaci můžeme vidět na obrázku 4.2, kde vzor Gaussova celého č́ısla
z1 má modrou barvu a k němu komplexně sdružené č́ıslo zv má červenou barvu.

4.4 Opačné č́ıslo

Geometrické znázorněńı opačného č́ısla −z Gaussova celého č́ısla z = a + bi

je obraz M’[−a, − b] vzoru M[a, b]. Jedná se o zobrazeńı Gaussova celého č́ısla
z ve středové souměrnosti se středem v počátku O = 0 + 0i Gaussovy roviny.
Grafickou interpretaci můžeme vidět na obrázku 4.3, kde vzor Gaussova celého
č́ısla z1 je zvýrazněn modrou barvou a k němu opačné č́ıslo zv má červenou barvu.

Úloha 3. K procvičeńı geometrického znázorněńı komplexně sdruženého a opač-
ného č́ısla ke Gaussovu celému č́ıslu využijme Applet č. 3. Bližš́ı popis daného
appletu nalezneme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.3).
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Obrázek 4.3: Grafické znázorněńı opačného č́ısla

4.5 Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı Gaussových celých č́ısel

Obrázek 4.4: Sč́ıtáńı dvou Gaussových celých č́ısel jako vektory

V předchoźı kapitole jsme si řekli, jak algebraicky sč́ıtáme dvě Gaussova celá
č́ısla z1 + z2 (viz definice 3 (2.1)). Nyńı se pod́ıváme na operaci sč́ıtáńı z pohledu
grafické interpretace dvou Gaussovo celých č́ısel vyjádřených jako body (nebo
vektory) komplexńı roviny. Součet dvou Gaussových celých č́ısel z1 + z2 je dán
pravidlem rovnoběžńıku jako u sč́ıtáńı dvou běžných vektor̊u. Úhlopř́ıčka daného
rovnoběžńıku představuje výsledný vektor (řešeńı součtu). Grafické znázorněńı
součtu dvou Gaussových č́ısel můžeme vidět na obrázku 4.4. [31]

Obrázek 4.5: Odč́ıtáńı dvou Gaussových celých č́ısel jako vektory
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Operaci odč́ıtáńı dvou Gaussových celých č́ısel z1−z2 můžeme převést na Gaus-
sovo celé č́ıslo z1 a přič́ıst k němu opačné Gaussovo celé č́ıslo −z2: z1 + (−z2).
Jak řeš́ıme součet dvou Gaussových celých č́ısel, jsme již popsali výše. Grafická
interpretace rozd́ılu dvou Gaussových č́ısel můžeme vidět na obrázku 4.5.

Úloha 4. Pro procvičeńı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı Gaussových celých č́ısel interpreto-
vaných geometricky v komplexńı rovině využijme Applet č. 4. Bližš́ı informace
o daném appletu nalezneme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.4).

4.6 Násobeńı Gaussových celých č́ısel

Početńı řešeńı součinu dvou Gaussových celých č́ısel jsme již definovali v předchoźı
kapitole (viz definice 3 (2.2)). Nyńı se zaměř́ıme na tuto operaci z grafického po-
hledu. Tedy jak ovlivňuje vynásobeńı Gaussova celého č́ısla č́ıslem celým, ryze
imaginárńım a Gaussovým celým.

4.6.1 Vynásobeńı Gaussova celého č́ısla č́ıslem celým (Z)

Pokud je Gaussovo celé č́ıslo z vynásobeno celým1 č́ıslem c, délka vektoru z

je vynásobena |c| (absolutńı hodnotou č́ısla c). Pokud je c kladné, směr vektoru
cz je stejný jako směr vektoru z. V př́ıpadě, že c je záporné, vektor cz má opačný
směr než vektor z. Grafickou interpretaci součinu Gaussova celého č́ısla z = 3+2i
s celým kladným č́ıslem 2 můžeme vidět na obrázku 4.6 (vlevo). Součinu Gaussova
celého č́ısla z = 3 + 2i s celým záporným č́ıslem −3 lze vidět na obrázku 4.6
(vpravo). [3]

Obrázek 4.6: Násobeńı Gaussova celého č́ısla celým č́ıslem

1Omezili jsme se pouze na násobeńı celým č́ıslem z d̊uvodu jednoduš́ı interpretace v Gaussově
rovině a přehledněǰśıho řešeńı. Jinak samozřejmě násobeńı reálným č́ıslem funguje stejně jako
násobeńı č́ıslem celým.
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4.6.2 Vynásobeńı Gaussova celého č́ısla č́ıslem ryze ima-
ginárńım

Pokud vynásob́ıme Gaussovo celé č́ıslo z imaginárńı jednotkou i, dostaneme
vektor z otočený o 90◦ proti směru chodu hodinových ručiček beze změny délky
vektoru.

V př́ıpadě, že násob́ıme Gaussovo celé č́ıslo z ryze imaginárńım č́ıslem bi, kde
b ∈ Z, dostaneme vektor z otočený o 90◦ proti směru chodu hodinových ručiček
se změnou délky vektoru.1 Geometrické znázorněńı součinu Gaussova celého č́ısla
z = 3 + 2i s ryze imaginárńım č́ıslem −i můžeme vidět na obrázku 4.7 (vlevo).
Součin Gaussova celého č́ısla z = 3 + 2i s ryze imaginárńım č́ıslem 2i lze vidět
na obrázku 4.7 (vpravo). [3]

Obrázek 4.7: Násobeńı Gaussova celého č́ısla č́ıslem ryze imaginárńım

Grafické násobeńı Gaussova celého č́ısla celým (resp. ryze imaginárńım) č́ıslem
můžeme ověřit (prozkoumat) pomoćı Appletu č. 5. Bližš́ı informace k danému
appletu źıskáme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.5).

4.6.3 Vynásobeńı Gaussova celého č́ısla Gaussovým celým

č́ıslem

Při vynásobeńı Gaussova celého č́ısla z1 jiným Gaussovým celým č́ıslem z2,
které má nenulovou reálnou i imaginárńı část, zjist́ıme výsledek tak, že rozděĺıme
násobeńı těchto č́ısel na dvě části. Prvńı část bude tvořit násobek č́ısla z1 s reálnou
část́ı z2. Druhou část́ı pak bude násobek č́ısla z1 s imaginárńı část́ı z2. V komplexńı
rovině dostaneme dvě č́ısla, která když geometricky sečteme (viz 4.5) dostaneme
výsledek součinu z1 a z2. Geometrickou interpretaci součinu Gaussova celého č́ısla
z1 = 2+ 3i s Gaussovým celým č́ıslem z2 = 1− 2i můžeme vidět na obrázku 4.8,
kde součin (výsledek) je zvýrazněn r̊užovou barvou.

1Jestliže b ∈ Z je záporné, źıskáme vektor z otočený o 90◦ po směru chodu hodinových
ručiček se změnou délky vektoru.
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Obrázek 4.8: Násobeńı Gaussova celého č́ısla s Gaussovým celým č́ıslem

Geometrické násobeńı Gaussova celého č́ısla s Gaussovým celým č́ıslem lze
vyzkoušet pomoćı Appletu č. 6. Bližš́ı informace k danému appletu źıskáme
v kapitole 7 (přesněji 7.5.6).

Kdybychom vynásobili Gaussovo celé č́ıslo z = a+ bi všemi Gaussovy celými
č́ısly komplexńı roviny, došlo by k vykresleńı mř́ıžové mapy. Ta ukazuje, jak se
dostat z p̊uvodńıho Gaussova celého č́ısla z k jakémukoliv násobku z. Násobky
č́ısla z jsou ve vrcholech čtvercové mř́ıže s délkou strany |z|.1 Část mř́ıže s násobky
Gaussova celého č́ısla z = 4− 3i můžeme vidět na obrázku 4.9. [3]

Obrázek 4.9: Mř́ıž s násobky Gaussova celého č́ısla

1Mř́ıž (násobky Gaussova celého č́ısla z = a + bi) můžeme také źıskat otočeńım roviny

souřadnic kolem počátku o úhel θ, kde tan(θ) =
b

a
, a následným zvětšeńım z počátku souřadnic

s měř́ıtkem
√
a2 + b2. [33]
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Kapitola 5

Dělitelnost a děleńı v komplexńı
rovině

V této kapitole budeme pomoćı úloh odvozovat geometrickou interpretaci
dělitelnosti, děleńı Gaussových celých č́ısel se zbytkem a největš́ı společný dělitel
Gaussových celých č́ısel, které jsme teoreticky shrnuli v kapitole 2. Řešeńı úloh je
doplněné o obrázky z autorových applet̊u.

5.1 Dělitelnost Gaussových celých č́ısel

Ve třech úlohách si ukážeme, jak jednoduše můžeme zjistit v Gaussově rovině,
zda Gaussovo celé č́ıslo z = a+bi děĺı (je dělitelem) Gaussovo celé č́ıslo z2 = c+di.

Úloha 5. Pomoćı grafického znázorněńı rozhodněte, zda Gaussovo celé č́ıslo
z = 3− 2i děĺı (je dělitelem) Gaussovo celé č́ıslo z2 = −1 + 5i.

Řešeńı. Nejprve zobraźıme Gaussova celá č́ısla v komplexńı rovině. Následně
Gaussovo celé č́ıslo z vynásob́ıme celými, ryze imaginárńımi, př́ıpadně Gaus-
sovými celými č́ısly. T́ım zjist́ıme celoč́ıselné násobky č́ısla z. Jak už jsme si
ř́ıkali v kapitole 4 v podkapitole Násobeńı Gaussových celých č́ısel (viz 4.6), tyto
násobky tvoř́ı vrcholy čtvercové mř́ıže s délkou hrany

|z| =
√
a2 + b2 =

√

(3)2 + (−2)2 =
√
13.

Z kapitoly 2 a z definice 6 v́ıme, že dělitelnost se vyjadřuje vztahem

z2 = k · z.

Z toho vyplývá, že pokud splývá Gaussovo celé č́ıslo z2 s některým celoč́ıselným
násobkem Gaussova celého č́ısla z (neboli lež́ı v některém vrcholu čtvercové
mř́ıže). Potom Gaussovo celé č́ıslo z2 je dělitelné Gaussovým celým č́ıslem z.
Grafické řešeńı můžeme vidět na obrázku 5.1, kde čtvercová mř́ıž je zbarvena
žlutě, Gaussovo celé č́ıslo z je vykresleno modrou barvou, Gaussovo celé č́ıslo z2
červenou barvou a násobky Gaussova celého č́ısla z černou barvou.

Náš závěr si ověř́ıme pomoćı početńıho řešeńı

z2

z
=

−1 + 5i

3− 2i
=

−1 + 5i

3− 2i
· 3 + 2i

3 + 2i
=

−13 + 13i

13
= −1 + i.
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Z numerického řešeńı je vidět, že výsledkem je Gaussovo celé č́ıslo, a proto
dělitelnost můžeme vyjádřit následovně: −1 + 5i = (−1 + i)(3− 2i). Na obrázku
5.1 lze vidět, že Gaussovo celé č́ıslo −1 + 5i jsme vyjádřili stejným součinem
(celoč́ıselným násobkem č́ısla z).

Obrázek 5.1: Dělitelnost Gaussových celých č́ısel (a)

Úloha 6. Pomoćı grafického znázorněńı rozhodněte, zda Gaussovo celé č́ıslo
z = −3 + 2i děĺı (je dělitelem) Gaussovo celé č́ıslo z2 = 5 + 5i.

Řešeńı. Budeme postupovat stejným zp̊usobem jako v předchoźı úloze 5. Zob-
raźıme Gaussova celá č́ısla v komplexńı rovině a následně vykresĺıme celoč́ıselné
násobky č́ısla z. Zobrazeńı dané situace můžeme vidět na obrázku 5.2.

Zároveň si můžeme všimnout, že Gaussovo celé č́ıslo z2 nelež́ı v žádném vrcholu
(v celoč́ıselném násobku č́ısla z) čtvercové mř́ıže, a proto nejsme schopni dané č́ıslo
vyjádřit vztahem z definice 6 v kapitole 2

z2 = k · z.

Proto Gaussovo celé č́ıslo z neńı dělitelem (neděĺı) Gaussovo celé č́ıslo z2.
Nyńı si ověř́ıme náš závěr pomoćı početńıho řešeńı.

z2

z
=

5 + 5i

−3 + 2i
=

7 + 4i

−3 + 2i
· −3− 2i

−3− 2i
=

−5 +−25i

13

Z numerického řešeńı vid́ıme, že výsledkem neńı Gaussovo celé č́ıslo, protože
reálná ani imaginárńı část neńı celé č́ıslo (viz definice 1), a proto Gaussovo celé
č́ıslo z neděĺı Gaussovo celé č́ıslo z2.
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Obrázek 5.2: Dělitelnost Gaussových celých č́ısel (b)

Na závěr si ukážeme, jak je to s dělitelnost́ı dvou Gaussovo celých č́ısel, když
Gaussovo celé č́ıslo z2 lež́ı na hraně (ne ve vrcholu) žluté čtvercové mř́ıže, která
vznikla z celoč́ıselných násobk̊u č́ısla z.

Úloha 7. Pomoćı grafického znázorněńı rozhodněte, zda Gaussovo celé č́ıslo
z = −4 − 2i děĺı Gaussovo celé č́ıslo z2 = 7 + 6i.

Řešeńı. Budeme řešit stejně jako v předchoźıch dvou úlohách. Vyobraźıme Gaus-
sova celá č́ısla v komplexńı rovině a následně znázorńıme celoč́ıselné násobky č́ısla
z. Grafickou interpretaci lze vidět na obrázku 5.3.

Obrázek 5.3: Dělitelnost Gaussových celých č́ısel (c)
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Z obrázku 5.3 je zřejmé, že Gaussovo celé č́ıslo z2 lež́ı na hraně čtvercové
mř́ıže. Z toho d̊uvodu nejsme schopni dané č́ıslo vyjádřit vztahem z definice 6
v kapitole 2

z2 = k · z.

A tedy Gaussovo celé č́ıslo z neděĺı Gaussovo celé č́ıslo z2.
Náš závěr zkontrolujeme ještě početně.

z2

z
=

7 + 6i

−4− 2i
=

7 + 6i

−4 − 2i
· −4 + 2i

−4 + 2i
=

−40− 10i

20
= −2− 1

2
i

Z početńıho řešeńı vid́ıme, že imaginárńı část Gaussova celého č́ısla neńı celé
č́ıslo, a proto Gaussovo celé č́ıslo z neděĺı Gaussovo celé č́ıslo z2.

Úloha 8. K procvičeńı dělitelnosti dvou Gaussových celých č́ısel z geometrického
hlediska v komplexńı rovině můžeme použ́ıtApplet č. 7. Bližš́ı informace o daném
appletu nalezneme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.7).

5.2 Děleńı Gaussových celých č́ısel se zbytkem

Již v některých řešených úlohách předchoźı podkapitoly o dělitelnosti Gaus-
sových celých č́ısel jsme si mohli všimnout, že operace děleńı v Z[i] je pouze
částečná. A tedy některá Gaussova celá č́ısla dělit nelze, např. Gaussovo celé č́ıslo
z2 = 10 + 4i neděĺı Gaussovo celé č́ıslo z = −1 − 5i. Proto jsme v kapitole 2
zavedli větu 8 o děleńı se zbytkem, ve které máme dvě operace. Jedna operace
dává pod́ıl těchto č́ısel v Z[i] a druhou operaćı je ten zbytek ze Z[i]. Nyńı se
pod́ıváme na geometrickou interpretaci děleńı dvou Gaussových celých č́ısel se
zbytkem, které jsme uvedli jako př́ıklad v odstavci výše.

Úloha 9. Určete grafickou interpretaci
z2

z
dvou Gaussových celých č́ısel

z = −1 − 5i a z2 = 10 + 4i.

Řešeńı. Na začátku budeme úlohu řešit stejně jako úlohy uvedené u dělitelnosti
v této kapitole. Nejprve zobraźıme Gaussova celá č́ısla v komplexńı rovině. Následně
Gaussovo celé č́ıslo z vynásob́ıme celými, ryze imaginárńımi, př́ıpadně Gaus-
sovými celými č́ısly a źıskáme celoč́ıselné násobky z, které tvoř́ı vrcholy čtvercové
mř́ıže s délkou hrany

|z| =
√
a2 + b2 =

√

(−1)2 + (−5)2 =
√
26.

Gaussovo celé č́ıslo z2 se nacháźı v jednom z těchto čtverc̊u čtvercové mř́ıže.
Následuj́ıćı znázorněńı můžeme vidět na obrázku 5.4 (vlevo), kde čtvercová mř́ıž
je zbarvena žlutě, Gaussovo celé č́ıslo z je vykresleno modrou barvou a Gaussovo
celé č́ıslo z2 červenou barvou.

Nyńı hledáme, který z vrchol̊u (Gaussovy celoč́ıselné násobky qz) tohoto
čtverce je řešeńım vztahu z2 = qz + r z věty 8 v kapitole 2 tak, aby platilo,
že

N(r) < N(z).
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Obrázek 5.4: Děleńı Gaussových celých č́ısel se zbytkem

Předpokládáme, že řešeńım jsou všechny vrcholy daného čtverce, a vypočteme
jejich hodnoty (souřadnice těchto Gaussových celých č́ısel):

q1z = (−1 + i)z = (−1 + i)(−1− 5i) = 6 + 4i,

q2z = (−1 + 2i)z = (−1 + 2i)(−1− 5i) = 11 + 3i,

q3z = (−2 + 2i)z = (−2 + 2i)(−1− 5i) = 12 + 8i,

q4z = (−2 + i)z = (−2 + i)(−1− 5i) = 7 + 9i.

Př́ıpadně konkrétńı hodnoty (souřadnice) vrchol̊u čtverce můžeme źıskat po-
moćı geometrické interpretace násobeńı Gaussovo celých č́ısel viz obrázek 5.4
(vpravo), které jsou zde zvýrazněny r̊užovou barvou.

Gaussovo celé č́ıslo r źıskáme následovně r = z2−qz (upravený dř́ıve zmı́něný
vztah):

r1 = z2 − q1z = 10 + 4i− (6 + 4i) = 4 + 0i,

r2 = z2 − q2z = 10 + 4i− (11 + 3i) = −1 + i,

r3 = z2 − q3z= 10 + 4i− (12 + 8i) = −2− 4i,

r4 = z2 − q4z = 10 + 4i− (7 + 9i) = 3− 5i.

Nejprve vypočteme N(z) a N(r):

N(z) = a2 + b2 = (−1)2 + (−5)2 = 26,

N(r1) = a2 + b2 = (4)2 + (0)2 = 16,

N(r2) = a2 + b2 = (−1)2 + (1)2 = 2,

N(r3) = a2 + b2 = (−2)2 + (−4)2 = 20,

N(r4) = a2 + b2 = (7)2 + (9)2 = 137.

Nyńı muśıme zkontrolovat, že plat́ı N(r) < N(z).

16 < 26,

2 < 26,

20 < 26,

137 < 26.
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Z toho vid́ıme, že posledńı nerovnost neplat́ı, a proto q4z nemůže být řešeńım
daného př́ıkladu.

Daná úloha má tedy 3 řešeńı, jejichž vztahy jsou následuj́ıćı:

10 + 4i = 6 + 4i+ (4 + 0i),

10 + 4i = 11 + 3i+ (−1 + i),

10 + 4i = 12 + 8i+ (−2− 4i).

Grafickou interpretaci řešeńı lze vidět na obrázku 5.5

Obrázek 5.5: Děleńı Gaussových celých č́ısel se zbytkem (řešeńı)

5.3 Počet řešeńı pro dvojici (q,r) při děleńı

Gaussových celých č́ısel se zbytkem

Z předchoźıch úloh na dělitelnost a děleńı se zbytkem docháźıme k závěru:

”
V závislosti na poloze mř́ı̌zového bodu z2, který lež́ı v rámci jednoho čtverce,

který je součást́ı čtvercové mř́ı̌ze, jež vznikla jako násobky Gaussova celého č́ısla
z, m̊uže existovat jedno, dvě, tři, nebo čtyři řešeńı pro dvojici (q,r), která
vyhovuje větě 8 o děleńı se zbytkem, kterou jsme uváděli v kapitole 2.“

Poznámka. Abychom nemuseli poč́ıtat, který zbytek r splňuje podmı́nku

N(r) < N(z) (5.1)

uvedenou ve větě 8 o děleńı se zbytkem, využijeme geometrického řešeńı. Nejprve
sestroj́ıme kružnici se středem v bodě z2 a poloměrem |z| a následně zjist́ıme
z grafického znázorněńı, které vrcholy čtverce čtvercové mř́ıže vyhovuj́ı podmı́nce
(5.1). Danou kružnici budeme využ́ıvat v př́ıpadě potřeby v následuj́ıćıch př́ıkladech.
Kružnici budeme značit k a bude oranžově znázorněna.
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Nyńı se na jednotlivé př́ıpady v́ıce pod́ıváme. Pokud z2 lež́ı v jednom z vrchol̊u
čtverce čtvercové mř́ıže (žlutě zvýrazněná na obrázku 5.6), potom má věta 8
o děleńı se zbytkem pouze jedno řešeńı pro dvojici (q,r) a r = 0+0i. Danou situaci
můžeme vidět na obrázku 5.6. S řešenou úlohu jsme se mohli setkat v podkapitole
5.1 (přesněji úloha 5).

Obrázek 5.6: 1 řešeńı pro dvojici (q,r)

V př́ıpadě, že z2 lež́ı na jedné hraně čtverce čtvercové mř́ıže (viz obrázek 5.7)
nebo z2 lež́ı uvnitř čtverce tak, že po sestrojeńı kružnice k pouze dva násobky
č́ısla z (zeleně zvýrazněny v obrázku 5.8)a tedy jejich zbytky r splňuj́ı nerovnost
(5.1)z věty 8 o děleńı se zbytkem (viz obrázek 5.8), potom nalezneme dvě řešeńı
pro dvojici (q,r).

Obrázek 5.7: 2 řešeńı pro dvojici (q,r) (a)
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Obrázek 5.8: 2 řešeńı pro dvojici (q,r) (b)

Jestliže z2 lež́ı uvnitř čtverce čtvercové mř́ıže tak, že po sestrojeńı kružnice k

pouze tři násobky č́ısla z (zeleně zvýrazněny v obrázku 5.9) a tedy jejich zbytky
r splňuj́ı nerovnost (5.1) z věty 8 o děleńı se zbytkem, potom lze nalézt tři řešeńı
pro dvojici (q,r). S řešenou úlohu jsme se mohli setkat v podkapitole 5.2 (přesněji
úloha 9).

Obrázek 5.9: 3 řešeńı pro dvojici (q,r)
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Pokud z2 lež́ı v pr̊useč́ıku úhlopř́ıček čtverce čtvercové mř́ıže, potom jsme
schopni nalézt 4 řešeńı pro dvojici (q,r), které splňuj́ı větu 8 o děleńı se zbytkem.
Danou situaci můžeme vidět na obrázku 5.10.

Obrázek 5.10: 4 řešeńı pro dvojici (q,r)

Pro daľśı geometrickou interpretaci děleńı dvou Gaussových celých č́ısel se
zbytkem můžeme využ́ıt Applet č. 8. Bližš́ı informace k danému appletu źıskáme
v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.8).

5.4 Největš́ı společný dělitel Gaussových celých

č́ısel

Již v kapitole 2 jsme uváděli větu 10 o Euklidově algoritmu, pomoćı kterého
dokážeme nalézt největš́ı společný dělitel dvou Gaussových celých nenulových
č́ısel. Grafické znázorněńı a aplikaci daného algoritmu si ukážeme na konkrétńı
úloze.

Úloha 10. Mějme Gaussova celá č́ısla z = −3 − i a z2 = 5 + 6i, pro která
plat́ı, že z děĺı z2. Určete největš́ıho společného dělitele (NSD) těchto dvou č́ısel
v komplexńı rovině.

Řešeńı. Nejprve vyobraźıme Gaussova celá č́ısla z a z2 v Gaussovo rovině. Následně
znázorńıme násobky Gaussova celého č́ısla z jako u předchoźıch úloh, které vytvoř́ı
čtvercovou mř́ıž (žlutě zvýrazněno na obrázku 5.11). Hrana čtverc̊u má délku

|z| =
√
a2 + b2 =

√

(3)2 + (−1)2 =
√
10.
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Obrázek 5.11: Největš́ı společný dělitel (1)

Z obrázk̊u 5.11 je patrné, že Gaussovo celé č́ıslo z2 se zobrazilo do jednoho
ze čtverc̊u žluté čtvercové mř́ıže.

Z úlohy 9 a z věty 8 z kapitoly 2 již v́ıme, že muśı platit následuj́ıćı vztah
z2 = qz + r s touto podmı́nkou

N(r) < N(z). (5.2)

Obrázek 5.12: Největš́ı společný dělitel (2)

Z grafického znázorněńı 5.12 vid́ıme, že pouze tři body splňuj́ı podmı́nku (5.2)
(zeleně zvýrazněny). Jak jsme uváděli v poznámce podkapitoly 2.5 o Euklidově
algoritmu, při hledáńı největš́ıho společné dělitele Gaussových celých č́ısel se
budeme snažit vźıt násobek z takový, aby zbytek r měl co nejmenš́ı normu (pokud
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to budeme možné). Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě to lze. Proto vybereme zeleně
zvýrazněný bod qz = (−2 − i)z a dostáváme

5 + 6i = (−2− i)(−3− i) + (0 + i), 1 < 10

Ze vztahu dostáváme zbytek r = 0 + i, jenž je graficky vyobrazen na 5.13.

Obrázek 5.13: Největš́ı společný dělitel (3)

Nyńı budeme znovu aplikovat větu 8 z kapitoly 2, protože z věty 10 v́ıme, že
Euklid̊uv algoritmus provád́ıme do té doby, než źıskáme nulový zbytek. Na obrázku
5.14 jsou vyobrazeny násobky č́ısla r a zároveň vid́ıme, že bod z lež́ı ve vrcholu
násobku r (tj. q1r = (−1 + 3i)r)1 čtvercové mř́ıže. Proto dostáváme

−3− i = (−1 + 3i)(0 + i) + (0 + 0i), 0 < 1,

a tedy NSD(z, z2)= 0 + i.

Obrázek 5.14: Největš́ı společný dělitel (4)

1V obrázku 5.14 je u zeleného bodu (−1 + 3i)z, protože GeoGebra neumožňuje zástupný
symbol, proto je použito univerzálně z.
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Z obrázku 5.15 je zřejmé, že Gaussova celá č́ısla z a z2 lež́ı v mř́ıžových bodech
čtvercové śıtě, která vznikla jako násobky č́ısla r. A tedy potvrzuj́ı náš výsledek
největš́ıho společného dělitele těchto č́ısel

Obrázek 5.15: Největš́ı společný dělitel (5)

Nyńı se v této úloze vrát́ıme do prvńı části řešeńı, kdy jsme jasně řekli, který
násobek Gaussova celého č́ısla z vybereme (qz = (−2− i)z). A nyńı zvoĺıme
násobek č́ısla z takový, že zbytek r nebudeme mı́t nejmenš́ı normu, abychom
zjistili, jaký vliv to má na výsledek úlohy.

Vybereme si např. qz = (−2− 2i)z (viz obrázek 5.12). T́ım źıskáme

5 + 6i = (−2 − 2i)(−3 − i) + (1− 2i), 5 < 10

Vid́ıme, že zbytek je r = 1− 2i (viz obrázek 5.16).

Obrázek 5.16: Největš́ı společný dělitel (6)
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Obrázek 5.17: Největš́ı společný dělitel (7)

Z prvńıho postupu v́ıme, že Euklid̊uv algoritmus aplikujeme tak dlouho, dokud
nedostaneme nulový zbytek. Po zobrazeńı násobk̊u r = 1− 2i (viz obrázek 5.17)
zjǐst’ujeme, že č́ıslo z lež́ı ve čtverci čtvercové mř́ıže a zároveň dostáváme nové
zelené body, které splňuj́ı podmı́nku N(r1) < N(r).

Znovu náhodně voĺıme např́ıklad q1r = (−1 − i)r a dostáváme

−3− i = (−1− i)(1− 2i) + (0− 2i), 4 < 5.

Ze vztahu vid́ıme, že zbytek r1 = 0− 2i (viz obrázek 5.18).

Obrázek 5.18: Největš́ı společný dělitel (8)
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Obrázek 5.19: Největš́ı společný dělitel (9)

Po vyobrazeńı násobk̊u r1 je z obrázku 5.19 zřejmé, že si můžeme vybrat ze
dvou zelených bod̊u. Naš́ı volbou nyńı bude q2r1 = (−2− i)r a dostaneme

1− 2i = (1 + i)(0− 2i) + (−1 + 0i), 1 < 4.

Ze vztahu źıskáváme zbytek r2 = −1 + 0i (viz obrázek 5.20).

Obrázek 5.20: Největš́ı společný dělitel (10)

Následně vyobraźıme v komplexńı rovině násobky r2 a z obrázku 5.21 zjist́ıme,
že bod r1 lež́ı ve vrcholu čtvercové mř́ıže, a proto

0− 2i = (0 + 2i)(−1 + 0i) + (0 + 0i), 0 < 1.
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Tud́ıž NSD(z, z2)= −1 + 0i. Proto Gaussova celá č́ısla z a z2 lež́ı ve vrcholech
čtvercové śıtě (žlutá), která vznikla jako násobky č́ısla r2.

Nyńı se pod́ıváme na NSD1 źıskaný prvńım zp̊usobem a na NSD2 źıskaný
druhým zp̊usobem. Vid́ıme, že NSD1(z, z2)= 0+i a NSD2(z, z2)= −1+0i nejsou
stejné, neboli lǐśı se o násobek jednotky, což už jsme uvedli v podkapitole 2.5
v d̊usledku Euklidova algoritmu, a proto největš́ı společný dělitel Gaussových
celých č́ısel je určen jednoznačně až na násobek jednotky.

Z věty 12 v kapitole 2 v́ıme, že Gaussova celá č́ısla z a z2 jsou č́ısla nesoudělná
(viz definice 10 v kapitole 2).

Obrázek 5.21: Největš́ı společný dělitel (11)

Poznámka. Volba násobk̊u č́ısla z a zbytku r má vliv na to, který výsledek vyjde
z asociované čtveřice největš́ıho společného dělitele Gaussových celých č́ısel, ale
také na počet krok̊u v Euklidově algoritmu. Pokud voĺıme zbytky r s nejmenš́ı
normou, potom je nejméně krok̊u v Euklidově algoritmu.

Dané tvrzeńı si můžeme vyzkoušet pomoćı Applet č. 9. Bližš́ı informace
k danému appletu źıskáme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.9).
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Kapitola 6

Prvoč́ısla a rozklad v Gaussově
rovině

Do této kapitoly jsme spojili téma prvoč́ısel a př́ıpadný rozklad složených
Gaussových celých č́ısel z pohledu geometrického znázorněńı. Toto spojeńı je
záměrné, protože pokud zjist́ıme, že se nejedná o Gaussovo prvoč́ıslo, budeme
hledat rozklad tohoto č́ısla. Určováńı, zda se jedná o Gaussovo prvoč́ıslo nebo
ne, si ukážeme v několika úlohách, u kterých uvedeme podrobný popis řešeńı
doplněné o obrázky z Gaussovo roviny, které byly poř́ızeny z autorových applet̊u.

6.1 Přirozená č́ısla

Nejprve se ptáme, zda plat́ı:
”
Pokud máme přirozené prvoč́ıslo (v N), tak

potom je toto č́ıslo automaticky Gaussovým prvoč́ıslem (prvoč́ıslem v Z[i])?“
Č́ıslo 0 nebudeme geometricky demonstrovat, protože je zřejmé, že toto č́ıslo

nesplňuje podmı́nku v definici 13 z kapitoly 3. Ani č́ıslo 1 nebudeme řešit grafickou
formou, jelikož v́ıme, že určitě nesplňuje podmı́nku uvedenou ve stejné definici,
kterou jsme uváděli u č́ısla 0, tj. 13. A zároveň lze ř́ıci, že nesplňuj́ı daľśı definice
11 a 12 ze stejné kapitoly.

Úloha 11. Rozhodněte, zda přirozené prvoč́ıslo 2 je Gaussovým prvoč́ıslem. Po-
kud neńı prvoč́ıslem v Z[i], určete rozklad činitel̊u tohoto č́ısla.

Řešeńı. Ze zadáńı je zřejmé, že č́ıslo 2 je reálné Gaussovo celé č́ıslo, protože
imaginárńı část tohoto č́ısla je rovna 0. Znázorněńı tohoto č́ısla v komplexńı
rovině můžeme vidět na obrázku 6.1, kde je zvýrazněno červenou barvou.

Obrázek 6.1: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 (a)
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Při řešeńı vycháźıme z věty 27 o reálných Gaussových prvoč́ıslech, ze které
v́ıme, že Gaussovo prvoč́ıslo nelze vyjádřit součtem dvou čtverc̊u. Budeme předpokládat,
že č́ıslo 2 neńı Gaussovo prvoč́ıslo, a proto jej lze vyjádřit vztahem uvedeném
u věty výše. Z geometrie známe Pythagorovu větu1, která vyjadřuje právě daný
vztah.

Řekneme, že přeponou bude vzdálenost bodu (č́ısla 2) od počátku v kom-
plexńı rovině (neboli absolutńı hodnota Gaussova celého č́ısla 2). Potřebujeme
zjistit, jestli lze naj́ıt odvěsny, které by splňovaly tuto rovnost. Aby platila Py-
thagorova věta a mohli jsme hledat odvěsny, potřebujeme pravoúhlý trojúhelńık,
ten dokážeme nalézt pomoćı Thaletovy kružnice2. Jej́ıho zobrazeńı v komplexńı
rovině si lze všimnout na obrázku 6.2.

Obrázek 6.2: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 (b)

Nyńı je otázkou, které body z této kružnice můžeme využ́ıt při rozkladu
č́ısla 2, abychom źıskali součin činitel̊u ze Z[i]. Jinými slovy potřebujeme dostat
následuj́ıćı vztah

z = a2 + b2 = (a+ bi)(a− bi).

Z toho vid́ıme, že hledáme body (Gaussova celá č́ısla), které maj́ı celoč́ıselné
souřadnice, a tedy jsou mř́ıžovými body. Když se pod́ıváme na obrázek 6.3,
vid́ıme, že pouze dva body z = 1+ i a z2 = 1− i (zvýrazněné zeleně) lež́ı na Tha-
letově kružnici a zároveň jsou mř́ıžovými body. Tato dvě Gaussova celá č́ısla z

a z2 jsou navzájem komplexně sdružená Gaussova celá č́ısla (viz 4.3), a proto se
omeźıme pouze na I. kvadrant komplexńı roviny.

1Pythagorova věta:
”
Obsah čtverce sestrojeného nad přeponou pravoúhlého trojúhelńıku

je roven součtu obsahu čtverc̊u sestrojených nad oběma jeho odvěsnami.“ [34]
2Thaletova věta:

”
Všechny trojúhelńıky, jejichž střed kružnice opsané p̊uĺı nejdeľśı stranu,

jsou pravoúhlé.“

Jiné zněńı:
”
Sestroj́ıme-li libovolnou kružnici s pr̊uměrem. Koncové body jej́ıho pr̊uměru

označ́ıme A a B a zvoĺıme libovolný bod C na kružnici. Pak plat́ı, že trojúhelńık ABC je pravoúhlý

a má pravý úhel u vrcholu C.“

Kružnice, která vznikne při konstrukci Thaletovy věty, bývá označována jako Thaletova

kružnice. [35] [36]
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Obrázek 6.3: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 (c)

Pokud propoj́ıme jednotlivé body, źıskáme pravoúhlý trojúhelńık s vrcholy 2,
z = 1 + i a 0 (viz obrázek 6.4).

Obrázek 6.4: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 (d)

Z počátku Gaussovy roviny se dostaneme do Gaussova celého č́ısla z vynásobeńım
Gaussova celého č́ısla z č́ıslem 1 (viz obrázek 6.5).

Obrázek 6.5: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 (e)

Nyńı jsme v bodě z a potřebovali bychom skončit v č́ısle 2. Z obrázku 6.6 si
můžeme všimnout, že u bodu (vrcholu trojúhelńıka) z je pravý úhel. Z násobeńı
Gaussových celých č́ısel známe (viz 4.6.2), že otočeńı o 90◦ v komplexńı rovině
źıskáme vynásobeńım č́ısla č́ıslem −i. Proto se z bodu z do č́ısla 2 dostaneme
součinem −i · z.
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Obrázek 6.6: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 (f)

Dále v́ıme, že násobeńı dvou Gaussových celých č́ısel můžeme rozložit na dva
př́ıpady (vynásobeńı Gaussova celého č́ısla reálnou část́ı druhého Gaussova celého
č́ısla a vynásobeńı Gaussova celého č́ısla imaginárńı část́ı druhého Gaussova celého
č́ısla) a následně dané výsledky geometricky sečteme (viz 4.6.3).

Z předchoźıch informaćı se dostáváme k závěru, že č́ıslo 2 lze zapsat pomoćı
součinu dvou Gaussových celých č́ısel

2 = (1 + i)(1− i), (6.1)

tud́ıž dané č́ıslo neńı Gaussovým prvoč́ıslem. Ze 6.1 je zřejmé, že se jedná o součin
dvou komplexně sdružených Gaussových celých č́ısel, a proto se nebudeme zabývat
bodem (č́ıslem) z2 = 1− i, protože výsledek by byl stejný jako ten, který jsme již
uvedli.

Nav́ıc tvrd́ıme, že (6.1) je prvoč́ıselným rozkladem č́ısla 2 v Z[i] a neexistuje
žádný daľśı zp̊usob rozkladu daného č́ısla. Ověřeńı, že Gaussovo celé č́ıslo 1 + i

(př́ıpadně 1− i) je Gaussovým prvoč́ıslem, si ukážeme v rámci úlohy 14.
Řešeńı dané úlohy si můžeme proj́ıt pomoćı Appletu č. 13, ve kterém je

použitá kroková konstrukce. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme v kapi-
tole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.13).

Úloha 12. Rozhodněte, zda přirozené prvoč́ıslo 3 je Gaussovým prvoč́ıslem. Po-
kud neńı prvoč́ıslem v Z[i], určete rozklad činitel̊u tohoto č́ısla.

Řešeńı. Při řešeńı budeme postupovat stejným zp̊usobem jako u úlohy 11. Nej-
prve zobraźıme reálné Gaussovo celé č́ıslo v Gaussově rovině. Následně sestroj́ıme
Thaletovu kružnici, která procháźı bodem (č́ıslem) 3 a počátkem komplexńı ro-
viny (viz obrázek 6.7).

Z obrázku 6.7 je vidět, že daná kružnice neprot́ıná žádné daľśı mř́ıžové body
(pouze počátek 0 a č́ıslo 3), a proto nedokážeme nalézt žádný pravoúhlý trojúhelńık
s vrcholem na Thaletově kružnici a celoč́ıselnými souřadnicemi. Kv̊uli tomu nemůže-
me č́ıslo 3 vyjádřit pomoćı vztahu z věty 27

z = a2 + b2 = (a+ bi)(a− bi).

Z toho d̊uvodu je č́ıslo 3 Gaussovým prvoč́ıslem.
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Obrázek 6.7: Přirozené prvoč́ıslo 3 v komplexńı rovině

Řešeńı daného úlohy si lze proj́ıt pomoćı Appletu č. 14, ve kterém je použitá
kroková konstrukce. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme v kapitole 7
s názvem Applety (přesněji 7.5.14).

Úloha 13. Rozhodněte, zda přirozené prvoč́ıslo 13 je Gaussovým prvoč́ıslem.
Pokud neńı prvoč́ıslem v Z[i], určete rozklad činitel̊u tohoto č́ısla.

Řešeńı. Dané zadáńı jsme zvolili záměrně, abychom si ukázali, jakým zp̊usobem
se řeš́ı úloha, ve kterém lež́ı v́ıce mř́ıžových bod̊u na Thaletově kružnici. Z toho
je jasné, že jsme již prozradili, že č́ıslo 13 neńı Gaussovým prvoč́ıslem.

Z předchoźıch dvou řešených úloh v́ıme, že nejprve dané č́ıslo vyobraźıme
v Gaussově rovině, následně sestroj́ıme Thaletovu kružnici a zjǐst’ujeme, zda
na dané kružnici nalezneme mř́ıžový bod (viz obrázek 6.8).

Obrázek 6.8: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (a)

Z obrázku 6.8 je patrné, že na Thaletově kružnici lež́ı 4 mř́ıžové body (4+6i,
9 + 6i, 4− 6i a 9− 6i). Nejdř́ıve se zaměř́ıme na body z I. kvadrantu. Vybereme
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Obrázek 6.9: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (b)

nejprve mř́ıžový bod 4 + 6i a postupujeme stejným zp̊usobem jako v úloze 11.
Sestroj́ıme trojúhelńık s vrcholy počátek, 4 + 6i, č́ıslo 13 (viz obrázek 6.9).

Z konstrukce (obrázek 6.10) zjǐst’ujeme, že na stranách daného trojúhelńıku
lež́ı daľśı mř́ıžové body (2 + 3i, 7 + 4i, 10 + 2i), které jsou zvýrazněny modře.
Vid́ıme, že źıskané body rozděluj́ı strany trojúhelńıku na jednotlivé d́ılky, které
maj́ı stejnou velikost.

Obrázek 6.10: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (c)

Z počátku se chceme dostat do bodu 4+6i. To lze provést přes bod 2+3i, jež
vynásob́ıme č́ıslem 2, protože č́ıslo 2+3i lež́ı ve středu strany trojúhelńıku. Jsme
v námi požadovaném bodě a vid́ıme z obrázk̊u, že u daného vrcholu je pravý úhel.
Z úlohy 11 v́ıme, že rotaci o 90◦ źıskáme vynásobeńım č́ısla č́ıslem −i. T́ım se
dostaneme do bodu 7 + 4i, ale my potřebujeme skončit v č́ısle 13.
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Obrázek 6.11: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (d)

Z obrázku 6.11 lze vidět, že do daného č́ısla se dostaneme vynásobeńım −2i.
Tedy z bodu 2 + 3i se dostaneme do č́ısla 13 vynásobeńım č́ısla 2 + 3i č́ıslem
2− 3i, proto č́ıslo 13 lze rozložit

13 = (2 + 3i)(2− 3i) (6.2)

a tud́ıž 13 neńı Gaussovým prvoč́ıslem.

Obrázek 6.12: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (e)

Nyńı se vrát́ıme zpátky k mř́ıžovému bodu na kružnici z I. kvadrant (9 + 6i)
a řeš́ıme stejným zp̊usobem jako pro bod 4+6i. T́ım źıskáme následuj́ıćı grafické
znázorněńı 6.12.
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Ze kterého dostáváme tento rozklad

13 = (3 + 2i)(3− 2i),

ale ten je stejný s (6.3), protože se jedná o asociovaná č́ısla v Z[i] (viz definice 9
v kapitole 2).

Obrázek 6.13: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (f)

Z obrázku 6.13 je zřejmé, že Gaussova celá č́ısla (body) ze IV. kvadrantu,
která jsou komplexně sdružená s Gaussovým celými č́ısly z I. kvadrantu (osově
souměrná podle reálné osy) maj́ı stejný rozklad jako (6.3).

Obrázek 6.14: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 (g)

Pokud se pod́ıváme na obrázek 6.14, vid́ıme, že mř́ıžové body 4 + 6i, 4 − 6i
na kružnici a mř́ıžové body, které děĺı strany trojúhelńık̊u s vrcholem 4 + 6i a
4− 6i na d́ılky stejné velikosti, jsou násobkem Gaussova celého č́ısla 2− 3i.
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Řešeńı dané úlohy si můžeme proj́ıt pomoćı Appletu č. 15, ve kterém je
použitá kroková konstrukce. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme v kapi-
tole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.15).

Stejným zp̊usobem bychom zjistili, že z přirozených prvoč́ısel do 20 jsou ještě
č́ısla 7, 11 a 19 Gaussovými prvoč́ısly. Naopak č́ısla 5 a 17 nejsou prvoč́ısly v Z[i].
K ověřeńı této věty můžeme využ́ıt Applet č. 11, který rozhoduje, zda je Gaus-
sovo celé č́ıslo prvoč́ıslem či nikoliv. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme
v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.11).

Z řešeńı předchoźıch úloh na přirozená č́ısla docháźıme k závěru:
”
Pokud

dokážeme sestrojit Thaletovu kružnici, která procháźı kromě počátku a daného
přirozeného č́ısla jiným mř́ı̌zovým bodem. Potom dané č́ıslo z N neńı Gaussovým
prvoč́ıslem. V opačném př́ıpadě je prvoč́ıslem v Z[i].“

6.2 Gaussova celá č́ısla

Nyńı ověř́ıme, zda můžeme řešeńı pomoćı Thaletovy kružnice využ́ıt pro jakékoliv
Gaussovo celé č́ıslo.

Úloha 14. Rozhodněte, zda č́ıslo zv = 1 + i je Gaussovým prvoč́ıslem. Pokud
neńı prvoč́ıslem v Z[i], určete rozklad činitel̊u tohoto č́ısla.

Řešeńı. Řeš́ıme stejným postupem jako u předchoźı úlohy. Nejprve znázorńıme
Gaussovo celé č́ıslo v komplexńı rovině. Následně sestroj́ıme Thaletovu kružnici
(obrázek 6.15).

Obrázek 6.15: Gaussovo celé č́ıslo zv = 1 + i v komplexńı rovině (1)

Na obrázku 6.16 vid́ıme, že na kružnici lež́ı 2 mř́ıžové body (z = 0 + i, z2 =
1 + 0i). Pokud zvoĺıme prvně zmı́něné Gaussovo celé č́ıslo, źıskáváme

zv = i(1− i) = (1 + i). (6.3)

Při výběru druhého č́ısla z2 = 1 + 0i, dostáváme

zv = 1(1 + i) = (1 + i). (6.4)

65



Obrázek 6.16: Gaussovo celé č́ıslo zv = 1 + i v komplexńı rovině (2)

Grafické znázorněńı těchto vyjádřeńı lze vidět na obrázku 6.17. A tyto zápisy
(6.3),(6.4) jsou totožné. Nav́ıc splňuj́ı definici 11 z kapitoly 3, a proto je Gaussovo
celé č́ıslo z = 1 + i prvoč́ıslem v Z[i].

Obrázek 6.17: Gaussovo celé č́ıslo zv = 1 + i v komplexńı rovině (3)

Řešeńı dané úlohy si lze proj́ıt pomoćı Appletu č. 16, ve kterém je použitá
kroková konstrukce. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme v kapitole 7
s názvem Applety (přesněji 7.5.16).

Úloha 15. Rozhodněte, zda č́ıslo zv = −4− 5i je Gaussovým prvoč́ıslem. Pokud
neńı prvoč́ıslem v Z[i], určete rozklad činitel̊u tohoto č́ısla.

Řešeńı. V komplexńı rovině vyobraźıme Gaussovo celé č́ıslo zv = −4 − 5i a
zkonstruujeme Thaletovu kružnici, která procháźı počátkem a zadaným č́ıslem zv
(obrázek 6.18).
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Obrázek 6.18: Gaussovo celé č́ıslo zv = −4 − 5i v komplexńı rovině (1)

Na obrázku 6.19 vid́ıme, že źıskáváme dva mř́ıžové body z1 = −4 a z2 = −4,
které lež́ı na Thaletově kružnici a na reálné (imaginárńı) ose Gaussovy roviny.

Obrázek 6.19: Gaussovo celé č́ıslo zv = −4 − 5i v komplexńı rovině (2)

Z obrázku 6.20 je zřejmé, že č́ıslo zv = −4 − 5i lze vyjádřit

zv = (−1 + 0i)(4 + 5i) = −4− 5i (6.5)

a
zv = (0− i)(5− 4i) = −4− 5i. (6.6)

Vztahy (6.5) a (6.7) ř́ıkaj́ı, že se jedná o Gaussovo prvoč́ıslo (viz definice 11
z kapitoly 3).
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Obrázek 6.20: Gaussovo celé č́ıslo zv = −4 − 5i v komplexńı rovině (3)

Po kroćıch můžeme zhlédnout řešeńı dané úlohy pomoćı Appletu č. 17,
ve kterém je použitá kroková konstrukce. Bližš́ı informace o daném appletu na-
lezneme v kapitole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.17).

Úloha 16. Rozhodněte, zda č́ıslo zv = 4 + 3i je Gaussovým prvoč́ıslem. Pokud
neńı prvoč́ıslem v Z[i], určete rozklad činitel̊u tohoto č́ısla.

Řešeńı. V Gaussově rovině mějme zobrazené Gaussovo celé č́ıslo zv a sestrojenou
Thaletovu kružnici (obrázek 6.21).

Obrázek 6.21: Gaussovo celé č́ıslo zv = 4 + 3i v komplexńı rovině (a)

Na kružnici nalezneme 4 mř́ıžové body z1 = 3i, z2 = 1+4i, z3 = 4 a z4 = 2− i

(zeleně zbarvené)(viz obrázek 6.22).
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Obrázek 6.22: Gaussovo celé č́ıslo zv = 4 + 3i v komplexńı rovině (b)

Vybereme mř́ıžové body z1 = 0+ 3i, z3 = 4+ 0i a z obrázku 6.23 jsou zřejmé
následuj́ıćı vztahy

zv = i(3− 4i) = 4 + 3i (6.7)

a

zv = 1(4 + 3i) = 4 + 3i.

Z definice 9 z kapitoly 2 v́ıme, že se jedná o asociovaná č́ısla.

Obrázek 6.23: Gaussovo celé č́ıslo zv = 4 + 3i v komplexńı rovině (c)
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Nyńı vezmeme Gaussova celá č́ısla z2 = 1 + 4i a z4 = 2 − i. Z grafického
znázorněńı na obrázku 6.24 je vidět, že č́ısla můžeme rozložit

zv = (1 + 2i)(2− i) = 4 + 3i

a

zv = (2− i)(1 + 2i) = 4 + 3i.

Oba tyto rozklady jsou stejné. To ale nic neměńı na tom, že Gaussovo celé
č́ıslo zv = 4 + 3i neńı Gaussovým prvoč́ıslem, protože ho jsme schopni rozložit
(viz (6.7)).

Obrázek 6.24: Gaussovo celé č́ıslo zv = 4 + 3i v komplexńı rovině (d)

Řešeńı dané úlohy si můžeme proj́ıt pomoćı Appletu č. 18, ve kterém je
použitá kroková konstrukce. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme v kapi-
tole 7 s názvem Applety (přesněji 7.5.18).

Poznámka. Z předchoźıch úloh zjǐst’ujeme, že pomoćı Thaletovy kružnice lze zjis-
tit, zda jakékoliv nenulové Gaussovo celé č́ıslo je Gaussovým prvoč́ıslem, či nikoliv.

6.3 Prvoč́ısla v komplexńı rovině

Na obrázku 6.25 můžeme vidět vyobrazenou část komplexńı roviny s prvoč́ısly
v Z[i]. Pokud se zad́ıváme v́ıce na toto zobrazeńı, můžeme ř́ıci, že prvoč́ısla
v Gaussově rovině jsou osově souměrná podle reálné a imaginárńı osy. Protože
tyto osy jsou na sebe kolmé, můžeme ř́ıct, že Gaussova prvoč́ısla jsou i středově
souměrná podle počátku komplexńı roviny.
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Obrázek 6.25: Prvoč́ısla v komplexńı rovině

Zobrazeńı prvoč́ısel v Gaussově rovině si můžeme vyzkoušet v rámci Appletu
č. 12. Bližš́ı informace o daném appletu nalezneme v kapitole 7 s názvem Applety
(přesněji 7.5.12).
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Kapitola 7

Applety

V prvńı části kapitoly seznamujeme čtenáře s obecnými informacemi (význam
slova applet, využit́ı, ...). V druhé části je uveden odkaz k nalezeńı applet̊u, které
vytvořil autor této práce, a popis jednotlivých applet̊u demonstruj́ıćıch vybrané
vlastnosti Gaussových celých č́ısel.

7.1 Obecně o appletech

Applet1 je softwarová komponenta, která běž́ı v kontextu jiného programu,
např. v rámci webového prohĺıžeče. Tento pojem byl zaveden v rámci AppleScriptu2

v roce 1993. Většinou se orientuje na plněńı konkrétńı funkce.
Applet je napsán v jazyce, který se lǐśı od skriptovaćıho jazyka nebo jazyka

HTML3, který jej vyvolává. Applet je napsán v kompilovaném jazyce4, zat́ımco
skriptovaćı jazyk kontejneru je jazyk interpretovaný5, a proto je vyšš́ı výkon a
funkčnost appletu.

Někdy se výraz applet alternativně použ́ıvá k popisu malé samostatné apli-
kace, např́ıklad program kalkulačka a daľśı, které jsou typicky dodávány s operačńı-
mi systémy.

7.2 Výhody applet̊u

Mezi výhody applet̊u patř́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• pracuji na straně klienta, proto je kratš́ı odezva,

• zabezpečeńı,

1Velmi často se použ́ıvá spojeńı Java applet, což je malá aplikace, která je napsána v ob-
jektově orientovaném programovaćım jazyce Java.

2AppleScript je skriptovaćı jazyk vyvinutý firmou Apple Inc., který byl zakomponován
do jejich operačńıch systémů Mac OS. [37]

3HyperText Markup Language (zkratka HTML) je značkovaćı jazyk, který se použ́ıvá
pro tvorbu webových stránek, jež jsou propojeny hypertextovými odkazy. [38]

4Kompilovaný jazyk je programovaćı jazyk, pro který je potřeba zdrojový kód, v němž
je napsaný, nejprve přeložit pomoćı překladače do strojového kódu a až poté můžeme program
spustit. [39]

5Interpretovaný jazyk je programovaćı jazyk, který lze spustit pomoćı zdrojového kódu
a zvláštńıho programu tzv. interpretu. Tento program zdrojový kód interpretuje (provád́ı). [40]
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• jsou spouštěny v rámci webového prohĺıžeče, který běž́ı na mnoha plat-
formách, včetně Linuxu, Windows, Mac OS atd.

7.3 Nevýhody applet̊u

Ke spuštěńı applet̊u jsou nejčastěji vyžadovány pluginy v klientském prohĺıžeči.

7.4 Využit́ı

Applety jsou nejčastěji použ́ıvány jako pluginy pro zobrazováńı 3D model̊u,
které umožňuj́ı otáčeńı a zvětšeńı zobrazeného modelu skrze webový prohĺıžeč,
jako dále demonstračńı programy atd. Na bázi applet̊u jsou vyvinuty některé
webové hry. [41]

7.5 Matematické applety

Applety, které byly vytvořeny v programu GeoGebra v rámci bakalářské práce
a jež demonstruj́ı vybrané vlastnosti Gaussovo celých č́ısel nalezneme na následuj́ı-
ćım odkazu https://ggbm.at/rusK9KPN, který jsme již uváděli v úvodu práce.
Pro publikováńı applet̊u na internetu jsme využili GeoGebru, která umožňuje vy-
tvořit Knihu na GeoGebraTube. Do této knihy můžeme nahrát vlastńı applety
(soubory vytvořené v GeoGebře), jež můžeme opatřit popisky (textem), nastavit
formu sd́ıleńı, př́ıpadně konkrétńı applet stáhnout. Po otevřeńı odkazu výše se
zobraźı úvodńı obrazovka se vzhledem, který lze vidět na obrázku obr10:app1.

Obrázek 7.1: GeoGebra Book
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7.5.1 Applet č. 1

• Téma: Souřadnice Gaussova celého č́ısla v Gaussově rovině

• Účel: Uživatel si procvič́ı vyč́ıst (správně určit) souřadnice (zápis v alge-
braickém tvaru) pro dané Gaussovo celé č́ıslo.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo (algebraický zápis), kom-
plexńı rovina

• Popis: Při zahájeńı appletu se zobraźı okno s pokyny, tlač́ıtkem a Gaus-
sovou rovinou. Po poklepáńı na tlač́ıtko ”Zobrazit Gaussovo celé č́ıslo”se
zobraźı text se zadáńım a Gaussovo celé č́ıslo v Gaussově rovině. Po určeńı
souřadnic (algebraického tvaru) Gaussova celého č́ısla klikneme na tlač́ıtko
”Zkontrolovat řešeńı”. Následně se vyobraźı text s informaćı, zda jsme hod-
notu určili správně či nikoliv.

Obrázek 7.2: Applet č. 1

Jestliže znovu klikneme na tlač́ıtko ”Zobrazit Gaussovo celé č́ıslo”, vygene-
ruje se náhodně zcela nové zadáńı.

7.5.2 Applet č. 2

• Téma: Gaussova celá č́ısla jako body (vektory) komplexńı roviny

• Účel: Applet slouž́ı k procvičeńı grafické interpretace Gaussových celých
č́ısel jako body (vektory) v Gaussově rovině.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo (algebraický zápis tohoto
č́ısla), komplexńı rovina, vektor

• Popis: Po spuštěńı appletu se zobraźı okno s pokyny a s komplexńı rovi-
nou. Po kliknut́ı na tlač́ıtko ”Zobrazit zadáńı”se vyobraźı zadáńı, ve kterém
máme umı́stit Gaussovo celé č́ıslo jako bod nebo jako vektor v Gaussově
rovině s přesnými instrukcemi. Po přesunut́ı bodu z (vektoru v) do vy-
značené oblasti (komplexńı roviny) se zobraźı tlač́ıtko ”Zkontrolovat řešeńı”.
Po následném kliknut́ı na toto tlač́ıtko se objev́ı text s informaćı, zda jsme
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úkol vykonali správně či nikoliv. Zároveň se vykresĺı grafické řešeńı našeho
zadáńı.

Obrázek 7.3: Applet č. 2

Po kliknut́ı znovu na tlač́ıtko ”Zobrazit zadáńı”se náhodně vygeneruje zcela
nové zadáńı.

7.5.3 Applet č. 3

Obrázek 7.4: Applet č. 3

• Téma: Komplexně sdružené a opačné č́ıslo ke Gaussovu celému č́ıslu

• Účel: Uživatel si procvič́ı geometrické zobrazeńı obrazu komplexně sdruže-
ného a opačného č́ısla ke Gaussovu celému č́ıslu v Gaussově rovině.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, komplexně sdružené č́ıslo,
opačné č́ıslo, komplexńı rovina
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• Popis: Při zahájeńı appletu se zobraźı okno s pokyny a s komplexńı ro-
vinou rozdělenou do jednotlivých kvadrant̊u. Po kliknut́ı na tlač́ıtko ”Zob-
razit Gaussovo celé č́ıslo v komplexńı rovině”se zobraźı text se zadáńım,
ve kterém máme určit, do jakého kvadrantu Gaussovy roviny se zobraźı ob-
raz komplexně sdruženého č́ısla (nebo opačného č́ısla) ke Gaussovu celému
č́ıslu. Při přesunut́ı bodu z do některého barevně zvýrazněného kvadrantu
se zobraźı tlač́ıtko ”Zkontrolovat řešeńı”. Po následném klepnut́ı na před-
choźı tlač́ıtko se vyobraźı text (správně/špatně) i se správným řešeńım.
Při opětovném kliknut́ı na tlač́ıtko ”Zobrazit Gaussovo celé č́ıslo v kom-
plexńı rovině”se náhodně vygeneruje zcela nové zadáńı.

7.5.4 Applet č. 4

• Téma: Grafické sč́ıtáńı a odč́ıtáńı Gaussovo celých č́ısel

• Účel: Daný applet slouž́ı k procvičeńı grafického sč́ıtáńı a odč́ıtáńı dvou
Gaussových celých č́ısel v komplexńı rovině.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, komplexńı rovina, vektor,
operace sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

Obrázek 7.5: Applet č. 4

• Popis: Při úvodńım spuštěńı daného appletu se uživateli zobraźı okno s po-
kyny a s Gaussovou rovinou, jež je rozdělena do jednotlivých barevných
kvadrant̊u. Po kliknut́ı na tlač́ıtko ”Zobrazit dvě Gaussova celá č́ısla v kom-
plexńı rovině”se zobraźı zadańı, u kterého se mohou objevit dvě možnosti
(sč́ıtáńı nebo odč́ıtáńı dvou Gaussových celých č́ısel). Zároveň se vyob-
raźı tlač́ıtko ”Zkontrolovat řešeńı”a zaškrtávaćı poĺıčko ”Zobrazit Gaus-
sova celá č́ısla jako vektory”. Po přemı́stěńı bodu z do některého barevně
zvýrazněného kvadrantu a po klepnut́ı na tlač́ıtko ”Zkontrolovat řešeńı”se
zobraźı text s informaćı, zda jsme správně určili řešeńı. U obou variant text̊u
(správné/nesprávné řešeńı) se vykresĺı grafické řešeńı daného zadáńı. Máme
i možnost si zobrazit početńı řešeńı daného zadáńı. V př́ıpadě nesprávného
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řešeńı se nav́ıc zobraźı v textu správný kvadrant řešeńı. Při opětovném klik-
nut́ı na tlač́ıtko ”Zobrazit dvě Gaussova celá č́ısla v komplexńı rovině”se
náhodně vygeneruje zcela nové zadáńı.

7.5.5 Applet č. 5

Obrázek 7.6: Applet č. 5 (a)

• Téma: Grafické násobeńı Gaussova celého č́ısla celým (ryze imaginárńım)
č́ıslem

• Účel: Uživatel sám zkuśı přij́ıt na princip grafického násobeńı Gaussova
celého č́ısla celým (resp. ryze imaginárńım) č́ıslem v komplexńı rovině. Daný
applet je předevš́ım určen pro uživatele, kteř́ı se neseznámili s textem v ka-
pitole 4 (přesněji 4.6.1 a 4.6.2) nebo s danou problematikou někde jinde.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, celé č́ıslo, ryze imaginárńı
č́ıslo, komplexńı rovina

Obrázek 7.7: Applet č. 5 (b)
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• Popis: Při spuštěńı appletu se zobraźı okno se zadáńım, dvěma tlač́ıtky
a s komplexńı rovinou. U tlač́ıtek můžeme zvolit, zda Gaussovo celé č́ıslo
chceme vynásobit celým (resp. ryze imaginárńım) č́ıslem. Po zvoleńı jedné
varianty (klepnut́ı na dané tlač́ıtko) se zobraźı pokyny, zaškrtávaćı poĺıčka,
možnost zadáńı Gaussova celého č́ısla (př́ıpadně můžeme posunout bodem
v komplexńı rovině) a zároveň jakým č́ıslem bude násobeno (zvoleńı hodnoty
na posuvńıku). Následně se vykresĺı námi zvolený součin č́ısel v Gaussově
rovině. Pokud by uživatel z daného vyobrazeńı nic nezjistil, má možnost si
zobrazit nápovědu pomoćı zaškrtávaćıho poĺıčka ”Nápověda”. Uživatel by
měl přij́ıt na vlastnosti (princip), které jsou uvedeny v kapitole 4 (přesněji
4.6.1 a 4.6.2).

7.5.6 Applet č. 6

• Téma: Grafické násobeńı Gaussova celého č́ısla s Gaussových celým č́ıslem

• Účel: Uživatel sám zkuśı zjistit, jakým zp̊usobem funguje grafické násobeńı
Gaussova celého č́ısla Gaussovým celým č́ıslem v komplexńı rovině. Daný
applet je předevš́ım určen pro uživatele, kteř́ı se neseznámili s textem v ka-
pitole 4 (přesněji 4.6.3) nebo s danou problematikou někde jinde.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, grafické sč́ıtáńı těchto č́ısel,
komplexńı rovina

Obrázek 7.8: Applet č. 6

• Popis: Při spuštěńı appletu se zobraźı okno s pokyny, s zaškrtávaćımi
poĺıčky, s možnost́ı zadat Gaussovo celé č́ıslo (př́ıpadně můžeme posunout
bodem v komplexńı rovině) a zároveň posuvńıky, kterými zvoĺıme, jakým
Gaussovým celým č́ıslem bude násobeno Gaussovo celé č́ıslo. Následně se vy-
obraźı řešeńı v Gaussově rovině. Daľśımi změnami jednotlivých č́ısel (zadáńım)
se bude měnit naše vyobrazeńı v komplexńı rovině. Kdybychom zvolili
reálnou (resp. imaginárńı) část nulovou, převedli bychom problematiku na předchoźı
applet 7.5.4.
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7.5.7 Applet č. 7

• Téma: Grafická interpretace dělitelnosti Gaussových celých č́ısel

• Účel: Applet slouž́ı k procvičeńı dělitelnosti dvou Gaussových celých č́ısel
z hlediska geometrické interpretace.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, dělitelnost v Z[i] (viz defi-
nice 6, norma Gaussových celých č́ısel (viz definice 5), komplexńı rovina

• Popis: Po spuštěńı appletu se zobraźı okno s textem, ve kterém jsou napsány
pokyny, a tlač́ıtko ”Zobrazit zadáńı”. Po klepnut́ı na dané tlač́ıtko se vy-
obraźı zadáńı společně se třemi zaškrtávaćımi poĺıčky (”Nápověda”, ANO,
NE) a zároveň Gaussova celá č́ısla v komplexńı rovině. Při zaškrtnut́ı poĺıčka
”Nápověda”se zobraźı násobky č́ısla z. Po výběru jedné z možnost́ı ANO/NE
se vykresĺı tlač́ıtko ”Zkontrolovat řešeńı”. Po následném kliknut́ı na toto
tlač́ıtko se objev́ı text s informaćı o správnosti řešeńı a se zaškrtávaćım
poĺıčkem ”Zobrazit početńı řešeńı”. Při opětovném klepnut́ı na ”Zobrazit
zadáńı”se vygeneruje nové zadáńı.

Obrázek 7.9: Applet č. 7

7.5.8 Applet č. 8

• Téma: Grafické děleńı Gaussových celých č́ısel se zbytkem

• Účel: Applet demonstruje grafické děleńı dvou Gaussových celých č́ısel se
zbytkem v komplexńı rovině.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, děleńı se zbytkem v Z[i]
(viz věta 3), norma Gaussových celých č́ısel (viz definice 5), komplexńı
rovina

• Popis: Při spuštěńı appletu se zobraźı okno s pokyny, tlač́ıtkem a Gaus-
sovou rovinou. Po kliknut́ı na tlač́ıtko ”Zobrazit Gaussova celá č́ısla”se
vykresĺı dvě Gaussova celá č́ısla, násobky jednoho z těchto č́ısel (tvoř́ı
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žlutá mř́ıžka) a některé body zbarvené zeleně v komplexńı rovině. Tyto
zelené body jsou řešeńım daného děleńı. Pokud přemı́st́ıme některý z fi-
alových bod̊u na zeleně zbarvený, zviditelńı se tlač́ıtko ”Zobrazit řešeńı”.
Po následném klepnut́ı na něj se zobraźı celkové řešeńı společně s alge-
braickým (početńım).

Obrázek 7.10: Applet č. 8

V př́ıpadě, že znovu klikneme na tlač́ıtko ”Zobrazit Gaussova celá č́ısla”,
vygeneruje se náhodně nové zadáńı.

7.5.9 Applet č. 9

• Téma: Největš́ı společný dělitel Gaussových celých č́ısel v komplexńı rovině

• Účel: Pomoćı appletu je možné vyzkoušet si hledáńı (určeńı) největš́ıho
společného dělitele dvou Gaussových celých č́ısel v komplexńı rovině.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, děleńı se zbytkem v Z[i]
(viz věta 3), Euklid̊uv algoritmus v Z[i] (viz věta 10), největš́ı společný
dělitel v Z[i] (viz definice 8), norma Gaussových celých č́ısel (viz definice
5), komplexńı rovina

• Popis: Po spuštěńı appletu se zobraźı okno se zadáńım, pokyny, dvěma
posuvńıky, textovým polem a tlač́ıtkem. Po zvoleńı Gaussových celých č́ısel
(z, z2) klikneme na tlač́ıtko ”Zobrazit Gaussova celá č́ısla”. Následně se vy-
obraźı Gaussova celá č́ısla společně s násobky č́ısla z v komplexńı rovině.
A zároveň se označ́ı násobky z, které vyhovuj́ı podmı́nce uvedené ve větě 3.
Následně je po uživateli vyžadováno zadáńı jednoho z těchto vyhovuj́ıćıch
násobk̊u. Po zadáńı vyhovuj́ıćı násobku se zobraźı prvńı krok v Euklidově
algoritmu s př́ıpadným požadavkem na zadáńı konkrétńıho zbytku (po-
kud po vyděleńı č́ısla z2 č́ıslem z źıskáme nenulový zbytek). Následně se
v Gaussově rovině zobraźı násobky zbytku r a zbarvené vyhovuj́ıćı násobky
r. Uživatel znovu zadá svoji volbu. T́ımto zp̊usobem pokračujeme do té
doby než źıskáme nulový zbytek a tedy největš́ı společný dělitel Gaussových
celých č́ısel z a z2.
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Obrázek 7.11: Applet č. 9

7.5.10 Applet č. 10

• Téma: Grafická interpretace asociovaných Gaussových celých č́ısel

• Účel: Applet slouž́ı ke geometrické interpretaci asociovaných Gaussových
celých č́ısel v komplexńı rovině.

• Předpokládané znalosti:Gaussovo celé č́ıslo, asociovaná č́ısla v Z[i] (viz de-
finice 9), komplexńı rovina

• Popis: Po spuštěńı appletu se vyobraźı okno s pokyny, tlač́ıtkem a polem
pro zadáńı Gaussova celého č́ısla z. Po vyplněńı č́ısla z a následném klepnut́ı
na ”Zobrazit řešeńı”se vykresĺı asociovaná č́ısla ke Gaussovu celému č́ıslu z

v Gaussově rovině, text s informacemi a tlač́ıtkem ”Zadat nové Gaussovo
celé č́ıslo”.

Obrázek 7.12: Applet č. 10
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7.5.11 Applet č. 11

• Téma: Prvoč́ısla v Z[i]

• Účel: Applet rozhodne o č́ıslu ze Z[i], zda je Gaussovým prvoč́ıslem.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, prvoč́ıslo v Z[i]

• Popis: Po spuštěńı appletu se zobraźı text s pokyny, textová pole a tlač́ıtko.
Po zadáńı Gaussova celého č́ısla z (zadáńı hodnot do textových poĺı) a
klepnut́ı na tlač́ıtko ”Zobrazit řešeńı”se zobraźı text s informaćı, zda Gaus-
sovo celé č́ıslo z je nebo neńı Gaussovým prvoč́ıslem.

Obrázek 7.13: Applet č. 11

7.5.12 Applet č. 12

Obrázek 7.14: Applet č. 12

• Téma: Prvoč́ısla v Gaussově rovině

• Účel: Applet slouž́ı k vyobrazeńı Gaussových prvoč́ısel v komplexńı rovině.
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• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, Gaussovo prvoč́ıslo, kom-
plexńı rovina

• Popis: Po spuštěńı appletu se zobraźı text s pokyny, textovými poli a po-
suvńıky. Zadáńım hodnot do textových poĺı urč́ıme rozmeźı jednotlivých
posuvńık̊u. Následně spust́ıme animaci jednoho nebo obou posuvńık̊u a
sledujeme vykreslováńı Gaussových prvoč́ısel v komplexńı rovině. Pokud
bychom zadali do textových poĺı nesmyslné rozmeźı jednotlivých posuvńık̊u,
vyobraźı se text s informaćı, abychom dané rozmeźı upravili.

7.5.13 Applet č. 13

• Téma: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 2 v Z[i] a v Gaussově rovině

• Účel: Daný applet ukazuje geometrickou interpretaci prvoč́ıselného roz-
kladu v komplexńı rovině.

• Předpokládané znalosti: Gaussovo celé č́ıslo, prvoč́ıslo a prvoč́ıselný roz-
klad v Z[i], komplexńı rovina, Thaletova kružnice

• Popis: Po spuštěńı appletu se zobraźı okno se zadáńım. Nav́ıc v pravém
dolńım rohu najdeme nový panel, který slouž́ı k ovládáńı krokové kon-
strukce v programu GeoGebra. Dı́ky těmto tlač́ıtk̊um můžeme procházet
konstrukćı tam a zpátky, př́ıpadně lze spustit jako animace. Pokud exis-
tuj́ı násobky některého Gaussova celého č́ısla zobraźı se zaškrtávaćı poĺıčko
”Násobky”v posledńım kroku konstrukce.

Obrázek 7.15: Applet č. 13
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7.5.14 Applet č. 14

• Téma: Prvoč́ıslo 3 v Z[i] a v komplexńı rovině

• Daľśı body nebudeme vyplňovat, protože applet je téměř totožný jako applet
jako 7.5.13.

Obrázek 7.16: Applet č. 14

7.5.15 Applet č. 15

• Téma: Prvoč́ıselný rozklad č́ısla 13 v Z[i] a v komplexńı rovině

• Daľśı body nebudeme uvádět, jelikož applet je podobný s appletem 7.5.13.

Obrázek 7.17: Applet č. 15
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7.5.16 Applet č. 16

• Téma: Prvoč́ıslo z = 1 + i v Z[i] a v Gaussově rovině

• Daľśı body nebudeme popisovat jako u jiných applet̊u, jelikož applet je
podobný s 7.5.13.

Obrázek 7.18: Applet č. 16

7.5.17 Applet č. 17

• Téma: Prvoč́ıslo z = −4− 5i v Z[i] a v komplexńı rovině

• Daľśı body nebudeme uvádět jako u jiných applet̊u, protože applet je po-
dobný s 7.5.13.

Obrázek 7.19: Applet č. 17
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7.5.18 Applet č. 18

• Téma: Prvoč́ıselný rozklad z = 4 + 3i v Z[i] a v Gaussově rovině

• Daľśı body nebudeme vyplňovat, jelikož applet je podobný s appletem
7.5.13.

Obrázek 7.20: Applet č. 18

86



Závěr

Ćılem bakalářské práce bylo prostudovat si vlastnosti Gaussovo celých č́ısel
a vytvořeńı applet̊u demonstruj́ıćıch vybrané geometrické vlastnosti těchto č́ısel.

Autor se domńıvá, že práce má několik přednost́ı a př́ınos̊u, které si zformu-
lujeme do několika bod̊u.

• Odvozeńı a ukázka vybraných vlastnost́ı pomoćı geometrické interpretace
skrze řešené úlohy (kapitoly 4, 5 a 6).

• Vytvořeńı interaktivńıch applet̊u v programu GeoGebra demonstruj́ıćıch
geometrické vlastnosti.

• Zpracováńı uceleného teoretického textu, který vycháźı předevš́ım z cizo-
jazyčné literatury, a je uveden v prvńıch třech kapitolách. Ty by šly využ́ıt
jako pomocný studijńı materiál při výuce na některých typech středńıch
nebo vysokých škol.

• Práci by šlo rozš́ı̌rit o pedagogický výzkum v rámci diplomové práce, jenž
by se zabýval zařazeńım applet̊u do výuky. Zaj́ımavé by bylo zjǐst’ováńı,
jaký vliv má právě využit́ı applet̊u ve výuce. Zda žáci lépe porozumı́ dané
problematice, př́ıpadně zda se zvýš́ı zájem žák̊u skrze applety o matematiku.

Autora mrźı, že nedokázal vytvořit některé applety v́ıce interaktivńı (např. pr-
voč́ıselný rozklad v Z[i]) tak, jak by chtěl. Je to z d̊uvodu omezenosti programu
GeoGebra.
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4.1 Gaussovo celá č́ısla jako bod (vlevo) a vektor (vpravo) . . . . . . 36
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5.6 1 řešeńı pro dvojici (q,r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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7.2 Applet č. 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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7.5 Applet č. 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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