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Kateřina Fejfarová
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Anotace

Cı́lem této práce je shromáždit a předevšı́m vytvořit slovnı́ úlohy pro základnı́ školy řešitelné

pomocı́ lineárnı́ch diofantovských rovnic se dvěma neznámými. V práci jsou shrnuty potřeb-

né poznatky o přirozených a celých čı́slech a jejich dělitelnosti. Dále jsou uvedeny různé

způsoby řešenı́ lineárnı́ch diofantovských rovnic se dvěma neznámými: Euklidův algorit-

mus a Bezoutova rovnost, největšı́ společný dělitel, redukčnı́ metoda, kongruence a metoda

pokus a omyl.

V praktické části je nejdřı́ve řešena jedna úloha všemi postupy, které jsou uvedeny v teore-

tické části. Následně jsou vyhledané a vytvořené úlohy řešené pomocı́ třı́ vybraných metod.

Na konci práce jsou uvedeny dalšı́ úlohy k procvičenı́ s výsledky.

Klı́čová slova: diofantovská rovnice, celá čı́sla, Euklidův algoritmus, Bezoutova rovnost,

největšı́ společný dělitel, redukčnı́ metoda, kongruence, pokus a omyl.



Annotation

The aim of this bachelor paper is to assemble and primarily to create word problems for

elementary schools that are solvable with the help of linear Diophantine equations with two

unknowns. The paper sums all the necessary findings about natural and whole numbers and

their divisibility. Different solution methods of linear Diophantine equations with two unk-

nowns follow: Euclidean algorithm and Bézout’s identity, highest common factor, reduction

method, congruence and the trial and error method.

In the practical part there is firstly one word problem solved with all the above-mentioned

methods. Secondly, the assembled and created problems are solved using three chosen me-

thods. The last part of the thesis contains further problems aimed to practising the solving

procedures; results are included.

Key words: Diophantine equation, whole numbers, Euclidean algorithm, Bézout’s identity,

highest common factor, reduction method, congruence, trial and error.
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Úvod

V matematice jsou rozsáhlým tématem rovnice různého typu. Žáci se s nimi během stu-

dia seznamujı́ a učı́ se je správným způsobem vyřešit. V této práci se zabývám slovnı́mi

úlohami, které vedou na lineárnı́ diofantovské rovnice se dvěma neznámými, ostatnı́m typům

diofantovských rovnic se v práci nevěnuji.

Lineárnı́ diofantovské rovnice jsem si vybrala z toho důvodu, že se s nimi žáci občas setkávajı́

již na základnı́ škole, přestože se neučı́ žádné metody, jak rovnici správně vyřešit. Rovnice

tohoto typu mohou žáci vyřešit pouze s poznatky, které majı́ z různých matematických ob-

lastı́, či řešı́ úlohy úsudkem.

Když jsem se snažila hledat, na internetu a v učebnicı́ch pro základnı́ školy, slovnı́ úlohy,

které se řešı́ jednou rovnicı́ se dvěma neznámými, nepodařilo se mi jich přı́liš mnoho najı́t,

proto mým cı́lem je shromáždit nalezené úlohy a předevšı́m dalšı́ slovnı́ úlohy tohoto typu

vytvořit.

Práce je rozdělena na teoretickou a praktickou část. Teoretická část je rozdělena do dvou

kapitol a v praktické části je kapitola jedna. V úvodu každé kapitoly jsem uvedla zdroje,

ze kterých jsem pro jejı́ zpracovánı́ čerpala. V prvnı́ kapitole jsou uvedeny potřebné po-

znatky, týkajı́cı́ se diofantovských rovnic se dvěma neznámými. Ve druhé kapitole popi-

suji různé způsoby řešenı́ diofantovských rovnic se dvěma neznámými obecně a následně i

na konkrétnı́ch přı́kladech. V praktické části jsem nejdřı́ve uvedla jednu slovnı́ úlohu, kterou

jsem vyřešila všemi způsoby, které jsou uvedeny v teoretické části. Následně jsem zvolila

tři metody k vyřešenı́ takovýchto úloh a shromážděné a vytvořené slovnı́ úlohy jsem vždy

jednou z metod vyřešila. V poslednı́ podkapitole jsou také mnou vytvořené slovnı́ úlohy

k procvičenı́, uvedla jsem i zkrácené řešitelské postupy s výsledky.

8



Část I

Teoretická část
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Kapitola 1

Přirozená a celá čı́sla, dělitelnost

Než se začneme zabývat konkrétnı́mi diofantovskými rovnicemi, sepı́šeme poznatky, které

budou v této práci použı́vány. Informace obsažené v této kapitole jsou zpracovány podle

zdrojů [1], [3], [8], [9].

Definice 1. Čı́selné těleso je uspořádaná trojice (T, +, ·), kde T je neprázdná množina čı́sel

obsahujı́cı́ aspoň dva různé prvky 0, 1, (T, +) je Abelova grupa s neutrálnı́m prvkem 0,

(T - {0}, ·) je Abelova grupa s neutrálnı́m prvkem 1 a operace · je distributivnı́ vzhledem

k operaci +. Prvek 0 nazýváme nulovým, prvek 1 jednotkovým prvkem tělesa (T, +, ·).

1.1 Přirozená čı́sla

Definice 2. Peanova množina P je každá neprázdná množina, ve které existuje zobrazenı́

f : P → P přiřazujı́cı́ libovolnému prvku m prvek f(m) = m
′

takový, že

∃0 ∈ P ∀m ∈ P ;m
′ �= 0; (1.1)

∀k,m ∈ P ; (k
′
= m

′ ⇒ k = m); (1.2)

∀A ⊂ P ; {[0 ∈ A ∧ ∀x(x ∈ A ⇒ x
′ ∈ A)] ⇒ A = P}. (1.3)

Prvek m
′

nazýváme následnı́kem prvku m, prvek m (pokud existuje) předchůdcem prvku

m
′
.
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Definice 3. Oborem přirozených čı́sel s operacemi + a · (označenı́ N) rozumı́me každou

Peanovu množinu, kde kromě (1.1) až (1.3) platı́ navı́c podmı́nky

∀n ∈ N;n+ 0 = n; (1.4)

∀k,m ∈ N; k +m
′
= (k +m)

′
; (1.5)

∀n ∈ N;n · 0 = 0; (1.6)

∀k,m ∈ N; km
′
= km+ k. (1.7)

1.1.1 Dělitelnost přirozených čı́sel

Definice 4. Bud’te a, b ∈ N. Řı́káme, že čı́slo a dělı́ čı́slo b, jestliže existuje čı́slo x ∈ N

takové, že ax = b. Čı́slo a nazýváme dělitelem čı́sla b, čı́slo b násobkem čı́sla a. Pı́šeme a|b.
Tuto relaci nazýváme dělitelnostı́.

Definice 5. Necht’ a1, a2 . . . , an ∈ N. Čı́slo u ∈ N je společný dělitel čı́sel a1, a2 . . . , an,

jestliže u|a1, u|a2, . . . , u|an. Čı́slo d ∈ N je největšı́ společný dělitel čı́sel a1, a2, . . . , an,

jestliže je jejich společným dělitelem a současně je splněna podmı́nka

∀d1 ∈ N : [d1|a1 ∧ d1|a2 ∧ . . . ∧ d1|an] ⇒ d1|d.

Pı́šeme d = NSD(a1, a2, . . . , an).

Čı́sla a1, a2, . . . , an ∈ N, která nemajı́ jiné společné dělitele kromě čı́sla 1, se nazývajı́

nesoudělná. Majı́-li tato čı́sla dalšı́ společné dělitele, jsou soudělná.

1.2 Celá čı́sla

Celá čı́sla tvořı́ čı́selný obor Z, který obsahuje všechna přirozená čı́sla jako svůj podobor a

přitom v Z je pro libovolná a, b ∈ Z jednoznačně řešitelná rovnice a+ x = b. Pro libovolné

b ∈ Z nazýváme řešenı́ rovnice b+ x = 0 čı́slem opačným k čı́slu b a značı́me je symbolem

−b. Je zřejmé, že čı́slo opačné k −b je b.
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Každé celé y je tedy bud’ celé přirozené čı́slo, nula nebo čı́slo opačné k některému přirozené-

mu čı́slu. Čı́sla z množiny přirozených čı́sel nazýváme celými nezápornými čı́sly. Čı́sla

opačná k čı́slům přirozeným se nazývajı́ čı́sla záporná a jejich množinu značı́me Z
−.

1.2.1 Dělitelnost celých čı́sel

Definice 6. Řı́káme, že čı́slo b ∈ Z je dělitelem čı́sla a ∈ Z a označujeme b|a, právě když

existuje takové čı́slo q ∈ Z, že a = bq. Čı́slo q se nazývá podı́l čı́sla a při dělenı́ čı́slem b.

Definice 7. Dělenı́m se zbytkem v množině Z nazýváme zobrazenı́, které každé uspořádané

dvojici (a, b) celých čı́sel přiřazuje uspořádanou dvojici (q, r) celých čı́sel, přičemž platı́

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

Čı́slo q se nazývá částečný podı́l a, b a čı́slo r je zbytkem dělenı́. Ve speciálnı́m přı́padě

r = 0 mluvı́me o dělenı́ beze zbytku.

Definice 8. Společného dělitele celých čı́sel a1, a2, . . . , an, který je násobkem každého

jiného jejich společného dělitele, nazýváme největšı́m společným dělitelem celých čı́sel

a1, a2, . . . , an a značı́me NSD(a1, a2, . . . , an). Jestliže aspoň jedno čı́slo ai pro i = 1, . . . , n,

je různé od 0, pak vždy existujı́ dva největšı́ společnı́ dělitelé NSD1, NSD2, pro něž platı́

NSD1(a1, a2, . . . , an) = −NSD2(a1, a2, . . . , an).
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1.3 Euklidův algoritmus

Označme a, b přirozená čı́sla, jejichž největšı́ společný dělitel hledáme. Předpokládáme, že

čı́slo a je většı́ než čı́slo b.

a = b · q1 + r1, 0 ≤ r1 < b, (1.8)

b = r1 · q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1, (1.9)

r1 = r2 · q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2, (1.10)

· · · (1.11)

rk = rk+1 · qk+2 + rk+2, 0 ≤ rk+2 < rk+1, (1.12)

· · · (1.13)

rn−1 = rn · qn+1 + rn+1, 0 ≤ rn+1 < rn, (1.14)

rn = rn+1 · qn+2 + rn+2, 0 ≤ rn+2 < rn+1, (1.15)

rn+1 = rn+2 · qn+3 + 0. (1.16)

Tento postup končı́ vždy po konečném počtu kroků, jelikož se zbytky neustále zmenšujı́.

Nynı́ ukážeme, že čı́slo rn+2 je největšı́m společným dělitelem čı́sel a, b.

Abychom toto dokázali, musı́ čı́slo rn+2 dělit čı́sla a, b. Z rovnice (1.16) je jasné, že rn+2

dělı́ rn+1. Z rovnice (1.15) se snažı́me ukázat, že rn+2 dělı́ rn.

rn = rn+1 · qn+2 + rn+2,

rn+2 = rn − rn+1 · qn+2, | : rn+2

1 =
rn
rn+2

− rn+1

rn+2

· qn+2.

Protože již vı́me, že rn+2 dělı́ rn+1, je čı́slo
rn+1

rn+2
· qn+2 celé. Stejná podmı́nka proto platı́ i

pro podı́l rn
rn+2

.

Totéž provedeme s rovnicı́ (1.14).

rn−1 = rn · qn+1 + rn+1, | : rn+2

rn−1

rn+2

=
rn
rn+2

· qn+1 +
rn+1

rn+2

.
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Jelikož rn
rn+2

· qn+1,
rn+1

rn+2
jsou celá čı́sla, musı́ být i

rn−1

rn+2
celé čı́slo. Tudı́ž platı́, že rn+2 dělı́

rn−1.

Tento postup opět budeme opakovat, dokud se nedostaneme k rovnici (1.9), ze které dosta-

neme že rn+2 dělı́ čı́slo b. Dle rovnice (1.8) dělı́ rn+2 i čı́slo a. Tedy rn+2 je společný dělitel

čı́sel a, b.

Necht’ d je společný dělitel čı́sel a, b. Pak d dělı́ také r1 = a− b · q1 dle rovnice (1.8),

z rovnice (1.9) také dělı́ r2 = b− r1 · q2, stejně až k rn+2 = rn − rn+1 · qn+2. Proto je čı́slo

rn+2 je největšı́ společný dělitel čı́sel a, b.

Tento postup nazýváme Euklidovým algoritmem pro výpočet největšı́ho společného dělitele

dvou přirozených čı́sel.

Věta 1. Euklidův algoritmus. Největšı́m společným dělitelem dvou přirozených čı́sel je po-

slednı́ nenulový zbytek v Euklidově algoritmu.

1.4 Bezoutova rovnost

Věta 2. Bezoutova rovnost. Necht’ a, b jsou přirozená čı́sla. Pak existujı́ celá čı́sla x, y ta-

ková, že NSD(a, b) = xa+ yb.

Důkaz. K důkazu této věty použijeme Euklidův algoritmus. Označme rn+2 = z, z ∈ N.

Nynı́ použijeme rovnost (1.14) a (1.15) z Euklidova algoritmu:

rn = rn+1 · qn+2 + z,

rn−1 = rn · qn+1 + rn+1.

Vyjádřı́me zbytky z a rn+1:

z = rn − rn+1 · qn+2,

rn+1 = rn−1 − rn · qn+1.

14



Nynı́ dosadı́me rn+1 do rovnice pro z.

z = rn − (rn−1 − rn · qn+1) · qn+2,

z = rn − rn−1 · qn+2 + rn · qn+1 · qn+2,

z = −rn−1 · qn+2 + (1 + qn+1 · qn+2) · rn.

Tento postup opakujeme do té doby, než se dostaneme k rovnici ze zadánı́ (1.8), ze které

dostaneme rovnici z = xa+ yb.

Důsledek 1. Pokud největšı́m společným dělitelem čı́sel a, b je čı́slo 1, potom platı́

1 = ax+ by.

1.5 Modulo

Definice 9. Necht’ m je přirozené čı́slo. Na množině Zm = {0, 1, 2, . . . ,m − 1} definujme

dvě binárnı́ operace, sčı́tánı́ a násobenı́ modulo m. Součtem modulo m, resp. součinem mo-

dulo m prvků a, b ∈ Zm je nejmenšı́ nezáporný zbytek při dělenı́ obyčejného součtu, resp.

obyčejného součinu celých čı́sel a, b čı́slem m. ([1], str. 20)

Napřı́klad:

5 + 4 = 2 (mod 7), protože 5 + 4 = 1 · 7 + 2,

5 · 4 = 6 (mod 7), protože 5 · 4 = 2 · 7 + 6,

3 + 6 = 1 (mod 8), protože 3 + 6 = 1 · 8 + 1,

3 · 6 = 2 (mod 8), protože 3 · 6 = 2 · 8 + 2.

Uvedeme tabulky pro sčı́tánı́ a odčı́tánı́ modulo 5, to znamená tabulky binárnı́ch operacı́ +

a · v Z5:
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+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

Pro ostatnı́ Zm = {0, 1, 2, . . . ,m− 1} lze tabulky sestavit stejným způsobem.

1.5.1 Kongruence na celých čı́slech

Definice 10. Jestliže rozdı́l a − b (a, b ∈ Z) je dělitelný čı́slem m ∈ N, řı́káme, že čı́slo a

je kongruetnı́ s čı́slem b podle modulu m [stručně kongruetnı́ s b modulo m] a pı́šeme a ≡ b

mod m.

Každá množina těch celých čı́sel, která při dělenı́ čı́slem m ∈ N majı́ týž nejmenšı́ nezáporný

zbytek, se nazývá zbytková třı́da podle modulu m [modulo m] nebo zbytková třı́da mod m.
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Kapitola 2

Diofantovské rovnice se dvěma

neznámými a postupy řešenı́

Tato kapitola je zpracována na základě zdrojů [2], [5], [6], [10], [11].

V této části práce uvedeme diofantovské rovnice a ukážeme různé způsoby řešenı́ diofan-

tovských rovnic se dvěma neznámými. Úlohy jsou řešené nejprve obecně, následně jsou

ilustrovány na konkrétnı́ch přı́kladech.

2.1 Diofantovské rovnice a jejich řešitelnost

Diofantovským rovnicı́m se podle Caldy ([2], str. 42) věnoval, již ve 3. stoletı́ před Kristem,

řecký matematik Diofantos.

Definice 11. Algebraickou rovnicı́ s n neznámými x1, x2, . . . , xn (n ∈ N) rozumı́me rovnici

L(x1, x2, . . . , xn) = P (x1, x2, . . . , xn),

jejı́ž levá strana L(x1, x2, . . . , xn) a pravá strana P (x1, x2, . . . , xn) jsou polynomy v proměn-

ných x1, x2, . . . , xn. Řešenı́m rovnice nazýváme uspořádanou n-tici (x1, x2, . . . , xn) tako-

vou, že po jejı́m dosazenı́ do rovnice zı́skáme pravdivý výrok.
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Definice 12. Diofantovskou rovnicı́ o n neznámých x1, x2, . . . , xn ∈ Z rozumı́me algebraic-

kou rovnici s celočı́selnými koeficienty. Za jejı́ řešenı́ považujeme pouze celočı́selná řešenı́

této algebraické rovnice.

Jelikož se v této práci zabýváme pouze diofantovskými rovnicemi se dvěma neznámými,

uvedeme ještě následujı́cı́ definici.

Definice 13. Lineárnı́ diofantovskou rovnicı́ se dvěma neznámými x, y rozumı́me algebraic-

kou rovnici ve tvaru ax + by = c, kde a, b, c ∈ Z, a �= 0, b �= 0. Řešenı́m této rovnice je

uspořádaná dvojice (x0, y0), pro kterou platı́ ax0 + by0 = c.

Definice 14. Diofantovskou rovnici nazýváme homogennı́, pokud je jejı́ absolutnı́ člen c

roven nule. V opačném přı́padě ji nazýváme nehomogennı́.

Věta 3. Diofantovská rovnice ax+ by = c je řešitelná právě tehdy, když NSD(a; b)|c.

Důkaz. Věta má tvar ekvivalence, musı́me tedy ověřit, zda platı́ obě implikace.

NSD(a; b) označı́me D.

a) Nejprve dokážeme, že pokud D dělı́ c, potom má rovnice řešenı́.

Čı́sla a
D
, b
D

jsou nesoudělná, proto jejich největšı́ společný dělitel je 1. Podle (Důsledek 1)

existujı́ α, β ∈ Z takové, že:

1 = α · a

D
+ β · b

D
, | · c ∈ Z

c = a · α · c
D

+ b · β · c
D

.

Označı́me x0 = α·c
D

a y0 = β·c
D

. Čı́sla x0 a y0 jsou celá, protože D|c. Přitom (x0, y0) je

řešenı́m rovnice c = ax+ by.

b) Nynı́ dokážeme druhou implikaci. Pokud má rovnice řešenı́, pak D dělı́ c.

Řešenı́ rovnice označı́me (x0, y0), tj. platı́ c = ax0 + by0. Jestliže D|a a D|b, potom i

D|(a · x0 + b · y0), z čehož dostáváme, že D dělı́ i c.
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2.1.1 Tvar řešenı́ diofantovských rovnic

Uvažujme diofantovskou rovnici ax + by = c a necht’ největšı́ společný dělitel čı́sel a, b je

dělitelem čı́sla c. Předpokládejme, že uspořádaná dvojice (x0, y0) je řešenı́m této rovnice.

Pak každé celočı́selné řešenı́ rovnice ax + by = c lze podle Caldy ([2], str. 45− 46) zapsat

ve tvaru

x = x0 − b

NSD(a, b)
· t ∧ y = y0 +

a

NSD(a, b)
· t, t ∈ Z.

Proto je každá uspořádaná dvojice

(x0 − b

NSD(a, b)
· t; y0 + a

NSD(a, b)
· t), t ∈ Z,

řešenı́m diofantovské rovnice ax+ by = c.

2.2 Řešenı́ diofantovské rovnice se dvěma neznámými po-

mocı́ Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti

V některých úlohách může nastat takový přı́pad, že levá strana Bezoutovy rovnosti se nebude

rovnat absolutnı́mu členu zadané diofantovské rovnice. Hledáme řešenı́ rovnice se zadaným

absolutnı́m členem. To zı́skáme tak, že obě strany Bezoutovy rovnosti vynásobı́me vhodným

čı́slem, aby se jejı́ levá strana rovnala absolutnı́mu členu zadané diofantovské rovnice.

Ukážeme obecně, že tento krok můžeme opravdu provést. Označme z největšı́ společný

dělitel čı́sel a, b. Pak existujı́ α, β ∈ Z taková, že platı́ z = aα+ bβ. Pokud platı́ Věta 3, pak

z dělı́ c. Můžeme dále upravit:

z = aα + bβ, | · c
z

(2.1)

c = a
αc

z
+ b

βc

z
. (2.2)

Jelikož z dělı́ c a α, β jsou celá čı́sla, jsou oba zlomky v rovnici (2.2) celými čı́sly. Zlomek

αc
z

označı́me x0 a zlomek βc
z

označı́me y0. Řešenı́m rovnice ax+by = c je každá uspořádaná

dvojice ve tvaru (b− x0n; a+ y0n), n ∈ Z.
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Pokud tedy vyřešı́me diofantovskou rovnici pomocı́ Euklidova algoritmu a Bezoutovy rov-

nosti a čı́slo z bude různé od absolutnı́ho členu diofantovské rovnice, vynásobı́me celou

Bezoutovu rovnost podı́lem čı́sel c a z.

Ukážeme použitı́ Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti na konkrétnı́m přı́kladu.

Přı́klad 1. Vyřešte diofantovskou rovnici 5x+ 7y = 8.

Řešenı́: Nejdřı́ve ověřı́me podmı́nku řešitelnosti. NSD(5; 7) = 1 a 1 dělı́ čı́slo 8, proto je tato

rovnice řešitelná. Dále postupujeme podle Euklidova algoritmu, jehož zápis potřebujeme pro

výpočet Bezoutovy rovnosti:

7 = 5 · 1 + 2, 1 = 5− 2 · 2, (2.3)

5 = 2 · 2 + 1, 1 = 5− 2 · (7− 1 · 5), (2.4)

2 = 1 · 2 + 0, 1 = (−2) · 7 + 3 · 5. (2.5)

Jelikož absolutnı́ člen diofantovské rovnice 5x + 7y = 8 je 8, vynásobı́me rovnici (2.5)

čı́slem 8:

8 = −16 · 7 + 24 · 5.

Řešenı́m diofantovské rovnice 5x+ 7y = 8 je tedy libovolná uspořádaná dvojice (24− 7n;

−16 + 5n), n ∈ Z.

2.3 Řešenı́ diofantovské rovnice se dvěma neznámými po-

mocı́ největšı́ho společného dělitele

Algoritmus pro řešenı́ největšı́m společným dělitelem ukážeme nejprve pro homogennı́ rov-

nici ax+ by = 0.
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Předpokládáme, že čı́sla a, b jsou celá čı́sla a D je největšı́ společný dělitel a, b.

ax+ by = 0, | · 1

D
(2.6)

a

D
· x+

b

D
· y = 0, (2.7)

b

D
· y = − a

D
· x, (2.8)

x

y
=

b
D

− a
D

. (2.9)

Z rovnosti (2.9) dostáváme řešenı́ v závislosti na libovolném celém parametru t ve tvaru:

x =
b

D
· t ∧ y = − a

D
· t, t ∈ Z.

Přı́klad 2. Vyřešte diofantovskou rovnici 5x+ 7y = 0.

Řešenı́: Pokud porovnáme obecnou diofantovskou rovnici ax + by = 0 se zadanou rovnicı́,

zjistı́me, že a = 5, b = 7. NSD(5, 7) = 1. Tyto hodnoty dosadı́me do rovnice pro x, y.

x =
b

NSD
· t, y = − a

NSD
· t,

x =
7

1
· t, y = −5

1
· t,

x = 7t, y = −5t, t ∈ Z.

Řešenı́m diofantovské rovnice 5x+ 7y = 0 je každá uspořádaná dvojice (7t;−5t), t ∈ Z.

Nynı́ ukážeme stejný postup pro rovnici ax + by = c, c �= 0, která nenı́ homogennı́. Opět

předpokládáme, že čı́sla a, b, c jsou celá čı́sla. Největšı́ společný dělitel čı́sel a, b označı́me D.

Rovnice ax+ by = c je řešitelná, právě když D|c.

Označme x
′
0, y

′
0 koeficienty v Bezoutově rovnosti (Věta 2). Platı́:

D = ax
′
0 + by

′
0, | · ( c

D
) (2.10)

D · c

D
= ax

′
0 ·

c

D
+ by

′
0 ·

c

D
, (2.11)

c = ax0 + by0, (2.12)
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kde x0 = x
′
0 · c

D
a y0 = y

′
0 · c

D
. Jednı́m řešenı́m diofantovské rovnice ax + by = c je

uspořádaná dvojice (x0; y0).

(2.12) můžeme dále upravovat:

c = ax0 + by0 +
ab

D
· t− ab

D
· t, t ∈ Z,

c = a(x0 +
b

D
· t) + b(y0 − a

D
· t).

x označme x0+
b
D
· t a y označme y0− a

D
· t. Pak všechna řešenı́ nehomogennı́ diofantovské

rovnice ax+ by = c jsou

x = x0 +
b

D
· t ∧ y = y0 − a

D
· t, t ∈ Z.

Přı́klad 3. Vyřešte diofantovskou rovnici 10x+ 4y = 16.

Řešenı́: a = 10, b = 4, D(10, 4) = 2, 2|16, proto je rovnice řešitelná:

D = 10x
′
0 + 4y

′
0, x

′
0, y

′
0 ∈ Z, (2.13)

2 = 10 · 1 + 4 · (−2), (2.14)

Jelikož je v zadané rovnici na pravé straně čı́slo 16, musı́me rovnost (2.14) vynásobit čı́slem

8, čı́mž dostaneme rovnici:

16 = 10 · 8 + 4 · (−16) ⇒ x0 = 8, y0 = −16,

Pomocı́ x0 a y0 můžeme nynı́ vypočı́tat x, y.

x = x0 +
b

D
· t, y = y0 − a

D
· t,

x = 8 + 2t, y = −16− 5t, t ∈ Z.

Řešenı́m diofantovské rovnice 10x + 4y = 16 je libovolná uspořádaná dvojice (8 + 2t;

−16− 5t), t ∈ Z.
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2.4 Řešenı́ diofantovské rovnice se dvěma neznámými po-

mocı́ redukčnı́ metody

Tuto metodu opět nejdřı́ve ukážeme obecně, následně uvedeme konkrétnı́ přı́klad.

Chceme vyřešit diofantovskou rovnici ax+ by = c. Protože rovnice je diofantovská, platı́:

a, b, c, x, y ∈ Z,

a �= 0 ∧ b �= 0.

Jelikož řešı́me jednu rovnici se dvěma neznámými, vyjádřı́me neznámou, u které má abso-

lutnı́ hodnota koeficientu menšı́ hodnotu, v závislosti na druhé neznámé. Předpokládáme-li,

že a < b, vyjádřı́me z rovnice neznámou x:

x =
c− by

a
.

Protože a < b, existuje k celé kladné takové, že k = b− a. Vyjádřenı́ neznámé x upravı́me:

x =
c− (a+ k) · y

a
,

x =
c− ay − ky

a
,

x =
c− ky

a
− ay

a
,

x =
c− ky

a
− y.

Jelikož x a y jsou celá čı́sla, je i c−ky
a

∈ Z. Tento zlomek označı́me t a následně ze zı́skané

rovnosti vyjádřı́me neznámou y:

t =
c− ky

a
,

y =
c− at

k
.

Protože y ∈ Z, pak výraz c − at je celočı́selným násobkem čı́sla k. Postup opakujeme

do té doby, dokud se ve vyjádřenı́ neznámé vyskytuje zlomek. Podle Riemela (2017, str. 17)

se tato metoda opı́rá o princip Eukleidova algoritmu, jelikož stejně jako v Euklidově algo-

ritmu se i v redukčnı́ metodě vyskytujı́ neúplné podı́ly a zbytky při postupném dělenı́. Proto

lze po konečně mnoha krocı́ch nalézt řešenı́.
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Přı́klad 4. Vyřešte diofantovskou rovnici 3x+ 5y = 17.

Řešenı́: Největšı́m společným dělitelem čı́sel 3 a 5 je čı́slo 1. Jelikož 1 dělı́ absolutnı́ člen

rovnice, je tato diofantovská rovnice řešitelná. Z rovnice vyjádřı́me neznámou x, jelikož jejı́

koeficient je menšı́ než koeficient u neznámé y:

x =
17− 5y

3
,

x = 5− y +
2− 2y

3
.

Řešı́me diofantovskou rovnici, tedy x a y jsou celá čı́sla. Proto je i 2−2y
3

celé čı́slo. Tento

zlomek položı́me roven t a ze zı́skané rovnice vyjádřı́me y:

t =
2− 2y

3
,

y =
2− 3t

2
,

y = 1− t− t

2
,

Ve vyjádřenı́ pro y se opět vyskytl zlomek, proto položı́me u = t
2
. Odtud

t = 2u, u ∈ Z.

Nynı́ můžeme za t dosadit do rovnic pro x a y:

y = 1− 2u− u = 1− 3u,

x = 5− (1− 3u) + 2u = 4 + 5u.

Řešenı́m této diofantovské rovnice je tedy uspořádaná dvojice (4 + 5u; 1− 3u), u ∈ Z.

2.5 Řešenı́ diofantovské rovnice se dvěma neznámými po-

mocı́ kongruence

Chceme vyřešit diofantovskou rovnici ax + by = c pomocı́ kongruence. Předpokládejme,

že je řešitelná, tj. NSD(a, b) dělı́ čı́slo c. Podle definice kongruence (Definice 10) platı́, že

ax+ by ≡ c (mod b),

24



Označme d zbytek při dělenı́ čı́sla a čı́slem b, e zbytek při dělenı́ čı́sla c čı́slem b. Protože

existujı́ k, l ∈ Z takové, že:

a = kb+ d ∧ c = lb+ e.

Potom:

(kb+ d)x+ by ≡ c (mod b),

dx+ 0y ≡ c (mod b).

Protože je c ≡ e (mod b), je také:

dx ≡ e (mod b),

x ≡ e

d
(mod b).

Jelikož vı́me, že v diofantovské rovnici jsou x i y celá čı́sla, je celým čı́slem i e
d
. Protože

rovnici řešı́me v modulo b, je řešenı́m i každý b-násobek čı́sla e
d
. Řešenı́m diofantovské

rovnice ax+ by = c 1 je x, pro které platı́:

x =
e

d
+ b · k, k ∈ Z. (2.15)

Pro zjištěnı́ hodnoty y dosadı́me hodnotu x z rovnice (2.15) do diofantovské rovnice

ax+ by = c:

a · (e
d
+ bk) + by = c,

ae

d
+ abk + by = c,

y =
c

b
− ae

bd
− ak,

y =
cd− ae

bd
− ak.

Řešenı́m diofantovské rovnice ax + by = c je každá uspořádaná dvojice ( e
d
+ bk; cd−ae

bd
−

−ak), k ∈ Z.

Přı́klad 5. Vyřešte diofantovskou rovnici 4x+ 3y = 190.

1Analogicky pro rovnici ax+ by ≡ c (mod a).

25



Řešenı́: Největšı́m společným dělitelem čı́sel 4 a 3 je čı́slo 1. Čı́slo 1 dělı́ absolutnı́ člen

diofantovské rovnice, čı́slo 190, proto je tato rovnice řešitelná. Lze si vybrat, kterou z hodnot

x, y řešit jako prvnı́, podle toho řešı́me v modulo 3 nebo v modulo 4.

Zde řešı́me kongruencı́ v modulo 3:

4x+ 3y ≡ 190 (mod 3),

x+ 0y ≡ 1 (mod 3),

x ≡ 1 (mod 3),

x = 1 + 3k, k ∈ Z.

Hodnotu x dosadı́me do diofantovské rovnice 4x+ 3y = 190:

4(1 + 3k) + 3y = 190,

3y = 186− 12k,

y = 62− 4k.

Řešenı́m diofantovské rovnice 4x + 3y = 190 je libovolná uspořádaná dvojice (1 + 3k;

62− 4k), k ∈ Z.

2.6 Řešenı́ diofantovské rovnice se dvěma neznámými po-

mocı́ metody pokus a omyl

Přestože tato metoda nenı́ dalšı́ oficiálnı́ metodou, je velmi běžná. S diofantovskými rov-

nicemi se setkávajı́ studenti až na vysokých školách, ale pokud zadáme žákům na základnı́

škole jednu diofantovskou rovnici se dvěma neznámými, budou ji mnozı́ řešit právě meto-

dou pokus a omyl, to znamená, že budou zkoušet různé kombinace čı́sel, které odpovı́dajı́ či

neodpovı́dajı́ zadánı́ úlohy.

Při použitı́ metody pokus a omyl nebude žák diofantovskou rovnici nijak upravovat, ale

bude náhodně volit čı́sla pro jednu neznámou a zkoumat, zda pro toto zvolené čı́slo je možné

zı́skat celočı́selnou hodnotu druhé neznámé tak, aby bylo splněno zadánı́ úlohy. Dále si zvolı́

jiné čı́slo a opět zkoušı́, zda je možným řešenı́m či nikoliv. Stejným způsobem pokračuje

do té doby, než dojde k závěru, že našel všechna možná řešenı́.
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Poznámka 1. Žáci také mohou použı́t podobnou metodu systematické experimentovánı́.

V této metodě mı́sto náhodné volby hodnoty jedné neznámé volı́ čı́sla pro jednu neznámou

systematicky podle nějakého pravidla. Nejčastěji je tı́mto pravidlem zvětšovánı́ hodnoty

jedné neznámé vždy o jedna a zkoumánı́, kdy odpovı́dajı́cı́ hodnota druhé neznámé je celo-

čı́selná. V této práci obě tyto metody společně nazývám metoda pokus a omyl.

Přı́klad 6. Vyřešte diofantovskou rovnici x+ y = 1.

Řešenı́: Řešı́me jednu rovnici se dvěma neznámými, proto řešenı́m rovnice musı́ být uspořá-

daná dvojice (x, y). Zajı́má nás, kolik takových dvojic tuto diofantovskou rovnici splňuje.

Jelikož x ∈ Z a také y ∈ Z, do rovnice postupně dosazujeme 0, záporná a kladná čı́sla.

Snadno se ověřı́, že řešenı́m jsou uspořádané dvojice (0; 1), (1; 0). Dále dosazujeme kladná

čı́sla za x a dopočı́táváme y: (2;−1), (3;−2), (4;−3), (5;−4), (6;−5), (7;−6), · · · . Může-

me si všimnout, že když se souřadnice x zvětšı́ o 1, souřadnice y se vždy o 1 naopak zmenšı́.

Jelikož x ∈ Z, můžeme dosazovat i záporná čı́sla: (−1; 2), (−2; 3), (−3; 4), (−4; 5), (−5; 6),

(−6; 7). Zde se naopak x zmenšuje vždy o 1 a y se vždy o 1 zvětšı́. Řešenı́m jsou tedy

uspořádané dvojice {· · · , (−3; 4), (−2; 3), (−1; 2), (0; 1), (1, 0), (2,−1), (3;−2), (4;−3),

· · · }. Dalšı́ řešenı́ neexistujı́, protože by neplatila rovnost ze zadánı́ x + y = 1. Napřı́klad

kdybychom dosadili do rovnice dvojici čı́sel (−1; 3), dostaneme −1 + 3 = 2, což nesplňuje

zadanou rovnici.

Poznámka 2. Někteřı́ žáci si nejdřı́ve vyjádřı́ z rovnice jednu neznámou, napřı́klad x (x =

= 1 − y), následně volı́ čı́sla za y a dopočı́távajı́ hodnotu x. Poté naopak vyjádřı́ druhou

neznámou (y = 1 − x) a opět hledajı́ přı́pustné dvojice, které splňujı́ řešenı́ zadané diofan-

tovské rovnice. Tento způsob již nezařazujeme do metody pokus a omyl.
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Část II

Praktická část
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Kapitola 3

Řešenı́ slovnı́ch úloh pomocı́

diofantovských rovnic

Ke zpracovánı́ této kapitoly byly přı́klady čerpány ze zdrojů [4], [7], [12]. Ostatnı́ zadánı́

slovnı́ch úloh jsem vytvořila sama. V této kapitole je nejprve jedna slovnı́ úloha řešena

všemi postupy z předchozı́ kapitoly. Následně jsem se rozhodla úlohy řešit pomocı́ redukčnı́

metody, která se objevuje ve sbı́rkách pro základnı́ školy. Pouze úlohy, ve kterých se ob-

jevujı́ většı́ čı́sla, jsem řešila pomocı́ Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti a naopak

pro úlohy, které považuji ve výpočtu za přı́liš jednoduché, jsem zvolila metodu pokus a

omyl.

3.1 Slovnı́ úloha vedoucı́ na diofantovskou rovnici řešená

různými metodami

Přı́klad 7. Fotbalového turnaje se zúčastnily bud’ sedmičlenné nebo šestičlenné týmy. Kolik

kterých týmů mohlo být, pokud na turnaji bylo 46 fotbalistů?

Řešenı́: Označme x počet sedmičlenných týmů, y počet šestičlenných týmů. Pomocı́ nezná-

mých x a y vytvořı́me diofantovskou rovnici 7x + 6y = 46. Z této rovnice zjistı́me, že

a = 7, b = 6. Největšı́m společným dělitelem těchto dvou čı́sel je 1 a pı́šeme NSD(7; 6) = 1.

Než začneme rovnici řešit, ověřı́me ještě podmı́nku, zda je úloha řešitelná. Jelikož 1 dělı́
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absolutnı́ člen diofantovské rovnice 46, úloha řešitelná je.

3.1.1 Euklidův algoritmus a Bezoutova rovnost

Abychom zı́skali Bezoutovu rovnost, ze které následně určujeme možná řešenı́ diofantovské

rovnice, použijeme nejdřı́ve Euklidův algortimus:

7 = 6 · 1 + 1, 1 = 1 · 7− 1 · 6.
6 = 1 · 6 + 0.

Jelikož absolutnı́ člen diofantovské rovnice je různý od 1, musı́me zı́skanou Bezoutovu rov-

nost vynásobit absolutnı́m členem, kterým je v této úloze čı́slo 46.

1 = 1 · 7− 1 · 6, | · 46
46 = 46 · 7− 46 · 6.

Z poslednı́ rovnice dostaneme řešenı́ diofantovské rovnice 7x + 6y = 46, kterým je každá

uspořádaná dvojice (46− 6n;−46 + 7n), n ∈ Z.

Nynı́ ještě musı́me ověřit podmı́nky dané kontextem úlohy. Vı́me, že turnaje se zúčastnil

alespoň jeden tým o sedmi členech a také alespoň jeden tým o šesti členech. Z tohoto důvodu

musı́ být x > 0 a y > 0. Proto:

46− 6n > 0, −46 + 7n > 0,

n <
46

6
, n >

46

7
,

n < 7, 6, n > 6, 6.

Tyto dvě podmı́nky pro n musı́ být splněny najednou, proto jediným čı́slem n, které vyho-

vuje této slovnı́ úloze, je n = 7. Tuto hodnotu dosadı́me do rovnic pro x a y:

x = 46− 6 · 7 = 4,

y = −46 + 7 · 7 = 3.

3.1.2 Největšı́ společný dělitel

K vyřešenı́ úlohy touto metodou využijeme teorie z podkapitoly 2.3.
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D = ax
′
0 + by

′
0, (3.1)

1 = 7x
′
0 + 6y

′
0, (3.2)

Čı́sla x
′
0 a y

′
0 zvolı́me tak, aby platila rovnost v rovnici (3.2). Dosadı́me-li napřı́klad x

′
0 = 1

a y
′
0 = −1, bude rovnost splněna:

1 = 7 · 1 + 6 · (−1), | · 46
46 = 7 · 46 + 6 · (−46).

Z poslednı́ rovnosti vidı́me, že x0 = 46 a y0 = −46, které dosadı́me do vzorců (viz. kapitola

2.3):

x = x0 +
b

D
t, y = y0 − a

D
t,

x = 46 + 6t, y = −46− 7t, t ∈ Z.

Nynı́ určı́me, z jakého intervalu můžeme hodnoty pro t dosazovat. Jelikož x > 0 a y > 0,

musı́ platit tyto podmı́nky najednou:

46 + 6t > 0, −46− 7t > 0,

t > −46

6
, t < −46

7
,

t > −7, 7, t < −6, 57.

Protože podmı́nky musı́ být splněny současně, je jediným možným řešenı́m t = −7, které

dosadı́me do rovnic pro x a y:

x = 46 + 6 · (−7) = 4,

y = −46− 7 · (−7) = 3.

3.1.3 Redukčnı́ metoda

Z diofantovské rovnice 7x+ 6y = 46 vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

y =
46− 7x

6
,

y = 7− x+
4− x

6
.

31



Jelikož předpokládáme, že x je celé čı́slo, je celým čı́slem i zlomek 4−x
6

. Tento zlomek

označı́me t a následně ze zı́skané rovnosti vyjádřı́me neznámou x:

t =
4− x

6
,

x = 4− 6t.

Hodnotu x dosadı́me do rovnice pro y:

y = 7− (4− 6t) +
4− (4− 6t)

6
,

y = 7− 4 + 6t+ t,

y = 3 + 7t.

Pokud by bylo t < 0, dostali bychom záporný počet šestičlenných týmů. Když bychom

naopak použili t > 0 byl by záporný počet sedmičlenných týmů, což nenı́ dle podmı́nek

ze zadánı́ úlohy možné. Jedinou možnostı́ je t = 0, kterou dosadı́me do rovnic pro x a y:

x = 4− 6 · 0 = 4,

y = 3 + 7 · 0 = 3.

3.1.4 Kongruence

Z diofantovské rovnice 7x+ 6y = 46 zvolı́me napřı́klad modulo 7:

7x+ 6y ≡ 46 (mod 7).

Nynı́ tuto diofantovskou rovnici upravı́me. 7x je v modulo 7 kongruentnı́ s 0, proto tento

člen zmizı́. 6y v modulo 7 je kongruentnı́ s −y. Čı́slo 46 = 7 · 6 + 4, proto je kongruentnı́

s čı́slem 4. Dostáváme tedy:

−y ≡ 4 (mod 7).

Jelikož úlohu řešı́me v modulo 7, je řešenı́m rovnice také každý sedminásobek výsledného

čı́sla:

y ≡ −4 + 7k, k ∈ Z.
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Nynı́ dosadı́me výraz pro y do zadané diofantovské rovnice 7x+ 6 = 46:

7x+ 6(−4 + 7k) = 46,

7x− 24 + 42k = 46,

x = 10− 6k.

Řešenı́m této diofantovské rovnice je libovolná uspořádaná dvojice (10 − 6k;−4 + 7k),

k ∈ Z. Omezı́me-li se na zadánı́ slovnı́ úlohy, vı́me, že počet šestičlenných i sedmičlenných

týmů musı́ být kladné čı́slo. Odkud:

x > 0, y > 0,

10− 6k > 0, 7k − 4 > 0,

k <
5

3
, k >

4

7
.

Těmto podmı́nkám vyhovuje pouze jedno k = 1. Tuto hodnotu dosadı́me do rovnic pro x, y:

x = 10− 6k = 10− 6 = 4,

y = −4 + 7k = −4 + 7 = 3.

3.1.5 Pokus a omyl

Jelikož vı́me, že se turnaje zúčastnily sedmičlenné nebo šestičlenné týmy, nemůže být počet

sedmičlenných ani šestičlenných týmů záporný, ani nula. Za neznámé x a y můžeme tedy

dosazovat pouze kladná celá čı́sla.

Budeme zkoušet dosazovat jednotlivá celá kladná čı́sla a zjišt’ovat, zda jsou či nejsou řešenı́

úlohy. Pokud by se turnaje účastnil pouze jeden sedmičlenný tým, zbylo by na počet šesti-

členných týmu 39 fotbalistů. Čı́slo 39 však nenı́ dělitelné šesti, proto tato možnost nenı́

řešenı́m úlohy. Pro dalšı́ čı́sla postupujeme stejným způsobem. Pro přehlednost můžeme za-

psat do tabulky, kde a je počet sedmičlenných týmů, b je počet zbylých účastnı́ků a c je počet

šestičlenných týmů:
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a b c

1 46− 7 = 39 39 : 6 = 6, 5

2 46− 14 = 32 32 : 6 = 5, 3

3 46− 21 = 25 25 : 6 = 4, 2

4 46− 28 = 18 18 : 6 = 3

5 46− 35 = 11 11 : 6 = 1, 8

6 46− 42 = 4 4 : 6 = 0, 7

7 46− 49 = −3 nelze

Z tabulky vidı́me, že zadánı́ vyhovuje pouze jediné řešenı́, kde vycházı́ celé kladné čı́slo

pro sedmičlenné i šestičlenné týmy.

Odpověd’: Fotbalového turnaje se zúčastnily čtyři sedmičlenné a tři šestičlenné týmy.

3.2 Slovnı́ úlohy vedoucı́ na diofantovské rovnice řešené

Euklidovým algoritmem a Bezoutovou rovnostı́

Přı́klad 8. Zdeněk naložil hromadu dřeva, která byla připravena k odvozu do sběrného

dvora, o hmotnosti 39 562 gramů. Samostatné prkno vážı́ 974 gramů. Prkno, na kterém jsou

přidělané dva panty, vážı́ 1 345 gramů. Kolik bylo kterých prken?

Řešenı́: Označme x počet prken s panty, y počet prken bez pantů. Z kontextu úlohy určı́me

diofantovskou rovnici 1 345x + 974y = 39 562, na jejı́m základě ověřı́me podmı́nku

řešitelnosti. Z rovnice vidı́me, že a = 1 345, b = 974. Největšı́m společným dělitelem

těchto dvou čı́sel je čı́slo 1. Jelikož jednička dělı́ i absolutnı́ člen diofantovské rovnice, je

tato úloha řešitelná. K vyřešenı́ úlohy nejdřı́ve použijeme Euklidův algoritmus a následně

Bezoutovu rovnost:
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1 345 = 974 · 1 + 371, 1 = 93− 46 · 2,
974 = 371 · 2 + 232, 1 = 93− (139− 93 · 1) · 2,
371 = 232 · 1 + 139, 1 = 3 · 93− 2 · 139,
232 = 139 · 1 + 93, 1 = 3 · (232− 1 · 139)− 2 · 139,
139 = 93 · 1 + 46, 1 = 3 · 232− 5 · 139,
93 = 46 · 2 + 1, 1 = 3 · 232− 5 · (371− 1 · 232),
46 = 1 · 46 + 0. 1 = 8 · 232− 5 · 371,

1 = 8 · (974− 2 · 371)− 5 · 371,
1 = 8 · 974− 21 · 371,
1 = 8 · 974− 21 · (1 345− 1 · 974),
1 = 29 · 974− 21 · 1 345,
1 = −21 · 1 345 + 29 · 974.

V diofantovské rovnici 1 345x+974y = 39 562 je absolutnı́ člen různý od 1, proto musı́me

poslednı́ vzniklou rovnici vynásobit tı́mto absolutnı́m členem:

1 = −21 · 1 345 + 29 · 974, | · 39 562
39 562 = −830 802 · 1 345 + 1 147 298 · 974.

Z této rovnice už můžeme určit řešenı́ zadané diofantovské rovnice, kterým je každá uspořá-

daná dvojice (−830 802−974n; 1 147 298+1 345n), n ∈ Z. Nynı́ se vrátı́me k zadánı́ úlohy

a musı́me tyto uspořádané dvojice omezit pouze na ty, které vyhovujı́ kontextu slovnı́ úlohy.

Jelikož vı́me, že Zdeněk naložil jak prkna s panty, tak prkna bez pantů, musı́ obě hodnoty x

a y být kladné. Proto:

−830 802− 974n > 0, 1 147 298 + 1 345n > 0,

974n < −830 802, 1 345n > −1 147 298,

n < −852, 98, n > −853, 01.
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Z tohoto výpočtu vidı́me, že úloha má řešenı́ pro jediné n, a to n = −853. Tuto hodnotu

dosadı́me do řešenı́ diofantovské rovnice:

x = −830 802− 974 · (−853) = 20,

y = 1 147 298 + 1 345 · (−853) = 13.

Odpověd’: Prken s panty, které Zdeněk naložil, bylo dvacet a prken bez pantů bylo 13.

Přı́klad 9. Ze špatně čitelné účtenky jsme zjistili, že byly kupovány dva druhy zbožı́: hyd-

raulický zvedák stranový v ceně 2 590 Kč za kus a přı́davná světla mlhová v ceně 670 Kč

za kus. Celková cena nákupu byla 59 000 Kč. Kolik kusů kterého zbožı́ bylo zakoupeno?

(Upraveno z Hejný, 2000, str. 43)

Řešenı́: Označme x počet zvedáků, y počet světel. Dı́ky těmto neznámým a kontextu slovnı́

úlohy můžeme vytvořit diofantovskou rovnici 2 590x + 670y = 59 000. V této rovnici

a = 2 590, b = 670. Jejich největšı́ společný dělitel je 10. Tato úloha je řešitelná, protože

10 dělı́ absolutnı́ člen rovnice 59 000. K nalezenı́ řešenı́ použijeme Euklidův algoritmus a

následně Bezoutovu rovnost:

2 590x+ 670y = 59 000, | : 10
259x+ 67y = 5 900.

259 = 67 · 3 + 58, 1 = 1 · 9− 4 · 2,
67 = 58 · 1 + 9, 1 = 1 · 9− 2 · (58− 9 · 6),
58 = 9 · 6 + 4, 1 = 13 · 9− 2 · 58,
9 = 4 · 2 + 1, 1 = 13 · (67− 58 · 1)− 2 · 58,
4 = 1 · 4 + 0. 1 = 13 · 67− 15 · 58,

1 = 13 · 67− 15 · (259− 3 · 67),
1 = 58 · 67− 15 · 259.

Jelikož je absolutnı́ člen diofantovské rovnice různý od 1, musı́me zı́skanou rovnost vynásobit
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jejı́m absolutnı́m členem, kterým je čı́slo 5 900:

1 = 58 · 67− 15 · 259, | · 5 900
5 900 = −88 500 · 259 + 342 200 · 67.

Z poslednı́ rovnice zı́skáme řešenı́ diofantovské rovnice, jı́mž je libovolná uspořádaná dvo-

jice (−88 500− 67n; 342 200 + 259n), n ∈ Z.

Nynı́ použijeme omezenı́ daná kontextem úlohy. Jelikož vı́me, že byl koupen alespoň jeden

zvedák a alespoň jedna světla, nemůže být x ani y nulové (ani záporné). Platı́ tedy, že x > 0

a y > 0. Odtud:

−88 500− 67n > 0, 342 200 + 259n > 0,

n < −1 320, 9, n > −1 321, 24.

Tyto dvě podmı́nky pro n musı́ být splněny zároveň, proto n může být pouze jediné čı́slo

n = −1 321. Tuto hodnotu dosadı́me do rovnic pro x a y:

x = −88 500− 67n = −88 500 + 67 · (−1 321) = 7,

y = 342 200 + 259n = 342 200 + 259 · (−1 321) = 61.

Odpověd’: Koupeno bylo 7 hydraulických zvedaků stranových a 61 přı́davných mlhových

světel.

Přı́klad 10. Aneta dnes zkonzumovala jı́dlo s energetickou hodnotou 2 811 kcal. Za půl

hodiny cvičenı́ spálı́ 233 kcal a za půl hodiny běhu 352 kcal. Jak dlouho by Aneta musela

cvičit a běhat, aby spálila dennı́ přı́jem kcal?

Řešenı́: Označme x počet půlhodin cvičenı́, y počet půlhodin běhu. Tuto slovnı́ úlohu řešı́

diofantovská rovnice 233x + 352y = 2 811. Z této rovnice vı́me, že a = 233, b = 352.

Největšı́ společný dělitel a, b je čı́slo jedna. Tato diofantovská rovnice je řešitelná, jelikož

čı́slo jedna dělı́ i absolutnı́ člen rovnice 2 811. Abychom vyhledali řešenı́ této rovnice,
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použijeme nejdřı́ve Euklidův algoritmus a poté Bezoutovu rovnost:

352 = 233 · 1 + 199, 1 = 5− 4 · 1,
233 = 119 · 1 + 114, 1 = 5− 1 · (114− 5 · 22),
119 = 114 · 1 + 5, 1 = 23 · 5− 1 · 114,
114 = 5 · 22 + 4, 1 = 23 · (119− 1 · 114)− 1 · 114,
5 = 4 · 1 + 1, 1 = 23 · 119− 24 · 114,
4 = 1 · 4 + 0. 1 = 23 · 119− 24 · (233− 1 · 119),

1 = 47 · 119− 24 · 233,
1 = 47 · (352− 1 · 233)− 24 · 233,
1 = 47 · 352− 71 · 233.

Absolutnı́m členem diofantovské rovnice je čı́slo 2 811, proto poslednı́ rovnici tı́mto čı́slem

vynásobı́me:

2 811 = −199 581 · 233 + 132 117 · 352.

Z této rovnice již můžeme určit řešenı́ diofantovské rovnice 233x + 352y = 2 811, kterým

je každá uspořádaná dvojice (−19 981− 352n; 132 117 + 233n), n ∈ Z.

K dořešenı́ slovnı́ úlohy ještě musı́me určit, jaké hodnoty parametr n může dosahovat, aby

počty půlhodin cvičenı́ a běhu vyšly celé kladné nebo nula:

x ≥ 0, y ≥ 0,

−199 581− 352n ≥ 0, 132 117 + 233n ≥ 0,

n ≤ −566, 99, n ≥ −567, 03.

Obě tyto podmı́nky pro n musı́ být splněny najednou, proto jedinou možnou variantou je

n = −567. Toto n dosadı́me do rovnic pro x a y:

x = −199 581− 352 · (−567) = 3,

y = 132 117 + 233 · (−567) = 6.

Odpověd’: Aby Aneta spálila dennı́ přı́jem 2 811 kcal, musela by hodinu a půl cvičit a tři

hodiny běhat.
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Přı́klad 11. Na stavbu pergoly byly použity dva druhy latı́. Menšı́ druh latı́ měl plochu

1 375 cm2 a většı́ druh latı́ 2 075 cm2, celková plocha pergoly je 672 250 cm2 latı́. Kolik

kterých latı́ mohlo být na stavbu použito?

Řešenı́: Označme x počet menšı́ch latı́ a y většı́ch latı́. Pomocı́ podmı́nek ze zadánı́ vy-

tvořı́me diofantovskou rovnici 1 375x+2 075y = 672 250 a nejdřı́ve ověřı́me jejı́ řešitelnost.

a = 1 375, b = 2 075 a největšı́m společným dělitelem čı́sel a, b je čı́slo 1. Jelikož abso-

lutnı́ člen 672 250 je dělitelný čı́slem 1, je tato diofantovská rovnice řešitelná a vyřešı́me ji

pomocı́ Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti:

1375x+ 2075y = 672 250, | : 25
55x+ 83y = 26 890.

83 = 55 · 1 + 28, 1 = 28− 27 · 1,
55 = 28 · 1 + 27, 1 = 28− (55− 28 · 1) · 1,
28 = 27 · 1 + 1, 1 = 2 · 28− 1 · 55,
27 = 1 · 27 + 0. 1 = 2 · (83− 1 · 55)− 1 · 55,

1 = 2 · 83− 3 · 55.

Absolutnı́m členem diofantovské rovnice 55x+83y = 26 890 je čı́slo 26 890, proto poslednı́

rovnici tı́mto čı́slem vynásobı́me:

26 890 = −80 670 · 55 + 53 780 · 83.

Řešenı́m diofantovské rovnice 55x+83y = 26 890 je každá uspořádaná dvojice (−80 670−
−83n; 53 780 + 55n), n ∈ Z.

Nynı́ musı́me ještě zohlednit podmı́nky, dané kontextem zadánı́ slovnı́ úlohy:

x > 0, y > 0,

−80 670− 83n > 0, 53 780 + 55n > 0,

n < −971, 9, n > −977, 8.

Jelikož podmı́nky musı́ být splněny najednou, dostáváme 6 možnostı́: n ∈ {−972;−973;

−974;−975;−976;−977}. Tyto hodnoty dosadı́me do rovnic pro x a y.
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Odpověd’: K postavenı́ pergoly molo být použito 6 menšı́ch a 320 většı́ch latı́, 89 menšı́ch a

265 většı́ch latı́, 172 menšı́ch a 210 většı́ch latı́, 255 menšı́ch a 155 většı́ch latı́, 338 menšı́ch

a 100 většı́ch latı́ nebo 421 menšı́ch a 45 většı́ch latı́.

Přı́klad 12. Klára s Tomášem se domluvili, že pojedou na rozhlednu. Když dorazili na mı́sto,

zjistili, že na vrchol rozhledny vede spoustu schodů. Rozhodli se, že je všechny spočı́tajı́,

a oba došli k čı́slu 545. Také si všimli, že vždy po 25 nebo 28 schodech jsou odpočı́vadla.

Kolik je odpočı́vadel po 25 schodech a kolik po 28 schodech?

Řešenı́: Označme x počet odpočı́vadel, která jsou po 25 schodech, a y počet odpočı́vadel,

která jsou po 28 schodech. Nynı́ sestavı́me diofantovskou rovnici 25x + 28y = 545 a

ověřı́me, zda je řešitelná. Z rovnice vidı́me, že a = 25, b = 28. Největšı́m společným

dělitelem těchto dvou čı́sel je čı́slo 1 a protože čı́slo 1 dělı́ i absolutnı́ člen diofantovské

rovnice 545, je tato rovnice řešitelná. K jejı́mu vyřešenı́ použijeme Euklidův algoritmus a

Bezoutovu rovnost:

28 = 25 · 1 + 3, 1 = 25− 3 · 8,
25 = 3 · 8 + 1, 1 = 25− (28− 1 · 25) · 8,
3 = 1 · 3 + 0, 1 = 9 · 25− 8 · 28.

Jelikož absolutnı́ člen diofantovské rovnice 25x + 28y = 545 nenı́ 1, ale 545, vynásobı́me

poslednı́ zı́skanou rovnici čı́slem 545:

545 = 4 905 · 25− 4 360 · 28.

Řešenı́m diofantovské rovnice 25x+28y = 545 je každá uspořádaná dvojice (4 905− 28n;

−4 360 + 25n), n ∈ Z. Nynı́ se vrátı́me k zadánı́ slovnı́ úlohy a zjistı́me, pro která n budou

řešenı́ vyhovovat kontextu:

x > 0, y > 0,

4 905− 28n > 0, −4 360 + 25n > 0,

n < 175, 18, n > 174, 4.
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Z těchto podmı́nek dostáváme jediné možné celé n = 175. Tuto hodnotu dosadı́me do řešenı́

diofantovské rovnice:

x = 4 905− 28 · 175 = 5,

y = −4 360 + 25 · 175 = 15.

Odpověd’: Odpočı́vadel po 25 schodech je při cestě na rozhlednu pět a odpočı́vadel po 28

schodech je patnáct.
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3.3 Slovnı́ úlohy vedoucı́ na diofantovské rovnice řešené

redukčnı́ metodou

Přı́klad 13. Uhlı́ o celkové hmotnosti 170 tun bylo naloženo do vagonů dvou druhů: o nos-

nosti 20 tun a o nosnosti 30 tun. Určete, kolik bylo kterých vagonů, jestliže byly všechny

plně naloženy. (Krupka, 2002, str. 263)

Řešenı́:

Označme x počet vagonů o nosnosti 20 tun, y počet vagonů o nosnosti 30 tun. Podle

podmı́nek ze zadánı́ sestavı́me diofantovskou rovnici 20x + 30y = 170. V této rovnici

je a = 20, b = 30. Největšı́ společný dělitel těchto dvou čı́sel je 10. Rovnice je řešitelná,

protože čı́slo 10 dělı́ i pravou stranu rovnice – čı́slo 170. Z diofantovské rovnice 20x+30y =

= 170 vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
170− 30y

20
,

x = 8− y +
10− 10y

20
,

x = 8− y +
1− y

2
.

Aby x bylo celé čı́slo, požadujeme, aby i zlomek 1−y
2

byl celé čı́slo. Označı́me ho t a

následně vyjádřı́me neznámou y:

t =
1− y

2
,

y = 1− 2t.

Jelikož je t celé čı́slo, je i y celé čı́slo. Do rovnice pro x dosadı́me výraz y:

x = 8− (1− 2t) +
1− (1− 2t)

2
,

x = 8− 1 + 2t+ t,

x = 7 + 3t,

Řešenı́m diofantovské rovnice 20x + 30y = 170 je každá uspořádaná dvojice (7 + 3t;

1 − 2t), t ∈ Z. Jelikož však počet vagonů musı́ být kladné čı́slo, musı́me zohlednit ještě

tuto podmı́nku. Pokud by bylo t > 0, dostali bychom záporný počet vagonů o nosnosti
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30 tun. Pokud by bylo t < −2, byl by záporný počet vagonů o nosnosti 20 tun. Řešenı́m

této slovnı́ úlohy jsou uspořádané dvojice (7 + 3t; 1 − 2t), t ∈ {−2; −1; 0}. Konkrétně

(1; 5), (4; 3), (7; 1).

Odpověd’: Vagon o nosnosti 20 tun byl jeden, vagonů o nosnosti 30 tun bylo 5. (Ostatnı́

řešenı́ viz předchozı́ odstavec).

Přı́klad 14. Vstupenky na dětské představenı́ do divadla stály 11 Kč pro dospělé a 4 Kč

pro děti. Na vstupném bylo vybráno 328 Kč. Kolik dětı́ a kolik dospělých bylo v divadle?

(Krupka, 2002, str. 263)

Řešenı́: Označı́me x počet vstupenek pro dospělé, y počet vstupenek pro děti. Pomocı́

neznámých sestavı́me diofantovskou rovnici 11x+4y = 328, ze které vyjádřı́me neznámou

s menšı́m koeficientem. Nejdřı́ve ještě ověřı́me řešitelnost této rovnice. Největšı́m společným

dělitelem čı́sel a = 11, b = 4 je čı́slo 1. Rovnice je řešitelná, protože čı́slo 1 dělı́ absolutnı́

člen 328.

y =
328− 11x

4
,

y = 82− 2x− 3x

4
.

Vı́me, že y je celé čı́slo, proto je celým čı́slem i 3x
4

. Zlomek označı́me t (t ∈ Z) a vyjádřı́me

neznámou x:

t = −3x

4
, (3.3)

x = −4t

3
. (3.4)

Protože řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i x je celé čı́slo. Jelikož je v rovnici (3.4)

stále zlomek, označı́me t
3
= u (u ∈ Z). Tuto neznámou u dosadı́me do rovnice (3.4),

ze které dostaneme rovnost x = −4u. Výraz x dosadı́me do rovnice pro neznámou y:

y = 82− 2(−4u)− 3(−4u)

4
,

y = 82 + 8u+ 3u,

y = 82 + 11u.
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Řešenı́m diofantovské rovnice 11x+4y = 328 je každá uspořádaná dvojice (−4u; 82+11u),

u ∈ Z. Musı́me si však uvědomit, jaké hodnoty může nabýt počet dospělých i dětı́. Pokud

by u bylo kladné čı́slo, počet dospělých by byl záporný, což nenı́ možné. Též nenı́ možné,

aby bylo u < −7, protože bychom dostali záporný počet dětı́. Řešenı́m této slovnı́ úlohy

jsou uspořádané dvojice (−4u; 82+11u), u ∈ {−7;−6;−5;−4;−3;−2;−1; 0}. Konkrétnı́

dvojice jsou (28; 5), (24; 16), (20; 27), (16; 38), (12; 49), (8; 60), (4; 71), (0; 82)

Odpověd’: V divadle bylo napřı́klad 28 dospělých a 5 dětı́. (Ostatnı́ řešenı́ viz předchozı́

odstavec).

Přı́klad 15. 57 litrů vı́na je třeba rozlı́t do pětilitrových a sedmilitrových demižonů. Kolik

pětilitrových a kolik sedmilitrových použijeme, jestliže majı́ být všechny plné? (Krupka,

2002, str. 263)

Řešenı́: Označı́me x počet pětilitrových demižonů, y počet sedmilitrových demižonů. Po-

mocı́ neznámých vytvořı́me diofantovskou rovnici 5x + 7y = 57. Tato rovnice je řešitelná,

protože největšı́ společný dělitel čı́sel a = 5, b = 7 je čı́slo 1 a toto čı́slo dělı́ také absolutnı́

člen rovnice 57. Z této diofantovské rovnice 5x + 7y = 57 vyjádřı́me neznámou s menšı́m

koeficientem:

x =
57− 7y

5
,

x = 11− y +
2− 2y

5
.

Čı́slo x je celé čı́slo, tudı́ž zlomek 2−2y
5

je také celé čı́slo. Tento zlomek položı́me roven

celému čı́slu t a ze zı́skané rovnice vyjádřı́me neznámou y:

t =
2− 2y

5
,

y =
2− 5t

2
,

y = 1− 2t− t

2
.

Jelikož řešenı́ diofantovské rovnice jsou celočı́selná, položı́me u = t
2

a dostaneme:

y = 1− 4u− u,

y = 1− 5u.

44



Do rovnice pro neznámou x dosadı́me výraz y:

x = 11− (1− 5u) +
2− 2(1− 5u)

5
,

x = 11− 1 + 5u+ 2u,

x = 10 + 7u.

Řešenı́m diofantovské rovnice 5x + 7y = 57 je libovolná uspořádaná dvojice (10 + 7u;

1 − 5u), u ∈ Z. Počet pětilitrových i sedmilitrových demižonů musı́ být kladné čı́slo. V

přı́padě, že by bylo u > 0, dostali bychom záporný počet sedmilitrových demižonů. Stejný

problém by nastal s počtem pětilitrových demižonů, pokud by bylo u < −1. Řešenı́m slovnı́

úlohy je každá uspořádaná dvojice (10+7u; 1−5u), u ∈ {−1; 0}. Všechny podmı́nky slovnı́

úlohy tedy splňujı́ pouze 2 možnosti.

Odpověd’: K rozlitı́ 57 litrů vı́na použijeme 3 pětilitrové a 6 sedmilitrových demižonů nebo

10 pětilitrových a 1 sedmilitrový demižon.

Přı́klad 16. Karel měl v peněžence samé pětikoruny, v pokladničce pouze koruny a chtěl

zjistit, kde má vı́ce peněz. Když od částky z peněženky odečetl částku z pokladničky, vyšlo

mu −3. Kolik měl kterých mincı́?

Řešenı́: Označı́me x počet pětikorun a y počet korun. Pomocı́ těchto neznámých sestavı́me

diofantovskou rovnici 5x − y = −3. Tato rovnice je řešitelná, protože největšı́ společný

dělitel čı́sel a = 5, b = −1 dělı́ také absolutnı́ člen rovnice −3. Z diofantovské rovnice

5x− y = −3 vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

y = 3 + 5x.

Jelikož ve vyjádřené neznámé y nemáme žádný zlomek, můžeme úlohu vyřešit již v tomto

kroku. Řešenı́m diofantovské rovnice 5x − y = −3 je libovolná uspořádaná dvojice (x;

3 + 5x), x ∈ Z. Slovnı́ úloze však vyhovujı́ pouze čı́sla x z množiny kladných čı́sel, počet

mincı́ nemůže být záporné čı́slo, ani nula. Řešenı́m slovnı́ úlohy je libovolná uspořádaná

dvojice (x; 3 + 5x), x ∈ N. Konkrétně: {(1; 8), (2; 13), (3; 18), (4; 23), (5; 28), · · · }.

Odpověd’: Karel mohl mı́t napřı́klad jednu pětikorunu a osm korun, dvě pětikoruny a třináct

korun nebo tři pětikoruny a osmnáct korun. (Ostatnı́ řešenı́ viz předchozı́ odstavec.)
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Přı́klad 17. Na dětském táboře jsou k ubytovánı́ dětı́ menšı́ a většı́ chatky. Do menšı́ch

chatek je možno ubytovat 4 děti a do většı́ch chatek 6 dětı́. Kolik je kterých chatek, když

na tábor může najednou přijet 290 dětı́ a tı́m bude tábor plně obsazen? (Uvažujeme, že

chlapci mohou spát spolu s dı́vkami.)

Řešenı́: Označı́me x počet menšı́ch chatek, y počet většı́ch chatek. Pomocı́ těchto neznámých

a kontextu úlohy vytvořı́me diofantovskou rovnici 4x+ 6y = 290 a ověřı́me jejı́ řešitelnost.

Největšı́m společným dělitelem čı́sel a = 4, b = 6 je čı́slo 2, které dělı́ také absolutnı́ člen

rovnice 290. Z tohoto důvodu je diofantovská rovnice 4x + 6y = 290 řešitelná a vyjádřı́me

z nı́ neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
290− 6y

4
,

x = 72− y +
1− y

2
.

Čı́slo x je celé, proto zlomek 1−y
2

je také celý. Zlomek 1−y
2

označı́me t a následně vyjádřı́me

y:

t =
1− y

2
,

y = 1− 2t.

Jelikož řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i y je celé čı́slo. Za y dosadı́me do rovnice

pro neznámou x:

x = 72− (1− 2t) +
1− (1− 2t)

2
,

x = 72− 1 + 2t+ t,

x = 71 + 3t.

Řešenı́m diofantovské rovnice 4x + 6y = 290 je každá uspořádaná dvojice (71 + 3t;

1 − 2t), t ∈ Z. Jelikož ale předpokládáme, že na táboře nějaké chatky určitě stojı́, musı́me

vyloučit takové přı́pady, kdy by počet chatek byl záporné čı́slo. Úloha by nedávala smysl

pro t > 0, protože by byl počet chatek pro 6 dětı́ záporný. Stejně tak pro t < −23 bychom

dostali záporný počet chatek pro 4 děti. Pro ostatnı́ t je úloha řešitelná. Řešenı́m slovnı́ úlohy

jsou uspořádané dvojice (71 + 3t; 1− 2t), t ∈ {−23;−22; · · · ;−1; 0}.
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Odpověd’: Na táboře je napřı́klad 71 čtyřpostelových chatek a 1 šestipostelová, 68 čtyř-

postelových a 3 šestipostelové nebo 65 čtyřpostelových a 5 šestipostelových.

Přı́klad 18. Ředidlo do syntetických barev se prodávalo v lahvı́ch s objemem 0, 4 l nebo

0, 7 l. Natěrač si koupil několik lahvı́ ředidla s objemem 0, 4 l a několik lahvı́ s objemem

0, 7 l. Objem ředidla ve všech lahvı́ch, které sis koupil, byl 12, 5 l. Kolik lahvı́ s objemem

0, 4 l a kolik s objemem 0, 7 l si natěrač koupil? (Trejbal, 1999, str. 7)

Řešenı́: Označme x počet lahvı́ s objemem 0, 4 l, y počet lahvı́ s objemem 0, 7 l. Na základě

kontextu úlohy sestavı́me rovnici 0, 4x + 0, 7y = 12, 5. Obě strany rovnice vynásobı́me

čı́slem 10. Dostáváme diofantovskou rovnici 4x + 7y = 125, která má stejnou množinu

řešenı́ jako původnı́ rovnice. Největšı́m společným dělitelem čı́sel a = 4, b = 7 je čı́slo 1.

Protože čı́slo 1 dělı́ i absolutnı́ člen diofantovské rovnice, je rovnice řešitelná. Z diofantovské

rovnice 4x+ 7y = 125 vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
125− 7y

4
,

x = 31− y +
1− 3y

4
.

Protože x je celé čı́slo, je i zlomek 1−3y
4

celým čı́slem. Označme zlomek t a z rovnice

vyjádřı́me y:

t =
1− 3y

4
,

y =
1− 4t

3
,

y = −t+
1− t

3
.

Jelikož y je celé čı́slo a ve vyjádřenı́ pro y je opět zlomek, postup zopakujeme znovu. Zlomek

1−t
3

označme u:

u =
1− t

3
,

t = 1− 3u.

Abychom dostali možné hodnoty x a y, které řešı́ diofantovskou rovnici 4x + 7y = 125,
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postupně dosadı́me zı́skané výrazy vždy do předchozı́ rovnice:

y = −1 + 3u+
1− 2 + 3u

3
= 4u− 1,

x = 31− 4u+ 1 +
1− 12u+ 3

4
= 33− 7u, u ∈ Z.

Řešenı́m diofantovské rovnice 4x + 7y = 125 je libovolná uspořádaná dvojice (33 − 7u;

4u − 1), u ∈ Z. Ověřı́me, která u vyhovujı́ kontextu slovnı́ úlohy. Nulu a záporné hodnoty

pro u můžeme vyloučit, protože bychom dostali záporný počet lahvı́ s objemem 0, 7 l. Stejně

tak pro u > 5 bychom zı́skali záporný počet lahvı́ s objemem 0, 4 l, proto je úloha řešitelná

pouze pro u ∈ {1; 2; 3; 4}.

Odpověd’: Natěrač si mohl koupit 26 lahvı́ o objemu 0, 4 l a 3 láhve o objemu 0, 7 l; 19 lahvı́

o objemu 0, 4 l a 7 lahvı́ o objemu 0, 7 l; 12 lahvı́ o objemu 0, 4 l a 11 lahvı́ o objemu 0, 4 l

nebo 5 lahvı́ o objemu 0, 4 l a 15 lahvı́ o objemu 0, 7 l.

Přı́klad 19. Představme si záda jako rovinný obrazec, který má obsah 50 cm2. Nabaňkujeme

je krychlovými baňkami o hranách délek 2 cm a 3 cm. Kolik kterých baněk použijeme

na pokrytı́ celých zad?

Řešenı́: Než sestavı́me rovnici, pomocı́ které vyřešı́me tuto úlohu, potřebujeme vypočı́tat

obsahy podstav jednotlivých baněk, kterými budeme záda nabaňkovávat. Oba druhy baněk

majı́ podstavu čtverce, proto pro výpočet obsahu podstavy použijeme vzorec S = a2:

a = 2 cm, a = 3 cm,

S = a2, S = a2,

S = 4 cm2, S = 9 cm2.

Označme x počet baněk s podstavou o obsahu 4 cm2 a y počet baněk s podstavou o obsahu

9 cm2. Dostaneme diofantovskou rovnici 4x + 9y = 50 a určı́me, zda je řešitelná. V této

rovnici je a = 4, b = 9. Jejich největšı́ společný dělitel je 1. Poněvadž čı́slo 1 dělı́ i čı́slo

50, které je absolutnı́m členem diofantovské rovnice, je tato rovnice řešitelná. Nynı́ tuto
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diofantovskou rovnici vyřešı́me. Nejprve vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

4x+ 9y = 50,

x =
50− 9y

4
,

x = 12− 2y +
2− y

4
.

Jelikož řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že x je celé čı́slo, proto je i zlomek 2−y
4

celé

čı́slo. Označme tento zlomek t a ze zı́skané rovnosti vyjádřeme neznámou y:

t =
2− y

4
,

y = 2− 4t.

Protože řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že y je celé čı́slo. Nynı́ dosadı́me neznámou y

do rovnice pro x:

x = 12− 2 · (2− 4t) +
2− (2− 4t)

4
,

x = 12− 4 + 8t+ t,

x = 8 + 9t.

Řešenı́m diofantovské rovnice 4x + 9y = 50 je každá uspořádaná dvojice (8 + 9t; 2 − 4t),

t ∈ Z. Následně budeme zkoumat, kterých hodnot může parametr t nabývat, aby řešenı́

rovnice splňovalo podmı́nky dané kontextem úlohy. Pokud by t bylo záporné, vycházel by

počet baněk s podstavou o obsahu 4 cm2 záporný, pokud by t bylo kladné, byl by i počet

baněk s podstavou o obsahu 9 cm2 záporný, což nenı́ přı́pustné. Proto jediná možná hodnota

je t = 0.

Odpověd’: K nabaňkovánı́ celých zad použijeme osm baněk o hraně délky 2 cm a dvě baňky

o hraně délky 3 cm.

Přı́klad 20. Na sı́dlišti stojı́ čtyřpatrové a pětipatrové domy. Kolik jich může být čtyřpatrových

a kolik pětipatrových, jestliže je na celém sı́dlišti 150 pater?

Řešenı́: Označı́me x počet čtyřpatrových domů a y počet pětipatrových domů. Z podmı́nek

slovnı́ úlohy sestavı́me diofantovskou rovnici 4x+5y = 150. Vidı́me, že a = 4, b = 5. Jejich
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největšı́ společný dělitel je čı́slo 1. Rovnice je řešitelná, protože čı́slo 1 dělı́ jejı́ absolutnı́

člen. Z rovnice vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
150− 5y

4
,

x = 37− y +
2− y

4
.

Vı́me, že x je celé čı́slo, proto zlomek 2−y
4

je také celým čı́slem. Tento zlomek označı́me t a

ze zı́skané rovnosti vyjádřı́me neznámou y:

t =
2− y

4
,

y = 2− 4t.

Jelikož řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i y je celé čı́slo. Za y dosadı́me do rovnice

pro x:

x = 37− (2− 4t) +
2− (2− 4t)

4
,

x = 37− 2 + 4t+ t,

x = 35 + 5t.

Řešenı́m diofantovské rovnice 4x + 5y = 150 je libovolná uspořádaná dvojice (35 + 5t;

2 − 4t), t ∈ Z. V této fázi musı́me zjistit, pro které hodnoty parametru t budou splněny

podmı́nky dané kontextem slovnı́ úlohy. Pokud by t bylo celé kladné čı́slo, dostali bychom

záporný počet pětipatrových domů. Pro t = −7 vycházı́ nulový počet čtyřpatrových domů.

Kdyby t bylo záporné celé čı́slo menšı́ než −7, úloha by též neměla řešenı́, protože počet

čtyřpatrových domů by byl záporný. Vı́me tedy, že t ∈ {−6;−5;−4;−3;−2;−1; 0}. Tyto

hodnoty pro t dosadı́me do rovnic x a y a zı́skáme 7 možných řešenı́ této úlohy.

Odpověd’: Na sı́dlišti může být 5 čtyřpatrových a 26 pětipatrových domů, 10 čtyřpatrových

a 22 pětipatrových domů, 15 čtyřpatrových a 18 pětipatrových domů, 20 čtyřpatrových a

14 pětipatrových domů, 25 čtyřpatrových a 10 pětipatrových domů, 30 čtyřpatrových a 6

pětipatrových domů nebo 35 čtyřpatrových a 2 pětipatrové domy.

Přı́klad 21. Na parkovišti stojı́ pouze automobily a motocykly, žádné dalšı́ dopravnı́ prostřed-

ky zde nejsou. Kolik může být zaparkovaných automobilů a kolik motocyklů, jestliže je na

parkovišti 198 kol?
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Řešenı́: Označme x počet automobilů a y počet motocyklů. Pomocı́ neznámých x a y můžeme

slovnı́ úlohu zapsat do diofantovské rovnice 4x + 2y = 198, ze které vyjádřı́me neznámou

s menšı́m koeficientem. Nejdřı́ve ověřı́me jejı́ řešitelnost. Jelikož je největšı́m společným

dělitelem čı́sel a = 4, b = 2 čı́slo 2, které také dělı́ absolutnı́ člen diofantovské rovnice 198,

je tato rovnice řešitelná.

Dále:

4x+ 2y = 198, | : 2
2x+ y = 99,

y = 99− 2x.

Už v této části nemáme žádný zlomek, proto nemusı́me volit žádný parametr a můžeme

rovnou určit množinu řešenı́ diofantovské rovnice 4x + 2y = 198. Řešenı́m je libovolná

uspořádaná dvojice (x; 99− 2x), x ∈ Z. Omezı́me-li se pouze na řešenı́ vyhovujı́cı́ podmı́n-

kám kontextu slovnı́ úlohy, vı́me, že neznámé x i y nesmı́ být záporná čı́sla. Proto x je

z množiny {1, 2, · · · , 48, 49}. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou uspořádané dvojice (1; 97), (2; 95),

(3; 93), (4; 91), · · · , (46; 7), (47; 5), (48; 3), (49; 1).

Odpověd’: Na parkovišti může stát napřı́klad 1 automobil a 97 motocyklů, 2 automobily a

95 motocyklů, 3 automobily a 93 motocyklů. (Ostatnı́ řešenı́ viz předchozı́ odstavec).

Přı́klad 22. Několik matek čerstvě narozených miminek se spolu bavı́ v čekárně u panı́

doktorky. Maminky se rozdělily na dvě skupiny podle toho, kolik hodin jejich miminka

přes noc spı́. Jedna skupina řı́ká, že jejich miminka spı́ 5 hodin za noc a druhá skupina tvrdı́

8 hodin za noc. Kolik je miminek, která spı́ v noci 5 hodin a která spı́ 8 hodin? Maminky

spočı́taly, že dohromady jejich miminka spı́ 62 hodin.

Řešenı́: Označme x počet miminek, která spı́ 5 hodin a y počet miminek, která spı́ 8 hodin.

Na základě textu slovnı́ úlohy vytvořı́me diofantovskou rovnici 5x+8y = 62, u které nejprve

ověřı́me řešitelnost a poté vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem. Z rovnice vı́me, že

a = 5, b = 8. Jejich největšı́ společný dělitel je čı́slo 1. Jelikož čı́slo 1 dělı́ také čı́slo 62,

které je absolutnı́m členem diofantovské rovnice, je tato rovnice řešitelná.
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Dále tedy:

x =
62− 8y

5
,

x = 12− y +
2− 3y

5
.

Vı́me, že neznámá x je celé čı́slo. Z tohoto důvodu je celým čı́slem i zlomek 2−3y
5

. Tento

zlomek označı́me t a následně z vytvořené rovnosti vyjádřı́me neznámou y:

t =
2− 3y

5
,

y =
2− 5t

3
,

y = −t+
2− 2t

3
.

Poněvadž řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i x je celé čı́slo. Znovu je ve vyjádřenı́ y

zlomek, stejný postup opakujeme. Tentokrát zlomek 2−2t
3

označı́me u, u ∈ Z:

u =
2− 2t

3
,

t =
2− 3u

2
,

t = 1− u− 1

2
u.

Jelikož je v poslednı́ zı́skané rovnice stále zlomek, zvolı́me dalšı́ neznámou w = 1
2
u.

Následným dosazenı́m zjistı́me hodnoty pro t, x a y:

t = 1− 2w − w = 1− 3w,

y = −1 + 3w + 2w = 5w − 1,

x = 12− 5w + 1− 3w + 1 = 14− 8w.

Řešenı́m diofantovské rovnice 5x + 8y = 62 je libovolná uspořádaná dvojice (14 − 8w;

5w − 1), w ∈ Z. Ze zadánı́ úlohy však vı́me, že v čekárně je alespoň jedno miminko,

které spı́ 5 hodin, a alespoň jedno miminko, které spı́ 8 hodin. Proto x > 0 a y > 0.

Kdybychom do rovnice dosadili pro neznámou y za w hodnotu nula či kteroukoliv zápornou,

vyšel by počet miminek, které spı́ v noci 8 hodin, záporný. Stejně tak by úlohy neměla řešenı́

pro w > 2, protože bychom opět dostali záporné čı́slo (tentokrát pro miminka, která spı́ 5

hodin). Slovnı́ úloha má tedy jediné řešenı́ pro w = 1.
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Odpověd’: V čekárně bylo šest miminek, které spı́ v noci 5 hodin, a čtyři miminka, která spı́

v noci 8 hodin.

Přı́klad 23. Jana chtěla vybrat z bankomatu 3 500 Kč. Z bankomatu zı́skala tuto částku

pouze v bankovkách s hodnotami 500 a 200 Kč. Kolik kterých bankovek mohla Jana dostat?

Řešenı́: Označme x počet bankovek o hodnotě 500 korun a y počet bankovek o hodnotě

200 korun. Následně vytvořı́me diofantovskou rovnici 500x + 200y = 3 500. Aby byla

tato rovnice řešitelná, musı́ největšı́ společný dělitel čı́sel a = 500, b = 200 dělit také

absolutnı́ člen rovnice. Největšı́m společným dělitelem čı́sel a, b je čı́slo 100, které dělı́ i

čı́slo 3 500. Tato diofantovská rovnice je tedy řešitelná. Obě strany rovnice vydělı́me čı́slem

100; dostaneme opět diofantovskou rovnici s menšı́mi koeficienty 5x+2y = 35. Vyjádřı́me

z nı́ neznámou s menšı́m koeficientem:

500x+ 200y = 3 500, | : 100
5x+ 2y = 35,

y =
35− 5x

2
,

y = 17− 2x+
1− x

2
.

Protože řešı́me diofantovskou rovnici, je y celé čı́slo. Proto celým čı́slem je i zlomek 1−x
2

.

Tento zlomek označı́me t a následně z rovnosti vyjádřı́me rovnici pro x:

t =
1− x

2
,

x = 1− 2t.

Když t je celé čı́slo, je celým čı́slem i x. Nynı́ dosadı́me hodnotu x do rovnice pro y:

y = 17− 2 + 4t+ t = 15 + 5t.

Řešenı́m diofantovské rovnice 500x+200y = 3 500 je libovolná uspořádaná dvojice (1−2t;

15 + 5t), t ∈ Z. Zkontrolujeme, která řešenı́ vyhovujı́ kontextu slovnı́ úlohy. Vı́me, že Jana

dostala bankovky s hodnotami 500 i 200 Kč, proto x i y musı́ být kladné. Neznámá x bude

kladná, pokud t bude záporné čı́slo či nula. Pro neznámou y splňujı́ zadánı́ čı́sla t > −3. Tyto
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podmı́nky musı́ platit najednou, proto t může nabývat pouze třı́ hodnot, a sice 0;−1;−2.

Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou uspořádané dvojice: (1; 15), (3; 10), (5; 5).

Odpověd’: Jana mohla z bankomatu vybrat napřı́klad 1 bankovku o hodnotě 500 korun a 15

bankovek o hodnotě 200 korun. (Dalšı́ dvě řešenı́ viz předchozı́ odstavec).

Přı́klad 24. V loděnici původně byla ke každé lodi 4 pádla. Najednou však majitel zjistil,

že u některých lodı́ jedno pádlo chybı́. Kolik může být v loděnici lodı́ se třemi a kolik se

čtyřmi pádly, pokud jich dohromady v loděnici je 100?

Řešenı́: Označı́me x počet lodı́ se třemi pádly a y počet lodı́ se čtyřmi pádly. Pomocı́ těchto

zvolených neznámých vytvořı́me diofantovskou rovnici 3x + 4y = 100 a ověřı́me jejı́

řešitelnost. Z rovnice vı́me, že a = 3, b = 4. Největšı́ společný dělitel těchto dvou čı́sel

je čı́slo 1. Protože čı́slo 1 dělı́ také absolutnı́ člen rovnice, čı́slo 100, je tato diofantovská

rovnice řešitelná. Nynı́ z nı́ vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
100− 4y

3
,

x = 33− y +
1− y

3
.

Aby neznámá x byla celé čı́slo, je celým čı́slem i zlomek 1−y
3

. Tento zlomek položı́me roven

t a následně vyjádřı́me neznámou y:

t =
1− y

3
,

y = 1− 3t.

Protože řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i y je celé čı́slo. Poslednı́m krokem pro zjištěnı́

řešenı́ diofantovské rovnice je dosazenı́ hodnoty y do rovnice pro neznámou x:

x = 33− 1 + 3t+ t = 32 + 4t.

Řešenı́m diofantovské rovnice 3x + 4y = 100 je každá uspořádaná dvojice (32 + 4t;

1−3t), t ∈ Z. Z kontextu úlohy plyne, že x i y jsou nezáporná čı́sla. Počet lodı́ se třemi pádly

bude tuto podmı́nku spňovat v přı́padě, že t > −8, a počet lodı́ se čtyřmi pádly, pokud t < 1.

Jelikož musı́ platit obě podmı́nky najednou, dostáváme podmı́nku − 8 < t < 1. Možným
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řešenı́m jsou tedy uspořádané dvojice: (4; 22), (8; 19), (12; 16), (16; 13), (20; 10), (24; 7), (28;

4), (32; 1).

Odpověd’: V loděnici mohou mı́t napřı́klad 4 lodě se třemi pádly a 22 lodı́ se čtyřmi pádly

nebo 8 lodı́ se třemi pádly a 19 lodı́ se čtyřmi pádly. (Ostatnı́ možnosti řešenı́ viz uspořádané

dvojice v předchozı́m odstavci).

Přı́klad 25. Na poli sbı́ralo jahody 21 lidı́, kteřı́ byli rozděleni do dvou skupin. V jedné

skupině bylo 8 lidı́, ve druhé 13 lidı́. Kolik kilogramů jahod nasbı́ral každý člen jedné i druhé

skupiny, když dohromady nasbı́rali 100 kilogramů jahod? Uvažujme, že váha, na které se

jahody vážı́, ukazuje pouze celá kila a členové jednotlivých skupin sbı́rali stejně rychle.

Řešenı́: Označı́me x počet kilogramů, které nasbı́ral každý člen osmičlenné skupiny a y

počet kilogramů, které nasbı́ral každý člen třináctičlenné skupiny. Jelikož dohromady nasbı́-

rali 100 kilogramů, vytvořı́me diofantovskou rovnici 8x+13y = 100. Z této rovnice vidı́me,

že a = 8, b = 13. Největšı́m společným dělitelem čı́sel a, b je 1. Tato rovnice je řešitelná,

poněvadž tento největšı́ společný dělitel dělı́ také absolutnı́ člen rovnice, čı́slo 100. Z dio-

fantovské rovnice 8x+ 13y = 100 vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
100− 13y

8
,

x = 12− y +
4− 5y

8
.

Protože x je celé čı́slo, je i zlomek 4−5y
8

celým čı́slem. Označı́me ho t a následně z rovnice

vyjádřı́me neznámou y:

t =
4− 5y

8
,

y =
4− 8t

5
,

y = −t+
4− 3t

5
.

Jelikož řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i y je celé čı́slo. V neznámé y se stále obje-
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vuje zlomek, proto opakujeme stejný postup. Zlomek 4−3t
5

označı́me u:

u =
4− 3t

5
,

t =
4− 5u

3
,

t = 1− u+
1− 2u

3
.

Stále zůstává zlomek, proto použijeme dalšı́ neznámou v, kterou položı́me rovnu zlomku

1−2u
3

. Ze zı́skané rovnosti vyjádřı́me u:

v =
1− 2u

3
,

u =
1− 3v

2
,

u = −v +
1− v

2
.

Můžeme si všimnout postupně se zmenšujı́cı́ho jmenovatele u jednotlivých zlomků. Opět

předpokládáme, že se jmenovatel zmenšı́. Naposledy tedy použijeme stejný postup s dalšı́

neznámou w:

w =
1− v

2
,

v = 1− 2w, w ∈ Z.

K vyjádřenı́ neznámých x a y potřebujeme znát hodnotu t. Proto musı́me nejdřı́ve dopočı́tat

hodnoty pro všechny zvolené neznámé v, u, t v závislosti na parametru w:

v = 1− 2w,

u = −v + w = −1 + 2w + w = 3w − 1,

t = 1− u+ v = 1− 3w + 1 + 1− 2w = 3− 5w.

Jelikož nynı́ už známe potřebnou hodnotu t, dosadı́me ji do rovnic pro x a y:

y = −t+ u = −3 + 5w + 3w − 1 = 8w − 4,

x = 12− y + t = 12− 8w + 4 + 3− 5w = 19− 13w.

Řešenı́m diofantovské rovnice 8x+ 13y = 100 je libovolná uspořádaná dvojice (19− 13w;

8w − 4), w ∈ Z. Musı́me ještě zjistit, pro která w jsou splněny podmı́nky kontextu slovnı́
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úlohy. Počet kilogramů, které nasbı́rali členové skupiny osmi lidı́, musı́ být většı́ než 0,

což by nevycházelo, pokud by bylo w > 1. Stejně tak by počet kilogramů, které nasbı́rali

členové skupiny jedenácti lidı́, nebyl většı́ než 0, pokud by nebylo w > 0. Z těchto podmı́nek

vycházı́ jediná varianta w = 1.

Odpověd’: Každý člen osmičlenné skupiny nasbı́ral šest kilo jahod a každý člen jedenáctičlen-

né skupiny nasbı́ral čtyři kila jahod.

Přı́klad 26. Na běžecký závod přišlo několik závodnı́ků v proužkovaných podkolenkách.

Některé podkolenky měly 7 pruhů a jiné 9 pruhů. Kolik bylo účastnı́ků, kteřı́ měli podko-

lenky se sedmi pruhy, a kolik s devı́ti pruhy, pokud diváci napočı́tali dohromady 884 pruhů?

Řešenı́: Označı́me x počet závodnı́ků, kteřı́ měli podkolenky se sedmi pruhy a y počet

závodnı́ků s devı́ti pruhy na podkolenkách. Pro tyto neznámé sestavı́me diofantovskou rov-

nici 7x + 9y = 884, u nı́ž nejdřı́ve zjistı́me, zda je řešitelná. Z rovnice snadno zjistı́me,

že a = 7, b = 9. Největšı́m společným dělitelem těchto dvou čı́sel je 1. Jelikož čı́slo 1 je

dělitelem také absolutnı́ho členu rovnice 884, je tato diofantovská rovnice řešitelná. Nynı́

z nı́ vyjádřı́me neznámou s menšı́m koeficientem:

x =
884− 9y

7
,

x = 126− y +
2− 2y

7
.

Na základě podmı́nky, že x je celé čı́slo, vı́me, že i zlomek 2−2y
7

je celým čı́slem. Označı́me

t zlomek 2−2y
7

a následně z rovnice vyjádřı́me neznámou y:

t =
2− 2y

7
,

y =
2− 7t

2
,

y = 1− 3t− 1

2
.

Jelikož řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i y je celé čı́slo. V rovnosti je zlomek, proto

postup opakujeme znovu. Položı́me:

u =
1

2
t,

t = 2u, u ∈ Z.
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Nynı́ za t dosadı́me do rovnice pro y a následně pro x:

y = 1− 6u− u = 1− 7u,

x = 126− 1 + 7u+ 2u = 125 + 9u.

Řešenı́m diofantovské rovnice 7x + 9y = 884 je každá uspořádaná dvojice (125 + 9u;

1 − 7u), u ∈ Z. Dı́ky kontextu úlohy však vı́me, že počet účastnı́ků, kteřı́ majı́ podkolenky

se sedmi i devı́ti pruhy, musı́ být většı́ než nula. Pokud by u < −13 nebo u > 0, nebyla

by tato podmı́nka splněna. Z tohoto důvodu můžeme dosazovat pouze celá čı́sla z intervalu

u ∈ (−14; 1). Dostáváme tedy tyto uspořádané dvojice: (8; 92), (17; 85), (26; 78), (35; 71),

(44; 64), (53; 57), (62; 50), (71; 43), (80; 36), (89; 29), (98; 22), (107; 15), (116; 8), (125; 1).

Odpověd’: Závodu se mohlo zúčastnit napřı́klad 8 závodnı́ků se sedmi pruhy na podko-

lenkách a 92 závodnı́ků s devı́ti pruhy. (Ostatnı́ možnosti viz předchozı́ odstavec).

Přı́klad 27. Petr přešel na šı́řku fotbalové hřiště. Hřiště je široké 68 metrů. K tomu, aby

hřiště přešel, dělal kroky dlouhé 70 cm nebo 65 cm. Kolik kterých kroků musel udělat, aby

hřiště přešel?

Řešenı́: Nejdřı́ve musı́me všechny rozměry převést do stejných jednotek, proto 68 metrů

převedeme na 6 800 cm. Označı́me x počet kroků dlouhých 70 cm a y počet kroků dlouhých

50 cm. O tyto neznámé sestavı́me diofantovskou rovnici 70x + 65y = 6 800. Z rovnice

snadno zjistı́me, že a = 70, b = 65. Největšı́ společný dělitel těchto dvou čı́sel a, b je čı́slo

5. Čı́slo 5 dělı́ absolutnı́ člen rovnice 6 800, proto je rovnice 70x + 65y = 6 800 řešitelná.

Obě strany rovnice vydělı́me čı́slem 5; dostaneme opět diofantovskou rovnici s menšı́mi

koeficienty 14x + 13y = 1 360, která má stejnou množinu řešenı́. Nynı́ z nı́ vyjádřı́me

neznámou s menšı́m koeficientem:

14x+ 13y = 1 360,

y =
1 360− 14x

13
,

y = 104− x+
8− x

13
.
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Vı́me, že y je celé čı́slo. Z tohoto důvodu je i zlomek 8−x
13

celým čı́slem. Zlomek označı́me

t a ze zı́skané rovnice vyjádřı́me neznámou x:

t =
8− x

13
,

x = 8− 13t.

Protože řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i x je celé čı́slo. Hodnotu x dosadı́me do rov-

nice pro y:

y = 104− 8 + 13t+ t = 96 + 14t.

Řešenı́m diofantovské rovnice 70x + 65y = 6 800 je každá uspořádaná dvojice (8 − 13t;

96 − 14t), t ∈ Z. Vrátı́me-li se k zadánı́ slovnı́ úlohy, jsou řešenı́m pouze dvojice (x; y),

kde x i y jsou kladná. Proto t ∈ {−6;−5;−4;−3;−2;−1; 0}. Pokud by t bylo kladné čı́slo,

vycházel by počet sedmdesáti centrimetrových kroků záporný. Stejně tak by nebyly splněny

podmı́nky z kontextu úlohy pro t < −6, protože by byl záporný počet kroků o velikosti

65 cm. Dostáváme tedy 7 možných řešenı́, které můžeme zapsat jako uspořádané dvojice:

(8; 98), (21; 82), (34; 68), (47; 54), (60; 40), (73; 26), (86; 12).

Odpověd’: Aby Petr přešel fotbalové hřiště o šı́řce 68 metrů, musel udělat napřı́klad 8 kroků

o délce 70 cm a 96 kroků o délce 65 cm. (Ostatnı́ řešenı́ viz předchozı́ odstavec.)

Přı́klad 28. Výčepnı́ Martin přišel ráno do práce a zjistil, že má v tanku pouze 70 litrů piva.

Kolik půllitrových a kolik třetinkových piv může z tohoto množstvı́ načepovat?

Řešenı́: Označme x počet půllitrových piv, a y počet třetinkových piv. Pomocı́ těchto nezná-

mých můžeme sestavit rovnici 0, 5x+0, 3y = 70. Tato rovnice nenı́ diofantovská. Vynásobı́-

me-li obě strany rovnice čı́slem 10, nezměnı́me množinu řešenı́ rovnice. Vzhledem ke kon-

textu úlohy řešı́me diofantovskou rovnici 5x + 3y = 700, ve které a = 5, b = 3. Největšı́m

společným dělitelem těchto dvou čı́sel je čı́slo 1. Čı́slo 1 dělı́ absolutnı́ člen diofantovské

rovnice, čı́slo 700, proto je tato rovnice řešitelná. Nynı́ z rovnice vyjádřı́me neznámou

s menšı́m koeficientem:

y =
700− 5x

3
,

y = 233− x+
1− 2x

3
.
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Protože řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že y je celé čı́slo. Proto je celým čı́slem i zlo-

mek 1−2x
3

, který položı́me roven t a následně vyjádřı́me neznámou x:

t =
1− 2x

3
,

x =
1− 3x

2
,

x = −t+
1− t

2
.

Protože řešı́me diofantovskou rovnici, vı́me, že i x je celé čı́slo. V poslednı́ rovnosti je opět

zlomek, proto musı́me postup zopakovat. Zlomek 1−t
2

označı́me u a ze zı́skané rovnosti

vyjádřı́me t:

u =
1− t

2
,

t = 1− 2u.

Nynı́ dosadı́me hodnotu t do rovnice pro x a následně x do rovnice pro y a určı́me řešenı́

diofantovské rovnice:

x = −1 + 2u+ u = 3u− 1,

y = 233− 3u+ 1 + 1− 2u = 235− 5u.

Řešenı́m diofantovské rovnice 5x + 3y = 700 je libovolná uspořádaná dvojice (3u − 1;

235− 5u), u ∈ Z. Nynı́ se omezı́me na řešenı́ slovnı́ úlohy dané kontextem. Vı́me, že úloha

by neměla řešenı́, pokud by vyšel počet půllitrových nebo třetinkových piv záporný. Může

se však stát, že Martin načepuje samá půllitrová piva a žádné třetinkové nebo naopak. Proto

x ≥ 0 a y ≥ 0.

Pokud bychom dosadili za u hodnoty záporné nebo nulu, vyšel by záporný počet půllitrových

piv. Pokud bychom dosadili kladná čı́sla u > 47, vycházel by záporný počet třetinkových

piv, proto u ∈ 〈1; 47〉. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou všechny uspořádané dvojice: (2; 230), (5;

225), (8; 220), · · · , (134; 10), (137; 5), (140; 0).

Odpověd’: Výčepnı́ Martin může ze 70 litrů piva načepovat napřı́klad 2 půllitrová piva a 230

třetinkových nebo 5 půllitrových piv a 225 třetinkových piv. (Ostatnı́ možnosti viz předchozı́

odstavec).
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Přı́klad 29. Máme 5 litrů jablečného džusu a chceme ho rozlı́t do 0, 4 litrových sklenic a

0, 8 litrových sklenic. Kolik kterých sklenic džusem naplnı́me tak, že budou všechny plné?

Řešenı́: Označme x počet 0, 4 litrových sklenic a y je počet 0, 8 litrových sklenic. Z kon-

textu slovnı́ úlohy sestavı́me rovnici 0, 4x + 0, 8y = 5. Tato rovnice nenı́ diofantovská.

Vynásobı́me-li obě strany rovnice čı́slem 10, nezměnı́me množinu řešenı́ rovnice. Vzhledem

ke kontextu úlohy řešı́me diofantovskou rovnici 4x + 8y = 50, ve které, že a = 4, b = 8.

Největšı́m společným dělitelem čı́sel a, b je čı́slo 4. Jelikož čı́slo 4 nedělı́ beze zbytku abso-

lutnı́ člen diofantovské rovnice, čı́slo 50, nenı́ tato diofantovská rovnice řešitelná.

Odpověd’: 5 litrů jablečného džusu nenı́ žádným způsobem možné rozlı́t do 0, 4 litrových a

0, 8 litrových plných sklenic.
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3.4 Slovnı́ úlohy vedoucı́ na diofantovské rovnice řešené

metodou pokus a omyl

Přı́klad 30. Kolika způsoby je možno zaplatit 100 Kč samými pětikorunami a dvouko-

runami? (Krupka, 2002, str. 263)

Řešenı́: Označme x počet pětikorun a y počet dvoukorun, pak platı́ 5x + 2y = 100. Jelikož

máme zaplatit 100 Kč, vidı́me, že pro počet pětikorun musı́ platit nerovnost 0 ≤ x ≤ 20. Po-

kud bychom měli vı́ce než 20 pětikorun, dostali bychom částku většı́ než je 100 Kč. Následně

zkoumáme, pro který počet pětikorun dostaneme počet dvoukorun také celočı́selný. Pro lepšı́

přehlednost zapı́šeme možná řešenı́ do tabulky, kde x je počet pětikorun, z je počet zbylých

peněz a y je počet dvoukorun:

x z y

1 100− 5 = 95 95 : 2 = 47, 5

2 100− 10 = 90 90 : 2 = 45

3 100− 15 = 85 85 : 2 = 42, 5

4 100− 20 = 80 80 : 2 = 40

5 100− 25 = 75 75 : 2 = 37, 5

6 100− 30 = 70 70 : 2 = 35

7 100− 35 = 65 65 : 2 = 32, 5

8 100− 40 = 60 60 : 1 = 30

9 100− 45 = 55 55 : 2 = 27, 5

10 100− 50 = 50 50 : 2 = 25

11 100− 55 = 45 45 : 2 = 22, 5

12 100− 60 = 40 40 : 2 = 20

13 100− 65 = 35 35 : 2 = 17, 5

14 100− 70 = 30 30 : 2 = 15

15 100− 75 = 25 25 : 2 = 12, 5
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16 100− 80 = 20 20 : 2 = 10

17 100− 85 = 15 15 : 2 = 7, 5

18 100− 90 = 10 10 : 2 = 5

19 100− 95 = 5 5 : 2 = 2, 5

20 100− 100 = 0 0 : 2 = 0

Z tabulky vidı́me, že zadánı́ vyhovuje celkem jedenáct řešenı́, kde vycházı́ celé kladné čı́slo

pro pětikoruny i dvoukoruny.

Odpověd’: Pětikorunami a dvoukorunami je 100 Kč možné zaplatit jedenácti způsoby.

Konkrétně 0 pětikorun a 50 dvoukorun, 2 pětikoruny a 45 dvoukorun, 4 pětikoruny a 40

dvoukorun, 6 pětikorun a 35 dvoukorun, 8 pětikorun a 30 dvoukorun, 10 pětikorun a 25

dvoukorun, 12 pětikorun a 20 dvoukorun, 14 pětikorun a 15 dvoukorun, 16 pětikorun a 10

dvoukorun, 18 pětikorun a 5 dvoukorun nebo 20 pětikorun a 0 dvoukorun.

Přı́klad 31. Na dvoře běhajı́ slepice a králı́ci. Kolik je slepic a kolik je králı́ků, jestliže

na dvoře běhá celkem 20 nohou? (Krupka, 2002, str. 263)

Řešenı́: Každý králı́k má 4 nohy a každá slepice má 2 nohy. Označme x počet králı́ků, y

počet slepic, pak platı́ 4x + 2y = 20. Vı́me, že na dvoře je alespoň jeden králı́k a ale-

spoň jedna slepice. Hledáme proto jen ta řešenı́ x, y, která jsou obě kladná. Stejně jako

v předchozı́m přı́kladě zapı́šeme hledaná řešenı́ do tabulky, kde x vyjadřuje počet králı́ků,

z je počet zbývajı́cı́ch nohou a y je počet slepic:

x z y

1 20− 4 = 16 16 : 2 = 8

2 20− 8 = 12 12 : 2 = 6

3 20− 12 = 8 8 : 2 = 4

4 20− 16 = 4 4 : 2 = 2

5 20− 20 = 0 0 : 2 = 0

Z tabulky je patrné, že pro x > 5 už nemusı́me hodnoty dosazovat, protože už pro x = 5
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řešenı́ úlohy nevycházı́ správně (na dvoře by neběhala žádná slepice). Zı́skali jsme čtyři

možná řešenı́.

Odpověd’: Po dvoře může běhat 1 králı́k a 8 slepic, 2 králı́ci a 6 slepic, 3 králı́ci a 4 slepice

nebo 4 králı́ci a 2 slepice.

Přı́klad 32. V papı́rnictvı́ stojı́ pastelky 36 Kč a skicák 19 Kč. Marcela si chce odpoledne

malovat, ale nemá ani skicák, ani pastelky. Kolik balenı́ pastelek a kolik skicáků si může

Marcela koupit, pokud má u sebe 203 Kč a chce utratit všechny penı́ze?

Řešenı́: Označme x počet balenı́ pastelek a y počet skicáků. K vyřešenı́ úlohy sestavı́me

diofantovskou rovnici 36x+ 19y = 203.

Ze zadánı́ úlohy vı́me, že počet balenı́ pastelek a počet skicáků musı́ být celá kladná čı́sla.

Uvažujme kladné celočı́selné hodnoty pro výrobek, který je dražšı́, v našem přı́padě pas-

telky. Hledáme, pro které jeho hodnoty nabývá celočı́selné hodnoty i počet skicáků. Možno-

sti zapı́šeme do tabulky, ve které x označuje počet koupených pastelek, z představuje počet

zbylých peněz, za které si Marcela může koupit skicáky, a y je počet skicáků, které si může

koupit:

x z y

1 203− 36 = 167 167 : 19 = 8, 79

2 203− 72 = 131 131 : 19 = 6, 89

3 203− 108 = 95 95 : 19 = 5

4 203− 144 = 59 59 : 19 = 3, 11

5 203− 180 = 23 23 : 19 = 1, 21

6 203− 216 = −13 nelze

Z tabulky vidı́me, že zkoušet dosazovat hodnoty pro x > 6 nenı́ třeba, jelikož na vı́ce než

5 balenı́ pastelek nemá Marcela penı́ze. Poněvadž balenı́ pastelek i skicáků se prodává pouze

po celých kusech, vyhovuje slovnı́ úloze pouze jedno řešenı́.

Odpověd’: Marcela si může koupit tři balenı́ pastelek a pět skicáků, čı́mž všechny své penı́ze

utratı́.
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3.5 Dalšı́ přı́klady slovnı́ch úloh k procvičenı́

Přı́klad 33. Ve třı́dě sedı́ na židlı́ch dı́vky a chlapci. Každá dı́vka sedı́ tak, že má danou

jednu nohu přes druhou, chlapci majı́ na podlaze obě nohy. Kolik může být ve třı́dě chlapců

a kolik dı́vek, když učitel spočı́tal 21 nohou na podlaze a vı́me, že ve třı́dě sedı́ alespoň pět

chlapců?

Přı́klad 34. Bratři Pavel a Jirka Novákovi se s kamarády Honzou, Filipem a Petrem Procház-

kovými rozhodli, že půjdou na Velikonoce koledovat společně. Kolik vajı́ček si odnesl každý

z chlapců, když jich dohromady vykoledovali 645? Dále vı́me, že každý z bratrů dostal

stejný počet vajı́ček, ale chlapci, kteřı́ sourozenci nejsou, dostali různý počet vajı́ček.

Přı́klad 35. Ve třı́dě jsou dı́vky, které sportujı́, i dı́vky, které nesportujı́. Sportujı́cı́ dı́vky

přišly ráno se dvěma culı́ky, každá nesportujı́cı́ dı́vka měla pouze jeden culı́k. Kolik je

ve třı́dě sportujı́cı́ch a kolik nesportujı́cı́ch dı́vek, pokud je ve třı́dě 20 culı́ků?

Přı́klad 36. Na koupališti si děti mohou koupit točenou malinovku za 29 Kč nebo Sprite

za 50 Kč. Kolik kterých nápojů si může Kristýna koupit, když dostala od rodičů 400 Kč

a 84 Kč stojı́ vstupenka na koupaliště a chce utratit veškeré penı́ze?

Přı́klad 37. V hotelu jsou dvoulůžkové a pětilůžkové pokoje. Kolik je postelı́ na dvoulůžko-

vých a kolik na pětilůžkových pokojı́ch, pokud na začátku prázdnin do hotelu přijelo 148 hos-

tů a hotel byl plně obsazen?

Přı́klad 38. Veliký lustr v obchodnı́m domě má výkon 2 780 watů. Kolik do něho můžeme

dát žárovek o výkonu 40 wattů a kolik o výkonu 60 wattů?

Přı́klad 39. Vanda žehlila prádlo svoje a jejı́ho manžela a trvalo jı́ to 90 minut. V prádle

měla pouze trička a košile. Jedno tričko žehlila 3 minuty a jednu košili 5 minut. Kolik mohla

mı́t v prádle na vyžehlenı́ triček a kolik košil?

Přı́klad 40. U tramvajové zastávky Národnı́ třı́da se střetla dvě osobnı́ auta a zastavila se

tı́m tramvajová doprava. Tramvaje stály až na zastávku Malostranská po cestě přes Karlovy

Lázně. Pozoruhodný turista si všiml, že tramvaje, které zde v koloně stojı́ majı́ čı́slo 2 nebo

18. Tramvajová linka čı́slo 2, která jede z Nádražı́ Branı́k na Sı́dliště Petřiny, má vždy pouze
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jeden vagon. Naopak linka čı́slo 18, která jede z Vozovny Pankrác na Nádražı́ Podbaba, má

vždy vagony dva. Kolik bylo kterých linek, jestliže v koloně bylo 46 vagonů?

Přı́klad 41. Optika si objednává skla do brýlı́. Slunečnı́ sklo stojı́ 250 Kč a čiré sklo stojı́

180 Kč. Optika má rozpočet na skla 16 640 Kč. Kolik kterých skel si optika objedná?

Přı́klad 42. Nákladnı́ automobil má nosnost návěsu 10 tun. Kolik veze dvacetikilogra-

mových a pětikilogramových pytlů cibule?

Přı́klad 43. Na umytı́ jednoho hrnce se použije 8 kapek jaru. Abychom umyli jeden talı́ř,

použijeme 1 kapku jaru. Kolik hrnců i talı́řů umyjeme jednou lahvı́ jaru, ve které je 1 000 ka-

pek?

Přı́klad 44. Býk denně vyprodukuje 21 kilogramů hnoje, kráva denně vyprodukuje 19 ki-

logramů hnoje. Za týden se z kravı́na vyveze 5 096 kilogramů hnoje. Kolik je ve stáji krav a

kolik býků, pokud vı́me, že krav je vı́ce než býků?

Přı́klad 45. Švadlena k našpendlenı́ kalhot potřebuje 25 špendlı́ků. K našpendlenı́ šatů ji

stačı́ špendlı́ků 15. Kolik švadlena našpendlila kalhot a kolik šatů, pokud použila 950 špendlı́-

ků?

Přı́klad 46. Dělnı́ci na stavbě použı́vajı́ dva pracovnı́ výtahy. Jeden výtah má nosnost 450 ki-

logramů a druhý výtah má nosnost 630 kilogramů. Kolikrát který výtah použili, pokud

potřebovali přepravit 8 tun materiálu a použili oba výtahy?

Přı́klad 47. Ve výrobě se za směnu vyrobı́ 10 316 jednovrstevných tabulek skla, které se

dále vrstvı́ a vyrábı́ se z nich pětivrstvené a osmivrstvené protipožárnı́ dveře. Kolik jakých

dveřı́ se vyrobı́ ze skla vyrobeného za jednu směnu? Vı́me, že na každé směně se vyrobı́

od každého druhu dvěřı́ minimálně 1 kus.

Přı́klad 48. V obchodě s hudebnı́mi nástroji majı́ šestistrunné a devı́tistrunné kytary. Majitel

se rozhodl vyměnit u všech kytar struny. Dohromady použil 339 strun. Kolik je v obchodě

kterých kytar, když vı́me, že šestistrunných je vı́ce než devı́tistrunných?

Přı́klad 49. Chceme nechat zahrát pı́sničky v jukeboxu, ve kterém jsou staršı́ pı́sničky

účtovány za 10 Kč a novějšı́ za 15 Kč. Kolik kterých skladeb si můžeme nechat zahrát,

když máme 195 Kč?
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3.5.1 Výsledky úloh k procvičenı́

Všechny tyto úlohy jsou řešitelné, protože splňujı́ podmı́nku řešitelnosti: NSD(a, b) dělı́ c.

33. x označuje počet dı́vek ve třı́de, y označuje počet chlapců ve třı́dě. Diofantovskou rovnici

x+ 2y = 21 řešı́ každá uspořádaná dvojice (21− 2y; y), y ∈ Z. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou

pouze některé tyto dvojice, protože x > 0, y ≥ 5. Úlohu řešı́ dvojice (11; 5), (9; 6), (7; 7), (5;

8), (3; 9), (1; 10).

34. x vyjadřuje počet čokoládových vajı́ček, které dostal každý z bratrů Novákových, y je

počet čokoládovch vajı́ček, které dostal každý z bratrů Procházkových. Sestavená diofan-

tovská rovnice 2x + 3y = 645 je řešitelná každou uspořádanou dvojicı́ (321 + 3t; 1 − 2t),

t ∈ Z. Slovnı́ úlohu řešı́ všechny tyto dvojice, které majı́ parametr t z intervalu (−107; 1).

Z řešenı́ se vyloučı́ dvojice, pro kterou by byl počet x roven počtu y. Úloha tedy nenı́

řešitelná pro t = −64: (129; 129).

35. x je počet dı́vek, které nesportujı́ a y počet dı́vek, které sportujı́. Diofantovskou rovnici

x + 2y = 20 řešı́ každá uspořádaná dvojice (20 − 2y; y), y ∈ Z. Řešenı́ slovnı́ úlohy je

omezené podmı́nkami x > 0 a y > 0, proto jsou řešenı́ pouze tyto uspořádané dvojice:

(18; 1), (16; 2), (14; 3), (12; 4), (10; 5), (8; 6), (6; 7), (4; 8), (2; 9).

36. x označuje počet malinovek, y počet nápojů Sprite. Nejdřı́ve odečteme částku za vstupné

400− 84 = 316 a sestavı́me diofantovskou rovnici 29x+ 50y = 316. Řešenı́m této rovnice

je libovolná uspořádaná dvojice (6 004 − 50n;−3 476 + 29n), n ∈ Z. Počet řešenı́ slovnı́

úlohy je však zmenšený podmı́nkami x > 0 a y > 0, proto je řešitelná pouze pro n = 120.

Kristýna si může koupit pouze 4 malinovky a 4 nápoje Sprite.

37. x určuje počet postelı́ na dvoulůžkových pokojı́ch a y je počet postelı́ na pětilůžkových

pokojı́ch. Diofantovskou rovnici 2x + 5y = 148 řešı́ každá uspořádaná dvojice (74 − 5t;

2t), t ∈ Z. Řešenı́ úlohy je omezené kontextem x > 0 a y > 0, proto t je pouze z intervalu

(0; 15). Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou pouze tyto uspořádané dvojice: (69; 2), (64; 4), (59; 6),

(54; 8), (49; 10), (44; 12), (39; 14), (34; 16), (29; 18), (24; 20), (19; 22), (14; 24), (9; 26),

(4; 28).

38. x označuje počet žárovek o výkonu 40 wattů, y je počet žárovek o výkonu 60 wattů.

Obě strany diofantovské rovnice 40x+ 60y = 2 780 můžeme vydělit čı́slem 20; dostaneme
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rovnici 2x + 3y = 139. Řešenı́m této diofantovské rovnice je každá uspořádaná dvojice

(68 + 3t; 1 − 2t), t ∈ Z. Protože x > 0 a y > 0, řešenı́mi slovnı́ úlohy jsou pouze ta

z řešenı́ rovnice, pro která t ∈ (−23; 1). Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou uspořádané dvojice

(2; 45), (5; 43), (8; 41), (11; 39), · · · , (59; 7), (62; 5), (65; 3), (68; 1).
39. x označuje počet vyžehlených triček, y je počet vyžehlených košil. Diofantovskou rov-

nici 3x+5y = 90 řešı́ každá uspořádaná dvojice (30−5n; 3n), n ∈ Z. Protože řešenı́ slovnı́

úlohy jsou omezena podmı́nkami x > 0 a y > 0, jsou jimi uspořádané dvojice, pro které je

u z intervalu 〈1; 5〉: (25; 3), (20; 6), (15; 9), (10; 12), (5; 15).
40. x označuje počet tramvajových linek čı́slo 2, y je počet tramvajových linek čı́slo 18.

Řešenı́m diofantovské rovnice x + 2y = 46 je libovolná uspořádaná dvojice (46 − 2y; y),

y ∈ Z. Po doplněnı́ podmı́nek x > 0 a y > 0 vyplývajı́cı́ch ze zadánı́ slovnı́ úlohy zı́skáme

omezenı́ pro y. Hodnoty pro y můžeme brát pouze z intervalu (0; 23). Řešenı́m úlohy jsou

tedy uspořádané dvojice: (44; 1), (42; 2), (40; 3), · · · , (6; 20), (4; 21), (2; 22).
41. x je počet slunečnı́ch skel, y je počet čirých skel, která optika objednává. Levou i pra-

vou stranu diofantovské rovnice 250x + 180y = 16 640 můžeme vydělit čı́slem 10, čı́mž

dostaneme rovnici 25x + 18y = 1 664. Řešenı́m této rovnice je každá uspořádaná dvojice

(18w − 4; 98 − 25w), w ∈ Z. Z kontextu úlohy vı́me dvě podmı́nky: x ≥ 0 a y ≥ 0, proto

je w z intervalu 〈1; 3〉. Slovnı́ úloha má 3 řešenı́: (14; 73), (32; 48), (50; 23).

42. x označuje počet dvacetikilogramových pytlů, y je počet pětikilogramových pytlů. Obě

strany diofantovské rovnice 20x + 5y = 10 000 můžeme vydělit čı́slem 5, čı́mž dostaneme

4x+ y = 2 000. Řešenı́m této rovnice je každá uspořádaná dvojice (x; 2 000− 4x), x ∈ Z.

Podmı́nky z kontextu slovnı́ úlohy jsou x > 0 a y > 0, z nichž dostaneme omezenı́, že x je

z intervalu 〈1; 499〉. Řešenı́m úlohy jsou všechny uspořádané dvojice: (1; 1 996), (2; 1 992),

(3; 1 988), · · · , (497; 12), (498; 8), (499; 4).
43. x označuje počet hrnců, y značı́ počet talı́řů. Obě strany diofantovské rovnice 8x+2y =

= 1 000 můžeme nejdřı́ve vydělit čı́slem 2 a dostaneme rovnici 4x+ y = 500. Řešenı́m této

rovnice je každá uspořádaná dvojice (x; 500 − 4x), x ∈ Z. Podmı́nkami slovnı́ úlohy jsou

x > 0 a y > 0, proto x může být pouze z intervalu 〈1; 124〉. Řešenı́m úlohy jsou uspořádané

dvojice: (1; 496), (2; 492), (3; 488), · · · , (122; 12), (123; 8), (124; 4).
44. x označuje počet býků, y je počet krav v kravı́ně. Sestavı́me diofantovskou rovnici 21x+
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+ 19y = 5 096. Jejı́m řešenı́m je každá uspořádaná dvojice (2 − 19u; 266 + 21u), u ∈ Z.

Z kontextu úlohy vyplývajı́ tři podmı́nky: x > 0, y > 0 a y > x, proto je u pouze z intervalu

〈−6; 0〉. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou uspořádané dvojice: (116; 140), (97; 161), (78; 182), (59;

203), (40; 224), (21; 245), (2; 266).

45. x vyjadřuje počet kalhot, y je počet šatů, které švadlena našpendlila. Obě strany diofan-

tovské rovnice 25x+15y = 950 vydělı́me čı́slem 5, čı́mž dostaneme rovnici 5x+3y = 190.

Řešenı́m této rovnice je každá uspořádaná dvojice (3u−1; 65−5u), u ∈ Z. Podmı́nky dané

kontextem jsou x > 0 a y > 0, proto u může být pouze z intervalu 〈1; 12〉. Řešenı́m slovnı́

úlohy jsou uspořádané dvojice: (2; 60), (5; 55), (8; 50), · · · , (29; 15), (32; 10), (35; 5).
46. x označuje počet použitı́ výtahu s nosnostı́ 450 kilogramů, y je počet použitı́ výtahu

s nosnostı́ 630 kilogramů. Obě strany diofantovské rovnice 450x+ 630y = 9 000 vydělı́me

čı́slem 90 a dostaneme rovnici 5x+7y = 100. Řešenı́m této rovnice je libovolná uspořádaná

dvojice (−7u + 20; 5u), u ∈ Z. x > 0 a y > 0 jsou podmı́nky dané kontextem úlohy, proto

u může být pouze 1 nebo 2. Řešenı́m úlohy jsou dvě uspořádané dvojice: (13; 5), (6; 10).

47. x označuje počet pětivrstvených dveřı́, y je počet osmivrstvených dveřı́. Sestavı́me di-

ofantovskou rovnici 5x + 8y = 10 316, jejı́m řešenı́m je libovolná uspořádaná dvojice

(2 060 + 8v; 2 − 5v), v ∈ Z. Podmı́nky dané kontextem x > 0 a y > 0 zmenšı́ počet

řešenı́ úlohy: v může být pouze z intervalu 〈−257; 0〉. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou uspořádané

dvojice: (4; 1 287), (12; 1 282), (20; 1 277), · · · , (2 044; 12), (2 052; 7), (2 060; 2).
48. x označuje počet šestistrunných kytar, y je počet devı́tistrunných kytar. Obě strany dio-

fantovské rovnice 6x + 9y = 339 vydělı́me čı́slem 3 a dostaneme rovnici 2x + 3y = 113.

Řešenı́m této diofantovské rovnice je každá uspořádaná dvojice (55 + 3t; 1 − 2t), t ∈ Z.

Z kontextu úlohy dostaneme tři podmı́nky: x ≥ 0, y ≥ 0, x > y, proto t je z intervalu

〈−10; 0〉. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou uspořádané dvojice (25; 21), (28; 19), (31; 17), · · · , (49;
5), (52; 3), (55; 1).

49. x označuje počet staršı́ch pı́sniček, y je počet novějšı́ch pı́sniček. Obě strany diofan-

tovské rovnice 10x + 15y = 195 vydělı́me čı́slem 5; dostaneme rovnici 2x + 3y = 39.

Řešenı́m této diofantovské rovnice jsou uspořádané dvojice (18+3t; 1−2t), t ∈ Z. Podmı́nky

z kontextu úlohy x ≥ 0, y ≥ 0 řešenı́ omezı́: t ∈ 〈−6; 0〉. Řešenı́m slovnı́ úlohy jsou dvojice:

(0; 13), (3; 11), (6; 9), (9; 7), (12; 5), (15; 3), (18; 1).
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Závěr

Cı́lem této práce bylo seznámit čtenáře s diofantovskými rovnicemi se dvěma neznámými a

předevšı́m mu ukázat různé metody, které vedou k jejich řešenı́. Čtenář si může z těchto me-

tod vybrat tu, která mu vyhovuje nejvı́ce, a pomocı́ nı́ by měl být schopen vyřešit jakoukoliv

diofantovskou rovnici se dvěma neznámými, která je řešitelná.

Dalšı́m cı́lem bylo shromážděnı́ a vytvořenı́ slovnı́ch úloh pro základnı́ školy, které se dajı́

řešit diofantovskými rovnicemi se dvěma neznámými.

Dle mého názoru se oba cı́le podařilo splnit. Práce obsahuje 43 zadánı́ slovnı́ch úloh, z nichž

36 jsem vytvořila sama. 7 úloh je převzatých či upravených od jiných autorů, kteřı́ jsou vždy

uvedeni u slovnı́ úlohy.

Toto téma mě nadchlo. Proto věřı́m, že v něm budu pokračovat i v diplomové práci. Ráda

bych žákům základnı́ch škol ukázala alespoň některé možné metody řešenı́ a následně jim

zadala několik slovnı́ch úloh. Zajı́má mě, který způsob by považovali za nejjednoduššı́ či

nejzajı́mavějšı́ a zda by žáci v různých ročnı́cı́ch dokázali úlohy řešit bez znalostı́ těchto

postupů.
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[11] RIEMEL, Tomáš. Diofantovské rovnice a jejich soustavy. Olomouc, 2017. Diplomová
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