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Úvod

Předmětem této bakalářské práce jsou metody výpočtu hodnot goniometrických funkcí.
Goniometrie představuje jednu z velmi významných oblastí nejen matematiky, ale napří-
klad i astronomie, jak uvidíme níže. Nicméně její široké využití však můžeme nalézt i
v mnoha dalších oborech.
Na středních školách se žáci setkávají s goniometrickými funkcemi v trigonometrii.

Některé vybrané hodnoty těchto funkcí se naučí nazpaměť, avšak ostatní hodnoty pak
zjišťují na kalkulačce, aniž by tušili, jak jsou ve skutečnosti vypočítány.
Cílem této práce je čtenáři osvětlit, jak se hodnoty goniometrických funkcí počítají

dnes a jak se odpovídající hodnoty počítaly dříve, počínaje starověkem, respektive v této
práci antikou. Soustředit se budeme pouze na vybrané metody a postupy, které ale zá-
roveň budeme modernizovat a které budeme doplňovat konkrétními výpočty a příklady.
Takto postavený text pak bude čtenáři srozumitelnější, povede k snazšímu porozumění a
k prohloubení čtenářových znalostí.

V první kapitole vysvětlíme, jak a proč se dříve počítaly délky tětiv v kružnici místo
hodnot goniometrické funkce sinu. Podrobně se budeme věnovat potřebným teoretickým
základům k tomu, abychom na závěr kapitoly mohli sestavit tabulku vypočítaných délek
tětiv, které zároveň porovnáme s hodnotami dnešního sinu.
Ve druhé kapitole pojednáme o tom, jak byly postupně hodnoty délek tětiv, potažmo

goniometrických funkcí, zpřesňovány. Sami poté vybranou hodnotu zpřesníme.
Třetí kapitola bude věnována dnes nejpoužívanější metodě výpočtu hodnot goniomet-

rických funkcí, která se používá například v kalkulačkách. Jedná se o aproximaci polyno-
mem. Podíváme se však na poněkud jiné, zato zajímavé odvození, než je dnes obvyklé.
V poslední kapitole pohovoříme o relativně nedávné myšlence, jež vznikla v druhé

polovině minulého století. Půjde o algoritmus, jehož podstatou je součtový vzorec pro
tangens. Tento algoritmus byl hojně využívaný například v letectví.

Tato práce je určena čtenáři, který by se chtěl dozvědět více o tom, jak se hodnoty
goniometrických funkcí počítají a jak se počítaly dříve. Zároveň se čtenář dozví, jak se
na každou zde uvedenou metodu původně přišlo a jak je možné ji aplikovat dnes. Práce
by měla být vhodným doplňkovým materiálem především pro absolventy středních škol
nebo prvních ročníků škol vysokých, respektive pro studenty, kteří mají základní znalost
infinitezimálního počtu.
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1 Goniometrie v antice

Je známo, že goniometrie hrála důležitou roli již ve starověku. Její využití spadalo přede-
vším do oblasti astronomie, kde se využívala například při určování výšky nebeských těles
nad horizontem, což odpovídá dnešní funkci sinus. V antickém Řecku se však zatím nepou-
žíval systém souřadnic, proto se nepracovalo s horizontem a tedy ani sinem jako takovým.
A tak se namísto goniometrických funkcí používaly délky tětiv kružnice, jejichž poloviny
odpovídaly právě sinu.
Délka tětivy, kterou budeme značit crdα (z angl. chord), přísluší středovému úhlu

o velikosti α. Potom naše funkce sinus přísluší polovině tohoto středového úhlu a odpovídá
polovině délky této tětivy.

Obrázek 1: Vztah délky tětivy a sinu polovičního úhlu.

Z obrázku 1 můžeme vidět, že pro crdα platí vztah:

crdα = 2R · sin α

2
. (1)

Na základě vypočtených hodnot délek tětiv se v antickém Řecku sestavovaly tabulky.
Nejspíše prvním autorem takové tabulky byl astronom Hipparchos (190 – 120 př. n. l.),
jehož dílo se nám do dnešní doby bohužel prakticky nedochovalo. Víme však o něm
z pozdějších citací a především také díky tomu, že na něj svým dílem navázal další vý-
znamný autor starověké literatury Klaudios Ptolemaios (90 – 165 n.l.), který mimo
jiné tabulku délek tětiv sestavil taktéž.
Ptolemaios byl řeckým astronomem, geografem, matematikem a působil v egyptské

Alexandrii. O Ptolemaiově životě toho bohužel příliš nevíme, avšak alespoň jeho autorská
díla se nám dochovala, neboť zůstala velice vlivná až do konce středověku. [To1], [Št]
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Za nejdůležitější z Ptolemaiových děl dnes můžeme považovat Almagest (viz např. vy-
dání [He]) zabývající se především astronomií, v němž je však teorie budována na představě
geocentrické soustavy uspořádání vesmíru. Samotný název Almagest však není původní.
Ptolemaios dílo nejdříve pojmenoval Máthematiké syntaxis (Matematická skladba), poté
se také mluvilo o Megalé syntaxis (Velká skladba) či Megisté syntaxis (Největší skladba).
Pozdějším přepisem do arabštiny vznikl název Al-Magisti, čímž pomocí přepisu do latiny
vzniklo dnešní jméno Almagest [Ha].
Těchto třináct knih Ptolemaiova Almagestu bylo po staletí inspirací pro mnohé další

vědce a autory. Jedním z takových byl například polský matematik, astronom, právník
a lékař Mikuláš Koperník (1473 – 1543).
Koperník sepsal nový Almagest, v němž bezprostředně vychází z Ptolemaiova díla.

Proto jsou obsahy obou děl velmi podobné. Nejdříve se díla liší minimálně, a to konkrétně
při výkladu teoretických základů goniometrie. Poté se ale začnou odlišovat, především
v astronomických poznatcích, což je dáno tím, že oproti Ptolemaiovi dospěl Koperník
k heliocentrismu.
Dále se budeme zabývat goniometrií v tomto díle Mikuláše Koperníka, avšak odkazovat

budeme i na samotný Ptolemaiův Almagest.

1.1 Délky tětiv

V Koperníkově novém Almagestu, respektive v díle O obězích nebeských sfér (viz [Ko])
se mimo jiné hovoří o Ptolemaiově postupu výpočtu délek tětiv kružnice. Dílo obsahuje
čtrnáct kapitol, ve dvanácté podkapitole první kapitoly s názvem O přímkách, které jsou
tětivami kruhu staví autor teorii na základě šesti vět a jednoho důsledku včetně jejich
důkazů. Na závěr podkapitoly uvádí Koperník přehlednou tabulku vypočtených hodnot,
avšak nikoliv pro celé tětivy, nýbrž rovnou pro poloviny tětiv dvojnásobného úhlu.
Nyní si podrobně vysvětlíme, jak je možno takovou tabulku délek tětiv sestavit. Vy-

cházet při tom budeme právě ze zmiňovaného Koperníkova díla a budeme se držet v něm
uvedených teoretických základů, které zároveň budeme modernizovat.
Nejprve se podívejme na samotnou kružnici, se kterou budeme pracovat. Stejně jako

Koperník požadujme, aby kružnice splňovala následující vlastnosti.

1. Kružnice bude dělena na 360 stejných úseků (stupňů) tak, jak jsme zvyklí. Toto se nám
dochovalo jako pozůstatek antické (mezopotámské) astronomie, kdy se tradičně pracovalo
především v sexagesimální (šedesátkové) soustavě. Takové dělení je velmi praktické, neboť
číslo 60 lze beze zbytku rozdělit na poloviny, třetiny, čtvrtiny a pětiny (dále je také dělitelné
čísly 6, 10, 12, 15, 20 a 30).

2. Poloměr kružnice, který budeme značit R, rozdělíme na 100 000 stejných dílů. Tato
volba je taktéž velmi praktická, což hned vysvětlíme. Protože délka tětivy úzce souvisí
s dnešním sinem, budeme i siny počítat a budeme požadovat přesnost na pět desetinných
míst. Pak přenásobením hodnoty sinu číslem 100 000 dostaneme s takto zvolenou přesností
číslo přirozené, čímž se vyhneme číslům desetinným. Sám Koperník taktéž počítá s tímto
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poloměrem, protože si byl dobře vědom této výhody, že poté stačí přirozená čísla. Navíc
již pracoval v desítkové soustavě, oproti Ptolemaiovi, který hodnoty uváděl v soustavě
šedesátkové. Z toho plyne, pokud bychom chtěli získat hodnoty odpovídající jednotkové
kružnici, stačilo by vypočtená čísla vydělit 105.
Pro sestavení tabulky hodnot délek tětiv je nezbytné, abychom znali několik základních

stavebních kamenů, jimiž jsou:

• délky tětiv příslušných několika základním středovým úhlům,

• součtové vzorce pro počítání s délkami tětiv,

• odhad tětivy odpovídající středovému úhlu 1◦.

Poté sestavíme tabulku hodnot tak, že budeme vycházet z délky tětivy crd 1◦ a pomocí
součtových vzorců budeme počítat další délky tětiv:

crd(1◦ + 1◦) = crd 2◦ ,

crd(2◦ + 1◦) = crd 3◦ ,

crd(3◦ + 1◦) = crd 4◦ ,

...

Abychom získali všechny tyto poznatky, které později podrobně odvodíme, budeme
postupovat v několika dílčích krocích, jejichž hlavní myšlenky jsou následující.
Nejprve určíme délky tětiv pro úhly o velikostech 72◦, 60◦ a 36◦, a to pomocí pravidel-

ných mnohoúhelníků (pětiúhelníku, šestiúhelníku a desetiúhelníku) vepsaných do kruhu.

Obrázek 2: Pravidelný šestiúhelník a pětiúhelník.
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Jak můžeme vidět na obrázku 2, strany pravidelných n-úhelníků jsou tětivami kruž-
nice odpovídajících úhlům o velikostech 360◦

n
. Jejich délky, respektive vyjádření pomocí

poloměru kružnice odvodíme níže.
Dále se budeme zabývat Ptolemaiovou větou, která je základem pro součtové vzorce, jež

jsou základním stavebním kamenem celé goniometrie. Ptolemaiova věta je tedy základem
pro vztah crd(α + β), který také níže odvodíme. Dokážeme i vztah crd(β − α), odkud
určíme hodnotu crd 12◦, neboť crd 72◦ a crd 60◦ již budeme znát z prvního kroku.
Odvodíme vztah pro crd α

2
, čímž získáme délky tětiv příslušejících úhlům 6◦, 3◦, 3

2

◦
a 3

4

◦
.

Stále však zůstává hodnota crd 1◦ neznámá, neboť jsme ji tímto půlením úhlů přeskočili.
Nezískáme ji ale ani jinými kombinacemi, které by vycházely ze součtových vzorců. Tudíž
budeme muset hodnotu crd 1◦ odhadnout. Proto ještě odvodíme vztah, respektive nerov-
nost: α

β
< crdα

crdβ
pro α < β. Na základě tohoto vztahu již můžeme hledanou hodnotu crd 1◦

odhadnout a odtud pak získáme i crd 1
2

◦
.

Jakmile známe součtové vzorce a délku tětivy odpovídající úhlu 1◦, máme všechny
potřebné znalosti k tomu, abychom sestavili kýženou tabulku.

Vysvětleme nyní každý krok zvlášť a podrobněji.

1.1.1 Pravidelné mnohoúhelníky

Pro určení délek tětiv odpovídajících úhlům o velikostech 72◦, 60◦ a 36◦ budeme uvažovat
pravidelný pětiúhelník, šestiúhelník a desetiúhelník vepsaný do kružnice, neboť hledané
délky tětiv jsou stranami těchto mnohoúhelníků. Podobně jako v [Ko, str. 86] formulujeme
větu:

Věta 1.1. Nechť je dán poloměr kružnice. Pak jsou strany pravidelného trojúhelníku,
čtverce, pětiúhelníku, šestiúhelníku a desetiúhelníku, kterým je tato kružnice opsaná, jed-
noznačně určeny.

Důkaz:
Označme poloměr kružnice R. Dále označme an délku strany příslušného pravidelného n-
úhelníku. Ukážeme, že pro n = 3, 4, 5, 6 a 10 lze an vyjádřit pomocí R. Postupovat budeme
od těch nejjednodušších úvah po složitější.

1. Šestiúhelník (například jako na obrázku 2) lze rozdělit na šest shodných rovnostranných
trojúhelníků, jejichž každá strana je stejně dlouhá jako poloměr kružnice R. Délka strany
šestiúhelníku a6 je proto rovna přímo poloměru kružnice: a6 = R. Tím dostáváme délku
tětivy crd 60◦ = a6.
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2. Vepíšeme-li do kružnice čtverec (viz obrázek 3 níže), je jeho úhlopříčka u rovna 2R.

Obrázek 3: Čtverec a rovnostranný trojúhelník.

Stranu čtverce a4 získáme díky Pýthagorově větě ze vztahu: 2a24 = u2, tedy

a4 =

√
u2

2
=

√
4R2

2
= R

√
2 .

Nyní tudíž máme i délku tětivy crd 90◦ = a4.

3. Pro vepsaný rovnostranný trojúhelník (jako na obrázku 3) platí, že poloměr kružnice
tvoří dvě třetiny jeho těžnice t, respektive t = 3

2
R. Těžnice je v tomto trojúhelníku zároveň

výškou, proto stranu a3 vypočítáme následovně:

a23 −
(a3
2

)2
=

3

4
a23 = t2 =

(
3

2
R

)2

=
9

4
R2

a23 = 3R2

a3 = R
√
3 .

Tímto jsme získali délku tětivy crd 120◦ = a3

4. Abychom ukázali vztah pro výpočet délek stran pětiúhelníku a5 a desetiúhelníku a10,
budeme vycházet z jejich samotné geometrické konstrukce. Uvažujme kružnici k se středem
S, poloměrem R a průměrem AB. Dále mějme bod SSB, který je středem úsečky SB, a
body C a D tak, jako na obrázku 4.
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Obrázek 4: Konstrukce a5 a a10.

Bod D je zkonstruován tak, že |SSBD| = |SSBC| a D ∈ AS. Poté je délka strany
pětiúhelníku a5 = |CD| a desetiúhelníku a10 = |SD|, viz [Ha].
Pro a10 platí:

a10 = |SSBC| − R

2
,

kde užitím Pýthagorovy věty

|SSBC| =
√
R2 +

R2

4
= R

√
5

2
.

Potom

a10 = R

√
5

2
− R

2
= R

√
5− 1

2
,

čímž jsme získali délku tětivy crd 36◦ = a10.
Vyjádřením strany pětiúhelníku a5 užitím Pýthagorovy věty dostaneme:

a5 =
√

R2 + a210 .

Po dosazení za a10 a několika úpravách nakonec získáváme vztah

a5 = R

√
5−

√
5

2

a tím máme pomocí R vyjádřenou i délku tětivy crd 72◦ = a5.
Tímto jsme dokázali, že pro daný poloměr jsou jednoznačně určené i strany a3, a4,

a5, a6 a a10 pravidelných mnohoúhelníků. Tyto strany zároveň představují délky tětiv
jim odpovídajících středových úhlů αn (kde α3 = 120◦, α4 = 90◦, α5 = 72◦, α6 = 60◦

a α10 = 36◦). Máme-li poloměr R = 100 000 dílů (jednotek), pak z dokázaných vztahů
vyplývají a3 = crd 120◦ = 173 205, a4 = crd 90◦ = 141 421, a5 = crd 72◦ = 117 557,
a6 = crd 60◦ = 100 000 a a10 = crd 36◦ = 61 805 dílů.
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Z pohledu dnešní matematiky, respektive podle vztahu (1) jsme právě vyjádřili hodnoty

an = crdαn = 2R · sin αn

2
.

Hodnoty sinu lze tudíž vyjádřit jako

sin
αn

2
=

an
2R

.

Například vztah pro sin α5

2
lze snadno vyčíst z obrázku 5,

Obrázek 5: Odvození délky strany pravidelného pětiúhelníku.

kde a5 známe. Proto platí (viz například v [Ha]):

sin
α5

2
= sin 36◦ =

a5
2

R
=

a5
2R

=
1

2R
·R

√
5−

√
5

2
,

sin 36◦ =
1

2
·

√
5−

√
5

2
.

Aplikací Thalétovy a Pýthagorovy věty na poznatky z věty 1.1 získáme vztah délky tětivy
úhlu α a délky tětivy úhlu 180− α. Podle [Ko, str. 87] formulujeme a dokážeme důsledek:
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Důsledek 1.2. Nechť je dána tětiva příslušná nějakému středovému úhlu α v kružnici. Pak
je dána i tětiva odpovídající úhlu vedlejšímu, tj. o velikosti 180◦ − α.

K důkazu využijeme jednoduchého obrázku:

Obrázek 6: Výchozí trojúhelník k odvození vzorce pro crd(180◦ − α).

Důkaz:
Uvažujme trojúhelník ABC tak, jako na obrázku 6, kde |AB| = 2R. Bod C leží na kružnici
sestrojené nad průměrem AB. Z Thalétovy věty plyne, že trojúhelník ABC je pravoúhlý.
Tětiva délky crdα příslušná úhlu α je odvěsnou BC tohoto trojúhelníku, odvěsna AC je
potom tětivou délky crd(180◦ − α).
Užitím Pýthagorovy věty vyjádříme crd(180◦ − α)

crd(180◦ − α) =

√
(2R)2 − crd2 α (2)

a tím jsme dokázali, že ke každému crdα lze dopočítat i crd(180◦ − α).
Pro poloměr kružnice R = 100 000 dílů například vychází crd(180◦−36◦) = crd 144◦ =

190 211 dílů nebo crd(180◦ − 72◦) = crd 108◦ = 161 803 dílů.

V tuto chvíli jsme schopni určit délky tětiv odpovídajících pouze vybraným úhlům α (viz
věta 1.1) a úhlům (180◦ − α). Avšak to nám ke konstrukci tabulky stačit nebude. Dále
budeme potřebovat vztah crd(β − α), abychom mohli určit například crd(72◦ − 60◦) =
crd 12◦, kde crd 72◦ i crd 60◦ již známe. Tento vztah obecně pro úhel β − α odvodíme
ve dvou krocích. Nejdříve dokážeme tzv. Ptolemaiovu větu, která zastupuje dnešní součtové
vzorce, a teprve poté vyjádříme samotný vztah pro crd(β − α).

1.1.2 Ptolemaiova věta

Věta 1.3. Ptolemaiova. Pro každý tětivový čtyřúhelník ABCD platí rovnost:

|AC| · |BD| = |AD| · |BC|+ |AB| · |CD| . [Ha, str. 13] (3)

Této větě můžeme rozumět tak, že obsah obdélníku sestrojeného z úhlopříček daného
čtyřúhelníku je roven součtu obsahů obdélníků sestrojených z protilehlých stran čtyřúhel-
níku [Ko].
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Pro ilustraci zde uvedeme obrázek, který následně využijeme i v důkazu této věty.

Obrázek 7: Tětivový čtyřúhelník ABCD.

Důkaz:
Uvažujme tětivový čtyřúhelník ABCD vepsaný do kružnice jako například na obrázku 7.
Vztah (3) dokážeme za využití podobnosti trojúhelníků, pro lepší přehlednost samotný
důkaz rozdělíme do dvou dílčích částí.
Sestrojme nejprve bod E tak, aby E ∈ AC a velikost úhlu ∠ABE se rovnala velikosti

úhlu ∠CBD.
1. Velikost úhlu ∠ABD se rovná velikosti úhlu ∠EBC, kde úhel ∠EBD jim je společný.

Také velikosti úhlů ∠ACB a ∠ADB se rovnají, neboť oba jsou obvodové úhly příslušné
témuž oblouku AB. Potom z podobnosti trojúhelníků

△ABD ∼ △EBC

plyne úměrnost jejich stran, proto je poměr délek |BC| ku |BD| stejný jako poměr délek
|EC| ku |AD|. Zapíšeme

|EC|
|AD|

=
|BC|
|BD|

.

Elementární úpravou dostáváme rovnost

|EC| · |BD| = |BC| · |AD| . (4)

2. Dále z obrázku 7 vidíme, že velikosti úhlů ∠BAC a ∠BDC se rovnají, neboť oba
jsou obvodové úhly příslušné oblouku BC. Trojúhelníky △ABE a △CBD jsou podobné
(podle věty uu), proto platí:

|AE|
|CD|

=
|AB|
|BD|

.
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Z toho plyne rovnost obsahů obdélníků:

|AE| · |BD| = |AB| · |CD| . (5)

Nyní vztahy (4) a (5) sečteme a levou stranu rovnosti upravíme:

|EC| · |BD|+ |AE| · |BD| = |BC| · |AD|+ |AB| · |CD| ,
|BD| · (|AE|+ |EC|) = |BD| · |AC| = |BC| · |AD|+ |AB| · |CD| .

Vidíme, že ze součtu získaných vztahů (4) a (5) plyne vztah (3). Tím jsme dokázali
Ptolemaiovu větu.

Samotnou Ptolemaiovu větu sice přímo k vytvoření tabulky délek tětiv nepoužijeme, ale
využijeme dále vztahů, které na základě této věty odvodíme. Jedná se například o vzorec
pro výpočet délky tětivy crd(β − α), známe-li crdα a crd β. Díky tomuto vztahu pak
budeme moci spočítat například crd 12◦ = crd(72◦ − 60◦). K odvození kýženého vztahu
nám pomůže následující věta (podle [Ko, str. 88], upraveno).

Věta 1.4. Nechť jsou dány tětivy crdα a crd β pro α ̸= β a β > α. Pak pro délku tětivy
crd(β − α) platí:

crd(β − α) =
crd β · crd(180◦ − α)− crdα · crd(180◦ − β)

2R
. (6)

Důkaz:
V důkazu této věty budeme vycházet z věty 1.3, respektive využijeme již dokázaný vztah
(3) pro tětivový čtyřúhelník.

Obrázek 8: Tětivový čtyřúhelník ABCD v půlkruhu.

Uvažujme čtyřúhelník ABCD vepsaný do půlkruhu tak, jako na obrázku 8, kde strana
AD je průměrem kružnice. Tím jsou zadány délky dvou různých tětiv: |AB| = crdα a
|AC| = crd β. Chceme najít délku tětivy |BC| = crd(β − α).
Díky důsledku 1.2 známe v tomto čtyřúhelníku tři jeho strany: |AB| = crdα, |AD| =

2R, |CD| = crd(180◦ − β) a obě jeho úhlopříčky: |AC| = crd β, |BD| = crd(180◦ − α).
Využitím vztahu z věty 1.3 můžeme hned dopočítat i délku strany zbývající, tedy |BC|.
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Ze vzorce (3) elementárními úpravami vyjádříme |BC|:

|BC| · |AD| = |AC| · |BD| − |AB| · |CD| ,

|BC| = |AC| · |BD| − |AB| · |CD|
|AD|

.

Protože je |BC| = crd(β − α), získali jsme a tím i dokázali hledaný vztah (6) pro
výpočet délky tětivy odpovídající rozdílu dvou úhlů.
Spočítejme nyní délku tětivy crd 12◦ = crd(72◦ − 60◦) pro naši myšlenou výchozí kru-

žnici o poloměru R = 100 000 úseků. Již známe crd 72◦ = 117 557, crd 60◦ = R = 100
000, crd 108◦ = crd(180◦ − 72◦) = 161 803 a crd 120◦ = crd(180◦ − 60◦) = 173 205 dílů.
Po dosazení do vzorce (6) získáváme hodnotu crd 12◦ = 20 905 dílů.
Převedením na funkci sinus podle (1) jsme právě vypočítali hodnotu sin(36◦ − 30◦) =

sin 6◦.

1.1.3 Tětiva odpovídající polovičnímu úhlu

Již umíme určit délku tětivy příslušející rozdílu dvou úhlů, avšak to nám stále nestačí.
Nejkratší tětiva, kterou jsme zatím spočítali, je crd 12◦. Potřebovali bychom se ale dostat
k tětivám příslušným úhlům mnohem menším. Dobré by bylo umět vypočítat i délky
tětiv příslušejících polovinám úhlů, tj. crd α

2
. K odvození vzorce pro crd α

2
nám pomůže

následující věta (převzato z [Ko, str. 89] a upraveno).

Věta 1.5. Nechť je dána tětiva crdα libovolného úhlu α. Potom pro crd α
2
platí:

crd
α

2
=
√

2R2 −R · crd(180◦ − α) . (7)

Důkaz:
Větu dokážeme za pomoci důsledku 1.2, podobnosti trojúhelníků a Pýthagorovy věty. Na-
hlédněme nejdříve obrázek, s nímž budeme pracovat:

Obrázek 9: Výchozí trojúhelník ABC k odvození vzorce pro crd α
2
.

Věta jinými slovy říká, pokud máme zadanou tětivu BC příslušející úhlu α jako na ob-
rázku 9, pak můžeme díky vztahu (7) dopočítat i tětivu CD, která přísluší úhlu α

2
.
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Mějme tedy trojúhelník △ABC sestrojený nad průměrem AC kružnice. Z Thalétovy
věty plyne, že △ABC je pravoúhlý. Délka strany BC tohoto trojúhelníku je délkou tětivy
crdα příslušné úhlu ∠BSC = α. Sestrojením osy úhlu α získáme body D a E, kde bod
D je průsečík této osy s kružnicí a bod E je průsečík této osy s úsečkou BC. Bod E je
zároveň středem úsečky BC, jelikož trojúhelník △BSC je rovnoramenný s rameny BS a
SC, viz obrázek 9.
Pro trojúhelníky △ABC a △SEC platí:

△ABC ∼ △SEC ,

neboť podle věty uu mají společný úhel ∠SCE a oba trojúhelníky jsou pravoúhlé (pravé
úhly mají při vrcholech B a E). Jelikož jsou

|SC| = 1
2
|AC| ,

|CE| = 1
2
|CB| ,

potom díky podobnosti trojúhelníků △ABC a △SEC bude

|SE| = 1
2
|AB| .

Délku úsečky |AB| známe, neboť |AB| = crd(180◦ − α). Délku úsečky |DE| pak získáme
jako

|DE| = R− |SE| .

Užitím Pýthagorovy věty poté snadno dopočítáme délku přepony |CD| pravoúhlého troj-
úhelníku △CDE, kde |CD| je zároveň délkou tětivy crd α

2
. Zapíšeme:

|CD|2 = |DE|2 + |CE|2 = (R− |SE|)2 + |CE|2 ,

kde
|SE| =

√
R2 − |CE|2 .

Po dosazení za |CE| = crdα
2
a několika úpravách dostáváme pro |CD| = crd α

2
výraz

crd
α

2
=
√

2R2 −R · crd(180◦ − α) ,

což je přesně vztah (7). Tímto jsme dokázali větu 1.5.

V tuto chvíli tedy můžeme dopočítat další délky tětiv, a to konkrétně pro úhly 6◦, 3◦,
3
2

◦
a 3

4

◦
. Vycházet budeme z úhlu 12◦, který budeme půlit. Pro poloměr R = 100 000

úseků dostáváme crd 6◦ = crd 12◦

2
= 10 467 úseků. Potom crd 3◦ = 5235, crd 3

2

◦
= 2618 a

crd 3
4

◦
= 1309 úseků.

Z pohledu dnešní goniometrie dle vztahu (1) jsme tímto získali hodnoty

sin 3◦ =
crd 6◦

2R
, sin

3

2

◦
=

crd 3◦

2R
, sin

3

4

◦
=

crd 3
2

◦

2R
, sin

3

8

◦
=

crd 3
4

◦

2R
.
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Vidíme, že vzorec (7) pro výpočet crd α
2
je velmi užitečný nástroj. Můžeme totiž půlit

jakýkoliv úhel α.
Na druhou stranu si musíme uvědomit, že stále neznáme délku tětivy příslušející úhlu

o velikosti 1◦, neboť jsme tuto hodnotu při půlení úhlů přeskočili (známe délky tětiv
k úhlům 3

2

◦
a 3

4

◦
). Hodnotu crd 1◦ bohužel nedostaneme ani pomocí jiných vzorců výše

odvozených. Nalezení hodnoty crd 1◦ je však jedním z nejvýznamnějších poznatků mate-
matiky. Jak je uvedeno v Koperníkově díle [Ko], Ptolemaios proto musel získat hodnotu
crd 1◦ díky dostatečně přesnému odhadu. Tento odhad si však vysvětlíme až později.
Nyní se totiž podíváme ještě na jeden důležitý vztah, konkrétně na vzorec pro výpočet

délky tětivy příslušející součtu dvou úhlů, respektive crd(α+β). Tento vztah potřebujeme
především kvůli tomu, že v samotné tabulce budeme k úhlům přičítat jednotlivé kroky.
Ptolemaios například použil krok o velikosti 1

2

◦
, Koperník 10′.

1.1.4 Tětiva odpovídající součtu dvou úhlů

Následující věta je převzata z [Ko, str. 89] a upravena pro naše potřeby.

Věta 1.6. Nechť jsou dány tětivy délek crdα, crd β. Pak pro délku tětivy crd(α+ β) platí:

crd(α + β) =

√
4R2 − crd2 (180◦ − (α + β)) .

Ideu důkazu věty 1.6 budeme ilustrovat následujícím obrázkem.

Obrázek 10: Dva tětivové čtyřúhelníky ABDE a BCDE.

Důkaz:
Uvažujme kružnici se středem S a tětivami o délkách |AB| = crdα a |BC| = crd β jako
na obrázku 10.
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Označme body D a E vzniklé doplněním poloměrů AS a BS do průměrů. Tím získáme
tětivyBD a CE, které jsou dle důsledku 1.2 dané. Nahlédněme vzniklý čtyřúhelník BCDE.
Známe jeho tři strany BC, DE, BE a obě jeho úhlopříčky BD a CE. Podle věty 1.3 umíme
vyjádřit zbývající stranu CD.
Potom znovu dle důsledku 1.2 je určená i tětiva AC, jež je hledanou tětivou součtu

úhlů α a β, tedy AC = crd(α + β).
Délku tětivy crd(α+ β) tudíž získáme úpravou ze vztahu (2), kde crd (180◦ − (α + β))

vypočítáme pomocí vztahu (3). Zapíšeme

crd(α + β) =

√
4R2 − crd2 (180◦ − (α + β)) ,

crd (180◦ − (α + β)) =
crd(180◦ − α) · crd(180◦ − β)− crd β · crdα

2R

a tím je věta 1.6 dokázána.
Nyní se dostáváme k velice důležité části, respektive větě, díky níž budeme moci provést

odhad čísla crd 1◦ tak, jako to udělal již Ptolemaios.

1.1.5 Věta o nerovnosti

Věta 1.7. Nechť 0 < α < β < 180◦. Potom platí:

crd β

β
<

crdα

α
. [Ha, str. 14] (8)

Ekvivalentní úpravou lze nerovnost převést na tvar: β
α
> crdβ

crdα
, pro α < β. K důkazu

věty 1.7 se nám bude hodit obrázek:

Obrázek 11: K důkazu nerovnosti.
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Důkaz:
Mějme kružnici a v ní dvě tětivy AB, |AB| = crdα, a BC, |BC| = crd β, α < β, například
jako na obrázku 11.
Sestojme bod D na kružnici tak, aby BD byla osou úhlu ∠ABC. Průsečík BD a AC

označme E. Dále veďme kolmici z bodu D na úsečku AC, patu této kolmice označme F .
Vidíme, že pro úsečky AD, DE, DF platí:

|AD| > |DE| > |DF | .

Zároveň snadno nahlédneme, že se rovnají poměry:

|EC|
|AE|

=
|BC|
|AB|

.
Sestrojme dále kružnici se středem D a poloměrem DE. Označme H průsečík této

kružnice s úsečkou AD a také I průsečík této kružnice s polopřímkou DF . Potom pro
obsahy kruhových výsečí SEDI , SEDH a obsahy trojúhelníků S△EDF , S△EDA platí vztahy:

SEDI > S△EDF ,

SEDH < S△EDA .

Z toho plyne, že poměr obsahů těchto trojúhelníků je menší, než poměr obsahů kruho-
vých výsečí, neboli

S△EDF

S△EDA

<
SEDI

SEDH

.

Protože jsou kruhové výseče úměrné svým středovým úhlům a trojúhelníky svým zá-
kladnám, je poměr velikostí úhlů ∠EDF ku ∠ADE větší, než poměr délek základen EF
ku AE, tedy platí nerovnost

|∠EDF |
|∠ADE|

>
|EF |
|AE|

.

Proto také platí další nerovnosti:

|∠FDA|
|∠ADE|

>
|AF |
|AE|

,
|∠CDA|
|∠ADE|

>
|AC|
|AE|

,
|∠CDA|
|∠EDA|

>
|CE|
|AE|

a jak již víme, |EC|
|AE| =

|BC|
|AB| .

Vzhledem k tomu, že úsečky BC a AB jsou tětivami o délkách crd β a crdα, jejich
poměr je menší než poměr středových úhlů jim odpovídajících [Ko, str. 91]. To znamená

|BC|
|AB|

=
crd β

crdα
<

β

α
, pro α < β

což je ekvivalentní s
crd β

β
<

crdα

α
.

Tím jsme právě dokázali důležitý vztah (8), jenž nám umožní odhadnout hledanou
hodnotu crd 1◦.
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1.2 Tětiva příslušná úhlu 1◦

Nalezení hodnoty délky tětivy crd 1◦ je velmi významné. Jak jsme již zmiňovali dříve, tuto
hodnotu je nutno odhadnout. Ukážeme však, že přesnost odhadu je postačující. Podíváme
se na hlavní myšlenku toho, jak je tento odhad proveden v Koperníkově díle, a poté ho
sami předvedeme v modernější podobě, tj. místo hodnoty crd 1◦ budeme odhadovat sin 1◦

(lépe řečeno 105 · sin 1◦).
Jako Koperník podle věty 1.7 provedeme odhad hledané hodnoty crd 1◦ ve formě

crd β

β
<

crd 1◦

1
<

crdα

α
, pro 0 < α < 1◦ < β .

Použijeme α a β nejbližší k 1◦ takové, pro které již známe jejich hodnoty crdα a crd β.
Konkrétně v tuto chvíli jsou α = 3

4

◦
a β = 3

2

◦
. Poté dostáváme nerovnost (viz [Ha, str.

14]):
crd 3

2

◦

3
2

<
crd 1◦

1
<

crd 3
4

◦

3
4

.

Tuto nerovnost převedeme do modernějšího vyjádření podle vztahu (1) na odhad hod-
noty

R · sin 1◦ = 1

2
crd 2◦ .

Dostáváme tedy nerovnost

1
2
crd 3◦

3
<

1
2
crd 2◦

2
<

1
2
crd 3

2

◦

3
2

. (9)

Po dosazení známých hodnot vzhledem k myšlené kružnici o poloměru R = 100 000
dílů zapíšeme

1
2
· 5235
3

<
1
2
crd 2◦

2
<

1
2
· 2618
3
2

,

8721
2
<

1
2
crd 2◦

2
< 8722

3
.

Vyjádřením 1
2
crd 2◦ z této nerovnosti můžeme provést odhad

1
2
crd 2◦ = 100 000 · sin 1◦ ≈ 1745 ,

neboť vzhledem ke zvolené hodnotě poloměru R a zároveň určené přesnosti při převedení
na dnešní sinus na 5 desetinných míst je tento odhad dostatečně přesný, jak se sami můžeme
přesvědčit například na kalkulačce:

105 · sin 1◦ ≈ 1745 .

18



1.3 Konstrukce tabulky délek tětiv

Na základě předešlých poznatků můžeme právě tabulku délek tětiv vytvořit. V prvním
sloupci budou přičítány hodnoty úhlů (začneme u velikosti 1◦), kde pro naše potřeby nyní
postačí krok o velikosti 1◦. Druhý sloupec bude obsahovat napsaný vztah, díky němuž je
možno délku tětivy příslušné danému úhlu vypočítat.
Kvůli tomu, že naše vypočtené hodnoty budeme porovnávat s Koperníkovou tabulkou,

samotné délky tětiv zde uvádět nebudeme. Ve třetím sloupci totiž budou zapsány rov-
nou hodnoty polovin délek tětiv příslušejících dvojnásobným úhlům, tzn. hodnoty, které
můžeme najít přímo v Koperníkově tabulce [Ko]. V posledním sloupci pak uvedeme při-
bližné hodnoty (s odpovídající přesností) dnešního sinu daného úhlu vynásobeného číslem
R = 100 000.

α výpočetní vztah 1
2
· crd 2α R · sinα

1◦ výchozí hodnota 1745 1745
2◦ crd(1◦ + 1◦) 3490 3490
3◦ známá hodnota 5234 5234
4◦ crd(3◦ + 1◦) 6975 6976
5◦ crd(6◦ − 1◦) 8715 8716
6◦ známá hodnota 10 453 10 453

1.4 Interpolace

Uveďme nyní ještě několik závěrečných poznatků jak ke Koperníkově [Ko], tak i k Ptole-
maiově [Ha] tabulce.
V obou případech tvoří tabulku tři sloupce. V prvním sloupci jsou uvedeny velikosti

úhlů, v Ptolemaiově tabulce s krokem o velikosti 1
2

◦
. Koperník pracuje s menšími hodno-

tami, v prvním sloupci jeho tabulky je základním krokem deset minut.
Ve druhém sloupci Ptolemaiovy tabulky nalezneme příslušné délky tětiv, avšak u Ko-

perníka jsou tam přímo poloviny délek tětiv příslušejících dvojnásobným úhlům, což lépe
odpovídá dnešnímu sinu. To znamená, že pouhým vydělením těchto hodnot poloměrem R
kružnice (kde R = 100 000 dílů) dostaneme hodnotu sinu odpovídajícího úhlu, viz vztah
(1) v úvodu kapitoly.
V posledním sloupci Koperníkovy tabulky jsou pak uvedeny rozdíly dvou sousedních

délek. V Ptolemaiově tabulce však vypadá třetí sloupec trochu jinak. Obsahuje totiž tzv.
interpolační údaje [Ha, str. 15]. Rozdíl dvou sousedních délek tětiv v tabulce, kde rozdíl
příslušných úhlů je 1

2

◦
, je vydělen třiceti. A to z toho důvodu, že třicetina poloviny stupně je

jedna minuta. Díky tomu, že délka oblouku příslušného tak malému úhlu (o velikosti 1′) se
jeví jako samotná délka tětivy příslušné tomuto úhlu, je u tak malých délek možno počítat
lineárně. Ptolemaiova tabulka je proto díky interpolačním údajům mnohem podrobnější,
než se na první pohled může zdát.
Interpolační údaje, které označíme ∆P , jsou tedy počítány takto:

∆P =
crd
(
α + 1

2

◦)− crdα

30
. (10)
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V Koperníkově tabulce však díky vhodně zvolenému druhému sloupci není potřeba
interpolační údaje jako takové počítat. Připomeňme, že Koperník v tabulce uvádí poloviny
délek tětiv příslušejících dvojnásobným úhlům, což lépe odpovídá dnešnímu sinu (stačilo
by hodnoty vydělit 100 000). V tabulce nám stačí rozdíly dvou sousedních délek tětiv, což
je vlastně desetinásobek příslušného interpolačního údaje, neboť jsou načítány úhly po 10′,
tedy po šestinách stupně.
Pokud bychom chtěli interpolační údaj ∆K Koperníkovy tabulky získat, stačilo by

příslušný rozdíl dvou sousedních délek vydělit deseti, tedy

∆K =
1
2
· crd 2α− 1

2
· crd 2(α + 10′)

10

Nahlédněme ukázku z Koperníkova díla a uveďme poté jednoduchý příklad na závěr
této kapitoly.

Obrázek 12: Ukázka tabulky délek tětiv z díla Mikuláše Koperníka [Ko, str. 93].

Příklad
Ukažme, jak například nalézt hodnotu pro 5◦17′. Z tabulky na obrázku 12 snadno

vyčteme hodnotu pro 5◦10′:
1
2
· crd 2(5◦10′) = 9005

a rozdíl mezi hodnotami příslušejícími úhlům 5◦10′ a 5◦20′ je 290. Interpolační údaj ∆, jak
jsme uváděli výše, je jedna desetina tohoto rozdílu, tzn.

∆ = 290
10

= 29 .

20



Potom hledanou hodnotu spočítáme následovně:

1
2
· crd 2(5◦17′) = 1

2
· crd 2(5◦10′) + 7∆ = 9005 + 7 · 29 ,

1
2
· crd 2(5◦17′) = 9208 ,

neboť, jak jsme zmiňovali dříve, s interpolačními údaji počítáme lineárně. Takto můžeme
dopočítat libovolnou hodnotu mezi dvěma sousedními délkami tětiv v Koperníkově tabulce.
Pro porovnání uvedeme i hodnotu dnešního sinu příslušného úhlu, a to se stejnou

přesností. Rovnou sinus vynásobíme 105:

105 · sin(5◦17′) = 9208 .
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2 Islámská středověká goniometrie

V islámském světě ve středověku představovala goniometrie základ celé astronomie. Islámští
astronomové a matematici navazovali na poznatky z antické řecké a indické matematiky,
které velmi dobře znali. Zároveň se některé tyto poznatky snažili zpřesňovat a rozvíjet.
Oproti antickému Řecku však nepracovali s délkami celých tětiv, nýbrž upřednostňovali

rovnou tětivy poloviční, což více odpovídá dnešní funkci sinus. Tětivy však nedefinovali
na jednotkové kružnici, ale na kružnici o poloměru 60 (dílů). Protože často vycházeli z an-
tických astronomických spisů, ve kterých se po vzoru starověké Mezopotámie mnohdy
pracovalo v šedesátkové soustavě, islámští astronomové také někdy tuto soustavu použí-
vali. Potom sinus odvozený z uvažované kružnice o poloměru 60 budeme značit Sin, pro
přehlednost zapíšeme převod mezi Sinα a sinα nějakého úhlu α (viz např. [Hm, str. 39])

Sinα = 60 · sinα . (11)

Jedním z nejvýznamnějších islámských matematiků byl PeršanMuhammad Ibn Músa
al-Chwárízmí (780 – 850), jenž se mimo jiné zabýval aritmetikou a algebrou. Pro nás je
zajímavý tím, že sestavil nejspíše první islámské tabulky Sinů, zvané Zídž al-Sindhind.
Za zmínku dále stojí egyptský astronom Ibn Júnus (cca 950 – 1009), který zpřesnil

hodnotu Sin 1◦. Dále taktéž sestavil tabulky Sinů, Hákimí Zídž, kde použil krok o velikosti
10′.
Ibn Júnus navazoval na Ptolemaiovo dílo a provedl mnohem lepší odhad zmiňované

hodnoty Sin 1◦. Vycházel z dobře známých hodnot Sin 9
8

◦
a Sin 15

16

◦
, kterými Sin 1◦ omezil

shora a zdola. Pak tzv. lineární interpolací určil Sin 1◦ s přesností na tři šedesátinná místa
(potažmo šest desetinných míst) [Br].
Významným soudobým astronomem a matematikem byl Peršan (z dnešního pohledu

Íránec) Abú al-Wafá (940 – 998). Zabýval se goniometrickými vzorci, které dále rozvíjel.
Provedl také mnohem přesnější odhad hodnoty Sin 1◦, respektive Sin 1

2

◦
. Vycházel při tom

z jednoduchého lemmatu, (jež zde ale dokazovat nebudeme):

Sin(α + β)− Sinα < Sinα− Sin(α− β) , pro β < α < α+ β < 180◦ . [Br]

Pracoval s hodnotami Sin 12
32

◦
, Sin 15

32

◦
, Sin 18

32

◦
a pomocí výše uvedeného výrazu omezil

Sin 1
2

◦
[Br]. Hodnotu určil s přesností na čtyři šedesátinná místa.

Dalším islámským autorem, který zpřesnil hodnotu Sin 1◦ a o jehož díle si řekneme více,
byl Giyát al-Dín Jamšíd al-Káší (1380 – 1429) viz [CR].

2.1 Al-Káší

Původem perský (dnes bychom řekli íránský) astronom a matematik Jamšíd al-Káší
působil po většinu svého života ve městě Samarkand (v dnešním Uzbekistánu), kde byla
v první třetině 15. století postavena nejlepší astronomická observatoř své doby. Toto pro-
středí dalo vzniknout velmi přesným tabulkám Kákání Zídž obsahujícím hodnoty sinů a
tangensů s krokem 1′.
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Al-Káší se zabýval zpřesňováním hodnot v goniometrii. Přistupoval proto k této pro-
blematice úplně jinak, než například Ptolemaios. Jeho myšlenkou totiž byla metoda řešení
kubických rovnic, což ho dovedlo k poměrně přesnému určení hodnoty Sin 1◦, [RV]. Mimo
jiné také určil hodnotu π (respektive 2π) s největší přesností do té doby, a to na 16 dese-
tinných míst, [CR].
Než si vysvětlíme, jak al-Káší postupoval při určování hodnoty Sin 1◦, podíváme se stru-

čně na to, jak se pracuje s šedesátkovou soustavou. Al-Káší totiž počítal v této soustavě, ale
my jeho postup předvedeme už v soustavě desítkové. Proto zde uvedeme způsob převodu čí-
sel z jedné soustavy do druhé. Každé číslo můžeme zapsat pomocí cifer ai ∈ {0, 1, 2, . . . , 59}
ve tvaru

a0; a1, a2, a3, . . . ,

což se na vyjádření v desítkové soustavě snadno převede takto

a0 +
a1
60

+
a2
602

+
a3
603

+ . . . (12)

Proto například jako v [Hm, str. 40] číslo 10; 48, 7, 30 můžeme vyjádřit následovně

10 +
48

60
+

7

602
+

30

603
= 10, 8020832 .

Zde si ještě dovolíme malou poznámku: násobení nebo dělení číslem 60 v sexagesimální
soustavě znamená pouze posun řádové čárky.

2.2 Aproximace hodnoty sin 1◦

Touha po zpřesnění odhadu hodnoty Sin 1◦ přivedla al-Kášího k úplně jiné metodě, než
například Ptolemaia, neboť Ptolemaiovým postupem tuto hodnotu už výrazně zpřesnit
možné nebylo.
Al-Káší vychází z dobře známé hodnoty Sin 3◦ a přichází na to, že by mohl využít vzorec

pro Sin 3α, kam dosadí α = 1◦. Tato myšlenka ho dovede ke kubické rovnici s neznámou
Sinα = Sin 1◦. Nalezení řešení takové rovnice však do té doby stále představovuje problém.
Al-Kášího ale napadne využít tzv. iterační metodu, pomocí které přibližné řešení rovnice
nalezne, a to s dostatečnou přesností. To znamená, že přišel na to, jak hodnotu Sin 1◦

velmi zpřesnit. Na celý al-Kášího postup se podíváme podrobněji a poté jeho využitím
vypočteme hodnotu sin 1◦.

Uveďme nejprve vzorec pro sin 3α:

sin 3α = sin(2α + α) = sin 2α · cosα + cos 2α · sinα =

= 2 sinα · cos2 α + sinα · cos2 α− sin3 α =

= 3 sinα− 4 sin3 α . (13)
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Samotný al-Káší přesněji řečeno pracuje se vzorcem pro Sin 3α, který pomocí vztahu
(11) zní

1
60
Sin 3α = 3

60
Sinα− 4

603
Sin3 α .

Zapíšeme v šedesátkové soustavě, celou rovnici vynásobíme 60 a dostaneme vztah

Sin 3α = 3Sinα− 0; 0, 4 Sin3 α .

My však postup předvedeme v modernějším pojetí, proto upřednostníme práci se sinem
(namísto Sinu) a vztahem (13).
Za α dosadíme α = 1◦. Potom na sin 1◦ nahlížíme jako na hodnotu neznámou a sin 3◦

známou. Hodnotu Sin 3◦ lze totiž získat například podle Ptolemaia, tzn. pomocí součtových
vzorců a vzorce pro tětivu polovičního úhlu tak, jako jsme ukázali v kapitole 1. Proto už
tenkrát bylo možno tuto hodnotu vypočítat s libovolnou přesností. V šedesátkové soustavě
je (viz např. [Ha, str. 20])

Sin 3◦ ≈ 3; 8, 24, 33, 59, 34, 28, 15 ,

po převedení do desítkové soustavy podle (12) je Sin 3◦ ≈ 3, 140157372. Potom už velice
snadno získáme sin 3◦ ≈ 0, 052335956.

2.2.1 Kubická rovnice

Po vzoru al-Kášího postupu převedeme problém (13) na řešení kubické rovnice pro nezná-
mou x = sin 1◦. Tato myšlenka v podstatě představuje otázku trisekce úhlu. Dostáváme
vztah (viz [Br, str. 148])

sin 3◦ = 3x− 4x3 .

Rovnici poté upravíme na následující tvar, jenž je základem pro hledání řešení rovnice
iterační metodou, kterou vysvětlíme níže. Z předchozí rovnice tedy vyjádříme x:

x =
4x3 + sin 3◦

3
. (14)

Protože sin 3◦ známe, jak jsme již ukázali dříve, budeme hledat neznámou x = sin 1◦.

Pro zajímavost zde uvedeme ekvivalent rovnice (14) v takovém tvaru, se kterým původně
pracoval al-Káší. [Br, str. 148]

x =
x3 + 900 Sin 3◦

2700
.

Problémem ale bylo, jak takovou kubickou rovnici vyřešit. Al-Káší přichází s vynikající
myšlenkou použít tzv. iterační metodu, kterou nyní vysvětlíme.
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2.2.2 Iterační metoda

Jako al-Káší budeme hledat neznámou x kubické rovnice (14) ve formě součtu. Zapíšeme
a vhodně označíme

x ≈ x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn =
n∑

i=0

xi = Sn .

Rovnici (14) pak budeme řešit tzv. iterační metodou, to znamená, že každý částečný součet
Si =

∑i
j=0 xj, i = 0, 1, . . . , n budeme hledat pomocí rekurentního předpisu

Si =
4 · S3

i−1 + sin 3◦

3
. (15)

Otázkou je, jakou počáteční hodnotu za x0 dosadit. Tato hodnota nám pak už bude
stačit k tomu, aby se mohl algoritmus iterační metody rozběhnout. Naše volba pro x0 plyne
z jednoduché úvahy: jelikož 1◦ = π

180
je relativně blízko 0, připomeneme si, že sinx se na

okolí 0 chová přibližně jako x, respektive hovoříme o velmi dobře známé limitě

lim
x→0

sinx

x
= 1 ,

a tedy
sinx ≈ x na okolí U (0) .

Pak právě odtud získáme naši počáteční hodnotu x0:

sin 1◦ = sin
π

180
≈ π

180
≈ 3

180
=

1

60
= x0 .

Pro S1 dosazením za S0 = x0 =
1
60
dostaneme

S1 =
4 ·
(

1
60

)3
+ sin 3◦

3
≈ 0, 0174515 .

Další hodnoty pak snadno spočítáme pomocí vzorce (15). Pro ilustraci vypočtěme hodnoty
částečných součtů například až do n = 6.

S2 =
4 · S3

1 + sin 3◦

3
≈ 0, 017452405 ,

S3 =
4 · S3

2 + sin 3◦

3
≈ 0, 017452406436 ,

S4 =
4 · S3

3 + sin 3◦

3
≈ 0, 017452406437282 ,

S5 =
4 · S3

4 + sin 3◦

3
≈ 0, 017452406437283511 ,

S6 =
4 · S3

5 + sin 3◦

3
≈ 0, 017452406437283512817 .
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Mohli bychom směle pokračovat i pro n vyšší, avšak pro názornost je n = 6 více než
postačující. Vypadá to, že takto aplikovanou iterační metodou se pak hodnota Sn bude
blížit skutečné hodnotě x = sin 1◦. Všimněme si, že v prvním kroku (S1) je přesnost již
na pět desetinných míst. Avšak s každým dalším krokem se přesnost zvyšuje o tři desetinná
místa (což odpovídá tomu, že řešíme kubickou rovnici). V šestém kroku je pak hodnota
přesná na prvních dvacet desetinných místech.
Sám al-Káší při svém výpočtu dospěl k přesnosti na sedm šedesátinných míst, pracoval

totiž v sexagesimální soustavě, jak jsme již zmiňovali dříve. Vypočítal (viz [Br, str. 148])

Sin ≈ 1; 2, 49, 43, 11, 14, 44, 16, 19, 16 ,

což je ekvivalentní s hodnotou v dekadické soustavě

sin 1◦ ≈ 0, 0174524064372828 ,

kde je přesnost čtrnáct desetinných míst.

Zjistili jsme, že aproximaci hodnoty sin 1◦ lze provést různými způsoby, a to s různými
přesnostmi (například podle Ptolemaia nebo al-Kášího). Přestože se jak kubické rovnice,
tak myšlenky iterace objevovaly už mnohem dříve, al-Káší byl první, kdo je takto využil
dohromady.
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3 Taylorův rozvoj

Nyní se dostáváme k poněkud odlišnému způsobu výpočtu hodnot goniometrických funkcí.
Jedná se však o dnes prakticky nejpoužívanější metodu, neboť je velmi efektivní. Díky ní
lze hledané hodnoty snadno určit pro libovolný argument, a to s libovolnou přesností.
Dnes je dobře známo, že elementární funkce lze na nějakém okolí daného bodu aproxi-

movat nekonečnými mocninnými řadami. Příkladem takové aproximace je Taylorův poly-
nom nebo Taylorova řada. Názvy nesou podle anglického matematika Brooka Taylora
(1685 – 1731), jenž se takovými polynomy, rozvoji a jejich zbytky zabýval.
Nejdříve odvodíme obecný vzorec tak, jak je dnes běžné. Poté se podíváme na odvození

Taylorova rozvoje funkce sinus, který byl proveden dříve, než obecný předpis pro Taylorův
polynom vůbec existoval.
Aproximaci nějaké funkce polynomem provádíme z toho důvodu, že hodnoty polynomu

počítat umíme a při tom využíváme jen základních operací jako jsou sčítání, odečítání, ná-
sobení, dělení. Aproximaci funkce f(x) polynomem třetího stupně na okolí bodu 0 zapíšeme
například ve tvaru

f(x) ≈ a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ,

kde koeficienty ai, i = 0, 1, 2, 3, musíme postupně najít. Pokud dosadíme za x = 0, získá-
váme přímo koeficient a0:

f(0) = a0 .

Pak naši aproximaci můžeme zapsat ve tvaru

f(x) ≈ f(0) + a1x+ a2x
2 + a3x

3 .

Dále hledáme koeficient a1. Získáme ho pomocí operace, která nám odstraní absolutní člen
a sníží stupeň polynomu. Funkci f(x) proto derivujeme:

f ′(x) ≈ a1 + 2a2x+ 3a3x
2 .

Po dosazení za x = 0 získáváme koeficient a1:

f ′(0) = a1 .

Aproximace funkce f(x) hledaným polynomem má tedy tvar

f(x) ≈ f(0) + f ′(0) · x+ a2x
2 + a3x

3 .

Stejný postup provedeme znovu, tzn. první derivaci opět derivujeme a dosadíme x = 0:

f ′′(x) ≈ 2 · 1 · a2 + 3 · 2 · a3x ,
f ′′(0) = 2 · 1 · a2 ,

a2 =
f ′′(0)

2!
.
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Abychom získali i koeficient a3, postup opakujeme ještě jednou

f ′′′(x) ≈ 3 · 2 · 1 · a3 ,
f ′′′(0) = 3 · 2 · 1 · a3 ,

a3 =
f ′′′(0)

3!
.

Celou aproximaci funkce f(x) na okolí bodu 0 polynomem stupně 3 zapíšeme

f(x) ≈ f(0) + f ′(0) · x+
f ′′(0)

2!
· x2 +

f ′′′(0)

3!
· x3 .

Mohli bychom takto postupovat i pro polynomy vyššího stupně. Příkladem takových po-
lynomů jsou Taylorovy polynomy stupně n, které pro funkci f(x) na okolí bodu 0 (jenž má
v 0 všechny derivace až do řádu n) zapisujeme ve tvaru

Tn(x) =
n∑

i=0

f (i)(0)
i!

· xi .

Zdá se, že bychom pak mohli funkci aproximovat rozvinutím do mocninné řady. K tomu
bychom ale museli ošetřit konvergenci této řady (nalézt její poloměr konvergence) a zároveň
bychom museli dokázat, že daná řada na oboru konvergence konverguje právě k dané funkci.
Pak bychom pro funkci f(x) mohli zapsat aproximaci na okolí bodu 0 například Taylorovou
řadou

f(x) = f(0) + f ′(0) · x+
f ′′(0)

2!
· x2 +

f ′′′(0)

3!
· x3 + . . . . (16)

Příslušnou teorií se však zde podrobně zabývat nebudeme, lze nahlédnout například do
knihy Základy matematické analýzy [Ve].
Pro nás je nyní zajímavá samotná její aplikace. Protože se v celé této kapitole budeme

zabývat především funkcí sinus, odvodíme předpis pro aproximaci této funkce na okolí nuly.
Využijeme zároveň základních poznatků:

(sinx)′ = cosx ,

(sinx)′′ = − sinx ,

sin 0 = 0 ,

cos 0 = 1 .

Dosadíme do vztahu (16) a upravíme:

sinx = sin 0 + cos 0 · x+
− sin 0

2!
· x2 +

− cos 0

3!
· x3 +

sin 0

4!
· x4 +

cos 0

5!
· x5 + . . . ,

sinx = 0 + 1 · x− 0

2!
· x2 − 1

3!
· x3 +

0

4!
· x4 +

1

5!
· x5 + . . . ,

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
+ . . . (17)
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Podobným postupem bychom snadno odvodili i například vztah pro kosinus:

cosx = cos 0− sin 0 · x+
− cos 0

2!
· x2 +

sin 0

3!
· x3 +

cos 0

4!
· x4 +

− sin 0

5!
· x5 + . . . ,

cosx = 1 + 0 · x− 1

2!
· x2 +

0

3!
· x3 +

1

4!
· x4 − 0

5!
· x5 + . . . ,

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
+ . . . (18)

Všimněme si, že rozvoj pro sinus obsahuje pouze liché mocniny x, což odpovídá tomu,
že sinus je lichá funkce, a proto je aproximována polynomem lichého stupně. Pro kosinus
jakožto sudou funkci naopak platí, že rozvoj obsahuje pouze sudé mocniny x, tzn. kosinus
je aproximován polynomem stupně sudého.

Než odvozený vztah (17) ukážeme na konkrétním příkladě, připomeneme si definici sinu
pomocí obrázku.

Obrázek 13: Definice sinu.

Podle obrázku 13 označme průsečík průvodiče s jednotkovou kružnicí souřadnicemi x
a y. Potom sinφ je definován jako y−ová souřadnice tohoto bodu. Pokud φ ∈ (0, π

2
), pak

sinφ je délkou úsečky naznačené na obrázku 13 čárkovaně. Zároveň φ je délkou příslušného
oblouku jednotkové kružnice. Odtud pak plyne, že φ je udáváno v obloukové míře, nikoliv ve
stupních, (které se nám dochovaly jako pozůstatek mezopotámského používání šedesátkové
soustavy v astronomii). Proto v celé této kapitole budeme pracovat s hodnotami udávanými
výhradně v obloukové míře, ne ve stupních (oproti předešlým kapitolám).

Příklad.
Ukažme na jednoduchém příkladě aproximaci funkce sinus Taylorovým polynomem
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pátého stupně. Podle vztahu (17) tedy aproximujeme sinφ takto:

sinφ ≈ φ− φ3

3!
+

φ5

5!
.

Zvolme například φ = π
6
, poté dosazením získáme

sin
π

6
≈ π

6
− 1

3!
·
(π
6

)3
+

1

5!
·
(π
6

)5
≈ 0, 500002 ≈ 0, 5 .

Záměrně jsme zvolili dobře známou hodnotu tak, abychom snadno porovnali aproximova-
nou hodnotu sinu s hodnotou skutečnou. Totiž sin π

6
= 0, 5.

Taylorův rozvoj je dnes prakticky nejpoužívanější metoda, kterou hodnoty goniometric-
kých funkcí počítáme. Na této podstatě například fungují běžné kalkulátory. Tato metoda
je totiž jednoduchá k naprogramování a hodnoty jsou velmi rychle určovány s velkou přes-
ností.

Méně se však ví, že takové rozvoje (potažmo aproximace) elementárních funkcí byly obje-
veny dříve, než například samotný obecný vzorec (16) pro Taylorův rozvoj. Prvním evrop-
ským matematikem, který nalezl takový rozvoj funkce sinus, byl Angličan Isaac Newton
(1642 – 1727). Newton nebyl jen matematikem, ale i fyzikem a astronomem, jenž je dodnes
považován za jednu z nejdůležitějších osob novověku a dokonce za samotného zakladatele
exaktních věd.
Pro nás je nyní zajímavý Newtonův způsob odvození rozvoje funkce sinus do mocninné

řady. A to konkrétně tím, že k odvození ani není potřeba n-tých derivací této funkce, ale
stačí rozvoj funkce arkus sinus. Podle [Ed] se podíváme podrobněji na to, jak Newton
postupoval, a rozvoj funkce sinus také odvodíme.

3.1 Newtonovo odvození rozvoje funkce sinus

Při hledání vhodné aproximace funkce sinus vycházel Newton nejdříve z aproximace funkce
arkus sinus mocninnou řadou, kterou poté invertoval. Tomu všemu však ještě předcházela
hojná práce s binomickou větou, kterou Newton zobecnil do binomického rozvoje, pomocí
něhož rozvinul například i funkci f(x) =

√
1− x2. Tento rozvoj je pak výchozí k nalezení

rozvoje pro arkus sinus.
Na celý Newtonův postup se podíváme podrobněji po krocích. Vycházet budeme z díla

[Ed], odkud převezmeme základní myšlenky. Vše ale doplníme ještě o další vysvětlení.
Budeme postupovat následovně:

• nalezneme vhodné vyjádření funkce arcsinx = φ,

• pomocí binomických rozvojů aproximujeme tuto funkci,

• provedeme inverzi této funkce a tím získáme aproximaci funkce sinφ = x.

První dva kroky provedeme v první části této podkapitoly, poslední krok poté v části druhé.
Potom ve třetí části ještě aproximujeme funkci kosinus a na závěr celé kapitoly uvedeme
další názorný příklad.
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3.1.1 Aproximace funkce arkus sinus

Nejdříve bychom se měli zamyslet nad tím, proč Newton pracoval nejdříve s funkcí arkus
sinus a až poté vyjadřoval funkci sinus. Dovedla ho k tomu jednoduchá úvaha, kterou nyní
vysvětlíme. Základní myšlenku budeme ilustrovat následujícím obrázkem.

Obrázek 14: Výchozí obrázek k vyjádření sinu.

Označme pro argument φ hodnotu sinφ = y tak, jako na obrázku 14. Potom vidíme,
že získat sinφ nepředstavuje problém, známe-li x, neboť například z rovnice kružnice

y2 + x2 = 1

snadno vyjádříme
y =

√
1− x2 = sinφ .

Otázkou ale zůstává, jak získat hodnotu φ. A to je důvod, proč budeme nejdříve hledat
aproximaci pro φ.
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Pro názornější práci s φ a x provedeme přeznačení ve smyslu následujícího obrázku,
(který je převzatý z [Ed, str. 206] a upravený).

Obrázek 15: Výchozí obrázek k vyjádření aproximace φ = arcsinx.

Nyní nastává problém, jak k aproximaci arcsinx = φ dojít. K tomu nám pomůže
souvislost φ s obsahem kruhové výseče jednotkového kruhu určené právě obloukem o délce
φ.
Obsah kruhu SK s poloměrem R = 1 zapíšeme jako

SK = π ·R2 = π = 1
2
· 2π ,

kde 2π je obvod kruhu. Potom je obsah SV kruhové výseče příslušné středovému úhlu φ,
neboli délce oblouku 0 ≤ φ ≤ 2π

SV = 1
2
· φ .

Snadno vyjádříme φ a dostáváme vztah

φ = 2SV = arcsinx . (19)

Díky tomuto vztahu délky oblouku a obsahu kruhové výseče jím určeným můžeme
arcsinx = φ zapsat jako rozdíl dvou vhodných obsahů, které za pomoci dalších poznatků
budeme umět určit. Nahlédněme pro ilustraci obrázek 16 (na následující straně).
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Obrázek 16: Rovnost obsahů.

Obsah SV na obrázku 16 vpravo je již zmiňovaný obsah kruhové výseče příslušný ob-
louku φ, viz vztah (19), S△ na obrázku 16 uprostřed je obsah pravoúhlého trojúhelníku
s odvěsnami x a

√
1− x2,

S△ = 1
2
· x ·

√
1− x2 . (20)

Obsah S vyznačené oblasti na obrázku 16 vlevo je roven součtu S△ a SV , respektive
vypočítat ho můžeme za pomoci integrálu

S =

∫ x

0

√
1− t2 dt = S△ + SV . (21)

Potom obsah kruhové výseče SV určené obloukem φ vyjádříme jako

S − S△ = SV .

Ze vztahů (20) a (21) dosadíme a celou rovnici vynásobíme 2, abychom dostali přímo
rovnici pro φ: ∫ x

0

√
1− t2 dt− 1

2
· x ·

√
1− x2 = 1

2
· φ ,

2

∫ x

0

√
1− t2 dt− x ·

√
1− x2 = φ = arcsinx . (22)

Zde je potřeba pozastavit se a vysvětlit si, jak budeme postupovat dále. Díky Newto-
nově práci s binomickou větou a jejím zobecněním do binomického rozvoje umíme zapsat
binomický rozvoj funkce f(x) =

√
1− x2 = (1 − x2)

1
2 (viz například [Ed, str. 205]), což

posléze budeme integrovat člen po členu. Postup si podrobně ukážeme níže. Potom budeme
moci získané rozvoje dosadit do vztahu (22). Než však tyto rozvoje zapíšeme, podívejme
se krátce na to, jak takový binomický rozvoj vypadá obecně.
Pro libovolné α ∈ C je

(1 + a)α = 1 +

(
α

1

)
· a+

(
α

2

)
· a2 +

(
α

3

)
· a3 + . . . , (23)

kde
(
α
k

)
je binomický koeficient, pro α ∈ N, α ≤ k se jedná o kombinační číslo.
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Binomické koeficienty se počítají následovně:(
α

1

)
=

α

1
= α ,(

α

2

)
=

α · (α− 1)

2 · 1
,(

α

3

)
=

α · (α− 1) · (α− 2)

3 · 2 · 1
,

...

Potom naši funkci f(x) =
√
1− x2 zapíšeme pomocí racionálního exponentu a rozvi-

neme do mocninné řady dle (23):

f(x) =
√
1− x2 = (1− x2)

1
2

= 1 +

(
1
2

1

)
· (−x2) +

(
1
2

2

)
· (−x2)2 +

(
1
2

3

)
· (−x2)3 + . . .

= 1 +
1
2

1
· (−x2) +

1
2
·
(
−1

2

)
2 · 1

· (−x2)2 +
1
2
·
(
−1

2

)
·
(
−3

2

)
3 · 2 · 1

· (−x2)3 + . . .

= 1− x2

2
− x4

8
− x6

16
− . . . (24)

Tuto funkci, potažmo její binomický rozvoj, poté můžeme integrovat člen po členu,
neboť mocninnou řadu lze uvnitř oboru konvergence integrovat (a derivovat) člen po členu
(detailnější vysvětlení vč. důkazu viz např. [To2, str. 53]). Zapíšeme:∫ x

0

√
1− t2 dt =

∫ x

0

(
1− t2

2
− t4

8
− t6

16
− . . .

)
dt

= x− x3

2 · 3
− x5

8 · 5
− x7

16 · 7
− . . .

= x− x3

6
− x5

40
− x7

112
− . . . (25)

Tímto jsme získali rozvoje integrálu
∫ x

0

√
1− t2 dt a funkce

√
1− x2 do mocninné řady.

Dosazením těchto rozvojů (24) a (25) do vztahu (22) dostáváme (také viz [Ed, str. 206]):

2

(
x− x3

6
− x5

40
− x7

112
− . . .

)
− x

(
1− x2

2
− x4

8
− x6

16
− . . .

)
= φ .

Upravíme na tvar

(2x− x) +

(
−2x3

6
+

x3

2

)
+

(
−2x5

40
+

x5

8

)
+

(
−2x7

112
+

x7

16

)
+ · · · = φ ,

x+
x3

6
+

3x5

40
+

5x7

112
+ · · · = φ = arcsinx . (26)
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Tím jsme získali hledanou aproximaci pro arcsinx = φ.

Jak jsme si mohli všimnout, Newtonovým postupem jsme se zcela vyhnuli derivování.
Předveďme nyní jen krátce, jak bychom při aproximaci funkce arkus sinus postupovali
dnes.
Hned v prvním kroku funkci arkus sinus derivujeme:

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
= (1− x2)−

1
2 .

Dále rozvineme pomocí binomického rozvoje, viz vztah (23), upravíme.

(1− x2)−
1
2 = 1 +

(
−1

2

1

)
· (−x2) +

(
−1

2

2

)
· (−x2)2 +

(
−1

2

3

)
· (−x2)3 + . . . ,

= 1 +
x2

2
+

3x4

8
+

5x6

16
+ . . .

Integrujeme člen po členu a získáváme už přímo aproximaci arkus sinu.

arcsinx =

∫ x

0

1√
1− t2

dt =

∫ x

0

(1− t2)−
1
2 dt ,

=

∫ x

0

(
1 +

t2

2
+

3t4

8
+

5t6

16
+ . . .

)
dt ,

= x+
x3

6
+

3x5

40
+

5x7

112
+ . . .

Dále nás ale zajímá rozvoj funkce inverzní k arkus sinu, tj. pro x = sinφ.

3.1.2 Aproximace funkce sinus

Budeme nyní hledat aproximaci funkce sinφ = x ve tvaru:

sinφ = a1φ+ a3φ
3 + a5φ

5 + . . . (27)

Díky rozvoji pro arcsinx, který obsahuje pouze liché mocniny x, víme, že i inverzní funkce
sinφ bude obsahovat pouze liché mocniny φ. Proto jsou koeficienty a2, a4, . . . nulové a
tudíž jsme je rovnou mohli vynechat.
Rozvoj x = sinφ získáme dosazením do arcsinx a zjištěním koeficientů ai ve vztahu

(27). Jelikož složení funkce s funkcí k ní inverzní dává identitu, pro φ ∈ (0, π
2
) získáme tvar

arcsinx = arcsin(sinφ) = φ
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Konkrétně do vztahu (26) dosazujeme x = sinφ ze vztahu (27):

arcsin(sinφ) = φ = sinφ+
1

6
sin3 φ+

3

40
sin5 φ+ . . .

φ = (a1φ+ a3φ
3 + a5φ

5 + . . . )+

+
1

6
· (a1φ+ a3φ

3 + a5φ
5 + . . . )3+

+
3

40
· (a1φ+ a3φ

3 + a5φ
5 + . . . )5 + . . .

Postupně najdeme koeficienty u φ v příslušných mocninách:

φ = a1φ+ φ3(a3 +
1

6
· a31) + φ5(a5 +

1
6
· 3a21 · a3 + 3

40
· a51) + . . .

Poté porovnáním koeficientů u i-tých mocnin φ na levé a pravé straně hledáme koefi-
cienty ai:

1 · φ = a1φ

0 · φ3 = a3 +
1
6
· a31

0 · φ5 = a5 +
1
6
· 3a21 · a3 + 3

40
· a51

...

Získáváme soustavu rovnic, ze kterých vypočteme jednotlivá ai:

a1 = 1 ,

a3 = −1
6
· 13 = −1

6
,

a5 = −1
2
· (−1

6
)− 3

40
= 1

120
,

...

Tímto jsme spočítali koeficienty ai, i = 1, 3, 5, . . . , které můžeme rovnou dosadit do
hledaného rozvoje (27):

sinφ = φ− 1
6
· φ3 + 1

120
· φ5 + · · · (28)

Všimněme si ještě, že jmenovatele zlomků u koeficientů ai můžeme zapsat pomocí faktoriálů
odpovídajících exponentů i u φ, neboť 6 = 3!, 120 = 5!, . . .
Potom můžeme vztah (28) upravit a zapsat následovně:

sinφ = φ− φ3

3!
+

φ5

5!
+ · · · =

∞∑
k=0

(−1)kφ2k+1

(2k + 1)!
, (29)

čímž jsme získali hledaný Taylorův rozvoj funkce sinφ.
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3.1.3 Aproximace funkce kosinus

Na základě rozvoje pro sinus snadno získáme i rozvoj pro kosinus, a to konkrétně ze vztahu

cosφ =

√
1− sin2 φ = (1− sin2 φ)

1
2 .

Stačí podle binomického rozvoje ve vzorci (24) dosadit, rozepsat a upravit. Po několika
úpravách dostáváme rozvoj funkce kosinus do Taylorovy řady

cosφ = 1− φ2

2
+

φ4

24
− φ6

120
+ . . . .

Pak snadno vyjádříme:

cosφ = 1− φ2

2!
+

φ4

4!
− φ6

6!
+ · · · =

∞∑
k=0

(−1)kφ2k

(2k)!
. (30)

Porovnejme nyní získané rozvoje (29), (30) se vztahy (17), (18), které jsme odvodili v úvodu
této kapitoly. Snadno totiž nahlédneme, že jsme oběma postupy dospěli k témuž výsledku.

Příklad
Na závěr se podívejme, jak prvních několik členů Taylorova rozvoje funkce sinφ vypadá

pro konkrétní φ. Zvolme například
φ =

π

5
.

Tuto hodnotu dosadíme do vztahu (29):

sin
π

5
=

∞∑
k=0

(−1)k
(
π
5

)2k+1

(2k + 1)!

a budeme počítat přibližné hodnoty sin π
5
postupně po krocích, respektive sin π

5
budeme

aproximovat Taylorovými polynomy

sin
π

5
≈

n∑
k=0

(−1)k
(
π
5

)2k+1

(2k + 1)!
,

kde za n dosadíme postupně 0, 1, 2, 3 a 4. Pro naše vypočtené hodnoty bychom pak ještě
měli odhadnout zbytek (viz např. [Do] nebo [To2]), a tak bychom věděli, jaké přesnosti jsme
pro daná n dosáhli. Na závěr naše vypočtené hodnoty porovnáme se skutečnou hodnotou
sin π

5
.
Náš postup zapíšeme:

n = 0 sin π
5
≈ π

5
≈ 0, 628

n = 1 sin π
5
≈ π

5
− 1

3!
·
(
π
5

)3 ≈ 0, 58698

n = 2 sin π
5
≈ π

5
− 1

3!
·
(
π
5

)3
+ 1

5!
·
(
π
5

)5 ≈ 0, 587793

n = 3 sin π
5
≈ π

5
− 1

3!
·
(
π
5

)3
+ 1

5!
·
(
π
5

)5 − 1
7!
·
(
π
5

)7 ≈ 0, 58778521

n = 4 sin π
5
≈ π

5
− 1

3!
·
(
π
5

)3
+ 1

5!
·
(
π
5

)5 − 1
7!
·
(
π
5

)7
+ 1

9!
·
(
π
5

)9 ≈ 0, 5877852524 .
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Skutečná hodnota sin π
5
je

sin
π

5
= 0, 58778525229 . . .

To znamená, že jsme svým výpočtem dosáhli přesnosti na devět desetinných míst.

V této kapitole jsme ukázali základní myšlenky odvození Taylorova rozvoje. Nejdříve mo-
derním postupem obecně, poté Newtonovou metodou pomocí rozvoje funkce arkus sinus
do mocninné řady a následné inverze této řady.
Na ukázkových příkladech jsme viděli, že výpočty hodnot funkce sinus pomocí Ta-

ylorových polynomů jsou velice efektivní. Přesnější analýza plyne z analýzy zbytku, jež
je k nahlédnutí například v odkazované literatuře [Do] či [To2]. Věříme, že vynecháním
podrobné analýzy zbytku jsme lépe vystihli zajímavé a méně obvyklé postupy odvození
Taylorova rozvoje funkce sinus.
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4 CORDIC

Dalším zajímavým a zároveň efektivním postupem pro výpočet hodnot goniometrických
funkcí je algoritmus zvaný CORDIC. Zkratka pochází z anglického sousloví COordinate
Rotation DIgital Computer, algoritmus objevil Jack E. Volder z Convair v roce 1959.
Jedná se o digitální náhradu za analogový řešič, který přestal být na svou dobu dostatečně
rychlý a přesný. [Vo]
Algoritmus vznikl z nutnosti digitalizace navigačního systému v letectví, konkrétně

primárně u amerických bombardérů B-58. Největší otázkou bylo, jak v reálném čase co
nejrychleji a nejpřesněji vyřešit rovnice určující pozici letounu.
Nicméně využití tohoto algoritmu nezůstalo pouze u letectví. Později ho John S. Wal-

ther ze společnosti Hewlett-Packard zobecnil a postup využil pro výpočet funkčních hod-
not i exponenciálních, logaritmických a dalších elementárních funkcí. [Wa]

4.1 Podstata algoritmu

Algoritmus CORDIC byl původně představen v dvojkové (binární) soustavě, avšak později
byl upraven pro využití i v soustavě desítkové (dekadické). Nyní se ale budeme zabývat
pouze variantou pro soustavu dekadickou.
Abychom se mohli podívat blíže na podstatu algoritmu, budeme potřebovat součtový

vzorec pro funkci tangens, na jehož aplikaci je celý algoritmus založen. Proto zde tento
vzorec nejdříve odvodíme.
Dle definice lze funkci tangens zapsat pomocí funkcí sinus a kosinus jako podíl

tgφ =
sinφ

cosφ
.

Pro součet úhlů φ a λ tedy můžeme napsat a pomocí součtových vzorců pro sinus
a kosinus upravit na tvar

tg(φ+ λ) =
sin(φ+ λ)

cos(φ+ λ)
=

sinφ · cosλ+ cosφ · sinλ
cosφ · cosλ− sinφ · sinλ

.

Rozšířením zlomku výrazy 1
cosφ

a 1
cosλ
dostáváme hledaný součtový vzorec pro funkci

tangens:

tg(φ+ λ) =

sinφ
cosφ

+ sinλ
cosλ

1− sinφ
cosφ

· sinλ
cosλ

=
tgφ+ tg λ

1− tgφ · tg λ
.

Tohoto součtového vzorce budeme dále využívat, protože je podstatou algoritmu. Po-
dívejme se tedy podrobněji ve třech krocích, jak algoritmus CORDIC funguje.

1. Uvažujme nyní libovolný úhel α, pro který budeme chtít vypočítat hodnotu tgα.
Důležitou myšlenkou algoritmu je vyjádření úhlu α pomocí sumy dílčích úhlů αi , které
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jsou vhodně zvoleny (viz např. [Ha, str. 28]) tak, aby

tgαi = 10−i ,

kde po dosazení za i = 0, 1, 2, . . . máme

tgα0 = 1, tgα1 = 0, 1, tgα2 = 0, 01, . . .

Tato volba hodnot nám umožňuje urychlit operaci násobení, kdy se bude pouze posou-
vat desetinná čárka.
Jednotlivé velikosti úhlů αi vyjádříme pomocí inverzní funkce

α0 = arctg 1, α1 = arctg 0, 1, α2 = arctg 0, 01, . . .

Máme-li tyto úhly jednou vypočítané, uložíme je do paměti, abychom s nimi vzápětí
mohli počítat dále.

2. Vraťme se k úhlu α, jímž se chceme zabývat. Úhel α zapíšeme jako součet těchto αi

tak, že

α =
n∑

i=0

ciαi ,

kde koeficienty c1, c2, . . . cn ∈ N0 .
Potom funkční hodnotu tgα vypočteme jako

tgα = tg

(
n∑

i=0

ciαi

)
,

kde využijeme dříve odvozeného součtového vzorce pro funkci tangens. Při výpočtu budeme
postupovat tak, že postupně budeme přičítat úhly αi a vyjadřovat jejich funkční hodnoty.
Označme βk součet úhlů αi předcházejících úhlu αj. Potom pro úhly βk a αj platí vztah

tg(βk + αj) =
tg βk + tgαj

1− tg βk · tgαj

.

Příklad
Zkusme si tento algoritmus na jednoduchém příkladě. Uveďme si nejdříve přibližné hodnoty
zmiňovaných úhlů αi.

α0 = arctg 100 = arctg 1 = 45◦

α1 = arctg 10−1 = arctg 0, 1 ≈ 5, 71◦

α2 = arctg 10−2 = arctg 0, 01 ≈ 0, 573◦

α3 = arctg 10−3 = arctg 0, 001 ≈ 0, 0573◦
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Zvolme například úhel α = 57◦. Tento úhel můžeme zapsat přibližně jako součet

α = 57◦ ≈ α0 + 2 · α1 + α2 ≈ 45◦ + 2 · 5, 71◦ + 0, 573◦ .

Tangens tohoto úhlu bude tedy roven

tgα = tg

(
2∑

i=0

ciαi

)
, kde c0 = 1 , c1 = 2 a c2 = 1 .

Abychom spočítali hodnotu tgα, budeme postupně přičítat úhly a určovat jejich funkční
hodnoty. Víme, že tgα0 = tg 45◦ = 1, proto začneme rovnou u součtu úhlů α0 + α1 a
využijeme součtového vzorce pro funkci tangens.

tg(α0 + α1) = tg(45◦ + 5, 71◦) =
tg 45◦ + tg 5, 71◦

1− tg 45◦ · tg 5, 71◦

Po dosazení jednotlivých již známých hodnot dostáváme zlomek

tg(α0 + α1) =
1 + 0, 1

1− 1 · 0, 1
=

1, 1

0, 9
=

11

9
(≈ 1, 22) .

Tento dílčí výsledek zatím ponecháme ve tvaru zlomku a dosadíme ho do následujícího
kroku, kde přičítáme znovu úhel α1.

tg(α0 + α1 + α1) = tg(β1 + α1) =
tg β1 + tgα1

1− tg β1 · tgα1

=
11
9
+ 0, 1

1− 11
9
· 0, 1

,

po úpravě dostáváme další dílčí výsledek, a to

tg(α0 + 2 · α1) =
11, 9

7, 9
=

119

79
(≈ 1, 51) .

Obdobně provedeme přičtení posledního úhlu α2 a dostaneme hledanou hodnotu tgα
s přesností na tři desetinná místa

tgα ≈ tg(α0 + 2 · α1 + α2) =
119
79

+ 0, 01

1− 119
79

· 0, 01
=

119, 79

77, 81
=

11979

7781
≈ 1, 5395 .

Na příkladu vidíme, že výše popsaným algoritmem dostáváme zlomky, případně desetinná
čísla, se kterými se nám v dalších krocích hůře pracuje. Abychom se vyhnuli dělení na konci
každého kroku, jsme nuceni postup trochu upravit. Tím se dostáváme k nejdůležitější
myšlence celého algoritmu CORDIC popsané v následující, třetí části algoritmu.

3. Efektivitu celého algoritmu zvýšíme tím, že se budeme snažit vyhnout operaci dělení
v průběhu výpočtu. Naopak, v celém algoritmu provedeme dělení pouze jednou, a to až
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na úplný závěr. Operace násobení jedním tgαi nám však nevadí, a to díky vhodně zvoleným
hodnotám tgαi = 10−i, které při násobení představují pouze posun desetinné čárky.

Označme
tg βk =

y

x
, tg(βk + αj) =

yj
xj

.

Potom

tg(βk + αj) =
tg βk + tgαj

1− tg βk · tgαj

=
y
x
+ tgαj

1− y
x
· tgαj

a rozšířením zlomku číslem x dostáváme

tg(βk + αj) =
y + x · tgαj

x− y · tgαj

=
yj
xj

. (31)

Ve vzorci (31) označme čitatele zlomku yj a jmenovatele xj. Poté můžeme vyjádřit yj
a xj zvlášť

yj = y + x · tgαj ,

xj =x− y · tgαj .

Vidíme, že obě neznámé yj a xj lze vypočítat samostatně z hodnot předešlých pouze
za pomoci operací sčítání a odečítání. Není tedy potřeba v každém kroku počítat podíly
yj
xj
. Hodnota tgαj je nám taktéž známa a neznamená nic jiného než posun desetinné čárky,

neboť tgαj = 10−j.
Tento postup je již velice rychlý a efektivní, na závěr po n krocích nám tudíž jen stačí

vydělit obdržené hodnoty yn a xn mezi sebou. Provedeme tedy dělení

yn
xn

= tgα

a tím získáváme hledanou funkční hodnotu našeho úhlu α.

4.2 Odvození algoritmu pomocí rotace vektoru

Podívejme se nyní znovu na vzorec (31). Rozšířením zlomku výrazem cosαj získáme vztah

tg(βk + αj) =
y + x · tgαj

x− y · tgαj

=
y · cosαj + x · sinαj

x · cosαj − y · sinαj

.

Čitatele zlomku označme yj a jmenovatele xj. Poté zapišme:

xj =x · cosαj − y · sinαj ,

yj =x · sinαj + y · cosαj .

Tuto soustavu rovnic lze přehledně zapsat v maticovém tvaru(
xj

yj

)
=

(
cosαj − sinαj

sinαj cosαj

)
·
(
x
y

)
. (32)
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Matice této soustavy je maticí rotace, viz např. učebnice Lineární algebry [Be], str. 130.
Tím se dostáváme k maticové reprezentaci otočení (rotace) kolem počátku. Na hodnoty x,
y a xj, yj totiž můžeme nahlížet jako na souřadnice dvou vektorů v⃗ = (x, y) a v⃗j = (xj, yj).
Potom platí, že vektor v⃗j vznikne rotací vektoru v⃗ o orientovaný úhel αj a souřadnice
vektoru v⃗j získáme pomocí vztahu (32).

Vysvětleme si nyní odvození matice rotace za pomoci obrázku. Uvažujme jednotkové
vektory dané souřadnicemi v⃗ = (x, y) a v⃗j = (xj, yj).

Obrázek 17: Rotace vektoru.

Souřadnice vektoru v⃗ se také dají zapsat jako

v⃗ = (x, y) = (cos βk, sin βk) .

Dále můžeme vyjádřit funkční hodnoty kosinu a sinu součtu úhlů βk a αj, tedy

cos(βk + αj) =
xj

1
= xj ,

sin(βk + αj) =
yj
1

= yj .

Pomocí součtových vzorců pro funkce sinus a kosinus můžeme zapsat hodnoty xj a yj
následujícími vztahy, do kterých zároveň dosadíme souřadnice vektoru v⃗ = (x, y),

xj = cos βk · cosαj − sin βk · sinαj = x · cosαj − y · sinαj ,

yj = cos βk · sinαj + sin βk · cosαj = x · sinαj + y · cosαj .

Tímto jsme odvodili přesně tu soustavu rovnic, která je výše popsána v maticovém
tvaru vzorcem (32).
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Tato myšlenka algoritmu CORDIC je přímým důsledkem principu, na kterém fungoval
analogový řešič. Jednalo se o otočný mechanismus, který hledal výsledky nastavením své
polohy právě pomocí rotace.
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Závěr

Přestože zde tato bakalářská práce končí, téma výpočtů hodnot goniometrických funkcí
nebylo vyčerpáno. Věnovali jsme se totiž pouze vybraným metodám těchto výpočtů, které
jsme ale pojali modernějším přístupem. Vzhledem k rozsahu této práce nebylo možno se
v některých případech věnovat teoretickým základům podrobněji, vždy jsme proto na da-
ném místě zanechali odkaz na další literaturu.
Práce podává několik stručných pohledů do problematiky výpočtů hodnot goniomet-

rických funkcí. Zde však zůstává prostor pro další a podrobnější studii, ke které mohou
být nápomocné i další metody, nejen ty námi zvolené. Vzhledem k naší volbě upřednostnit
modernizovaný výklad před historicky přesným se zde taktéž nabízí téma, které by se dalo
studovat podrobněji. To už ale necháváme historikům matematiky.
Tato práce by měla prohlubovat čtenářovy znalosti v oblasti goniometrie. Viděli jsme,

že vývoj různých metod výpočtu hodnot goniometrických funkcí byl za celou naši historii
značně složitý. V několika případech jsme ale ukázali, že goniometrie je jeden z nejzáklad-
nějších oborů nejen matematiky, goniometrické funkce se totiž využívají i v mnoha dalších
oborech. Tato práce je pak vhodná jako doplňkový materiál rozšiřující znalosti běžného
absolventa střední školy či prvního ročníku školy vysoké.
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