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se dodnes pouzivaji. Tyto metody jsou zaroven prevedeny do modernéjsiho pojeti tak,
aby byly srozumitelné pro bézného ¢tenare s pouze zakladnimi znalostmi infiniteziméalniho
poctu. Kazda kapitola této prace pojednava o jedné metodé, nejdiive se po vzoru Pto-
lemaia a Kopernika pocitaji délky tétiv v kruznici, na jejichz zakladé je pak vytvorena
tabulka hodnot. Poté se prace zabyva al-Kasiho metodou aproximace hodnoty sinu, dale
pak Newtonovou metodou odvozeni rozvoje funkce sinus do Taylorovy fady a v neposledni
fadé algoritmem CORDIC, jenz pochézi z minulého stoleti. Pro lepsi nazornost obsahuje
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Uvod

Predmétem této bakalarské prace jsou metody vypoctu hodnot goniometrickych funkei.
Goniometrie predstavuje jednu z velmi vyznamnych oblasti nejen matematiky, ale napii-
klad i astronomie, jak uvidime nize. Nicméné jeji Siroké vyuziti vsak muZeme nalézt i
v mnoha dalsich oborech.

Na stfednich skolach se zaci setkévaji s goniometrickymi funkcemi v trigonometrii.
Neékteré vybrané hodnoty téchto funkci se nauci nazpamét, avsak ostatni hodnoty pak
zjistuji na kalkulacce, aniz by tusili, jak jsou ve skute¢nosti vypocitany.

Cilem této préace je Ctenafi osvétlit, jak se hodnoty goniometrickych funkci pocitaji
dnes a jak se odpovidajici hodnoty pocitaly drive, pocinaje starovékem, respektive v této
praci antikou. Soustiedit se budeme pouze na vybrané metody a postupy, které ale za-
rovenn budeme modernizovat a které budeme dopliiovat konkrétnimi vypocty a priklady.
Takto postaveny text pak bude ¢tenafi srozumitelnéjsi, povede k snazsimu porozuméni a
k prohloubeni ¢tenafovych znalosti.

V prvni kapitole vysvétlime, jak a pro¢ se diive pocitaly délky tétiv v kruznici misto
hodnot goniometrické funkce sinu. Podrobné se budeme vénovat potfebnym teoretickym
zékladim k tomu, abychom na zavér kapitoly mohli sestavit tabulku vypocitanych délek
tétiv, které zaroven porovname s hodnotami dnesniho sinu.

Ve druhé kapitole pojedname o tom, jak byly postupné hodnoty délek tétiv, potazmo
goniometrickych funkei, zpresiiovany. Sami poté vybranou hodnotu zpresnime.

Treti kapitola bude vénovana dnes nejpouzivanéjsi metodé vypoctu hodnot goniomet-
rickych funkci, kterd se pouziva naptiklad v kalkulackéch. Jednd se o aproximaci polyno-
mem. Podivame se vsak na ponékud jiné, zato zajimavé odvozeni, nez je dnes obvyklé.

V posledni kapitole pohovoiime o relativné nedavné myslence, jez vznikla v druhé
poloviné minulého stoleti. Ptjde o algoritmus, jehoz podstatou je souctovy vzorec pro
tangens. Tento algoritmus byl hojné vyuzivany napiiklad v letectvi.

Tato prace je urcena Ctenafi, ktery by se chtél dozvédét vice o tom, jak se hodnoty
goniometrickych funkci pocitaji a jak se pocitaly dfive. Zaroven se ¢tenar dozvi, jak se
na kazdou zde uvedenou metodu ptuvodné prislo a jak je mozné ji aplikovat dnes. Prace
by méla byt vhodnym doplitkovym materidlem pfedevsim pro absolventy stfednich skol
nebo prvnich ro¢nikt skol vysokych, respektive pro studenty, ktefi maji zakladni znalost
infiniteziméalniho poctu.



1 Goniometrie v antice

Je znadmo, ze goniometrie hrala dtlezitou roli jiz ve starovéku. Jeji vyuziti spadalo prede-
vsim do oblasti astronomie, kde se vyuzivala naptiklad pii urcovani vysky nebeskych téles
nad horizontem, coz odpovida dnesni funkci sinus. V antickém Recku se vsak zatim nepou-
zival systém soutadnic, proto se nepracovalo s horizontem a tedy ani sinem jako takovym.
A tak se namisto goniometrickych funkci pouzivaly délky tétiv kruznice, jejichz poloviny
odpovidaly pravé sinu.

Délka tétivy, kterou budeme znacit crd o (z angl. chord), piislusi stfedovému thlu
o velikosti a.. Potom nase funkce sinus prislusi poloviné tohoto stfedového thlu a odpovida
poloviné délky této tétivy.

Obrazek 1: Vztah délky tétivy a sinu polovi¢niho thlu.
Z obrazku 1 mizeme vidét, ze pro crd o plati vztah:
crda:2R'sin%. (1)

Na zékladé vypoétenych hodnot délek tétiv se v antickém Recku sestavovaly tabulky.
Nejspise prvnim autorem takové tabulky byl astronom HipPARCHOS (190 — 120 pf. n. L),
jehoz dilo se nam do dnesni doby bohuzel prakticky nedochovalo. Vime vsak o ném
z pozdéjsich citaci a predevsim také diky tomu, Ze na né€j svym dilem navazal dalsi vy-
znamny autor starovéké literatury KLAUDIOS PTOLEMAIOS (90 — 165 n.l.), ktery mimo
jiné tabulku délek tétiv sestavil taktéz.

Ptolemaios byl feckym astronomem, geografem, matematikem a ptisobil v egyptské
Alexandrii. O Ptolemaiové zivoté toho bohuzel prili§ nevime, avsak alespon jeho autorska
dila se nam dochovala, nebot ziistala velice vlivna az do konce stiedovéku. [Tol], [St]
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déni [He|) zabyvajici se predevsim astronomii, v némz je v8ak teorie budovéna na predstavé
geocentrické soustavy usporadani vesmiru. Samotny nazev Almagest vSak neni ptvodni.
Ptolemaios dilo nejdiive pojmenoval Mdthematiké syntazis (Matematicka skladba), poté
se také mluvilo o Megalé syntazis (Velka skladba) ¢ Megisté syntaxis (Nejvétsi skladba).
Pozdéjsim prepisem do arabstiny vznikl nazev Al-Magisti, ¢imz pomoci prepisu do latiny
vzniklo dne$ni jméno Almagest [Ha).

Téchto tfinact knih Ptolemaiova Almagestu bylo po staleti inspiraci pro mnohé dalsi
védce a autory. Jednim z takovych byl naptiklad polsky matematik, astronom, pravnik
a lékai MIKULAS KOPERNIK (1473 — 1543).

Kopernik sepsal novy Almagest, v . némz bezprostfedné vychazi z Ptolemaiova dila.
Proto jsou obsahy obou dél velmi podobné. Nejdiive se dila lisi miniméalné, a to konkrétné
pri vykladu teoretickych zakladid goniometrie. Poté se ale za¢nou odlisSovat, predevsim
v astronomickych poznatcich, coz je dano tim, Ze oproti Ptolemaiovi dospél Kopernik
k heliocentrismu.

Déle se budeme zabyvat goniometrii v tomto dile Mikulase Kopernika, avsak odkazovat
budeme i na samotny Ptolemaitiv Almagest.

1.1 Délky tétiv

V Kopernikové novém Almagestu, respektive v dile O obézich nebeskych sfér (viz [Ko))
se mimo jiné hovori o Ptolemaiové postupu vypoctu délek tétiv kruznice. Dilo obsahuje
¢trnact kapitol, ve dvanacté podkapitole prvni kapitoly s nazvem O primkdch, které jsou
tetivami kruhu stavi autor teorii na zakladé Sesti vét a jednoho dtisledku vcetné jejich
diikkazi. Na zavér podkapitoly uvadi Kopernik pfehlednou tabulku vypoctenych hodnot,
avsak nikoliv pro celé tétivy, nybrz rovnou pro poloviny tétiv dvojnasobného thlu.

Nyni si podrobné vysvétlime, jak je mozno takovou tabulku délek tétiv sestavit. Vy-
chazet pii tom budeme pravé ze zminovaného Kopernikova dila a budeme se drzet v ném
uvedenych teoretickych zakladl, které zaroven budeme modernizovat.

Nejprve se podivejme na samotnou kruznici, se kterou budeme pracovat. Stejné jako
Kopernik pozadujme, aby kruznice spliiovala nasledujici vlastnosti.

1. Kruznice bude délena na 360 stejnych tsekt (stupmi) tak, jak jsme zvykli. Toto se ndm
dochovalo jako poztstatek antické (mezopotamské) astronomie, kdy se tradi¢né pracovalo
predevsim v sexagesimalni (Sedesatkové) soustavé. Takové déleni je velmi praktické, nebot
¢islo 60 1ze beze zbytku rozdélit na poloviny, tfetiny, ¢tvrtiny a pétiny (dale je také délitelné
Cisly 6, 10, 12, 15, 20 a 30).

2. Polomér kruznice, ktery budeme znacit R, rozdélime na 100 000 stejnych dili. Tato
volba je taktéz velmi praktickd, coz hned vysvétlime. Protoze délka tétivy tzce souvisi
s dnesnim sinem, budeme i siny pocitat a budeme pozadovat pfesnost na pét desetinnych
mist. Pak prendsobenim hodnoty sinu ¢islem 100 000 dostaneme s takto zvolenou piesnosti
¢islo prirozené, ¢imz se vyhneme ¢islim desetinnym. Sam Kopernik taktéz pocita s timto
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polomeérem, protoze si byl dobte védom této vyhody, ze poté staci prirozena c¢isla. Navic
jiz. pracoval v desitkové soustavé, oproti Ptolemaiovi, ktery hodnoty uvadél v soustave
sedesatkové. Z toho plyne, pokud bychom chtéli ziskat hodnoty odpovidajici jednotkové
kruznici, stacilo by vypoctend ¢isla vydélit 10°.

Pro sestaveni tabulky hodnot délek tétiv je nezbytné, abychom znali nékolik zakladnich
stavebnich kament, jimiz jsou:

e délky tétiv prislusnych nékolika zakladnim stfedovym thlim,
e souctové vzorce pro pocitani s délkami tétiv,
e odhad tétivy odpovidajici stredovému thlu 1°.

Poté sestavime tabulku hodnot tak, ze budeme vychéazet z délky tétivy crd 1° a pomoci
souctovych vzorci budeme pocitat dalsi délky tétiv:

crd(1° +1°) = crd 2°,
crd(2°41°) = crd 3°,
crd(3° +1°) = crd 4°,

Abychom ziskali vSechny tyto poznatky, které pozdéji podrobné odvodime, budeme
postupovat v nékolika dil¢ich krocich, jejichz hlavni myslenky jsou nasledujici.

Nejprve urcime délky tétiv pro thly o velikostech 72°, 60° a 36°, a to pomoci pravidel-
nych mnohothelnikt (pétithelniku, Sestithelniku a desetitthelniku) vepsanych do kruhu.

Obrazek 2: Pravidelny Sestitthelnik a pétithelnik.



Jak mtzeme vidét na obrazku 2, strany pravidelnych n-thelnika jsou tétivami kruz-
nice odpovidajicich thlim o velikostech @. Jejich délky, respektive vyjadieni pomoci
poloméru kruznice odvodime nize.

Déle se budeme zabyvat Ptolemaiovou véetou, ktera je zdkladem pro souctové vzorce, jez
jsou zékladnim stavebnim kamenem celé goniometrie. Ptolemaiova véta je tedy zakladem
pro vztah crd(a + ), ktery také nize odvodime. Dokézeme i vztah crd(f — «), odkud
ur¢ime hodnotu crd 12°, nebot crd 72° a crd 60° jiz budeme znat z prvniho kroku.

Odvodime vztah pro crd §, ¢imz ziskame délky tétiv ptislusejicich thlim 6°, 3°, %O a %O.
Stale vSak zustéava hodnota crd 1° neznamé, nebot jsme ji timto pulenim thli preskodili.
Neziskdame ji ale ani jinymi kombinacemi, které by vychézely ze souc¢tovych vzorci. Tudiz
budeme muset hodnotu crd 1° odhadnout. Proto jesté odvodime vztah, respektive nerov-

nost: % < ggg pro a < (. Na zakladé tohoto vztahu jiz mtzeme hledanou hodnotu crd 1°

odhadnout a odtud pak ziskdme i crd 3°.
Jakmile zndme souctové vzorce a délku tétivy odpovidajici thlu 1°, mame vSechny
potfebné znalosti k tomu, abychom sestavili kjzenou tabulku.

Vysvétleme nyni kazdy krok zvlast a podrobnéji.

1.1.1 Pravidelné mnohotuhelniky

Pro urceni délek tétiv odpovidajicich thlim o velikostech 72°, 60° a 36° budeme uvazovat
pravidelny pétithelnik, Sestitthelnik a desetitthelnik vepsany do kruZnice, nebot hledané
délky tétiv jsou stranami téchto mnohothelnikti. Podobné jako v [Ko, str. 86| formulujeme
vetu:

Véta 1.1. Necht je ddn polomér kruZnice. Pak jsou strany pravidelného trojuhelniku,
Ctverce, pétiihelniku, sestiuhelniku a desetiuhelniku, kterym je tato kruznice opsand, jed-
noznacné urceny.

Dtikaz:
Oznac¢me polomér kruznice R. Dale ozna¢me a,, délku strany pfislusného pravidelného n-
thelniku. UkéZeme, ze pron = 3, 4, 5, 6 a 10 lze a,, vyjadrit pomoci R. Postupovat budeme

vvvvv

1. Sestitihelnik (naptiklad jako na obrazku 2) lze rozdglit na Sest shodnych rovnostrannych
trojuhelnikt, jejichz kazd4a strana je stejné dlouhd jako polomeér kruznice R. Délka strany
Sestitthelniku ag je proto rovna primo poloméru kruznice: ag = R. Tim dostavame délku
tétivy crd 60° = ag.



2. Vepiseme-li do kruZnice ¢tverec (viz obrazek 3 niZze), je jeho uhlopficka u rovna 2R.

Obrézek 3: Ctverec a rovnostranny trojihelnik.

Stranu ¢tverce ay ziskdme diky Pythagorové vété ze vztahu: 2a3 = u?, tedy

u? 4R?
w=y\g =5 =8V

Nyni tudiz mame i délku tétivy crd 90° = ay.

3. Pro vepsany rovnostranny trojihelnik (jako na obrazku 3) plati, Ze polomér kruznice
tvori dvé tietiny jeho téznice ¢, respektive ¢ = %R. TéZnice je v tomto trojuhelniku zaroven
vyskou, proto stranu as vypocitdme nasledovné:

Timto jsme ziskali délku tétivy crd 120° = ag

4. Abychom ukazali vztah pro vypocet délek stran pétitthelniku as a desetitthelniku aqg,
budeme vychéazet z jejich samotné geometrické konstrukce. Uvazujme kruznici k se stfedem
S, polomérem R a prumérem AB. Dale méjme bod Sgp, ktery je stfedem usecky SB, a
body C' a D tak, jako na obrazku 4.



D @10 S SSB

Obrazek 4: Konstrukce as a aq.

Bod D je zkonstruovan tak, ze |SggD| = |SspC| a D € AS. Poté je délka strany
pétithelniku a; = |C'D| a desetithelniku a;o = |SD|, viz [Hal.

Pro ay¢ plati:

R
Q10 = |SSBC| - 57

kde uzitim Pythagorovy véty

R 5
Ss5C| = | B2 + — :R\/T_.

5 R 51
am:Rg_E:R\Q ’

¢imz jsme ziskali délku tétivy crd 36° = ajp.
Vyjadienim strany pétithelniku as uzitim Pythagorovy véty dostaneme:

Po dosazeni za aqy a né€kolika tipravach nakonec ziskavame vztah

5—5
2

Potom

G5:R

a tim mame pomoci R vyjadfenou i délku tétivy crd 72° = as.

Timto jsme dokazali, ze pro dany polomeér jsou jednoznac¢né urcené i strany as, a4,
as, ag a ajg pravidelnych mmnohothelniki. Tyto strany zaroven predstavuji délky tétiv
jim odpovidajicich stfedovych thla «,, (kde oz = 120°, oy = 90°, a5 = 72°, ag = 60°
a ayg = 36°). Mame-li polomér R = 100 000 dila (jednotek), pak z dokdzanych vztaht
vyplyvaji ag = crd 120° = 173 205, a4 = crd90° = 141 421, a5 = crd 72° = 117 557,
ag = crd 60° = 100 000 a a9 = crd 36° = 61 805 dild.



Z pohledu dnesni matematiky, respektive podle vztahu ({1]) jsme prave vyjadrili hodnoty

a, = crd o, = 2R-sin%.

Hodnoty sinu lze tudiz vyjadrit jako
S1n 7 = ﬁ .

Naptiklad vztah pro sin < lze snadno vycist z obrazku 5,

Obrazek 5: Odvozeni délky strany pravidelného pétithelniku.

kde a5 zname. Proto plati (viz naptiklad v [Hal):

0% _gnger 3 B _ L p[5-V5
sm2—sm36—R—2R—2RR 5

1 5—+5
in36° =~ -4/ .
S1n 2 2

Aplikaci Thalétovy a Pythagorovy vty na poznatky z véty [1.1] ziskdme vztah délky tétivy
thlu « a délky tétivy thlu 180 — a.. Podle [Ko, str. 87] formulujeme a dokdzeme dusledek:




Dusledek 1.2. Necht je dana tétiva prislusnd néjakému stredovému uhlu o v kruznici. Pak
je dana 1 tétiva odpovidajici uhlu vedlejsimu, tj. o velikosti 180° — .

K dikazu vyuzijeme jednoduchého obrazku:

Obrazek 6: Vychozi trojuhelnik k odvozeni vzorce pro crd(180° — «).

Dtikaz:
Uvazujme trojuhelnik ABC' tak, jako na obrazku 6, kde |AB| = 2R. Bod C' lezi na kruznici
sestrojené nad primérem AB. Z Thalétovy véty plyne, Ze trojihelnik ABC' je pravouhly.
Tétiva délky crd a pfislusna thlu « je odvésnou BC' tohoto trojihelniku, odvésna AC je
potom tétivou délky crd(180° — «).

Uzitim Pythagorovy véty vyjadiime crd(180° — «)

erd(180° — a) = 1/ (2R)? — xd® (2)

a tim jsme dokazali, Ze ke kazdému crd a 1ze dopocitat i crd(180° — «).
Pro polomér kruznice R = 100 000 dilt naptiklad vychazi crd(180° —36°) = crd 144° =
190 211 dil nebo crd(180° — 72°) = crd 108° = 161 803 dila.

V tuto chvili jsme schopni uré¢it délky tétiv odpovidajicich pouze vybranym thlim « (viz
véta a uhlim (180° — «). AvSak to ndm ke konstrukci tabulky stacit nebude. Déle
budeme pottebovat vztah crd(S — «), abychom mohli uré¢it napiiklad crd(72° — 60°) =
crd 12°, kde crd 72° i crd 60° jiz zname. Tento vztah obecné pro tthel § — a odvodime
ve dvou krocich. Nejdiive dokazeme tzv. Ptolemaiovu vétu, kterd zastupuje dnesni souctové
vzorce, a teprve poté vyjadiime samotny vztah pro crd(f — ).

1.1.2 Ptolemaiova véta
Véta 1.3. Ptolemaiova. Pro kazdy tétivovy ctyriuhelnik ABCD plati rovnost:
|AC|-|BD| =|AD| - |BC|+ |AB|-|CD)|. [Ha, str. 15] (3)

Této vété mizeme rozumét tak, ze obsah obdélniku sestrojeného z tihlopti¢ek daného
¢tyriahelniku je roven souctu obsahti obdélnikt sestrojenych z protilehlych stran ¢tyruhel-
niku [Ko].
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Pro ilustraci zde uvedeme obrazek, ktery nasledné vyuzijeme i v dikazu této véty.

Obrazek 7: Tétivovy c¢tytuhelnik ABCD.

Dikaz:
Uvazujme tétivovy ¢tyithelnik ABCD vepsany do kruznice jako napiiklad na obrazku 7.
Vztah dokazeme za vyuziti podobnosti trojuhelniki, pro lepsi prehlednost samotny
dtkaz rozdélime do dvou dil¢ich ¢asti.

Sestrojme nejprve bod F tak, aby E € AC a velikost thlu ZABFE se rovnala velikosti
uhlu ZCBD.

1. Velikost thlu ZABD se rovna velikosti thlu ZEBC, kde tthel ZEBD jim je spole¢ny.
Také velikosti thla ZACB a ZADB se rovnaji, nebot oba jsou obvodové thly piislusné
témuz oblouku AB. Potom z podobnosti trojihelnikt

ANABD ~ AEBC

plyne tmérnost jejich stran, proto je pomér délek |BC| ku |BD]| stejny jako pomér délek
|EC| ku |AD|. Zapiseme
|EC|  |BC|

|AD| — |BD|"

Elementarni tipravou dostavame rovnost
|[EC|-|BD| = |BC|-|AD|. (4)

2. Déle z obrazku 7 vidime, Ze velikosti uhlt ZBAC a ZBDC' se rovnaji, nebot oba
jsou obvodové uhly prislusné oblouku BC'. Trojihelniky AABE a ACBD jsou podobné

(podle véty uu), proto plati:
|AE|  |AB|
|CD| — |BD|"
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Z toho plyne rovnost obsahti obdélniki:
|AE| - |BD| = [AB| - |CDI. (5)
Nyni vztahy a seCteme a levou stranu rovnosti upravime:

|EC|-|BD|+ |AE|-|BD| = |BC|-|AD|+ |AB|-|CD],
|BD| - (|AE| + |EC|) = |BD| - |AC| = |BC| - |AD| + |AB| - |CD|.

Vidime, Ze ze souctu ziskanych vztahti a plyne vztah . Tim jsme dokazali
Ptolemaiovu vétu.

Samotnou Ptolemaiovu vétu sice pfimo k vytvotfeni tabulky délek tétiv nepouzijeme, ale
vyuzijeme déle vztahi, které na zakladé této véty odvodime. Jedna se naptiklad o vzorec
pro vypocet délky tétivy crd(f — «), zname-li crda a crd . Diky tomuto vztahu pak
budeme moci spocitat napiiklad crd 12° = crd(72° — 60°). K odvozeni kyzeného vztahu
nam pomuze nasledujici véta (podle [Ko, str. 88|, upraveno).

Véta 1.4. Necht jsou ddny tétivy crda a crd 8 pro a # B a 8 > «. Pak pro délku tétivy
crd(f8 — «) plati:
crd B - crd(180° — o) — erd av - crd(180° — )

crd(f — a) =

Dikaz:
V dikazu této véty budeme vychézet z véty [1.3] respektive vyuzijeme jiz dokazany vztah
pro tétivovy ctyithelnik.

A S D

Obrazek 8: Tétivovy ¢tyrthelnik ABC'D v pulkruhu.

Uvazujme Ctyfthelnik ABC'D vepsany do pilkruhu tak, jako na obrazku 8, kde strana
AD je prumérem kruznice. Tim jsou zadény délky dvou rtznych tétiv: |[AB| = crda a
|AC| = crd . Chceme najit délku tétivy |BC| = crd (8 — «).

Diky dusledku zname v tomto ¢tyfthelniku tii jeho strany: |[AB| = crd o, |AD| =
2R, |CD| = crd(180° — /) a obé jeho uhlopticky: |AC| = crd g, |BD| = crd(180° — «).
Vyuzitim vztahu z véty [1.3| mizeme hned dopodcitat i délku strany zbyvajici, tedy |BC|.
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Ze vzorce (3) elementarnimi Gpravami vyjadiime |BC/|:
|BC| - |AD| = |AC|-|BD| - |AB| - |CD],

|AC| - |BD| - |AB| - |CD)|
[AD| '

|BC| =

Protoze je |BC| = crd(8 — «), ziskali jsme a tim i dokdzali hledany vztah (@) pro
vypocet délky tétivy odpovidajici rozdilu dvou thld.

Spocitejme nyni délku tétivy crd 12° = crd(72° — 60°) pro nasi myslenou vychozi kru-
Znici o poloméru R = 100 000 tsekl. Jiz zname crd 72° = 117 557, crd 60° = R = 100
000, crd 108° = crd(180° — 72°) = 161 803 a crd 120° = crd(180° — 60°) = 173 205 dili.
Po dosazeni do vzorce @ ziskavame hodnotu crd 12° = 20 905 dild.

Ptevedenim na funkci sinus podle (1)) jsme pravé vypocitali hodnotu sin(36° — 30°) =
Sin 6°.

1.1.3 Tétiva odpovidajici polovi¢cnimu thlu

Jiz umime urcit délku tétivy prislusejici rozdilu dvou uhld, avsak to nam stale nestaci.
Nejkratsi tétiva, kterou jsme zatim spocitali, je crd 12°. Potfebovali bychom se ale dostat
k tétivam prislusnym thlim mnohem mensim. Dobré by bylo umét vypocitat i délky
tétiv prisluSejicich polovinam thld, tj. crd §. K odvozeni vzorce pro crd § ndm pomize
nasledujici véta (prevzato z [Ko, str. 89] a upraveno).

Véta 1.5. Necht je dana tétiva crd o libovolného uhlu oc. Potom pro crd § plati:

crd% = 2R~ R-crd(180° — a). (7)

Dtikaz:
Vétu dokdzeme za pomoci dusledku [I.2] podobnosti trojahelniki a Pythagorovy véty. Na-
hlédnéme nejdrive obrazek, s nimz budeme pracovat:

A C

\/
S
Obréazek 9: Vychozi trojihelnik ABC k odvozeni vzorce pro crd 5.

Véta jinymi slovy fika, pokud mame zadanou tétivu BC' prislusejici ihlu « jako na ob-
razku 9, pak mtzeme diky vztahu dopocitat i tétiva C'D, ktera prislusi dhlu §.
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Méjme tedy trojihelnik AABC sestrojeny nad primérem AC' kruznice. Z Thalétovy
véty plyne, ze AABC' je pravouhly. Délka strany BC' tohoto trojuhelniku je délkou tétivy
crd v prislusné thlu ZBSC = «. Sestrojenim osy thlu « ziskdme body D a FE, kde bod
D je prusecik této osy s kruznici a bod E je prusecik této osy s tseckou BC'. Bod E je
zéroven stfedem usecky BC, jelikoz trojuhelnik ABSC' je rovnoramenny s rameny BS a
SC, viz obrazek 9.

Pro trojuhelniky AABC a ASEC plati:

ANABC ~ ASEC,

nebot podle véty uu maji spoleény tthel ZSCE a oba trojihelniky jsou pravothlé (pravé
thly maji pti vrcholech B a E). Jelikoz jsou

|SC| = 3| AC],
|CE| = 3i|CB,

potom diky podobnosti trojihelniki AABC a ASEC bude
SE| = 1AB].
Délku tsecky |AB| zname, nebot |AB| = crd(180° — «). Délku usecky |DE| pak ziskame

jako
|DE| = R — |SE|.

Uzitim Pythagorovy véty poté snadno dopocitdme délku prepony |C'D| pravothlého troj-
thelniku ACDE, kde |CD]| je zaroven délkou tétivy crd §. ZapiSeme:

[CD|* = |DE]* +|CE[* = (R |SE|)* +|CE[,

kde
|SE| =/ R?—|CE?.

Po dosazeni za |CE| = % a nékolika tipravach dostavame pro [CD| = crd § vyraz

Crd% = /2R? — R - crd(180° — o),
coZ je presné vztah (7). Timto jsme dokézali vétu[1.5

V tuto chvili tedy mtzeme dopocitat dalsi délky tétiv, a to konkrétné pro uhly 6°, 3°,

%O a %O. Vychazet budeme z thlu 12°; ktery budeme piilit. Pro polomér R = 100 000

usekt dostavame crd 6° = crd 13—0 = 10 467 usekt. Potom crd 3° = 5235, crd %o = 2618 a
crd %O = 1309 tseki.
Z pohledu dnesni goniometrie dle vztahu (1)) jsme timto ziskali hodnoty

ced6° . 3° crd3° . 3° crd%O - 3° crd%O
in- =——,sin—- = in- = .
orR oMY ok oM oR >

sin 3° =

14



Vidime, ze vzorec ([7) pro vypocet crd§ je velmi uzitetny nastroj. MuzZeme totiz pilit
jakykoliv thel a.

Na druhou stranu si musime uvédomit, ze stale nezname délku tétivy prislusejici tthlu
o velikosti 1°, nebot jsme tuto hodnotu pii ptleni thlu preskocili (zndme délky tétiv
k thlim %o a %O). Hodnotu crd 1° bohuzel nedostaneme ani pomoci jinych vzorci vyse
odvozenych. Nalezeni hodnoty crd 1° je vSak jednim z nejvyznamnéjsich poznatki mate-
matiky. Jak je uvedeno v Kopernikové dile [Ko|, Ptolemaios proto musel ziskat hodnotu
crd 1° diky dostatecné presnému odhadu. Tento odhad si vSak vysvétlime az pozdéji.

Nyni se totiz podivame jesté na jeden dtlezity vztah, konkrétné na vzorec pro vypocet
délky tétivy piislusejici souctu dvou thld, respektive crd(a + ). Tento vztah potfebujeme
predevsim kvili tomu, Ze v samotné tabulce budeme k thlim pric¢itat jednotlivé kroky.
Ptolemaios naptiklad pouzil krok o velikosti %O, Kopernik 10'.

1.1.4 Tétiva odpovidajici souc¢tu dvou uhlua
Nésledujici véta je prevzata z [Ko, str. 89] a upravena pro nase potfeby.

Véta 1.6. Necht jsou ddny tétivy délek crd o, erd 3. Pak pro délku tétivy crd(a+ ) plati:

crd(a + f) = \/4R2 — crd? (180° — (o + B)).

Ideu dikazu véty [1.6] budeme ilustrovat néasledujicim obrazkem.

Obrazek 10: Dva tétivové ¢tyithelniky ABDE a BCDE.
Dtikaz:

Uvazujme kruznici se stfedem S a tétivami o délkach |[AB| = crda a |BC| = crd § jako
na obrazku 10.
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Oznacme body D a E vzniklé doplnénim polomért AS a BS do priméru. Tim ziskame
tétivy BD a C'E, které jsou dle disledku[I.2]dané. Nahlédnéme vznikly ¢tyithelnik BCDE.
Zname jeho t¥i strany BC, DE, BE a obé jeho thlopticky BD a C'E. Podle véty [[.3|umime
vyjadrit zbyvajici stranu C'D.

Potom znovu dle diisledku je urcena i tétiva AC, jez je hledanou tétivou souctu
thlt « a 8, tedy AC = crd(a + ).

Délku tétivy crd(a+ 3) tudiz ziskdme tpravou ze vztahu (2)), kde crd (180° — (a + 3))
vypoc¢itame pomoci vztahu (3)). Zapiseme

crd(a+ f) = \/4R2 — crd? (180° — (a + B)),
crd(180° — ) - crd(180° — ) — crd B - crd «v

crd (180° — (a + B)) = 5

a tim je véta [1.6] dokdzana.
Nyni se dostavame k velice dtilezité casti, respektive vété, diky niz budeme moci provést
odhad ¢isla crd 1° tak, jako to udélal jiz Ptolemaios.

1.1.5 Véta o nerovnosti

Véta 1.7. Necht 0 < a < 8 < 180°. Potom plati:

d d
cr B<cr Q

B a

[Ha, str. 14] (8)

Ekvivalentni tpravou lze nerovnost pievést na tvar: 2 > <42 pro o < 4. K ditkazu

. o crda?
véty [L.7] se ndm bude hodit obrazek:

D

Obréazek 11: K dikazu nerovnosti.
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Dikaz:
Méjme kruznici a v ni dvé tétivy AB, |AB| = crd o, a BC, |BC| = crd 8, a < f3, nap¥iklad
jako na obrazku 11.

Sestojme bod D na kruznici tak, aby BD byla osou tthlu ZABC'. Prusec¢ik BD a AC
ozna¢me FE. Déale vedme kolmici z bodu D na tsecku AC, patu této kolmice oznacéme F'.

Vidime, ze pro tsecky AD, DE, DF plati:

|AD| > |DE| > |DF].
Zaroven snadno nahlédneme, zZe se rovnaji poméry:

|EC)| B |BC|
|AE|  |AB]

Sestrojme dale kruznici se stfedem D a polomérem DFE. Oznacme H prusecik této
kruznice s tseckou AD a také [ prisecik této kruznice s poloptfimkou DF'. Potom pro
obsahy kruhovych vyseci Sgpr, Sepy a obsahy trojuhelnikti Sagpr, SAgpa plati vztahy:

Sepr > SAEDF
Sepr < SAEDA -
Z toho plyne, ze pomér obsahti téchto trojihelniki je mensi, nez pomeér obsahti kruho-

vych vyseci, neboli
Saepr _ SEpI

Spepa  Sepm
Protoze jsou kruhové vysece imérné svym stfedovym thlim a trojuhelniky svym za-
kladnam, je pomér velikosti thlua ZEDF ku ZADFE vétsi, nez pomeér délek zakladen EF

ku AFE, tedy plati nerovnost
|ZEDF| |EF|

\/ADE| ~ |AE|’
Proto také plati dalsi nerovnosti:
|/FDA| |AF| |£CDA| |AC| |£ZCDA| |CE|
|/ADE| =~ |AE|’ |ZADE| "~ |AE|’ |Z/EDA| " |AE|

C e EC BC
a jak jiz vime, ﬁ = ﬁ.

Vzhledem k tomu, ze usecky BC' a AB jsou tétivami o délkach crd f a crd «, jejich
pomér je mensi nez pomér stfedovych uhli jim odpovidajicich [Ko, str. 91]. To znamena

B
ﬂ—Crdﬁ<é,prooz<ﬁ
Q

|AB|  cada
coz je ekvivalentni s
ced 8 crda
< .
153 Q

Tim jsme pravé dokazali dilezity vztah , jenz nam umozni odhadnout hledanou
hodnotu crd 1°.

17



1.2 Tétiva prislusna ahlu 1°

Nalezeni hodnoty délky tétivy crd 1° je velmi vyznamné. Jak jsme jiz zminovali diive, tuto
hodnotu je nutno odhadnout. Ukézeme vsak, ze presnost odhadu je postacujici. Podivame
se na hlavni myslenku toho, jak je tento odhad proveden v Kopernikové dile, a poté ho
sami predvedeme v modernéjsi podobé, tj. misto hodnoty crd 1° budeme odhadovat sin 1°
(1épe feceno 10 - sin 1°).

Jako Kopernik podle véty provedeme odhad hledané hodnoty crd 1° ve formé

crd g3 - crd1® crda
I5) 1
Pouzijeme a a (§ nejblizsi k 1° takové, pro které jiz zname jejich hodnoty crd a a crd 5.

7 v 71s e o o 7 sz .
Konkrétné v tuto chvili jsou o = 3” a g = % . Poté dostavame nerovnost (viz [Ha, str.

14]):

,prod<a<1°<f.

[0) [e]
crd % crd 1° crd %
3 3
2 1 2

Tuto nerovnost prevedeme do modernégjsiho vyjadieni podle vztahu (1)) na odhad hod-
noty

1
R-sinl® = écrd2°.

Dostavame tedy nerovnost

(9)

%crd?)" _ %crd?o %crd %o
3
3 2 5
Po dosazeni zndmych hodnot vzhledem k myslené kruznici o poloméru £ = 100 000
dili zapiSeme
% - 5235 %crd 2° % - 2618
< <2,
3 2 5
1 o

1 5 crd 2 5

Vyjadirenim %crd 2° 7 této nerovnosti mizeme provést odhad
scrd2° = 100000 - sin 1° ~ 1745,

nebot vzhledem ke zvolené hodnoté poloméru R a zaroven urcené presnosti pii prevedeni
na dnesni sinus na 5 desetinnych mist je tento odhad dostatecné presny, jak se sami miizeme
presvédcit naptiklad na kalkulacce:

10° - sin 1° ~ 1745 .
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1.3 Konstrukce tabulky délek tétiv

Na zakladé predeslych poznatktt mizeme pravé tabulku délek tétiv vytvorit. V prvnim
sloupci budou pfi¢itany hodnoty ahli (za¢neme u velikosti 1°), kde pro nase potfeby nyni
postaci krok o velikosti 1°. Druhy sloupec bude obsahovat napsany vztah, diky némuz je
mozno délku tétivy prislusné danému thlu vypocitat.

Kv1li tomu, Ze nase vypoctené hodnoty budeme porovnavat s Kopernikovou tabulkou,
samotné délky tétiv zde uvadét nebudeme. Ve tietim sloupci totiz budou zapsany rov-
nou hodnoty polovin délek tétiv prislusejicich dvojnasobnym thlim, tzn. hodnoty, které
muzeme najit pifimo v Kopernikové tabulce [Ko]. V poslednim sloupci pak uvedeme pfi-
blizné hodnoty (s odpovidajici pfesnosti) dnesniho sinu daného tthlu vynasobeného ¢islem
R =100 000.

1

a vypocetni vztah 3 -crd2a R-sina

1°  vychozi hodnota 1745 1745
2° crd(1° + 1°) 3490 3490
3°  znama hodnota 5234 5234
4° crd(3° + 1°) 6975 6976
5° crd(6° — 1°) 8715 8716

6° znama hodnota 10 453 10 453

1.4 Interpolace

Uvedme nyni jesté nékolik zavéreénych poznatku jak ke Kopernikové [Ko], tak i k Ptole-
maiové [Ha| tabulce.

V obou pripadech tvori tabulku tfi sloupce. V prvnim sloupci jsou uvedeny velikosti
uhld, v Ptolemaiové tabulce s krokem o velikosti %O. Kopernik pracuje s mensimi hodno-
tami, v prvnim sloupci jeho tabulky je zdkladnim krokem deset minut.

Ve druhém sloupci Ptolemaiovy tabulky nalezneme prislusné délky tétiv, avsak u Ko-
pernika jsou tam pfimo poloviny délek tétiv prislusejicich dvojnasobnym thlim, coz 1épe
odpovida dnesnimu sinu. To znamena, ze pouhym vydélenim téchto hodnot polomérem R
kruznice (kde R = 100 000 dili) dostaneme hodnotu sinu odpovidajiciho thlu, viz vztah
(1) v avodu kapitoly.

V poslednim sloupci Kopernikovy tabulky jsou pak uvedeny rozdily dvou sousednich
délek. V Ptolemaiové tabulce vSak vypada tfeti sloupec trochu jinak. Obsahuje totiz tzv.
interpolacni udagje [Ha, str. 15]. Rozdil dvou sousednich délek tétiv v tabulce, kde rozdil
prislusnych uhli je %O, je vydélen tticeti. A to z toho dtivodu, ze tficetina poloviny stupné je
jedna minuta. Diky tomu, Ze délka oblouku pfislusného tak malému thlu (o velikosti 1') se
jevi jako samotnd délka tétivy prislusné tomuto thlu, je u tak maljch délek mozno pocitat
linearné. Ptolemaiova tabulka je proto diky interpola¢nim tdajim mnohem podrobnéjsi,
nez se na prvni pohled muze zdat.

Interpola¢ni udaje, které oznacime Ap, jsou tedy pocitany takto:

crd (a + %O) —crda
Ap =
30

(10)
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V Kopernikové tabulce vsak diky vhodné zvolenému druhému sloupci neni potieba
interpolac¢ni idaje jako takové pocitat. Pfipomenme, ze Kopernik v tabulce uvadi poloviny
délek tétiv prislusejicich dvojnasobnym uhlim, coz 1épe odpovidd dnesnimu sinu (stacilo
by hodnoty vydélit 100 000). V tabulce nam staci rozdily dvou sousednich délek tétiv, coz
je vlastné desetinasobek prislusného interpola¢niho tidaje, nebof jsou nacitany thly po 10/,
tedy po Sestinach stupné.

Pokud bychom chtéli interpolacni tdaj Ax Kopernikovy tabulky ziskat, stacilo by
prislusny rozdil dvou sousednich délek vydélit deseti, tedy

$-crd2a— 5 - erd 2(o + 107)
10

Nahlédnéme ukazku z Kopernikova dila a uvedme poté jednoduchy priklad na zéveér
této kapitoly.

Ay =

TABULKA TETIV V KRUHU™?
P‘;‘e"t‘i‘i}i’“é Polovitné
Oobluky AP ” tetivy
Oblaky dvojnasob- | Rozdiely Obluky dvojnasob- | Rozdiely
nych obli- nych obli-
kov koy
st. | min. rkp. | tor. st. { mia rkp.| tor.
o| I0 291 29I | 291 5| 10 G003 290 | 290
o 20 582 291 5 20 9205 290
ol 30 873 290. 51 30 0585 289
o] 4o 1163 201 | 51| 40 9874 260 | 290
o| 50 1454 291 | 51 50 10104 289 | 289
T o 1745 291 6 [} 10453 289
1| Y0 2036 291 6| 10 10742 289
I| 20 2327 290 6| 20 11031 289
I| 30 2617 291 61 30 11320 289
I | 40 2go8 291 | 6| 40 11609 289
1| 50 3199 291 6| 50 11808 289
2 o 3490 29X 7 o 12187 289
z 10 3781 290 71 10 12476 288
2| 20 4071 291 71 20| 12764 28g | 289
2| 30 " 4362 291 71 30 13033 288 | 288
2| 40 4653 | 291 | 290 7| 40 13341 288
2| 50 4943 | 290 | 201 7| 50 13629 288
3] o 5234 290 8| o 13917 288

Obrazek 12: Ukazka tabulky délek tétiv z dila Mikulase Kopernika [Ko, str. 93].

Priklad
Ukazme, jak napfiklad nalézt hodnotu pro 5°17'. Z tabulky na obrizku 12 snadno
vycteme hodnotu pro 5°10':
5 - crd 2(5°10") = 9005
a rozdil mezi hodnotami piislusejicimi thltim 5°10” a 5°20' je 290. Interpola¢ni tdaj A, jak
jsme uvadeéli vyse, je jedna desetina tohoto rozdilu, tzn.

A=20_99
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Potom hledanou hodnotu spocitame nasledovné:

cerd2(5°17') = L erd 2(5°10°) 4 TA = 9005 + 7 - 29,
cerd 2(5°17') = 9208,

NI N

nebot, jak jsme zminovali dfive, s interpola¢nimi tdaji poc¢itdme linearné. Takto miZeme
dopocitat libovolnou hodnotu mezi dvéma sousednimi délkami tétiv v Kopernikové tabulce.

Pro porovnani uvedeme i hodnotu dnesniho sinu piislusného thlu, a to se stejnou
pfesnosti. Rovnou sinus vynasobime 10°:

10° - sin(5°17') = 9208 .
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2 Islamska strfedoveéka goniometrie

V islamském svété ve sttedoveku predstavovala goniometrie zaklad celé astronomie. Islamsti
astronomové a matematici navazovali na poznatky z antické fecké a indické matematiky,
které velmi dobte znali. Zaroven se nékteré tyto poznatky snazili zpresnovat a rozvijet.
Oproti antickému Recku vsak nepracovali s délkami celjch tétiv, nybrz upfednostiiovali
rovnou tétivy poloviéni, coz vice odpovida dnesni funkci sinus. Tétivy vSak nedefinovali
na jednotkové kruznici, ale na kruznici o poloméru 60 (dili). Protoze ¢asto vychazeli z an-
tickych astronomickych spisi, ve kterych se po vzoru starovéké Mezopotamie mnohdy
pracovalo v Sedesatkové soustave, islamsti astronomové také nékdy tuto soustavu pouzi-
vali. Potom sinus odvozeny z uvazované kruznice o poloméru 60 budeme znacit Sin, pro
prehlednost zapiSeme pfevod mezi Sin « a sin o néjakého thlu « (viz napt. [Hm, str. 39])

Sina =60 - sina. (11)

Jednim z nejvyznamnéjsich islamskych matematikt byl PerSan MUHAMMAD IBN MUSA
AL-CHWARIzZMI (780 — 850), jenz se mimo jiné zabyval aritmetikou a algebrou. Pro nas je
zajimavy tim, ze sestavil nejspiSe prvni islamské tabulky Sint, zvané Zidz al-Sindhind.

Za zminku déle stoji egyptsky astronom IBN JUNUS (cca 950 — 1009), ktery zpfesnil
hodnotu Sin 1°. Déale taktéz sestavil tabulky Sind, Hdkimi Zidz, kde pouzil krok o velikosti
10/,

Ibn Janus navazoval na Ptolemaiovo dilo a provedl mnohem lepsi odhad zminované
hodnoty Sin 1°. Vychéazel z dobie znamych hodnot Sin %O a Sin %O, kterymi Sin 1° omezil
shora a zdola. Pak tzv. linearni interpolaci urcil Sin 1° s presnosti na t¥i Sedesatinnd mista
(potazmo Sest desetinnych mist) [Br].

Vyznamnym soudobym astronomem a matematikem byl PerSan (z dne$niho pohledu
[rdnec) ABU AL-WAFA (940 — 998). Zabyval se goniometrickymi vzorci, které dale rozvijel.
Provedl také mnohem ptesnéjsi odhad hodnoty Sin 1°, respektive Sin %o. Vychézel pii tom
z jednoduchého lemmatu, (jez zde ale dokazovat nebudeme):

Sin(a 4+ ) — Sina < Sina — Sin(a — ), pro f < a < a+ [ < 180°. [Br]
Pracoval s hodnotami Sin %O, Sin %O, Sin %o a pomoci vyse uvedeného vyrazu omezil
Sin %O [Br]. Hodnotu ur¢il s pfesnosti na ¢tyfi Sedesatinnd mista.
Dalsim islamskym autorem, ktery zpfesnil hodnotu Sin 1° a o jehoz dile si fekneme vice,
byl GIYAT AL-DIN JAMSID AL-KASI (1380 — 1429) viz [CR].

2.1 Al-Kasi

Puavodem persky (dnes bychom fekli iransky) astronom a matematik JAMSID AL-KASI
pusobil po vétsinu svého Zivota ve mésté Samarkand (v dnesnim Uzbekistanu), kde byla
v prvni tfetiné 15. stoleti postavena nejlepsi astronomicka observator své doby. Toto pro-
stredi dalo vzniknout velmi presnym tabulkdm Kakdni ZidZ obsahujicim hodnoty sint a
tangensu s krokem 1’.
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Al-Kasi se zabyval zpfesnovanim hodnot v goniometrii. Pfistupoval proto k této pro-
blematice tplné jinak, nez napiiklad Ptolemaios. Jeho myslenkou totiz byla metoda feseni
kubickych rovnic, coz ho dovedlo k pomérné pfesnému uréeni hodnoty Sin 1°, [RV]. Mimo
jiné také uréil hodnotu 7 (respektive 27) s nejvétsi presnosti do té doby, a to na 16 dese-
tinnych mist, [CR].

Nez si vysvétlime, jak al-Kasi postupoval pfi urc¢ovani hodnoty Sin 1°, podivame se stru-
¢neé na to, jak se pracuje s Sedesatkovou soustavou. Al-Kasi totiz pocital v této soustavé, ale
my jeho postup predvedeme uz v soustavé desitkové. Proto zde uvedeme zptisob pievodu ¢i-
sel z jedné soustavy do druhé. Kazdé ¢islo mizeme zapsat pomoci cifer a; € {0,1,2,...,59}
ve tvaru

agp; ay, g, As, .- -,

coz se na vyjadreni v desitkové soustaveé snadno prevede takto

aq a9 as
I L 12
Pt 50 Tez 05 T (12)

Proto napfiklad jako v [Hm, str. 40] ¢islo 10; 48,7, 30 mtZeme vyjadiit nésledovné

48 7 30
104+ — + — + — = 10,8020832.
* 60 * 602 * 603 ’
Zde si jesté dovolime malou poznamku: nasobeni nebo déleni ¢islem 60 v sexagesimalni

soustavé znamena pouze posun fadové carky.

2.2 Aproximace hodnoty sin 1°

Touha po zpresnéni odhadu hodnoty Sin 1° pfivedla al-Kéasiho k tplné jiné metodé, nez
napiiklad Ptolemaia, nebot Ptolemaiovym postupem tuto hodnotu uZ vyrazné zpresnit
mozné nebylo.

Al-Kasi vychazi z dobfe zndmé hodnoty Sin 3° a prichazi na to, Ze by mohl vyuzit vzorec
pro Sin3a, kam dosadi a = 1°. Tato myslenka ho dovede ke kubické rovnici s nezndmou
Sin o = Sin 1°. Nalezeni feseni takové rovnice vSak do té doby stale predstavovuje problém.
Al-Késiho ale napadne vyuzit tzv. iteracni metodu, pomoci které ptiblizné feseni rovnice
nalezne, a to s dostatecnou pfesnosti. To znamend, Zze prisel na to, jak hodnotu Sin 1°
velmi zpresnit. Na cely al-Kasiho postup se podivame podrobnéji a poté jeho vyuzitim
vypocteme hodnotu sin 1°.

Uvedme nejprve vzorec pro sin 3a:

sin 3 = sin(2a 4+ «) = sin 2 - cos a + cos 2a - sinaw =
= 2sina - cos’a +sina - cos? a — sin® o =

= 3sina — 4sin® . (13)
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Samotny al-Kasi presnéji feceno pracuje se vzorcem pro Sin 3a, ktery pomoci vztahu
([T zni

4

1 . _ 3 q; 4 oQ 3
g0 Sinda = g Sina — 553 Sin” .

Zapiseme v Sedesatkové soustaveé, celou rovnici vynasobime 60 a dostaneme vztah
Sin3a = 3Sina — 0;0,4 Sin’® «.

My vsak postup predvedeme v modernéjsim pojeti, proto uprednostnime praci se sinem
(namisto Sinu) a vztahem ((13)).

Za o dosadime o = 1°. Potom na sin 1° nahlizime jako na hodnotu neznamou a sin 3°
znamou. Hodnotu Sin 3° Ize totiz ziskat napiiklad podle Ptolemaia, tzn. pomoci souctovych
vzorcl a vzorce pro tétivu polovicniho thlu tak, jako jsme ukazali v kapitole 1. Proto uz
tenkrat bylo mozno tuto hodnotu vypocitat s libovolnou presnosti. V Sedesatkové soustaveé
je (viz napi. [Ha, str. 20])

Sin3° ~ 3;8,24,33,59, 34, 28,15,

po prevedeni do desitkové soustavy podle je Sin3° ~ 3,140157372. Potom uz velice
snadno ziskame sin 3° =~ 0, 052335956.

2.2.1 Kubicka rovnice

Po vzoru al-Kasiho postupu prevedeme problém na Teseni kubické rovnice pro nezna-
mou z = sin 1°. Tato myslenka v podstaté predstavuje otazku trisekce thlu. Dostavame
vztah (viz [Br, str. 148])

sin 3° = 3z — 423 .

Rovnici poté upravime na nasledujici tvar, jenz je zédkladem pro hledani feseni rovnice
iteracni metodou, kterou vysvétlime nize. Z ptedchozi rovnice tedy vyjadiime z:
43 + sin 3°

v 3

(14)
Protoze sin 3° zname, jak jsme jiz ukazali dfive, budeme hledat nezndmou z = sin 1°.

Pro zajimavost zde uvedeme ekvivalent rovnice (14 v takovém tvaru, se kterym puvodné
pracoval al-Kasi. [Br, str. 148§]

3 4 900 Sin 3°
2700 '

Problémem ale bylo, jak takovou kubickou rovnici vyfesit. Al-Kasi prichazi s vynikajici
myslenkou pouzit tzv. iteracni metodu, kterou nyni vysvétlime.
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2.2.2 Iteracdni metoda

Jako al-Kasi budeme hledat nezndmou x kubické rovnice (14) ve formé souctu. ZapiSeme
a vhodné oznac¢ime

xzx0+x1+x2+---+mn:in:Sn.
=0

Rovnici (14]) pak budeme Tesit tzv. iteracni metodou, to znamena, Ze kazdy castecny soucet
S; = Z;‘:o zj, ©=10,1,...,n budeme hledat pomoci rekurentniho pfedpisu

483, +sing
_ . ,

Otéazkou je, jakou pocateéni hodnotu za xy dosadit. Tato hodnota nam pak uz bude
stacit k tomu, aby se mohl algoritmus itera¢ni metody rozbéhnout. Nase volba pro x( plyne
z jednoduché avahy: jelikoz 1° = 1% je relativné blizko 0, pfipomeneme si, Ze sinz se na
okoli 0 chové pfiblizné jako z, respektive hovoiime o velmi dobfe znamé limité

S; (15)

sin x

lim =1

z—0 ’

a tedy
sinx &~ z na okoli U(0).
Pak pravé odtud ziskame nasi poc¢atecni hodnotu x:

. 1o . s 3 1
sin1° = sin — =~ — =x.

180 180 180 60

Pro S; dosazenim za Sy = ¢ = 6—10 dostaneme

4-(2) +sin3°
3

S, = ~0,0174515 .

Dalsi hodnoty pak snadno spocitame pomoci vzorce (15)). Pro ilustraci vypo¢téme hodnoty
¢astecnych souctii napriklad az do n = 6.

483 +sin3e

S, ; ~ 0, 017452405 ,

Sy = 455’%1“3 ~ 0,017452406436 ,

Sy = 455’%“ ~ 0,017452406437282 ,

Sy = 452%”13 ~ 0,017452406437283511

S = 455%%1“3 ~ 0, 017452406437283512817 .
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Mohli bychom sméle pokracovat i pro n vyssi, avSsak pro nazornost je n = 6 vice nez
postacujici. Vypada to, ze takto aplikovanou itera¢ni metodou se pak hodnota S, bude
blizit skute¢né hodnoté x = sin 1°. V§imnéme si, Ze v prvnim kroku (S7) je presnost jiz
na pét desetinnych mist. AvSak s kazdym dal$im krokem se presnost zvysuje o tfi desetinna
mista (coz odpovida tomu, Ze FeSime kubickou rovnici). V Sestém kroku je pak hodnota
presna na prvnich dvacet desetinnych mistech.

Sam al-Kasi pri svém vypoctu dospél k presnosti na sedm Sedesatinnych mist, pracoval
totiz v sexagesimalni soustavé, jak jsme jiz zminovali dfive. Vypodital (viz [Br, str. 148))

Sin ~ 1;2,49,43,11, 14, 44,16, 19, 16 ,
coz je ekvivalentni s hodnotou v dekadické soustave
sin 1° ~ 0,0174524064372828 ,

kde je presnost ¢trnact desetinnych mist.

Zjistili jsme, ze aproximaci hodnoty sin 1° lze provést riiznymi zptsoby, a to s riznymi
presnostmi (napiiklad podle Ptolemaia nebo al-Késiho). Piestoze se jak kubické rovnice,
tak myslenky iterace objevovaly uz mnohem dfive, al-K&asi byl prvni, kdo je takto vyuzil
dohromady.
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3 Taylortv rozvoj

Nyni se dostavame k ponékud odlisnému zptsobu vypoctu hodnot goniometrickych funkei.
Jednéa se vSak o dnes prakticky nejpouzivanéjsi metodu, nebof je velmi efektivni. Diky ni
lze hledané hodnoty snadno urcit pro libovolny argument, a to s libovolnou presnosti.

Dnes je dobfe znamo, ze elementarni funkce I1ze na néjakém okoli daného bodu aproxi-
movat nekonec¢nymi mocninnymi fadami. Prikladem takové aproximace je Tayloriv poly-
nom nebo Taylorova Tada. Nazvy nesou podle anglického matematika BROOKA TAYLORA
(1685 — 1731), jenz se takovymi polynomy, rozvoji a jejich zbytky zabyval.

Nejdriive odvodime obecny vzorec tak, jak je dnes bézné. Poté se podivame na odvozeni
Taylorova rozvoje funkce sinus, ktery byl proveden diive, nez obecny predpis pro Tayloriv
polynom viibec existoval.

Aproximaci néjaké funkce polynomem provadime z toho duvodu, Ze hodnoty polynomu
pocitat umime a pii tom vyuzivame jen zakladnich operaci jako jsou s¢itani, odecitani, na-
sobeni, déleni. Aproximaci funkce f(x) polynomem tfetiho stupné na okoli bodu 0 zapiSeme
napiiklad ve tvaru

f(z) = ag + a1x + axx® + azz®,

kde koeficienty a;, = = 0,1, 2, 3, musime postupné najit. Pokud dosadime za x = 0, ziska-
vame pirimo koeficient ag:

f(0) =aq.

Pak nasi aproximaci mizeme zapsat ve tvaru
f(x) ~ f(0) + a1z + asz® + azz® .

Dale hledame koeficient a;. Ziskdme ho pomoci operace, ktera nam odstrani absolutni ¢len
a snizi stupen polynomu. Funkci f(z) proto derivujeme:

f'(z) = ay + 2ay7 + 3azz” .
Po dosazeni za x = 0 ziskavame koeficient a;:
f(0)=ay .
Aproximace funkce f(z) hledanym polynomem mé tedy tvar
f(z) =~ £(0) + £/(0) - + az® + aza®.

Stejny postup provedeme znovu, tzn. prvni derivaci opét derivujeme a dosadime x = 0:

fMx)~2-1-a3+3-2 a3z,
f”(O):Q'l'CLQ,
"
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Abychom ziskali i koeficient a3, postup opakujeme jesté jednou

f"(x)~3-2-1-a3,
f0)=3-2-1-as,
B f///(o)
ag = 31 .

Celou aproximaci funkce f(z) na okoli bodu 0 polynomem stupné 3 zapiSeme

1 0 " 0
Fa) 0+ 70+ D L0 s,

Mohli bychom takto postupovat i pro polynomy vyssiho stupné. Piikladem takovych po-

lynomu jsou Taylorovy polynomy stupné n, které pro funkci f(z) na okoli bodu 0 (jenz ma

v 0 v8echny derivace az do fadu n) zapisujeme ve tvaru

n

Tn(a:)zzwx’

=0

Zda se, ze bychom pak mohli funkci aproximovat rozvinutim do mocninné fady. K tomu
bychom ale museli oSetfit konvergenci této fady (nalézt jeji polomeér konvergence) a zaroveri
bychom museli dokazat, ze dana fada na oboru konvergence konverguje praveé k dané funkci.
Pak bychom pro funkci f(z) mohli zapsat aproximaci na okoli bodu 0 napfiklad Taylorovou
reder ORI
Prislusnou teorii se vsak zde podrobné zabyvat nebudeme, lze nahlédnout napriklad do
knihy Zdklady matematické analyzy [Ve].

Pro nas je nyni zajimava samotna jeji aplikace. Protoze se v celé této kapitole budeme
zabyvat predevsim funkci sinus, odvodime piedpis pro aproximaci této funkce na okoli nuly.
Vyuzijeme zaroven zakladnich poznatki:

(sinz) = cosx,

(sinz)” = —sinz,
sin0 =0,
cosO=1.

Dosadime do vztahu a upravime:

. —sin0 5, —cosO 4 sin0 , cosO

sinz =sin0 + cos0 -z + o -t 4+ al - T +T~x Tm + ...,
smxf()—l—l-x—awv—ﬁ-x +Z-x —i—g-w +.,

_ 3 2P

smx:x—a—i—g—i—... (17)
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Podobnym postupem bychom snadno odvodili i naptiklad vztah pro kosinus:

_ . —cosO 45 sin0 4 cosO ,  —sin0
cost = cos0 —sin0-x + o -zt + a0 -1+ 1 -t 4+ =] A
_ L oo, 0 5. 1 4 0 5
cossc—1+0~a:—5~x +§-x +I~x—§~x +...,
2?7t
cosx:1—§+z+... (18)

Vsimnéme si, Ze rozvoj pro sinus obsahuje pouze liché mocniny x, coz odpovida tomu,
Ze sinus je licha funkce, a proto je aproximovana polynomem lichého stupné. Pro kosinus
jakozto sudou funkci naopak plati, Ze rozvoj obsahuje pouze sudé mocniny x, tzn. kosinus
je aproximovan polynomem stupné sudého.

Nez odvozeny vztah (17) ukdZeme na konkrétnim piikladé, pfipomeneme si definici sinu
pomoci obrazku.

Obrazek 13: Definice sinu.

Podle obrazku 13 ozna¢me priisecik privodice s jednotkovou kruznici souradnicemi x
a . Potom sin ¢ je definovén jako y—ova soufadnice tohoto bodu. Pokud ¢ € (0, %), pak
sin ¢ je délkou tisecky naznacené na obrazku 13 ¢arkovaneé. Zaroven ¢ je délkou prislusného
oblouku jednotkové kruznice. Odtud pak plyne, Ze ¢ je udavano v obloukové mire, nikoliv ve
stupnich, (které se ndm dochovaly jako pozistatek mezopotamského pouzivani Sedesatkové
soustavy v astronomii). Proto v celé této kapitole budeme pracovat s hodnotami udavanymi
vyhradné v obloukové mife, ne ve stupnich (oproti predeslym kapitolam).

Priklad.
Ukazme na jednoduchém ptikladé aproximaci funkce sinus Taylorovym polynomem
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patého stupné. Podle vztahu tedy aproximujeme sin ¢ takto:

3 5
. o
smap%<p—§+a.

Zvolme naptiklad ¢ = %, poté dosazenim ziskame

A S S| m\3 1 T\ 5
i & f o (6) 5 (6) ~ 0,500002 ~ 0.5
Zamérné jsme zvolili dobfe znamou hodnotu tak, abychom snadno porovnali aproximova-
nou hodnotu sinu s hodnotou skute¢nou. Totiz sin § = 0, 5.

Taylortav rozvoj je dnes prakticky nejpouzivanéjsi metoda, kterou hodnoty goniometric-
kych funkci poc¢itame. Na této podstaté napriklad funguji bézné kalkulatory. Tato metoda
je totiz jednoduché k naprogramovani a hodnoty jsou velmi rychle urcovany s velkou pfes-

nosti.

Méné se vsak vi, Ze takové rozvoje (potazmo aproximace) elementarnich funkei byly obje-
veny diive, nez naptiklad samotny obecny vzorec pro Taylortiv rozvoj. Prvnim evrop-
skym matematikem, ktery nalezl takovy rozvoj funkce sinus, byl Anglican ISAAC NEWTON
(1642 — 1727). Newton nebyl jen matematikem, ale i fyzikem a astronomem, jenz je dodnes
exaktnich véd.

Pro néas je nyni zajimavy Newtontiv zptisob odvozeni rozvoje funkce sinus do mocninné
fady. A to konkrétné tim, Ze k odvozeni ani neni potieba n-tych derivaci této funkce, ale
sta¢i rozvoj funkce arkus sinus. Podle [Ed] se podivime podrobnéji na to, jak Newton
postupoval, a rozvoj funkce sinus také odvodime.

3.1 Newtonovo odvozeni rozvoje funkce sinus

Pti hledani vhodné aproximace funkce sinus vychazel Newton nejdiive z aproximace funkce
arkus sinus mocninnou fadou, kterou poté invertoval. Tomu vSemu vsak jesté predchazela
hojna prace s binomickou vétou, kterou Newton zobecnil do binomického rozvoje, pomoci
néhoz rozvinul napiiklad i funkci f(x) = v/1 — 22. Tento rozvoj je pak vychozi k nalezeni
rozvoje pro arkus sinus.

Na cely Newtontiv postup se podivame podrobnéji po krocich. Vychazet budeme z dila
[Ed], odkud pfevezmeme zékladni myslenky. Vse ale doplnime jesté o dalsi vysvétleni.
Budeme postupovat nasledovné:

e nalezneme vhodné vyjadreni funkce arcsinz = ¢,
e pomoci binomickych rozvoji aproximujeme tuto funkci,

e provedeme inverzi této funkce a tim ziskdme aproximaci funkce sin ¢ = .

Prvni dva kroky provedeme v prvni ¢asti této podkapitoly, posledni krok poté v ¢asti druhé.
Potom ve treti ¢asti jesté aproximujeme funkci kosinus a na zavér celé kapitoly uvedeme
dalsi ndzorny priklad.
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3.1.1 Aproximace funkce arkus sinus

Nejdfive bychom se méli zamyslet nad tim, pro¢ Newton pracoval nejdiive s funkci arkus
sinus a az poté vyjadioval funkci sinus. Dovedla ho k tomu jednoducha tvaha, kterou nyni
vysvétlime. Zakladni myslenku budeme ilustrovat nasledujicim obrazkem.

. [x,y] = [COSQO, Sin@]

1 sin ¢

0 x ) 1 T

Obrazek 14: Vychozi obrazek k vyjadreni sinu.

Oznacme pro argument ¢ hodnotu sin p = y tak, jako na obrazku 14. Potom vidime,
7e ziskat sin p nepfedstavuje problém, zname-li =, nebot napiiklad z rovnice kruznice

y2—|—a:2:1

snadno vyjadiime

y=V1—a2=singp.

Otéazkou ale zlistava, jak ziskat hodnotu ¢. A to je diivod, pro¢ budeme nejdiive hledat
aproximaci pro .
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Pro nazornéjsi praci s ¢ a x provedeme preznaceni ve smyslu nésledujiciho obrazku,
(ktery je prevzaty z [Ed, str. 206] a upraveny).

f(@) flo)=v1-a’

¥

sin ¢ hN

0 V1—a22 \‘\

0 x x
Obrazek 15: Vychozi obrazek k vyjadreni aproximace ¢ = arcsin x.

Nyni nastava problém, jak k aproximaci arcsinz = ¢ dojit. K tomu nam pomitze
souvislost ¢ s obsahem kruhové vysece jednotkového kruhu urcené praveé obloukem o délce

©.
Obsah kruhu Sk s polomérem R = 1 zapiSeme jako
SK:W'RZZ :%~27T,

kde 27 je obvod kruhu. Potom je obsah Sy kruhové vysece prislusné stiedovému thlu ¢,
neboli délce oblouku 0 < ¢ < 27

SV = % . (,0 .
Snadno vyjadiime ¢ a dostavame vztah
¢ =2Sy = arcsinz. (19)

Diky tomuto vztahu délky oblouku a obsahu kruhové vysece jim uréenym mtzeme
arcsin z = ¢ zapsat jako rozdil dvou vhodnych obsahi, které za pomoci dalsich poznatki
budeme umét uréit. Nahlédnéme pro ilustraci obrazek 16 (na nasledujici strané).
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Obrazek 16: Rovnost obsaht.

Obsah Sy na obrazku 16 vpravo je jiz zminovany obsah kruhové vysece prislusny ob-
louku ¢, viz vztah (19)), Sa na obrazku 16 uprostfed je obsah pravothlého trojihelniku

s odv@snami z a v/1 — 22,
Sp=1-2-V1—22, (20)

Obsah S vyznacené oblasti na obrazku 16 vlevo je roven souctu Sa a Sy, respektive
vypocitat ho miizeme za pomoci integralu

S:/ VI—t2dt = Sp+ Sy . (21)
0

Potom obsah kruhové vysece Sy urc¢ené obloukem ¢ vyjadiime jako
S —SA=05y.
Ze vztahi a dosadime a celou rovnici vynasobime 2, abychom dostali pfimo
rovnici pro :
/ VI—t?dt—1-z-V1—a2=1.¢,
0
2/ V1—t2dt —z-V1—2a%2=¢p=arcsinx. (22)
0

Zde je potfeba pozastavit se a vysvétlit si, jak budeme postupovat dale. Diky Newto-
nové praci s binomickou vétou a jejim zobecnénim do binomického rozvoje umime zapsat
binomicky rozvoj funkce f(z) = /1 — 22 = (1 — 2%)2 (viz napiiklad [Ed, str. 205]), coz
posléze budeme integrovat ¢len po ¢lenu. Postup si podrobné ukazeme nize. Potom budeme
moci ziskané rozvoje dosadit do vztahu . Nez vsak tyto rozvoje zapiseme, podivejme
se kratce na to, jak takovy binomicky rozvoj vypada obecné.

Pro libovolné o € C je

(1—|—a)a:1+<cly>-a+(3)~a2+(§)~a3+..., (23)

kde (z) je binomicky koeficient, pro a € N, a < k se jedné o kombinacni ¢islo.
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Binomické koeficienty se pocitaji nasledovné:

Potom nasi funkci f(z) = /1 — 22 zapiSeme pomoci racionalniho exponentu a rozvi-

neme do mocninné fady dle :

% 2 % (_%) 2\2 % (_%) 213
:1+I'—l‘)—|— 5 1 (—z%)* + 3. 9. —x°)° +
22zt b
S [ 24
2 8 16 (24)

Tuto funkci, potazmo jeji binomicky rozvoj, poté muzeme integrovat ¢len po ¢lenu,
nebot mocninnou fadu lze uvnitt oboru konvergence integrovat (a derivovat) ¢len po ¢lenu
(detailnéjsi vysvétleni v¢. dikazu viz napi. [To2, str. 53]). Zapiseme:

[ma- [[(EE Y

x3 20 7
~'T53785 167
N x’
T 25
YT T 10 112 (25)

Timto jsme ziskali rozvoje integralu [ /1 — 2 dt a funkce v/1 — 22 do mocninné fady.
Dosazenim téchto rozvoji a do vztahu dostavame (také viz [Ed, str. 206]):

ZUS LUE’ ./L'? LU2 I'4 .TG
Y P B )=
(x 6 40 112 ) x( 28 16 ) 4

Upravime na tvar

r—a s (2 D) (2 ) (2
T 6 @ 2 40 8 112 " 16 -
3 35 57
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Tim jsme ziskali hledanou aproximaci pro arcsinz = ¢.

Jak jsme si mohli vSimnout, Newtonovym postupem jsme se zcela vyhnuli derivovani.
Predvedme nyni jen kratce, jak bychom pii aproximaci funkce arkus sinus postupovali
dnes.

Hned v prvnim kroku funkci arkus sinus derivujeme:

1
V1—22

Déle rozvineme pomoci binomického rozvoje, viz vztah (23)), upravime.

1 () e () e () o

_1+x2+3x4+5x6+
n 2 8 16

M=

(arcsinz) = =(1—2%)"

N

(1—a%)"

+

Integrujeme c¢len po Clenu a ziskavame uz primo aproximaci arkus sinu.

v 1 "” 1
arcsinx = ——dt = 1—t3)"2dt,
| == [a-#

[ a
; 2 "8 16 !
6 40 112

Déle nas ale zajima rozvoj funkce inverzni k arkus sinu, tj. pro x = sin ¢.
3.1.2 Aproximace funkce sinus
Budeme nyni hledat aproximaci funkce sin ¢ = x ve tvaru:
sinp = aj@ + asp® + as@” + ... (27)

Diky rozvoji pro arcsin x, ktery obsahuje pouze liché mocniny z, vime, ze i inverzni funkce
sin ¢ bude obsahovat pouze liché mocniny ¢. Proto jsou koeficienty as, a4, ...nulové a
tudiz jsme je rovnou mohli vynechat.

Rozvoj = = sin ¢ ziskame dosazenim do arcsinz a zjisténim koeficientt a; ve vztahu
. Jelikoz slozeni funkce s funkci k ni inverzni dava identitu, pro ¢ € (0, 7) ziskdme tvar

arcsinz = arcsin(sinp) = ¢
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Konkrétné do vztahu dosazujeme = = sin ¢ ze vztahu :

o . 1.4 3 . 5
arcsm(sm@):go:slngo—l—ésm <p+@sm O+ ...
0 = (a1 + azp® + asp® + ... )+

1
+6-(a190+a3¢3+a5905+---)3+

3
—l—E~(a1g0+a3<p3+a5<p5+...)5+...

Postupné najdeme koeficienty u ¢ v ptislusnych mocninach:

1
<p:a190+g03(a3+6~a?)+gp5(a5+%~3af-a3+%.a?)+,__

Poté porovnanim koeficienti u i-tych mocnin ¢ na levé a pravé strané hledame koefi-
cienty a;:

Ziskavame soustavu rovnic, ze kterych vypocteme jednotliva a;:

ar =1,
b=t 1= 1,
a5 =—3-(=5) — i = -
Timto jsme spocitali koeficienty a;, ¢ = 1,3,5,..., které mizeme rovnou dosadit do
hledaného rozvoje ([27)):
sing =@ — 2>+ 359"+ (28)

Vsimnéme si jesté, ze jmenovatele zlomki u koeficientti a; mizeme zapsat pomoci faktoriali
odpovidajicich exponenti i u ¢, nebot 6 = 3!, 120 = 5!, ...
Potom mizeme vztah upravit a zapsat nasledovné:

3 5 o0 k, 2k+1
. 0 P (=D"p
o LN e 29
G T T kzz% 2k + 1) 7 (29)

¢imz jsme ziskali hledany Taylortiv rozvoj funkce sin .
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3.1.3 Aproximace funkce kosinus

Na zakladé rozvoje pro sinus snadno ziskame i rozvoj pro kosinus, a to konkrétné ze vztahu

cosp =1/1—sin®p = (1 —sin2go)%.

Stac¢i podle binomického rozvoje ve vzorci dosadit, rozepsat a upravit. Po nékolika
upravach dostavame rozvoj funkce kosinus do Taylorovy fady

2 4 6

oot

J— 1 _r r __ -

cosp =l o T
Pak snadno vyjadiime:
2 4 6 o k, 2k
Py (=D)%»

ey e o EDe 30
cos o T e 25; 25! (30)

Porovnejme nyni ziskané rozvoje , se vztahy , , které jsme odvodili v itvodu
této kapitoly. Snadno totiz nahlédneme, ze jsme obéma postupy dospéli k témuz vysledku.

Priklad
Na zavér se podivejme, jak prvnich nékolik ¢lenti Taylorova rozvoje funkce sin ¢ vypada
pro konkrétni . Zvolme napriklad

.
L
Tuto hodnotu dosadime do vztahu (29)):
oo o\ 2k+1
gin & — Z %
5 (2k+ 1)!

a budeme pocitat priblizné hodnoty sin £ postupné po krocich, respektive sin £ budeme
aproximovat Taylorovymi polynomy

o N n (_1)k (%)2k+l
ﬁngNg% Qk+ 1)

kde za n dosadime postupné 0, 1, 2, 3 a 4. Pro nase vypoctené hodnoty bychom pak jesté
méli odhadnout zbytek (viz napt. [Do| nebo [To2]), a tak bychom védéli, jaké presnosti jsme
pro dana n dosahli. Na zavér nase vypoctené hodnoty porovname se skutec¢nou hodnotou
sin Z.

5
Nas postup zapiseme:

n=0|sing~%=~00628

nzlsmgzg—%~@f%0£%%

n=2|sinT~ L. (2741 ()~05mm3

n=3|snT~I L. (2741 @) L (2)" ~0,58778521
n=4|sinTaT L. (2P 4L (1) - -(Y+§-@)m05mmwm4
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Skutecnd hodnota sin £ je
sing — 0, 58778525229 . ..

To znamena, Ze jsme svym vypoctem dosahli presnosti na devét desetinnych mist.

V této kapitole jsme ukazali zdkladni myslenky odvozeni Taylorova rozvoje. Nejdiive mo-
dernim postupem obecné, poté Newtonovou metodou pomoci rozvoje funkce arkus sinus
do mocninné fady a nasledné inverze této rady.

Na ukazkovych prikladech jsme vidéli, ze vypocty hodnot funkce sinus pomoci Ta-
ylorovych polynomil jsou velice efektivni. Pfesnéjsi analyza plyne z analyzy zbytku, jez
je k nahlédnuti napiiklad v odkazované literature [Do| ¢ [To2]. Véiime, Ze vynechdnim
podrobné analyzy zbytku jsme 1épe vystihli zajimavé a méné obvyklé postupy odvozeni
Taylorova rozvoje funkce sinus.

38



4 CORDIC

Dalsim zajimavym a zaroven efektivnim postupem pro vypocet hodnot goniometrickych
funkci je algoritmus zvany CORDIC. Zkratka pochazi z anglického souslovi COordinate
Rotation DIgital Computer, algoritmus objevil JACK E. VOLDER z Convair v roce 1959.
Jedna se o digitalni ndhradu za analogovy fesi¢, ktery prestal byt na svou dobu dostatecné
rychly a pfesny. [Vo

Algoritmus vznikl z nutnosti digitalizace navigacniho systému v letectvi, konkrétné
primarné u americkych bombardéri B-58. Nejvétsi otazkou bylo, jak v redlném case co
nejrychleji a nejpresnéji vyresit rovnice urcujici pozici letounu.

Nicméneé vyuziti tohoto algoritmu neztistalo pouze u letectvi. Pozdéji ho JOHN S. WAL-
THER ze spolecnosti Hewlett-Packard zobecnil a postup vyuzil pro vypocet funkénich hod-
not i exponencidlnich, logaritmickych a dalsich elementarnich funkei. [Wal

4.1 Podstata algoritmu

Algoritmus CORDIC byl ptivodné predstaven v dvojkové (binarni) soustavé, avsak pozdéji
byl upraven pro vyuziti i v soustavé desitkové (dekadické). Nyni se ale budeme zabyvat
pouze variantou pro soustavu dekadickou.

Abychom se mohli podivat blize na podstatu algoritmu, budeme potiebovat souc¢tovy
vzorec pro funkci tangens, na jehoz aplikaci je cely algoritmus zalozen. Proto zde tento
vzorec nejdrive odvodime.

Dle definice lze funkci tangens zapsat pomoci funkci sinus a kosinus jako podil

sin @

cosp

Pro soucet thli ¢ a A\ tedy miizeme napsat a pomoci souctovych vzorct pro sinus
a kosinus upravit na tvar

sin(¢ +A)  sing - cos A + cos g - sin A

t A) = = .
gl +2) cos(p+ ) cosg-cos\—sing-sin A

1 1

Rozsitenim zlomku vyrazy wosp & oo dostavame hledany souctovy vzorec pro funkci
tangens:
sin ¢ sin A

Cosp  COoSA

Tohoto souc¢tového vzorce budeme dale vyuzivat, protoze je podstatou algoritmu. Po-
divejme se tedy podrobnéji ve tfech krocich, jak algoritmus CORDIC funguje.

1. Uvazujme nyni libovolny thel «, pro ktery budeme chtit vypocitat hodnotu tga.
Diilezitou myslenkou algoritmu je vyjadreni thlu a pomoci sumy dil¢ich ahld «;, které
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jsou vhodné zvoleny (viz napf. [Ha, str. 28]) tak, aby
tga; = 1077,
kde po dosazeni za i = 0,1,2,... mame
tgag =1, tga; =0,1, tgay = 0,01, ...

Tato volba hodnot nam umoznuje urychlit operaci nasobeni, kdy se bude pouze posou-
vat desetinna carka.
Jednotlivé velikosti thli a; vyjadfime pomoci inverzni funkce

ag = arctg 1, vy = arctg0,1, as = arctg0,01, ...

Mame-li tyto thly jednou vypocitané, ulozime je do paméti, abychom s nimi vzapéti
mohli pocitat dale.

2. Vratme se k thlu «, jimZ se chceme zabjvat. Uhel a zapiSeme jako soucet téchto oy

tak, ze
n

a = Z Ciay;
i=0
kde koeficienty ¢y, co, ... ¢, € Ny.
Potom funkéni hodnotu tg a vypocteme jako

tga = tg (z”: ciai> ,

=0

kde vyuzijeme dfive odvozeného souctového vzorce pro funkci tangens. Pi vypoc¢tu budeme
postupovat tak, zZe postupné budeme pric¢itat thly «; a vyjadfovat jejich funkéni hodnoty.
Oznac¢me ) soucet uhlt «; predchéazejicich thlu a;. Potom pro thly 8 a «; plati vztah

tg By + tg ;i
J

Priklad
Zkusme si tento algoritmus na jednoduchém piikladé. Uvedme si nejdiive ptiblizné hodnoty
zminovanych thli «;.

ap = arctg 10° = arctg 1 = 45°

oy = arctg 107! = arctg0,1 ~ 5, 71°

s = arctg 1072 = arctg 0,01 ~ 0, 573°
as = arctg 1073 = arctg 0,001 ~ 0,0573°
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Zvolme naprtiklad tthel o = 57°. Tento thel miizeme zapsat priblizné jako soucet
a=57"~ayp+2 a3 +ayx~45°+2-571°4+0,573°.

Tangens tohoto thlu bude tedy roven

2
tga =tg (ZQ%’) ,kdecg=1,c1=2ac=1.
i=0

Abychom spocitali hodnotu tg «;, budeme postupné pricitat tithly a urcovat jejich funkéni
hodnoty. Vime, ze tgay = tg45° = 1, proto za¢neme rovnou u souc¢tu thld oy + a; a
vyuzijeme souctového vzorce pro funkci tangens.

. oy tgd45° 41tg5,71°
tg(ao + 1) = tg(45° + 5,71°) = 1 —tg4b°-tgh,71°

Po dosazeni jednotlivych jiz zndmych hodnot dostavame zlomek

1+4+0,1 1,1 11
t = =1 =" (x=1,22).
Blaota) =377 =59 9 & L2
Tento dilc¢i vysledek zatim ponechame ve tvaru zlomku a dosadime ho do nésledujiciho
kroku, kde pri¢itame znovu uhel a;.

tg b1 + tg 5 +0,1
tg(ag+a1+a1)=tg<ﬁ1+a1): 1—tgfB -tgay - 132.0 1’
9 )

po upravé dostavame dalsi diléi vysledek, a to

1,9 119
tg(a0+2 'Oél) = 7—9 = E(% 1,51)

Obdobné provedeme pricteni posledniho thlu s a dostaneme hledanou hodnotu tg o
s presnosti na tii desetinnd mista

22 4+0,00 119,79 11979
1—49.0,00 77,81 7781

tga = tg(ag+2-oq +ag) = ~ 1,5395.

Na prikladu vidime, ze vySe popsanym algoritmem dostavame zlomky, pripadné desetinna
¢isla, se kterymi se ndm v dal$ich krocich hife pracuje. Abychom se vyhnuli déleni na konci

vvvvvv

myslence celého algoritmu CORDIC popsané v nasledujici, tfeti ¢asti algoritmu.

3. Efektivitu celého algoritmu zvysime tim, ze se budeme snazit vyhnout operaci déleni
v prubéhu vypoctu. Naopak, v celém algoritmu provedeme déleni pouze jednou, a to az
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na uplny zavér. Operace nasobeni jednim tg «;; nam vsak nevadi, a to diky vhodné zvolenym
hodnotam tga; = 107%, které p¥i nasobeni piedstavuji pouze posun desetinné ¢arky.

Oznacéme y "
tg Bk = =, tg(Br + ;) = =
X SC]'
Potom

t ) — —
(0 0y) 1—tgf-tga; 1

a rozsifenim zlomku ¢islem z dostavame

tg Bk +tg o 2 +tga,
— % 'th[j

y+x-tgao; Y;
g(Brk + o) v—y-tga; (31)

Ve vzorci (31]) oznacme citatele zlomku y; a jmenovatele x;. Poté mizeme vyjadrit y;
v
a x; zvlast

y; =y t+x-tgay,

rj=x—y-tga;.

Vidime, Ze obé neznamé y; a x; lze vypocitat samostatné z hodnot predeslych pouze
za pomoci operaci s¢itani a odecitani. Neni tedy potieba v kazdém kroku pocitat podily
g—j Hodnota tg o; je ndm taktéZz zndma a neznamena nic jiného nez posun desetinné ¢arky,
nebot tga; = 1077.

Tento postup je jiz velice rychly a efektivni, na zavér po n krocich nam tudiz jen staci
vydélit obdrzené hodnoty v, a x,, mezi sebou. Provedeme tedy déleni

y—":tga

n

a tim ziskdvame hledanou funkéni hodnotu naseho uhlu «.

4.2 Odvozeni algoritmu pomoci rotace vektoru
Podivejme se nyni znovu na vzorec (31)). Rozsifenim zlomku vyrazem cos a; ziskdme vztah

y+x-tga;, y-cosa; 4+ x-sinaq;
ta( +a) = o :

r—y-tga; x-cosa;—y-sinay

Citatele zlomku ozna¢me y; a jmenovatele z;. Poté zapisme:

Tj=x-cosaj —y-sina;,

Yj =x-sInq; + Y- cosaq; .

Tuto soustavu rovnic Ize prehledné zapsat v maticovém tvaru

r;\ _ (cosa; —sing;\ [z (32)
y;) \sina; cosaq; y)
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Matice této soustavy je matici rotace, viz napf. uéebnice Linearni algebry [Be], str. 130.
Tim se dostdavame k maticové reprezentaci oto¢eni (rotace) kolem pocatku. Na hodnoty =z,
y a z;, y; totiz mizeme nahlizet jako na soufadnice dvou vektori ¥ = (z,y) a v; = (x;,y;).
Potom plati, ze vektor v; vznikne rotaci vektoru ¢’ o orientovany thel «; a soufadnice
vektoru v; ziskdme pomoci vztahu .

Vysvétleme si nyni odvozeni matice rotace za pomoci obrazku. Uvazujme jednotkové
vektory dané soufadnicemi ¥ = (z,y) a v; = (x;,;).

) T

7777777 xf 1777777777::: (xj’yJ)

7777777 TS \=y)
N Loy, Y

P | -

0 T

Obrazek 17: Rotace vektoru.

Soutadnice vektoru v se také daji zapsat jako

U= (x,y) = (cos B, sin f) .

Dale mtizeme vyjadrit funkéni hodnoty kosinu a sinu souctu uhla 85 a «;, tedy

x .
cos(fr + a;) = TJ =z,
. Yj
sin(5e+ ag) =% = ;.
Pomoci souctovych vzorcii pro funkce sinus a kosinus mtzeme zapsat hodnoty x; a y;

nasledujicimi vztahy, do kterych zéroven dosadime soutadnice vektoru v = (z,y),

xj = cos P - cosa; —sin B - sino; = x - cosa; — y - sinay

Y;j = cos B - sinay +sin By - cosa; = x - sina; + Y - cos ;.

Timto jsme odvodili pfesné tu soustavu rovnic, ktera je vyse popsana v maticovém
tvaru vzorcem ([32]).

43



Tato myslenka algoritmu CORDIC je pfimym dusledkem principu, na kterém fungoval
analogovy fesi¢. Jednalo se o oto¢ny mechanismus, ktery hledal vysledky nastavenim své
polohy pravé pomoci rotace.
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Zaveér

Prestoze zde tato bakalarska prace konci, téma vypocti hodnot goniometrickych funkci
nebylo vycerpano. Vénovali jsme se totiz pouze vybranym metodam téchto vypocti, které
jsme ale pojali moderné€jsim pristupem. Vzhledem k rozsahu této prace nebylo mozno se
v neékterych ptripadech vénovat teoretickym zakladim podrobnéji, vzdy jsme proto na da-
ném misté zanechali odkaz na dalsi literaturu.

Prace podava nékolik strué¢nych pohledti do problematiky vypoc¢tti hodnot goniomet-
rickych funkci. Zde vSak zistava prostor pro dalsi a podrobnéjsi studii, ke které mohou
byt napomocné i dalsi metody, nejen ty nami zvolené. Vzhledem k nasi volbé uptfednostnit
modernizovany vyklad ptfed historicky presnym se zde taktéz nabizi téma, které by se dalo
studovat podrobnéji. To uz ale nechavame historikiim matematiky.

Tato prace by méla prohlubovat ¢tenarovy znalosti v oblasti goniometrie. Vidéli jsme,
Ze vyvoj riznych metod vypoctu hodnot goniometrickych funkci byl za celou nasi historii
znacné slozity. V nékolika pripadech jsme ale ukazali, Ze goniometrie je jeden z nejzaklad-
néjsich obort nejen matematiky, goniometrické funkce se totiz vyuzivaji i v mnoha dalsich
oborech. Tato prace je pak vhodna jako doplikovy material rozsitujici znalosti bézného
absolventa stiedni skoly ¢i prvniho ro¢niku skoly vysoké.
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