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3ResuméText je urèen støedo¹kolským studentùm k samostatné práci. Ètenáø se seznámí se základními oblastmimoderní logiky (syntaxe, sémantika, dynamika) a základními postupy matematické logiky (tabulková me-toda, kripkovské modely, dokazování v kalkulech). Pozornost je vìnována také rozhraní logiky s jinýmivìdami: �lozo�í (intuicionismus, analýza modalit), sociologií (spoleèné znalosti, princip kooperace), in-formatikou (multiagentní systémy, pou¾ití logik v programování). Na struènou kapitolu o klasické logicenavazují na sobì nezávislé kapitoly o intuicionistické logice a epistemických, modálních, vícehodnotovýcha fuzzy logikách.

AbstractThe text is intended for secondary school students. The reader will �nd out about most importantareas of modern logic (syntax, semantics, dynamics) and basic methods of mathematical logic (truth-tables, Kripke models, proving in calculi). Attention is also given to the interfaces between logic andother sciences: philosophy (intuitionism, the analysis of modalities), sociology (common knowledge, thecooperation principle), information science (multiagent systems, the use of logics in programming). Abrief chapter on classical logic is followed by self-contained chapters on intuitionistic logic and epistemic,modal, many-valued and fuzzy logics.
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5Podìkování a vìnováníDìkuji rodièùm za to, ¾e mì po dobu studia podporovali hmotnì, citovì i intelektuálnì.Dìkuji v¹em vyuèujícím oboru logika za promy¹lené, podnìtné a zajímavé pøedná¹ky.Dìkuji Sa¹ovi Kazdovi za AmS-TEXová makra a vydatnou pomoc s úskalími TeXu.Dìkuji v¹em, kteøí èetli tuto práci a upozoròovali mì na její nedostatky: mamince, Ví»ovi Kalovi,Jindrovi Soukupovi a dal¹ím.

vìnováno v¹em støedo¹kolákùm,kteøí byli èi budou ochotnisi nad tímto textem lámat hlavu
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7Úvod©peci�ckú stimuláciu potrebuje ka¾dý predmet ¹túdia, ktorý je z hµadiska my¹lienkovej disciplíny þná-roènej¹íÿ (zrejme to nepotrebuje napr. kreslenie alebo seminár z postmoderny).Franti¹ek Gahér: Provokácia ako motivácia k ¹túdiu logiky, str. 8.Prvotní impulz k napsání této práce vze¹el z Matematického korespondenèního semináøe organizo-vaného studenty MFF UK v Praze. Souèástí semináøe je v ka¾dém roèníku také seriál na nìjaké témasouvisející s matematikou. V minulých letech to byly napøíklad Nekoneèno, Teorie mno¾in, Teorie grafù,Pravdìpodobnost, Matematická biologie a Metrické prostory. O tématu pro aktuální roèník mohli øe¹itelérozhodnout sami formou hlasování pro nìkterou ze ètyø nabízených mo¾ností.Domnívám se, ¾e vítìzství Neklasických logik je tøeba pøipisovat zejména dojmu, ¾e se jedná o nìcovýjimeèného, neobvyklého a zvlá¹tního. Zatímco geometrii øe¹itelé dobøe znají ze støední ¹koly a vidí v níþpouzeÿ suchopárnou matematiku (aè tøeba velmi krásnou a elegantní), název þneklasické logikyÿ slibujenìco zcela nového a neotøelého. Mo¾ná zde svou roli hrají i velká oèekávání vùèi �lozo�i tak typická ustudentù, kteøí je¹tì nemìli mo¾nost se s ní seznámit podrobnìji.V jistém smyslu jsou mnohá z tìchto oèekávání naivní a mylná - neklasické logiky jsou díky své formálnívýstavbì do velké míry je¹tì formálnìj¹í matematickou disciplínou ne¾ geometrie, ve které lze vìt¹inu úlohøe¹it pomocí náhledu a pøedstavivosti. Aèkoli vznikly jako reakce na nedokonalosti klasické logiky, nejsoualternativní ani pøevratné v tém¾e smyslu, v jakém je postmoderna alternativou ke star¹í �lozo�i, nejsourevoluèní a rebelské, co¾ od nich snad podle názvu mù¾e dospívající èlovìk oèekávat. Filozo�cké otázky,které s logikou souvisí, spadají v¾dy do �lozo�e jazyka, co¾ je oblast, která málokterého støedo¹kolákaskuteènì zajímá.Na druhou stranu slou¾í tato oèekávání jako motivace k prvnímu seznámení s neklasickými logikami aproto jsem se sna¾ila je nezklamat. Co mo¾ná neformální výklad ukazuje zejména problémy pøirozenéhojazyka a metodologie vìdy, kvùli kterým byly konkrétní neklasické logiky zavedeny. Matematický aparátje v¾dy nejprve vysvìtlen neformálnì a pøesné de�nice bývají uvedeny a¾ na konci (vìt¹inou pouze proètenáøe s vìt¹í zku¹eností v zacházení s abstraktními matematickými pojmy). Dùraz je kladen zejménana sémantiku jednotlivých logik; dokazování bývá pro laika zcela nezajímavou rutinou.V textu nepøedpokládám ¾ádné matematické znalosti nad rámec základní ¹koly. Pøesto výklad kladepomìrnì vysoké nároky na hou¾evnatost a chápavost ètenáøe - øe¹iteli semináøe se obvykle stávají studentise zájmem o matematiku, kteøí se nenechají odradit, pokud na první ètení v¹emu neporozumí a kteøí jsouochotni strávit nad zapeklitou matematickou úlohou celé odpoledne. Nedomnívám se, ¾e by bylo vhodnésna¾it se vykládat neklasické logiky v této ¹íøi a hloubce v¹em studentùm støedních ¹kol - jedná se spí¹eo mo¾né roz¹íøení pro matematické semináøe a pro vlastní práci studentù (napøíklad formou seminárníchprací).Na závìr jedna poznámka: v korespondenèních semináøích je zvykem øe¹itelùm tykat, nejèastìji 2.osobou jednotného èísla: þuka¾, vyøe¹, doka¾ÿ na místo þuka¾te, vyøe¹te, doka¾teÿ obvyklého ve støedo-¹kolských uèebnicích. Pøi psaní této práce jsem se této konvence dr¾ela - prosím ètenáøe, kteøí ji¾ opustili¹kolní lavice, aby mi odpustili tuto nezdvoøilost.Obsah textuVlastní jádro textu tvoøí èíslované kapitoly, jejich¾ tématy postupnì jsou klasická a intuicionistickálogika, epistemické, modální, vícehodnotové a fuzzy logiky. Sna¾ila jsem se, aby jednotlivé kapitoly bylyna sobì nezávislé, co¾ vede k èásteènému obsahovému pøekrývání (napø. pojem kripkovského modeluvysvìtluji ve tøech kapitolách pouze s drobnými modi�kacemi vynucenými zamìøením dané kapitoly).V¹echny èíslované objekty (cvièení a vìty) mají v rámci jednotlivých kapitol spoleèné èíslování. Dou-fám, ¾e to ètenáøi usnadní hledání v textu.Na závìr jsem zaøadila pøehledné shrnutí v¹ech devíti úloh, které byly vybrány jako soutì¾ní úlohypro matematický korespondenèní semináø. U prvních ¹esti uvádím i statistiky o úspì¹nosti øe¹itelù (datao posledních tøech úlohách nejsou dosud k dispozici).



8 Didaktické cíle textuPodobnì jako jiné úvodní uèebnice logiky, které nejsou urèené studentùm matematiky, jde i tentovýklad do ¹íøky a ne do hloubky. Doufám, ¾e studenti si z pøedkládaného textu odnesou následující:1. Dovednost hledat a formulovat pøesný význam slov. Dùraz na jasnost a pøesnost vyjadøování.2. Základní pøedstava o tom, jakými problémy se zabývá logika.3. Pøehled o pøístupech k analýze logických aspektù jazyka: pøístup syntaktický (kalkuly), základnínástroje sémantické analýzy (tabulky pravdivostních hodnot, kripkovské modely), dynamický pohled nalogiku (dialogické hry). Nepova¾uji za dùle¾ité, aby studenti tyto metody dokonale ovládli, ale aby siuvìdomili, ¾e existují rùzné mo¾nosti, jak pøistupovat k tému¾ problému.4. Pøedstava o rozmanitosti prostøedkù, které pou¾ívá matematika k vyjasòování, formalizaci a øe¹eníproblémù z rozlièných oblastí. Do textu a zejména do poznámek na konci jednotlivých kapitol jsemzahrnula témata, která nespadají pøímo do logiky, ale tìsnì s ní sousedí. Vybraná témata slou¾í jakoukázky konceptù, z nich¾ vyrùstají matematické teorie. Sna¾ím se tak bojovat proti roz¹íøenému problému,¾e mnozí studenti si ze støední ¹koly odná¹ejí strach z jakéhokoli matematického formalismu. Formálníde�nice a vìty pøedkládám jako shrnutí neformálních úvah, èím¾ vyniknou jejich estetické a prakticképøednosti: formalismus je struèný a pøehledný.K poslednímu bodu je nutná je¹tì jedna poznámka: snaha o neformální výklad vede k celkové upoví-danosti textu. Ta mù¾e vyhovovat nìkterým studentùm, ale pro jiné je naopak pøeká¾kou porozumìní.Tomuto typu studentù doporuèuji pøeèíst si nejprve formálnìj¹í de�nice a teprve pak se vrátit k nefor-málním zdùvodnìním; mohou také mùj text pou¾ívat jako þkomentáøÿ k formálnìj¹ím uèebnicím logiky,ve kterých èasto úplnì chybí neformální pøíklady.Peter Volek v úvodu svých skript Úvod do logiky a teórie vedy zmiòuje ètveøici témat, která by podleU. Meixnera mìl pokrývat ka¾dý úvod do logiky. Podívejme se, do jaké míry jsou tato témata obsa¾enav textu, který pøedkládám.1. Úplné pøedstavení výrokové a predikátové logikyVe výkladu jsem se omezila výhradnì na výrokové logiky. Neklasické logiky dle mého názoru dostateènìilustrují postupy bì¾né i v klasické predikátové logice. Pøi tom nepøedpokládám, ¾e by si student støední¹koly do ¾ivota odnesl konkrétní znalosti (napøíklad znalost de�nice kripkovského modelu), ale spí¹e tu¹enímo¾ných postupù (þvzpomínám si, ¾e se tam dìlaly nìjaké modelyÿ).2. Zprostøedkování standartní metodiky moderní teoretické logiky, tedy kalkulizace a sémantikyPodobnì jako Peter Volek jsem se soustøedila zejména na výklad sémantiky; syntaxe a kalkuly jsouzmínìny spí¹e okrajovì, pro dokreslení ¹íøe pou¾itelných metod; vìty o úplnosti uvádím bez dùkazu.Vìty o korektnosti jsou èasto zaøazeny jako cvièení, co¾ by mìlo studentùm umo¾nit uvìdomit si jejichskuteèný význam: syntaxe a sémantika nejsou dvìma stranami té¾e mince zcela automaticky, musíme jetak vytvoøit.3. Zprostøedkování aplikace logiky na rekonstrukci argumentù z pøirozeného jazykaVe¹kerý výklad je motivován problémy z �lozo�e, lingvistiky, matematiky èi jiných oborù. Sna¾ila jsemse zmínit také pøíklady pou¾ití jednotlivých logik v technické praxi.4. Urèení místa logiky v rámci vìd, jejího pøedmìtu a zpùsobu zdùvodòováníTomuto tématu se nevìnuji pøímo, domnívám se v¹ak, ¾e jej ilustruji na mnoha pøíkladech.



9Citace, které se vztahují k vyuèování logikyFirst write down the key ideas in the subject. Then think about how you want to esh out each one.How will you illustrate the important techniques? What links will you construct between the big ideas?How will you examine the students on this material?Steven G. Krantz: How to Teach Mathematics, str. 49.Students are not scholars. But they are people. They probably react to human input more than theyreact to intellectual input. Steven G. Krantz: How to Teach Mathematics, str. 54.Metóda univerzálne orientovanej provokácie spoèíva v tom, ¾e uèiteµ uká¾e problém, ktorý nemusí by»vôbec z oblasti potenciálnej profesie poslucháèov, ale taký, ¾e poslucháèi chápu, ¾e je to problém, a totaký, ktorý vôbec nevedia rie¹i» alebo nevedia rie¹i» jednoznaène a rie¹enie tohto problému je (tak sa zdá)výluène v kompetencii logiky. Franti¹ek Gahér: Provokácia ako motivácia k ¹túdiu logiky, str. 11.Symbolická logika nabízí jednoduchou teorii, elegantní techniky a pravidla. Problém nastává, kdy¾se ji sna¾íme aplikovat na ka¾dodenní uva¾ování, ukázat její u¾iteènost [. . .] Ka¾dodenní uva¾ování jevhodnìj¹í studovat s pomocí neformální logiky a metod kritického my¹lení.M. Jauris, Z. Zastávka: Základy neformální logiky, str. 31.Literatura, se kterou jsem se bìhem zpracovávání jednotlivých témat setkal, mì pøekvapila tím, jak os-tré je dìlítko mezi matematickým pohledem na logiku, �lozo�ckým pohledem a pragmatickým pohledem,který nabízí teorie argumentace. Jedná se o tuté¾ logiku, a pøesto je ka¾dý pohled jiný. Sna¾il jsem se tytopohledy v úvodních textech k jednotlivým tématùm skloubit a ne v¾dy se mi to podaøilo tak, jak bychsi pøál. Pøesto myslím, ¾e je to správná cesta, ¾e podstatné je z logiky právì to, na èem se matematik,�lozof a pragmatický u¾ivatel jazyka shodnou, a ¾e právì toto minimum by se mìlo vhodným zpùsobemprezentovat støedo¹kolákùm.Petr Jansa: Logika jako souèást pøedmìtu "Základy spoleèenských vìd", str. 106.
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111. KLASICKÁ VÝROKOVÁ LOGIKANediv se, ¾e seriál o neklasických logikách zaèínáme povídáním o logice klasické. Za prvé nám toumo¾ní lépe pochopit, co je na neklasických logikách nového, zajímavého a neobvyklého; za druhé Tidobrá znalost klasické logiky mù¾e pomoci v¹ude tam, kde je tøeba se jasnì a jednoznaènì vyjadøovat,napøíklad pøi øe¹ení matematických úloh, a» u¾ v na¹em semináøi nebo ve ¹kole.1Èásti oznaèené * se Ti mo¾ná pøi prvním ètení budou zdát celkem slo¾ité, mù¾e¹ je ale bez obavpøeskoèit a vrátit se k nim pozdìji. PohádkaByl jednou jeden Matematik a ten si pøál, aby nikdo nikdy nepochyboval o pravdivosti toho, co øekl.Jeho kamarádi Literát a Filozof, ti se v rùzných slovních potyèkách a pùtkách cítili jako doma, ba dokoncenìkdy to vypadalo, ¾e kdyby s nimi v¹ichni souhlasili, vy¹la by jejich snaha o originalitu naprázdno. Netak Matematik. Sedával celé dny doma a pøemý¹lel, jak to udìlat, aby si ho ¹kodolibí ¹koláci koneènìpøestali dobírat, je-li souèet úhlù v trojúhelníku skuteènì 180� a jestli i pøi teplotì �273�C platí, ¾e1 + 1 = 2.Jednoho dne nav¹tívil Matematika Hráè a povídá: þØekni nìjaké tvrzení.ÿMatematik chvíli pøemý¹lel, no nic rozumného ho zrovna nenapadalo, ale na dvoøe si zrovna zpívalonìjaké dìvèátko, tak zopakoval, co sly¹el: þKoèka leze dírou, pes oknem.ÿHráè nejprve vykouknul z okna, a pak povídá: þTak ty tvrdí¹, ¾e koèka leze dírou a ¾e pes leze oknem,rozumím tomu správnì? No dobrá, koèku vidím támhle vylézat dírou ze sklepa. Dovol mi vybrat si druhoupolovinu tvé vìty. Pes leze oknem. Mù¾e¹ to prokázat?ÿMatematik samozøejmì nemohl, a tak musel uznat, ¾e øekl nìco, co není pravda. Zadoufal ale, ¾e semu podaøí podobnì nachytat Hráèe, a tak povídá: þTeï zkus øíct nìjaké tvrzení ty.ÿHráè je¹tì jednou mrkl z okna, a pak pravil: þJsem èínský velvyslanec nebo u vás ve dvoøe stojí docelanový mercedes.ÿMatematik u¾asl a vyhrkl: þTo mi teda øekni, co z toho je pravda.ÿHráè ukázal z okna a øíká: þTaky jsem nevìdìl, ¾e máte tak bohaté sousedy!ÿNa dvoøe toti¾ stál docela nový záøivì ¾lutý mercedes.* Hintikkova logická hra2Pak se Hráè zamraèil a øíká: þMyslel jsem, ¾e bude¹ v téhle høe docela dobrý.ÿþV jaké høe?ÿ divil se matematik.þNo v té, kterou jsme zrovna hráli. Vymyslel ji slavný �nský logik Jaako Hintikka u¾ nìkdy v 60.letech 20. století a ty ji je¹tì nezná¹?3První hráè - øíká se mu proponent - øekne nìjaké tvrzení. Úkolem druhého hráèe, tomu se øíká oponent,je ukázat, ¾e tvrzení prvního hráèe není pravdivé. Musí pøi tom ale postupovat pøesnì podle pravidel.Kdy¾ to tvrzení je tvaru þA a Bÿ, tak si oponent mù¾e vybrat, jestli budou dál hrát s A nebo s B.Tak¾e kdy¾ jsi ty v roli proponenta øekl, ¾e koèka leze dírou a pes oknem, mohl jsem si vybrat, ¾e se dálchci bavit o vìtì þpes leze oknemÿ.Kdy¾ to tvrzení je tvaru þA nebo Bÿ, tak si vybrat mù¾e proponent. Tak¾e kdy¾ jsem já v roliproponenta øekl, ¾e jsem èínský velvyslanec nebo u vás ve dvoøe stojí docela nový mercedes, mohl jsemsi vybrat zase já, k èemu¾ jsi mì ostatnì sám pobídl vìtou þto mi teda øekni, co z toho je pravdaÿ.Kdy¾ to tvrzení je tvaru þne Aÿ nebo þnení pravda, ¾e Aÿ, tak si prohazují role a dál se hrajes tvrzením A. Tøeba kdybys ty øekl þdnes nepr¹íÿ, hráli bychom dál jako kdybych já øekl þdnes pr¹íÿ.1Mo¾ná jsi u¾ o logice nìco sly¹el ve ¹kole v hodinách matematicky nebo �lozo�e. V tom pøípadì mù¾e¹ pøeskoèitkapitolku nadepsanou þVýroková logika - povídání o významuÿ. V té se navíc oproti tomu, co se bì¾nì uèí ve ¹kolách,doète¹ pouze nìco málo o podivnosti implikace.2Neèekej, ¾e se bude jednat o kdovíjak zábavnou hru; jejím smyslem je podívat se na logiku jako na soubor urèitýchpravidel pro dialog a rozumnou argumentaci vùbec. Ve cvièení 19 si uká¾eme, ¾e pomocí této hry lze de�novat pravdivostvýrokù: výrok je pravdivý právì tehdy, kdy¾ proponent (první hráè), který neudìlá chybu, vyhraje - v matematické øeèiøekneme, ¾e existuje vyhrávající strategie pro proponenta.3Poznamenejme, ¾e my¹lenku nahlí¾et dialog jako hru s urèitými pravidly zformuloval Ludwig Wittgenstein v knizeFilozo�cká zkoumání, která vy¹la po jeho smrti roku 1953.



12 Nakonec se dojde k nìjaké docela jednoduché vìtì, o které je i bez hraní jasné, jestli je pravdivá - v tompøípadì vyhrává ten, kdo je zrovna proponentem, nebo nepravdivá - to vyhraje oponent. Rozumí¹?ÿCvièení 1. Zkus si rozmyslet, jak by asi mohla být formulována pravidla pro výroky tvaru Pro ka¾déx platí, ¾e.. . a tvaru Existuje nìjaké x takové, ¾e.. .Napi¹ prùbìh hry, ve které proponent zaène následujícími tvrzeními:a) Pro ka¾dé pøirozené èíslo n platí: jestli¾e je n dìlitelné èíslem 6, je dìlitelné èíslem 2 a také jedìlitelné èíslem 3.b) Existuje pøirozené èíslo, které je dìlitelné 2 a není dìlitelné 3.Výroková logika - povídání o významu4Matematik rozumìl a hnedka ho napadla dùle¾itá vìc: je dùle¾ité mít nìjaká pravidla, která urèují,co tím myslíme, kdy¾ tøeba øekneme, ¾e platí A a B , pøesnì jako to øíkají pravidla té hry. Pochopil, ¾eprvním krokem k tomu, aby nikdo nemohl pochybovat o správnosti toho, co øíká, je ka¾dému vysvìtlit,co tím myslí, kdy¾ pou¾ívá slovíèka jako a, nebo, jestli¾e, pak . Co¾ o to, se slùvky a a nebo a¾ tak velikýproblém nebude, ale jeho oblíbené jestli¾e A, pak B , to bude oøí¹ek.Pøemý¹lel a pøemý¹lel a nakonec sepsal tohle:Vìdu zabývající se vztahy mezi pravdivostí slo¾ené vìty a pravdivostí jejích èástí nazvu logika. Pùjdev ní o to, co nejlépe zachytit a popsat vyplývání , tedy to, jak jedna pravda vynucuje jinou pravdu.5Pøesnì tak, jako to známe z èe¹tiny, se i v logice slo¾ené výroky (v èe¹tinì jim øíkáme souvìtí) vytváøejíz jednodu¹¹ích pomocí spojek. Pøitom logické spojky vyjadøují urèité vztahy mezi významem jednodu¹¹íchvýrokù a významem celku.Výrok, který neobsahuje ¾ádné logické spojky nazveme jednoduchý nebo také atomický.Jsou-li oba výroky, které spojuje spojka a, pravdivé, je i slo¾ený výrok se spojkou a pravdivý, jinak jeslo¾ený výrok nepravdivý.6K tomu, aby byl výrok se spojkou nebo pravdivý staèí, aby byl pravdivý alespoò jeden z obou spojo-vaných výrokù.Vztah vyplývání mezi dvìma výroky zachycuje implikace, kterou vyjadøují výrazy jako Jestli¾e A,pak B. Kdykoli A, potom B. Nech» A. Pak B. A implikuje B.7 Implikace je nepravdivá, pokudpøedpoklad A je pravdivý, ale závìr B je nepravdivý; jinak je pravdivá.84Jak v lingvistice, tak v logice (není divu, ¾e mají aspoò nìco spoleèného, v¾dy» se obì zabývají jazykem, i kdy¾ z úplnìjiného úhlu pohledu), se otázkami souvisejícími s významem vìt a slov zabývá sémantika. V logice je pro nás na významunìjaké vìty nejdùle¾itìj¹í to, zda je pravdivá nebo ne, a jak její pravdivost souvisí s pravdivostí ostatních výrokù. Protologiky, na rozdíl od lingvistù, zajímají jen výroky, tedy vìty, které jsou buïto pravdivé nebo nepravdivé.5Jak u¾ zaznìlo vý¹e, zkoumá logika vyplývání. Logik po¾aduje, aby pøi zdùvodòování teze logicky vyplývala z argumentù,kterými je podpoøena. Co to pøesnì znamená? Znamená to, ¾e argumenty musí být (vzhledem k tezi) formulovány tak, abyplatilo: Kdy¾ pøistoupíme na pravdivost argumentù, musíme nutnì pøistoupit i na pravdivost teze.Petr Jansa: Logika jako souèást pøedmìtu þZáklady spoleèenských vìdÿ, str. 19.6O tom, ¾e ne v¾dy slùvko þaÿ oznaèuje konjunkci výrokù, svìdèí následující pøíklady:a) Firma Novák a syn.b) Pøi¹el domù a zjistil, ¾e je vykradeno. (Pro konjunkci toti¾ musí platit þzøejmáÿ formule (A^B) ) (B^A). Ov¹emvìta þzjistil, ¾e je vykradeno, a pøi¹el domùÿ øíká nìco trochu jiného ne¾ pùvodní vìta.)Dal¹í pøíklady vìt, ve kterých þaÿ neoznaèuje konjunkci, najde¹ ve cvièení 20.7O tom, proè by se implikace nemìla vyjadøovat slovy þz A vyplývá Bÿ pí¹e Franti¹ek Gahér v knize Logika preka¾dého (str. 71): Výraz þimplikujeÿ nie je synonymný s výrazom þlogicky vyplývaÿ, [. . .] Jednoducho povedané, implikáciavo v¹eobecnosti mô¾e by» pravdivá alebo nepravdivá v závislosti od empiricky zistiteµného stavu vecí, ale implikácia, ktorouvyjadrujeme logické vyplývanie, je v¾dy pravdivá bez ohµadu na stav vecí.Implikace se samozøejmì sna¾í vyplývání zachytit, v¾dy» v pøirozeném jazyce èasto pova¾ujeme vyjádøení þjestli¾e A, takBÿ a vyjádøení þz A vyplývá Bÿ za ekvivalentní. V klasické logice se podaøilo tento vztah uchopit v tom smyslu, ¾e jestli¾ez výroku A logicky vyplývá výrok B, tak je implikace A ) B tautologií a naopak. Oznaèení logicky vyplývá pøitom pou¾ijemetehdy, jestli¾e B vyplývá z A pouze na základì toho, jak jsou jednotlivé výroky poskládány z jednodu¹¹ích pomocí logickýchspojek. Napø. z vìty þSokrates je èlovìkÿ vyplývá vìta þSokrates je smrtelnýÿ, ale nevyplývá z ní logicky. Matematická vìta,která popisuje vztah mezi vyplýváním a tautologièností nìkterých implikací se jmenuje vìta o dedukci a neplatí zdaleka prov¹echny logické systémy. V tìch, kde neplatí, je potom tøeba si dát pozor na rozdíl mezi slùvky þvyplýváÿ a þimplikuje.ÿ8To se Ti mù¾e na první pohled zdát divné, ale zkus si pøedstavit následující situaci: kamarádka Ti øekne, ¾e nebude-lipr¹et, pùjde do kina. V pøípadì, ¾e pr¹et nebude, je jednoduché o pravdivosti jejího tvrzení rozhodnout. Pokud kamarádkado kina pùjde, mluvila pravdu. Pokud do kina nepùjde, mù¾e¹ se na ni právem zlobit. Na pøípad, ¾e pr¹et bude, se její výrok



13Ekvivalencí mezi dvìma výroky rozumím tvrzení, ¾e A právì tehdy, kdy¾ B. Nìkdy pro ni taképou¾íváme obrat þA tehdy a jen tehdy, kdy¾ Bÿ. Ekvivalence je pravdivá, jsou-li A a B buïto obapravdivé, nebo oba nepravdivé. Lze to øíct i jinak: ekvivalence je pravdivá, pokud A implikuje B a Bimplikuje A.þNení pravda, ¾eÿ je také logická spojka, aèkoli to není spojka z hlediska jazykovìdy. Tato spojkanespojuje dva výroky, ale z jednoho výroku vytváøí slo¾itìj¹í výrok. Pøitom z pravdivého výroku dìlávýrok nepravdivý a naopak.Pro pøehlednost mù¾eme význam tìchto spojek zachytit tabulkou. Je-li výrok pravdivý, budeme øíkat,¾e jeho pravdivostní hodnota je 1, je-li nepravdivý, je jeho pravdivostní hodnota 0.ne A A a B A nebo B jestli A, pak B A právì kdy¾ B:A A ^ B A _ B A ) B A , BA B negace konjunkce disjunkce implikace ekvivalence1 1 0 1 1 1 11 0 0 0 1 0 00 1 1 0 1 1 00 0 1 0 0 1 1Cvièení 2. Obraty jako þA nebo B, ne v¹ak obojíÿ, þbuï A, nebo Bÿ, þprávì jedna z mo¾-ností A, B je pravdiváÿ a podobnì neoznaèují logickou spojku nebo, ale jinou, která se èasto nazýváþvyluèovací neboÿ.9 Za cvièení si pro ni zkus napsat tabulku.Cvièení 3. Jak rozumí¹ èeskému slùvku þledaÿ? Zahraj si na chvíli na logika a zkus nalézt tabulku,která by zachytila pravdivostní hodnotu výrokù þA, leda¾e by Bÿ a þjestli¾e A, pak B, leda¾e by Cÿ! (þA,iba¾e B. Ak A, tak B, iba¾e C.ÿ)Domnívá¹ se, ¾e tyto tabulku lze navrhnout jediným mo¾ným zpùsobem? Lze tabulku pro þjestli¾e A,pak B, leda¾e by Cÿ vyplnit pouze na základì znalosti tabulky pro þA, leda¾e by Bÿ?Na základì tabulek, které navrhne¹, nalezni výrok obsahující pouze obvyklé výrokové spojky, který jelogicky ekvivalentní s výrokem þA, leda¾e by Bÿ.Popi¹ v¹echny situace, ve kterých jsou pravdivé následující výroky:a) Zùstanu doma s dìtmi, leda¾e bys mì zastoupil.b) Pes, který ¹tìká, nekou¹e - leda¾e by ¹tìkal. (Nebo pøesnìji: Jestli¾e pes ¹tìká, nekou¹e - leda¾e by¹tìkal.)Pozornì si prohlédni tabulku implikace! Implikace je nepravdivá pouze tehdy, kdy¾ výrok A je pravdivýa výrok B nikoli.Kdy¾ se rozhodneme výrokùm tvaru þjestli¾e A, pak Bÿ rozumìt tak, jak nám radí tabulka, budoupravdivé i následující pøekvapivé vìty:Jestli¾e 59876542665 : 123456789 je celé èíslo, tak 1+1=2.Jestli¾e 1+1=2, tak tohle je seriál v matematickém korespondenèním semináøi a sluníèko je ¾luté.Jestli¾e jsem èínská princezna, tak 1+1=2.Jestli¾e jsem èínská princezna, tak je dneska pátek tøináctého.Zkrátka a dobøe, libovolný pravdivý výrok je implikován libovolným jiným výrokem, který nejen¾es ním vùbec nemusí souviset (jako v prvních dvou pøíkladech), ale mù¾e dokonce být i nepravdivý! Navíc,libovolný nepravdivý výrok implikuje úplnì cokoli, a» u¾ to je pravda (první pøíklad s èínskou princeznou),nebo není (druhý pøíklad s èínskou princeznou).Aè se to mù¾e zdát pøekvapující, je skuteènì tì¾ké rozumnì matematicky èi formálnì popsat vztahmezi A a B, který normálnì vyjadøujeme slovy þjestli¾e A, tak Bÿ. Øe¹ení, které nalezl ná¹ matematik,a kterého se skuteènì dr¾í vìt¹ina matematikù na celém svìtì, je krásné a jednoduché v tom, ¾e hoale vùbec nevztahuje; jak tedy rozhodnout, mluvila-li pravdu? Asi by se Ti ale zdálo nefér kamarádku osoèit z toho, ¾e lhala.Jen¾e logika po¾aduje, aby ka¾dá vìta, kterou se zabýváme, byla buïto pravdivá, nebo nepravdivá - není-li nepravdivá,musí tedy být pravdivá.9V technické literatuøe se pou¾ívá z angliètiny pøevzatý název xor, který pøesnì vystihuje podstatu této spojky: jedná seo nebo (or), které ale vyluèuje mo¾nost, ¾e by oba výroky byly pravdivé (X). Písmeno x pochází z anglického slova exclusive.



14lze popsat pomocí nul a jednièek tak, jak jsme to udìlali v tabulce. Znamená to, ¾e pravdivostníhodnota slo¾eného výroku závisí pouze na pravdivostní hodnotách jednodu¹¹ích výrokù,které obsahuje.10 Tomu, jak rozumíme implikaci v normální lidské øeèi, to moc neodpovídá: kdy¾ øeknuþjestli dostanu z té písemky pìtku, budu doma bitaÿ, budou tomu moji spolu¾áci rozumìt tak, ¾e budubita kvùli té pìtce z písemky, a ne tøeba proto, ¾e jsem rozbila vzácnou vázu po dìdeèkovi.Pøesto má tento zpùsob chápání logických spojek nesporné výhody:1. Pravdivost nìjakého slo¾itého tvrzení mù¾eme ovìøovat tabulkou. Nìkterá tvrzení, øíká se jim tau-tologie, budou ohodnocena jednièkou bez ohledu na to, jaké pravdivostní hodnoty mají jejich èásti.Podívejme se tøeba na to, jak vypadá tabulka pro tvrzení tvaru (A , B) , ((A ) B) ^ (B ) A)).Postupnì budeme zji¹»ovat hodnoty slo¾itìj¹ích a slo¾itìj¹ích výrokù v jednotlivých øádcích tabulky:A B A ) B B ) A (A ) B) ^ (B ) A) A , B (A , B) , ((A ) B) ^ (B ) A))1 1 1 1 1 1 11 0 0 1 0 0 10 1 1 0 0 0 10 0 1 1 1 1 1Cvièení 4. Zkus si vyplnit tabulku tøeba pro tvrzení tvaru (A ^ (A ) B)) ) B a pro tvrzení tvaruA _ :A.Jiná tvrzení, tìm se øíká kontradikce, budou v¾dy mít pravdivostní hodnotu 0.2. Nepotøebujeme v¹echny spojky - ve skuteènosti staèí negace a implikace, nebo negace a konjunkce.Ostatním spojkám lze rozumìt jako zkratkám za slo¾itìj¹í výroky napsané pomocí vybraných spojek.Cvièení 5. Dejme tomu, ¾e se Ti líbí spojka : a spojka ^, zato _ se Ti nelíbí (plete se s písmenemV). Ovìø tabulkou, ¾e A _ B má ve v¹ech øádcích stejné hodnoty jako :(:A ^ :B)! To znamená: Doka¾,¾e (A _ B) , :(:A ^ :B) je tautologie.Cvièení 6. Ovìø, ¾e þA právì tehdy, kdy¾ Bÿ vlastnì znamená þA a B mají v¾dycky stejné hodnotyÿ.Jinak øeèeno: uka¾, ¾e A , B má stejné pravdivostní hodnoty jako (A ^ B) _ (:A ^ :B)!Cvièení 7. Najdi formuli, kterou nelze ekvivalentnì zapsat pouze pomocí spojek ^;_;) a ,.Cvièení 8. Podívej se na tabulku výrokové spojky, její¾ význam je þani A, ani Bÿ.11A B A # B1 1 01 0 00 1 00 0 1Uka¾, ¾e pomocí této jediné spojky lze vyjádøit v¹echny spojky výrokové logiky, tedy najdi formule,které obsahují pouze spojku # a jsou ekvivalentní s :A, A ^ B, A ) B, A _ B, A , B.Toho, ¾e nepotøebujeme v¹echny spojky, se hodnì vyu¾ívá v informatice. Ka¾dému poèítaèovémuprogramu toti¾ lze rozumìt tak, ¾e jen poèítá pravdivostní hodnoty nìjakých slo¾itých formulí. K tomu,aby to mohl udìlat, potøebuje v sobì mít zabudované souèástky, které umí spoèítat pravdivostní hodnotunegace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence z pravdivostních hodnot jejich èástí. Mù¾e se alestát, ¾e je o hodnì levnìj¹í nebo jednodu¹¹í vyrobit souèástku, která poèítá konjunkci, ne¾ tøeba souèástku,která poèítá implikaci : : :10*Téhle vlastnosti se øíká, ¾e spojky výrokové logiky jsou extenzionální. A¾ budeme mluvit o modálních logikách,v¹imni si, ¾e spojka þmo¾ná (=mù¾e být pravda, ¾e)ÿ není extenzionální (takovým spojkám se pak øíká intenzionální).Napøíklad vìta þmo¾ná zítra bude pr¹etÿ je pravdivá bez ohledu na to, zda vìta þzítra bude pr¹etÿ je pravdivá. Pravdivostslo¾eného výroku závisí nejen na pravdivosti jeho èástí, ale i na tom, jakým zpùsobem jsou tyto pravdivosti popsány - nejdejen o to, zda hodnota je 1 nebo 0, ale i o to, jak se k tomu dojde.11Tuto spojku zavedl americký logik Charles Sanders Peirce, proto se nazývá Peirceùv symbol.



15Výroková logika - povídání o formì12Vra»me se k na¹emu Matematikovi. Kdy¾ pøi¹el na to, ¾e pravdivostní hodnoty slo¾ených výrokù sedají urèovat pomocí tabulek, a ¾e existují tautologie, tedy tvrzení pravdivá bez ohledu na pravdivostjednotlivých èástí, zaèalo ho zajímat, jestli existuje nìjaký zpùsob, jak napsat poèítaèový program, kterýby je postupnì v¹echny vypsal. Brzy mu do¹lo, ¾e tìch v¾dy pravdivých tvrzení je nekoneènì mnoho, tak¾eto nejlep¹í, co se mu mù¾e podaøit, je najít program, který bude postupnì vypisovat jedno za druhýma na ka¾dé nìkdy pøijde øada (i kdy¾ on sám se toho mo¾ná u¾ nedo¾ije, a kdy¾ to bude nìjaká hodnìslo¾itá tautologie, nedo¾ije se toho ani jeho pravnuk).Nakonec takový program objevil. My si ho zde nebudeme ukazovat, ale uká¾eme si nìco, s pomocí èehou¾ by se dal napsat. V logice se takovýmhle schématùm pro programy, které vypisují jednu tautologii zadruhou, øíká kalkuly . Kalkuly a poèítaèové programy vùbec samozøejmì nevìdí nic o tom, jestli venkupr¹í, a dokonce ani o matematických pojmech, èíslech, trojúhelnících, zkrátka nièemu nerozumí. Protojsou èistì formální - takový kalkul pracuje tak, ¾e vezme nìjakou øádku znakù a udìlá s ní nìjakoujednoduchou úpravu podle pøedem daného pravidla. To jen èlovìk, který se na to dívá z venku, ví, ¾e taúprava znamenala tøeba to, ¾e z výroku A ^ (A ) B) vyplývá výrok B. Kalkul sám nic takového þnevíÿ.Kalkul také neobsahuje ani nevytváøí úplné vìty, ale jen zjednodu¹ená schémata, podle kterých lzez jednoduchých výrokù vytvoøit slo¾ený výrok. Takovým schématùm se øíká formule. Formule je takováøádka znakù, která by byla výrokem, kdybychom za písmena v ní obsa¾ená dosadili nìjaké jednoduchévýroky. Tøeba A ^ (A ) B) je formule, a dosazením þpr¹íÿ za A a þje mokroÿ za B dostaneme výrokþpr¹í a kdy¾ pr¹í, tak je mokroÿ.13Ka¾dý kalkul obsahuje nìjaké axiomy, které øíkají, ¾e na zaèátku smíme vzít libovolnou øádku znakùtakového a takového tvaru. V kalkulu výrokové logiky to jsou tøi axiomy(A1) A ) (B ) A)(A2) (A ) (B ) C)) ) ((A ) B) ) (A ) C))(A3) (:B ) :A) ) (A ) B)Nenech se pøekvapit tím, ¾e se zde vyskytují jen dvì spojky. Mohli bychom, samozøejmì, napsat iaxiomy obsahující ostatní spojky, my se ale spokojíme s tím, ¾e víme, ¾e ostatní spojky jsou jen zkratkamiza slo¾ité formule obsahující jen ) a :.14To, ¾e ná¹ kalkul obsahuje axiomy (A1), (A2) a (A3) znamená, ¾e pøíslu¹ný program mù¾e do seznamutautologií napsat libovolný øádek znakù, který vznikne tak, ¾e za písmenka A, B a C dosadí nìjakéformule. Napøíklad na¹e tøi axiomy15 jsou formule a dosazením výroku 1+1=2 za A, a výroku þteplota12Tuhle èást bychom také mohli nadepsat cizím slovem syntaxe. Syntaxe se zabývá tím, jak vypadá správnì utvoøenývýrok, jaké musí mít èásti, tak jako vìta musí mít podmìt a pøísudek a souvìtí musí být správnì rozdìleno èárkami.Zajímavé na tom je, ¾e pøi zkoumání správnì utvoøených slo¾ených výrokù mù¾eme zapomenout na to, jaký mají význam.Dále se syntaxe zabývá v¹ím, co lze zkoumat pouze na základì tvaru (formy) jednotlivých tvrzení, ani¾ bychom znali jejichkonkrétní význam.13Matematicky pøesná de�nice formule zní takto:1� Ka¾dé velké písmeno abecedy je formule a nazývá se výroková promìnná, proto¾e oznaèuje nìjaký výrok. (Kdybychompotøebovali více promìnných ne¾ je písmen v abecedì, mù¾eme pou¾ívat tøeba symboly V1; V2; : : : )2� Jsou-li A a B formule, jsou také :A; (A ^ B); (A _ B); (A ) B) a (A , B) formule. Tam, kde nemù¾e dojít k omylu,mù¾eme závorky vynechávat.14Kdyby Ti zvìdavost nedala spát, tady pøeci jen jsou i ostatní axiomy:(A^1) (A ^ B) ) A(A^1') (A ^ B) ) B(A^2) (A ) B) ) ((A ) C) ) (A ) (B ^ C)))(A_1) A ) (A _ B)(A_1') B ) (A _B)(A_2) (A ) C) ) ((B ) C) ) ((A _ B) ) C))(A,1) ((A , B) ) (A ) B))(A,1') ((A , B) ) (B ) A))(A,2) (A ) B) ) ((B ) A) ) A , B))15Axiomem se v matematice obvykle rozumí libovolné tvrzení, které pova¾ujeme za pravdivé, ani¾ bychom ho dokázali.V na¹em kalkulu mù¾eme do seznamu tautologií þbez dùkazuÿ napsat právì v¹echny formule, které vzniknou dosazením do



16je �273�Cÿ za B do axiomu (A1), dostáváme výrok þjestli¾e 1+1=2, potom kdy¾ je teplota �273�C,tak 1+1=2ÿ. Pøi práci s kalkulem nebudeme dosazovat výroky, ale formule, tak¾e dosazením do prvníhoaxiomu mù¾e vzniknout tøeba formule (X ) Y ) ) ((Q) S) ) (X ) Y )).Ná¹ kalkul má taky jedno pravidlo, logikové mu øíkají modus ponens . To øíká tohle:Pokud jsi u¾ na výstup napsal formuli A a také formuli A) B, mù¾e¹ tam napsat také B.* Pøíklad dùkazu v kalkuluUká¾eme si, jak pomocí tohoto kalkulu dostaneme formuli p ) p, která øíká, ¾e kdy¾ je pravda p,tak je pravda p. Tedy napøíklad þkdy¾ pr¹í, tak pr¹íÿ, co¾ je zøejmì pravda a tedy chceme, aby to bylov na¹em kalkulu dokazatelné.Nejdøív pou¾ijeme axiom (A2); za B dosadíme p) p16 a za A a C dosadíme p.(A ) (B ) C)) ) ((A ) B) ) (A ) C)) (A2)(p) ((p) p) ) p)) ) ((p) (p) p)) ) (p) p)) (1)Potom pou¾ijeme axiom (A1) a dosadíme do nìj stejnì jako v pøede¹lém kroku.A ) (B ) A) (A1)p) ((p) p) ) p) (2)Teï mù¾eme pou¾ít pravidlo modus ponens na (1) a (2):(MP) A ) B (p) ((p) p) ) p)) ) ((p) (p) p)) ) (p) p))A p) ((p) p) ) p)B (p) (p) p)) ) (p) p) (3)Teï znovu dosadíme do (A1), ale tentokrát za A i B dosadíme p.A ) (B ) A) (A1)p) (p) p) (4)No a nakonec znovu pou¾ijeme modus ponens, tentokrát na (3) a (4)(MP) A ) B (p) (p) p)) ) (p) p)A p) (p) p)B p) pVidíme, ¾e dokazování v takovém kalkulu není vùbec jednoduchá vìc a rozhodnì si dovedeme pøedstaviti jednodu¹¹í zpùsoby jak zjistit, ¾e vìta þjestli¾e pr¹í, tak pr¹íÿ je v¾dycky pravdivá. Pøesto se logikovékalkuly rádi zabývají, dokazují o nich rùzné vìty a vymý¹lí dal¹í (v nìkterých z nich se dokazuje o nìcolépe, ale museli bychom si vysvìtlit je¹tì spoustu nových neznámých pojmù, abychom se s nimi mohliseznámit). My si bez dùkazu uvedeme dvì typické vìty o kalkulu výrokové logiky:Vìta 9. (O korektnosti) Kalkul výrokové logiky je korektní, to znamená, ¾e ka¾dá formule, kterouv nìm doká¾eme, je skuteènì tautologie.Vìta 10. (O úplnosti) Kalkul výrokové logiky je úplný, to znamená, ¾e ka¾dou tautologii v nìm lzedokázat.(A1), (A2) nebo (A3), tak¾e v¹echny takové formule jsou axiomy a (A1), (A2) a (A3) jsou vlastnì schémata axiomù. Rozdílmezi axiomem a schématem axiomù tkví v tom, ¾e axiom bychom mohli do seznamu tautologií pouze opsat v pøesnì stejnémznìní, zatímco do schématu axiomu smíme i dosazovat. V na¹em textu budeme ale bì¾nì schématùm axiomù øíkat axiomy.Axiomy i jejich schémata jsou v¾dy tautologie, proto¾e pravidla dokazování umo¾òují opsat je do seznamu tautologií.16Nedej se zmást tím, ¾e za B dosazujeme formuli, kterou chceme dokázat! Dosadit za jednotlivá písmenka do axiomùmù¾eme cokoli, jen musíme do daného axiomu za stejné písmenko dosadit v¾dy to samé. Dùle¾ité je, ¾e do výslednéhoseznamu tautologií nemù¾eme napsat nic, co nedostaneme postupem popsaným v pøedchozí kapitolce.



17Cvièení 11. Doka¾ vìtu o korektnosti výrokové logiky, to znamená, uka¾ pomocí tabulky, ¾e axiomyjsou tautologie a ¾e pravidlo modus ponens ze dvou tautologií opìt odvodí tautologii.Cvièení 12. Klasická logika má tu zajímavou vlastnost, ¾e kdy¾ k mno¾inì v¹ech tautologií pøidámejedinou formuli, která tautologií není, budeme pomocí dosazení moci odvodit spor17 - tedy budeme mocinajít dvì formule, které obì vznikly dosazením do nìjakých tautologií nebo do na¹í pøidané formule,z nich¾ jedna je negací druhé.Nech» je dána formule A, která není tautologií. Øeknìte, jaké dvì formule pou¾ijete a jaké dosazení naka¾dou z nich provedete, abyste dostali hledaný spor.* ShrnutíDnes jsme se seznámili s klasickou výrokovou logikou. Na jejím pøíkladu jsme si ukázali, jaký jerozdíl mezi syntaxí, tedy èistì formálním hraní s písmenky, a sémantikou, tedy uva¾ováním o významu.Sémantika je velmi dùle¾itá, proto¾e s její pomocí se mezi sebou mù¾eme dohodnout, co máme na mysli,kdy¾ vyslovíme tvrzení urèitého tvaru.Vidìli jsme, ¾e napøíklad u implikace nemusí být úplnì snadnétakovou dohodu udìlat (a je¹tì se k tomu vrátíme v pøí¹tích dílech). Zatímco v oblasti sémantiky výrokovélogiky jsme se nauèili ovìøovat, zda je nìjaká formule tautologie èi kontradikce (nebo nic z toho) pomocítabulky, v oblasti syntaxe jsme se seznámili s jedním kalkulem. Abychom nebyli poøád jen úplnì klasiètí,pøedvedli jsme si také tzv. dynamický pøístup k logice, ve kterém chápeme ovìøování pravdivosti nìjakéhotvrzení jako hru pro dva hráèe.

17V matematické øeèi se øíká, ¾e mno¾ina tautologií klasické výrokové logiky je maximální bezesporná mno¾ina.



18 Dal¹í cvièeníNedej se odradit délkou zadání nìkterých úloh! Není vùbec pravda, ¾e èím del¹í zadání,tím ¹karedìj¹í úloha. . .Cvièení 13.18Nìkdy se stává, ¾e nìjakou vìtu v pøirozeném jazyce, tedy v jazyce, kterým se lidé bì¾nì dorozumí-vají, lze pochopit dvìma rùznými zpùsoby. Èasto je to zpùsobené tím, ¾e pøirozený jazyk nezachycujedostateènì pøesnì takzvanou logickou strukturu vìty. V této úloze se podíváme na dva takové pøíklady:a) Není-li stanoveno právním pøedpisem nebo úèastníky dohodnuto jinak, jsou podíly v¹ech spoluvlast-níkù stejné.(Ak nie je právnym predpisom ustanovené alebo úèastníkmi dohodnuté inak, sú podiely v¹etkýchspoluvlastníkov rovnaké.)Tuto vìtu lze formalizovat dvìma zpùsoby: :(A _ B) ) C, (:A _ :B) ) C.b) Není-li mo¾né vadu odstranit a není-li pro ni mo¾né u¾ívat vìc dohodnutým zpùsobem nebo øádnì,má nabyvatel právo domáhat se zru¹ení smlouvy.(Ak nemo¾no vadu odstráni» a ak nemo¾no pre òu vec u¾íva» dohodnutým spôsobom alebo riadne, jenadobúdateµ oprávnený domáha» sa zru¹enia zmluvy.)Dvì mo¾né formule tentokrát jsou: (:A ^ :(B _ C)) ) D, (:A ^ (:B _ :C)) ) D.V obou èástech uka¾, ¾e dvì navr¾ené formule nejsou ekvivalentní.V ka¾dém pøíkladì zkus vìtu pøeformulovat tak, jak by mìla znít, aby jednoznaènì odpovídala prvnía druhé navr¾ené formuli. Rozhodni, která z nabízených formulí zachycuje zamý¹lený význam vìty.V¹imni si, jak byla zamý¹lena èást vìty se strukturou þnení-li A nebo Bÿ (þak nie A alebo Bÿ)!Cvièení 14.Snem tvùrcù logických kalkulù bylo vytvoøit systém, ve kterém je ka¾dý jednotlivý krok dùkazu zcelanezpochybnitelný, zkrátka evidentnì správný a není tedy tøeba jej zdùvodòovat. Karel Èapek o takovémdokazování napsal:O logickém dùkazu je jediná pravda, ¾e se nic nedá logicky dokazovat; co¾ vám doká¾u logicky. Buïdokazuji své tvrzení samými evidentními soudy; ale kdyby mé tvrzení plynulo evidentnì z evidentních vìt,bylo by samo evidentní, a tu by ov¹em naprosto nepotøebovalo být dokazováno. Nebo dokazuji své tvrzenívìtami neevidentními, ale pak bych musel logicky dokazovat vechny tyto vìty þusque ad in�nitumÿ, [. . .]z èeho¾ logicky plyne, ¾e logický dùkaz je nemo¾ný; a není-li tento logický dùkaz naprosto pøesvìdèující,vidíte z toho, ¾e logické dokazování opravdu za nice nestojí.Karel Èapek: Kritika slov; citováno v Antonín Sochor: Klasická matematická logika, str. 21.Odhlalte, v èem spoèívá klam èili podfuk Èapkovy argumentace!Cvièení 15.19Jeden vìdec z planety Venu¹e se rozhodl zkoumat, zda rùzné jazyky mohou fungovat na základì rùznýchlogických systémù. Po nìkolika letech studia pozem¹»anù (konkrétnì svou studii provádìl v Èechách)publikoval èlánek, ve kterém tvrdil následující:V jazyce Èechù se zápor vytváøí tak, ¾e se pøed urèitý tvar slovesa pøipojí pøedpona ne-. Èechovépøitom èasto pou¾ívají vìty tvaru þA ^ :Aÿ, napøíklad þNìkteøí lidé jsou chytøí a nìkteøí lidé nejsouchytøí.ÿ Z toho je vidìt, ¾e v logice Èechù neplatí zákon, který na Venu¹i zná ka¾dé malé dítì, toti¾ ¾e¾ádný výrok nemù¾e být pravdivý souèasnì se svou negací.Vysvìtlete venu¹skému vìdci, v èem se mýlí.Cvièení 16.20a) Naleznìte formuli obsahující pouze spojky : a ), která je ekvivalentní s formulí (A ^ B) ) A.b) Rozhodnìte, zda je formule (A ^ B) ) A dokazatelná v hilbertovském kalkulu výrokové logiky.c) Rozhodnìte, které z následujících vìt jsou konjunkcemi a které ne:Plakal a plakal. Samá práce a ¾ádná zábava udìlaly z Honzy hrozného ¹karohlída. Tomá¹ slíbil ©árceko¾e¹inový kabát a prsten s diamantem. Pìt a tøi je osm. Pan Novák sveze na valníku Petøíka a buïtoAne¾ku nebo Kristýnku.18Volnì podle Franti¹ek Gahér: Provokácia ako motivácia k ¹túdiu logiky.19James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic.20James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic.



19Soutì¾ní úlohyCvièení 17.21 1. soutì¾ní úlohaPøedpokládejme, ¾e místo obvyklých pravdivostních hodnot þpravda / nepravdaÿ budeme pracovats následujícími ètyømi pravdivostními hodnotami:1: Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a nemám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.0: Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.X: Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám také dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.?: Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, ani dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.a) Napi¹ tabulku pro negaci (tedy pro ka¾dou ze ètyø mo¾ných þpravdivostních hodnotÿ výroku Aurèi, jakou hodnotu bude mít :A). (2 body)b) Zkus urèit, jaké hodnoty mù¾e mít konjunkce A^B v následujících pøípadech. Nezapomeò pøi tomna to, ¾e v této logice nemusí pravdivostní hodnota A ^ B záviset pouze na pravdivostních hodnotáchvýrokù A, B.22 (3 body)A B A ^ B1 X1 ?X ?0 XCvièení 18. 2. soutì¾ní úlohaPodívej se na tabulku výrokové spojky, její¾ význam je þA a B jsou nesluèitelnéÿ. Tato spojka seobvykle nazývá þShe�erovo lomítkoÿ. A B AjB1 1 01 0 10 1 10 0 1Uka¾, ¾e pomocí této jediné spojky lze vyjádøit v¹echny spojky výrokové logiky, tedy najdi formule,které obsahují pouze spojku j a jsou ekvivalentní s :A, A ^ B, A ) B, A _ B, A , B.Roz¹íøení této úlohy (mimo soutì¾) Uka¾, ¾e kromì Peircova symbolu (cvièení 8) a She�erovalomítka neexistuje ¾ádná dal¹í dvouargumentová výroková spojka, pomocí které by se daly vyjádøit spojky:;^;_;) a ,.Cvièení 19. 3. soutì¾ní úlohaa) Zdùvodni, ¾e hrají-li proponent i oponent dobøe (tedy neudìlají-li chybu), pak platí, ¾e propo-nent vyhraje právì tehdy, kdy¾ jeho tvrzení je pravdivé (a v opaèném pøípadì vyhraje oponent). Mù¾e¹pøedpokládat, ¾e oba hráèi jsou v¹evìdoucí - o ka¾dém výroku vìdí, zda je pravdivý nebo ne. (3 body)b) V pravidlech pro hru chybí pravidla pro implikaci a pro ekvivalenci. My ale víme, ¾e obì lzepova¾ovat jen za zkratku za formuli se spojkami :, ^ a _, pro které pravidla máme. Navrhni pravidlopro hru s výrokem, který je implikací. (2 body)
21James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic; tam podle Nuel Belnap:A useful four-valued logic. Ve sborníku M. Cunn and G. Epstein: Modern uses of multiple-valued logic, strany 5-37. Reidel,Dordrecht 1977.22Tedy ^ nemusí být extenzionální spojka.



20 Nápovìdy, øe¹ení a poznámky k nìkterým cvièenímØe¹ení cvièení 2 A B 
1 1 01 0 10 1 10 0 0Nápovìda ke cvièení 12 Vymyslete, jaké dosazení je tøeba udìlat, abychom z formule, kteránení tautologií (tedy není pravdivá pøi nìjakém ohodnocení), dostali kontradikci (formuli nepravdivou pøiv¹ech ohodnoceních).Øe¹ení cvièení 14 Antonín Sochor komentuje citovaný text takto:Je nutné zdùraznit, v èem se matematický logik naprosto rozchází s citovaným výrokem K. Èapka.Parafrázuji-li jeho úvahu, mohu také jednodu¹e þdokázatÿ, ¾e nikdy nedojdu z Prahy do Praèic: pøika¾dém kroku se má pozice zmìní jen málo a Prèice jsou od Prahy dost daleko. Chyba Èapkovy úvahyspoèívá v tom, ¾e mnoha (by» malými) kroky je mo¾no urazit velkou vzdálenost, co¾ øada úèastníkùpochodu na uvedené trase prakticky prokázala. Analogicky není mo¾no popøít, ¾e i pomocí evidentníchdùkazových krokù je mo¾no dojít (je-li jich hodnì) k tvrzením znaènì neevidentním.Antonín Sochor: Klasická matematická logika, str. 23.Øe¹ení èásti a) cvièení 17Mám-li dùvod si myslet, ¾e výrok A je nepravdivý, mám souèasnì dùvod si myslet, ¾e jeho negace jepravdivá { v¾dy» od negace oèekáváme právì to, ¾e bude vyjadøovat tvrzení þA je nepravdivéÿ.Naopak, mám-li dùvod si myslet, ¾e výrok A je pravdivý, mám souèasnì také dùvod si myslet, ¾e jehonegace je nepravdivá. Díky tomu by tabulka pro ètyøhodnotovou negaci mìla vypadat takto:A :A1 00 1X X? ?Øe¹ení èásti b) cvièení 17U konjunkce je situace o tro¹ku zapeklitìj¹í, podívejme se ale nejprve na nìkteré dílèí pøípady:Víme, ¾e kdy¾ je nìkterý z výrokù A, B nepravdivý, je také celý výrok A ^ B nepravdivý. Naopak,jistotu o tom, ¾e výrok A ^ B je pravdivý, máme pouze tehdy, kdy¾ víme, ¾e oba výroky A i B jsoupravdivé. Mù¾eme tedy zformulovat následující pravidla:(i) Mám-li nìjaký dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý, a také nìjaký dùvod vìøit, ¾e výrok B jepravdivý, tak mám dùvod vìøit, ¾e jejich konjunkce je pravdivá.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota obou výrokù buïto 1 nebo X.)(ii) Mám-li dùvod vìøit, ¾e jeden z výrokù A, B je nepravdivý, tak mám také dùvod vìøit, ¾e jejichkonjunkce je nepravdivá.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù A, B buïto 0 nebo X.)Obrácením druhého pravidla dostaneme tøetí pravidlo:(iii) Pokud nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A je nepravdivý, ani nemám dùvod vìøit, ¾e výrok B jenepravdivý, tak nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A a B je nepravdivý.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota obou výrokù A, B buïto 1 nebo ?.)Pokud se rozhodneme øídit se podle tìchto pravidel, mù¾eme zaèít vyplòovat tabulku:A B A ^ B A ^ B1 X podle (i) mám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je pravdivýpodle (ii) mám dùvod vìøit, ¾e A^B je nepravdivý X1 ? podle (iii) nemám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý 1 nebo ?X ? podle (ii) mám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý 0 nebo X0 X podle (ii) mám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý 0 nebo X



21Vidíme, ¾e na¹e pravidla umo¾òují urèit pravdivostní hodnotu v prvním øádku. Navíc øíkají, jestlimáme dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý výrok.Mo¾ná se ptá¹, proè jsme neobrátili také první pravidlo { dostali bychom tak následující pravidlo:(iv) Pokud nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý, nebo nemám dùvod vìøit, ¾e výrok B jepravdivý, tak nemám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je pravdivý.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù A, B buïto 0 nebo ?.)Pomocí pravidla (iv) dostaneme nejèastìji pøijímané øe¹ení na¹í úlohy:A B A ^ B1 X X1 ? ?X ? 00 X 0Mù¾eme se ale rozhodnout pravidla (i) a (iv) pozmìnit a být radìji optimistiètí:23(i') Kdy¾ mám dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý, budu to pova¾ovat za dùvod vìøit, ¾e konjunkceA ^ B je pravdivá. (Mohu argumentovat tøeba takhle: u¾ vím, ¾e þaspoò pùlkaÿ výroku A ^ B jepravdivá.)Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù A, B buïto 1 nebo X.Pravidlo (iv) tedy pøijmeme jen ve slab¹ím znìní:(iv') Pokud nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý a také nemám dùvod vìøit, ¾e výrok B jepravdivý, tak nemám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je pravdivý.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota obou výrokù A, B buïto 0 nebo ?.)V tom pøípadì bychom tabulku doplnili takto:A B A ^ B1 X X1 ? 1X ? X0 X XVidíme, ¾e pøi vyplòování druhého a¾ ètvrtého øádku si mù¾eme vybrat, zda budeme pesimistiètí(radìji nebudeme konjunkci A^B vìøit, pokud pro to nemáme opravdu pádné dùvody), nebo optimistiètí(pokud první tøi pravidla neurèují jasnì, zda konjunkci vìøit èi ne, prostì jí uvìøíme). Ètvrté pravidlobychom mohli zformulovat je¹tì alespoò jedním zpùsobem:(iv") Kdy¾ mám dùvod vìøit, ¾e jeden z výrokù je pravdivý, a nemám dùvod vìøit, ¾e druhý výrok jenepravdivý, budu to pova¾ovat za dùvod vìøit, ¾e konjunkce je pravdivá.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota jednoho z výrokù A, B buïto 1 nebo X a pravdivostníhodnota druhého je 1, X nebo ?.) A B A ^ B1 X X1 ? 1X ? X0 X 0Asi bychom dokázali vymyslet je¹tì dal¹í verze ètvrtého pravidla. Mù¾eme také øíci, ¾e v tìchto pøí-padech nelze pravdivostní hodnotu výroku A ^ B urèit pouze na základì pravdivostních hodnot výrokùA a B.Poznámka k do¹lým øe¹ením cvièení 17Velmi mne pøekvapilo, ¾e vìt¹ina øe¹itelù si neuvìdomila rozdíl mezi pravdivostní hodnotou negovanéhovýroku (resp. konjunkce) a negací vìty (resp. konjunkcí vìt), která popisuje význam pravdivostní hodnoty.23Ve skuteènosti je toto øe¹ení spí¹e naivní ne¾ optimistické: uvìøíme skoro v¹emu, co nám kdo napovídá.



22S tím se pojila dal¹í chyba, toti¾ nesprávné znegování konjunkce (pravdivostní hodnoty jsou toti¾ popsányvýroky ve tvaru konjunkcí, jejich¾ negacemi by mìly být disjunkce).Vìt¹ina øe¹itelù tak objevila souèinovou logiku: ka¾dé pravdivostní hodnotì odpovídá dvojice klasickýchpravdivostních hodnot výrokù þmám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivýÿ a þmám dùvod si myslet, ¾evýrok je nepravdivýÿ a logické operace se provádìjí po slo¾kách. Tabulka pro negaci v souèinové logicevypadá takto: A :A1 = (1,0) 0 = (0,1)0 = (0,1) 1 = (1,0)X = (1,1) ? = (0,0)? = (0,0) X = (1,1)Zatímco vìty popisující pravdivostní hodnoty ¹lo snadno negovat (aè výsledkem nebyla ¾ádna z nabí-zených pravdivostních hodnot), èást øe¹itelù si v¹imla, ¾e je nelze spojovat konjunkcí. Jak napsal jedenøe¹itel: þTato èást mi pøijde dosti diskutabilní, øekl bych toti¾, ¾e je otázkou citu pro èe¹tinu. Jak toti¾vnímat souvìtí: þMám dùvod si myslet, ¾e je výrok pravdivý i nepravdivý, ale zároveò nemám dùvodmyslet si, ¾e je pravdivý ani nepravdivý.ÿ (X^?) ?!ÿ Díky tomu byla èást b) ve skuteènosti jednodu¹¹íne¾ èást a).Øe¹ení cvièení 18Formule pro negaci a konjunkci vytvoøíme vcelku jednodu¹e::A ,(AjA)(A ^ B) , :(AjB) ,(AjB)j(AjB)Pro nalezení formule pro disjunkci mù¾eme pou¾ít známé de Morganovy zákony:(A _ B) , :(:A ^ :B) , [(AjA) ^ (BjB)]j[(AjA) ^ (BjB)] ,, [((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))]j[((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))]Dostali jsme sáhodlouhé a krkolomné vyjádøení. Kdy¾ si budeme chvilku hrát s tabulkou, najdeme ikrat¹í vyjádøení: (A _ B) , (:Aj:B) , (AjA)j(BjB):Toto vyjádøení bychom objevili i pomocí de Morganových zákonù, kdybychom si uvìdomili, ¾e ::A ,A, co¾ v øeèi She�erova lomítka zní (AjA)j(AjA) , A. Díky tomu mù¾eme zkrátit dlouhou formuli nakrátkou: [((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))]j[((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))] , (AjA)j(BjB):Formuli pro implikaci bychom mohli zkusit napsat pomocí nìkteré z ekvivalencí:(A ^ :B) , (A ) B) , (:A _ B):Krat¹í vyjádøení zní:24 (A ) B) , (:BjA) , (BjB)jA:Formuli pro ekvivalenci u¾ urèitì sám doká¾e¹ napsat pomocí jedné ze dvou následujících ekvivalencí:((A ) B) ^ (B ) A)) , (A , B) , (A ^ B) _ (:A ^ :B):Poznámka ke cvièení 18Opravovatel Pavel Paták mne upozornil na to, ¾e nejjednodu¹¹í cestou k vý¹e popsaným formulím jevyjádøit si slovy, co spojky znamenají v øeèi nesluèitelnosti::A znamená, ¾e A je nesluèitelné samo se sebou: AjA.A _ B znamená, ¾e :A a :B jsou nesluèitelné: (AjA)j(BjB).A ) B znamená, ¾e A a :B jsou nesluèitelné: Aj(BjB).A , B znamená, ¾e A_B je nesluèitelné s AjB (tedy, pokud je pravda A_B, tak musí být A a B slu-èitelné, a pokud nejsou A a B sluèitelné, tak nemù¾e být pravdivý ani jeden z nich): [(AjA)j(BjB)]j(AjB).24K objevení tohoto vyjádøení nám mù¾e pomoci si v¹imnout, ¾e v druhém øádku chceme dostat nulu, co¾ lze jedinìtak, ¾e spojíme dvì formule, které mají hodnotu 1. Proto¾e B má v tomto øádku hodnotu 0, zkusíme ho nejdøív znegovat,tak¾e nejjednodu¹¹í formule, u které máme nadìji na úspìch, je (BjB)jA.



23Poznámka k do¹lým øe¹ením cvièení 18Vìt¹ina do¹lých øe¹ení byla správná, body se strhávaly hlavnì za nedostateèné zdùvodnìní a chybyz pøehlédnutí.Poznámka ke cvièení 18Pro zajímavost uveïme, ¾e pomocí She�erova lomítka lze vytvoøit kalkul s jediným axiomem�Aj(BjC)� j �[Dj(DjD)] j �(EjB) j [(AjE)j(AjE)]��:Tento kalkul má jediné pravidlo, kterým samozøejmì nemù¾e být modus ponens (nemáme zde ¾ádnéformule tvaru A ) B):Pokud jsi ji¾ odvodil formule A a Aj(BjC), mù¾e¹ odvodit i C.1. nápovìda k roz¹íøení cvièení 18 Dvouargumentovou výrokovou spojku, pomocí které lzevyjádøit v¹echny obvyklé spojky výrokové logiky, oznaème �. Uvìdom si, ¾e staèí, abychom pomocí 
umìli vyjádøit negaci a implikaci.2. nápovìda k roz¹íøení cvièení 18 Na základì toho, ¾e pomocí � lze vyjádøit negaci, rozhodni,jaké pravdivostní hodnoty mù¾e mít A� B, jestli¾e A i B mají hodnotu 1.Øe¹ení roz¹íøení cvièení 18 Nejprve uká¾eme, ¾e kdyby pro pravdivé výroky A a B bylo A�B taképravdivé, nemohli bychom vyjádøit negaci. Proto¾e pravdivostní hodnota :A závisí pouze na pravdivostníhodnotì výroku A, bude se ve formuli, pomocí které vyjádøíme :A, vyskytovat pouze písmenko A. Kdybyv prvním øádku tabulky bylo A � B pravdivé, bylo by tam také A � A pravdivé, a tedy i A � (A � A)a (A � A) � A a tak dále pro libovolnì slo¾itou formuli obsahující pouze A a �, tak¾e bychom nemohlivyjádøit :A, které je v prvním øádku tabulky nepravdivé.Analogicky mù¾eme ukázat, ¾e v pøípadì, ¾e A i B jsou nepravdivé výroky, musí být A � B pravdivývýrok.Existují celkem ètyøi výrokové spojky, které mají v prvním øádku 0 a v posledním øádku 1; jsou to:A B j # :A :B1 1 0 0 0 01 0 1 0 0 10 1 1 0 1 00 0 1 1 1 1První dvì jsou She�erovo lomítko a Peirceùv symbol; tøetí je þdvouargumentová negace prvního ar-gumentuÿ - její hodnota vùbec nezávisí na B. My ale víme, ¾e hodnota A ) B na B závisí, tak¾e pomocí
:A nelze napsat A ) B. Podobnì to dopadne i pro :B.Øe¹ení èásti a) cvièení 19Vìta 20. Pokud proponent ani oponent neudìlají chybu a oba jsou v¹evìdoucí, vyhraje proponentprávì tehdy, je-li jeho tvrzení pravdivé; jinak vyhraje oponent.Dùkaz. Nejprve si øekneme, jakou asi úvahu bys mìl udìlat, abys vymyslel následující dùkaz: pøedstavmesi nejprve, ¾e proponentovo tvrzení je pravdivá negace :A. Oponent mù¾e na toto tvrzení zaútoèit jedinìtím, ¾e bude tvrdit A, co¾ je nepravdivý výrok. Je-li A vìta jednoduchá, okam¾itì prohraje. Kdyby A bylonìjaké slo¾itìj¹í souvìtí, stejnì by se nakonec ukázalo, ¾e je nepravdivé, tak¾e by oponent nakonec prohrál.(V poslední vìtì jsme jaksi mimochodem pou¾ili dokazované tvrzení. V poøádném dùkazu, který najde¹o kousek dále, uvidíme, ¾e si to mù¾eme dovolit!)Kdyby proponent tvrdil nepravdivou negaci, bude oponent tvrdit pravdivý výrok A, tak¾e by vyhráloponent.Pøedstavme si je¹tì, ¾e proponentovo tvrzení je konjunkce A ^ B. Kdyby byla nepravdivá, byl byalespoò jeden z výrokù A a B nepravdivý, a právì ten by si vychytrale vybral oponent. Proponent by bylnucen tvrdit nìjaký nepravdivý výrok a prohrál by. Kdyby ale konjunkce A^B byla pravdivá, nedostaneoponent proponenta do úzkých.Poøádný dùkaz provedeme matematickou indukcí podle poètu spojek v proponentovì tvrzení. (Vùbecse nelekej, pokud pøedchozí vìtì nerozumí¹.) Z pravidel hry je jasné, ¾e dokazované tvrzení platí prov¹echny jednoduché výroky, tedy pro v¹echny výroky, které neobsahují ¾ádné spojky. Uká¾eme, ¾e jestlidokazované tvrzení platí pro v¹echny výroky, které obsahují nejvý¹ k spojek, platí i pro v¹echny výroky,které obsahují nejvý¹ k + 1 spojek. Díky tomu budeme vìdìt, ¾e platí pro výroky s libovolným poètem



24spojek: platí toti¾ pro výroky s nula spojkami, a tedy i pro výroky s jednou spojkou, a tedy i pro výrokyse dvìma spojkami, : : : a tedy i pro výroky se sto tøiceti pìti spojkami, : : :Pøedpokládejme, ¾e u¾ jsme tvrzení dokázali pro v¹echny výroky s k spojkami a ¾e dostaneme výroks k + 1 spojkami. Ten mù¾e být negací :A, konjunkcí A ^ B nebo disjunkcí A _ B; v ka¾dém pøípadìobsahují výroky A a B nejvý¹ k spojek.Na negaci :A musí oponent zaútoèit tvrzením výroku A. Hra bude pokraèovat s prohozenými rolemi anový proponent (tedy pùvodní oponent) vyhraje právì tehdy, kdy¾ výrok A je pravdivý (A má k spojek,tak¾e pro nìj jsme tvrzení u¾ dokázali), tedy právì tehdy, kdy¾ výrok :A je nepravdivý. Pøesnì to jsmechtìli ukázat.Tvrdí-li proponent nepravdivé tvrzení tvaru A ^ B, vybere oponent ten z výrokù A, B, který je ne-pravdivý (jsou-li nepravdivé oba, vybere si kterýkoli). Tím donutí proponenta tvrdit nepravdivý výroks nejvý¹ k spojkami, tak¾e víme, ¾e proponent prohraje, co¾ jsme chtìli ukázat. Kdyby ale tvrzení A^Bbylo pravdivé, bude proponent muset tvrdit pravdivý výrok, a tedy vyhraje, co¾ jsme chtìli ukázat.Pøípad, kdy proponent tvrdí výrok tvaru A _ B je analogický a pøenecháme ho ètenáøi.Poznámka k do¹lým øe¹ením èásti a) cvièení 19V èásti a) si mnoho øe¹itelù neuvìdomilo, ¾e mají dokázat ekvivalenci (výrok je pravdivý, právì kdy¾proponent vyhraje) a dokazovali pouze implikaci þjestli¾e je výrok pravdivý, tak proponent vyhrajeÿ.Udìlovala jsem 1 bod za rozumné zdùvodnìní alespoò nìkteré z implikací, 1 bod za dokazování ekvivalencea 1 bod za vysvìtlení, ¾e dùkaz probíhá matematickou indukcí.Za zmínku stojí øe¹ení nìkolika øe¹itelù (konkrétnì to byli Pepa Tkadlec, Háòa Bendová a MichalKenny Rolínek), kteøí tvrzení nedokazovali indukcí, ale pomocí následujícího invariantu:Po celou dobu hry se nemìní pravdivostní hodnota výrokù, které hráè (proponent èi oponent) øíká.Pravdivostní hodnota oponentových výrokù je opaèná ne¾ pravdivostní hodnota proponentových výrokù.Pokud tedy proponent zaène s pravdivým tvrzením, bude i v posledním kroku hry tvrdit pravdu (nebobude oponent tvrdit nepravdu) a vyhraje, a pokud zaène s nepravdivým tvrzením, bude v poslednímkroku tvrdit nepravdu a prohraje (nebo bude oponent tvrdit pravdu a vyhraje oponent).Snad je¹tì zajímavìj¹í bylo øe¹ení Mirka Ol¹áka, který zavedl pojem vyhrávající hodnota a ukázal, ¾ese z vyhrávajících hodnot jednodu¹¹ích výrokù poèítá stejnì jako pravdivostní hodnota. Z toho je vidìt,¾e vyhrávající hodnota nìjakého výroku je rovná jeho pravdivostní hodnotì, co¾ je dokazované tvrzení.Napøíklad pokud oponent øekne konjunkci dvou výrokù, jejich¾ vyhrávající hodnota je 1, podle pravidelvyhraje, a tedy vyhrávající hodnota této konjunkce je opìt 1; kdyby vyhrávající hodnota alespoò jednohoz tìchto výrokù byla 0, tak prohraje, tak¾e vyhrávající hodnota celé konjunkce by opìt byla 0. Pøesnìtak se ov¹em chová i tabulka pro pravdivostní hodnoty konjunkce.Øe¹ení èásti b) cvièení 19Nejjednodu¹¹í pravidlo pro implikaci, které mì napadá, vyu¾ívá ekvivalenci (A ) B) , (:A _ B).Pravidlo mù¾e znít tøeba takto: þPokud proponent tvrdí A ) B, mù¾e si vybrat, zda má dále tvrdit :Anebo B.ÿMohli bychom také vyu¾ít ekvivalenci (A ) B) , :(A ^ :B). Tomu by odpovídalo následující znìnípravidla: þPokud proponent tvrdí A ) B, mù¾e oponent tvrdit A ^ :B; dál se hraje s prohozenýmirolemi.ÿ



252. INTUICIONISTICKÁ LOGIKA A KONSTRUKTIVISMUSPøesto¾e Brouwer chtìl ukázat, ¾e nìkteré matematické dùkazy fungují jinak ne¾ logika, lidé si v¹imli,¾e Brouwerùv argument mù¾e ukázat také to, ¾e nìkteré oblasti matematiky sice fungují podle logiky,ale tato logika je odli¹ná. Nìkteøí dokonce takovou logiku vybudovali a pokusili se pøedvést, ¾e to je veskuteènosti logika ve¹keré matematiky. Nazvali to intuicionistickou logikou.Dan Cryan, Sharron Shatil, Bill Mayblin: Logika, str. 94.Budování základù matematikyV druhé polovinì 19. století pro¾ívala matematika krizi zpùsobenou zji¹tìním, ¾e základy, na kterých sedosud budovalo, nejsou dost pevné a pøipou¹tìjí rùzné paradoxy. Gottlob Frege se domníval, ¾e jedinýmskuteènì pevným a dùvìryhodným základem pro matematiku je logika. Vypracoval zpùsob zápisu adokazování logických formulí, díky kterému je pova¾ován za zakladatele moderní logiky. V té dobì bylaza nejdùle¾itìj¹í èást matematiky pova¾ována nauka o èíslech, aritmetika. Frege se pokusil vybudovataritmetiku na pevných základech logiky, ale kdy¾ mìlo jeho celo¾ivotní dílo po dvanácti letech práce vyjíttiskem, upozornil ho mladý anglický matematik a �lozof Bertrand Russel na záva¾ný problém. V podstatìse jednalo o obdobu známého paradoxu holièe:Holiè ze Sevilly holí právì ty ze sevillských mu¾ù, kteøí se neholí sami. Otázka zní: þHolí se holiè sám?ÿPokusíme-li se odpovìdìt, dostaneme se do bludného kruhu: Kdyby se holil, neholil by se, proto¾e holíjen ty, kteøí se neholí sami. Ale pokud se neholí sám, musí se holit : : :Pøesto¾e se Fregeho logika nakonec neosvìdèila, Russel na Fregeho dílo navázal a stejnì jako on sepokusil vybudovat pevné základy pro matematiku. Rozhodl se postupovat stejnì jako kdysi dávno Eu-klidés pøi budování geometrie: nìkterá zøejmá tvrzení prohlásit za axiomy1 a v¹echna slo¾itìj¹í tvrzenídokázat pomocí nìkolika postupù, o jejich¾ správnosti nemù¾e být pochyb. V tøísvazkovém díle Principiamathematica Russel spoleènì s Whiteheadem skuteènì touto metodou vybudoval aritmetiku a teorii èísel.Jaké bylo jejich zdì¹ení, kdy¾ si uvìdomili, ¾e se dopustili té¾e chyby jako Frege!Problém, se kterým se Russel potýkal, lze zformulovat takto:Uva¾ujme mno¾inu M v¹ech mno¾in, které nejsou prvkem sama sebe. Ka¾dý pokus zjistit, zda M jesvým vlastním prvkem, vede do bludného kruhu.Ve stejné dobì významný nìmecký matematik David Hilbert charakterizoval krizi v matematice tìmitoslovy:þSouèasný stav vìcí je neudr¾itelný. Jen si pomyslete, de�nice a deduktivní metody, kterým se v¹ichniuèíme, kterým vyuèujeme a které pou¾íváme v matematice, vzor pravdy a jistoty, vedou k absurditám!Pokud je matematické my¹lení nedokonalé, kde hledat jistotu a pravdu?ÿ2Hilbertovi a jeho následovníkùm se pak podaøilo vybudovat takové axiomatické systémy, které k ab-surditám nevedly. Podstatnou roli zde hrálo to, ¾e se vzdali pøedstavy, ¾e existuje jen jedna þsprávnáÿmatematika. Zhruba øeèeno, Hilbert pova¾oval za þsprávnouÿ ka¾dou matematickou teorii, která nevedek absurditám. Matematicky øeèeno, lze si zvolit zcela libovolné axiomy, na jejich¾ základì nelze dokázatnìjaké tvrzení i s jeho negací. Soubor axiomù, který splòuje toto kritérium, nazveme bezesporná teorie,proto¾e jeho dùsledkem není ¾ádná formule tvaru A^:A (takovou formuli nazýváme spor). Podle Hilbertamohou v matematice existovat vzájemnì konkurenèní teorie a nikomu to nevadí.31Pøesto¾e si matematikové velmi zakládají na tom, aby ka¾dé jejich tvrzení bylo odùvodnìné, není mo¾né sna¾it se dokázatskuteènì v¹echna tvrzení. V ka¾dém dùkaze toti¾ matematik pou¾ije nìjaká jednodu¹¹í tvrzení, která by opìt mìl dokázat -a tak a¾ do nekoneèna. Abychom se vyhnuli nekoneènému dokazování, musíme se rozhodnout, ¾e nìkterým tvrzením budemedùvìøovat bez dùkazu. Taková tvrzení se nazývají axiomy; nìkdy, zejména v souvislosti s øeckou matematikou, se pou¾íváté¾ oznaèení postuláty.2John D. Barrow: Pí na nebesích, str. 115.3Ji¾ døíve známým pøíkladem tohoto poèínání bylo zavedení neeuklidovských geometrií. Fyzik by øekl, ¾e nejvý¹e jednaz tìchto teorií je správná, proto¾e nejvý¹e jedna z nich popisuje svìt, ve kterém ¾ijeme. V neeklidovských geometriíchmù¾e napøíklad být souèet úhlù v trojúhelníku i jiný ne¾ 180�; fyzikové provádìjí velmi pøesná mìøení, aby ovìøili, jaký jesouèet úhlù ve þskuteèných trojúhelnícíchÿ (tvoøených napøíklad tøemi hvìzdami; pøímky jsou pøi tom vymezeny dráhousvìtelných paprskù). Matematik se na þskuteèné trojúhelníkyÿ neohlí¾í: zajímá jej jen to, zda je svìt, ve kterém je souèetúhlù v trojúhelníku jiný ne¾ 180�, vùbec myslitelný, zda by úvahy o nìm nevedly ke sporùm a paradoxùm.



26 Dùle¾ité je, jak se tyto teorie budují. Zaène se tím, ¾e napí¹eme nìkolik axiomù. Pak je tøeba ukázat, ¾ez tìchto axiomù nelze odvodit spor.4 Pøi odvozování dal¹ích tvrzení smíme pou¾ívat pouze urèité pøedempopsané malé krùèky. Pøíkladem takové teorie je napøíklad kalkul výrokové logiky.Netrvalo dlouho a holandský matematik Luitzen Brouwer vystoupil s tvrzením, ¾e axiomatické budo-vání matematiky je zcela mylné. Jeho argument byl zhruba následující:Matematika je v prvé øadì èinností matematikovy mysli. Matematik intuitivnì ví, s jakými objektypracuje, tøeba co to je pøirozené èíslo. Jazyk, kterým svoje poznatky vyjadøuje, je jen pomùckou prodorozumívání. Je zcela mylné vyjít z tohoto jazyka, ten formalizovat a pak se domnívat, ¾e prostým hranímse symboly þprovozujemeÿ matematiku.5 Ov¹em pøesnì toho se dopou¹tíme, pokud budujeme teories axiomy a odvozovacími pravidly: sice se sna¾íme, aby na¹e axiomy odrá¾ely na¹e intuitivní pøedstavyo matematických objektech, ale jakmile se jednou rozhodneme pro urèitou sadu axiomù a odvozovacíchpravidel, mù¾eme dal¹í matematické vìty dokazovat zcela mechanicky - tak mechanicky, ¾e by to za násmohl dìlat i poèítaè. Za axiomy své teorie volíme urèité vìty, výroky èi formule, které se skládají ze slovèi symbolù, kterými se sna¾íme (vìt¹inou ne zcela pøesnì) popsat vlastnosti èísel èi jiných matematickýchobjektù; díky tomu místo se samotnými èísly pracujeme s vìtami o èíslech.Podle Brouwera je tøeba matematiku budovat pouze na tìch nejzákladnìj¹ích matematických pøedsta-vách - intuicích, které sdílejí v¹ichni lidé. Pro intuicionisty jsou tìmito základními kameny matematikypøirozená èísla a princip matematické indukce, který øíká toto: jestli¾e èíslo 1 má nìjakou vlastnost ajestli¾e platí, ¾e má-li èíslo n tuto vlastnost, pak ji má i èíslo n+ 1, tak v¹echna pøirozená èísla mají tutovlastnost.Mezi spoleèné intuice v¹ech matematikù patøí také základní operace s pøirozenými èísly (sèítání, ná-sobení a podobnì), které nazýváme konstrukce. Matematika je vìdou o konstrukcích probíhajících v ma-tematikovì mysli. Napøíklad tvrzení 1 + 3 = 2 + 2pro intuicionisty znamená þprovedl jsem v mysli konstrukce odpovídající výrazùm 2+2 a 1+3 a zjistiljsem, ¾e vedou k tému¾ výsledkuÿ.Vìt¹ina matematikù se domnívá, ¾e nezávisle na nás existuje nìco jako svìt matematických objektù,který mù¾eme zkoumat a objevovat. Tento názor na matematiku se èasto nazývá matematický platonis-mus, proto¾e se podobá Platónovì pøedstavì, ¾e þnìkdeÿ existuje svìt dokonalých idejí a pøedmìty, sekterými se setkáváme v ka¾dodenním ¾ivotì, jsou jen nedokonalými obrazy tìchto idejí. Napøíklad témìøka¾dé malé dítì ví, ¾e pøímka je þnekoneènì tenkáÿ èára, ale ¾ádná pøímka nakreslená na papíøe tutovlastnost samozøejmì nemá. Pøímky, se kterými se setkáváme, jsou tedy pouze nedokonalými napodobeni-nami tìch þskuteènýchÿ pøímek, které þbydlíÿ ve svìtì matematických objektù spolu s èísly, trojúhelníkya mno¾inami.Podle Brouwera tato pøedstava vedla k pou¾ívání nìkterých postupù, které nejsou oprávnìné. Ze v¹ehonejvíc se mu nelíbilo dokazování existence matematických objektù metodou nazývanou dùkaz sporem.Ten patøí k matematickému folklóru u¾ od dob starého Øecka, kdy Eukleidés takto dokázal existencinekoneèného poètu prvoèísel:Pøedpokládejme, ¾e prvoèísel je pouze koneèný poèet a ¾e 2; 3; 5; : : : P jsou v¹echna prvoèísla. Pak èísloQ = (2 � 3 � 5 � � �P ) + 1 je vìt¹í ne¾ nejvìt¹í prvoèíslo P, tak¾e není prvoèíslem, a tedy je dìlitelné nìjakýmprvoèíslem. Ale po dìlení v¹emi prvoèísly 2; 3; 5; : : : P dává zbytek 1, tak¾e ¾ádným prvoèíslem dìlitelnénení. To je spor - ukázali jsme, ¾e Q je i není dìlitelné nìjakým prvoèíslem. Pøedpoklad, ¾e prvoèísel jejen koneèný poèet, vede ke sporu, tak¾e prvoèísel musí být nekoneèný poèet.Brouwerovi se na dokazování sporem nelíbilo, ¾e nedává ¾ádný návod na to, jak najít (zkonstruovat)objekt, jeho¾ existenci dokazujeme. Pøipomíná to známý vtip o matematikovi a fyzikovi, obou zavøenýchv kobce s hromadou konzerv. Kdy¾ se po týdnu ¾aláøník pøi¹el podívat do kobky, kde vìznil fyzika, na¹elho spokojeného a sytého, proto¾e se mu podaøilo konzervy otevøít kouskem ostrého kamene, který ulouplze stìny. Matematik le¾el ve své kobce vyèerpaný a témìø mrtvý hlady; stìny pokryl spoustou výpoètù anápisù (v kobce byl dostatek bláta, kterým mohl psát) a dole v rohu objevil ¾aláøník dvojitì podtr¾enouvìtu þZ toho plyne, ¾e KONZERVU LZE OTEVØÍT!ÿ4Ve skuteènosti matematikové èasto tento krok vynechávají a pouze doufají, ¾e jejich teorie jsou bezesporné. ProfesorTomá¹ Kepka z pra¾ského matfyzu k tomu s oblibou øíká: þVìøím, ¾e v matematice je spor, ale je pøíli¹ daleko, tak¾e honikdy neobjevíme.ÿ5Matematika je rozumová èinnost (jednotlivých) lidí a je jen ne zcela adekvátnì sdìlitelná jazykem.Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 63.



27Brouwer tvrdil, ¾e matematické objekty neexistují mimo matematikovu mysl. Chceme-li dokázat exis-tenci objektu s urèitými vlastnostmi, musíme jej zkonstruovat pomocí jednoduchých krokù jako sèítánía násobení. Mù¾e se stát, ¾e neumíme zkonstruovat pøedmìt s danou vlastností (a tak dokázat jehoexistenci), ani dokázat, ¾e neexistuje. V na¹í mysli se tedy nemusí nacházet ani konstrukce hledanéhopøedmìtu a z ní plynoucí poznání, ¾e existuje, ani poznání, ¾e neexistuje. Vidíme, ¾e o poznatcích v ma-tematikovì mysli neplatí zákon vylouèeného tøetího A_:A, který øíká, ¾e ka¾dé tvrzení je buïto pravdivénebo nepravdivé. Jen¾e matematika je pro Brouwera právì studiem konstrukcí probíhajících v matema-tikovì mysli, tak¾e musíme odmítnout klasickou logiku.Odmítnutí zákona vylouèeného tøetího úzce souvisí s intuicionistickým pojetím disjunkce. Intuicionistapova¾uje disjunkci A _ B za dokázanou pouze v pøípadì, ¾e je dokázán aspoò jeden z výrokù A, B.Neintuicionistovi staèí ukázat, ¾e za v¹ech okolností je pravdivý alespoò jeden z výrokù A, B - nemusí to aleza v¹ech okolností být ten stejný. Díky tomu lze A_:A dokázat v klasické logice, ale ne v intuicionistické(proto¾e nelze v obecnosti dokázat jeden z výrokù A, :A - to, který je pravdivý, závisí na pravdivostníhodnotì výroku A).Jak u¾ bylo øeèeno, pova¾oval Brouwer za neintuitivní také dokazování sporem; tvrdí, ¾e je zalo¾enona zákonu vylouèeného tøetího, co¾ jsme vidìli na pøíkladu Euklidova dùkazu: tvrzení, ¾e prvoèísel jekoneèný poèet, vede ke sporu, tak¾e není pravdivé; v dùsledku toho musí být nepravdivé, tak¾e prvoèíselnení koneèný (tj. je nekoneèný) poèet.Vidíme, ¾e Brouwer odmítal nìkteré z pilíøù klasické logiky; ve skuteènosti odmítal budovat matema-tiku pomocí jakékoli logiky, proto¾e logika zachycuje pouze vlastnosti na¹eho jazyka, zatímco matematikaby se mìla zabývat matematickými intuicemi, které jazykem pouze vyjadøujeme. Nìkteøí Brouwerovi ná-sledovníci ale logiku neodmítali tak dùraznì jako on. Jedním z nich byl i Arend Heyting, který vytvoøilintuicionistickou logiku. Heyting sice tvrdil, ¾e þnikdy nebude mo¾no matematicky pøesnì dokázat, ¾edaná soustava axiómù skuteènì obsahuje v¹echny platné metody dùkazuÿ6, ale jeho logika se ujala a patøídnes k nejèastìji studovaným neklasickým logikám.Kolmogorova logika problémùJednou z podivných vlastností intuicionistické logiky je to, ¾e v ní neplatí zákon vylouèeného tøetíhoA _ :A. Z toho plyne, ¾e zatímco v klasické logice je pravdivý buïto daný výrok (to kdy¾ je pravdivý),nebo jeho negace (to kdy¾ je nepravdivý), v intuicionistické logice existuje je¹tì tøetí mo¾nost, toti¾ ¾enení pravdivý ani A, ani :A! Výroky intuicionistické logiky tedy nesplòují de�nici, kterou jsme si uvedliv pøedchozí kapitole, toti¾ ¾e výrok je tvrzení, které je v¾dy buïto pravdivé nebo nepravdivé.Kolmogorov pøi¹el s my¹lenkou neuva¾ovat o výrocích, ale o problémech. Nadále tedy pou¾íval symbolyklasické logiky, ale význam symbolu A nebyl þvýrok A je pravdivýÿ, ale þproblém A je øe¹itelnýÿ. Podobnìinterpretoval i logické spojky::A problém A je neøe¹itelnýA ^ B oba problémy, A i B, jsou øe¹itelnéA _ B A je øe¹itelný nebo B je øe¹itelnýA ) B je-li vyøe¹en problém A, je vyøe¹en i problém BA , B zkratka za (A ) B) ^ (B ) A).Co to ale znamená, ¾e nìjaký problém je øe¹itelný? V konstruktivistickém duchu to znamená þumímezkonstruovat øe¹eníÿ. Jinak øeèeno, øe¹itelná je pouze ta úloha, ke které je znám postup, jak ji vyøe¹it.Konstruktivisté nepøipou¹tìjí tvrzení, ¾e daný problém je øe¹itelný, ale my to je¹tì neumíme. Neøe¹itelnostíproblému se pak myslí to, ¾e umíme dokázat, ¾e ¾ádné øe¹ení neexistuje. Zøejmì existuje i tøetí mo¾nost:dosud daný problém vyøe¹it neumíme, ani nevíme, jestli skuteènì nìjaká øe¹ení má. Zákon vylouèenéhotøetího A _ :A tedy neplatí.Podívejme se, jak v této interpretaci dopadne dal¹í z dùle¾itých postupù klasické logiky, toti¾ dùkazsporem. Pøíslu¹ná formule zní (:A ) A) ) A. V klasické logice jsme uva¾ovali následovnì: kdyby bylopravda :A, musí podle první implikace být pravda také A, ale A nemù¾e být souèasnì pravda i nepravda.Je-li tedy implikace (:A ) A) pravdivá, nemù¾e být výrok :A pravdivý, a podle zákona vylouèenéhotøetího A _ :A musí být pravdivý výrok A.Tato formule zachycuje základní my¹lenku dokazování sporem: vyjdeme od negace dokazovaného tvr-zení a sna¾íme se ukázat, ¾e z ní plyne nìjaký zøejmý nesmysl. V úvaze z pøede¹lého odstavce je tím6Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 75.



28nesmyslem formule A^:A; logikové ji obvykle nazývají spor. Pokud z :A plyne spor, :A platit nemù¾e,a musí tedy platit A.Implikace (:A ) A) v Kolmogorovì interpretaci øíká zhruba toto: umíme-li vyøe¹it problém :A,umíme vyøe¹it i problém A. Øe¹ením problému :A je ale dùkaz, ¾e problém A je neøe¹itelný! Kolmogorùvvýklad formule (:A ) A) ) A tedy zní þje-li vyøe¹ena úloha pøepracovat jakýkoli dùkaz, ¾e problémA nemá øe¹ení, na øe¹ení problému A, umíme nalézt i samotné øe¹ení problému Aÿ. Na první pohledje vidìt, ¾e nemáme ¾ádný dùvod pova¾ovat tuto formuli za platnou7: øe¹ení úlohy pøepracovat dùkazneøe¹itelnosti A na øe¹ení problému A by nám k vyøe¹ení problému A pomohlo pouze tehdy, kdy¾ u¾bychom mìli pøipravený dùkaz její neøe¹itelnosti.Do tøetice se podívejme na to, jak z pohledu pana Kolmogorova dopadne klasická ekvivalence A ,::A. Stejnì jako v klasickém pøípadì ekvivalenci pova¾ujeme za pouhou zkratku za konjunkci dvouimplikací (A ) ::A) ^ (::A ) A).První implikace je platná i pøi výkladu pomocí øe¹itelnosti problémù: je-li A þpravdivéÿ, známe zpùsob,jak nalézt øe¹ení problému A. Ov¹em tím je dokázáno, ¾e není neøe¹itelný; jinými slovy, je dokázáno, ¾eproblém :A (tedy úloha dokázat neøe¹itelnost problému A) je neøe¹itelný.Opaèná implikace klasicky platí také, ale v Kolmogorovì interpretaci ne: ::A øíká, ¾e umíme dokázat,¾e nelze dokázat neøe¹itelnost problému A; z toho je¹tì nijak neplyne, ¾e problém A u¾ umíme vyøe¹it!8Kripkovské modely intuicionistické logiky910Odpovìï na otázku, zda umíme nìjaký problém vyøe¹it, se samozøejmì mù¾e mìnit v èase: nejprvenevíme, zda je problém A øe¹itelný, není tedy pravdivé ani A, ani :A. Pozdìji se tøeba dovíme, ¾e neníneøe¹itelný (::A) a nakonec tøeba objevíme øe¹ení (A bude pravdivé). Budeme navíc pøedpokládat, ¾ejsme dost chytøí na to, abychom nezapomnìli nic z toho, co jsme u¾ zjistili.Uva¾ujme tvrzení, která jsou pravdivá nebo nepravdivá (ale my tøeba nevíme, co z toho), jejich¾ prav-divost se nemìní v èase; tedy výrok þpr¹íÿ neuva¾ujeme, ale výrok þ17. prosince roku 1900 v 13.45 nadNárodním divadlem v Praze pr¹eloÿ uva¾ujeme. Na ka¾dý takový výrok se mù¾eme dívat jako na problémurèit, která z mo¾ností pravda / nepravda nastává. Zpùsob, jak zachytit vývoj na¹ich znalostí v èase,se nazývá (kripkovský) model. Ty èasové okam¾iky, které nás zajímají, budou reprezentovány takzva-nými mo¾nými svìty.11 V ka¾dém mo¾ném svìtì jsou nìkterá tvrzení pravdivá a nìkterá nepravdivá, aleo nìkterých je¹tì není rozhodnuto, neplatí zde tedy zákon vylouèeného tøetího. Oznaèení mo¾né svìtyse pou¾ívá proto, ¾e nebudeme uva¾ovat jen okam¾iky odpovídající skuteènému stavu na¹eho poznánínìkdy v minulosti nebo v budoucnosti, ale i mo¾nosti, které se neuskuteènily èi neuskuteèní. Podívejmese na takový malièký model pro výrok þna Marsu je ¾ivotÿ Je zvykem kreslit modely tak, ¾e þnejstar¹íÿmo¾né svìty jsou dole. Pøibývání èasu (a tedy i poznatkù) se oznaèuje ¹ipkami.7O nìjaké formuli øekneme, ¾e je platná, je-li tautologií.*Oznaèení platná formule se v logice pou¾ívá v nìkolika významech: 1) jako synonymum pro pravdivá (zejména pøi de�novánísplòování v modelech predikátové logiky se èasto pou¾ívá výraz þformule je platná v modeluÿ místo þformule je pravdivápøi dané interpretaciÿ); 2) jako synonymum pro pravdivá nezávisle na ohodnocení promìnných - to je ve výrokové logicetoté¾ co tautologická. (V predikátové logice, která v jistém smyslu obsahuje výrokovou logiku, se pak slùvko tautologickápou¾ívá pro formule, které jsou pravdivé nezávisle na ohodnocení promìnných díky své výrokovì-logické struktuøe, zatímcoplatná pro formule, u nich¾ je nutno vzít v potaz jejich predikátovì-logickou strukturu a vlastnosti modelu, se kterým právìpracujeme.); 3) ve významu dùsledek teorie neboli pravdivá ve v¹ech modelech dané teorie.8Z toho, ¾e víme, ¾e úloha zapsat èíslo � s pøesností na 10100000 desetinných míst není neøe¹itelná pomocí supervýkonnýchpoèítaèù budoucnosti, je¹tì neplyne, ¾e takové poèítaèe máme k dispozici nebo ¾e je umíme sestrojit.9Místo kripkovský model budeme øíkat pouze model.10Tato kapitola se sna¾í ukázat na pøíkladech, co to je model a proè vypadá tak, jak vypadá. Zále¾í na Tobì, zda jepro Tebe snaz¹í pøeèíst si nejdøív del¹í a trochu rozvláèná vysvìtlení bez velkého mno¾ství matematických pojmù v téhlekapitolce nebo struènou a pøehlednou, zato zcela abstraktní matematickou de�nici v kapitolce pøí¹tí.11Místo mo¾ný svìt budeme èasto øíkat pouze svìt.
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Zjistili jsme, že výrok

”
Na Marsu je život.“

je nepravdivý.

Zjistili jsme, že výrok
”
Na Marsu je život.“

je pravdivý.

Dosud nepovažujeme za pravdivý ani

výrok
”
Na Marsu je život.“ ani výrok

”
Na Marsu neńı život.“.Podobný obrázek bychom si mohli nakreslit pro jakýkoli výrok. To, ¾e v daném mo¾ném svìtì S jeo daném tvrzení A známo, ¾e je pravdivé, oznaèíme znaèkou S  A. To, ¾e dané tvrzení zatím za pravdivénepova¾ujeme, oznaèíme tak, ¾e tuto znaèku pøe¹krtneme. Uvìdom si, ¾e je rozdíl mezi S  :A a S 6 A!Pøedchozí model tedy bude vypadat takto:

S1 6 A,¬A,A ∨ ¬A

6 ¬A

 A,A ∨ ¬A  ¬A,A ∨ ¬A

6 A

S2 S3

Uvìdom si, ¾e (pøinejmen¹ím podle intuicionistù) tvrzení tvaru A _ B mù¾eme prohlásit za pravdivépouze tehdy, kdy¾ u¾ jsme ukázali pravdivost jednoho z výrokù A, B. Speciálnì v jednom z mo¾nýchsvìtù v minulém modelu neplatí zákon vylouèeného tøetího A _ :A!Tvrzení tvaru A^B mù¾eme prohlásit za pravdivé, pokud u¾ víme, ¾e obì tvrzení A i B jsou pravdivá.To znamená, ¾e S  A ^ B právì, kdy¾ S  A a souèasnì S  B.Dùle¾itým pøedpokladem tvorby modelù je to, ¾e tvrzení, která jsme jednou prohlásili za pravdivá,budeme za pravdivá pova¾ovat u¾ napoøád. To znamená, ¾e pokud S1  A a do svìta S2 vede z S1 ¹ipka(v matematické hatmatilce se øíká, ¾e S2 je z S1 dosa¾itelný), tak S2  A. Matematici této vlastnostimodelù øíkají podmínka perzistence a je typická právì pro modely intuicionistické logiky. Tedy je¹tìjednou: o nièem, co jsme jednou prohlásili za pravdivé tvrzení, nemù¾eme v budoucnu zjistit, ¾e veskuteènosti je nepravdivé. Omyly nejsou dovoleny a ¾ádné poznatky se nezapomínají.Zajímavìj¹í ne¾ podmínky pro konjunkci a disjunkci jsou ale podmínky, za kterých mù¾eme za pravdi-vou prohlásit nìjakou implikaci nebo negaci. Pro úèely tvorby modelù zaèíná budoucnost u¾ v pøítomnémokam¾iku, pokud tedy napí¹u þnikdy v budoucnuÿ, mám na mysli þ nyní ani nikdy v budoucnuÿ. V ob-rázcích modelù to znázorníme tak, ¾e z ka¾dého mo¾ného svìta vede ¹ipka zpátky do nìj samotného, av matematické øeèi øekneme, ¾e relace dosa¾itelnosti je reexivní.Z podmínky perzistence je vidìt, ¾e je-li pravdivé :A, nemù¾e se stát, ¾e nìkdy v budoucnu budepravdivé A. V takovém budoucím okam¾iku by toti¾ bylo pravda A ^ :A, co¾ ale v ¾ádném rozumnémsvìtì nastat nemù¾e.Tuto úvahu lze i obrátit: Negaci :A prohlásíme za pravdivou, kdykoli víme, ¾e nikdy v budoucnuneprohlásíme za pravdivou formuli A. To znamená, ¾e pokud v ¾ádném mo¾ném svìtì dosa¾itelném z Snení pravdivé A, mù¾eme psát S  :A.Intuitivnì tu¹íme, ¾e by implikace A ) B mìla vypovídat nìco o pøíèinném vztahu mezi A a B.Proto se i podmínka pro pravdivost implikace A ) B odvolává na pravdivost v (mo¾ných) budoucíchokam¾icích: pokud v ka¾dém budoucím okam¾iku bude tato implikace pravdivá klasicky, pak v danémokam¾iku je pravdivá i intuicionisticky. Jinak øeèeno, pokud z S není dosa¾itelný ¾ádný mo¾ný svìt, vekterém A je pravda a B nikoli (tedy ve kterém je implikace A ) B nepravdivá ve smyslu klasické logiky),tak S  A ) B.Tohle vypadá trochu slo¾itì, ale hnedka si to uká¾eme na pøíkladu:
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S1 (zat́ım nev́ıme nic)

S4  B
S2  A

S3  A,B

formule je pravdivá v mo¾ných svìtechAB:A:BA ) B::A::BA _ :AB _ :B::A ) A::B ) B
S2; S3S3; S4S4 ze v¹ech ostatních svìtù se lze po ¹ipkách dostat nìkam, kde je pravda Anikde! odev¹ad se lze po ¹ipkách dostat nìkam, kde je pravda BS3; S4 z S1 i S2 se lze dostat do S2, kde je pravda A, ale není pravda BS2; S3 z S1 i S4 se lze dostat do S4, kde je pravda :Av¹ude! odnikud se nelze po ¹ipkách dostat nìkam, kde je pravda :BS2; S3; S4S3; S4 S1 i S2 je protipøíkladem na zákon vylouèeného tøetíhoS1; S2; S3; S4 v¹ude, kde je pravda ::A, je pravda i AS3; S4 z S1 i S2 se lze dostat do S2, kde je pravda ::B, ale není pravda BCvièení 1. Nìkteøí intuicionisté pova¾ují formuli :A za zkratku za formuli A ) ?, kde ? oznaèujespor, tedy jakoukoli formuli tvaru B^:B. U¹etøí si tím práci s de�nováním, kdy je pravdivá formule :A.Spor nikdy pravdivý není. Uka¾, ¾e takto de�novaná negace je pravdivá právì v tìch mo¾ných svìtech,ve kterých je pravdivá na základì podmínky popsané v této kapitole.Cvièení 2. Pravdìpodobnì Tì to pøekvapí, ale Brouwerovi nevadilo vyvracení sporem - pokud nìjakétvrzení vede ke sporu, je jistì nepravdivé, a tedy je pravdivá jeho negace. Znamená to, ¾e Brouwer odmítáformuli (:A ) A) ) A popisující dokazování sporem, ale pøijímá formuli (A ) :A) ) :A. Vysvìtli,jak to souvisí s pojetím negace popsaném ve cvièení 1.V tuto chvíli u¾ tedy tu¹í¹, ¾e model je zpùsob, jak matematicky zachytit pøibývání poznatkù a ¾e v nìmjsou zachyceny i ty situace, které ve skuteènosti nenastanou, ale tøeba by nastat mohly. V následujícíkapitole si uká¾eme, jak se tento typ modelù de�nuje v øeèi matematiky.* Matematická de�nice kripkovských modelù12Relace R na mno¾inì W je nìjaký vztah, do kterého vstupují v¾dy dva prvky mno¾iny W .13 Napøíkladvztah þmít rádÿ je relace na mno¾inì lidí.14 Dal¹ími pøíklady relací jsou vztahy þbýt otcemÿ, þbýtman¾elemÿ, þbýt partneremÿ, þbýt sourozencemÿ, þchodit do stejné tøídyÿ.To, ¾e prvky a a b jsou ve vztahu R mù¾eme znaèit rùznými zpùsoby: (a; b) 2 R, R(a; b) nebo aRb.Pøíkladem druhého zpùsobu zápisu jsou relace þbýt men¹í nebo roven ne¾ÿ a þbýt vìt¹í ne¾ÿ, které zná¹ze ¹koly: 1 � 3; 3 > 1. Jiným pøíkladem tého¾ zápisu je tvorba jednoduchých vìt: maminka má rádadì»átko, paní uèitelka má ráda poslu¹né dítì.12Místo kripkovský model budeme vìt¹inou øíkat pouze model.13Matematická de�nice: Relace R na mno¾inì W je mno¾ina uspoøádaných dvojic R = f(a1; b1); (a2; b2); : : : g, kdea1; a2; : : : a b1; b2; : : : jsou prvky mno¾iny W .14mít rád = f(Pepíèek, Maøenka), (maminka, dì»átko), (paní uèitelka, poslu¹né dítì), (Maøenka, Honzík), : : : g.



31V pøípadì ¾ákù jedné ¹koly je ka¾dý ¾ák sám se sebou v relaci þchodit do stejné tøídyÿ; o relaci, kterámá vlastnost, ¾e ka¾dý prvek mno¾iny W (také pøezdívané nosná mno¾ina) je sám se sebou v relaci,øekneme, ¾e je reexivní. Struènì to lze zapsat 8x 2 W R(x; x).Pøi tvorbì modelù se budeme nejèastìji setkávat s relací dosa¾itelnosti, která odpovídá vlastnosti þbýtpozdìji ne¾ÿ.15 Pro tu platí, ¾e je-li okam¾ik Q pozdìj¹í ne¾ okam¾ik P a ten je zas pozdìj¹í ne¾ okam¾ikO, je Q pozdìj¹í ne¾ O. Matematicky to zapí¹eme (R(O;P ) ^ R(P;Q)) ) R(O;Q) a øekneme, ¾e R jetranzitivní relace.Kripkovský model se skládá z neprázdné mno¾iny mo¾ných svìtù W s reexivní a tranzitivní relacídosa¾itelnosti �.16 O ka¾dém mo¾ném svìtì S je urèeno, které výroky A v nìm jsou pravdivé (co¾ znaèímeS  A) a které pravdivé nejsou (co¾ znaèíme S 6 A). Toto urèení ale není libovolné, musí toti¾ splòovatnásledující podmínky:17� S1  A potom jestli¾e S1 � S2, tak S2  A (podmínka perzistence)� S  A ^ B právì tehdy, kdy¾ S  A a S  B� S  A _ B právì tehdy, kdy¾ S  A nebo S  B� S1  :A právì tehdy, kdy¾ jestli¾e S1 � S2, tak S2 6 A� S1  A ) B právì tehdy, kdy¾ jestli¾e S1 � S2 a S2  A, tak S2  B� S  A , B právì tehdy, kdy¾ S  A ) B a S  B ) A:S  A èteme þv mo¾ném svìtì S je formule A pravdiváÿ nebo þv mo¾ném svìtì S je splnìna formuleAÿ. Není-li v mo¾ném svìtì S formule A pravdivá, pí¹eme S 6 A a øíkáme þv mo¾ném svìtì S nenísplnìna formule Aÿ. Pozor - to není toté¾ jako þv mo¾ném svìtì S je formule A nepravdiváÿ - S  :A!Cvièení 3. Najdi model a v nìm mo¾ný svìt S a formuli A takové, ¾e S 6 A, ale pøi tom není pravda,¾e S  :A. Uka¾, ¾e pokud T  :A, tak také T 6 A.Budeme-li prvky W kreslit jako teèky v rovinì a S � R oznaèíme ¹ipkou ze svìta S do svìta R,znamená reexivita a tranzitivita relace � to, ¾e z ka¾dého svìta musí vést ¹ipka zpátky do nìj a také dov¹ech svìtù, do kterých se lze dostat po ¹ipkách.Intuicionistické tautologie a kripkovské protipøíkladyFormuli, která je splnìna ve v¹ech mo¾ných svìtech v¹ech modelù, nazveme intuicionistická tautologie.Pokud nìjaká formule F není intuicionistickou tautologií, existuje nìjaký model a v nìm nìjaký mo¾nýsvìt, ve kterém dotyèná formule není splnìna. Tento model nazveme (kripkovský) protipøíklad pro formuliF. Ve dvou pøedcházejících oddílech jsme si ukázali protipøíklady pro formule tvaru A _ :A a také proformule tvaru ::A ) A (pouze jsme ji napsali jako ::B ) B). Uka¾me si je¹tì na pøíkladu formule(:A ) A) ) A18, jak se protipøíklady vytváøí. V¾dycky mù¾eme zaèít tím, ¾e si nakreslíme mo¾ný svìt,ve kterém zadaná formule není splnìna:19 S 6 (:A ) A) ) APodle de�nice modelu ov¹em implikace neplatí v mo¾ném svìtì S jen tehdy, je-li z nìj dosa¾itelnýnìjaký svìt R, ve kterém je její první èlen pravdivý a její druhý èlen není pravdivý (tedy kde tatoimplikace neplatí ani klasicky).15Pøesnìji øeèeno, relace dosa¾itelnosti odpovídá vlastnosti þbýt toto¾ný s nebo moci nastat pozdìji ne¾ÿ.16Formálnì vzato patøí k modelu je¹tì valuace, která ka¾dému mo¾nému svìtu urèuje, které atomární formule, tedyvýroky, které neobsahují logické spojky, v nìm jsou pravdivé.17Vyjmenované podmínky musí být splnìny ve v¹ech mo¾ných svìtech S; S1; S2 2W a musí platit pro v¹echny formuleA, B!18To je formule popisující dokazování sporem, o které byla øeè ji¾ v oddíle o Kolmogorovì interpretaci formulí jakovýrokù o øe¹itelnosti problémù.19Pozor! Pro pøehlednost vynecháváme z obrázku ¹ipku ze svìta S zpátky do nìj, ale vzhledem k tomu, ¾e uva¾ujemepouze reexivní modely, mìla by tam být. Podobnì si i u v¹ech pozdìji pøidaných svìtù domysli ¹ipky zpìt do nich a také¹ipky plynoucí z tranzitivity!
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S 6 (¬A ⇒ A) ⇒ A

R
6 A

 ¬A ⇒ A

Vypadá to nadìjnì: zdá se, ¾e z R není (po ¹ipkách) dosa¾itelný ¾ádný mo¾ný svìt, kde je splnìno:A, tak¾e implikace :A ) A je splnìna triviálnì. Zbývá ovìøit, ¾e v¹echny ostatní podmínky z de�nicemodelu jsou splnìny. . . Jen¾e pozor! Z R není dosa¾itelný ani ¾ádný svìt, kde je splnìno A, tak¾e v Rje splnìno :A! Pøeci jen je z R dosa¾itelný nìjaký svìt, kde :A je pravdivé, tak¾e musíme zkontrolovatpravdivost implikace :A ) A. Podle té by ve svìtì R muselo být pravdivé také A, a to by znamenalo,¾e tam je pravda A a :A souèasnì. To ale není mo¾né vzhledem k podmínce pro spojku : z de�nicemodelu. Znamená to snad, ¾e svìt R do na¹eho obrázku nemù¾eme pøikreslit? Ne; problémù se zbavímetak, ¾e pøikreslíme svìt T dosa¾itelný z R, kde bude splnìno A (tím v R pøestane být splnìno :A a tudí¾budeme moci pou¾ít úvahu z pøedminulého odstavce):
S 6 (¬A ⇒ A) ⇒ A

R
6 A

 ¬A ⇒ A

T  A

Cvièení 4. 4. soutì¾ní úlohaZkontroluj, ¾e ve v¹ech mo¾ných svìtech na¹eho modelu jsou splnìny podmínky z de�nice modelu.Tím uká¾e¹, ¾e poslední nakreslený obrázek je modelem intuicionistické logiky a je tedy hledaným proti-pøíkladem.Cvièení 5.20 Sestroj protipøíklad k následující formuli:((::A ) A) ) (A _ :A)) _ (::A ) A):Cvièení 6. a) Uka¾, ¾e pokud z nìjakého svìta S není dosa¾itelný ¾ádný jiný mo¾ný svìt, tak v nìmplatí v¹echny klasické tautologie.b) Uka¾, ¾e existuje-li k nìjaké formuli protipøíklad, tak existuje i protipøíklad s antisymetrickou relacídosa¾itelnosti, tedy takový, ¾e je-li S � T a S 6= T , tak není T � S.c) Uka¾, ¾e je-li A klasická tautologie, je ::A intuicionistická tautologie.21* Lorenzenova dialogická hraVzpomeò si na Hintikkovu hru z minulého dílu. Ve struènosti zopakujeme a lehce roz¹íøíme pravidla.Zatímco minule jsme ji hráli s konkrétními výroky v pøirozeném jazyce, tentokrát budeme hrát s formu-lemi. Minule byli oponent i proponent v¹evìdoucí - o ka¾dém výroku vìdìli, zda je pravdivý èi nepravdivý.Tentokrát u¾ nic takového pøedpokládat nebudeme.Role:(P) proponent se sna¾í obhájit platnost22 nìjaké formule(O) oponent se sna¾í dostat ho do úzkých20Vítìzslav ©vejdar: Cvièení ke kurzu Logika II, èást III, cvièení 4.21Mù¾e¹ pou¾ít vìtu, která øíká, ¾e existuje-li k nìjaké formuli protipøíklad, pak existuje i koneèný protipøíklad.22Proponent tedy chce ukázat, ¾e daná formule je pravdivá nezávisle na tom, zda jsou pravdivé nejjednodu¹¹í výroky,z nich¾ se skládá.



33Prùbìh hry:Proponent a oponent se pravidelnì støídají v tazích; mo¾né tahy jsou dvou typù: napadení a obrana.Na ka¾dé napadení lze reagovat nejvý¹e jednou obranou, navíc daný tah proponenta mù¾e být napadennejvý¹e jednou.(�) Odpovídat se mù¾e pouze na poslední nezodpovìzené napadení - jinak øeèeno, pokud mezitímdo¹ko k jinému napadení, nemohu si z nièeho nic vzpomenout na nìco, co by bylo obranou vùèi nìjakémustar¹ímu napadení. (Nelekej se, záhy si pou¾ití tohoto podivného pravidla uká¾eme na pøíkladech.)(|) Proponent mù¾e tvrdit atomickou formuli (tedy takovou, která se neskládá z jednodu¹¹ích výrokùpospojovaných výrokovými spojkami)23 a¾ poté, co ji pou¾il oponent.Následující tabulka ukazuje, jak vypadají napadení formulí rùzných tvarù a jak se proti takovýmnapadením bránit: napadení obrana na napadeníA ^B urèí buïto A, nebo B tvrdí to, co mu protihráè urèilA _B jedno kolo nehraje vybere si a tvrdí buïto A, nebo BA ) B tvrdí A tvrdí B nebo napadne A:A tvrdí A napadne AHra vlastnì probíhá tak, ¾e oponent zámìrnì popisuje situace, ve kterých by proponentova formulemohla být nepravdivá. Ka¾dému jeho napadení lze rozumìt jako rýpavému þA co kdyby. . .?ÿ Proponentse sna¾í nenechat se zmást: ka¾dou jeho obranu lze èíst jako þV tom pøípadì by mé tvrzení bylo pravdivé,proto¾e. . .ÿV¹imni si dobøe pravidel pro napadení a obranu implikace. Vzpomeò si, ¾e v pøípadì, ¾e A je neprav-divé, nelze pravdivost implikace napadnout. Chce-li oponent napadnout implikaci A ) B, zámìrnì tedynastolí situaci, v ní¾ je A pova¾ováno za pravdivé. Chce-li nyní proponent implikaci obhájit, musí ukázatpravdivost B.Dále si uvìdom, ¾e pravidlo pro negaci vlastnì vede k prohození rolí proponenta a oponenta stejnì jakov Hintikkovì høe: tvrdí-li proponent :A, napadne to oponent tím, ¾e tvrdí A. Nyní se ov¹em pùvodníproponent dostává do role oponenta - od této chvíle se toti¾ bude sna¾it svého protihráèe nachytat na¹vestkách a ukázat mu, ¾e své tvrzení nedoká¾e obhájit.Konec hry: Hráè, který je na tahu, ale nemù¾e nic dìlat (nemá co napadnout ani pøed èím se bránit),prohrává.Jako první pøíklad si uká¾eme sehrávku, v ní¾ proponent zaène formulí A _ :A.1. tah P A _ :A Sluníèko svítí nebo nesvítí.2. tah O napadl 1. tah Co z toho?3. tah P :A obrana proti 2 To, ¾e svítí mi stejnì neuvìøí¹, tak zkusím tvrdit, ¾e nesvítí.4. tah O A napadl 3. tah A co kdyby svítilo?Proponent by teï velmi rád udìlal následující tah:5. tah P A obrana proti 2 Øekl bych, ¾e jsem se spletl, kdy¾ jsem øekl, ¾e nesvítí.Ale mìl jsem pravdu, ¾e buïto svítí, nebo ne.6. tah O nemù¾e nic dìlat, prohrálV tomto provedení 5. tahu proponentovi brání pravidlo (�) - oponent by se stejnì urèitì bránil, ¾eproponent tvrdí ka¾dou chvíli nìco jiného podle toho, jak se mu to hodí. Podle vý¹e popsaných pravidelnemù¾e tedy proponent udìlat nic: nemá, co by napadl (atomické formule napadnout nelze) a nemámo¾nost se bránit proti napadení ze 3. tahu.23V analogii mezi logickými formulemi a obrázky znázoròujícími strukturu souvìtí, které zná¹ z hodin èe¹tiny, odpovídáatomická formule písmenku, které symbolizuje vìtu jednoduchou.



34 Z tohoto pøíkladu je zøejmé urèité zdùvodnìní podivného pravidla (�): kdy¾ nìco tvrdí¹, musí¹ vìdìt,jak to ubránit, jinak to netvrï. ®ádné takové, ¾e si vzpomene¹ a¾ za chvíli - buïto to ví¹ (a v tom pøípadìse bude¹ bránit hnedka), nebo svou pøíle¾itost promarní¹, ale pak si nestì¾uj.Právì zde tkví rozdíl mezi Lorenzovou a Hintikkovou hrou: Hintikkovi hráèi jsou v¹evìdoucí, a tak bysi proponent dokázal snadno vybrat, zda právì svítí sluníèko nebo ne. Oponentovi by nezbylo, ne¾ s nímsouhlasit. Naproti tomu Lorenzenovi hráèi sedí zavøení v kinosále, kde je zhasnuto a nebì¾í ¾ádný �lm;o tom, co se dìje venku, nevìdí nic. To umo¾òuje oponentovi pøispìchat v¾dycky s nìjakým ¹»ouravýmþA co kdyby. . .?ÿPøedstava hráèù zavøených v mítnosti bez oken nám pomù¾e pochopit také pravidlo (|). To vlastnìøíká, ¾e pøi dokazování nìjakého tvrzení má smysl pou¾ívat pouze argumenty, s nimi¾ protihráè souhlasí- nemìlo by smysl stále tvrdohlavì opakovat þvenku svítí sluníèko a basta!ÿ, pokud by na to oponentodmítal pøistoupit. Je tøeba ho o tom napøed pøesvìdèit.Uka¾me si, jak bude vypadat hra, v ní¾ proponent zaène formulí ::p) p, kde p je atomická formule(nedá se dál dìlit na jednodu¹¹í formule, tedy neobsahuje ¾ádné spojky):1. tah P ::p) p2. tah O ::p napadl 1. tah3. tah P :p napadl 2. tah4. tah O p napadl 3. tahProponent by nyní rád také tvrdil p, èím¾ by se ubránil napadení v 1. tahu. Jen¾e mezitím u¾ do¹lok jiným napadením a pravidlo (�) mu tedy nedovoluje tvrdit p. Pøi tom nemohl tvrdit p hned po prvnímtahu kvùli pravidlu (|).Vidíme, ¾e v Lorenzenovì høe nelze vyhrát s formulí ::p) p ani s formulí A _ :A. To není náhoda:v této høe lze vyhrát pouze a právì s tìmi formulemi, které jsou tautologiemi intuicionistické logiky.Kdyby neplatilo pravidlo (�), ale mohlo by se napadat i obhajovat zcela libovolnì, mohl by proponentvyhrát se v¹emi formulemi, které platí v klasické logice.Cvièení 7.a) Uka¾, ¾e proponent, který zaène s formulí A ) (A _ :B), vyhraje.b) Vysvìtlli, proè tato formule platí ve v¹ech modelech a proè je pravdivá v Kolmogorovì interpretaci.Hilbertovký kalkul intuicionistické logikyPrvní práce, ve které Brouwer popisuje intuicionistickou �lozo�i, pochází z roku 1907, ov¹em ¹ir¹íveøejnost s ní zaèal seznamovat a¾ po roce 1912, kdy se stal profesorem. Ve 20. letech dospìl Hilbertk závìru, ¾e to Brouwer opravdu myslí vá¾nì, a zaèal intuicionistickou �lozo�i pova¾ovat za hrozbu probudoucí vývoj matematiky. Právem upozoròoval na to, ¾e intuicionisté se sna¾í þustavit matematiku tak,¾e shodí pøes palubu v¹e, co se jim nehodí, a uvalí na to blokádu.ÿ Dále se domníval, ¾e þcílem je rozlo-¾it na¹i vìdeckou disciplínu a riskovat ztrátu na¹ich nejcennìj¹ích objevù.ÿ24 Pøeci jen, intuicionistickámatematika je ochuzena o nìkteré z nejdùle¾itìj¹ích dùkazových prostøedkù pou¾ívaných od starovìku.V té dobì se pracovalo s tabulkami pro spojky klasické logiky, ale po prvotních neúspì¹ných pokusechvytvoøit vícehodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku Kurt Gödel roku 1932 ukázal, ¾e neexistujekoneènìhodnotová tabulka, ve které by tautologiemi byly právì ty formule, které konstruktivisté uznávali.Kripkovská sémantika vznikla a¾ v 60. letech.Ve snaze formálnìji zachytit a popsat, které matematické postupy jsou pro intuicionisty pøípustné akteré ne, byli tedy logikové zpoèátku odkázáni na logické kalkuly. To, jak se takové kalkuly tvoøí a jak ses nimi pracuje, dùkladnì ukázali Russel a Whitehead ve svém díle Principia Mathematica.Uká¾eme si jeden z mnoha hilbertovských kalkulù25 pro intuicionistickou logiku. Axiomy lze zvolitmnoha rùznými zpùsoby - zde si uká¾eme zpùsob zajímavý tím, ¾e pøidáme-li k tìmto axiomùm je¹tìjeden jediný dal¹í axiom, dostaneme hilbertovský kalkul pro klasickou logiku (ov¹em s trochu jinýmiaxiomy, ne¾ které jsme vyjmenovali poslednì).24John D. Barrow: Pí na nebesích, str. 212.25Oznaèení hilbertovský kalkul se pou¾ívá pro kalkuly, ve kterých se pracuje s jednotlivými formulemi. Tyto kalkulyobvykle obsahují pravidlo modus ponens a pravidlo o dosazování. Existují i jiné typy kalkulù.



35Pøi formulaci axiomù pro klasickou logiku jsme vycházeli z toho, ¾e ka¾dou formuli lze ekvivalentnìzapsat pouze pomocí implikace a negace. Staèilo tedy napsat axiomy obsahující tyto dvì spojky. Kdy-bychom chtìli dokázat nìjakou formuli obsahující i jiné spojky, na¹li bychom nejprve ekvivalentní formulipouze se spojkami ) a : a tu pak dokázali v kalkulu.V intuicionistické logice nìco takového udìlat nemù¾eme, proto¾e nelze vybrat nìkolik spojek, pomocíkterých by ¹lo ekvivalentnì napsat v¹echny formule. Øíkáme, ¾e spojky ^;_;) a : jsou v intuicionistickélogice nezávislé. Pouze spojce , rozumíme jako zkratce za konjunkci dvou implikací a proto si nebudemeuvádìt axiomy, které ji obsahují.Axiomy obsahující implikaci a negaci jsou ètyøi:(Ai1) A ) (B ) A)(Ai2) (A ) (B ) C)) ) ((A ) B) ) (A ) C))(Ai3) (B ) :A) ) (A ) :B)(Ai4) A ) (:A ) B)První dva z tìchto axiomù jsou toto¾né s axiomy (A1) a (A2) z kalkulu klasické výrokové logiky. Taobsahovala je¹tì axiom(A3) (:B ) :A) ) (A ) B);který jsme nahradili podobnì vypadajícím axiomem (Ai3). Jen¾e se ukazuje, ¾e s pomocí axiomu (Ai3)lze dokázat mnohem ménì formulí - dokonce ani formuli (Ai4), kterou bychom s pomocí axiomu (A3)snadno dokázali.Slibovaný jediný axiom, který bychom museli pøidat k axiomùm (Ai1), : : : (Ai4), abychom mohliodvodit v¹echny tautologie klasické logiky, také obsahuje pouze spojky ) a ::(A*) (:A ) B) ) ((:A ) :B) ) A)To je formule pro dùkaz sporem, jen napsaná o nìco obecnìji, ne¾ jsme to udìlali v pøedchozích èástechtéto kapitoly: kdy¾ za B dosadíme A, dostaneme(~) (:A ) A) ) ((:A ) :A) ) A):Ov¹em (:A ) :A) je v kalkulu intuicionistické logiky dokazatelná - vznikne toti¾ substitucí :A za pdo p) p, o které jsme si v minulé kapitole ukázali, ¾e je dokazatelná pouze pomocí axiomù (A1) a (A2) -tedy (Ai1) a (Ai2). Díky tomu formule (~) implikuje formuli (:A ) A) ) A, kterou jsme nazvali dùkazsporem.Cvièení 8. Uka¾ podrobnì, jak lze pomocí axiomù (Ai1), : : : (Ai4), formule (:A ) A) ) ((:A ):A) ) A) a pravidla modus ponens dokázat formuli (:A ) A) ) A.Axiomy pro ostatní spojky se shodují s pøíslu¹nými axiomy v kalkulu klasické logiky:(A^1) (A ^ B) ) A(A^1') (A ^ B) ) B(A^2) (A ) B) ) ((A ) C) ) (A ) (B ^ C)))(A_1) A ) (A _ B)(A_1') B ) (A _ B)(A_2) (A ) C) ) ((B ) C) ) ((A _ B) ) C))(A,1) ((A , B) ) (A ) B))(A,1') ((A , B) ) (B ) A))(A,2) (A ) B) ) ((B ) A) ) A , B))Stejnì jako v klasické logice do kalkulu patøí také pravidlo modus ponens:Pokud jsi u¾ na výstup napsal formuli A a také formuli A ) B, mù¾e¹ tam napsat také formuli B.Také pro intuicionistickou logiku platí vìta o korektnosti a vìta o úplnosti:Vìta 9. (O korektnosti a o úplnosti) Kalkul intuicionistické logiky je korektní a úplný vzhledem kekripkovským modelùm intuicionistické logiky, to znamená, ¾e v nìm lze dokázat v¹echny intuicionistickétautologie (úplnost) a nic víc (korektnost).



36 Dal¹í cvièeníCvièení 10. 5. soutì¾ní úlohaVysvìtli, proè je následující dùkaz pro intuicionisty nepøijatelný:Vìta: Existuje dvojice èísel x; y, která nejsou racionální, ale xy je racionální.Dùkaz: Uva¾ujme èíslo p2p2. V pøípadì, ¾e toto èíslo je racionální, jsme hotovi (x = y = p2);v opaèném pøípadì uva¾ujme èísla x = p2p2, y = p2. Pak je xy = �p2p2�p2 = p2p2�p2 = 2.Ve svých úvahách pøedpokládej, ¾e intuicionisté pøijímají známé tvrzení, ¾e p2 není racionální èíslo.Cvièení 11.26 Rozhodni, zda následující formule jsou intuicionisticky tautologické. Pokud ne, sestrojprotipøíklad. Pokud ano, doka¾ je v kalkulu intuicionistické logiky nebo jinak zdùvodni, ¾e protipøíkladsestrojit nelze. Uvìdom si (uka¾ tabulkou), ¾e v¹echny tyto formule jsou z hlediska klasické logiky tauto-logiemi.a) :A _ :B _ (A ) B) _ (B ) A)b) ::::B ) Bc) (::A ) A) ) (A _ :A)d) (A _ :A) ) (::A ) A)Cvièení 12. Arend Heyting navrhl následující tøíhodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku:27A :A1x0 0x1V následujících tabulkách je v levém sloupeèku hodnota A a v prvním øádku je hodnota B:A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x 00 0 0 A _ B 1 x 01x0 1 1 11 x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 1 01 1 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x 1 00 0 1V této interpretaci hodnota 1 znaèí þpravdaÿ, x znaèí þnevímeÿ a 0 znaèí þnepravdaÿ.a) korektnost hilbertovského kalkulu vùèi tìmto tabulkámUka¾, ¾e v¹echny axiomy intuicionistické logiky mají v této interpretaci hodnotu 1. Dále uka¾, ¾epravidlo modus ponens je vzhledem k tìmto tabulkám korektní - ¾e s jeho pomocí ze dvou formulís hodnotou 1 odvodíme opìt formuli s hodnotou 1.b) tyto tabulky nevystihují sémantiku intuicionistické logiky 6. soutì¾ní úlohaUka¾, ¾e také formule (A ) B)_ (B ) A) má podle tìchto tabulek hodnotu 1 (bez ohledu na hodnotuvýrokù A, B). (2 body)Najdi protipøíklad pro tuto formuli. (3 body)

26Vítìzslav ©vejdar: Cvièení ke kurzu Logika II, èást III, cvièení 3.27Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 91.



37Smìsice poznámek a citátùDùle¾itost dùkazu sporem v matematiceZ pøedchozího výkladu by se mohlo zdát, ¾e matematikové by dùkaz sporem mìli pova¾ovat za jakousiberlièku, kterou je radno pou¾ívat jen v nejnutnìj¹ích pøípadech (pokud vùbec). Ve skuteènosti se názoryrùzní - jen velmi málo matematikù dùkaz sporem odmítá úplnì, ale mnozí skuteènì dávají pøednost kon-struktivním dùkazùm existence (tedy dùkazùm, v nich¾ je nalezen objekt s po¾adovanými vlastnostmi)pøed nekonstruktivními (tedy dùkazy sporem). Najdou se i matematikové, kteøí dokazování sporem obdi-vují a pova¾ují je za velmi elegantní. Citujme alespoò G. H. Hardyho, který krásu matematického dùkazupøirovnává ke kráse dobøe zahrané ¹achové partie:Dùkaz je proveden metodou reductio ad absurdum28 a reductio ad absurdum, které Eukleidés takmiloval, je jednou z nejlep¹ích zbraní matematika. Je to mnohem vybranìj¹í gambit ne¾ jakýkoli gambit¹achový: ¹achista mù¾e jako obì» nabídnout pì¹ce èi �guru, ale matematik nabízí hru.G. H. Hardy: Obrana matematikova, str. 86.O zpùsobu existence matematických objektùÈasto jsem pou¾il pøídavné jméno þskuteènýÿ, a to ve smyslu, v jakém ho bì¾nì u¾íváme v rozhovoru.Mluvil jsem o þskuteèné matematiceÿ a o þskuteèných matematicíchÿ podobnì, jako kdybych mluvilo þskuteèné poeziiÿ a þskuteèných básnícíchÿ, a nadále v tom budu pokraèovat. Budu ale také pou¾ívatslova þskuteènostÿ, a to ve dvou rùzných významech.Pøedev¹ím budu mluvit o þfyzikální skuteènostiÿ, a tady budu znovu pou¾ívat slova skuteènost v bì¾-ném významu. Fyzikální skuteèností míním hmotný svìt, svìt dne a noci, zemìtøesení a zatmìní, svìt,který se fyzikální vìda sna¾í popsat.Tì¾ko lze uvìøit, ¾e by ètenáø mìl a¾ dosud potí¾e s mým jazykem, ale nyní se dostávám na tenèíled. Pro mne, a domnívám se, ¾e pro vìt¹inu matematikù, existuje jiná skuteènost, kterou budu nazývatþmatematickou skuteènostíÿ. O povaze matematické skuteènosti není mezi matematiky ani mezi �lozofy¾ádné shody. Nìkteøí mají za to, ¾e je þvnitøní, du¹evníÿ a ¾e si ji v jistém smyslu sami konstruujeme, jinízase, ¾e je vnìj¹í a na nás nezávislá. Èlovìk, jen¾ by dokázal pøesvìdèivì popsat matematickou skuteènost,by vyøe¹il velmi mnoho nejobtí¾nìj¹ích problémù metafyziky. Kdyby do svého popisu zahrnul i fyzikálnískuteènost, vyøe¹il by je v¹echny.Nerad bych se zde pou¹tìl do debaty o kterékoli z tìchto otázek, i kdybych k tomu byl oprávnìn,nicménì dogmaticky vyjádøím svùj vlastní postoj, abych se vyhnul drobným nedorozumìním. Vìøím, ¾ematematická skuteènost le¾í mimo nás, ¾e na¹ím úkolem je objevovat èi pozorovat ji a ¾e vìty, kterédokazujeme a které nabubøele oznaèujeme jako své þvýtvoryÿ, jsou jednodu¹e na¹imi záznamy na¹ichpozorování. Tento názor byl a je zastáván v té èi oné formì mnoha �lozofy s nejvy¹¹í reputací, Platónempoèínaje, a já pou¾iji jazyka, který je mi pøirozený. G. H. Hardy: Obrana matematikova, str. 111-112.Intuicionistická logika v teologiiPríklad pou¾itia intuicionistickej logiky v teológii mô¾eme vidie» napr. v jej aplikácii na tajomstvo, èomô¾eme vedie» o Bohu len prostredníctvom viery. Pre logickú analýzu takýchto výrokov sa najlep¹ie hodípráve intuicionistická logika.Príklad:Vezmime si výrok Tomá¹a Akvinského ( : : : ) v slovenskom preklade: þAko toti¾ to, èo sa týka viery,nemo¾no dokáza», tak aj o ich kontráriách nemo¾no dôkazom ukáza», ¾e sú nepravdivé.ÿTúto tézu mo¾no vyjadri» nasledovne: ( : : : ) þNikdo nemô¾e dokáza» zavrhnutie jestvovania tajom-stiev.ÿAk symbolizujeme výrok þtajomstvo jestvujeÿ ako A (jestvuje je v znení Tomá¹a Akvinského zamlèané)a odhliadneme od modality, mô¾eme tento výrok formalizova»: ::A, a èíta»: Vyvrátenia A (¾e tajomstvojestvuje) je vyvrátiteµné. Tento výrok v¹ak nemo¾no zmeni» na kladnú formu: þA je dokázateµnéÿ, preto¾eto nezodpovedá jeho zmyslu. A práve tento významový rozdiel postihuje intuicionistická logika, kde zákondvojitej negácie platí iba v jednom smere: A) ::A, ale nie v opaènom: ::A) A.Podobne sa v nej dajú lep¹ie vysvetli» aj niektoré teologické problémy, ako problém spásnej vôli Bohaa mo¾nosti zatratenia a problém milosti a slobodnej vôli èloveka.Peter Volek: Úvod do logiky a teórie vedy, str. 126-127.28Reductio ad absurdum je latinský název pro dùkaz sporem: dovedení k nesmyslnému.



38Rùzná pojetí pravdyPojetí pravdivosti jako èehosi, co je na èlovìku více ménì nezávislé, èi pøinejmen¹ím do znaèné mírymimo jeho vliv a poznávací schopnosti, bylo z logicko-�lozo�ckých pozic napadeno na poèátku minuléhostoletí, a to jednak ze strany vídeòských pozitivistù, kladoucích rovnítko mezi pravdivost a empirickouveri�kovatelnost, jednak ze strany rodícího se (matematického) konstruktivismu, který za pravdivýmtvrzením chtìl vidìt efektiní dùkaz (konstrukci), jinak se o jeho þpravdivostiÿ vùbec odmítal bavit.Toto ztoto¾nìní pravdivosti s efektivním zdùvodnìním, dùkazem, stojí také bezpochyby za Brouwerovýmodmítnutím Hilbertova optimistického vyjádøení o øe¹itelnosti ka¾dého matematického problému jako¾topøípadu intuicionismem neakceptovatelného zákona vylouèeného tøetího.Vojtìch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborníku Mo¾nost, skuteènost, nutnost, str. 22.



39Nápovìdy, øe¹ení a poznámky k nìkterým cvièenímØe¹ení cvièení 4K obrázku je tøeba pøikreslit smyèky u ka¾dého svìta a ¹ipku z S do T; pak bude reexivní (z ka¾déhosvìta je dosa¾itelný on sám) i tranzitivní (z S se lze dostat do R a z R do T, tak¾e z S se lze dostat do Ti pøímo).K jednotlivým svìtùm doplníme, které jednoduché formule tam jsou a nejsou splnìné podle de�-nice. Konkrétnì nás budou zajímat podformule formule (:A ) A) ) A a jejich negace, tedy formuleA;:A;:A ) A;:(:A ) A); (:A ) A) ) A.Formule A je splnìná v T a v R splnìná není; díky podmínce perzistence není splnìná ani v S.Formule :A není splìná v ¾ádném z mo¾ných svìtù, proto¾e z ka¾dého je dosa¾itelný svìt T , kde jesplnìná A.Formule :A ) A je splnìná ve v¹ech svìtech, proto¾e v ¾ádném není splnìný její pøedpoklad :A.(A tedy ve v¹ech svìtech, které jsou dosa¾itelné z nìjakého pevnì zvoleného svìta, je implikace :A ) Aklasicky pravdivá.)Formule :(:A ) A) není splnìná v ¾ádném svìtì, proto¾e z ka¾dého svìta je dosa¾itelný svìt T ,o kterém víme, ¾e T  :A ) A.Formule (:A ) A) ) A je splnìná ve svìtì T (je zde splnìn pøedpoklad i závìr), ale není splnìná vesvìtì R (pøedpoklad :A ) A zde splnìný je, ale závìr ne) a tedy ani ve svìtì S (z toho je dosa¾itelnýsvìt R, kde pøedpoklad je splnìný a závìr ne).A :A :A ) A :(:A ) A) (:A ) A) ) AT p � p � pR � � p � �S � � p � �Vidíme, ¾e u¾ samotný model se svìty R a T by byl protipøíkladem pro zadanou formuli; ve skuteènostise svìty S a R neli¹í platností ¾ádné formule. Kdy¾ jsme protipøíklad vytváøeli, nepomyleli jsme toti¾ nato, ¾e oním svìtem R dosa¾itelným z S, ve kterém platí :A ) A, ale neplatí A, by mohl být svìt S sám!Nyní musíme ovìøit platnost v¹ech podmínek z de�nice.perzistence. Ze svìta T je dosa¾itelný pouze svìt T , tak¾e podmínka perzistence je zde splnìna prov¹echny formule.Ve svìtech R a S se podmínka perzistence vztahuje pouze na jedinou formuli, která je v tìchto svìtechpravdivá, toti¾ formuli :A ) A. Ta je pravdivá ve v¹ech dosa¾itelných svìtech, tak¾e pomínka perzistenceje splnìna.spojky. Podmínky pro jednotlivé spojky jsou splnìné, co¾ jsme ovìøili pøi vyplòování tabulky.Øe¹ení èásti a) cvièení 6Pokud z daného svìta S není dosa¾itelný ¾ádný jiný mo¾ný svìt, shodují se podmínky pro pravdivostimplikace a negace (a tedy v¹ech formulí vùbec) s podmínkami klasické logiky.Podrobnìj¹í dùkaz provedeme matematickou indukcí podle poètu spojek v nìjaké formuli. Doká¾eme,¾e pro ka¾dou formuli F platí, ¾e je pravdivá právì tehdy, kdy¾ by ve svìtì S byla pravdivá klasicky.1� Pokud F neobsahuje ¾ádné spojky, je to atomická formule a její hodnota je stejná intuicionisticky iklasicky.2� Je-li F konjunkcí A ^ B nebo disjunkcí A _ B a hodnoty A i B jsou stejné klasicky i intuicionisticky,tak jsou podle de�nice pravdivosti v kripkovském modelu stejné i hodnoty formule F.Je-li F negací :A, tak je intuicionisticky pravdivá právì tehdy, kdy¾ ze svìta S není dosa¾itelný ¾ádnýsvìt, kde by A byla pravdivá. Proto¾e z S je dosa¾itelný pouze on sám, je F pravdivá právì tehdy, kdy¾A není v S pravdivá, co¾ je klasická de�nice pravdivosti pro negaci.Dùkaz pro implikaci probìhne úplnì stejnì jako pro negaci.Nápovìda k èásti b) cvièení 6Uka¾, ¾e pokud k nìjaké formuli existuje protipøíklad, ve kterém pro mo¾né svìty S a T platí S �T; T � S, tak lze vytvoøit protipøíklad, ve kterém oba svìty S a T nahradíme jediným spoleèným svìtemR.Øe¹ení èásti b) cvièení 6Z podmínky perzistence vidíme, ¾e jestli¾e S � T a zároveò T � S, tak v obou svìtech S a T platístejné formule (tedy S  A právì kdy¾ T  A). Celou mno¾inu svìtù R = fT ;S � T; T � S g nahradímejediným svìtem R, ve kterém budou platit právì ty formule, které platily v S.



40 Je¹tì musíme urèit, ze kterých svìtù bude R dosa¾itelné a které svìty budou dosa¾itelné z nìj.Na první pohled je zøejmé, ¾e ¹ipky mezi svìty v R jsou nahrazeny ¹ipkou R � R, která v modelumusí být kvùli reexivitì relace dosa¾itelnosti.Jestli¾e pro nìjaký svìt U platí, ¾e U � S, tak pro ka¾dé T 2 R platí U � T . Pro nás je dùle¾ité,¾e pravdivostní hodnoty v¹ech formulí jsou stejné ve v¹ech svìtech z R, proto¾e pravdivostní hodnotanìkterých formulí v U (napøíklad negací a implikací) závisí na pravdivostních hodnotách v dosa¾itelnýchsvìtech.Naopak, jestli¾e S � U , tak pro ka¾dé T 2 R platí T � U .Vidíme tedy, ¾e pro ka¾dý mo¾ný svìt U na¹eho modelu mù¾eme de�novatU � R právì, kdy¾ U � SR � U právì, kdy¾ S � UØe¹ení èásti c) cvièení 6Sporem doká¾eme, ¾e neexistuje ¾ádný kripkovský protipøíklad k formuli ::A.Kdyby existoval nìjaký protipøíklad, existoval by také koneèný protipøíklad. (Vìta uvedená v poznámceke cvièení.) Podle èásti b) existuje také takový protipøíklad, ve kterém neexistuje dvojice mo¾ných svìtùS a T taková, ¾e S � T a T � S. To znamená, ¾e máme protipøíklad s reexivní, tranzitivní a antisyme-trickou relací dosa¾itelnosti. Mno¾inu mo¾ných svìtù tohoto protipøíkladu oznaème W.Nejprve uká¾eme, ¾e pro ka¾dý svìt S 2 W existuje nìjaký svìt T 2 W takový, ¾e S � T a z T nenídosa¾itelný ¾ádný jiný mo¾ný svìt. Takový svìt nazveme koncový svìt, proto¾e z nìj u¾ nelze po ¹ipkáchjít nikam dál.Pøedpokládejme pro spor, ¾e z S není dosa¾itelný ¾ádný koncový svìt. Speciálnì to znamená, ¾e z S jedosa¾itelný nìjaký svìt S1 takový, ¾e z S1 je dosa¾itelný nìjaký svìt S2 takový, ¾e z S2 je dosa¾itelnýnìjaký svìt S3 : : : Pøi tom se nikdy nemù¾eme vrátit do nìjakého svìta Si, ve kterém jsme u¾ byli,proto¾e tím bychom mìli dvojici svìtù Sn � Si; Si � Sn (¹ipkou z Sn do Si se vracíme tam, kde u¾ jsmebyli, ale Si � Si+1 � � � � � Sn a podle tranzitivity tedy Si � Sn). Pokud by tedy existoval svìt S, zekterého by nebyl dosa¾itelný ¾ádný koncový svìt, mìl by ná¹ model nekoneènì mnoho svìtù, co¾ je spors pøedpokladem.Máme tedy protipøíklad a v nìm svìt P , ve kterém P 6 ::A. Kdyby ze svìta P nebyl dosa¾itelný¾ádný svìt S, ve kterém S 6 :A, tak by platilo P  ::A, tak¾e urèitì existuje S takové, ¾e P � S aS  :A. Ale z S je dosa¾itelný nìjaký koncový svìt T , ve kterém (podle èásti a)) T  A. To je spors tvrzením, ¾e S  :A.Poznámka ke cvièení 6Ji¾ jsme si øekli, ¾e v¹echny intuicionistické tautologie jsou souèasnì i klasickými tautologiemi a v tomtosmyslu je intuicionistická logika obsa¾ena v klasické. V tomto cvièení jsme dokázali pøekvapivý výsledek:aèkoli existují výroky, které jsou klasickými tautologiemi a nejsou intuicionistickými tautologiemi, lzeo ka¾dém výroku V uvnitø intuicionistické logiky rozhodnout, zda je klasickou tautologií nebo ne.Intuicionista nemusí opustit svou logiku k tomu, aby zjistil, jestli nìjaká formule V je klasicky dokazatelná- prostì jen zjistí, jestli ::V je dokazatelná intuicionisticky. V tomto smyslu je klasická logika èástí logikyintuicionistické!1. nápovìda ke cvièení 8 Pro zpøehlednìní dùkazu si zaveï následující oznaèení: a = (:A ) A),b = (:A ) :A), c = A.2. nápovìda ke cvièení 8 Jako mezikrok odvoï formuli (a) b) ) (a) c).Øe¹ení cvièení 10Problém tkví ve slùvcích þv opaèném pøípadìÿ, za kterými se maskuje pøesvìdèení, ¾e výrok þÈíslop2p2 je racionální.ÿ je buïto pravdivý, nebo nepravdivý. Intuicionista namítá, ¾e dokud nebude dokázáno,¾e daný výrok je pravdivý, nebo nebude dokázáno, ¾e je nepravdivý, nemù¾eme se spolehnout na to, ¾enastane jedna z tìchto mo¾ností.Øe¹ení èásti b) cvièení 12Následující tabulka dokazuje, ¾e hodnota formule (A ) B) _ (B ) A) je podle Heytingových tabulek1 (bez ohledu na hodnotu výrokù A a B):



41A B A ) B B ) A (A ) B) _ (B ) A)1 1 1 1 11 x x 1 11 0 0 1 1x 1 1 x 1x x 1 1 1x 0 0 1 10 1 1 0 10 x 1 0 10 0 1 1 1Hledaným protipøíkladem je:
R 6⊢ A,B

T  B

T 6⊢ A

S  A

S 6⊢ B

Snadno ovìøíme, ¾e ve svìtì R není splnìna zadaná formule:
S 6⊢ A ⇒ B T 6⊢ B ⇒ A

R 6⊢ A ⇒ B,B ⇒ A

R 6⊢ (A ⇒ B) ∨ (B ⇒ A)Poznámka k èásti b) cvièení 12Pøekvapivé øe¹ení zaslal Miroslav Ol¹ák:þPodle textu k sérii je spousta mo¾ností, jak intuicionistickou logiku chápat.Najdu tedy protipøíklad v Kolmogorovì logice problémù. Pokud si zvolím dva problémy, které spolumoc nesouvisí, tak (A ) B) _ (B ) A) neplatí. Napøíklad ¹está a osmá úloha ¹esté série. Není pravda,¾e kdy¾ vyøe¹ím ¹estou úlohu, budu mít vyøe¹enou i osmou a pøitom není ani pravda, ¾e kdy¾ vyøe¹ímosmou úlohu, budu mít vyøe¹enou ¹estou.ÿ



42 3. Epistemické logikyV minulém dílu seriálu jsme se seznámili s intuicionistickou logikou. Vidìli jsme, ¾e ji lze pova¾o-vat za logiku, která popisuje, jak se v èase vyvíjí na¹e (pravdivé) poznání svìta. Intuicionismus ov¹emvznikl v rámci matematiky a také dnes je významný zejména jako popis urèitého pøístupu k matematic-kým dùkazùm; pro popis znalostí se èastìji pou¾ívají rùzné logiky, které oznaèujeme souhrnným názvemepistemické.1 Pexeso a základní pojmy epistemické logikyPøedstavme si dva hráèe, kteøí právì rozlo¾ili na stùl ¹edesát ètyøi kartièky pexesa a chystají se hrát.Jaké jsou v tuto chvíli jejich znalosti o rozlo¾ení kartièek?Na první pohled by se mohlo zdát, ¾e ¾ádné: v¹echny kartièky jsou obráceny rubem vzhùru. Ale veskuteènosti toho hráèi vìdí pomìrnì hodnì - vìdí, ¾e kartièky skrývají tøicet dva rùzných obrázkù a ¾eka¾dý obrázek se vyskytuje právì dvakrát. Navíc jsou si oba vìdomi toho, ¾e druhý hráè také ví, ¾ekartièky skrývají tøicet dva párù obrázkù. Mù¾eme øíci, ¾e mají nìjakou sdílenou znalost.2Obvykle se hraje tak, ¾e hráè, kterému se podaøí otoèit dvì stejné kartièky, mù¾e pokraèovat otoèenímdal¹í dvojice. Aby byla hra zajímavìj¹í, dohodli se na¹i hráèi na tom, ¾e podaøí-li se jednomu otoèit dvìdvojice kartièek po sobì, nechá hrát druhého hráèe.Pøedstavme si nyní situaci, která mù¾e nastat uprostøed hry. Hráè, který je právì na tahu, zná polohutøí dvojic stejných obrázkù (jsou to autíèko, beru¹ka a citron). Musí si z nich vybrat dvì a doufat, ¾e tutøetí mu protihráè nevyfoukne ve svém tahu. Protihráè si nepamatuje, kde se nachází jeden z obrázkùcitronu, ale pamatuje si dobøe, kde najde autíèka a beru¹ky; jen¾e to ná¹ hráè neví, tak¾e otoèí dvojiceautíèek a citronù. V této situaci sice oba hráèi vìdìli, kde najít obrázky beru¹ky, ale první hráè nevìdìl,¾e to druhý hráè také ví - proto nehovoøíme o sdílené znalosti, ale pouze o znalosti v¹ech.3 V¹imni si, ¾ekdyby se jednalo o sdílenou znalost, první hráè by se rozhodl lépe.Nakonec se podívejme na znalosti hráèù v okam¾iku, kdy na hrací plo¹e zbývá jediná kartièka, kterouzatím nikdo neotoèil. Pokud si hráè pamatuje, co je na v¹ech ostatních kartièkách, nejspí¹ si domyslítaké to, co se nachází na této zbývající kartièce. Ale co kdy¾ se náhodou stane, ¾e na hrací plo¹e je je¹tìvelký poèet kartièek? Pokud hráè není opravdu bravurní, snadno se mu pøihodí, ¾e si ani nev¹imne, ¾eu¾ zná v¹echny kartièky kromì jediné. Prostì otoèí nìkterou z dvojic, které zná, a nebude se sna¾it sivzpomenout na to, co je na ostatních kartièkách. Vidíme tedy, ¾e aèkoli si hráè poslední obrázek mo¾nádomyslí, rozhodnì to není jisté.Zkusme si nyní rozmyslet, s jakými pøeká¾kami se budeme muset vypoøádat pøi tvorbì logickéhosystému, který by nám pomohl analyzovat znalosti hráèù v prùbìhu hry pexeso:(1) Jsou zde dva hráèi, jejich¾ znalosti se mohou li¹it. V epistemických logikách se obvykle hovoøío rùzných agentech - tìmi mohou být agenti tajných slu¾eb, kteøí sbírají informace v¹eho druhu, stejnìjako roboti, kteøí jsou naprogramováni k tomu, aby provádìli meteorologická mìøení a sestavovali z nichpøedpovìï poèasí. Dùle¾itou souèástí epistemických logik je právì studium multiagentních systémù.Agenti si za urèitých okolností mohou pøedávat informace, tak¾e znalost jednoho se rázem stane iznalostí druhého. Nìkteré znalosti mají v¹ichni agenti (znalost v¹ech) a o nìkterých dokonce v¹ichni vìdí,¾e je mají v¹ichni ostatní a ¾e v¹ichni ostatní také vìdí, ¾e je mají v¹ichni ostatní a tak dále (sdílenáznalost).(2) Hráèi získávají znalosti nejen pøímo (otoèením kartièek), ale mohou si je také domý¹let. Ve vìt¹inìher i skuteèných ¾ivotních situací se vyplatí pøedpokládat, ¾e protihráè si skuteènì domyslel v¹echnyinformace, které mohl; proto se v mnoha epistemických logikách nepracuje pøímo se znalostmi agentù,ale s takzvanými implicitními znalostmi - s poznatky, které si agenti mohou domyslet. Mluvíme o logickév¹evìdoucnosti agentù: pøedpokládáme, ¾e znají v¹echny logické dùsledky svých znalostí.V praxi se ov¹em s v¹evìdoucími agenty setkáváme jen zøídka. Kdyby napøíklad hráèi ¹achu byliv¹evìdoucí, dokázali by si pøedstavit v¹echny budoucí tahy hry a nikdy by se jim nestalo, ¾e pøehlédnousoupeøovu ¹anci pøipravit je o královnu! Dokonce ani poèítaèové programy nedoká¾ou v rozumném èaseprozkoumat v¹echny mo¾nosti, jak by se hra mohla dál vyvíjet, a vybrat z nich tu nejlep¹í.1Øecké slovo epistémé znamená poznání. Epistemologie je èást �lozo�e, která se zabývá procesem poznávání a vztahempoznání ke skuteènosti. Typická otázka zní: þJak víme, ¾e je na¹e poznání pravdivé?ÿ2V angliètinì se pou¾ívá oznaèení common knowledge èi mutual knowledge.3V angliètinì se pou¾ívá vyjádøení everyone knows that.



43(3) Znalosti hráèù se vyvíjejí v èase - hráèi otáèejí nové kartièky a zji¹»ují, co na nich je zakresleno, ataké zapomínají, co bylo na kartièkách otoèených døíve. Logické vlastnosti znalostí vyvíjejících se v èasea znalostí o minulosti a budoucnosti se sna¾í zachytit epistemicko-temporální logika. O té v na¹em textunebude øeè. Výhody sdílených znalostíNa první pohled se znalost v¹ech li¹í od sdílené znalosti jen malièko, ale u¾ jsme vidìli, ¾e za urèitýchokolností mù¾e tento rozdíl hrát velikou roli.Pøedstav si, ¾e jsi s kamarádem na matìjské pouti a najednou se jeden druhému ztratíte. Chvilkubloudí¹ mezi atrakcemi a houfy lidí, ale svého kamaráda nikde nevidí¹. Jako na potvoru u sebe zrovnanemá¹ mobil, tak¾e to vypadá, ¾e u¾ se nejspí¹ nikdy neuvidíte. Co v tuhle chvíli udìlá¹?Je dost mo¾né, ¾e bude¹ pøemý¹let asi takhle: þPetr se chtìl jít podívat do Domu hrùzy. Mo¾ná bychho tedy mìla jít hledat tam.. . Ale ne, urèitì u¾ si v¹iml, ¾e jsme se ztratili, a teï mì hledá. Kde by mì asiPetr mohl hledat? Øíkala jsem mu, ¾e se mi líbí Obøí kolo. Nejspí¹ mì tedy hledá tam.. . Ale Petrovi u¾urèitì do¹lo, ¾e ho také hledám, a ¾e tedy nejsem u Obøího kola. Proto¾e ví, ¾e ho hledám, urèitì pùjdetam, kde si myslí, ¾e bych ho mohla hledat. Naposledy jsme se vidìli u horské dráhy, tak¾e si nejspí¹ øekl,¾e ho budu hledat tam. Kdy¾ se lidé jeden druhému ztratí, mají se vrátit tam, kde se vidìli naposledy. . .ÿJen¾e u horské dráhy je zrovna neproniknutelný houf lidí, fronta se toèí kolem vstupu do atrakce a jejasné, ¾e tady se jen tak nenajdete. þDobrá,ÿ øekne¹ si, þkdy¾ jsme spolu na matìjské, v¾dycky si jdemedát cukrovou vatu, a tady zrovna vidím nápis 'CUKROVÁ VATA 100 m'. Jestli mì Petr hledal tady,urèitì ho taky napadlo, ¾e tam bychom se na¹li nejsnáz.ÿ Díky tomu, ¾e sdílíte znalost, ¾e si obvykledáváte cukrovou vatu, se bìhem pár minut potkáte u zmiòovaného stánku. Dùle¾itou roli zde hraje nejento, ¾e ví¹, ¾e oba máte rádi cukrovou vatu, ale také to, ¾e Ti je jasné, ¾e to ví i Petr, a také to, ¾e Petrví, ¾e ty ví¹, ¾e on to ví. . . Zkrátka a dobøe, je to va¹e sdílená znalost a tak se mù¾ete spolehnout na to,¾e oba budete jednat na jejím základì.V následující situaci ze ¾ivota èí¹ník zámìrnì pøetvoøí znalost obou ve sdílenou znalost:Ne¹ikovný èí¹ník zakopne a vylije omáèku na bílou saténovou blùzku jedné dámy. Dáma na nìj vydì¹enìa rozzlobenì zírá a èí¹ník omluvnì vykoktá: þPromiòte, byla to moje chyba.ÿCo vlastnì této dámì øíká? Z jejího výrazu mu musí být jasné, ¾e náv¹tìvnice moc dobøe ví, ¾e to bylajeho chyba. Ve skuteènosti èí¹ník dává najevo, ¾e ON ví, ¾e to byla jeho chyba. Tím, ¾e to øekne nahlas,se uji¹»uje, ¾e ona ví, ¾e on ví, ¾e to byla jeho chyba. V tuto chvíli se znalost obou (toti¾ ¾e to byla jehochyba) stává jejich sdílenou znalostí (oba vìdí, ¾e ten druhý ví, ¾e oni vìdí atd.).4V ¾ivotì jakékoli spoleènosti hrají sdílené znalosti zcela zásadní roli. Pokud se obèas stane, ¾e se sdíleníznalostí naru¹í, mívá to katastrofální následky, jak ukazuje následující pøíklad:Chodes pøechází ulici na pøechodu bez semaforu. Ví, ¾e má pøednost, tak¾e vstoupí do vozovky, aèkolise blí¾í auto. Øidiè je bohu¾el cizinec a neví, ¾e v na¹í zemi mají chodci na pøechodu pøednost; vjededo køi¾ovatky a jen tak tak stihne stoèit automobil stranou a narazí do sloupu. Vydì¹ený chodec septá: þCopak jste nevìdìl, ¾e budu pøecházet?!ÿ; pøedpokládal toti¾, ¾e znalost pøedpisù je jejich sdílenouznalostí, tedy ¾e øidiè ví, ¾e chodec bude jednat na základì svého práva pøejít køi¾ovatku jako první.V¹imni si, ¾e kdyby si chodec nemyslel, ¾e znalost pøedpisù je jejich sdílenou znalostí, ale ¾e je jenznalostí jich obou, mo¾ná by do vozovky nevstoupil. Napøíklad pokud se chodec pozdì v noci vrací domùa sly¹í blí¾ící se hømìtí motorù silného sportovního auta, bude radìji pøedpokládat, ¾e si ho (nejspí¹ opilý)øidiè nev¹imne. Syntaxe epistemické logikyNejjednodu¹¹ím zpùsobem, jak oznaèit tvrzení þagent A zná fakt Fÿ je symbol KAF.5 V epistemickélogice jsou fakty reprezentovány výroky, tak¾e KAF èteme také jako þagent A ví, ¾e výrok F je pravdivýÿ,zatímco KA:F znamená þA ví, ¾e výrok F je nepravdivýÿ.4Sdílená znalost je taková, ve které øetìzec þona ví, ¾e on ví, ¾e : : : ÿ mù¾e pokraèovat libolnì daleko. Dùle¾itou roli zdehraje i to, ¾e oba vìdí, ¾e ten druhý si z u¾ øeèeného umí domyslet i to, ¾e vìdí, ¾e on ví, ¾e : : : Napøíklad èí¹ník si domý¹lí,¾e dáma po jeho prohlá¹ení ví, ¾e on ví, ¾e to byla jeho chyba. Dáma si zase domý¹lí, ¾e on ví, ¾e ona si domyslela, ¾e onví, ¾e to byla jeho chyba.5Písmenko K pochází z anglického knowledge.



44 Pokud si agenty oèíslujeme A1; : : : An, budeme místo KA1F psát pouze K1F. Znalost v¹ech budemeznaèit EF, tak¾e mù¾eme napsat EF , K1F ^K2F ^ : : : ^KnF:Sdílenou znalost v¹ech agentù budeme znaèit CF.6Cvièení 1. Zkus napsat formuli obsahující symboly K a E ekvivalentní s formulí CF. Pak zkus tutoformuli upravit tak, aby neobsahovala symbol E.Zatímco ve skuteèném ¾ivotì se mù¾e snadno stát, ¾e se domnívám, ¾e nìco vím, ale ve skuteènostise mýlím, v logice tuto mo¾nost obvykle nepøipou¹tíme. Vìdìním se tedy rozumí pravdivá domnìnka.To, ¾e se agent A domnívá, ¾e fakt F je pravdivý, znaèíme BAF.7 Domnìnka mù¾e být pravdivá nebonepravdivá. Kripkovské modely znalostí jediného agentaPøedstavme si pro zaèátek situaci, ve které vystupuje jediný agent, tøeba agent 007. Jeho znalostijsou omezené. V dùsledku toho nedoká¾e o v¹ech vìtách rozhodnout, zda jsou pravdivé nebo nepravdivé.Napøíklad ví, ¾e nebezpeèný náklad se nachází ve vlaku z Moskvy do Petrohradu, ale neví, zda je pravda,¾e kapitán Flint zakopal svùj poklad na Ostrovì pokladù. Svìt, ve kterém se poklad nachází na Ostrovìpokladù, je pro nìj mo¾ný, ale rozhodnì není nutný. Doká¾e si pøedstavit dva mo¾né stavy svìta podletoho, zda poklad je èi není na ostrovì. V logice se rùzné stavy svìta oznaèují pojmem mo¾né svìty: ka¾dýmo¾ný svìt reprezentuje jednu z alternativ, jak ná¹ svìt mù¾e vypadat.My v¹ichni þbydlímeÿ v jednom z mo¾ných svìtù, nikdo z nás ale není schopen pøesnì urèit, ve kterém!Nanejvý¹ se mù¾eme omezit na mno¾inu mo¾ných svìtù, které se shodují s na¹imi znalostmi. Tím jeurèena relace dosa¾itelnosti: z na¹eho svìta jsou dosa¾itelné v¹echny, které odpovídají na¹im znalostema domnìnkám.8 Napøíklad pro agenta 007 jsou dosa¾itelné v¹echny mo¾né svìty, v nich¾ se nebezpeènýnáklad nachází ve vlaku z Moskvy do Petrohradu, a svìty, v nich¾ je tento náklad v Londýnì, pro nìjdosa¾itelné nejsou.Aby na¹e povídání o mo¾ných svìtech nesklouzlo do nekoneèných debat o tom, které svìty jsou mo¾néa které mo¾né nejsou, povìzme si hned ze zaèátku, ¾e z hlediska logiky není mo¾ný svìt nièím více a nièímménì ne¾ objektem, o kterém víme, které výroky v nìm jsou pravdivé a které dal¹í mo¾né svìty z nìj jsoudosa¾itelné. Pøitom pøedpokládáme, ¾e pravdivost slo¾itìj¹ích výrokù závisí na pravdivosti jednodu¹¹íchvýrokù stejnì jako v klasické logice. Napøíklad svìt, ve kterém je pravda þMars je planetaÿ a také jepravda þEustach je planetaÿ a pøitom není pravda þMars a Eustach jsou planetyÿ, nebudeme pova¾ovatza mo¾ný.9Urèitou mno¾inu mo¾ných svìtù spolu s pevnì danou relací dosa¾itelnosti nazýváme kripkovský modelnebo prostì model.Pøíklad 2. Omezme se na následující dvojici výrokù:(V) þLady Smithová je v hotelu Interkontinental.ÿ(W) þAgent 007 si v¾dycky ví rady.ÿVzhledem k tìmto výrokùm rozli¹ujeme celkem ètyøi mo¾né svìty:S1. V ^WS2. V ^ :WS3. :V ^WS4. :V ^ :WAgent 007 si prvním výrokem není moc jist, ale zato se domnívá, ¾e druhý výrok je pravdivý: B007W.A» u¾ se nachází v kterémkoli ze svìtù S1; : : : S4, jsou pro nìj dosa¾itelné právì svìty s lichým èíslem.Pokud oznaèíme relaci dosa¾itelnosti ¹ipkou mezi dvìma mo¾nými svìty, bude obrázek vypadat takto:6Písmenko E pochází z anglického everyone knows that, C pochází z common knowledge.7Písmenko B pochází z anglického belief.8A ¾ádné svìty, které na¹im znalostem a domnìnkám neodpovídají, dosa¾itelné nejsou.9Díky tomu, ¾e slo¾itìj¹í výroky musí splòovat pravidla klasické logiky, staèí pro popis mo¾ného svìta urèit pravdivostníhodnoty atomických výrokù, tedy tìch výrokù, které nelze rozdìlit na jednodu¹¹í výroky spojené pomocí logických spojek.
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S1  V,W S2  V,¬W

S3  ¬V,W S4  ¬V,¬WV¹imni si, ¾e ná¹ model neøíká nic o tom, ve kterém mo¾ném svìtì se agent vlastnì nachází. Je-li jehodomnìnka správná, pak je to urèitì v jednom ze svìtù S1 a S3 - ale z hlediska modelu se klidnì mù¾estát, ¾e jeho domnìnky pravdivé nejsou. ©ipky z daného mo¾ného svìta S tedy øíkají, které stavy svìtaagent pova¾uje za mo¾né, pokud se nachází ve svìtì S.Pøíklad 3. V pøedchozím pøíkladì svìt, ve kterém se agent nacházel, nehrál ¾ádnou roli. Nyní pøijmìmìpøedpoklad, ¾e pokud je lady Smithová v hotelu Interkontinental, tak si toho agent v¹imne, tedy V )K007V. Nadále pøedpokládejme také B007W.10 Relace dosa¾itelnosti teï bude vypadat takto:
S1  V,W S2  V,¬W

S3  ¬V,W S4  ¬V,¬WVidíme, ¾e v tomto pøípadì u¾ to, které svìty budou dosa¾itelné, závisí také na tom, ve kterém svìtìse agent nachází (z nìkterých svìtù je dosa¾itelný jen svìt S1, z nìkterých navíc také svìt S3). V¹imni sitaké, ¾e èím více má agent poznatkù, tím ménì svìtù je dosa¾itelných.Cvièení 4. Urèi, jak by vypadala relace dosa¾itelnosti, kdyby platilo V , B007V - tedy nejen, ¾e agentví, ¾e lady je v hotelu, pokud tomu tak skuteènì je, ale pokud si agent myslí, ¾e lady je v hotelu, tak senemýlí. Stále pøedpokládáme, ¾e B007W.Cvièení 5. 7. soutì¾ní úlohaNajdi pøíklad, který by ukázal významový rozdíl mezi formulemi K:V a :KV! Uveï alespoò jedenpøíklad þze ¾ivotaÿ a alespoò jeden kripkovský model a v nìm nìjaký svìt, ve kterém je jedna z tìchtoformulí pravdivá a jedna nepravdivá. Jaké jsou v tomto svìtì pravdivostní hodnoty implikací K:V ):KV;:KV ) K:V pravdivá? Myslí¹, ¾e tomu tak musí být v¾dy?Cvièení 6. 8. soutì¾ní úlohaPøedstav si, ¾e následující obrázek popisuje relaci dosa¾itelnosti nìjakého agenta A008. Urèi, ve kterýchmo¾ných svìtech jsou jeho domnìnky v souladu s tím, jak se vìci skuteènì mají, a ve kterých mo¾nýchsvìtech se v nìjaké vìci mýlí.10Agent si ov¹em není jist, ¾e je-li lady Smithová v hotelu, tak by si toho v¹iml, tak¾e pokud tam není, neví o jejípøítomnosti èi nepøítomnosti nic.
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S3
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Explicitní a implicitní znalostiZatím jsme popisovali, které mo¾né svìty budeme na základì svých znalostí pova¾ovat za dosa¾itelné.Polo¾me si nyní opaènou otázku: je dáno, které mo¾né svìty jsou dosa¾itelné; lze z toho poznat, kterévýroky patøí k agentovým znalostem?Ji¾ víme, ¾e dosa¾itelné jsou právì ty svìty, ve kterých jsou pravdivé v¹echny agentovy poznatky.Vzhledem k agentovým poznatkùm jsou mo¾ná pravdivé ty výroky, které jsou pravdivé v nìkterém dosa-¾itelném mo¾ném svìtì, proto¾e takové výroky jsou konzistentní11 s jeho poznatky. Nutnì pravdivé jsouty výroky, které jsou pravdivé ve v¹ech dosa¾itelných mo¾ných svìtech, proto¾e takové výroky z jehopoznatkù vyplývají.12Ale pozor: agent si nemusí být vìdom toho, ¾e nìjaký výrok je pravdivý ve v¹ech dosa¾itelných mo¾nýchsvìtech. Mù¾e se toti¾ tøeba jednat o nìjaké velmi slo¾ité tvrzení, o kterém jej nikdy nenapadlo uva¾ovat.Proto musíme rozli¹ovat mezi explicitními znalostmi agenta (poznatky, kterých si je vìdom, nebo si nanì mù¾e v pøípadì potøeby vzpomenout) a jeho implicitními znalostmi (poznatky, které by si na základìsvých znalostí mohl domyslet, kdyby byl dost chytrý). Proto budeme v následujícím cvièení rozli¹ovatsymboly KV (agent ví V) a �V (V vyplývá z agentových poznatkù = je pravdivé ve v¹ech dosa¾itelnýchmo¾ných svìtech = je nutné).Cvièení 7. Rozhodni, jak vypadá relace dosa¾itelnosti (vzhledem k na¹im znalostem) mezi následují-cími mo¾nými svìty:S Víme, ¾e existuje alespoò 6 planet; ve skuteènosti existuje právì 9 planet (ale to nevíme).T Víme, ¾e existuje alespoò 6 planet; ve skuteènosti existuje právì 8 planet (ale to nevíme).U Víme, ¾e existuje právì 9 planet.13V Víme, ¾e existuje právì 17 planet.Pomocí pravdivosti v dosa¾itelných mo¾ných svìtech urèi, ve kterých z tìchto svìtù jsou pravdivévýroky þNutnì existuje 9 planet.ÿ a þNutnì existuje 8 planet.ÿ (Pøedpokládej, ¾e neexistují ¾ádné mo¾nésvìty kromì S; T; U; V .) Ovìø, ¾e �V je pravdivé právì tehdy, kdy¾ víme V.V pøedchozím cvièení jsme vidìli, ¾e KV , �V. Implikace KV ) �V odpovídá tomu, ¾e dosa¾itelnéjsou ty svìty, které jsou v souladu s na¹imi poznatky. Pokud tedy agent ví výrok V (KV), musí být11V logice se místo konzistentní pou¾ívá èasto èeské slovo sluèitelné.12Pøipomeòme si de�nici vyplývání: výrok A vyplývá z mno¾iny výrokù M , pokud není mo¾né, aby v¹echny výroky z Mbyly pravdivé, ale výrok A byl nepravdivý.13Ve svìtì U existuje právì 9 planet a ve svìtì V existuje právì 17 planet, proto¾e vìdìním rozumíme pravdivé poznání.



47V pravdivé ve v¹ech dosa¾itelných svìtech (�V). Opaèná implikace zdaleka tam samozøejmá není: mù¾eexistovat nìjaký výrok, který je pravdivý ve v¹ech mo¾ných svìtech dosa¾itelných z daného svìta, aleagent si toho nemusí vùbec být vìdom. Takovým výrokem je tøeba výrok þbuïto je pravda, ¾e jestli¾esvítí sluníèko, tak pr¹í, nebo je pravda, ¾e jestli¾e pr¹í, tak svítí sluníèkoÿ. Jako tautologie je tento výrokpravdivý ve v¹ech mo¾ných svìtech (nejen v tìch dosa¾itelných).Pøesto¾e implikace �V ) KV tedy pro skuteèné agenty neplatí, logici se rozhodli budovatlogiku tak, jako by platila. Od této chvíle bude symbol KV oznaèovat toté¾, co symbol �V, tedyimplicitní znalosti agenta. Vlastnosti kripkovských modelùCvièení 8. Urèi, jak by vypadala relace dosa¾itelnosti, pokud by agent oplýval dokonalými poznávacímischopnostmi, tedy pokud by pro ka¾dý výrok V platilo V ) KV. (Mù¾e¹ nejprve zkusit uva¾ovat pøípad,ve kterém je ka¾dý svìt popsaný pomocí n atomárních výrokù.) Pøedpokládej, ¾e agent nemá ¾ádnénepravdivé domnìnky.Cvièení 9. Jak se zmìní výsledek pøede¹lého cvièení, pokud budeme pøedpokládat pouze V ) BV apøipustíme, ¾e agent má i nepravdivé domnìnky?Jak vypadá model znalostí nìjakého agenta? Proto¾e pro ka¾dý výrok V platí KV ) V (za znalostpova¾ujeme jen pravdivé výroky), je v¾dycky skuteèný stav svìta konzistentní s agentovými poznatky.V obrázku se to projeví tak, ¾e ka¾dý svìt je dosa¾itelný sám ze sebe:
S T

S T

Všimni si, že nezálež́ı na tom,

jakým zp̊usobem obrázek nakresĺıme.

Oba obrázky zachycuj́ı tutéž relaci

dosažitelnostiFormule KV ) V bývá nazývána axiom T a logikové ji pova¾ují za formuli, která zachycuje rozdílmezi vìdomostmi a pouhými domnìnkami.Dejme tomu, ¾e agent ví, ¾e pokud svítí sluníèko a pr¹í, bude duha (V ) W) a navíc si v¹imne, ¾eprávì svítí sluníèko a pr¹í (V). Za tìchto okolností nás nepøekvapí, ¾e agent ví, ¾e bude duha (W). Tutoschopnost agenta domyslet si na základì svých znalostí nìco, co z nich logicky vyplývá, zachycuje formule(K(V ) W) ^KV) ) KW, nazývaná axiom K nebo také axiom logické racionality agenta.Kalkuly epistemických logikExistuje mnoho rùzných epistemických logik podle toho, jaké usuzovací schopnosti pøisuzujeme jed-notlivým agentùm. V¹echny epistemické logiky obsahují následující axiomy a pravidla:Axiomy:KL. v¹echny tautologie klasické logiky14K. (K(V ) W) ^KV) ) KW axiom logické racionalityPravidla:MP. Z dokázaných formulí V, V ) W odvoï formuli W. modus ponensNec. Pokud jsi u¾ dokázal formuli V, odvoï formuli KV. necesitaceV¹imni si, ¾e v kalkulu ka¾dé epistemické logiky lze dokázat v¹echny tautologie klasické logiky (do-konce jsme je v¹echny pøijali za axiomy). To proto, ¾e v jednotlivých svìtech kripkovských modelù sepravdivostní hodnota výrokù utvoøených pomocí spojek :;^;_;) a , urèuje stejnì jako v klasickélogice.Jak ji¾ víme, axiom K je dùsledkem na¹eho rozhodnutí soustøedit se na implicitní znalosti agentù.O logické racionalitì agentù vypovídá i pravidlo necesitace, které øíká, ¾e agent zná v¹echny tautologie14Staèilo by pøijmout za axiomy v¹echny axiomy klasické logiky.



48(a to nejen tautologie klasické logiky, ale i tautologie pøíslu¹né epistemické logiky; v dùsledku toho jeschopen uva¾ovat o svém vlastním uva¾ování a o uva¾ování ostatních agentù).Dal¹í axiomy pro rùzné logiky15Následující axiomy bývají nìkdy pøidávány k základnímu axiomu K, kdy¾ chceme zachytit dal¹í dùle¾itévlastnosti nìkterých agentù a jejich znalostí:16T. KV ) V vìdomosti jsou pravdivéD. :B(V ^ :V) agent nemá rozporné domnìnky4. KV ) KKV pozitivní introspekce: vím, co vím5. :KV ) K:KV negativní introspekce: vím, co nevímAxiom T bývá pova¾ován za základní axiom epistemické logiky, proto¾e formalizuje de�nici vìdìní,která se pou¾ívá ji¾ od støedovìku: vìdìní je pravdivá domnìnka.17Axiom D je pova¾ován za základní axiom doxastické logiky, proto¾e popisuje dùle¾itou vlastnost vìt¹inyna¹ich domnìnek a názorù: nezastáváme souèasnì opaèné názory, nevìøíme souèasnì výroku i jeho negaci.Axiomy 4 a 5 zachycují dùle¾ité vlastnosti lidských agentù: o ka¾dém faktu jsme schopni rozhodnout,zda patøí k na¹im znalostem nebo ne.18Cvièení 10. Uka¾, ¾e platí-li v nìjakém kripkovském modelu axiom T, platí tam i obmìnìná verzeaxiomu D: :K(V ^ :V)! Vìta o korektnostiDøíve, ne¾ zformulujeme vìtu o korektnosti, si uveïme formální de�nici kripkovských modelù episte-mických logik.Pøipomeòme si, ¾e relace R na mno¾inì W je nìjaký vztah, do kterého vstupují v¾dy dva prvkymno¾iny W . Napøíklad vztah þA je bratr Bÿ je relace na mno¾inì lidí: Jeník je bratrem Petra, Petr jebratrem Jeníka, Jeník je bratrem Maøenky (ale Maøenka není bratrem Jeníka!).19De�nice20 Kripkovský model (pro jednoho agenta) je tvoøen mno¾inou mo¾ných svìtù M a relacídosa¾itelnosti � na mno¾inì M .21 O ka¾dém mo¾ném svìtì S 2 M je urèeno, které výroky V v nìmjsou pravdivé (co¾ znaèíme S  V) a které pravdivé nejsou (co¾ znaèíme S 6 V). Toto urèení ale nenílibovolné, musí toti¾ splòovat následující podmínky:22� S  :V právì tehdy, kdy¾ neplatí S  V� S  V ^W právì tehdy, kdy¾ S  V a S  W� S  V _W právì tehdy, kdy¾ S  V nebo S  W� S  V ) W právì tehdy, kdy¾ S  W nebo neplatí S  V� S  V , W právì tehdy, kdy¾ S  V ) W a S  W ) V� S  KV právì tehdy, kdy¾ S � T potom T  VS  V èteme þv mo¾ném svìtì S je výrok V pravdivýÿ nebo þv mo¾ném svìtì S je splnìna formule Vÿ.2315Názvy T, D, 4 a 5 jsou tradièní názvy jednotlivých axiomù.16Pozor: ne v¹ichni agenti mají tyto vlastnosti (viz napø. axiom D a cvièení 9)!17Tuto de�nici vìdìní pøesnìji zachycuje de�nice KA , (BA ^ A). Nìkteøí myslitelé, napøíklad Occam, kladli navìdìní silnìj¹í po¾adavky: vìdìní je odùvodnìná pravdivá domnìnka, co¾ by zachytila formule KA , (BA ^ A ^ JA),kde JA oznaèuje tvrzení þagent má dùvod vìøit, ¾e Aÿ.18Neplatí to ov¹em poka¾dé: jak èasto se mi u¾ stalo, ¾e jsem si nechala vyprávìt nìjaký vtip, a po vyslovení pointyjsem se chytila za hlavu: þJéé, v¾dy» já ten vtip vlastnì u¾ znám!ÿ19Matematikové pova¾ují relaci za mno¾inu uspoøádaných dvojic, co¾ umo¾òuje pøedchozí tøi vìty napsat struènìji: þbýtbratremÿ = f(Jeník, Petr), (Petr, Jeník), (Jeník, Maøenka), : : : g.20Tato de�nice se podobá de�nici kripkovských modelù intuicionistické logiky, ale je jednodu¹¹í: na relaci dosa¾itelnostineklade ¾ádné zvlá¹tní podmínky a podmínky pro pravdivost :V, V ^ W, V _ W, V ) W a V , W jsou stejné jakov klasické logice. Slovo þkripkovskýÿ budeme èasto pro pøehlednost vynechávat; v tomto textu jiné ne¾ kripkovské modelyneuva¾ujeme.21Formálnì vzato patøí k modelu je¹tì valuace, která ka¾dému mo¾nému svìtu urèuje, které atomární formule, tedyvýroky, které neobsahují logické spojky, v nìm jsou pravdivé.22Vyjmenované podmínky musí být splnìny ve v¹ech mo¾ných svìtech S; T 2 M a musí platit pro v¹echny výroky V,W!23Formálnì bychom nemìli smì¹ovat výroky s formulemi - výroky jsou konkrétní vìty na¹eho ka¾dodenního jazyka,zatímco formule jsou posloupnosti symbolù nìjaké logiky. Pokud za písmenko V dosadím vìtu þsvítí sluníèkoÿ, bude sejednat o výrok, ale pokud V pova¾uji za jméno nìjakého blí¾e neurèeného výroku, jedná se o formuli. Kripkovské modelyse obvykle de�nují pouze pro formule, v na¹em textu jsme je ale de�novali pro výroky.



49S 6 V èteme þv mo¾ném svìtì S není splnìna formule Vÿ nebo þv mo¾ném svìtì S není výrok V prav-divýÿ.KV èteme þagent ví, ¾e V je pravdivéÿ nebo þagent si mù¾e domyslet Vÿ.Uvedli jsme si axiomy epistemické logiky (nebo lépe øeèeno epistemických logik, proto¾e vybereme-lisi jen nìkteré z tìchto axiomù, dostaneme rùzné epistemické logiky, které budou popisovat rùzné typyagentù) a de�nici kripkovských modelù. K èemu nám ale axiomy a modely jsou?Logikové se pokou¹ejí zachytit dùle¾ité vlastnosti urèitých slov a pojmù, které bì¾nì pou¾íváme. V epis-temické logice jsou takovými dùle¾itými pojmy þvìdìtÿ èi þznátÿ a þvìøitÿ. Tyto pojmy mají urèitý vý-znam, který je znám v¹em lidem, kteøí umí mluvit pøíslu¹ným jazykem; jako u vìt¹iny slov, ani význampojmù vìdìt a vìøit není pøesnì ohranièený, co¾ nám nijak nebrání je pou¾ívat v na¹í ka¾dodenní øeèi ive �lozo�i.Jedním z problémù, na které logikové nará¾ejí ve své snaze zachytit vlastnosti pojmù, jsou právìdrobné nuance jejich významù. Logikové proto vytváøejí umìlé, formální systémy, které tento významvíce èi ménì pøesnì zachycují a zpøesòují. Prvním krokem na jejich cestì bývá volba vhodných symbolù- v na¹em pøípadì to je symbol K pro pojem því, ¾eÿ, symbol B pro þvìøíÿ a symboly :;^;_;) a ,pro logické spojky. Symboly ov¹em nezachycují význam pojmù, které symbolizují; jen umo¾òují zapsatvìty pøehlednìj¹ím a struènìj¹ím zpùsobem a vynechat z nich v¹e, co není dùle¾ité pro tu èást významu,která nás v dané chvíli zajímá.Druhým krokem je volba vhodného formálního systému, který by nìjakým zpùsobem zachytil, jak sezvolené pojmy chovají; obvykle øíkáme, ¾e zvolený systém formalizuje logické vlastnosti daných pojmù.V zásadì existují dvì cesty, jak to udìlat:1. syntaktická cesta Mù¾eme se pokusit vybrat axiomy, které by popsaly v¹echny dùle¾ité vlastnostivybraných pojmù. Napøíklad axiom T: KV ) V zachycuje dùle¾itou vlastnost, ¾e vìdìní je pravdivé po-znání. Kdy¾ budeme mít ¹tìstí, najdeme takovou skupinu axiomù, která bude popisovat v¹echny dùle¾itévlastnosti zvoleného pojmu.2. sémantická cesta Pokusíme se nìjak zachytit, za jakých okolností budeme nìjakou vìtu s danýmpojmem pova¾ovat za pravdivou a za jakých okolností za nepravdivou. Opìt máme k dispozici nìkolikzpùsobù, jak to udìlat:2a. tabulková metoda V pøípadì logických spojek nám výbornì poslou¾ily tabulky popisující pravdi-vostní hodnotu slo¾eného výroku v závislosti na pravdivostních hodnotách jednodu¹¹ích výrokù.2b. kripkovské modely Význam zvolených pojmù lze èasto dobøe interpretovat v øeèi mo¾ných svìtù:napøíklad to, ¾e nìco vím, znamená, ¾e umím vylouèit urèité mo¾nosti, jak by mohl vypadat ná¹ svìt, anaopak urèité mo¾nosti pova¾uji za pravdìpodobné.V pøípadì epistemické logiky máme tedy k dispozici axiomy a kripkovské modely. Obojí se sna¾í nìjakzachytit vlastnosti pojmù þvímÿ a þvìøímÿ. Je jasné, ¾e výsledek na¹eho sna¾ení, toti¾ volba axiomù ade�nice kripkovského modelu, se u¾ pøíli¹ nepodobá tomu, s èím jsme zaèali, toti¾ vìtám v bì¾né lidskéøeèi a jejich významu. Pøiznejme si, ¾e ¾ádnému smrtelníkovi kromì logikù neøíká vìta þvím, ¾e sluníèkoje ¾lutéÿ toté¾ jako vìta þpova¾uji za pøípustné (dosa¾itelné) pouze ty mo¾né svìty, v nich¾ je sluníèko¾lutéÿ. Proto je pro logiky dùle¾itá otázka, zda aspoò axiomy a modely popisují tyté¾ vlastnosti vybranýchpojmù.Cvièení 11. 9. soutì¾ní úlohaUka¾, ¾e axiom K: (K(V ) W) ^ KV) ) KW jsme vybrali dobøe - platí ve v¹ech (kripkovských)modelech znalostí nìjakých agentù.24Podobnì jako v pøede¹lém cvièení, mù¾eme také pro obì pravidla ukázat, ¾e s jejich pomocí doká¾emepouze formule, které platí ve v¹ech modelech. Výsledkem je následující dùle¾itá vìta:Vìta 12. (o korektnosti) Ka¾dá formule, kterou lze dokázat s pou¾itím tautologií klasické logiky,axiomu K a pravidel modus ponens a necesitace, je pravdivá ve v¹ech svìtech v¹ech kripkovských modelù.Obrácením pøedchozí vìty vznikne vìta o úplnosti, která øíká, ¾e lze dokázat v¹echny formule, kteréjsou pravdivé ve v¹ech svìtech v¹ech modelù.24Ve svém dùkazu pou¾ívej pouze de�nici kripkovských modelù - rozhodnì nestaèí prohlásit, ¾e dokazované tvrzení jedùsledkem vìty o korektnosti, proto¾e tu teprv dokazujeme!



50 * Rozdíly mezi intuicionistickou a epistemickou logikouV tuto chvíli má¹ nejspí¹ pìkný zmatek v tom, jaký je vlastnì rozdíl mezi intuicionistickou logikoua logikou epistemickou. Obì pøeci zachycují významné vlastnosti znalostí, v obou je øeè o kripkovskýchmodelech a mo¾ných svìtech : : : Podívejme se tedy podrobnìji na rùzné rozdíly mezi tìmito dvìmalogikami.1. Rozdíly v jazyceJazykem nìjaké logiky rozumíme mno¾inu symbolù, které se v té logice pou¾ívají. V intuicionistickélogice je jazyk tvoøen logickými symboly :;^;_;);,, pomocnými symboly ( a ) a promìnnými provýroky A, B, : : : V epistemické logice se vyskytuje navíc symbol K, v doxastické25 logice symbol B.2. Rozdíly v zachycení èasuIntuicionistická logika vìrnì zachycuje, jak na¹e znalosti pøibývají v èase: pøipou¹tí okam¾iky, ve kte-rých nemáme ¾ádné znalosti a øíká, ¾e jednou nabyté pravdivé znalosti se neztrácejí (podmínka perzis-tence).Naproti tomu epistemická logika popisuje znalosti agenta v jednom èasovém okam¾iku. Umo¾òuje urèit,jaké dùsledky by agent mohl odvodit ze svých aktuálních znalostí a které stavy svìta pova¾uje za mo¾néa které za nemo¾né.Kdybychom chtìli pou¾ít epistemickou logiku k popisu toho, jak se znalosti agenta vyvíjejí v èase,museli bychom do ní pøidat dal¹í symboly, napøíklad FA (þnìkdy v budoucnosti bude pravdivý výrokAÿ) a PA (þnìkdy v minulosti byl pravdivý výrok Aÿ). Pomocí tìchto symbolù bychom mohli vyjádøittvrzení jako FKPA (þagent bude vìdìt, ¾e pr¹eloÿ).3. Rozdíly v de�nici kripkovských modelùV dùsledku toho, ¾e kripkovské modely intuicionistické logiky mají zachycovat pøibývání agentovýchznalostí v prùbìhu èasu, musí splòovat podmínku perzistence: S  V a zároveò S � T implikuje T  V;¾ádný výrok, o kterém jsme poznali, ¾e je pravdivý, u¾ pravdivým být nepøestane. (Je tøeba mít na pamìti,¾e intuicionistická logika popisuje znalosti, které nejsou závislé na èase. Výrok þpr¹íÿ mù¾e samozøejmìbýt nìkdy pravdivý a nìkdy ne, ale tímto typem výrokù se intuicionisté nezabývají.)V dùsledku podmínky perzistence nelze S  :V de�novat jednodu¹e jako þnení pravda, ¾e S  Vÿ26a S  V ) W de�novat jednodu¹e jako þnení pravda, ¾e V ^ :Wÿ.Naopak v epistemické logice se de�nice pravdivosti formulí tvaru :V a V ) W v daném mo¾ném svìtìneodvolává na ¾ádné jiné mo¾né svìty.4. Rozdíly v mno¾inì tautologiíZ pøedchozího bodu vyplývá, ¾e v epistemické logice se implikace a negace chovají úplnì stejnì jakov klasické logice, zatímco intuicionistická logika je vùèi tìmto spojkám þpøísnìj¹íÿ (klade si více podmínek,aby uznala nìjakou implikaci èi negaci za pravdivou). Také z formulace axiomù vidíme, ¾e v¹echno, co jepravda v intuicionistické logice, je pravda i v klasické (ale ne naopak), a v¹echno, co je pravda v klasické,je pravda i v epistemické (co¾ platí i obrácenì pro formule, které neobsahují novì pøidané symboly K a B).Tak¾e zatímco intuicionistická logika je obsa¾ena v klasické a má ménì tautologií, epistemická klasickouobsahuje a tautologií má více.Modi�kace epistemických logik pro multiagentní systémyZatím jsme popsali, jak vypadají modely znalostí jediného agenta a jak vypadají kalkuly, které tytoznalosti popisují. Nyní se pokusíme epistemickou logiku roz¹íøit tak, aby umo¾òovala popsat znalosti víceagentù. Skupinám více agentù se v informatice a logice øíká multiagentní systémy; mù¾e to být tøebaskupina agentù tajné slu¾by, skupina robotù, kteøí mají spoleènì vyplnit nìjaký úkol (napøíklad rùznémoduly výzkumné sondy na Marsu) nebo skupina mraveneèkù, kteøí spoleènì staví mraveni¹tì. Typicképro tyto systémy je to, ¾e znalosti jednotlivých agentù se mohou li¹it, ale za urèitých okolností si mohouznalosti i pøedávat.Ji¾ jsme øekli, ¾e formálnì zavedeme pro ka¾dého agenta Ai jeho vlastní symbol Ki, tak¾e KiV budeznamenat, ¾e agent Ai zná (pravdivý) výrok V. Pomocí tìchto symbolù mù¾eme zachytit i slo¾ité agentovyúvahy o tom, co v¹echno vìdí ostatní agenti: napøíklad K1K2K1svítí sluníèko znamená ¾e agent A1si mù¾e øíct þA2 ví, ¾e vím, ¾e svítí sluníèkoÿ.25Doxastické logiky jsou ty, které popisují na¹e domnìnky.26Mù¾e se toti¾ stát, ¾e pro nìjaký svìt S není pravda, ¾e S  V, ale je z nìj dosa¾itelný svìt T , ve kterém je pravda,¾e T  V. Z toho je vidìt, ¾e navrhovaná de�nice negace by naru¹ila podmínku perzistence.



51De�nice Kripkovský model pro mno¾inu agentù A1; : : : An je tvoøen mno¾inou mo¾ných svìtù M amno¾inou relací dosa¾itelnosti �1; � � � �n na mno¾inì M . K modelu patøí je¹tì valuace, která ka¾démumo¾nému svìtu urèuje, které atomární formule, tedy výroky, které neobsahují logické spojky, v nìm jsoupravdivé. Pravdivost slo¾itìj¹ích výrokù musí splòovat následující podmínky:27� S  :V právì tehdy, kdy¾ neplatí S  V� S  V ^W právì tehdy, kdy¾ S  V a S  W� S  V _W právì tehdy, kdy¾ S  V nebo S  W� S  V ) W právì tehdy, kdy¾ S  W nebo neplatí S  V� S  V , W právì tehdy, kdy¾ S  V ) W a S  W ) V� S  KiV právì tehdy, kdy¾ S �i T potom T  VCvièení 13. Pøedstavme si sondu, která pøistála na Marsu. Po povrchu planety se nyní pohybujedrobný robot, který má za úkol provést základní chemický rozbor místní atmosféry a vzorkù hornin. Robotv¹echny výsledky mìøení okam¾itì odesílá mateøské sondì a ta je opìt odesílá vìdcùm na Zem (v pøípadì,¾e by se robot ne¹»astnou náhodou zranil, zapadl do nìjaké díry v zemi èi se prostì rozbil, budou mít vìdcik dispozici alespoò ty informace, které ji¾ stihl odeslat). Formálnì toto pøedávání informací zachycujíimplikace KRA ) KSA a KSA ) KV A.28 Jak se tyto implikace projeví v pøíslu¹ném kripkovskémmodelu?Cvièení 14.Doká¾e¹ v následujícím textu odhalit nìkolik omylù, kterých se autor dopustil?Ka¾dý z mo¾ných svìtù reprezentuje zpùsob, jakým lze nahlí¾et na okolní svìt. Hodláme-li u¾ít episte-mickou logiku pro popis multiagentního systému, pak pøedpokládáme, ¾e svìt zobrazuje znalosti o okolnímsvìtì oèima jednoho z agentù. Relace dosa¾itelnosti mezi svìty de�nuje vztahy mezi uva¾ovanými svìtyopìt z hlediska nìjakého agenta.PøíkladDejme tomu, ¾e agenti, èlenové na¹eho multiagentního spoleèenství, hrají kanastu. Úspì¹nost hráèe jedána nejen náhodou, jaké karty hráè získá pøi rozdávání. Pro úspìch ve høe je nejdùle¾itìj¹í schopnosthráèe usoudit, jaké karty mají jeho spoluhráèi. Ka¾dý z agentù má tedy svùj svìt charakterizovanýkartami, které dr¾í v ruce, a v¹emi informacemi, které hráè postupnì bìhem hry získává. Dal¹ím svìtemje balíèek neodkrytých karet, který není dosa¾itelný pro ¾ádného z agentù. Naopak ji¾ vylo¾ené kartytvoøí svìt dosa¾itelný pro v¹echny. Má-li agent A1 v ruce urèitou kombinaci karet, mù¾e zaèít uva¾ovato rùzných mo¾ných variantách toho, co mají v rukou ostatní agenti. Tyto varianty jsou zcela konzistentnís tím, co agent A1 ví (svìt w1), a patøí tedy do svìtù dosa¾itelných ze svìta w1. Nech» formule V vyjadøujetvrzení þagent A2 dr¾í v ruce nìjaké esoÿ. Má-li napøíklad agent A1 v ruce v¹echna esa, je zøejmé, ¾etvrzení V není pravda v ¾ádném ze svìtù dosa¾itelných ze svìta w1, ba naopak o v¹ech takových svìtechmù¾eme øíci, ¾e V v nich neplatí. Ve svìtì w1 platí �:V, a tudí¾ pro agenta A1 je tvrzení :V nutnìpravdivým. Naopak nech» formule W øíká þagent A2 má v ruce spodkaÿ. Platí-li ve svìtì w1, ¾e agent A1nemá v ruce ¾ádného spodka a mezi kartami vylo¾enými na stole je právì jeden spodek, pak lze odvoditze znalostí platných ve svìtì w1, ¾e }W. Tvrzení W mù¾e být pro agenta A1 pravdivé.( : : : ) Pokud epistemickou logiku pou¾íváme pro reprezentaci znalostí jednotlivých èlenù multia-gentního spoleèenství, pak ka¾dý jednotlivý svìt chápeme jako konzistentní soubor znalostí jednotlivéhoagenta. Vladimír Maøík, Olga ©tìpánková, Jiøí La¾anský: Umìlá inteligence 3, str. 206-207.29
27Vyjmenované podmínky musí být splnìny ve v¹ech mo¾ných svìtech S; T 2 M a musí platit pro v¹echny formule V,W a pro v¹echny agenty A1; : : : An!28Robot, Sonda, Vìdci; A je nìjaký výrok. Zanedbáváme zde skuteènost, ¾e pøedání informací trvá nìjaký èas.29V pùvodním znìní se místo o opistemické logice hovoøí o modální logice; místo þrelace dosa¾itelnostiÿ je pou¾itooznaèení þrelace pøístupnostiÿ; místo oznaèení þdosa¾itelný pro v¹echnyÿ se pou¾ívá þpøístupný v¹emÿ; a koneènì místo V,W jsou v pùvodním textu pou¾ity symboly '; . Tyto zmìny jsou nepodstatné z hlediska významu, ale neznámá terminologieby ètenáøi ztí¾ila orientaci v ji¾ tak nároèném textu.



52 Smìsice poznámek a citátùSdílené znalosti ztracených v davuJedním z prvních, kdo se zaèali zabývat významem sdílených znalostí pro na¹e sociální interakce, bylThomas Schelling v díle Strategie koniktu z toku 1960. Zde èteme:Ztratí-li mu¾ svou ¾enu v nákupním støedisku, ani¾ by se pøed tím domluvili, kde se potkají, pokudse rozdìlí, je velká nadìje, ¾e se opìt brzy najdou. Pravdìpodobnì si ka¾dý z nich vzpomene na nìjakémísto, kde by se evidentnì mohli potkat, tak evidentnì, ¾e si oba budou jisti, ¾e to je þevidentníÿ pro nìpro oba. ®ádný z nich se nebude sna¾it prostì uhodnout, kam ten druhý pùjde, co¾ by bylo tam, kam byhádal, ¾e ten druhý bude hádat, ¾e (ten první) pùjde, a tak donekoneèna. Nejenom þCo bych dìlal najejím místì?ÿ ale þCo bych dìlal, kdybych na jejím místì pøemý¹lel, co by udìlala, kdyby pøemý¹lela, cobych udìlal já na jejím místì. . .?ÿ30V roce 1969 Lewis popsal tento problém v jazyce teorie her. Jedná se o strategickou hru, v ní¾ sehráèi rozhodují souèasnì. Pøedstavme si, ¾e obchodní dùm, ve kterém se nachází man¾elé Petr a PavlínaNovákovi, má ètyøi patra. V ka¾dém políèku následující tabulky je zapsáno, kolik uspokojení získá Petr (1.polo¾ka) a kolik Pavlína (2. polo¾ka), jestli¾e Petr bude v patøe odpovídajícím danému øádku a Pavlínav patøe odpovídajícím danému sloupeèku.Petr n Pavlína 1. patro 2. patro 3. patro 4. patro1. patro2. patro3. patro4. patro (1,1) (0; 0) (0; 0) (0; 0)(0; 0) (1,1) (0; 0) (0; 0)(0; 0) (0; 0) (1,1) (0; 0)(0; 0) (0; 0) (0; 0) (1,1)Vidíme, ¾e pro oba þhráèeÿ této jednoduché hry jsou výhodné tyté¾ situace - toti¾ ty, v nich¾ se sejdouve stejném patøe. Tyto situace se nazývají Nashovy rovnová¾né pozice, proto¾e pokud se jich podaøídosáhnout, ¾ádný z hráèù u¾ nebude mít dùvod danou situaci nìjak þvylep¹ovatÿ.31Je jasné, ¾e pro oba nároènost této hry spoèívá ve výbìru patra do jít. Za jakých okolností se Petrrozhodne jít do 2. patra? Bude to tehdy, kdy¾ bude mít pøimìøenou jistotu, ¾e do tého¾ patra pùjde iPavlína (jistota 1. øádu). Takovou pøimìøenou jistotu mù¾e mít jen tehdy, kdy¾ bude mít pøimìøenoujistotu, ¾e Pavlína má pøimìøenou jistotu, ¾e on pùjde do 2. patra. K tomu, aby Pavlína mìla pøimìøenoujistotu, ¾e Petr pùjde do 2. patra (jistota 2. øádu), potøebuje mít pøimìøenou jistotu, ¾e Petr má pøimì-øenou jistotu, ¾e ona pùjde do 2. patra (jistota 3. øádu), tak¾e celkovì Petr potøebuje mít jistotu 4. øádu,¾e. . . Kdyby tak Petr vìdìl, ¾e Pavlína ví, ¾e on ví, ¾e ona ví, ¾e on ví, . . . ¾e pùjde do 2. patra, bylo byto dobrým dùvodem tam jít.Pøesnì tímto zpùsobem Lewis de�nuje sdílenou znalost Z skupiny agentù. Sdílená znalost je takováznalost, ¾e pro ka¾dé n a pro ka¾dou posloupnost agentù A1; A2; : : : An (tentý¾ agent se v posloupnostimù¾e opakovat vícekrát) platí: þA1 ví, ¾e A2 ví, ¾e : : : ¾e An ví, ¾e Z.ÿ Speciálnì pro n = 1 dostáváme,¾e v¹ichni agenti vìdí, ¾e Z.Hra dvou vìzòùZ pøede¹lého vyprávìní by se mohlo zdát, ¾e Nashovy rovnová¾né pozice v¾dy odpovídají tìm nejvý-hodnìj¹ím celkovým výsledkùm hry. Uka¾me si hru, ve které Nashova rovnová¾ná pozice je pro oba hráèenevýhodná - a pøesto v ní hra skonèí, budou-li hráèi hrát rozumnì!Ty a tvùj par»ák jste obvinìni z kráde¾e. Ka¾dý z vás je uvìznìn v jiné cele, tak¾e se nemù¾ete nijakdomlouvat. Tvùj právník ti sdìlil, ¾e pokud se ani jeden z vás nepøizná, budete oba na základì èásteènýchdùkazù odsouzeni ke dvìma letùm vìzení. Pokud se pøizná¹ a bude¹ svìdèit proti svému par»ákovi, zatímcoon se nepøizná, dostane¹ pouze roèní trest, zatímco tvùj par»ák bude odsouzen na ètyøi roky vìzení. Pokudse pøiznáte oba, odsedíte si v chládku tøi roky. Ví¹ také, ¾e tvùj par»ák je ve stejné situaci jako ty.Celou situaci mù¾e¹ zachytit tabulkou:30Pøeklad je mùj vlastní: When a man loses his wife in a department store without any prior understanding on whereto meet if they get separated, the chances are good that they will �nd each other. It is likely that each will think of someobvious place to meet, so obvious that each will be sure that it is "obvious" to both of them. One does not simply predictwhere the other will go, which is wherever the �rst predicts the second to predict the �rst to go, and so ad in�nitum. Not"What would I do if I were she?" but "What would I do if I were she wondering what she would do if she were wonderingwhat I would do if I were she . . . ?"Thomas Schelling: The Strategy of Conict, Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts 1960.31Anglický výraz je Nash equilibrium.



53já n par»ák pøizná se nepøizná sepøiznám senepøiznám se (3; 3) (1; 4)(4; 1) (2; 2)Pravdìpodobnì bude¹ uva¾ovat asi takto: þBez ohledu na to, jestli se mùj par»ák pøizná nebo ne, jepro mì výhodnìj¹í se pøiznat - v obou pøípadech dostanu o dva roky ni¾¹í trest.ÿProto¾e tvùj par»ák uva¾uje úplnì stejnì, oba se pøiznáte a odsedíte si tøi roky za møí¾emi. Pøi tom bypro vás pro oba bylo výhodnìj¹í, kdyby se ani jeden z vás nepøiznal (odsedìli byste si pouze dva roky)!Jen¾e pozice (2,2) není rovnová¾ná - alespoò jeden z vás by si mohl polep¹it tím, ¾e by se pøiznal. Prototato situace pravdìpodobnì nenastane - kdyby to vypadalo, ¾e se nechce¹ pøiznat, tvùj par»ák zpozorujesvou pøíle¾itost, pøizná se a bude svìdèit proti tobì. Tobì nezbyde, ne¾ se pøiznat také (pøeci jen je lep¹íodsedìt si tøi roky ne¾ ètyøi) : : :Cvièení 15. Zkus najít situace ze skuteèného ¾ivota, v nich¾ Nashova rovnová¾ná pozice (tedy pozice,ve které si u¾ nikdo ze zúèastnìných nemù¾e nijak polep¹it) je pro v¹echny ménì výhodná ne¾ nìjaká jinápozice, ve které si ale nìkdo mù¾e polep¹it (nejspí¹ na úkor ostatních).



54 Nápovìdy, øe¹ení a poznámky k nìkterým cvièenímØe¹ení cvièení 1Pøíslu¹ná formule by musela vypadat asi takto:CF , EF ^EEF ^ EEEF ^ : : :V¹echny výskyty symbolu E mù¾eme zkusit nahradit podle de�nice:CF , K1F ^K2F ^ : : :KnF^K1K1F ^K1K2F ^ : : : ^K1KnF ^K2K1F ^K2K2F ^ : : : ^KnKnF^K1K1K1F ^ : : : ^K1KnK1F ^K1KnK2F ^ : : : ^KnKnKnF^: : :Poznámka ke cvièení 1 Obì formule, které jsme napsali vý¹e, jsou nekoneèné. V logice nenízvykem pracovat s nekoneènými formulemi a navíc je otázkou, jestli skuteèní agenti, kteøí jsou koneèní,mohou podle této de�nice nìkdy sdílet znalosti s jinými agenty. Pokud toti¾ agenti A1 a A2 sdílí znalostF, mìl by ka¾dý z nich mít nekoneèné mno¾ství znalostí tvaru K1F;K1K2F;K1K2K1F; : : : ! Pøi tom jezøejmé, ¾e napøíklad lidé mají s jinými lidmi mnoho spoleèných vlastností i pøes to, ¾e jejich mozek jeschopen ukládat pouze koneèné mno¾ství informace.Podobnì jako v jiných problémech, se kterými se v epistemické logice setkáme, i zde je øe¹ením prohlásit,¾e agenti nemusí mít v¹echny tyto znalosti aktuálnì þulo¾ené v pamìtiÿ, ale musí je mít potenciálnì èiimplicitnì - na základì svých znalostí a schopností by si je mohli kdykoli odvodit èi domyslet.Øe¹ení cvièení 4 V pøípadì, ¾e V , B007V, by obrázek vypadal takto:
S1  V,W S2  V,¬W

S3  ¬V,W S4  ¬V,¬WPoznámka ke cvièení 5Zatímco ve skuteèném svìtì je mezi formulemi K:V a :KV zcela zásadní rozdíl, pøi psaní poèíta-èových programù se obèas pova¾ují za ekvivalentní. Konkrétnì je to napøíklad v nìkterých databázích(programech pro ukládání a pozdìj¹í vyhledávání velkého mno¾ství informací) a dále tøeba v programo-vacím jazyku ProLog. V obou pøípadech se jedná o situaci, kdy se u¾ivatel zeptá, zda je pravdivý nìjakývýrok V. Poèítaè prohledá soubor informací, které þznáÿ (má je ulo¾ené v pamìti; buï to jsou informaceulo¾ené v databázi, v pøípadì jazyka ProLog to jsou informace obsa¾ené v samotném programu) a pokudmezi nimi najde výrok V, odpoví u¾ivateli, ¾e je pravdivý. Pokud výrok V nenajde, odpoví u¾ivateli, ¾e jenepravdivý.32 Budeme-li formuli KV pova¾ovat za zápis tvrzení þpoèítaè pova¾uje výrok V za pravdivýÿ,bude skuteènì platit K:V , :KV! Ti, kteøí programují v ProLogu nebo pou¾ívají zmiòované databáze,vìdí, ¾e si musí dávat veliký pozor na zpùsob, jakým jejich poèítaè rozumí negacím.Øe¹ení cvièení 6 Znalosti agenta jsou v souladu s aktuálním stavem svìta ve svìtech S4; S5; S6 aS7. V¹echny tyto svìty jsou toti¾ dosa¾itelné samy ze sebe.Øe¹ení cvièení 7
V

T
S

U32Tento zpùsob nakládání s negací se oznaèuje anglickým výrazem negation as failure, tedy negace jako neúspìch.



55Øe¹ení cvièení 8Vìdìní je v¾dy pravdivá znalost, tedy KV ) V. V¹imni si, ¾e pokud pøipou¹tíme pouze pravdivéznalosti, tak je z ka¾dého svìta dosa¾itelný alespoò on sám.33Pøedpokládejme, ¾e ka¾dé dva mo¾né svìty se li¹í pravdivostí alespoò jednoho výroku. Pokud je agentv¹evìdoucí a nikdy se nemýlí (V , KV), je z ka¾dého svìta dosa¾itelný pouze tento svìt sám. V pøípadìse ètyømi svìty z pøíkladu 2 vypadá obrázek takto:
S1  V,W S2  V,¬W

S3  ¬V,W S4  ¬V,¬WV¹imni si, ¾e v tomto pøípadì je agent schopen pøesnì urèit, ve kterém mo¾ném svìtì se nachází - jenjediný svìt je pro nìj dosa¾itelný.Kdybychom pøipustili mo¾nost, ¾e ve dvou mo¾ných svìtech S a T jsou pravdivé pøesnì tyté¾ výroky,vypadal by obrázek takto:
S

TØe¹ení cvièení 9 Pokud pøipustíme, ¾e agent má v¹echny pravdivé poznatky (V ) BV) a takénìkteré nepravdivé domnìnky (nastane pøípad :V ^ BV), nebude z daného mo¾ného svìta dosa¾itelnýani on sám, ani ¾ádný jiný. Ve chvíli, kdy agent vìøí nìjakému výroku i s jeho negací (BV^B:V), nemù¾ebýt dosa¾itelný ¾ádný mo¾ný svìt, proto¾e v ka¾dém mo¾ném svìtì je splnìna podmínka klasické logiky,¾e negace výroku je pravdivá právì tehdy, kdy¾ výrok sám není pravdivý. V ¾ádném mo¾ném svìtì tedyvýroky V a :V nemohou být souèasnì pravdivé.Øe¹ení cvièení 10 Pøedpokládejme, ¾e platí axiom T: KA ) A. Verzi axiomu D doká¾eme sporem.Nech» platí K(A ^ :A). Potom podle T také A ^ :A, co¾ je spor.Øe¹ení cvièení 11Pøedpokládejme, ¾e máme nìjaký kripkovský model a v nìm nìjaký svìt S.Jestli¾e S  K(V ) W) ^ KV, tak pro v¹echny svìty T dosa¾itelné z S platí T  V ) W a takéT  V. Ov¹em podle de�nice pravdivosti implikace z toho plyne, ¾e T  W. Odtud S  KW, proto¾e vev¹ech svìtech dosa¾itelných z S je W pravdivé.Nápovìda ke cvièení 13 Zjisti, jak se li¹í mno¾ina mo¾ných svìtù dosa¾itelných z daného svìtavzhledem k relacím �R;�S;�V !Øe¹ení cvièení 13 Vzhledem k tomu, ¾e vìdci mají k dispozici více informací ne¾ sonda (napøíkladinformace od dal¹ích sond nebo informace z dalekohledù na zemi), pova¾ují ménì mo¾ností za pøípustné:ménì stavù svìta je v souladu s jejich poznatky. Naopak, v¹echny stavy svìta, které vìdci pova¾ují zamo¾né (jsou dosa¾itelné v relaci �V ) jsou v souladu se v¹emi poznatky sondy (tak¾e jsou dosa¾itelné iv relaci �S). Jinak øeèeno, jestli¾e pro dva svìty P a Q platí P �V Q, tak pro nì platí také P �S Q apokud P �S Q, tak P �R Q. Pokud oznaèíme mno¾inu mo¾ných svìtù dosa¾itelných z nìjakého pevnìdaného svìta v relaci �V (resp. �S ;�R) symbolem MV (resp. MS ;MR), bude platit MV �MS �MR.33Øekneme, ¾e relace dosa¾itelnosti je reexivní.
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≤V

≤S

P

Q1

Q2

Q3

MV = {Q1}

MS = {Q1, Q2}

MR = {Q1, Q2, Q3}
≤R

Øe¹ení cvièení 14V prvé øadì, autor si neuvìdomil, ¾e v ka¾dém mo¾ném svìtì je o ka¾dé atomické formuli øeèeno,zda je pravdivá èi nepravdivá. Jak by tedy mohla být pravda, ¾e þka¾dý jednotlivý svìt chápeme jakokonzistentní soubor znalostí jednotlivého agentaÿ, kdy¾ znalosti jednotlivého agenta jsou neúplné a tedyexistují atomické výroky, o kterých neví, zda jsou pravdivé èi nepravdivé?Za druhé, autor se domnívá, ¾e v¹em agentùm pøíslu¹í jakási spoleèná relace dosa¾itelnosti (þagentA1 (: : : ) mù¾e zaèít uva¾ovat o rùzných mo¾ných variantách toho, co mají v rukou ostatní agenti. Tytovarianty jsou zcela konzistentní s tím, co agent A1 ví (svìt w1), a patøí tedy do svìtù pøístupných ze svìtaw1.ÿ). Ve skuteènosti má ka¾dý agent svou vlastní relaci dosa¾itelnosti; autor citovaného textu se správnìdomnívá, ¾e tato relace dosa¾itelnosti odpovídá tomu, ¾e dané stavy svìta jsou v souladu s agentovýmipoznatky.



574. MODÁLNÍ LOGIKYShledáváme toti¾ ve vìcech nìkteré, u nich¾ jest mo¾no býti a nebýti, nebo» se shledává, ¾e nìkteré serodí a hynou a v dùsledku toho mohou býti a nebýti. Ale jest nemo¾né, aby v¹echno, co je takové, bylov¾dycky, ponìvad¾ co mù¾e nebýti, nìkdy není. Jestli¾e tedy v¹echno mù¾e nebýti, nìkdy nebylo skuteènìnic. Jestli v¹ak toto jest pravda, ani nyní by nic nebylo, ponìvad¾ co není, nezaèíná leè skrze nìco, cojest. Nebylo-li tedy ¾ádného jsoucna, nebylo mo¾né, aby nìco zaèalo býti, co¾ je zøejmì nesprávné. Tedyne v¹echna jsoucna jsou mo¾ná, nýbr¾ musí býti ve vìcech nìco nutného. Ale ka¾dé nutné buï má pøíèinusvé nutnosti odjinud, nebo nemá. Není pak mo¾no postupovati do nekoneèna v nutných, je¾ mají pøièinusvé nutnosti, jako to není mo¾né u pøíèin úèinných, jako bylo dokázáno. Tedy jest nutno stanoviti nìco,co je samo sebou nutné, nemajíc odjinud pøíèiny nutnosti, nýbr¾ co jest pøíèinou nutnosti jiným.Tomá¹ Akvinský: Summa theologicae1Cvièení 1. O èem myslí¹, ¾e je pøedcházející text? Doká¾e¹ v nìm objevit nìjakou logickou chybu?Podle ukázky jsi mo¾ná uhodl, ¾e dnes bude øeè o tom, co je mo¾né a co je nutné. To jsou otázky,které trápily �lozofy po celá staletí.Na konci 20. let zalo¾ila skupinka vìdcù, z nich¾ nejvýznamnìj¹ím byl �lozof a logik Rudolf Carnap,uskupení nazvané Vídeòský kruh. Jejich manifestem se stal text nazvaný Vìdecký svìtový názor - Vídeò-ský kruh2, ve kterém od samého poèátku prohla¹ují, ¾e v¹echny problémy tradièní �lozo�e jsou buïtopseudoproblémy vytvoøené nesprávným zacházením s jazykem, nebo by je mìla øe¹it fyzika èi biologie:Vyjasòování tradièních �lozo�ckých problémù vede k tomu, ¾e budou èásteènì odhaleny jako problémyzdánlivé, a èásteènì pøemìnìny v problémy empirické a tím podøízeny soudu empirických vìd.Jaroslav Peregrin: Analytická �loso�e (náèrt!), kapitola 4, str. 3.Základním pøínosem Vídeòského kruhu moderní �lozo�i se stal jejich obrovský dùraz na to, aby bylojasnì øeèeno, co znamenají pojmy, se kterými se pracuje. Carnap a ostatní èlenové skupiny se toti¾domnívali, ¾e v¹echny �lozo�cké problémy pùjde rozlousknout pomocí logické analýzy jazyka, tedy pomocírozboru logických vztahù mezi pou¾itými slovy a jejich významù.3 Proto se pro nì v¾ilo také oznaèenílogiètí pozitivisté.4Vra»me se k textu od Tomá¹e Akvinského a podobnì jako pozitivisté se pokusme zamyslet nad tím,co znamenají slova, která se v textu vyskytují. Døíve ne¾ tak uèiníme, podívejme se do slovníku cizíchslov, co znamenají výrazy, s nimi¾ se budeme èasto setkávat:modální slovesa (zpùsobová) = obmìòující význam slovesa po stránce zpùsobové (mo¾nosti, vùle,nutnosti apod.): chtít, mít (za povinnost), moci, musit, smìt, napø. nemocný chce jíst, ale smí jen pít;modální èástice = vyjadøující stanovisko mluvèího k obsahu vìty, napø. mo¾ná, prý atp.;modalita = 1. mo¾ný zpùsob, jak se nìco provádí, nebo okolnost, za ní¾ se (podle úmluvy) nìcoprovádí 2. stupeò jistoty urèitého soudu, jeho charakteristika z hlediska þsílyÿ tvrzení 3. uplatòovánípostoje mluvèího ve výpovìdi, tj. ¾e ji pova¾uje za skuteènou, chtìnou atp.Doc. dr. Lumír Klime¹, CSc.: Slovník cizích slov, str. 452.Slovem modalita budeme vìt¹inou oznaèovat slova þmo¾náÿ a þnutnìÿ a logické symboly} a�, kterýmije oznaèujeme. V ¹ir¹ím smyslu se v logice za modality pova¾ují v¹echny výrazy, které v nìjakém smysluvyjadøují vztah mluvèího k urèitému výroku nebo upravují jeho význam, napøíklad tedy výrazy þvìøím,¾eÿ, þvím, ¾eÿ, þje v¹eobecnì známo, ¾eÿ, þje pøikázánoÿ, þmusím zaøídit, abyÿ, þnesmím dopustit, abyÿ,þje dokazatelné, ¾eÿ a mnohé dal¹í.Rozhodne-li se logik zaèít zkoumat logické vlastnosti nìjakých slov pøirozeného jazyka, v na¹em pøípadìslov þnutnìÿ a þmo¾náÿ, má nìkolik mo¾ností jak zaèít:1Pøelo¾ili èe¹tí dominikáni. Franti¹ek Marek, ©tìpán Zapletal: Filoso�cká èítanka, str. 50-51.2Kromì Carnapa se na sepisování textu podíleli také matematik Hans Hahn a sociolog Otto Neurath.3U¾ dávno pøed nimi racionalista Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) tvrdil, ¾e mnohé �lozo�cké problémy by zmi-zely, kdyby se podrobnìji prozkoumaly nedokonalosti jazyka. My¹lenkové proudy 20. století, které rozvíjejí tuto my¹lenku,nazýváme souhrnnì analytická �lozo�e.4Slùvko pozitivismus zde oznaèuje pøesvìdèení, ¾e skuteèný smysl mají pouze otázky, na které lze odpovìdìt na základìpozorování a mìøení, tedy otázky empirické, na které dávají odpovìï pøírodní vìdy.



58 1) Pomocí nìkolika formulí popsat, jak se tato slùvka chovají, a pou¾ít je jako axiomy logického systému.Tento zpùsob se nazývá axiomatický nebo také syntaktický, proto¾e vede k vytváøení systémù, se kterýmimù¾eme pracovat, i kdy¾ zapomeneme na pùvodní význam symbolù; takové systémy se v logice nazývajíkalkuly a èást logiky, která se jimi zabývá, syntaxe. Syntaxe zahrnuje i volbu symbolù pro dùle¾ité pojmya popis, jak smíme tyto symboly øadit za sebe. (Napøíklad posloupnost symbolù ^B_ ) A: toti¾ nedává¾ádný smysl.)2) Formulovat kritéria pro urèování pravdivosti výrokù þmo¾ná Aÿ a þnutnì Aÿ. Napøíklad mù¾emezkusit nalézt tabulky, které by urèily pravdivostní hodnotu výrokù þmo¾ná Aÿ a þnutnì Aÿ na základìpravdivostní hodnoty výroku A. Nebo mù¾eme vytváøet modely, pomocí kterých urèíme pravdivost výrokùþmo¾ná Aÿ a þnutnì Aÿ v rùzných mo¾ných stavech svìta. Tento postup se nazývá sémantický, proto¾ese týká logického zkoumání významu, tedy èásti logiky nazývané sémantika.3) Popsat, jaké argumenty a protiargumenty lze pou¾ít v diskuzi o vìtì, která zmiòovaná slùvkaobsahuje. To lze udìlat napøíklad urèením pravidel logické hry. Tento postup se nazývá dialogický nebodynamický, proto¾e se pøi nìm logiku nahlí¾íme jako soubor pravidel pro rozhovor - dialog, nebo jakodynamický proces pøesvìdèování partnera v dialogu.5 Lukasiewiczovo zkoumání vlastností modalitPrvním, kdo se zabýval zkoumáním logických vlastností modalit, byl polský logik Jan  Lukasiewicz,který se pøi svém studiu støedovìké �lozo�e pokusil symbolizovat pravidla støedovìké modální logiky (tedylogiky zabývající se výroky o tom, co je mo¾né a nutné) pomocí moderní logiky výrokové.  Lukasiewiczzavedl následující znaèení:}A je mo¾né, ¾e A possibile:}A není mo¾né, ¾e A impossibile}:A je mo¾né, ¾e ne-A contingens:}:A není mo¾né, ¾e ne-A necessariumJak ukazuje úvodní citát, k úvahám o mo¾ném patøí také úvahy o nutném. Pro nutnost máme opìtètyøi mo¾nosti:�A je nutné, ¾e A:�A není nutné, ¾e A�:A je nutné, ¾e ne-A:�:A není nutné, ¾e ne-ACvièení 2. Latinská slova possibile, impossibile a necessarium znamenají mo¾né, nemo¾né a nutné.Rozhodni, jak tyto tøi mo¾nosti zapsat pomocí symbolu �. Lukasiewicz dále zkoumá tøi pøirozené vlastnosti tohoto typu výrokù:(~1) Jestli¾e není mo¾né, ¾e A, pak ne-A. :}A ) :A(~2) Jestli¾e ne-A, pak (v tomté¾ èasovém okam¾iku) není mo¾né, ¾e A. :A ) :}A(~3) Pro nìkteré výroky B platí, ¾e je mo¾né, ¾e B, i ¾e je mo¾né, ¾e ne-B.Existuje B takové, ¾e }B ^ }:B.Odhlédneme-li od toho, ¾e se nám nepodaøilo formalizovat tøetí vlastnost èistì výrokovì-logickou for-mulí, máme tu dal¹í problém:Cvièení 3. Pomocí axiomu (A3) klasické logiky(A3) (:B ) :A) ) (A ) B)odvoï z (~1) a (~2) formuli C , }C.To u¾ je samo o sobì divné: øíká to napøíklad, ¾e je-li mo¾né, ¾e vyhraji ve Sportce milión (proto¾ejsem si vsadila), tak vyhraji ve Sportce milión! Jen¾e to není v¹echno:Cvièení 4. Na základì pøede¹lého cvièení mù¾eme v¹echny výskyty znaku } v (~3) vymazat. Zjisti,co dostaneme.Vidíme, ¾e aèkoli tøi zmiòované vlastnosti vypadaly celkem rozumnì, vede jejich pøijetí k nepøija-telným dùsledkùm. Po tomto poèáteèním neúspìchu s axiomatickým postupem, se  Lukasiewicz obrátilk sémantickému zpùsobu zkoumání logických vlastností slov þmo¾náÿ a þnutnìÿ.5Dialogický pøístup k modální logice je pomìrnì komplikovaný a proto není v textu vylo¾en.



59 Lukasiewiczova trojhodnotová logika Lukasiewicz navrhuje místo výrokové logiky, která pracuje pouze s dvìma pravdivostními hodnotami- výrok je pravdivý nebo nepravdivý - pou¾ít logiku trojhodnotovou, ve které je navíc i pravdivostníhodnota mo¾nost . Tuto tøetí hodnotu budeme znaèit x.Ostatnì princip dvouhodnotovosti odmítal u¾ Aristoteles. Jeho oblíbeným pøíkladem byla vìta þzítrabude námoøní bitvaÿ. Pokud je tato vìta pravdivá, musí se zítra nutnì konat námoøní bitva, aèkoli o tomje¹tì nikdo nerozhodl. Je-li nepravdivá, je nemo¾né, aby se bitva konala. Jestli¾e tato vìta musí mít jednuz pravdivostních hodnot pravda / nepravda, je o tom, zda se bitva bude konat, pøedem rozhodnuto anemù¾eme s tím u¾ nic udìlat.Pozdìji byl tento problém zformulován je¹tì razantnìji. Napøíklad ¹výcarský reformátor Kalvín tvrdil,¾e o ka¾dém èlovìku Bùh pøedem ví, jestli bude spasen nebo ne - nemáme ¾ádnou ¹anci to svým jednánímovlivnit. Díky tomu, ¾e Bùh je v¹evìdoucí, musí být pøedem dáno, koho spasí : : :Na poli �lozo�e vede tedy dvouhodnotová logika k deterministickému pohledu na svìt a popírá jakoukolimo¾nost svobodné volby ohlednì toho, co budeme jíst, pít, jakými cestami se budeme ubírat a s kým sebudeme pøátelit. V¹echno je pøedem urèeno, nebo» výroky jako þbudu-li je¹tì na¾ivu, dám si 13. èervence2013 k obìdu gulá¹ÿ mají pøedem danou (aè nám neznámou) pravdivostní hodnotu. Lukasiewicz nabízí øe¹ení: výroky o budoucnosti nech» mají pravdivostní hodnotu x, které budeme ro-zumìt jako þmo¾nostÿ. Samozøejmì musíme urèit, jakou pravdivostní hodnotu budou mít slo¾ené výroky;po vzoru klasické logiky to udìláme pomocí tabulek.Hodnota x odpovídá tomu, co se v logice a �lozo�i bì¾nì nazývá kontingence - výrok s pravdivostníhodnotou x mù¾e být pravdivý a mù¾e také být nepravdivý. Vojtìch Kolman pøesvìdèivì dokládá, ¾ebì¾né u¾ití slova þmo¾náÿ odpovídá právì kontingenci:Øekneme-li v bì¾né promluvì, ¾e nìjaká situace (A), napø. vítìzství urèité strany ve volbách, je doceladobøe mo¾ná (}A), nespornì tím popíráme, ¾e by tato strana ve volbách vyhrát nemohla, tzn. ¾e by jejíprohra byla nutná (:�:A). To, ¾e by vyhrát musela (�A), samozøejmì nepøedpokládáme (nespolutvr-díme), zdá se ale, ¾e to dokonce implicitnì vyluèujeme (:�A), nebo» na pøíslu¹ný dotaz (þmyslíte si, ¾emusí vyhrát?ÿ) odpovíme nejspí¹ zápornì: þNemusí ani vyhrát ani prohrát, obojí je mo¾né.ÿVojtìch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborníku Mo¾nost, skuteènost, nutnost, str. 40. Lukasiewicz pro logické spojky navrhl následující tabulky:
B :B }B �B1 0 1 1x x 1 00 1 0 0

A B A ^ B A _ B A ) B A , B1 1 1 1 1 11 x x 1 x x1 0 0 1 0 0x 1 x 1 1 xx x x x 1 1x 0 0 x x x0 1 0 1 1 00 x 0 x 1 x0 0 0 0 1 1Místo toho, abychom pro ka¾dou kombinaci hodnot A a B psali zvlá¹tní øádek, mù¾eme pro ka¾douspojku napsat její vlastní tabulku, ve které hodnoty A napí¹eme do levého sloupeèku a hodnoty B dohorního øádku:A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x 00 0 0 A _ B 1 x 01x0 1 1 11 x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 1 x1 1 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x 1 x0 x 1Za tautologie této trojhodnotové logiky budeme pova¾ovat ty formule, které pro v¹echny mo¾né hod-noty svých promìnných mají pravdivostní hodnotu 1.Následující tautologie klasické logiky nejsou tautologiemi trojhodnotové modální logiky. V závorce jepro zajímavost a zmatení ètenáøe uvedeno, zda se jedná o intuicionistickou tautologii.6(1) A _ :A zákon vylouèeného tøetího (intuicionisticky neplatí)6V této logice ale platí nìkteré z èasto zpochybòovaných tautologií klasické logiky:(1) A ) (B ) A) axiom (A1), þparadox implikaceÿ (intuicionisticky platí)



60 (2) :(A ^ :A) zákon sporu (intuicionisticky platí)(3) (A ^ :A) ) B spor implikuje cokoli (intuicionisticky platí)(4) (:A ) A) ) A dùkaz sporem (intuicionisticky neplatí)(5) (A ) :A) ) :A vyvrácení sporem (intuicionisticky platí)To, ¾e v trojhodnotové logice neplatí zákon vylouèeného tøetího, bychom mo¾ná uhodli u¾ z jeho názvu- samozøejmì, ¾e pøipou¹tíme i tøetí mo¾nost, toti¾ ¾e výrok není þani pravdivý, ani nepravdivýÿ!O nìco pøekvapivìj¹í u¾ se mù¾e zdát to, ¾e neplatí zákon sporu, tedy ¾e nìjaký výrok þmù¾e býtsouèasnì pravdivý i nepravdivýÿ. Ov¹em je dobré si uvìdomit, ¾e ve skuteènosti to znamená pouze to, ¾eA ^ :A mù¾e mít i jinou hodnotu ne¾ þnepravdaÿ. Konkrétnì mù¾e mít i hodnotu þmo¾náÿ, ale nemù¾emít hodnotu þpravdaÿ! Víme-li, zda je výrok A pravdivý èi nepravdivý (pravdivostní hodnota A je 1 nebo0), má výrok A ^ :A hodnotu þnepravdaÿ. Pouze v pøípadì, ¾e výroku A pøiøadíme hodnotu þmo¾náÿ,má také výrok A ^ :A hodnotu þmo¾náÿ. Zkrátka a dobøe, v téhle logice si mù¾eme dovolit následujícízbrklou úvahu: þJestli¾e mù¾e být pravdivý výrok A a také mù¾e být pravdivý výrok :A (co¾ odpovídátomu, ¾e A má hodnotu x), tak mù¾e být pravdivý i výrok A ^ :A.ÿTo, ¾e neplatí tøi zbývající formule, je dùsledkem toho, ¾e neplatí zákon sporu.Cvièení 5. Uka¾, ¾e ¾e v trojhodnotové modální logice platí následující:(1) �A , :}:A de�nice � pomocí }(2) }A , :�:A de�nice } pomocí �7(3) �(A ) B) ) (�A ) �B) axiom K(4) Jsou-li A a A ) B tautologiemi této logiky, je i B tautologií této logiky. pravidlo modus ponens(5) Je-li A tautologií této logiky, je i �A tautologií této logiky. pravidlo necesitaceCvièení 6. Uka¾, ¾e v této logice platí implikace �A ) A a A ) }A vyjadøující, ¾e je-li nìco nutné,pak to tak je, a pokud je nìjaký výrok pravdivý, pak je mo¾né, aby byl pravdivý. Uka¾ také, ¾e platíekvivalence }}A , }A a ��A , �A, tedy uka¾, ¾e(1) A je mo¾né, právì kdy¾ je mo¾né, ¾e A je mo¾né(2) A je nutnì pravdivé, právì kdy¾ je nutné, ¾e A je nutnì pravdivéSpojky této logiky nejsou nezávislé; ve skuteènosti lze v¹echny de�novat pomocí implikace a negace.De�nice jsou následující:A _ B je zkratkou za (A ) B) ) BA ^ B je zkratkou za :(:A _ :B)A , B je zkratkou za (A ) B) ^ (B ) A)}A je zkratkou za :A ) A�A je zkratkou za :}:ACvièení 7. Celkem pøekvapivì vypadá zji¹tìní, ¾e  Lukasiewicz de�noval tabulku pro }A na základìekvivalence }A , (:A ) A). Ovìø, ¾e tato ekvivalence je tautologií trojhodnotové modální logiky.Cvièení 8. Uka¾, ¾e v modální trojhodnotové logice platí (~1) :}A ) :A; ale neplatí (~2) :A ):}A.Vidíme, ¾e  Lukasiewicz ve své snaze vytvoøit formální systém, který by odpovídal støedovìké modálnílogice, pøíli¹ neupìl: kdy¾ to zkou¹el axiomaticky, dospìl ke sporu (viz cvièení 4); kdy¾ to zkou¹el pomocítabulek, nepodaøilo se mu zachytit vlastnosti, které mo¾nosti a nutnosti pøisuzovali støedovìcí myslitelé(viz cvièení 8). Zdá se tedy, ¾e nám nezbývá nic jiného, ne¾ vrátit se ke Carnapovì návrhu poøádnì sezamyslet na významem slov þmo¾náÿ a þnutnìÿ.(2) :A ) (A ) B) þparadox implikaceÿ (intuicionisticky platí)(3) (:B ) :A) ) (A) B) axiom (A3) (intuicionisticky neplatí)(4) A , ::A zákon dvojí negace (intuicionisticky neplatí)7Díky ekvivalencím �A , :}:A a }A , :�:A staèí napsat tabulku pro jednu z modalit }, � a pøijmout vhodnouz nich jako axiom. Obì tyto formule platí témìø ve v¹ech modálních logikách, proto¾e popisují vlastnost vìt¹iny modalit:nutné je to, co nemù¾e být jinak, a mo¾né je to, co nemusí nebýt.



61Rùzné druhy mo¾nostiPøi studiu logických vztahù mezi výroky o mo¾nosti a nutnosti velmi brzy narazíme na to, ¾e slùvkaþmo¾náÿ a þnutnìÿ pou¾íváme v mnoha rùzných kontextech a v ka¾dém znamenají nìco trochu jiného.Pokusme se nyní popsat nìkolik základních zpùsobù chápání tìchto vìt.Redukcionistická teorie modalitNìkteré vìty o mo¾nosti a nutnosti lze pøeformulovat jako vìty se slùvky þka¾dýÿ a þnìkterýÿ: Na-pøíklad øekne-li matematik, ¾e prvoèísla vìt¹í ne¾ 2 jsou nutnì lichá, má tím prostì na mysli, ¾e ka¾déprvoèíslo vìt¹í ne¾ 2 je liché. Podobnì si lze tvrzení, ¾e �alky mohou být bílé, vykládat tak, ¾e nìkteré�alky jsou bílé.8 A do tøetice: v úvodním citátu a komentáøi k prvnímu cvièení jsme vidìli, ¾e Tomá¹Akvinský pou¾ívá slov þnutnýÿ a þmo¾nýÿ ve významu þv¾dy existujícíÿ a þnìkdy existující, ale nìkdyneexistujícíÿ.9Proto¾e takto redukujeme výroky modální v bì¾né výroky bez modalit, øíká se tomuto pojetí redukci-onistické.V tomto chápání platí dvojice implikací �A ) A (co nastává nutnì (v¾dy), to je pravdivé) a A ) }A(skuteèný stav vìcí je mo¾ný (nastává alespoò nìkdy)).Epistemické modalityEpistemologie je èást �lozo�e zabývající se poznáváním. Epistemické zde tedy znamená þtýkající seaktuálního stavu na¹eho poznáníÿ.Redukcionistické chápání významu slov þmo¾nýÿ a þnutnýÿ nìkdy vede k paradoxùm: vìtì þje mo¾né,¾e se Zemì støetne s cizím tìlesem a zanikneÿ rozhodnì nechceme rozumìt tak, ¾e existuje tìleso, sekterým se Zemì støetne a zanikne - v¾dy» øíká právì jen to, ¾e takové tìleso existovat mù¾e (ale nemusí)!Tuto vìtu si budeme vykládat jako tvrzení þnejsou mi známy zákony, z nich¾ by vyplývalo, ¾e Zemì toutocestou nezanikneÿ.Také v detektivkách se èasto vyskytují situace, v nich¾ hrdinové usuzují na mo¾nost èi nutnost nìjakéhovysvìtlení na základì toho, co je jim známo:þKdo zabil hostinského?ÿ zaèal znovu Richards zmaten. þV¾dy» by s ním mìlo práci nìkolik mu¾ù,ne¾ by ho pøemohli. Aèkoli jich mohlo být víc, kdo v tom mìli prsty. Jestli byl nìkdo nenávidìn, pak tobyl on.ÿþByl to kramáø,ÿ øekla Mary zvolna. þZapomnìla jsem na kramáøe. Musil to být on; dostal se nìjakze zavøeného skladi¹tì.ÿChytila se této domnìnky, aby se vyhnula jiné; a zaèala znovu vyprávìt celý pøíbìh, tentokrát dychtivì,jak kramáø pøi¹el pøede¹lou noc do hostince. Hned se jí zdálo, ¾e jeho vina je dokázána, a jiné vysvìtlení¾e není mo¾né.Daphne du Maurier: Hospoda Jamajka, pøeklad Ladislav Bezpalec, Odeon, Praha 1972, str. 216.Vidíme, ¾e slùvko þmusilÿ zde má znamenat þvyplývá to z toho, co vímÿ. Takto chápané modalityèasto úzce souvisí s pojmem dùkazu, jak ostatnì naznaèuje i vìta þjeho vina je dokázánaÿ.Chceme-li se zabývat epistemickými modalitami, musíme jasnì urèit, jaké poznatky pova¾ujeme zaznámé. Dostaneme tak rùzné dílèí druhy nutnosti a mo¾nosti, jako napøíklad logickou nutnost (napøíkladplatí �(A_:A), proto¾e A_:A je tautologie klasické logiky) a fyzikální nutnost (nìco je nutné, proto¾eto odpovídá známým fyzikálním zákonùm).Modální logika by mìla popisovat ty vztahy mezi vìtami, které nezávisí na volbì mno¾iny znalostí, zekterých vycházíme. Napøíklad (�A ^�B) ) �(A ^ B)je kandidátem na pravdivý výrok ka¾dé modální logiky - kdy¾ dospìji k závìru, ¾e �A a �B jsou pravdivé,budu si také myslet, ¾e �(A ^ B) - nezávisle na tom, jestli �A ^ �B pova¾uji za pravdivé na základìlogiky, fyziky, historie nebo psychologie.Cvièení 9. Urèi, na základì jakých poznatkù jsou následující vìty epistemicky nutné. O jaký poddruhepistemické nutnosti se jedná?(1) Jestli¾e nìjaký èlovìk skoèí z Ei�elovy vì¾e, urèitì spadne.8Mù¾eme té¾ øíci, ¾e pravdìpodobnost, ¾e náhodnì vybraná �alka je bílá, není nulová (aèkoli u¾ sám název naznaèuje,¾e s nejvìt¹í pravdìpodobností bude �alová). Proto se redukcionistické pojetí té¾ nìkdy nazývá statistické.9Tomá¹ Akvinský si ov¹em redukcionistické pojetí nevymyslel, nýbr¾ jej pøevzal od myslitele mnohem star¹ího, Aristotela.Ten de�nuje nutné jako to, co je v¾dy aktuální, nemo¾né jako to, co není nikdy aktuální, a mo¾né jako to, co je aspoòjednou aktuální.



62 (2) Jestli¾e nìjaký rozumný dospìlý èlovìk skoèí z Ei�elovy vì¾e, bude urèitì oèekávat, ¾e tímtopádem zahyne.(3) Ozónová díra se urèitì bude zvìt¹ovat je¹tì asi 50 let.(4) Pokud Jiøí vìøí té knize, urèitì si myslí, ¾e ozónová díra se bude zvìt¹ovat je¹tì asi 50 let.(5) Platí-li A a také A ) B, tak nutnì platí B.Formuli }A v epistemickém pojetí rozumíme tak, ¾e nemohu vylouèit pravdivost A, tedy ¾e z mýchpoznatkù není odvoditelné :A.Cvièení 10. Uka¾, ¾e implikace �A ) }A, která platí ve vìt¹inì modálních logik, je dùsledkempo¾adavku, aby ná¹ soubor znalostí neobsahoval spor.Praktické èili dispozièní modalityStejnì jako na mých znalostech závisí, o kterých situacích se domnívám, ¾e mohou nastat, bude na mýchschopnostech (dispozicích) záviset to, co mohu udìlat. V konkrétních situacích by mìlo být jednoduchéovìøit, zda jsou vìty jako þmohu / doká¾u ubìhnout 100 metrù za 5 vteøinÿ pravdivé - prostì po¾ádámeo pøedvedení. Mù¾e se ale stát, ¾e mluvèí výroku se bude vykrucovat: þMohl bych, ale zrovna se minechce.ÿProto logikové zavedli pojem dosa¾itelný stav a symbol }A ètou þstav A je dosa¾itelnýÿ nebo þmohu/ mohla bych dosáhnout stavu Aÿ. Symbol �A interpretují jako neodvratnost stavu A; oznaèuje vìtuþnemohu zaøídit, aby A nenastaloÿ.10 Pøitom za neodvratný pova¾uji ka¾dý stav, kterému nemohu za-bránit, tedy ka¾dý stav A takový, ¾e :A je pro mne nedosa¾itelné. Vzápìtí uvidíme, ¾e tato interpretacesymbolu �A je celkem nepøirozená; jejím smyslem je zachovat ekvivalenci �A , :}:A, na kterou jsoulogikové zvyklí z ostatních modálních logik a neradi by se jí vzdávali.Tento typ modalit je zajímavý tím, ¾e pro nìj neplatí �A ) }A. Napøíklad pøi házení korunouneumím zaøídit, aby nepadl orel. Z tohoto hlediska je pro mì stav þorelÿ neodvratný, � orel. Stejnì takale neumím zaøídit, aby orel padl, a tedy je pro mì nedosa¾itelný (:} orel).Cvièení 11. Rozhodni, zda pro tento typ modalit platí A ) }A.Deontické modalityStudiem pøíkazù, zákazù a dovolení se zabývá deontická logika. Do oblasti deontické logiky nespadají jenskuteèné zákony, ale i ideální soubory pravidel o tom, co je ¾ádoucí a ne¾ádoucí, co by se mìlo èi nemìlo;hovoøíme pak o mravní nutnosti. Deontická logika bývá zaøazována mezi logiky modální, proto¾e tentotyp vìt èasto obsahuje slova þ(ne)mù¾e / (ne)smíÿ, þ(nutnì) musíÿ. Pou¾ití modalit k analýze pravidelnavíc souvisí s tím, ¾e chceme-li jednat v souladu se zákony a etickými pravidly na¹í spoleènosti, jsouna¹e mo¾nosti podstatnì okle¹tìny vùèi tomu, èeho bychom mohli dosáhnout na základì svých fyzickýcha du¹evních schopností a omezení.Na druhou stranu se deontické logiky od ostatních modálních logik v nìkolika smìrech výraznì odli¹ují.Proto¾e symbol �A obvykle èteme jako þje pøikázáno nastolit stav Aÿ a symbol }A jako þje dovolenonastolit stav Aÿ, neplatí zde obvyklé implikace �A ) A (ne v¹echno, co je pøikázáno, se skuteènì dìlá)ani A ) }A (ne v¹echno, co dìlám, je dovoleno).Cvièení 12. Následující vìty zkus zaøadit do jednoho ze ètyø zmiòovaných typù modalit:Je mo¾né, ¾e Goldbachova domnìnka je nepravdivá.Není mo¾né, ¾e Pythagorova vìta je nepravdivá.2 a 2 krokodýli jsou nutnì 4 krokodýli.Mù¾e¹ mi pùjèit hodinky?Prvoèísla mohou být sudá.K zatmìní Slunce dojde nutnì poèátkem pøí¹tího mìsíce.Vyhodím-li kvìtináè z okna, padá nutnì k zemi.Není mo¾né, aby se stùl vznesl.Není mo¾né smrkat palcem u nohy.Tady nemù¾ete stát!Ze severního pólu je mo¾né jít pouze na jih.10V logické literatuøe se pou¾ívá oznaèení nevyhnutelný stav, ale slovo þneodvratnýÿ pova¾uji za jasnìj¹í. Kdyby slovonezabranitelný patøilo k bì¾nì pou¾ívaným výrazùm èeského jazyka, vystihovalo by pøesnì význam symbolu �.



63Vìty aritmetiky jsou nutnì pravdivé.Souèasná existence faktu a jeho protìj¹ku je nemo¾ná.Mù¾u u vás být tak hodinu.Není pravda, ¾e ka¾dá labu» je nutnì bílá. Labutì mohou být èerné.K zavra¾dìní srbského premiéra nemuselo dojít.To snad ani nemù¾e¹ myslet vá¾nì!Ètenáø si z knihovny mù¾e vypùjèit maximálnì deset svazkù najednou.Je nutné, aby nemocný zachovával klid na lù¾ku a pravidelnì u¾íval léky.Velká øíjnová socialistická revoluce propukla s historickou nutností.Nutnì potøebuji nový poèítaè.Svaté uèení mù¾e vyu¾ít poznání ostatních disciplín, ne z nutnosti, ale pro vìt¹í jasnost vìcí, kteréobsahuje.11Snadno lze ukázat, ¾e takové nutné a pøísnì vzato obecné, tudí¾ èisté soudy apriorní v lidském poznánískuteènì jsou.12Cvièení 13. Zkus v krásné nebo �lozo�cké literatuøe najít pøíklady jednotlivých typù modalit.Mo¾né svìty a relace dosa¾itelnosti13Na pøíkladu formulí �A ) }A, �A ) A a A ) }A jsme vidìli, ¾e pro rùzné typy modalit budememuset vytvoøit rùzné modální logiky.  Lukasiewiczùv nápad navrhnout tabulku s více hodnotami, kteráby chování modalit zachytila, se nejeví jako pøíli¹ praktický: pro ka¾dou modální logiku bychom muselinavrhnout novou tabulku, pøièem¾ není moc zøejmé, jak dosáhnout toho, aby tautologiemi byly právìty formule, které chceme.14 Metoda kripkovských modelù vytvoøená v 60. letech je zajímavá právì tím,¾e ji lze pou¾ít k zachycení vlastností mnoha rùzných typù modalit. Nápad vytváøet modely vychází zezji¹tìní, ¾e ka¾dou modalitu charakterizuje rozdìlení þstavù svìtaÿ (v logice obvykle pøezdívaných mo¾nésvìty) podle toho, za jakých okolností je pova¾ujeme za mo¾né a za jakých okolností nikoli.Podívejme se napøíklad na epistemické modality: Mé znalosti jsou omezené. V dùsledku toho nedoká¾uo v¹ech vìtách rozhodnout, zda jsou pravdivé nebo nepravdivé. Napøíklad nedoká¾u øíct, je-li vìta þnasvìtì ¾ije v tomto okam¾iku pøesnì 6 456 456 456 lidíÿ pravdivá, je to ale (vzhledem k mým velmi chabýmznalostem o svìtové populaci) docela dobøe mo¾né. Svìt s 6 456 456 456 obyvateli je vzhledem k mýmznalostem mo¾ný, stejnì jako svìt, ve kterém dnes v Brnì pr¹elo. Zato vzhledem k mým znalostem nenímo¾ný svìt, ve kterém byl dnes pátek tøináctého, proto¾e vím, ¾e je nedìle.My v¹ichni þbydlímeÿ v jednom z mo¾ných svìtù, nikdo z nás ale není schopen pøesnì urèit, ve kterém!Nanejvý¹ se mù¾eme omezit na mno¾inu mo¾ných svìtù, ve kterých jsou pravdivé výroky odpovídajícína¹im znalostem. Tím je urèena relace dosa¾itelnosti: z na¹eho svìta jsou dosa¾itelné v¹echny, kteréodpovídají znalostem, které máme.Z hlediska logiky není mo¾ný svìt nièím více a nièím ménì ne¾ objektem, o kterém víme, které výrokyv nìm jsou pravdivé a které dal¹í mo¾né svìty z nìj jsou dosa¾itelné. Pøitom pøedpokládáme, ¾e pravdivostslo¾itìj¹ích výrokù závisí na pravdivosti jednodu¹¹ích výrokù stejnì jako v klasické logice. Napøíklad svìt,ve kterém je pravda þMars je planetaÿ a také je pravda þEustach je planetaÿ a pøitom není pravda þMarsa Eustach jsou planetyÿ, nebudeme pova¾ovat za mo¾ný.Název relace dosa¾itelnosti se mù¾e zdát nahodilý, uvìdom si ale, ¾e dosud jsme se bavili o episte-mických modalitách - to, co je mo¾né, jsme urèovali na základì na¹ich znalostí. Stejnou úvahu mù¾emeale provést napøíklad i pro modality praktické. Schopnosti ka¾dého èlovìka jsou omezené. Stavy svìta,kterých mohu dosáhnout, odpovídají právì dosa¾itelným mo¾ným svìtùm! Napøíklad si dovedu pøedsta-vit svìt, ve kterém ubìhnu 100 metrù za 5 vteøin, ale není to pro mì dosa¾itelný mo¾ný svìt - nemohu(neumím) ubìhnout 100 metrù za 5 vteøin. Kdybych ¾ila v mo¾ném svìtì, ve kterém platí stejné fyzikálnízákony jako v na¹em svìtì, ale lidé by umìli bìhat desetkrát rychleji, byl by pro mì dosa¾itelný i svìt,ve kterém ubìhnu 100 metrù za 5 vteøin.11Tomá¹ Akvinský: Summa theologicae. Pøeklad Tomá¹ Hanèil. Citováno v Diogenes Allen: Filoso�e jako brána k teologii,nakladatelství Mlýn, Tøebenice 1999, str. 132.12Immanuel Kant: Kritika èistého rozumu, pøeklad Franti¹ek Krejèí. Citováno v Franti¹ek Marek, ©tìpán Zapletal:Filoso�cká èítanka, nakladatel Franti¹ek Novák, Praha 1948, str. 126.13Proto¾e epistemické logiky jsou speciálním pøípadem modálních logik, bude se tato èást podobat pøíslu¹né èásti v ka-pitole o epistemických logikách. Tam najde¹ také dal¹í pøíklady. Epistemické logiky místo symbolu � u¾ívají symbol K aneobsahují symbol pro mo¾nost.14Bylo dokázáno, ¾e pro mnohé modální logiky takovou tabulku ani navrhnout nelze.



64 Ka¾dé pojetí mo¾nosti tedy ka¾dému mo¾nému svìtu urèuje mno¾inu dosa¾itelných mo¾ných svìtù.V pøípadì, ¾e mo¾nost pojímáme epistemicky, to budou ty mo¾né svìty, které jsou v souladu s na¹imiznalostmi, v pøípadì, ¾e ji pojímáme deonticky, to budou ty mo¾né svìty, které jsou v souladu s na¹imizákony a etickými normami : : :Rozmysli si, ¾e to, které svìty jsou dosa¾itelné, bude obecnì záviset také na tom, ve kterém mo¾némsvìtì se právì nacházíme. Napøíklad víme, ¾e hodím-li míè do vzduchu, spadne zpátky na zem. Pokud sezrovna nacházím v mo¾ném svìtì, ve kterém jsem právì vyhodila míè do vzduchu, omezuje tento poznatekmno¾inu dosa¾itelných mo¾ných svìtù na ty, ve kterých míè spadne na zem. Nacházím-li se v mo¾némsvìtì, ve kterém jsem míè do vzduchu nevyhodila, jsou (vzhledem k tomuto poznatku) dosa¾itelné v¹echnymo¾né svìty.Zatím jsme popisovali, které mo¾né svìty budeme pova¾ovat za dosa¾itelné, víme-li, co pova¾ujeme zamo¾né. Polo¾me si nyní opaènou otázku: je dáno, které mo¾né svìty jsou dosa¾itelné; o kterých výrocíchøekneme, ¾e mohou být pravdivé? A o kterých øekneme, ¾e jsou nutnì pravdivé?Odpovìï není slo¾itá: þA mù¾e být pravdivéÿ je pravdivé tehdy, je-li dosa¾itelný alespoò jeden mo¾nýsvìt, kde je A pravdivé; þnutnì Aÿ je pravdivé tehdy, je-li A pravdivé ve v¹ech dosa¾itelných mo¾nýchsvìtech.Pøedstavme si situaci, ve které Pepíèek ve ¹kole rozbil vitrínu s vycpanými savci. Kdy¾ si maminkapøeète poznámku v ¾ákovské kní¾ce, dostane provinilec na vybranou: þKdy¾ bude¹ celé odpoledne hodný,bude¹ bit ode mne a tatínkovi nic neøeknu, ale jestli bude¹ zlobit, dostane¹ od tatínka poøádný výprask.ÿPepíèek vidí, ¾e výprask je neodvratný, tedy nutný (v obou dosa¾itelných mo¾ných svìtech bude bit),ale ¾e mù¾e dosáhnout toho, aby nebyl moc veliký (svìt, ve kterém dostane výprask od maminky, jedosa¾itelný). V této situaci tedy mù¾e Pepíèek øíct: þNutnì budu bit, ale mo¾ná nebudu bit moc.ÿCvièení 14. Zkusme nyní de�novat relaci dosa¾itelnosti pro deontické modality. Mù¾eme to udìlatnapøíklad tak, ¾e z S jsou dosa¾itelné svìty, v nich¾ nedochází k poru¹ování ¾ádných morálních principù,které nejsou poru¹eny v S - tedy svìty, které nejsou þo nic hor¹íÿ ne¾ svìt S. Rozhodni, jak vypadá relacedosa¾itelnosti mezi následujícími tøemi svìty::-( Simon Legree vlastní otroky a bije je.:-j Simon Legree vlastní otroky, ale nebije je.:-) Simon Legree nevlastní otroky ani nikoho nebije.Pøedpokládej, ¾e mezi svìty :-(, :-j a :-) nejsou ¾ádné dal¹í rozdíly vzhledem k morálním principùm, kterézakazují vlastnit otroky a bít kohokoli.Matematická de�nice kripkovských modelù15Pøipomeòme si, ¾e relace R na mno¾inì W je nìjaký vztah, do kterého vstupují v¾dy dva prvkymno¾iny W . Napøíklad vztah þA je bratr Bÿ je relace na mno¾inì lidí: Jeník je bratrem Petra, Petr jebratrem Jeníka, Jeník je bratrem Maøenky (ale Maøenka není bratrem Jeníka!).16Kripkovský model se skládá z neprázdné mno¾iny mo¾ných svìtù W a relace dosa¾itelnosti � namno¾inì W .17 O ka¾dém mo¾ném svìtì S je urèeno, které výroky A v nìm jsou pravdivé (co¾ znaèímeS  A) a které pravdivé nejsou (co¾ znaèíme S 6 A). Toto urèení ale není libovolné, musí toti¾ splòovatnásledující podmínky:1815Tato de�nice se podobá de�nici kripkovských modelù intuicionistické logiky, ale je jednodu¹¹í: na relaci dosa¾itelnostineklade ¾ádné zvlá¹tní podmínky a podmínky pro pravdivost :A, A^B, A_B, A ) B a A , B jsou stejné jako v klasickélogice. De�nice kripkovských modelù pro epistemické logiky je speciálním pøípadem de�nice pro modální logiky. Slovoþkripkovskýÿ budeme èasto pro pøehlednost vynechávat; v tomto textu jiné ne¾ kripkovské modely neuva¾ujeme.16Matematikové pova¾ují relaci za mno¾inu uspoøádaných dvojic, co¾ umo¾òuje pøedchozí tøi vìty napsat struènìji: þbýtbratremÿ = f(Jeník, Petr), (Petr, Jeník), (Jeník, Maøenka), : : : g.17Stejnì jako v minulých kapitolách je tøeba zmínit, ¾e formálnì vzato patøí k modelu je¹tì valuace, která ka¾démumo¾nému svìtu urèuje, které atomární formule, tedy výroky bez logických spojek :;^;_;);,;};�, v nìm jsou pravdivé.18Vyjmenované podmínky musí být splnìny ve v¹ech mo¾ných svìtech S; T 2W a musí platit pro v¹echny formule A,B!



65� S  A ^ B právì tehdy, kdy¾ S  A a S  B� S  A _ B právì tehdy, kdy¾ S  A nebo S  B� S  :A právì tehdy, kdy¾ neplatí S  A� S  A ) B právì tehdy, kdy¾ S  B nebo neplatí S  A� S  A , B právì tehdy, kdy¾ S  A ) B a S  B ) A� S  �A právì tehdy, kdy¾ S � T potom T  A� S  }A právì tehdy, kdy¾ existuje T takové, ¾e S � T a T  A:S  A èteme þv mo¾ném svìtì S je formule A pravdiváÿ nebo þv mo¾ném svìtì S je splnìna formuleAÿ. S 6 A èteme þv mo¾ném svìtì S není splnìna formule Aÿ nebo þv mo¾ném svìtì S není formuleA pravdiváÿ.V¹imni si, ¾e de�nice modelu neklade ¾ádné podmínky na pravdivost atomických výrokù. To znamená,¾e si mù¾eme urèit zcela libovolnì, které atomické výroky jsou v jednotlivých mo¾ných svìtech pravdivéa které nepravdivé.Model, v jeho¾ nìkterém svìtì není formule A pravdivá, nazveme protipøíklad pro formuli A.Cvièení 15. V pøípadì intuicionistické logiky se mohlo stát, ¾e S 6 A a souèasnì S 6 :A. Uka¾, ¾ev modálních logikách platí v¾dy alespoò jedna z mo¾ností S  A a S  :A, tak¾e vyjádøení þv mo¾némsvìtì S není formule A pravdiváÿ (S 6 A) øíká toté¾ jako vyjádøení þv mo¾ném svìtì S je formuleA nepravdiváÿ (S  :A).Cvièení 16. Uka¾, ¾e ve svìtì, ze kterého nejsou dosa¾itelné ¾ádné mo¾né svìty (ani on sám), jev¹echno nutné, ale nic není mo¾né.Cvièení 17. Uka¾, ¾e pokud nìjaká formule obsahuje nejvý¹e n výskytù symbolù � a }, tak jejípravdivost v daném svìtì závisí na pravdivosti atomických formulí ve svìtech, do kterých se lze dostatpo nejvý¹e n ¹ipkách.Nìkdy budeme potøebovat mluvit o v¹ech modelech, které lze vytvoøit k dané mno¾inì mo¾ných svìtùW a relaci dosa¾itelnosti �. Proto dvojici W a � nazveme (kripkovský) rámec. Vzhledem k tomu, ¾esi mù¾eme libovolnì zvolit, které atomické výroky jsou pravdivé v jednotlivých mo¾ných svìtech, lze nadaném rámci vytvoøit rùzné modely.Øekneme, ¾e formule A platí v daném rámci, pokud je ve v¹ech modelech na tomto rámci pravdivá vev¹ech mo¾ných svìtech. Kalkuly modálních logikJak u¾ bylo øeèeno vý¹e, omezují se logikové vìt¹inou na ty modální logiky, v nich¾ nutné je to, conemù¾e nebýt a mo¾né je to, co není nutnì jinak. Proto budeme bez dal¹ích zmínek pøedpokládat, ¾ev¹echny kalkuly obsahují následující dvojici axiomù:�A , :}:A de�nice � pomocí }}A , :�:A de�nice } pomocí �Nìkteré z obvyklých axiomù modálních logik mají tradièní a bì¾nì u¾ívané názvy. Jmenujme si alespoònìkteré:19 K �(A ) B) ) (�A ) �B)D �A ) }AT �A ) A4 �A ) ��A5 }A ) �}APøi formulaci kalkulù modálních logik se setkáváme se dvìma pravidly. Jedno je nám u¾ známé pravidlomodus ponens:Pokud jsi u¾ odvodil A a také A ) B, mù¾e¹ odvodit B. pravidlo modus ponens19To jsou ale romantické názvy!



66 Druhé pravidlo vyjadøuje, ¾e v¹echny dokazatelné vìty jsou nutnì pravdivé:Pokud jsi u¾ odvodil A, mù¾e¹ odvodit �A. pravidlo necesitaceVýrokové modální logiky, které obsahují klasickou výrokovou logiku, axiom K a pravidla modus ponensa necesitace se nazývají normální. Obvykle jim dáváme názvy podle toho, které axiomy obsahují, tedynapø. K, KD45. Logika KT se èasto oznaèuje pouze T, pro logiky KT4 a KT5 se pou¾ívá oznaèení S4 aS5. * Vlastnosti kripkovských modelùCvièení 18. Uka¾, ¾e v¹echny tautologie klasické logiky platí ve v¹ech modelech. Rozhodni, zda lzezvolit mno¾inu modelù, ve které by platily právì tautologie  Lukasiewiczovy trojhodnotové modální logiky.Logikové se v¾dy sna¾í vytváøet kalkuly tak, aby v nich byly dokazatelné právì ty formule, které jsoupravdivé bez ohledu na okolnosti, za jakých pravdivost vyhodnocujeme. V klasické logice to znamenalo,¾e dokazatelné by mìly být v¹echny tautologie a nic víc.20 V modálních logikách si budeme pøát, abydokazatelné byly právì ty formule, které platí ve v¹ech rámcích. O tom, ¾e se takové kalkuly podaøilosestrojit, vypovídají vìty o korektnosti a o úplnosti:Vìta 19. (O korektnosti logiky K) V¹echny formule, které jsou dokazatelné v logice K, platí ve v¹echrámcích, tedy jsou pravdivé ve v¹ech mo¾ných svìtech v¹ech modelù. Speciálnì ve v¹ech rámcích:� platí v¹echny tautologie klasické logiky. klasická logika� platí �(A) B) ) (�A) �B). axiom K� platí-li A a A) B, platí i B. modus ponens� pokud platí A, platí i �A. necesitaceDùkaz. Doká¾eme pouze axiom K, ostatní èásti jsou podobné. Budeme postupovat sporem. Nech» tedyv nìkterém mo¾ném svìtì S je implikace �(A ) B) ) (�A ) �B) nepravdivá.
S 6⊢ �(A ⇒ B) ⇒ (�A ⇒ �B)Proto¾e pravdivost implikace je de�nována stejnì jako v klasické logice, mù¾eme z nepravdivosti im-plikace usoudit, ¾e první èlen je pravdivý, ale druhý je nepravdivý.
S ⊢ �(A ⇒ B)
S 6⊢ �A ⇒ �BZ nepravdivosti �A ) �B mù¾eme opìt usoudit, ¾e �A je pravda, ale �B nikoli.
S ⊢ �(A ⇒ B),�A
S 6⊢ �BTo znamená, ¾e ve v¹ech mo¾ných svìtech dosa¾itelných z S je A pravdivé, ale v nìkterém - oznaèmejej R - není pravdivé B.
S ⊢ �(A ⇒ B),�A
S 6⊢ �B

R ⊢ A
R 6⊢ B

V mo¾ném svìtì R tedy není pravdivá implikace A ) B, a proto¾e R je dosa¾itelný z S, dostávámeS 6 �(A ) B). To je spor s pøedpokladem, ¾e S  �(A ) B).Cvièení 20. Doka¾, ¾e pravidlo necesitace je korektní vzhledem k mno¾inì v¹ech rámcù, t.j. doka¾poslední bod pøede¹lé vìty.Bez dùkazu si uveïme také sestøièku vìty o korektnosti:Vìta 21. (O úplnosti logiky K) Formule, která platí ve v¹ech rámcích, je dokazatelná v logice K.20Tautologie je formule, její¾ hodnota je ve v¹ech øádcích tabulky 1.



67Podle vìty o korektnosti nemá smysl sna¾it se najít mno¾inu modelù, ve které by neplatily nìkteréz formulí, které jsou dokazatelné v logice K. Konkrétnì to znamená, ¾e modely jsou vhodné ke zkoumánípouze normálních modálních logik (tedy tìch, které obsahují v¹echny formule dokazatelné v logice K).Pøíkladem logiky, která toto kritérium nesplòuje, je  Lukasiewiczova trojhodnotová modální logika, kteráneobsahuje nìkteré klasické tautologie (viz cvièení 5).Mù¾eme si zvolit nìjakou formuli F, která není v K dokazatelná, a zkoumat, co se stane, pøidáme-liji jako dal¹í axiom. Vzniklou logiku, která má více axiomù ne¾ logika K, oznaème L. Ve cvièení 12 v 1.kapitole jsme si ukázali, ¾e bude-li pøidaná formule F obsahovat pouze spojky :;^;_;) a ,, budeme(èistì na základì klasické výrokové logiky) umìt odvodit spor A ^ :A. Proto logika L nebude mít ¾ádnýmodel, proto¾e v ¾ádném mo¾ném svìtì nemù¾e být souèasnì pravdivé A i :A. Zkusíme tedy pøidatnìjakou formuli, která obsahuje také symboly } a � a budeme zkoumat, jak vypadá mno¾ina rámcù, vekterých platí v¹echny formule dokazatelné v logice L.®ádné rámce nemohou pøibýt, proto¾e v¹echny modely (nad v¹emi rámci) jsou modely logiky K. Navícplatí, ¾e pokud nìjaká logika L obsahuje formuli F, tak tato formule bude obsa¾ena i v ka¾dé logice L',kterou získáme pøidáním nìjakého axiomu k L. Pokud F neplatí v daném rámci, nic se na tom nezmìnípøidáním dal¹ího axiomu do L. Díky tomu se mno¾ina rámcù, ve kterých platí v¹echny formule urèitélogiky, mù¾e pøidáním axiomu skuteènì jen zmen¹it.Cvièení 22. Doka¾, ¾e v nìjakém rámci platí axiom D, právì kdy¾ je z ka¾dého mo¾ného svìtadosa¾itelný nìjaký mo¾ný svìt.Na základì pøedchozího cvièení vidíme, ¾e modální formule mohou popisovat vlastnosti rámcù. Keka¾dé modální formuli mù¾eme zkoumat mno¾inu v¹ech rámcù, ve kterých platí; èasto není tì¾ké po-psat vlastnost, kterou mají v¹echny spoleènou. V následující vìtì shrneme vlastnosti rámcù odpovídajícínejbì¾nìj¹ím modálním axiomùm a jejich kombinacím.Vìta 23. (O korektnosti a úplnosti rùzných logik) Následující normální logiky jsou korektní a úplnévzhledem k mno¾inì v¹ech modelù s danou vlastností. Jinak øeèeno, v¹echny formule dokazatelné v kalkuluse zmínìnými axiomy platí ve v¹ech modelech s danou vlastností a pokud nìjaká formule platí ve v¹echmodelech s danou vlastností, je dokazatelná v kalkulu se zmínìnými axiomy.KD �A) }A sériovost 8S 2W 9T 2W S � TT = KT �A) A reexivita 8S 2W S � SK4 �A) ��A tranzitivita 8S; T; U 2 W (S � T ^ T � U) ) S � UK5 }A) �}A eukleidovskost 8S; T; U 2 W (S � T ^ S � U) ) T � US4 = KT4 reexivita a tranzitivitaS5 = KT5 ekvivalence reexivita, tranzitivita a symetrieZkusme si v lidské øeèi pøeøíkat, co znamenají ty podivné formule a cizí slova v pøede¹lé vìtì:� sériovost: z ka¾dého svìta je dosa¾itelný nìjaký svìt� reexivita: ka¾dý svìt je dosa¾itelný sám ze sebe� tranzitivita: v¹echny svìty, kam lze dojít þpo ¹ipkáchÿ, jsou dosa¾itelné� eukleidovskost: mezi v¹emi svìty, do kterých se lze dostat z u, vedou ¹ipky� symetrie: ¹ipky jsou obousmìrné (8S; T 2 W S � T ) T � S)� ekvivalence: mo¾né svìty jsou rozdìleny na skupiny, mezi kterými nevedou ¾ádné ¹ipky, a uvnitøka¾dé vedou ¹ipky z ka¾dého svìta do ka¾dého
sériovost eukleidovskostreflexivita symetrie tranzitivitaNa nìkolika cvièeních si uká¾eme, k èemu se nám vìty o korektnosti a úplnosti mohou hodit:Cvièení 24. Uka¾, ¾e v logice T je dokazatelná formule A ) }A. Dále uka¾, ¾e v logice T je dokazatelnýaxiom D, tedy ¾e KT = KDT.



68Cvièení 25. Uka¾, ¾e formule �(A ) B) ) �(�A ) �B) není dokazatelná v logice T, ale jedokazatelná v logice S4 = KT4.Cvièení 26. Rozmysli si, ¾e mo¾né svìty jsou rozdìleny do skupin tak, ¾e z ka¾dého svìta jsou dosa¾i-telné v¹echny svìty v þjehoÿ skupinì a ¾ádné jiné, právì kdy¾ je relace dosa¾itelnosti reexivní, tranzitivnía symetrická. Takové relaci øíkáme ekvivalence.

Cvièení 27. Pøidání axiomu odpovídá pøidání pøíslu¹né podmínky na relaci dosa¾itelnosti. Napøíkladlogika S5 = KT5 je korektní a úplná vùèi v¹em modelùm, vùèi kterým jsou korektní a úplné jak logikaKT, tak logika K5, tedy vùèi v¹em reexivním eukleidovským modelùm. Uka¾, ¾e relace dosa¾itelnosti jereexivní a eukleidovská, právì kdy¾ je reexivní, symetrická a tranzitivní (a tedy to je ekvivalence, jakjsme konstatovali ve znìní vìty).Teï jsme se na chvíli zabrali do ryze matematického zkoumání modelù a vlastností jejich relace dosa¾i-telnosti. Pro logika mù¾e být takové zkoumání skuteènì vzru¹ující, proto¾e mu dává nové prostøedky, jakzkoumat vlastnosti rùzných logik pomocí jim odpovídajících vlastností relace dosa¾itelnosti. Napøíkladze cvièení 27 vyplývá, ¾e axiom 4 je dokazatelný v logice S5 = KT5. To znamená, ¾e KT5 = KT45 a ¾elogika S5 obsahuje v¹echny formule, které jsou dokazatelné v logice S4 = KT4!Typy modalit a modální logikyMo¾ná se ptá¹, jak to v¹echno souvisí s rùznými typy modalit, které jsme mìli v úmyslu formalizovatpomocí modelù. Na základì toho, co jsme si ji¾ øekli, bys asi ji¾ sám dokázal urèit, které soustavy axiomùjsou vhodné èi nevhodné pro rùzné typy modalit.Napøíklad o redukcionistickém pojetí modalit jsme si øekli, ¾e v nìm platí �A ) A a A ) }A, co¾jsou formule, které neplatí v logice K, ale platí v logice T. Logik zastávající redukcionistické stanoviskotedy do svého systému pøijme axiom T.Pøipomeòme, ¾e pøi epistemickém chápání modalit budeme formuli �A èíst jako þvím, ¾e Aÿ. V tomtokontextu se pro osobu, o jejích¾ znalostech mluvíme, èasto pou¾ívá slovo agent. U¾ jsme si øekli, ¾e axiomD: �A ) }A vyjadøuje po¾adavek, aby agentùv systém znalostí neobsahoval spor. Proto¾e jsme serozhodli pracovat s normálními logikami, musíme pøijmout i axiom K: �(A ) B) ) (�A ) �B).21Ten vyjadøuje logickou racionalitu agenta: pokud vím, ¾e A implikuje B (co¾ se znaèí �(A ) B)) a vím,¾e A (tj. �A), tak usoudím, ¾e B (tj. �B).22Nyní si musíme polo¾it otázku, zda pøedpokládáme, ¾e znalosti agenta jsou v souladu se skuteènýmstavem vìcí a pøijímáme i axiom T: �A ) A, nebo jestli pøipou¹tíme mo¾nost, ¾e se mýlí. V pøípadì, ¾emo¾nost mýlky nepøipou¹tíme, mù¾eme se rozhodnout mezi logikou S4 a S5. V logice S4 platí�A ) ��A,tedy pokud agent nìco ví, pak ví, ¾e to ví. V logice S5 platí navíc :�A ) �:�A, tedy pokud agent nìco21Název axiomu K pochází pravdìpodobnì právì z anglického slova knowledge - poznání.22Struènì øeèeno, axiom K øíká, ¾e agent není úplnì hloupý.



69neví, pak ví, ¾e to neví. V praxi se nejèastìji setkáváme s agenty typu S4 v podobì rùzných poèítaèovýchdatabází, ve kterých je v rozumném èase nemo¾né ovìøit, ¾e nìjakou informaci neobsahují, a tedy o nichneplatí :�A ) �:�A.Podívejme se nyní na deontické modality. Ji¾ jsme si øekli, ¾e symbol �A obvykle èteme jako þjepøikázáno nastolit stav Aÿ a symbol }A jako þje dovoleno nastolit stav Aÿ. Pøi tvorbì modelù budemeza mo¾né svìty pova¾ovat rùzné stavy svìta. Z daného mo¾ného svìta budou dosa¾itelné pouze dovolenéstavy svìta - místo o relaci dosa¾itelnosti bychom tedy mohli mluvit o relaci dovolení. Pokud jsou dovolenypouze stavy, v nich¾ je výrok A pravdivý, je (implicitnì) pøikázáno nastolit stav A. Naopak, pokud nenídovolen ¾ádný stav, v nìm¾ je A pravdivý, je A zakázáno. Napøíklad mám dovoleno pou¾ívat rùznédopravní prostøedky, tak¾e mezi dosa¾itelnými stavy svìta jsou ty, v nich¾ jedu autobusem, tramvají, nakole, na kanoi atd., ale svìt, v nìm¾ øídím formuli 1 dosa¾itelný není, proto¾e k tomu nemám oprávnìní.Tedy mám dovoleno jet tramvají a mám zakázáno jet formulí 1.Pro svìty dosa¾itelné ze svìta S se èasto pou¾ívá oznaèení deontické alternativy S a lze je chápat jakodeonticky perfektní - jsou v nich toti¾ splnìny v¹echny pøíkazy. Pøi tom pøedpokládáme, ¾e v deontickyperfektních svìtech jsou splnìny v¹echny v nich platné pøíkazy, tedy ¾e jsou dosa¾itelné samy ze sebe.Pøíslu¹ná modální formule zní �(�A ) A) a odpovídající vlastnost relace dosa¾itelnosti popisuje formule8S; T 2W S � T ) T � T .Cvièení 28. a) Rozmysli si, ¾e �(�A ) A) øíká toté¾ jako 8S; T 2 W S � T ) T � T .b) Uka¾, ¾e �(�A ) A) je dokazatelná v logice T.c) Zdùvodni, proè do deontické logiky nepøidáme pøímo axiom T.Pøi budování deontických logik se neustále nará¾í na problémy s pøekladem formulí zpátky do pøirozenéøeèi. Snad nejznámìj¹í je takzvaný Rossùv paradox:V logice K (a tedy i ve v¹ech zmínìných deontických logikách) platí �A ) �(A _ B). Nech» �Aoznaèuje pøíkaz þpo¹li tento dopis!ÿ a �B oznaèuje þspal tento dopis!ÿ; zdá se, ¾e v logice K z pøíkazuþpo¹li tento dopis!ÿ vyplývá pøíkaz þpo¹li nebo spal tento dopis!ÿ.Správnìji bychom mìli napsat, ¾e A oznaèuje výrok þdopis je poslánÿ, �A oznaèuje pobídku þnastolstav, ve kterém dopis je poslánÿ a analogicky pro B. Vidíme, ¾e musíme být opatrní - formule �A )�(A_ B) zachycuje zcela správnou úvahu, ¾e platí-li ve v¹ech deonticky perfektních (a tedy dovolených)stavech svìta výrok, ¾e dopis je poslán, platí tam také výrok, ¾e dopis je poslán nebo spálen.



70 Smìsice poznámek a citátùAristotelùv pohled na výroky o budoucnostiSoud má tedy podle Aristotela pravdivostní hodnotu nutnì, ale neurèitì, tj. nemá nutnì právì tutopravdivostní hodnotu. Kdy¾ odhlédneme od toho, ¾e èasto nedovedeme pravdivostní hodnotu urèit, èiliod tzv. rozhodnutelnosti, pak je tì¾ko pochopitelné, jak mù¾e soud mít sám o sobì pravdivostní hodnotuneurèenou. ( : : : ) Existuje ale hlub¹í dùvod, proè se Aristoteles uchýlil ke koncepci zprvu neurèené prav-divostní hodnoty. On se toti¾ obával, ¾e bychom �xováním soudu o budoucím jevu na urèitou pravdivostníhodnotu zru¹ili nahodilé prediikáty, ¾e bychom do reality zavedli striktní determinismus. ( : : : ) Skuteènì,Aristoteles zamìòuje nutnost logickou s nutností reálnou. Je-li pravda shoda poznání s realitou a je-lisoud þPetr zítra udìlá zkou¹kuÿ pravdivý, pak skuteènì Petr nutnì má ten predikát, nutnì v urèitém èase(zítra) zkou¹ku udìlá. Ale nutností v øádu dedukce, nutností konsekvenèní. To znamená, ¾e za danýchpøedpokladù musím uznat, ¾e Petrovi akt vyjádøený predikátem patøí; ta nutnost vyplývá právì z onìchpøedpokladù. Je to tedy evidentnì nutnost logická, daná strukturou urèitého my¹lenkového pochodu. (: : : ) Aristoteles v¹ak z této logické nutnosti dìlá nutnost reálnou, podle ní¾ je Petr k tomu aktu reálnìdeterminován - a to je pøechod neoprávnìný. Jde toti¾ o promítání nutnosti zalo¾ené toliko v urèitémmy¹lenkovém pochodu do reality, v ní¾ se taková nutnost nenachází. ( : : : ) Má-li tedy soud o budoucímjevu nutnì pravdivostní hodnotu, nesignalizuje to ¾ádné naprogramování reality, nelze z toho vyvozovatne¾ádoucí fatalismus. Jiøí Fuchs: Filosife - Úvod do �loso�e, 1. Filoso�cká logika, str. 104-105.Co je nemo¾né?Co tedy vlastnì pokládáme za nemo¾né? Je napøíklad nemo¾né, aby normální èlovìk ubìhl 100 m zapìt vteøin, aby nenastala bouølivá reakce, kdy¾ bylo nalito do kyseliny sírové malé mno¾ství vody, abyze sluneènicového semena vyrostlo nìco jiného ne¾ sluneènice nebo aby s vámi tøeba krtek debatovalo koupi zahradní sekaèky. To jsou vìci empiricky nemo¾né. Vý¹e uvedené je ve sporu s tím, o èem násdnes a dennì pøesvìdèuje svìdectví smyslù nebo soudobá vìda. Podaøí-li se spor formulovat tak, aby seprotivníkùv názor ukázal jako empiricky nemo¾ný, lze jej snadno poukazem na svìdectví smyslù nebopoznatky soudobé vìdy zamítnout.Dále se èasto setkáváme se zále¾itostmi, které jsou nemo¾né, proto¾e bychom byli doslova znemo¾nìni,a to spoleèensky znemo¾nìni, kdybychom je pøipustili. Jednali bychom pak toti¾ proti zavedeným zvyk-lostem, konvencím èi normám, které jsou v dané spoleènosti uznávané a jejich¾ dodr¾ování je vy¾adováno,pøípadnì kontrolováno, a jejich pøekraèování se netoleruje, nebo dokonce postihuje. V tomto smyslu jenemo¾né pøejít hranici bez platného pasu, nepomoci èlovìku, který je v ohro¾ení ¾ivota a na¹i pomocpotøebuje, pøecházet ulici þna èervenouÿ, nepøijít na schùzku, kdy¾ jsme to slíbili, smát se v nevhodnouchvíli, ale tøeba i nepozdravit své známé apod. Jistì cítíme, ¾e nemo¾nost nedodr¾et konvence a normymá þslab¹íÿ charakter ne¾ nemo¾nost pøekraèovat empirické zákony. Kategoriènost konvencí a noremje kategorièností ve smyslu Kantova kategorického imperativu, jeho¾ uplatòování je zále¾itostí morálkyv pøípadì jednotlivce a mravního étosu v pøípadì spoleènosti. Její charakter mù¾e být v konkrétních pøí-padech poci»ován rùznì naléhavì. Pova¾ujeme za dùle¾ité tento druh nemo¾nosti uva¾ovat zvlá¹» vedlenemo¾nosti empirické pro odli¹né dùvody, které k jejímu respektování vedou. Vedle nemo¾nosti plynoucíz nerespektování pøírodních zákonù chceme tedy brát v úvahu i kategorickou nemo¾nost nerespektováníkonvencí a norem, jakkoli jsou ony vázány na urèitý zavedený zpùsob spoleèenského kontaktu a mohouse proto v rùzných spoleènostech významnì li¹it. Spory tohoto druhu spadají do oblasti právní a etické, apodaøí-li se je formulovat tak, aby se protivníkùv názor ukázal jako spoleèensky nepøijatelný, lze jej jakotakový zamítnout.Je je¹tì nìco, co pokládáme za nemo¾né? Z logického hlediska je nemo¾né, aby auto mìlo souèasnì tøia ètyøi kola, aby byl urèitý obrazec souèasnì ètverec i kruh. Je napøíklad nemo¾né tvrdit, ¾e ©tìpánkaHilgertová vyhrála a souèasnì nevyhrála zlatou olympijskou medaili. Nemo¾né je to proto, ¾e se v uve-dených pøíkladech prohøe¹ujeme proti klasickému bezespornému zpùsobu vyjadøování. ( : : : ) Chceme-livypovídat o skuteènosti, pak logická nemo¾nost pøedstavuje na jedné stranì vyhrocenou formulaci dvouprotikladných alternativ, a na druhé stranì výzvu vybrat jednu z nich, toti¾ tu, která vyjadøuje sku-teènost, a zavrhnout tu druhou, empiricky, právnì nebo eticky nemo¾nou. Logická nemo¾nost a spor jetedy z hlediska klasické logiky toté¾. Pøíklady jako auto má právì tøi a právì ètyøi kola, tento obrazecje souèasnì ètverec a kruh, ©tìpánka Hilbertová vyhrála a také nevyhrála zlatou olympijskou medaili seprohøe¹ují proti zákonu sporu, který je základním zákonem klasické logiky.



71Co rozumíme matematickou nemo¾ností? Pokud vìøíme, ¾e matematika je ve své podstatì empirickávìda, pak matematická nemo¾nost je toté¾ co empirická nemo¾nost. Pokud vìøíme, ¾e matematické pravdymají charakter logických (analytických) pravd, pak je matematická nemo¾nost toté¾ co logická nemo¾nost.Mezi významnými mysliteli minulými i souèasnými lze nalézt zastánce obou hledisek.Bo¾ena ©vandová: Explikace termínu spor v logice. Ve sborníku Miscellanea logica IV, str. 8-10.Co je mo¾né a nutné?Hranice mo¾ného jsou hranice smysluplného, hranice smysluplné vìty, u¾ití jazyka ve v¹í jeho rùznoro-dosti a exibilitì. Nutná jsou pravidla, jimi¾ se pøi tomto u¾ití implicitnì øídíme, staletími vyjeté koleje,do nich¾ jsme výchovou uvedeni, abychom v souladu s na¹imi stávajícími potøebami pomalu, ale jistìmìnili jejich dráhu a smìr.Vojtìch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborníku Mo¾nost, skuteènost, nutnost, str. 33.Je na nutnosti nìco vzne¹eného?Quine o tom, v jakém kontextu obvykle pou¾íváme slùvko þnutnìÿ, napsal:Vìtu modi�kujeme pøíslovcem þnutnìÿ tehdy, je-li to vìta, kterou pokládáme za pøijatelnou pro toho,s kým mluvíme, a je-li vyslovena jenom jako krok k úvahám o vìtách sporných. Nebo pí¹eme þnutnìÿ,abychom naznaèili nìco, co plyne z obecností ji¾ vylo¾ených v kontrastu s hypotézami novými. Taková u¾i-teènost je lokální, doèasná a neproblematická, jako u¾iteènost indexických výrazù.23 Vzne¹enost nutnýchpravd se tedy obrací ne zcela v prach, ale v docela obyèejnou hlínu.Vojtìch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborníku Mo¾nost, skuteènost, nutnost, str. 42.24Proè se bavit o rùzných druzích modalit?Jestli¾e se v souladu s Quinovou dikcí ukazuje být tradièní þnutnostÿ �lozofù a metafyzikù alespoòkritickému oku jako prázdná a ve svém smysluplném u¾ití v¹ední, snad je naopak dílèí rozbor v¹edníhou¾ití slov jako þmo¾nýÿ a þnutnýÿ v jeho rozmanitosti dokladem toho, jak významnou a netriviálníslo¾kou na¹eho jazyka modality jsou, a jak netriviální musí být pøíslu¹ná analýza, abychom byli schopnipøípadné konikty vzniklé z jejich neopatrného, nekritického úzu úspì¹nì øe¹it. Nárys této rozmanitostispolu s pokusnou sémantickou rekonstrukcí je také v duchu Wittgensteinovy pozdní �loso�e jediné, cov dané vìci mù¾eme skuteènì dìlat, toti¾ pøed vlastním hlásáním toho, co je nutné a co jenom mo¾né,dokázat rozli¹it pøípustku (þmohlo to být jak øíkáte, nevím : : : ÿ) od irealis (þmohli jsme být osvobozeniAmerièany (ale nebyli)ÿ) a kontrafaktuálního kondicionálu (þkdyby lidé byli nesmrtelní, byl by nesmrtelnýi Sókratésÿ), praktickou modalitu od teoretické, deontickou od ontické atd.Vojtìch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborníku Mo¾nost, skuteènost, nutnost, str. 48-49.Jak si pøedstavit kripkovský modelPeter Volek vysvìtluje sémantiku mo¾ných svìtù pomocí následujícího pøirovnání:Teóriu mo¾ných svetov si mo¾no predstavi» ako budovu s mnohými izbami, z ktorých èiastoène vidnodo iných izieb. Ka¾dá izba predstavuje mo¾ný svet. V ka¾dej izbe stojí jedna tabuµa, na ktorej sú popísanévýroky pravdivé v tejto izbe. Ak sa postavíme do jednej z týchto izieb, stojíme v aktuálnom svete a vidímepritom do ostatných izieb. Výroky, ktoré uvidíme napísané na tabuµkách vo v¹etkých izbách, sú nutnepravdivé výroky, a výroky, ktoré nájdeme aspoò na tabule v jednej izbe, sú mo¾ne pravdivé výroky.Pritom si mo¾no predstavi» rozlièné druhy relácie prístupnosti medzi jednotlivými izbami. Podµa toho,ako sa chápe relácia prístupnosti medzi jednotlivými mo¾nými svetmi, jestvujú rozlièné systémy modálnejlogiky.Situácia, v ktorej sú v¹etky mo¾né svety prístupné zo v¹etkých, zodpovedá modálnemu systému S5.Peter Volek: Úvod do logiky a teórie vedy, str. 114-115.23Indexický výraz je slovo, které k nìèemu odkazuje; k èemu odkazuje závisí na kontextu. Napøíklad slova jako þtamÿnebo þonÿ jsou indexické výrazy.24Kolman cituje z Peregrinova pøekladu èlánku Willard Van Orman Quine: Hledání pravdy, nakladatelství Hermann asynové, Praha 1994.



72Je ná¹ svìt nejlep¹í?Leibniz, jak známo, pova¾oval ná¹ svìt za þnejlep¹íÿ z mo¾ných svìtù, co¾ Schopenhauer pohotovìopravil na vìrohodnìj¹í þkdy¾ u¾, tak nejhor¹íÿ.Vojtìch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborníku Mo¾nost, skuteènost, nutnost, str. 25.Gödelùv dùkaz Bo¾í existenceV pozùstalosti významného logika Kurta Gödela se na¹el následující dùkaz Bo¾í existence, který sev mnohém podobá dùkazùm støedovìkým, ale vyu¾ívá notaci moderní modální logiky (a to predikátovélogiky druhého øádu).Uva¾ujme o vlastnosti být bo¾ský; to, ¾e nìjaký objekt x je bo¾ský, oznaèíme Gx. Podobnì Vx a Wxznaèí, ¾e objekt x má vlastnost V, respektive W.Dále pøedpokládejme, ¾e nìkteré vlastnosti jsou pozitivní; mno¾inu pozitivních vlastností znaème }.Dùkaz vychází ze ètyøech axiomù:Je-li nìjaká vlastnost V pozitivní, pak :V není pozitivní. V 2 } ) (:V) 62 } (1)V¹echny vlastnosti, které nutnì vyplývají z pozitivních vlastností, jsou pozitivní.fV 2 } ^�(Vx) Wx)g ) W 2 } (2)Bo¾ská bytost má nutnì v¹echny dobré vlastnosti. Gx ) �(V 2 }) Vx) (3)Být bo¾ský je pozitivní vlastnost. G 2 } (4)Na základì tìchto axiomù lze dokázat, ¾e je-li nìjaká vlastnost pozitivní, pak je mo¾né, ¾e existujeobjekt s touto vlastností: V 2 } ) }9xVx (5)pro spor pøedpokládejme, ¾e �8x:Vximplikace s nepravdivým pøedním èlenem je pravdivá, tak¾e �(Vx) :Vx)Podle axiomu (2) a pøedpokladu V 2 } dostáváme :V 2 }, co¾ je spor s axiomem (1).Tak¾e V 2 } ) }9xVx.Z (4) a (5) plyne, ¾e mo¾ná existuje nìco bo¾ského. }9xGx (6)Nyní uká¾eme, ¾e je-li nìco bo¾ské, pak to je nutnì bo¾ské: Gx) �Gx (7)Dle (4) G 2 }.Dle (3) tedy Gx) �Gx.Nyní uká¾eme, ¾e nutnì existuje nìjaký bo¾ský objekt: �9xGxPodle (6) a (7) }9x�Gx. Z toho lze na základì predikátové modální logiky S5 odvodit, ¾e }�9xGx.V logice S5 je ov¹em formule zaèínající více modalitami ekvivalentní formuli zaèínající poslední z tìchtomodalit, ta¾e dostáváme �9xGx.Poznámka k Rossovì paradoxuOsobnì mne velmi pøekvapilo zji¹tìní, ¾e nìkterým ètenáøùm tohoto textu se na Rossovì paradoxunezdálo nic podivného. Zdá se, ¾e mezi matematiky je roz¹íøená pøedstava, ¾e sémantika klasické logikyþsprávnìÿ vystihuje povahu spojek pøirozeného jazyka; z tohoto hlediska samozøejmì není na Rossovìparadoxu nic paradoxního - pokud ke splnìní úkolu musím donést dopis na po¹tu, tak jej musím donéstna po¹tu nebo spálit, tak¾e z pøíkaz þdones tento dopis na po¹tu!ÿ vyplývá pøíkaz þdones tento dopis napo¹tu nebo jej spal!ÿ.Proè se nám tato implikace nelíbí? Dostanu-li pøíkaz þrozdìlej oheò!ÿ, budu v duchu uva¾ovat asitakto: þnejprve musím donést nìjaké døevo, sehnat papír na podpal a sirky nebo zapalovaèÿ. V tomtosmyslu z pøíkazu þrozdìlej oheò!ÿ vyplývají pøíkazy þdones nìjaké døevo! se¾eò papír na podpal! se¾eòsirky nebo zapalovaè!ÿ. Mohu nyní postupovat tak, ¾e þzapomenuÿ na pùvodní pøíkaz a nejprve splnímpøíkazy, které jsou jeho dùsledkem; potom se mohu znovu rozpomenout, proè jsem si donesla døevo, papíra sirky a splnit pùvodní zadání. Rossùv paradox spoèívá v tom, ¾e vykonáním implikovaného pøíkazu simohu znemo¾nit vykonání pùvodního pøíkazu.Na druhou stranu je názor, ¾e na Rossovì paradoxu není nic paradoxního, dobøe obhájitelný na zá-kladì srovnání logiky pøíkazù s logikou oznamovacích vìt. Tento paradox zøejmì souvisí s rozdílem mezi(logickou) sémantikou a pragmatickým u¾itím jazyka. Pøi praktickém u¾ití jazyka toti¾ vìt¹inou pøedpo-kládáme, ¾e s námi ná¹ partner v dialogu spolupracuje v tom smyslu, ¾e nám podává právì ty informace,které potøebujeme napø. k úspì¹nému zvládnutí úkolu - tedy ani ¾ádné dùle¾ité informace nevynechá, aninám nedává ¾ádné navíc. Od implikace intuitivnì oèekáváme, ¾e se tímto principem kooperace25 bude25Principy konverzaèní kooperace poprvé formuloval lingvista H. P. Grice.



73øídit v následujícím smyslu: je-li implikace A ) B obecnì známá a mùj partner v diskuzi mi øíká B, dìláto proto, ¾e nepotøebuji vìdìt A. Kdyby mi toti¾ øekl A, dokázala bych si (na základì znalosti implikaceA ) B) domyslet i B; musí tedy mít nìjaký dùvod, proè neøekl A: pravdìpodobnì by mi tím sdìlilnepotøebnou informaci navíc.Obdobou Rossova paradoxu pro oznamovací vìty je implikace A ) (A _ B). Pøítel, kterému øeknuþmusím tento dopis odnést na po¹tu nebo jej musím spálitÿ pøedpokládá, ¾e si mohu libovolnì vybrat,kterou z tìchto mo¾ností uskuteèním; v opaèném pøípadì jsem se ve svém proslovu neøídila principemkooperace (lze se na to dívat tak, ¾e jsem mu nesdìlila v¹echny relevantní informace, nebo naopak tak,¾e jsem pøidala zbyteènou þinformaciÿ navíc). Vidíme tedy, ¾e Rossùv paradox není vázán na deontickoulogiku, ale je obecnou vlastností disjunkce. Pokud pøijmeme klasickou logiku za základ svého uva¾ovánía nebudeme na ní shledávat nic paradoxního, mìli bychom bez výhrad pøijmout i tento aspekt deontickélogiky.



74 Nápovìdy, øe¹ení a poznámky k nìkterým cvièenímØe¹ení cvièení 1Samozøejmì, ¾e se jedná o dùkaz Bo¾í existence. Akvinský podává ne jeden, ale hned pìt dùkazù,v nich¾ Bùh vystupuje postupnì jako prvotní hybatel (pùvodce v¹eho pohybu), prvotní pøíèina, nìco samosebou nutného (ten jsme citovali), nejpravdivìj¹í a neju¹lechtilej¹í jsoucno a koneènì pùvodce pøírodníchzákonù.Za chybu by bylo mo¾né pova¾ovat napøíklad tvrzení þco mù¾e nebýti, nìkdy neníÿ. Je ale dùle¾itési uvìdomit, ¾e Akvinský o nìèem øekne, ¾e to þmù¾e nebýtÿ, právì kdy¾ to skuteènì nìkdy nebylo èinebude (èi to není právì teï), co¾ je vidìt z první vìty. Pozdìji tento zpùsob porozumìní slùvku mo¾nýnazveme redukcionistický - þmo¾ná Aÿ znamená toté¾ jako þnìkdy je pravda, ¾e Aÿ.Za nejslab¹í místo tohoto dùkazu pova¾uji vìtu þjestli¾e tedy v¹echno mù¾e nebýti, nìkdy nebyloskuteènì nicÿ. Pøelo¾íme-li si þmù¾e nebýtiÿ jako þnìkdy neníÿ, bude tato vìta znít þjestli¾e tedy o ka¾dévìci platí, ¾e nìkdy nebyla, tak nìkdy nebylo skuteènì nicÿ. Jen¾e my si dovedeme docela dobøe pøedstavit,¾e ka¾dá vìc si svùj þèas nebytíÿ vybrala nìkdy jindy a tedy ¾ádný spoleèný okam¾ik, kdy nebylo nic,nastat nemusel!Poznámka ke cvièení 1Pro zajímavost uveïme výklad tohoto dùkazu, jak jej podává Diogenes Allen; ètenáø by mìl vìdìt,¾e Akvinský ve svém my¹lení vycházel z dùkladné znalosti Aristotela. (Osobnì se mi zdá, ¾e porozumìttomuto výkladu je mnohem nároènìj¹í ne¾ porozumìt pùvodnímu dùkazu, ale myslím, ¾e stojí za to sijej pøeèíst.)Tomá¹ charakterizuje Boha jako þnutnouÿ bytost i ve své tøetí cestì. Aristotelés rozli¹uje mezi by-tostmi, které vznikají a zanikají, a bytostmi vìènými. Pro Aristotela jsou nebeská tìlesa a první hybatelvìèní. V tomto smyslu o nich mluví jako o þnutnýchÿ bytostech a nazývá je bohy (jak bylo pro Øekybì¾né u v¹eho nesmrtelného). Tomá¹ jde v tomto bodì mnohem dále. I kdy¾ existují vìèné bytosti, jsoukontingentní (nahodilé, podmínìné), proto¾e jejich esence (to, co jsou) a existence (to, ¾e jsou) mù¾e býtodli¹ena. I kdy¾ existují vìènì, je mo¾né, ¾e by nebyly, nebo» jejich esence jim neumo¾òuje sama o sobìexistovat. Abychom mohli vysvìtlit existenci bytostí, u nich¾ je mo¾no rozli¹it esenci a existenci, musíexistovat bytost, u které je esence a existence identická. Touto bytostí je Bùh, který je odli¹en od v¹echbytostí, nebo» je nejen vìèný, ale jeho vìènost je zakotvena v Bo¾í esenci, která je identická s Bo¾ímaktem existence. Diogenes Allen: Filoso�e jako brána k teologii, str. 127.Øe¹ení cvièení 2 Nutnost (necessarium) je samozøejmì symbolizována znakem �A; nemo¾né (im-possibile) je to, co musí nebýt, co¾ odpovídá znaèení �:A; a do tøetice mo¾né (possibile) je to, co nenínemo¾né, tedy :�:A.Poznámka ke cvièení 2 Formuli }:A, samozøejmì odpovídá ètvrtá formule se symbolem �: :�A.1. nápovìda ke cvièení 3 Uvìdom si, ¾e (~1) a (~2) mají platit nejen pro výrok A, ale pro ka¾dývýrok, tak¾e za A klidnì mù¾eme dosadit C.2. nápovìda ke cvièení 3Nejprve pou¾ij (A3) zvlá¹» na formuli (~1) a zvlá¹» na formuli (~2).Øe¹ení cvièení 3 Pou¾itím axiomu (A3) na (~1) (a dosazením C místo A) dostanemeC ) }C;pou¾itím na (~2) dostaneme formuli }C ) C:Proto¾e víme, ¾e ekvivalence je konjunkcí dvou implikací, mù¾eme odvodit po¾adovanou formuliC , }C:Øe¹ení cvièení 4 Výsledkem vymazání v¹ech výskytù symbolu } z formule (~3) je formule B^:B,co¾ je kontradiktorická formule (spor).Øe¹ení cvièení 5 Èásti (1) a (2) doká¾eme prostým doplnìním následující tabulky:



75A �A }A :A �:A }:A :�:A :}:A1 1 1 0 0 0 1 1x 0 1 x 0 1 1 00 0 0 1 1 1 0 0Vidíme, ¾e ve sloupeècích �A a :}:A jsou stejné hodnoty, a ve sloupeècích }A a :�:A jsou takéstejné hodnoty. Úplnì stejnì bychom ovìøili i platnost axiomu K, akorát bychom museli vyplnit tabulkus devíti øádky.Pravidlo modus ponens doká¾eme takto: Je-li A tautologií této logiky, znamená to, ¾e má pøi v¹echohodnoceních promìnných26 hodnotu 1. Má-li A ) B také hodnotu 1 (co¾ jako tautologie musí), musíB také mít hodnotu 1 (v tabulce pro implikaci se toti¾ v øádku, ve kterém má A hodnotu 1, nachází jenjedna jednièka - a to ve sloupeèku, ve kterém má B hodnotu 1). Tak¾e B je také tautologie.Pravidlo necesitace doká¾eme podobnì: jestli¾e je A tautologie, má v¾dycky hodnotu 1, a tedy i �Amá v¾dycky hodnotu 1 a je to tautologie.Poznámka ke cvièení 5 Pozdìji si øekneme, ¾e výrokové modální logiky, které obsahují klasickoulogiku27, axiom K a pravidla modus ponens a necesitace, se nazývají normální.  Lukasiewiczova trojhod-notová logika není normální, proto¾e existují formule, které jsou tautologiemi klasické logiky, ale nejsoutautologiemi této logiky.Øe¹ení cvièení 6 Opìt prostì vyplníme tabulku:A �A }A �A ) A A ) }A }}A }}A , }A ��A ��A , �A1 1 1 1 1 1 1 1 1x 0 1 1 1 1 1 0 10 0 0 1 1 0 1 0 1Vidíme, ¾e v¹echny zadané formule jsou tautologie.Poznámka ke cvièení 6 Zatímco první dvì formule, toti¾ �A ) A a A ) }A znìjí rozumnì iv pøekladu do lidské øeèi (platí-li nìco nutnì, tak to platí; jestli¾e nìco platí, tak je mo¾né, aby to platilo),druhá dvojice formulí se jeví ponìkud podezøelá: þMo¾ná pravdivé jsou právì ty výroky, které mohou býtmo¾ná pravdivé. Nutnì pravdivé jsou právì ty výroky, které nutnì jsou nutnì pravdivé.ÿ Pozdìji uvidímemodální logiky, ve kterých ¾ádná z tìchto formulí neplatí.Øe¹ení cvièení 7 a 8 Asi Tì nepøekvapí, ¾e opìt budeme vyplòovat tabulku:A }A :A :A ) A }A , (:A ) A) :}A (~1):}A ) :A (~2):A ) :}A1 1 0 1 1 0 1 1x 1 x 1 1 0 1 x0 0 1 0 1 1 1 1Poznámka ke cvièení 8 Výrok A s pravdivostní hodnotou x má vlastnost (~3) }A ^ }:A.Øe¹ení cvièení 9První vìta vyplývá z na¹ich fyzikálních poznatkù, jedná se tedy o fyzikální nutnost.Druhá vìta se týká na¹ich znalostí o uva¾ování rozumných lidí: tuto vìtu pova¾ujeme za pravdivou nazákladì zku¹enosti, ¾e rozumní lidé vìdí, ¾e kdy¾ spadnou z velké vý¹ky, zabijí se. Zároveò pøedpokládáme,¾e rozumný èlovìk doká¾e rozpoznat, ¾e pád z Ei�elovy vì¾e je pádem z velké vý¹ky, a domyslet si dùsledky,které pro nìj v této situaci má jeho obecný poznatek. Mohli bychom øíct, ¾e se jedná o psychologickounutnost, nebo o epistemickou nutnost (nutnost zde vyplývá z toho, co víme o poznatcích lidí a o tom, jaks tìmito poznatky zacházejí).Tøetí vìtu bychom opìt mohli klasi�kovat jako fyzikální nutnost, budeme-li fyziku chápat v ¹ir¹ímsmyslu slova jako vìdu zabývající se v¹emi pøírodními zákony a tedy zahrnující i chemii a biologii.Ètvrtá vìta nevypovídá nic o fyzikální realitì (aèkoli na první pohled mluví o nìèem podobném jakotøetí vìta), ale o Jirkovì domnìnkách a pøesvìdèeních. Mohli bychom v¹ak také øíct, ¾e se jedná o nutnostlogickou: þjestli¾e Jirka vìøí v¹emu, co je napsáno v té knize, vìøí i nìjakému konkrétnímu tvrzení, které26Slovo ohodnocení znamená pøiøazení pravdivostních hodnot promìnným.27O nìjaké logice øekneme, ¾e obsahuje klasickou logiku, pokud ka¾dá klasická tautologie je tautologií této logiky.



76se v té knize vyskytujeÿ je toti¾ tvrzení pravdivé na základì èisté logiky, i kdy¾ se nejedná o logikuvýrokovou, ale predikátovou: (8xV (J; x)) ) V (J;A).Páté tvrzení je ukázkovým pøíkladem logické nutnosti.Øe¹ení cvièení 10 �A znamená, ¾e z na¹ich poznatkù je odvoditelné A; nemáme-li dojít ke sporu,:A odvoditelné není a tedy podle na¹ich znalostí je A mo¾né (}A).Øe¹ení cvièení 11 V situaci, kdy A u¾ je pravdivý výrok, mohu samozøejmì snadno dosáhnouttoho, aby byl pravdivý - prostì nechám v¹echny vìci tak, jak jsou. Tak¾e A ) }A platí. (Pravdìpodobnìu¾ se Ti stalo, ¾e se s Tebou nìkdo vsadil, ¾e docílí nìèeho neuvìøitelného, ve skuteènosti v¹ak u¾ ve chvílisázky byla ta neuvìøitelná vìc realitou.)Øe¹ení cvièení 14Samozøejmì, ¾e ze svìta :-( jsou dosa¾itelné v¹echny ostatní svìty (v ¾ádném u¾ to nemù¾e být hor¹í),zatímco svìt :-) je dosa¾itelný ze v¹ech svìtù (nejsou v nìm poøu¹eny ¾ádné morální principy). Ze svìta:-j je dosa¾itelný on sám a svìt :-), ze svìta :-) jen on sám. Pro pøehlednost si mù¾eme nakreslit obrázek,ve kterém ¹ipka z jednoho svìta do druhého znázoròuje, ¾e druhý je dosa¾itelný z prvního:
:-(

:-)

:-|Poznámka ke cvièení 14V¹imni si, ¾e má-li relace dosa¾itelnosti mít význam þv dosa¾itelném svìtì není poru¹ováno víc pravidelne¾ v pùvodnímÿ, bude urèitì reexivní - ka¾dý svìt bude dosa¾itelný alespoò sám ze sebe. Mohli bychomji ov¹em de�novat také tak, ¾e dosa¾itelný svìt je dokonalý (¾ádná pravidla v nìm nejsou poru¹ena). V tompøípadì by se ov¹em mohlo stát, ¾e ¾ádný svìt dosa¾itelný nebude, proto¾e v ka¾dém mo¾ném svìtì jeporu¹eno nìjaké pravidlo. (Napøíklad pokud si pravidla zvolíme tak, ¾e nebude mo¾né øídit se obìmasouèasnì: odvá¾nému ¹tìstí pøeje, ale opatrnosti nikdy nezbývá.)Øe¹ení cvièení 15 Z de�nice modelu je vidìt, ¾e S  :A právì kdy¾ S 6 A.Øe¹ení cvièení 16 Jestli¾e není dosa¾itelný ¾ádný mo¾ný svìt, tak samozøejmì ¾ádný výrok nemù¾ebýt pravdivý v nìjakém dosa¾itelném svìtì (tak¾e nic není mo¾né), ale zato je ka¾dý výrok pravdivý vev¹ech nula dosa¾itelných svìtech (tak¾e v¹echno je nutné).Øe¹ení cvièení 17 Hloubka formule je celoèíselný údaj, který se poèítá následovnì:1�. Atomické formule mají hloubku 1.2�. Jestli¾e formule F vznikne z formulí A a B, které mají hloubku n a m, pomocí spojek :;^;_;);,,je její hloubka rovna vìt¹ímu z èísel n a m. Je-li hloubka A rovna n, je hloubka formulí F = �A a F = }Arovna n+ 1.Tvrzení budeme dokazovat indukcí podle hloubky h formule F.1�. Je-li h = 0, závisí pravdivost F ve svìtì S pouze na mo¾ném svìtì S. Spojení formulí navzájempomocí negace, konjunkce, disjunkce nebo implikace nijak nezmìní mno¾inu mo¾ných svìtù, do kterýchse musíme þpodívatÿ, abychom zjistili, je-li daná formule pravdivá.2�. Pøedpokládejme, ¾e hloubka formulí A a B je nejvý¹e h. Je-li F = �A nebo F = }A, musíme se pøivyhodnocování pravdivosti F ve svìtì S podívat, zda je A pravdivá ve svìtech T , které jsou z S dosa¾itelnépo 1 ¹ipce; k tomu musíme (podle indukèního pøedpokladu) nahlédnout nejdál do svìtù vzdálených o hkrokù po ¹ipkách z T , tedy nejvý¹e h + 1 krokù z S, co¾ pøesnì odpovídá hloubce F. Spojení formulíhloubky nejvý¹e h+ 1 navzájem pomocí negace, konjunkce, disjunkce nebo implikace opìt nijak nezmìnímno¾inu mo¾ných svìtù, do kterých se musíme þpodívatÿ, abychom zjistili, je-li daná formule pravdivá.



77K dokonèení dùkazu si staèí uvìdomit, ¾e hloubka formule je v¾dy men¹í nebo rovna poètu výskytùsymbolù � a }.Nápovìda ke cvièení 18 Rozhodni, zda lze vybrat mno¾inu modelù, ve které neplatí A_:A. Tatoformule toti¾ není tautologií  Lukasiewiczovy trojhodnotové modální logiky.Øe¹ení cvièení 20 To, ¾e A platí, znamená, ¾e je pravdivá ve v¹ech mo¾ných svìtech v¹ech modelù.Speciálnì tedy pro ka¾dý mo¾ný svìt S ka¾dého modelu dostáváme, ¾e A je pravdivá ve v¹ech mo¾nýchsvìtech, které jsou z nìj dosa¾itelné - co¾ podle de�nice modelu znamená, ¾e S  �A.Øe¹ení cvièení 22()) Nejprve uká¾eme, ¾e pokud v nìjakém rámci platí �A ) }A, tak je z ka¾dého mo¾ného svìtadosa¾itelný nìjaký mo¾ný svìt. Kdyby ze svìta S nebyl dosa¾itelný ¾ádný mo¾ný svìt, byl by v S pravdivýka¾dý výrok tvaru �A, ale ¾ádný výrok tvaru }A, co¾ by byl spor s pøedpokladem �A ) }A.(() Pøedpokládejme, ¾e v daném rámci je z ka¾dého mo¾ného svìta S dosa¾itelný nìjaký mo¾nýsvìt T . Pokud nyní S  �A, musí podle de�nice být A pravdivé ve v¹ech mo¾ných svìtech dosa¾itelnýchz S, speciálnì tedy T  A. Vidíme, ¾e existuje mo¾ný svìt dosa¾itelný z S, kde je A pravdivé, tak¾eS  }A.
T  A

S  �ANápovìda ke cvièení 24 Pro ukázání, ¾e A ) }A pou¾ij vìtu o korektnosti a úplnosti: víme, ¾elogika T obsahuje právì ty formule, které jsou pravdivé ve v¹ech reexivních rámcích.Øe¹ení cvièení 24 Reexivita relace dosa¾itelnosti znamená, ¾e ka¾dý svìt je dosa¾itelný sám zesebe. Platí-li ve svìtì S formule A (S  A), je z nìj dosa¾itelný nìjaký svìt (toti¾ on sám), kde platí A,tak¾e S  }A a tedy S  A ) }A. (Pøípad S 6 A nemusíme rozebírat, proto¾e implikace s nepravdivýmprvním èlenem je v¾dy pravdivá.)
S  AAxiom D mù¾eme odvodit z právì dokázané formule a axiomu T na základì klasické tautologie ((A )B) ^ (B ) C)) ) (A ) C).1. nápovìda ke cvièení 25 Opìt je vhodné pou¾ít vìtu o korektnosti a o úplnosti. K ukázání, ¾eformule není dokazatelná v T, staèí najít model logiky T, tedy model s reexivní relací dosa¾itelnosti,v jeho¾ nìkterém svìtì daná formule není pravdivá. Mù¾e¹ zaèít tím, ¾e si nakreslí¹ svìt S, ve kterémtato formule neplatí, a bude¹ pøikreslovat svìty, které z nìj jsou dosa¾itelné - svìty, které z nìj dosa¾itelnénejsou, toti¾ na pravdivost formulí v S nemají vliv.

S 6 �(A ⇒ B) ⇒ �(�A ⇒ �B)S 6 �(A ) B) ) �(�A ) �B)Pøi dokazování, ¾e tato formule je dokazatelná v S4, mù¾e¹ zkusit postupovat sporem: uka¾, ¾e ka¾dýpokus nakreslit reexivní a tranzitivní protipøíklad na tuto formuli vede ke sporu. Jinou mo¾ností jezkusit sepsat formální dùkaz této formule v kalkulu logiky S4.2. nápovìda ke cvièení 25 V¹imni si, ¾e ze zadání je zøejmé, ¾e reexivní protipøíklad, který má¹najít, není tranzitivní (proto¾e má¹ dokázat, ¾e tranzitivní protipøíklad najít nelze). Speciálnì to znamená,¾e hledaný protipøíklad bude obsahovat alespoò tøi svìty seøazené do øetízku podle následujícího obrázku:
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S 6 �(A ⇒ B) ⇒ �(�A ⇒ �B)

U

T

S � T; T � U; S 6� U reexivní smyèky u v¹ech tøí svìtùØe¹ení cvièení 25Reexivním protipøíkladem pro formuli �(A ) B) ) �(�A ) �B) je následující model:
S  A ⇒ B

U  A

U 6 B

T  A,B

T  A;B;U  A; U 6 B; S  A ) BOvìøme, ¾e ve svìtì S skuteènì není zadaná formule splnìna. V¹imni si, ¾e není dùle¾ité, jestli výrokyA a B jsou ve svìtì S pravdivé, dùle¾ité je jen to, aby tam byla pravdivá implikace A ) B. Budemepostupnì k jednotlivým svìtùm doplòovat informaci o tom, které slo¾itìj¹í formule v nich jsou a nejsousplnìny. (Doporuèuji Ti zakreslovat si získané informace pøímo do obrázku.)T  �A proto¾e T  A a také U  AT 6 �B proto¾e U 6 BT 6 �A ) �B proto¾e T  �A, ale T 6 �BT  A ) B proto¾e T  A a také T  BS  �(A ) B) proto¾e S  A ) B a také T  A ) BS 6 �(�A ) �B) proto¾e T 6 �A ) �BS 6 �(A ) B) ) �(�A ) �B) proto¾e S  �(A ) B), ale S 6 �(�A ) �B)Zbývá dokázat, ¾e zadaná formule je dokazatelná v logice S4. Uká¾eme si formální dùkaz:1 �(A ) B) ) (�A ) �B) axiom K2 (�A ) �B) ) �(�A ) �B) dosazení do axiomu 43 f[A ) B] ^ [B ) C]g ) [A ) C] tautologie klasické logiky4 f[�(A ) B) ) (�A ) �B)] ^ [(�A ) �B) ) �(�A ) �B)]g ) [�(A ) B) ) �(�A ) �B)]dosazení do 35 [�(A ) B) ) (�A ) �B)] ^ [(�A ) �B) ) �(�A ) �B)] z 1 a 26 �(A ) B) ) �(�A ) �B) pravidlem MP z 4 a 5Øe¹ení cvièení 26 Zkusme nejprve zjistit, jestli relace ze zadání je ekvivalence. Reexivita plynez toho, ¾e svìt se samozøejmì nachází ve své vlastní skupinì. Symetrie plyne z toho, ¾e nachází-li se svìtS ve stejné skupinì jako svìt T , tak se svìt T nachází ve stejné skupinì jako svìt S. Tranzitivita neøíkánic jiného, ne¾ ¾e nachází-li se svìt S ve stejné skupinì jako svìt T a svìt T ve stejné skupinì jako svìtU , tak se svìty S a U nacházejí ve stejné skupinì, co¾ je oèividnì pravda.
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Pøedpokládejme naopak, ¾e je zadaná nìjaká reexivní, symetrická a tranzitivní relace a zkusme roz-dìlit svìty do skupin28 tak, aby z ka¾dého svìta byly dosa¾itelné právì svìty v jeho skupinì. Mno¾inuv¹ech svìtù, které jsou dosa¾itelné ze svìta S, oznaèíme [S]. Na¹ím úkolem je ukázat, ¾e ka¾dé dva svìtyze skupiny [S] jsou navzájem dosa¾itelné, tedy ¾e T; U 2 [S] implikuje T � U . Ov¹em T 2 [S] znamená,¾e S � T . Pomocí symetrie víme také, ¾e T � S. Nyní na základì tranzitivity a faktu S � U vidíme, ¾eT � U , co¾ jsme chtìli dokázat.Také se Ti zdá, ¾e jsme nikde nevyu¾ili reexivitu? Ta øíká to, ¾e S 2 [S] a tedy S � S.Øe¹ení cvièení 27 Nejprve doká¾eme, ¾e reexivní eukleidovská relace je ekvivalencí. K tomumusíme dokázat, ¾e je symetrická a tranzitivní.Symetrie: Je-li S � T , vyu¾ijeme eukleidovskost (S � T ^ S � S) ) T � S a dostaneme T � S.Tranzitivita: Je-li S � T � U , pou¾ijeme nejprve právì dokázanou symetrii na první polovinu adostaneme T � S; T � U . Nyní u¾ z eukleidovskosti plyne S � U , co¾ jsme chtìli dokázat.K dùkazu, ¾e ekvivalence je eukleidovská, nám pomù¾e pøede¹lé cvièení. Pøedpoklady S � T ^ S � Utoti¾ znamenají, ¾e T; U 2 [S] a tedy T � U .Øe¹ení èásti a) cvièení 28Potøebujeme ukázat dvì implikace: má-li daný model vlastnost(~) 8S; T 2W S � T ) T � T;tak v nìm platí �(�A ) A) a naopak.()) Nech» nejprve daný model má vlastnost (~). Uká¾eme, ¾e ve v¹ech mo¾ných svìtech S je pravdivé�(�A ) A). Podle pøedpokladu jsou v¹echny mo¾né svìty T; S � T doa¾itelné samy ze sebe:
T

S V T nyní platí �A ) A: pokud je T  �A, je A pravdivé ve v¹ech mo¾ných svìtech dosa¾itelných z T atedy i v T . Tedy ve v¹ech mo¾ných svìtech dosa¾itelných z S je �A ) A pravdivé a tedy S  �(�A ) A).(() Druhou implikaci uká¾eme v matematice obvyklým postupem: místo B ) C uká¾eme :C ) :B.Podrobnìji øeèeno: uká¾eme, ¾e pokud relace dosa¾itelnosti v nìjakém rámci nemá vlastnost (~), lzevytvoøit model (s tímto rámcem a nìjakým pøiøazením pravdivostních hodnot výrokùm), ve kterémneplatí �(�A ) A). Z toho bude vidìt, ¾e platí-li ve v¹ech modelech na daném rámci �(�A ) A),relace dosa¾ielnosti má vlastnost (~).Kdy¾ relace dosa¾itelnosti nemá vlastnost (~), lze najít mo¾né svìty S a T , S � T; T 6� T :28Tìmto skupinám se obvykle øíká tøídy ekvivalence.
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T ⊢ �A

T 6⊢ A

SPravdivostní hodnoty pøiøaïmì výrokùm tak, ¾e T 6 A; T  �A. Jinak øeèeno, ve v¹ech mo¾nýchsvìtech dosa¾itelných z T nech» je A pravdivé, ale v T nikoli. Potom zøejmì S 6 �(�A ) A), proto¾eT 6 �A ) A.Øe¹ení èásti b) cvièení 28 K ukázání, ¾e �(�A ) A) je dokazatelná v logice T, vyu¾ijeme vìtuo korektnosti a úplnosti: ve v¹ech modelech logiky T platí axiom T �A ) A a tedy ve v¹ech tìchtomodelech platí také �(�A ) A). (Zdùvodni, ¾e pokud v nìjakém modelu platí formule F, pak tam platíi �F.)Øe¹ení èásti c) cvièení 28 Axiom T øíká, ¾e v¹e, co je pøikázáno, se skuteènì dìje, tedy ¾e v¹echnymo¾né svìty jsou deonticky perfektní. Ze zku¹enosti ale víme, ¾e tomu tak není - poru¹ování zákazù apravidel je na denním poøádku.



815. KONEÈNÌHODNOTOVÉ LOGIKYV logice neexistuje morálka. Ka¾dý si mù¾e svou logiku ( : : : ) vybudovat, jak chce.Rudolf Carnap: Logická syntax jazyka1Struèné opakováníS nìkolika vícehodnotovými logikami jsme se ji¾ setkali v pøedchozím výkladu. Zopakujme struènì,o jaké logiky se jednalo. Tabulky pro dvouargumentové spojky2 budeme psát tak, ¾e mo¾né hodnotyvýroku A napí¹eme do levého sloupce a mo¾né hodnoty výroku B do prvního øádku.1) V kapitole o klasické logice ve cvièení 17 jsme zmínili logiku s následující ètveøicí hodnot:1: Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a nemám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.0: Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.X: Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám také dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.?: Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, ani dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.2) V kapitole o intuicionismu ve cvièení 12 jsme se dovìdìli, ¾e Arend Heyting navrhl pro intuicionistickoulogiku následující tabulky: A :A1x0 0x1A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x 00 0 0 A _ B 1 x 01x0 1 1 11 x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 1 01 1 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x 1 00 0 1Tyto tabulky ale nevystihují pøesnì mno¾inu intuicionistických tautologií - formule (A ) B)_(B ) A)je tautologií této logiky (bez ohledu na pravdivostní hodnotu A a B je její hodnota 1), ale není tautologiíintuicionistické logiky (lze k ní toti¾ sestrojit kripkovský protipøíklad).3) V kapitole o modálních logikách jsme se podrobnì zabývali  Lukasiewiczovou trojhodnotovou modálnílogikou s tabulkami A :A }A �A1x0 0x1 110 100A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x 00 0 0 A _ B 1 x 01x0 1 1 11 x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 1 x1 1 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x 1 x0 x 1Cvièení 1. Zvolený zpùsob zápisu se pøíli¹ nehodí pro zji¹»ování, zda je nìjaká slo¾itìj¹í formuletautologií té èi oné vícehodnotové logiky, umo¾òuje ale vzájemnì porovnávat tabulky pro jednotlivéspojky v rùzných logikách.Zjisti, pro které spojky a které hodnoty argumentù se li¹í  Lukasiewiczova a Heytingova trojhodnotoválogika. Kolikaøádovou tabulku potøebujeme pro zji¹tìní, zda je formule((A ) B) ) C) ) (((B ) A) ) C) ) C)tautologií, jestli¾e ka¾dý øádek odpovídá jiné trojici hodnot A, B a C, jak je tomu obvyklé v klasickélogice? Zkus vymyslet rychlej¹í zpùsob, jak zjistit, jestli je nìjaká formule tautologií.Pravdivostní hodnota xDøíve, ne¾ se pustíme do dùkladnìj¹ího zkoumání trojhodnotových logik, musíme si rozmyslet, co toznamená, ¾e výrok má pravdivostní hodnotu x. Jaké dùvody nás vedou k tomu, ¾e kromì pravdivých anepravdivých výrokù pøipou¹tíme je¹tì tøetí mo¾nost?1Cituje Jaroslav Peregrin: Analytická �loso�e (náèrt!), kapitola 4, str. 5.2Dvouargumentové spojky jsou spojky ^;_;);,, které spojují v¾dy dva výroky.



821) Neznalost skuteèné pravdivostní hodnotyVýrok má pravdivostní hodnotu x, pokud nevíme, zda je pravdivý èi nepravdivý. Do této kategoriespadají napøíklad výroky o budoucnosti, které vedly  Lukasiewicze k vytvoøení jeho trojhodnotové logiky.Vypadají tabulky  Lukasiewiczovy logiky tak, jak bychom èekali pøi tomto chápání významu hodnotyx? V pøípadì, ¾e nevíme, zda je výrok A pravdivý èi nepravdivý, samozøejmì nevíme ani o jeho negaci,zda je pravdivá èi nepravdivá, tak¾e þ:x = xÿ. Ale i v pøípadì, ¾e nevíme, zda je výrok A pravdivý èine, víme, ¾e je-li výrok B pravdivý, tak je pravdivý alespoò jeden z výrokù A a B, tak¾e A _ B by mìlbýt pravdivý: þx _ 1 = 1ÿ.Cvièení 2. Podívej se na tabulky negace, konjunkce a disjunkce v Heytingovì a  Lukasiewiczovì logicea rozmysli si, ¾e skuteènì odpovídají tomuto chápání hodnoty x. Odpovídá tomuto pojetí lépe Heytingovanebo  Lukasiewiczova implikace?2) NesmyslnostVýrok s pravdivostní hodnotou x pova¾ujeme za úplnì nesmyslný. K logickému folklóru patøí tøebavýroky þCaesar je prvoèísloÿ a þbezbarvé zelené my¹lenky zuøivì spí.ÿ3 Je zøejmé, ¾e je-li výrok A ne-smyslný, budou nesmyslné i v¹echny slo¾itìj¹í výroky, které jej obsahují, tøeba þbezbarvé zelené my¹lenkyzuøivì spí a sluníèko je ¾lutéÿ. Doplníme-li na základì této úvahy na v¹echna novì vzniklá místa v tabulcehodnotu x, dostaneme Boèvarovu trojhodnotovou logiku z roku 1939:A :A1x0 0x1 A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x x0 x 0 A _ B 1 x 01x0 1 x 1x x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 0x x x1 x 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x x x0 x 1Cvièení 3. Uka¾, ¾e v této logice neexistují ¾ádné tautologické výroky - výroky, jejich¾ pravdivostníhodnota je 1 pøi libovolném pøiøazení pravdivostních hodnot jednoduchým výrokùm.3) Èásteèná pravdivostPravdivostní hodnotu x mù¾eme také pøiøadit tìm výrokùm, které le¾í nìkde mezi pravdou a nepravdou- tøeba výrokùm jako þPraha je obrovskáÿ nebo þráda poslouchám jazzÿ. Praha je urèitì velká, rozhodnìvìt¹í ne¾ Nová Ves, ale není tak obrovská jako New York. V tomto pøípadì ale brzy narazíme na to, ¾ebychom potøebovali více ne¾ tøi pravdivostní hodnoty: cítíme, ¾e výrok þBrno je obrovskéÿ by mìl býtpravdivìj¹í ne¾ výrok þNová Ves je obrovskáÿ ale ménì pravdivý ne¾ þPraha je obrovskáÿ, co¾ je výrokménì pravdivý ne¾ þNew York je obrovskýÿ. Pro tento typ výrokù byly vytvoøeny fuzzy logiky, o kterýchsi povíme v pøí¹tí kapitole.Návod, jak si vytvoøit vlastní trojhodnotovou logikuLogika je otázkou nabídky a poptávky. Doc. Miroslav Jauris, CSC.4Pøedstavme si, ¾e ses v souladu Jaurisovým tvrzením rozhodl vytvoøit a nabízet vlastní trojhodnotovulogiku. Aèkoli se to na první pohled mù¾e zdát jako odvá¾né rozhodnutí, jediné, co musí¹ udìlat, je najítsi kus papíru a sepsat tabulky pro výrokové spojky!No dobrá, øíká¹, jak ale zaøídím, aby po té mé logice byla poptávka?V prvé øadì se musí¹ postarat o to, aby tabulky Tvé logiky dávaly nìjaký smysl. Napøíklad by bylotì¾ké zdùvodnit, proè ses rozhodl pøisoudit negaci následující tabulku:A :A1x0 10xMálokdo by byl ochoten Ti uvìøit, ¾e pravdivostní hodnota výroku s hodnotou 1 by se negovánímnemìla zmìnit, pøinejmen¹ím chceme-li se dr¾et pravidla, ¾e výroky s hodnotou 1 jsou þnejvíc pravdivéÿ3Autorem prvního je rakouský �lozof a logik Rudolf Carnap, autorem druhého je americký jazykovìdec Noam Chomsky.Striktnì øeèeno se nejedná o výroky (ty jsou v¾dy buïto pravdivé nebo nepravdivé), ale o nesmyslné oznamovací vìty.4Pøedná¹ka z Logiky I, zimní semestr 2002/2003.



83(tedy pravdivé) a výroky s hodnotou 0 jsou þnejménì pravdivéÿ (tedy nepravdivé). Negací pravdivéhovýroku by samozøejmì mìl být výrok nepravdivý a naopak.Pro v¹echny logické spojky bývá nejrozumnìj¹í, aby v pøípadì, ¾e výroky, které spojují, mají pouzehodnoty 0 a 1, byly výsledné hodnoty stejné jako v klasické logice. Chce¹-li si tedy vytvoøit vlastní logiku,mìla by vzniknout doplnìním tìchto tabulek:A :A1x0 01 A ^ B 1 x 01x0 1 00 0 A _ B 1 x 01x0 1 11 0 A ) B 1 x 01x0 1 01 1 A , B 1 x 01x0 1 00 1Ov¹em¾e toto nejsou v¹echna omezení, kterými by ses mìl øídit, chce¹-li, aby po Tvé logice bylapoptávka. Je napøíklad dobrým zvykem pova¾ovat ekvivalenci A , B za pouhou zkratku za konjunkciimplikací (A ) B) ^ (B ) A), tak¾e tabulka pro ekvivalenci bude jednoznaènì urèena tím, jak budouvypadat tabulky pro konjunkci a implikaci.V tabulce pro negaci zbývá jediné volné místo, podívejme se tedy nejprve na to, jaké hodnoty do nìjmù¾e¹ doplnit. Má¹ tøi mo¾nosti: A :xA :1A :0A1x0 0x1 011 001Cvièení 4.  Lukasiewicz si pro svou trojhodnotovou logiku vybral první z nabízených negací; zjistìte,zda lze :1A a :0A vyjádøit pomocí symbolù :;^;_;);,;};�, pro které  Lukasiewicz de�noval tabulky.Cvièení 5. Rozhodni se, kterou z tìchto tøí negací bys zvolil, kdybys pravdivostní hodnotì x rozumìlvý¹e navr¾enými zpùsoby.Jakmile se rozhodne¹ pro nìkterou z mo¾ných negací, mù¾e¹ zaèít vyplòovat dal¹í tabulky. Mo¾ná jsise ve ¹kole setkal s dvojicí ekvivalencí známou jako de Morganovy zákony:5(A ^ B) má stejnou pravdivostní hodnotu jako :(:A _ :B)(A _ B) má stejnou pravdivostní hodnotu jako :(:A ^ :B)Pokud chce¹, aby tyto dva zákony platily i ve tvé logice, musí¹ na to myslet pøi vyplòování tabulek prokonjunkci a pro disjunkci. Konkrétnì staèí vyplnit tabulku pro jednu ze spojek ^, _ a tabulka pro druhouu¾ je jednoznaènì urèena de Morganovými zákony.Cvièení 6. Zjisti, jestli Boèvarova logika splòuje de Morganovy zákony.Proto¾e chceme, aby v¹echny spojky byly zobecnìním spojek klasické logiky, mù¾eme si pøi vyplòovánítabulek pomoci tím, ¾e zkusíme najít nìjaký popis chování klasických spojek, který by nám pomohlvyplnit tabulku i pro tøetí hodnotu. V pøípadì konjunkce a disjunkce se nejèastìji pou¾ívají následujícívyjádøení:A ^ B má hodnotu 1 právì tehdy, kdy¾ A i B mají hodnotu 1.A ^ B má hodnotu 0 právì tehdy, kdy¾ alespoò jeden z výrokù A, B má hodnotu 0.A _ B má hodnotu 1 právì tehdy, kdy¾ alespoò jeden z výrokù A, B má hodnotu 1.A _ B má hodnotu 0 právì tehdy, kdy¾ A i B mají hodnotu 0.Chování klasické konjunkce a disjunkce lze popsat i matematicky; pravdivostní hodnotu výroku A bu-deme znaèit jAj.jA ^ Bj = min (jAj; jBj) A ^ B má men¹í z hodnot výrokù A, B.jA _ Bj = max (jAj; jBj) A _ B má vìt¹í z hodnot výrokù A, B.Abychom mohli pou¾ít toto matematické vyjádøení, je potøeba pravdivostní hodnotì x pøiøadit nìjakouèíselnou hodnotu; pro na¹e úèely je vhodná hodnota 12 .5Místo obvyklého zápisu (A ^ B) , :(:A _ :B) jsme zvolili slovní vyjádøení, proto¾e A , B ve tvé logice nemusívyjadøovat vztah þA má stejnou hodnotu jako Bÿ.



84Cvièení 7. Zkontroluj, ¾e tabulky konjunkce a disjunkce v  Lukasiewiczovì i Heytingovì logice odpo-vídají tìmto dvìma popisùm (slovnímu a matematickému). Jak bys matematicky popsal negaci v tìchtologikách?Nejslo¾itìj¹í je vymyslet tabulku pro implikaci. V historii logiky vzniklo témìø nepøeberné mno¾stvírùzných trojhodnotových implikací. Pro na¹e zkoumání fuzzy logiky v pøí¹tí kapitole bude dùle¾ité roz-myslet si, jak bychom mohli matematicky popsat hodnotu výroku A ) B. Máme opìt nìkolik mo¾ností:(1) jA ) Bj = 1 jestli¾e jAj � jBjjA ) Bj = 0 jinak(2) jA ) Bj = 1 jestli¾e jAj � jBjjA ) Bj = 1� jAj+ jBj jinak(3) jA ) Bj = max (1� jAj; jBj) proto¾e klasicky platí (A ) B) , (:A _ B)6Tato vyjádøení vedou k následujícím tabulkám pro implikaci:A ) B 1 x 01x0 1 0 01 1 01 1 1 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 1 x1 1 1 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 x x1 1 1První z tìchto tabulek je zajímavá tím, ¾e pravdivostní hodnota implikace je v¾dy 0 nebo 1, i kdy¾do ní mohou vstupovat výroky s pravdivostní hodnotou x. Ve druhé z tìchto tabulek jsi pravdìpodobnìrozpoznal  Lukasiewiczovu implikaci; logiku s tøetí z tìchto implikací (a negací, konjunkcí a disjunkcístejnou jako u  Lukasiewicze a Heytinga) navrhl Kleene v roce 1952.Cvièení 8. Vymysli si trojhodnotovou logiku se svou vlastní implikací (nesmí to tedy být Boèvarova,Heytingova, Kleenova ani  Lukasiewiczova implikace) a ovìø, jestli v ní jsou následující formule tautolo-gické: A ) A::A , A(A ^ B) , :(:A _ :B)* Boèvarova a Kleenova logika z pohledu programátoraPou¾ití Boèvarovy logikyPokud se zabývá¹ programováním, mohla by Tì zaujmout tato interpretace Boèvarovy logiky: mìjmenìkolik programù, jejich¾ úkolem je najít odpovìï na rùzné otázky typu ano - ne. To znamená, pokudpustíme kterýkoli z tìchto programù, nastane jedna z následujících mo¾ností:(1) Program chvilku poèítá a pak odpoví þanoÿ.(0) Program chvilku poèítá a pak odpoví þneÿ.(x) Program poèítá a poèítá, ale nikdy ¾ádnou odpovìï nevydá - mù¾eme øíci, ¾e se þzacyklilÿ. Nebochvíli poèítá a pak se na obrazovce objeví chybové hlá¹ení, program napøíklad nemù¾e pokraèovat kvùlinedostatku pamìti nebo proto¾e se sna¾íme ulo¾it èíslo � jako celé èíslo nebo proto¾e voláme proceduru,která neexistuje : : :Programy mù¾eme samozøejmì kombinovat, tak¾e pokud u¾ máme programy A a B, není tì¾ké napsatprogram, který bude odpovídat na otázku þje pravda, ¾e i A i B dají odpovìï ano?ÿ. Tento programmù¾eme oznaèit A ^ B. Co se stane, polo¾íme-li tuto otázku, ale jeden z programù A a B se zacyklí?Pokud je ná¹ program pro A ^ B napsán tak, ¾e napøed pustí program A, potom program B a nakoneczjistí, jesli obì odpovìdi jsou þanoÿ, zacyklí se urèitì také.Právì takto napsané programy popisuje Boèvarova trojhodnotová logika; mluvíme o úplném vyhodno-cování.
6V tomto pøípadì platí té¾ jA ) Bj = 1� min(jAj; 1�jBj), co¾ odpovídá klasické ekvivalenci (A ) B) , :(A^:B).



85Pou¾ití Kleenovy logikyKleenova logika je urèena následujícími tabulkami:A :A1x0 0x1 A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x 00 0 0 A _ B 1 x 01x0 1 1 11 x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 x x1 1 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x x x0 x 1Cvièení 9. Uka¾, ¾e ani v Kleenovì logice neexistují ¾ádné tautologie.Také na Kleenovu logiku se mù¾eme dívat oèima programátora. Program pro A ^ B, o kterém bylaøeè v odstaveèku o Boèvarovì logice, mù¾eme toti¾ napsat také tak, ¾e programy pro A a pro B pobì¾ísouèasnì (paralelnì), napøíklad tak, ¾e se v¾dy provede jeden krok programu A a jeden krok programu B.Pokud v nìkterém okam¾iku zjistíme, ¾e odpovìï jednoho z tìchto programù je þneÿ, je jistì i odpovìïprogramu A^B také þneÿ; výpoèet mù¾eme ukonèit a nemusíme èekat, a¾ dobìhne druhý program, tak¾esi vlastnì ani nev¹imneme, ¾e sám o sobì by bì¾el donekoneèna. Tento zpùsob psaní slo¾itìj¹ích programùnazýváme èásteèné vyhodnocování. Podobnì svou logiku chápal i sám autor:Kleene sám ov¹em svou logiku pova¾oval spí¹e za parciální ne¾ za explicitnì trojhodnotovou - onu tøetímo¾nost vedle 1 a 0 pova¾oval spí¹e za absenci hodnoty ne¾ za dal¹í hodnotu. ©lo mu toti¾ zejména o to,aby udìlil speci�cký status tìm aritmetickým výrokùm, jejich¾ pravdivostní hodnoty neznáme nebo znátnemù¾eme. Jaroslav Peregrin: Logika a logiky, str. 71.7Souèinové logikyVyhodnocování více výrokù najednouPøedstav si, ¾e si chce¹ koupit auto. Sepí¹e¹ si tedy seznam v¹ech vlastností, které by mìlo mít:cenu do 400 000 Kè, maximální rychlost alespoò 250km/h, velký zavazadlový prostor, airbagy pro øidièei spolujezdce, zeleno¾lutou barvu, spotøebu nejvý¹ 5l/100km, otevírací støechu, zamykání na dálkovéovládání a pøípojku pro karavan. Pøi prùzkumu trhu pravdìpodobnì zjistí¹, ¾e vìt¹ina aut má nìkteréz tìchto vlastností, ale ne v¹echny. Mo¾ná se proto rozhodne¹ udìlat si pøehlednou tabulku, která Tiumo¾ní jednotlivá auta srovnávat:cena rychlost prostornost airbagy barva spotøeba støecha : : :trabant p � � � p � � : : :mercedes � p p p � � p : : :...Mù¾e¹ také zkusit zavést pravdivostní hodnoty, které budou vyhodnocovat výrok þtoto auto splòujev¹echny mé po¾adavkyÿ. Jedním ze zpùsobù by bylo pøisoudit ka¾dému po¾adavku stejnou dùle¾itost aøíct, ¾e pro auto, které splòuje sedm z deseti pøedpokladù, má tento výrok pravdivostní hodnotu 0; 7,zatímco pro auto, které splòuje tøi pøedpoklady, má hodnotu jen 0; 3. Tímto zpùsobem ale ztratí¹ mnohocenné informace o tom, které pøedpoklady auto splòuje a které ne.Jinou mo¾ností je zavést pravdivostní hodnoty, které mají více slo¾ek. Ka¾dá slo¾ka pak bude vypovídato jednom po¾adavku. Pro trabant a mercedes dostaneme pravdivostní hodnotytrabant = (1; 0; 0; 0; 1; 0; 0; : : : );mercedes = (0; 1; 1; 1; 0; 0; 1; : : : );Zajímavou a u¾iteènou vlastností tohoto typu pravdivostních hodnot je to, ¾e pravdivostní hodnotuslo¾eného výroku lze poèítat po slo¾kách. To znamená, ¾e nejprve vyhodnotíme pravdivostní hodnotuka¾dého po¾adavku zvlá¹» - stejnì jako v klasické logice - a pak dáme tyto pravdivostní hodnoty do-hromady. Napøíklad pohledem do pøedchozí tabulky snadno zjistíme, ¾e témìø ideálním autem by bylkøí¾enec trabantu s mercedesem, proto¾e výrok þtémìø v¹echny mé pøedpoklady splòuje buï trabantnebo mercedesÿ má pravdivostní hodnotutrabant _ mercedes = (1; 1; 1; 1; 1; 0; 1; : : : ):7Peregrin oznaèuje pravdivostní hodnoty P a N místo na¹eho 1 a 0.



86 Vidíme ale také, ¾e nevhodnou kombinací vlastností trabantu a mercedesu bychom dostali zcela nepo-u¾itelné auto: trabant ^ mercedes = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; : : : ):Pøi interpretaci souèinových pravdivostních hodnot musíme být velmi opatrní. Napøíklad jsme vidìli,¾e vysoká hodnota výroku trabant _ mercedes neøíká, ¾e þbuï trabant nebo mercedes splòuje v¹echnymé pøedpokladyÿ ale pouze þtémìø v¹echny mé pøedpoklady jsou splnìny alespoò jedním z aut trabanta mercedesÿ.V následující matematické de�nici shròme dùle¾ité vlastnosti souèinových logik:1. Pravdivostní hodnoty vznikají kombinací pravdivostních hodnot jednodu¹¹ích logik (v na¹em pøí-kladì to byla v¾dy dvouhodnotová logika, ale klidnì bychom mohli uva¾ovat i vícehodnotové logiky: tøebabarva nìjakého auta se mi mù¾e líbit (1), nelíbit (0) nebo mi být lhostejná (x)).2. Pravdivostní hodnota výroku obsahujícího nìjakou spojku se poèítá po slo¾kách, tedy zvlá¹» v ka¾déjednodu¹¹í logice, ze kterých se skládá souèinová logika.De�nice 10. Zvolme si n logik Ai (ne nutnì rùzných). Nech» logika Ai má mno¾inu pravdivostníchhodnot Pi. Pak souèin logik Qni=1 Ai má mno¾inu pravdivostních hodnot f(p1; p2; : : : ; pn); pi 2 Pig. Prav-divostní hodnota slo¾eného výroku se z pravdivostních hodnot jednodu¹¹ích výrokù urèuje po slo¾káchpodle pravidel platných v jednotlivých logikách.Nic nám nebrání dosazovat na jednotlivé slo¾ky hodnoty nìkteré vícehodnotové logiky. Napøíklad mírusvé spokojenosti s maximální rychlostí auta mohu vyjádøit na ¹estistupòové ¹kále (0 - nedá se s ním jezditvíc ne¾ ¹edesátkou, 15 - na dálnici bych se musel dr¾et v pravém pruhu, 25 - maximální rychlost 110-130km/h, : : : 1 - maximální rychlost pøes 250 km/h), spokojenost s barvou auta na tøístupòové ¹kále (1 -zeleno¾luté, 12 - zelené nebo ¾luté, 0 - ostatní barvy) a spokojenost s airbagy na dvoustupòové ¹kále (1 -má airbagy, 0 - nemá airbagy).Je zøejmé, ¾e nìkteré hodnoty souèinové logiky lze jen tì¾ko porovnávat: je lep¹í auto, které má airbagy,ale není zeleno¾luté, nebo zeleno¾luté auto bez airbagù? Je lep¹í auto, které jezdí rychle za cenu vysokéspotøeby, a nebo pomalé auto s nízkou spotøebou? Proto nebývají hodnoty souèinové logiky uspoøádanélineárnì (tj. do øady od nejmen¹í po nejvìt¹í), ale jen èásteènì: auto A, které je ve v¹ech aspektech lep¹íne¾ auto B, je urèitì celkovì lep¹í ne¾ auto B. Je-li (A1; A2; : : : ; An) hodnota auta A a (B1; B2; : : : ; Bn)hodnota auta B, mù¾eme na¹i úvahu shrnout takto:(A1; A2; : : : ; An) � (B1; B2; : : : ; Bn) , pro ka¾dé i � n Ai � Bi:Cvièení 11. Rozhodni, jestli lze ètyøhodnotovou logiku z první kapitoly s následujícími hodnotamipova¾ovat za souèinovou logiku:1=(1,0): Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a nemám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.0=(0,1): Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.X=(1,1): Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám také dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.?=(0,0): Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, ani dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.Výroky s presupozicíJedním z nejvìt¹ích oøí¹kù, s nimi¾ se logikové potýkají ji¾ celá desetiletí, jsou takzvané presupozice.Presupozice je pøedpoklad, který musí být splnìn, aby daný výrok vùbec mohl být pravdivý nebo ne-pravdivý. Tøeba vìta þsouèasná královna Anglie je stará paníÿ je pravdivá, ale vìta þsouèaný král Francieje holohlavýÿ není pravdivá, ale ani nepravdivá, proto¾e to by musela být pravdivá vìta þsouèasný králFrancie není holohlavý), ale Francie nemá ¾ádného krále. Vìta þsouèasný král Francie je holohlavýÿ toti¾obsahuje presupozici þFrancie má v tuto chvíli králeÿ.Souèinové logiky nabízejí pomìrnì elegantní øe¹ení tohoto problému: výrok A s presupozicí B budemepova¾ovat za výrok o dvou slo¾kách, z nich¾ první odpovídá presupozici a druhá implikaci þjestli¾e jepresupozice pravdivá, tak je pravdivý i výrokÿ. Jinak øeèeno, místo výroku A budeme vyhodnocovatdvojici (B;B ) A). Na pøíkladu francouzského krále si uká¾eme význam jednotlivých pravdivostníchhodnot:(1,1) Francie má v tuto chvíli krále a tento král je holohlavý.(1,0) Francie má v tuto chvíli krále a tento král není holohlavý.(0,1) Francie v tuto chvíli nemá krále (a tudí¾ nemá smysl ptát se, zda je holohlavý).(0,0) Tato varianta nastat nemù¾e, proto¾e implikace s nepravdivým prvním èlenem je v¾dy pravdivá.



87Smìsice poznámek a citátù©estihodnotová teologická logikaPro zkoumání rùzné záva¾nosti pravdivých výrokù lze v teologii pou¾ít ¹estihodnotovou logiku, vekteré jsou pravdivostní hodnoty interpretovány následovnì:1 logicky pravdivý45 teologicky pravdivý (pravda na základì víry)35 fakticky pravdivý25 fakticky nepravdivý15 teologicky nepravdivý (v protikladu s pravdou víry)0 logicky nepravdivý4 trojhodnotové implikace8V na¹em povídání o tom, jaké vlastnosti by mìly mít tabulky pro jednotlivé spojky, jsme toho o im-plikaci mnoho neøekli, proto¾e popsat þrozumnéÿ vlastnosti implikace je o nìco nároènìj¹í ne¾ popsatþrozumnéÿ vlastnosti ostatních spojek.Jedním ze zpùsobù, jak se dívat na vícehodnotové logické spojky, je tento: existuje jedna vybranáhodnota, která odpovídá situaci, kdy výrok je pravdivý. Ostatní hodnoty zachycují rozdíly v dùvodech,proè výrok pravdivý není (je nepravdivý, nesmyslný, jeho pravdivostní hodnota je neznámá a podobnì).Jeví se jako celkem rozumné po¾adovat, aby vícehodnotové spojky splòovaly následující kritérium: po-kud v¹echny nevybrané hodnoty (v na¹em pøípadì hodnoty x a 0) nahradíme jedinou hodnotou (oznaèímeji také 0, k mýlce nemù¾e dojít), stanou se z vícehodnotových tabulek tabulky klasické logiky.Na první pohled vidíme, ¾e napøíklad tabulka pro negaci :x toto kritérium nesplòuje:A :xA1 0x x0 1 ���������! A þ:xAÿ1 00 00 1 6= A :A1 00 10 1Vidíme, ¾e se v takto vzniklé tabulce objevily dvì rùzné výsledné hodnoty pro pùvodní hodnotu 0!Cvièení 12. Ani ¾ádná ze ètyø implikací, o kterých jsme ji¾ mluvili ( Lukasiewiczova, Heytingova,Boèvarova a Kleenova) nesplòuje toto pøísné kritérium! Existují jen 4 implikace, které je splòují - doká¾e¹je najít?11 trojhodnotových implikací9Milan Matou¹ek a Petr Jirkù navrhují následující ménì pøísná kritéria pro implikaci (písmena a; b; coznaèují pravdivostní hodnoty):(1) Pøedpokládáme, ¾e 0 � x � 1; napøíklad mù¾eme ztoto¾nit pravdivostní hodnotu x s hodnotou 12 .(2) Je-li a < 1, potom (1 ) a) < 1.(3) Je-li a < b, potom a) b = 1.(4) Je-li a < b, potom pro ka¾dé c platí (c) a) � (c) b).(5) Je-li a < b, potom pro ka¾dé c platí (a) c) � (b) c).Cvièení 13. Ovìø, ¾e klasická implikace splòuje kritéria (2)-(5). Které ze ètyø trojhodnotových impli-kací, o nich¾ byla øeè v textu, splòují tyto podmínky?Tìchto pìt kritérií je jedním ze zpùsobù, jak matematicky popsat klasickou implikaci tak, abychom jimohli zobecnit na více hodnot. Matou¹ek a Jirkù dále ukazují, ¾e existuje právì jedenáct implikací, kterétìmto kritériím vyhovují. Jsou to:8Miroslav Mleziva: O trojhodnotové logice, str. 6-11.9Milan Matou¹ek, Petr Jirkù: Three-Element Implicative Matrices, Miscellanea logica V, str. 85-102. Jirkù, slidy 112-113.



88 A B )W )J )3 )A )K )P )4 )Y )H )L )S1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 x 0 0 0 x x 0 0 0 x x x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0x 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1x x 0 x x x x 1 1 1 1 1 1x 0 0 0 x 0 x 0 x 1 0 x 10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 x 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0Autory logik s jednotlivými implikacemi jsou Lewis, Jaskowski, Avron, Kleene, Przymuszinski, Jirkù,Heyting,  Lukasiewicz, Slupecki. Není známo, ¾e by se nìkdo podrobnìji zabýval studiem dvou implikacíoznaèených )3 a )4. Ètvercové tabulky pro tìchto jedenáct implikací vypadají takto (øadíme je podlepoètu výskytù hodnoty x v tabulce; hodnoty, kterými se jednotlivé implikace li¹í, jsou zvýraznìny):A )W B 1 x 01x0 1 0 01 0 01 1 1 A )P B 1 x 01x0 1 0 01 1 01 1 1 A )Y B 1 x 01x0 1 0 01 1 11 1 1ÿ A )J B 1 x 01x0 1 0 01 x 11 1 1 A )4 B 1 x 01x0 1 0 01 1 x1 1 1 A )H B 1 x 01x0 1 x 01 1 01 1 1 A )S B 1 x 01x0 1 x 01 1 11 1 1A )3 B 1 x 01x0 1 0 01 x x1 1 1 A )A B 1 x 01x0 1 x 01 x 01 1 1 A )L B 1 x 01x0 1 x 01 1 x1 1 1 A )K B 1 x 01x0 1 x 01 x x1 1 1Funkèní úplnostV povídání o klasické logice jsme si øekli, ¾e v¹echny spojky lze vyjádøit pomocí ) a : nebo tøebapomocí ^ a :. Dokonce lze vyjádøit nejen spojky _;) a ,, ale i jakoukoli dal¹í spojku, její¾ tabulkaobsahuje pouze nuly a jednièky. Proto øekneme, ¾e mno¾ina spojek f^;:g je funkènì úplná.Naopak spojku : nelze vyjádøit pomocí spojek ^;_;);,. Vidíme tedy, ¾e existuje logická spojkas tabulkou, která obsahuje pouze dvì hodnoty, kterou nelze vyjádøit pomocí dvouhodnotových spojek^;_;);,. Proto øekneme, ¾e mno¾ina spojek f^;_;);,g je funkènì neúplná.Následující tabulky ukazují v¹echny jednoargumentové a dvouargumentové dvouhodnotové spojky:A True A : False1 1 1 0 00 1 0 1 0A B True _ ? A ) B , ^ j 
 :B : ) :A ? # False1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 01 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 00 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 00 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0Pøipomeòme si, ¾e se spojkami j; # a� jsme se seznámili ve cvièeních první kapitoly: j je She�erovolomítko (cvièení 18), # je Peircùv symbol (cvièení 8) a 
 je vyluèovací nebo èili xor (cvièení 2).V tabulce nalezne¹ i nìkolik spojek, se kterými jsme se dosud nesetkali. Výrok utvoøený pomocíspojky True je v¾dy pravdivý, naopak výrok utvoøený pomocí spojky False je v¾dy nepravdivý. V¹imnisi, ¾e obì spojky mohou být jedno-, dvou- i víceargumentové, tak¾e mù¾eme psát True(A) = A _ :Anebo tøeba True(A,B,C,D,E) = A _ :A. Mù¾eme je dokonce pova¾ovat za þbezargumentové spojkyÿ:takovým spojkám se øíká konstanty a lze je pou¾ít pøi tvorbì výrokù místo nìjakého v¾dy pravdivého èiv¾dy nepravdivého výroku. Napøíklad výrok False ) A je tautologií klasické logiky, proto¾e implikaces nepravdivým prvním èlenem je v¾dy pravdivá.



89Spojka :B znaèí dvouargumentovou negaci druhého argumentu: je to èerná skøíòka, do které strèímdva výroky a ona vyplivne negaci druhého z nich: :B(A;B) = :B.Pøesná de�nice funkèní úplnosti je tato:De�nice 14. Øekneme, ¾e mno¾ina k-hodnotových spojekM je funkènì úplná, jestli¾e pro ka¾dé pøiro-zené èíslo n � 1 je ka¾dá n-ární k-hodnotová spojka ekvivalentní nìjaké formuli obsahující pouze spojkyz M .Napøíklad v pøípadì klasické logiky je spojka AjB ekvivalentní formuli :(A^B), která obsahuje pouzespojky : a ^.Cvièení 15. Ke v¹em jedno- a dvouargumentovým spojkám z pøedchozích tabulek najdi ekvivalentníformule obsahující pouze spojky : a ^!Logiky v¾dy zajímá, zda jsou vícehodnotové logiky funkènì úplné. V pøípadì tøíhodnotové logiky toznamená, ¾e pomocí spojek zkoumané logiky musíme umìt vyjádøit v¹ech 27 jednoargumentových funkcí(rozmysli si, ¾e jich je opravdu tolik!), v¹echny dvouargumentové funkce a tak dále!Cvièení 16. Kolik je trojhodnotových dvouargumentových funkcí?Zdá se skoro nemo¾né, ¾e by se podaøilo nìèeho takového dosáhnout pomocí rozumného poètu spojek.Proto Tì jistì nijak nepøekvapí výsledek následujícího cvièení:Cvièení 17. Uka¾, ¾e v  Lukasiewiczovì logice nelze vyjádøit jednoargumentovou funkci �:A �A1 xx x0 xO to víc Tì pravdìpodobnì pøekvapí vìta, kterou dokázal J. Slupecki:Vìta 18. Mno¾ina spojek f)L;:x;�g je funkènì úplná.Lidsky øeèeno: pøidáme-li k  Lukasiewiczovì logice je¹tì spojku �, dostaneme funkènì úplnou logiku!Slupecki dále ukázal, ¾e také trojice spojek )S ;:1; R je funkènì úplná; R je pøitom jedna z tìch spojek,které pravdìpodobnì nemají ¾ádný snadno vysvìtlitelný význam:A RA1 xx 10 0



90 Nápovìdy, øe¹ení a poznámky k nìkterým cvièenímØe¹ení cvièení 1 Tabulky pro negaci :A, konjunkci A ^ B a disjunkci A _ B se v obou logikáchshodují; tabulka pro implikaci se li¹í v jediné hodnotì, a to x ) 0; v dùsledku toho se tabulka proekvivalenci10 li¹í v obou pøípadech, ve kterých hodnota jednoho z výrokù A a B je x a hodnota druhéhoje 0.A, B i C mohou mít ka¾dá tøi rùzné pravdivostní hodnoty, celkem tedy existuje 3 � 3 � 3 = 27 rùznýchpøiøazení pravdivostních hodnot. Pro zji¹tìní, zda je nìjaká formule tautologií, bychom tedy museli vyplnit27-øádkovou tabulku! Existuje ale o nìco rychlej¹í zpùsob, jak to udìlat:Zkusíme pøedpokládat, ¾e zadaná formule (v na¹em pøípadì ((A ) B) ) C) ) (((B ) A) ) C) ) C),ale postup je zcela obecný) není tautologií, to znamená, ¾e pøi nìjakém pøiøazení hodnot 1, x a 0 výrokùmA, B a C má hodnotu 0 nebo x. Zkusme nyní urèit, jaké ohodnocení by to mohlo být tøeba v pøípadì Lukasiewiczovy logiky. V následujícím odstavci je slovy vysvìtleno, jaké úvahy byly potøebné k vyplnìnítabulky pod ním.Zkoumejme nejprve mo¾nost, ¾e hodnota této formule je 0. Proto¾e se jedná o implikaci þ(A ) B) ) Cimplikuje ((B ) A) ) C) ) Cÿ, musí být první èlen pravdivý a druhý nepravdivý (v tabulce implikaceje jediná 0). Zkoumejme nejprve druhý èlen. Opìt vidíme, ¾e se jedná o implikaci, její¾ druhý èlen, toti¾C, musí být nepravdivý. První èlen (B ) A) ) C musí být pravdivá implikace; v tabulce implikace jemnoho jednièek, ale jen jedna z nich se vyskytuje ve sloupeèku, ve kterém má druhý èlen hodnotu 0.Z toho mù¾eme usoudit, ¾e B ) A musí být 0, tak¾e B je 1 a A je 0. Kdy¾ nyní tyto hodnoty doplnímedo implikace (A ) B) ) C, zjistíme, ¾e je nepravdivá, aèkoli jsme ji døíve oznaèili za pravdivou. To jespor: formule ((A ) B) ) C) ) (((B ) A) ) C) ) C) tedy nemù¾e mít pravdivostní hodnotu 0.(( A ) B ) ) C ) ) ((( B ) A ) ) C ) ) C )01 0 01 0 0 1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 00 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 00 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 00 1 1 0; 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0Podobnou úvahu mù¾eme provést i pro oba pøípady, kdy má formule ((A ) B) ) C) ) (((B ) A) )C) ) C) pravdivostní hodnotu x. V pøípadì, ¾e první èlen je x a druhý 0 dostaneme na základì druhéhoèlenu opìt pravdivostní hodnoty pro A, B a C po øadì 0, 1 a 0; jak ji¾ víme, má pøi tomto ohodnoceníimplikace (A ) B) ) C hodnotu 1 a ne x, jak bychom potøebovali.Doporuèuji Ti zkusit prozkoumat pøípad, ¾e (A ) B) ) C má hodnotu 1 a ((B ) A) ) C) ) C máhodnotu x samostatnì a porovnat svùj výsledek s následující tabulkou:(( A ) B ) ) C ) ) ((( B ) A ) ) C ) ) C )1 x x1. mo¾nost:(( A ) B ) ) C ) ) ((( B ) A ) ) C ) ) C )1 x x 1 x x xImplikace A ) B má buïto hodnotu x, nebo hodnotu 0. Máme tedy tøi mo¾nosti: A=1, B=x; A=x,B=0; A=1, B=0. Ve v¹ech tøech pøípadech má B ) A hodnotu 1, tak¾e (B ) A) ) C má hodnotu x ane 1, jak bychom potøebovali.2. mo¾nost:(( A ) B ) ) C ) ) ((( B ) A ) ) C ) ) C )1 0 x x 0 x 00 1 0 x x 0 x 01 0 0 1 0 x 0 1 x 0 x 01 0 0 1 0 x 0 1 1 x 0 x 01 0 0 1 0 x 0 1 1 0,x 0 x 0Vyzkou¹eli jsme v¹echny mo¾nosti, jak formuli ((A ) B) ) C) ) (((B ) A) ) C) ) C) pøiøaditjinou pravdivostní hodnotu ne¾ 1 a poka¾dé jsme dospìli ke sporu; z toho je vidìt, ¾e tato formule10Témìø ve v¹ech logikách, trojhodnotové nevyjímaje, je A , B pova¾ováno za zkratku za formuli (A ) B)^ (B ) A).



91je tautologií  Lukasiewiczovy trojhodnotové logiky. K tomu, abychom to zjistili, jsme popsali pouze 14øádkù tabulky, co¾ dalo o nìco ménì práce, ne¾ vyplnit v¹ech 27 øádkù tabulky, abychom zjistili, jestlimá zkoumaná formule ve v¹ech hodnotu 1.Pøedvedený postup lze pou¾ít v libovolné logice, ve které urèujeme pravdivost slo¾ených výrokù pomocítabulky, tedy i v klasické logice.Øe¹ení cvièení 2 Je-li výrok A pravdivý a výrok B nepravdivý, je implikace nepravdivá (þ1 ) 0 =0ÿ), ale je-li výrok A nepravdivý a B také, je implikace pravdivá (þ0 ) 0 = 1ÿ). Proto se domnívám, ¾epojetí hodnoty x jako þnevíme, zda 0 nebo 1ÿ lépe odpovídá  Lukasiewiczova implikace, pro kterou platíþx ) 0 = xÿ.Øe¹ení cvièení 3 Pokud nìjakému jednoduchému výroku pøiøadíme pravdivostní hodnotu x, budei libovolný slo¾itìj¹í výrok, který jej obsahuje, mít pravdivostní hodnotu x. Díky tomu pravdivostníhodnota ka¾dého výroku mù¾e být x, staèí prohlásit za nesmyslný nìjaký jednodu¹¹í výrok, který obsahuje.(Zjednodu¹enì se na to mù¾e¹ dívat takto: pokud jedna z vìt tvoøících nìjaké souvìtí nedává smysl, pakani celé souvìtí nedává smysl.)Øe¹ení cvièení 4 :1A má stejnou tabulku jako }:A:0A má stejnou tabulku jako �:AØe¹ení a poznámka ke cvièení 5 Ve v¹ech tøech pøípadech se jako nejvhodnìj¹í jeví negace:x. Tato negace se nìkdy nazývá interní negace, zatímco :1 se nazývá optimistická externí negace a:0 pesimistická externí negace. Externí negace odpovídají pøedstavì, ¾e ka¾dý výrok má pravdivostníhodnotu 1 nebo 0; x znamená pouze to, ¾e tuto skuteènou pravdivostní hodnotu neznáme. V optimistickénegaci mù¾eme vidìt tvrzení þnení známo, ¾e A je pravdivéÿ. Pesimistická negace odpovídá tvrzení þjeznámo, ¾e A je nepravdivéÿ.Øe¹ení cvièení 5 Jsou-li pravdivostní hodnoty výrokù A i B buïto 0 nebo 1, poèítá se pravdivostníhodnota slo¾itìj¹ích výrokù stejnì jako v klasické logice a platnost de Morganových zákonù tedy není na-ru¹ena. Je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù x, je pravdivostní hodnota libovolného slo¾itìj¹íhovýroku také x a de Morganovy zákony tedy platí také.Øe¹ení a poznámka ke cvièení 7 Nejèastìji pou¾ívaným matematickým vyjádøením (interní)negace je j:Aj = 1 � jAj. Optimistickou externí negaci lze vyjádøit pomocí j:0Aj = 1 � sgn jAj, kdefunkce sgnx urèuje znaménko èísla x:sgn 0 = 0sgnx = 1 x kladnésgnx = �1 x zápornéNápovìda ke cvièení 9 Zvol pøiøazení pravdivostních hodnot výrokùm A a B tak, aby ¾ádnýz výrokù :A;:B;A ^ B;A _ B;A ) B;A , B nemìl pravdivostní hodnotu 1.Øe¹ení cvièení 9 Zvolíme-li pravdivostní hodnotu v¹ech jednoduchých výrokù rovnou x, bude taképravdivostní hodnota v¹ech slo¾itìj¹ích výrokù x, jak se snadno pøesvìdèíme pohledem do tabulek: je-lijAj = x a jBj = x, je také j:Aj = jA ^ Bj = jA _ Bj = jA ) Bj = jA , Bj = x.Øe¹ení cvièení 11 Domnívám se, ¾e tato logika není souèinovou logikou, aè za ni nìkdy bývávydávána. Tak, jak jsou hodnoty oznaèeny v zadání, by toti¾ konjunkcí výrokù A a B s pravdivostnímihodnotami 1=(1,0) a X=(1,1) byl výrok s pravdivostní hodnotou 1=(1,0); ale mám-li dùvod vìøit, ¾e Bnení pravdivý, mám tím spí¹ dùvod vìøit, ¾e A^B není pravdivý. Konjunkci je tedy tøeba vyhodnocovatjako konjunkci na 1. slo¾ce, ale jako disjunkci na 2. slo¾ce, tak¾e není obvyklou souèinovou konjunkcí.Je¹tì záva¾nìj¹í problém vidím v tom, ¾e negace ve skuteènosti prohazuje slo¾ky: negací výroku s hod-notou 1=(1,0) je výrok s hodnotou 0=(0,1), co¾ odpovídá souèinové negaci, ale negací výroku s pravdi-vostní hodnotou X=(1,1) je opìt výrok s pravdivostní hodnotou X=(1,1), jak dokládám v 1. kapitole vecvièení 17.Na první pohled by se mohlo zdát, ¾e pohled na tuto logiku jako souèinovou logiku obhájíme otoèe-ním hodnot ve druhé slo¾ce: 1=(1,1), 0=(0,0), X=(1,0), ?=(0,1). Pøi tomto pøiøazení slo¾ených hodnotpùvodním hodnotám se toti¾ konjunkce skuteènì chová jako souèinová konjunkce (provedení konjunkcena opaèné hodnoty dává toti¾ opaènou hodnotu ne¾ je hodnota disjunkce díky de Morganovým zákonùm:



92:(A _ B) = :A ^ :B, tak¾e vyhodnocení druhých slo¾ek je tentokrát v poøádku). Ale ani pøi tomtopøiøazení nebude negace prostou souèinovou negací, proto¾e souèinovou negací hodnoty (1,0) je hodnota(0,1), ale negací hodnoty X je opìt hodnota X.Nápovìda ke cvièení 12 Nejprve vyplò oznaèená políèka tabulky:A ) B 1 x 01x0 �� � �� � �Øe¹ení cvièení 12A )1 B 1 x 01x0 1 x x1 1 11 1 1 A )S B 1 x 01x0 1 x 01 1 11 1 1 A )2 B 1 x 01x0 1 0 x1 1 11 1 1 A )Y B 1 x 01x0 1 0 01 1 11 1 1O implikaci )S je¹tì usly¹íme v souvislosti s funkèní úplností. Jejím autorem je logik J. Slupecki.Implikací )Y se zabýval souèasný èeský logik Petr Jirkù. Není mi známo, ¾e by nìkdo dùkladnìji studovalvlastnosti implikací )1 a )2 kromì Miroslava Mlezivy ve zmiòovaném èlánku; jsou þpodezøeléÿ, proto¾epro nì platí þ1 ) 0 = xÿ, zatímco v klasické logice platí þ1 ) 0 = 0ÿ.Øe¹ení cvièení 13Uvádìli jsme si jen jedinou implikaci, která tato kritéria nesplòuje, a to implikaci Boèvarovu.Øe¹ení cvièení 15 Uveïme jen formule pro prvních nìkolik spojek, ostatní lze získat podobnì:False(A) , False(A;B) , A ^ :ATrue(A) , True(A;B) , :(A ^ :A)A , A;B , B A _ B , :(:A ^ :B)A?B , B ) A , :(:A ^ B):A(A;B) , :AØe¹ení cvièení 16V¹ech dvouargumentových funkcí je skoro 20 000! Pøesnìji, je jich 39 = 19683.Vysvìtleme si, proè tomu tak je. U¾ jsme si v¹imli, ¾e tabulka trojhodnotové dvouargumentové funkcemá devìt øádkù (nebo políèek) odpovídajících devíti mo¾ným kombinacím tøí základních hodnot. Doprvního øádku mù¾eme napsat tøi rùzné hodnoty; pro ka¾dou z tìchto hodnot mù¾eme do druhého øádkuopìt napsat tøi rùzné hodnoty (to je celkem devìt mo¾ností, jak vyplnit první dva øádky); pro ka¾douz tìchto devíti mo¾ností máme opìt tøi mo¾nosti, jak vyplnit tøetí øádek (celkem 33 = 27 mo¾ností, jakvyplnit první tøi øádky). Budeme-li takto pokraèovat dál, zjistíme, ¾e máme celkem 39 = 19683 mo¾ností,jak vyplnit celou tabulku!Øe¹ení a poznámka ke cvièení 17 V¹echny spojky  Lukasiewiczovy logiky mají následující vlast-nost: je-li hodnota v¹ech argumentù buï 0 nebo 1, je i hodnota výsledku buï 0 nebo 1. Ale hodnotafunkce � je v¾dy x - tedy i v pøípadì, ¾e argument má hodnotu 0 nebo 1.Výsledek lze zformulovat i takto: po¾adovali jsme, aby se na þklasickýchÿ hodnotách 0 a 1 spojkychovaly stejnì jako v klasické logice. Ov¹em v klasické logice neexistuje hodnota x, tak¾e rozhodnì nenímo¾né, aby hodnota nìjaké formule dávala pro jAj = 1 hodnotu x.



936. FUZZY LOGIKYFuzzy teorie je nesprávná a zhoubná. Potøebujeme více logického my¹lení, ne ménì. Nebezpeèí fuzzylogiky spoèívá v tom, ¾e bude podporovat ten typ nepøesného my¹lení, který nám zpùsobil tolik potí¾í.Fuzzy logika je kokainem vìdy. Prof. Wiliam Kahan, University of California at Berkeley1Zatímco zejména ve svých poèátcích byla fuzzy logika pøedmìtem vá¹nivých sporù mezi matema-tiky, dnes patøí k nejrychleji se rozvíjejícím odvìtvím logiky. K tomu vede zejména její hojné vyu¾ívánív rùzných technologiích.Fuzzy logiky: nekoneèný poèet pravdivostních hodnotV kapitole o vícehodnotových logikách jsme nalezli následující vzoreèky pro hodnoty slo¾ených výrokùna základì hodnot jednodu¹¹ích výrokù:j:Aj = 1� jAjj:0Aj = 1� sgn jAj j:0Aj = 1 pokud jAj = 0, jinak j:0Aj = 0jA ^ Bj = min (jAj; jBj) A ^ B má men¹í z hodnot výrokù A, B.jA _ Bj = max (jAj; jBj) A _ B má vìt¹í z hodnot výrokù A, B.Dále jsme na¹li nìkolik zpùsobù, jak matematicky popsat implikaci:(1) jA ) Bj = 1 jestli¾e jAj � jBjjA ) Bj = 0 jinak(2) jA ) Bj = 1 jestli¾e jAj � jBjjA ) Bj = 1� jAj+ jBj jinak(3) jA ) Bj = max (1� jAj; jBj) proto¾e klasicky platí (A ) B) , (:A _ B)2Od matematické formulace na¹ich po¾adavkù na vlastnosti tabulek pro jednotlivé spojky je ji¾ jennepatrný krùèek k logikám s více hodnotami. Tento krùèek se v mnohém podobá kroku od dvouhodnotovélogiky k logice trojhodnotové. Ze v¹eho nejdøíve se musíme rozhodnout, kolik rùzných hodnot má na¹elogika pøipou¹tìt a jak je budeme interpretovat.Mù¾eme se napøíklad rozhodnout pro následujících pìt pravdivostních hodnot:(0) Výrok je nepravdivý.( 14 ) Výrok není ani pravdivý ani nepravdivý, ale je spí¹ nepravdivý.( 12 ) Výrok není ani pravdivý ani nepravdivý.( 34 ) Výrok není ani pravdivý ani nepravdivý, ale je spí¹ pravdivý.(1) Výrok je pravdivý.Tìchto pìt pravdivostních hodnot mù¾eme pøisuzovat napøíklad výrokùm o budoucnosti: výrok þza rokbudu v Prazeÿ má pravdivostní hodnotu 34 , zatímco výrok þza rok budu v Èínìÿ má pravdivostní hodnotu14 . Spokojíme-li se s rozdìlením mìst podle velikosti do pìti skupin, bude nám tìchto pìt pravdivostníchhodnot staèit i k ohodnocení výrokù typu þPraha je obrovskáÿ. Jen¾e tady narazíme - urèitì není tì¾kénajít deset i více rùznì velkých mìst, tak¾e pou¾itím pouhých pìti pravdivostních hodnot nemù¾emevyèerpat celou ¹kálu rozdílù ve velikosti mìst. No dobrá, mo¾ná by nám staèilo deset pravdivostníchhodnot : : : nebo dvacet : : :Bez ohledu na to, jaký koneèný poèet pravdivostních hodnot pou¾ijeme, mù¾e se nám stát, ¾e budemepotøebovat je¹tì jemnìj¹í rozli¹ení. Máme ale ¹tìstí: nic nám nebrání prohlásit v¹echna èísla z uzavøe-ného intervalu [0; 1]3 za mo¾né pravdivostní hodnoty! Logiky s touto mno¾inou pravdivostních hodnot senazývají fuzzy logiky.Hned na poèátku úvah o fuzzy logikách je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e pravdivostní hodnota výroku A nenítoto¾ná s pravdìpodobností, ¾e výrok A je pravdivý. Napøíklad øekneme-li, ¾e pravdivostní hodnota1Pøeklad je mùj vlastní: þFuzzy theory is wrong and pernicious. What we need is more logical thinking, not less. Thedanger of fuzzy logic is that it will encourage the sort of imprecise thinking that has brought us so much trouble. Fuzzylogic is the cocaine of science.ÿ Bart Kosko: Fuzzy Thinking, Flamingo, London 1994, str. 3.2V tomto pøípadì platí té¾ jA ) Bj = 1� min(jAj; 1� jBj), co¾ odpovídá klasické ekvivalenci (A ) B) , :(A^:B).3Mo¾ná ve ¹kole pou¾íváte oznaèení < 0; 1 >; máme na mysli mno¾inu v¹ech reálných èísel x splòujících 0 � x � 1.



94výroku þPraha je obrovskáÿ je 23 , nemáme tím na mysli tvrzení þPraha je obrovská s pravdìpodobností23 a s pravdìpodobností 13 obrovská neníÿ.Cvièení 19.a) Pøiøaï následujícím výrokùm hodnotu mezi 0 a 1 podle toho, jak moc odpovídají pravdì:� Mám rád / ráda buchtièky se ¹odó (gulá¹, svíèkovou, kuøe, pizzu, velrybí tuk, bramborové placky,palaèinky, vajíèka, jogurt, ovocné knedlíky : : : )� Myslím, ¾e ná¹ matikáø (angliètináø, nìmèináø, tìlocvikáø : : : ) je dobrý uèitel.� Paroubek (Karel IV., George Bush) je mým oblíbeným politikem.� Mám ráda pizzu i gulá¹ (vajíèka i jogurt, ovocné knedlíky i svíèkovou : : : ).� Myslím, ¾e ná¹ matikáø (angliètináø : : : ) není dobrý uèitel.� Jestli¾e je Paroubek mým oblíbeným politikem, tak je také Karel IV. mým oblíbeným politikem.Jestli¾e je Karel IV. mým oblíbeným politikem, tak také Paroubek je mým oblíbeným politikem.b) Nyní se podívej na to, jak jsi ohodnotil vìty v èásti a) a zamysli se nad tím, jaké jsou vztahy mezihodnotami, které jsi pøiøadil jednoduchým výrokùm, a hodnotami, které jsi pøiøadil jejich konjunkcím,negacím a implikacím.Teï, kdy¾ jsme se rozhodli pro pravdivostní hodnoty z intervalu [0; 1], musíme urèit závislost pravdi-vostních hodnot slo¾ených výrokù :A;A^B;A_B;A ) B a A , B na pravdivostních hodnotách výrokùA a B. Je zøejmé, ¾e pøi nekoneèném poètu pravdivostních hodnot to nemù¾eme udìlat pomocí tabulky;proto¾e pravdivostní hodnoty jsou èíselné, jeví se jako nejvhodnìj¹í matematické vyjádøení. Podívejme sena tøi základní typy fuzzy logik: Lukasiewiczovafuzzy logika Gödelovafuzzy logika Produktováfuzzy logikaj:Aj 1� jAj 0 jestli¾e jAj > 01 jestli¾e jAj = 0 0 jestli¾e jAj > 01 jestli¾e jAj = 0jA&Bj max (0; jAj+ jBj � 1) min (jAj; jBj) jAj � jBjjA ) Bj 1 jestli¾e jAj � jBj1� jAj+ jBj jinak 1 jestli¾e jAj � jBjjBj jinak 1 jestli¾e jAj � jBjjBjjAj jinakjA ^Bj min(jAj; jBj) min(jAj; jBj) min(jAj; jBj)jA _Bj max(jAj; jBj) max(jAj; jBj) max(jAj; jBj)Za tautologie té èi oné fuzzy logiky budeme opìt pova¾ovat pouze ty formule, jejich¾ hodnota je 1 bezohledu na to, jaké pravdivostní hodnoty mají jednotlivé jednoduché výroky.Jednou ze zvlá¹tností fuzzy logik je to, ¾e obvykle mají dvì konjunkce: A&B se nazývá silná konjunkce,zatímco A ^ B slabá konjukce. Pouze v Gödelovì logice obì tyto konjukce splývají. Pøesto má vìt¹inafuzzy logik jen jednu disjunkci.Mo¾ná Tì pøekvapí zji¹tìní, ¾e v  Lukasiewiczovì ani produktové logice nemusí být pravda, ¾e jAj =jA&Aj. (Napøíklad pro jAj = 0; 5 je v produktové logice jA&Aj = 0; 25. V  Lukasiewiczovì logice dokonceplatí, ¾e je-li jAj+ jBj < 1, tak je jA&Bj = 0.) S nadsázkou mù¾eme øíci, ¾e fuzzy logiky tímto zpùsobemzachycují rozdíl mezi vìtami þje to pravdaÿ a þje to pravda a je to pravda!!!ÿ. První vìtu si troufnu øícttehdy, kdy¾ A pova¾uji za celkem pravdivé, ale druhou jen tehdy, kdy¾ A pova¾uji za velmi pravdivé.



95Jinak øeèeno, výrok A&A klade na pravdivost výroku A pøísnìj¹í nároky, tak¾e jeho pravdivostní hodnotaje obecnì ni¾¹í.Také Gödelova negace (která se pou¾ívá i v produktové logice) má jednu zvlá¹tní vlastnost: není pravda,¾e j::Aj = jAj. (Je-li napøíklad jAj = 0; 5, je j::Aj = 1!) Proto se v mnoha fuzzy logikách pou¾ívají obìnavr¾ené negace,  Lukasiewiczova i Gödelova.4Cvièení 20. Uka¾, ¾e ve v¹ech tøech logikách je silná konjunkce þpøísnìj¹íÿ ne¾ slabá v následujícímsmyslu: jA&Bj � jA ^ Bj pro ka¾dou dvojici výrokù A, B.Cvièení 21. Rozhodni, ve kterých z tìchto tøí logik platí de Morganovy zákony:j:(A ^ B)j = j:A _ :Bjj:(A _ B)j = j:A ^ :Bj* Kalkuly fuzzy logikV¹echny fuzzy logiky mají spoleèné následující tautologie, které jsou proto nazývány axiomy základnífuzzy logiky:5(A1) (A ) B) ) ((B ) C) ) (A ) C)) tranzitivita implikace(A2) (A&B) ) A základní vlastnost konjunkce(A3) (A&B) ) (B&A) komutativita konjunkce(A4) (A&(A ) B)) ) (B&(B ) A))(A5a) (A ) (B ) C)) ) ((A&B) ) C)(A5b) ((A&B) ) C) ) (A ) (B ) C))(A6) ((A ) B) ) C) ) (((B ) A) ) C) ) C)(A7) ?) A spor implikuje cokoliNásledující pouèka se nìkdy nazývá pravidlo dosazení:Za písmenka A, B a C v axiomech mù¾e¹ dosadit libovolnou formuli.Kalkul základní fuzzy logiky obsahuje také pravidlo modus ponens:Jestli¾e u¾ jsi dokázal A) B a také A, mù¾e¹ pou¾ít toto pravidlo k dokázání B.Uka¾me si, jak lze pomocí tìchto axiomù a pravidel dokázat napøíklad formuli V ) (W ) V).(1) (V&W) ) V axiom (A2), pravidlo dosazení(2) ((V&W) ) V) ) (V ) (W ) V)) axiom (A5), pravidlo dosazení(3) V ) (W ) V) (1), (2), modus ponensParadox hromadyParadox hromady pochází ji¾ se starovìkého Øecka:Jediné zrnko písku není hromadou a pøidáme-li jediné zrníèko k nìèemu, co není hromadou, jistì tímnevznikne hromada; jak je tedy mo¾né, ¾e pøidáváním jednotlivých zrnek nakonec vznikne hromada?!Odpovìï na tuto otázku dává fuzzy logika: Pravdivostní hodnota výroku þk zrnek písku tvoøí hromaduÿs rostoucím k pøeci jen nepatrnì roste. Nahlí¾eno z opaèné strany: pravdivostní hodnota výroku þpøidánímjediného zrníèka k nìèemu, co není hromadou, nevznikne hromadaÿ není 1, ale jen skoro 1. Nyní mù¾emepostupovat indukcí:A. k zrníèek písku netvoøí hromadu.B. Pøidáním jednoho zrníèka nevznikne z k zrníèek písku hromada.C. Z toho plyne, ¾e k + 1 zrníèek také netvoøí hromadu.4  Lukasiewiczova negace se na trojici hodnot 0; x = 12 ; 1 chová stejnì jako interní negace :x, zatímco Gödelova negaceodpovídá pesimistické externí negaci :0.5V angliètinì se pou¾ívá oznaèení basic fuzzy logic a proto se tato logika znaèívá BL.



96 Proto¾e je pravdivostní hodnota pøedpokladu B men¹í ne¾ 1, je také pravdivostní hodnota pøedpokladuC men¹í ne¾ pravdivostní hodnota pøedpokladu A a s rostoucím k klesá k nule.6 Pro nìjaké velké k jetedy výrok þk + 1 zrníèek netvoøí hromaduÿ nepravdivý.Technické aplikace fuzzy logikPraèky a myèkyPøi pohledu do katalogu domácích spotøebièù Tì mo¾ná pøekvapí logo þfuzzy logicÿ u nìkterých praèeka myèek nádobí. Co má logika spoleèného s praním, k tomu je¹tì fuzzy logika, která v prvé øadì slou¾ík zachycení neurèitosti?Pøístroje s touto technologií jsou vybaveny celou øadou pøesných senzorù, které snímají napøíkladteplotu a zneèi¹tìní vody, hmotnost vlo¾eného prádla (èi nádobí) a vý¹ku hladiny. U¾ivatel nemusí slo¾itìvybírat z velké nabídky rùzných programù jako døív - prostì jen zadá o jaký druh prádla se jedná (senzorby si pravdìpodobnì musel kousek utrhnout, aby mohl provést dùkladnou analýzu, co¾ by se u¾ivatelinelíbilo), o v¹e ostatní se postará malý poèítaè uvnitø.Fuzzy logika se v tìchto pøístrojích pou¾ívá k naplánování a prùbì¾nému dolaïování pracího programu(mno¾ství a teplota vody, délka praní, máchání a ¾dímání). Na rozdíl od star¹ích typù praèek, ve kterýchmusel u¾ivatel pøedem urèit, jak dlouho se bude prát, máchat a ¾dímat, mohou tyto pøístroje mìnitprogram i za bìhu (napøíklad kdy¾ zjistí, ¾e prádlo je stále ¹pinavé i po del¹ím praní, nebo naopak ¾ez nìj u¾ po krátkém ¾dímání neodchází ¾ádná voda). V tomto smyslu je øízení tìchto praèek fuzzy: u¾ivatelsi nemusí vybírat z nabídky ¾dímat (1) / ne¾dímat (0), ale má k dispozici celou ¹kálu rùznì dlouhého arùznì dùrazného ¾dímání.MassivePravdìpodobnì nejúspì¹nìj¹ím komerèním programem vyu¾ívajícím fuzzy logiku je Massive - softwareumo¾òující animaci davových scén v reklamách a �lmech. (Jmenujme napøíklad v¹echny tøi díly Pánaprstenù, �lmy Já, robot, Lev, èarodìjnice a skøíò, King Kong.)Animátor zde má k dispozici ¹irokou nabídku postav (pou¾ívá se pro nì oznaèení agenti), jejich¾charakter si mù¾e sám dotvoøit volbou ze ¹kály nabídek (velikost a tvar kostry, typy obleèení, dokoncei náladu a rychlost reakcí). Díky fuzzy logice mù¾e animátor urèit typ hrdinù, kteøí se mají vyskytovatv jeho davu, a program sám vytvoøí velmi rozdílné agenty, kteøí tomuto zadání odpovídají. Agenti pùsobízcela pøirozenì a ka¾dý z nich se i uvnitø davu chová jako individualita: animátor toti¾ nevybírá ze dvoumo¾ností (agent danou vlastnost má èi nemá), ale z nekoneènì mnoha mezistupòù.

6Vycházíme z pøedpokladu, ¾e hodnota implikace (A^B) ) C je 1. Potom musí být jA^Bj � jCj bez ohledu na pou¾itoulogiku. Úvahu o sni¾ování pravdivostní hodnoty výroku C tedy mù¾eme provést v tìch logikách, v nich¾ je jA ^ Bj < jAjkdykoli jBj < 1. Takovou logikou není Gödelova logika, ale druhé dvì logiky, se kterými jsme se seznámili, toto kritériumsplòují.



97Smìsice poznámek a citátùProè fuzzy logika není toté¾ co pravdìpodobnostNa pøíkladu vìty þPraha je obrovskáÿ jsme si ukázali, ¾e fuzzy hodnoty neodpovídají pravdìpodobnosti,¾e daný výrok je pravdivý. Základní rozdíly mezi pravdìpodobností a fuzzy logikou jsou tyto:1. Fuzzy logika zachycuje míru pravdivosti nìjakého výroku (tedy to, zda výrok je více èi ménì prav-divý), zatímco pravdìpodobnost zachycuje míru dùvìryhodnosti nìjakého výroku. Napøíklad výrok þpa-cientka do roka zemøeÿ je buïto pravdivý nebo nepravdivý (pacientka nemù¾e napùl zemøít a napùlnezemøít), ale nevíme, co z toho. Dejme tomu, ¾e víme, ¾e tøetina pacientù s podobnou diagnózou doroka zemøela. Pravdìpodobnost, ¾e pacientka do roka zemøe, tedy je 13 .2. Ve fuzzy logice závisí pravdivostní hodnota slo¾eného výroku pouze na pravdivostních hodnotáchjednodu¹¹ích výrokù. Naproti tomu v pravdìpodobnosti tomu tak není.Napøíklad náhodnì vybraná ¾ena je blondýna s pravdìpodobností 0,1, zatímco náhodnì vybraná ¾enaje chytrá s pravdìpodobností 0,6. Náhodnì vybraná ¾ena je chytrá blondýna s pravdìpodobností 0,1(proto¾e v¹echny blondýnky jsou chytré). Tedy P (B) = 0; 1; P (CH) = 0; 6; P (B^CH) = 0; 1. Kdyby bylyv¹echny blondýnky hloupé, bylo by P (B ^ H) = 0, a kdyby chytrost nezávisela na barvì vlasù, bylo byP (B ^ H) = 0; 06. Vidíme tedy, ¾e pravdìpodobnost výroku B ^ H nezávisí jen na pravdìpodobnostechjednotlivých èástí.Vyberme si nyní ¾enu Evu, která má svìtle hnìdé vlasy a je celkem chytrá. Nech» napøíklad pravdivostníhodnota výroku þEva je blondýnaÿ je 0,1 a pravdivostní hodnota výroku þEva je chytráÿ je 0,6. Ve v¹echtøech logikách je pravdivostní hodnota výroku þEva je blondýna a je¹tì k tomu chytráÿ rovna 0,1.t-normyPøi budování fuzzy logik se nejèastìji zaèíná stanovením pravdivostní funkce pro konjunkci. Hledámetedy funkci � takovou, ¾e jA&Bj = jAj � jBj:Zøejmì musí mít následující vlastnosti:� komutativita, aby jA&Bj = jB&Aj: x � y = y � x� asociativita, aby jA&(B&C)j = j(A&B)&Cj:x � (y � z) = (x � y) � z� hodnota konjunkce je tím men¹í, èím men¹í je hodnota jednotlivých výrokù:x1 � x2 potom x1 � y � x2 � yy1 � y2 potom x � y1 � x � y2� konjunkce s úplnì pravdivým výrokem nemìní hodnotu výroku:1 � x = x� konjunkce s nepravdivým výrokem je nepravdivá:0 � x = 0Dvouargumentové funkce splòující tato kritéria, do kterých lze dosazovat èísla z intervalu [0; 1] avýsledek bude opìt èíslo z [0; 1], se nazývají t-normy.Cvièení 22. Ovìø, ¾e pravdivostní funkce konjunkce ve v¹ech tøech fuzzy logikách jsou t-normy: Lukasiewiczova: x � y = max(0; x + y � 1)Gödelova: x � y = min(x; y)produktová: x � y = x � y.



98Vztah konjunkce a implikace ve fuzzy logikáchVe v¹ech fuzzy logikách zalo¾ených na t-normách je pravdivostní hodnota implikace urèena takto:jA ) Bj = maxfz; jAj � z � jBjgImplikace tedy má nejvìt¹í hodnotu, pøi které jA&(A ) B)j � jBj.Ovìøme, ¾e takto urèená implikace se na hodnotách 0 a 1 shoduje s klasickou implikací. Vidíme, ¾eje-li výrok B pravdivý, mù¾eme pro implikaci vybrat vìt¹í z hodnot 0 a 1 (proto¾e obì pøípustné hodnotykonjunkce jsou men¹í nebo rovné 1). Naopak, je-li výrok B nepravdivý, musí buïto výrok A nebo výrokA ) B být nepravdivý. Je-li A pravdivý, musí být hodnota A ) B být nepravdivé (aby byla hodnotakonjunkce men¹í nebo rovna 0), zatímco je-li A nepravdivý, zvolíme pro A ) B vìt¹í z hodnot 0 a 1.



99Nápovìdy, øe¹ení a poznámky k nìkterým cvièenímPoznámka ke cvièení 19Je jasné, ¾e hodnoty, které intuitivnì pøiøadíme slo¾eným výrokùm, neodpovídají hodnotám, které byslo¾eným výrokùm pøiøadila nìkterá z fuzzy logik na základì hodnot jednodu¹¹ích výrokù. Pøes to by u¾zde mìly být patrné urèité zákonitosti: napøíklad konjunkce pravdìpodobnì nebude mít vy¹¹í hodnotu ne¾výroky, ze kterých se skládá. Vskutku by nás pøekvapilo, kdyby výrok þmám ráda vajíèkaÿ mìl hodnotu0,3, výrok þmám ráda ¹penátÿ hodnotu 0,5 a výrok þmám ráda vajíèka i ¹penátÿ hodnotu 0,9.



100 Pøehled soutì¾ních úloh1. úloha - Klasická logika, cvièení 17 - 4 hodnotová logika1ZadáníPøedpokládejme, ¾e místo obvyklých pravdivostních hodnot þpravda / nepravdaÿ budeme pracovats následujícími ètyømi pravdivostními hodnotami:1: Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a nemám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.0: Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.X: Mám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, a mám také dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.?: Nemám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivý, ani dùvod si myslet, ¾e je nepravdivý.a) Napi¹ tabulku pro negaci (tedy pro ka¾dou ze ètyø mo¾ných þpravdivostních hodnotÿ výroku A urèi,jakou hodnotu bude mít :A). (2 body)b) Zkus urèit, jaké hodnoty mù¾e mít konjunkce A ^ B v následujících pøípadech. Nezapomeò pøi tomna to, ¾e v této logice nemusí pravdivostní hodnota A ^ B záviset pouze na pravdivostních hodnotáchvýrokù A, B.2 (3 body)A B A ^ B1 X1 ?X ?0 XVzorové øe¹enía) Mám-li dùvod si myslet, ¾e výrok A je nepravdivý, mám souèasnì dùvod si myslet, ¾e jeho negace jepravdivá { v¾dy» od negace oèekáváme právì to, ¾e bude vyjadøovat tvrzení þA je nepravdivéÿ.Naopak, mám-li dùvod si myslet, ¾e výrok A je pravdivý, mám souèasnì také dùvod si myslet, ¾e jehonegace je nepravdivá. Díky tomu by tabulka pro ètyøhodnotovou negaci mìla vypadat takto:A :A1 00 1X X? ?b) U konjunkce je situace o tro¹ku zapeklitìj¹í, podívejme se ale nejprve na nìkteré dílèí pøípady:Víme, ¾e kdy¾ je nìkterý z výrokù A, B nepravdivý, je také celý výrok A ^ B nepravdivý. Naopak,jistotu o tom, ¾e výrok A ^ B je pravdivý, máme pouze tehdy, kdy¾ víme, ¾e oba výroky A i B jsoupravdivé. Mù¾eme tedy zformulovat následující pravidla:(i) Mám-li nìjaký dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý, a také nìjaký dùvod vìøit, ¾e výrok B jepravdivý, tak mám dùvod vìøit, ¾e jejich konjunkce je pravdivá.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota obou výrokù buïto 1 nebo X.)(ii) Mám-li dùvod vìøit, ¾e jeden z výrokù A, B je nepravdivý, tak mám také dùvod vìøit, ¾e jejichkonjunkce je nepravdivá.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù A, B buïto 0 nebo X.)Obrácením druhého pravidla dostaneme tøetí pravidlo:(iii) Pokud nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A je nepravdivý, ani nemám dùvod vìøit, ¾e výrok B jenepravdivý, tak nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A a B je nepravdivý.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota obou výrokù A, B buïto 1 nebo ?.)Pokud se rozhodneme øídit se podle tìchto pravidel, mù¾eme zaèít vyplòovat tabulku:1James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic; tam podle Nuel Belnap:A useful four-valued logic. Ve sborníku M. Cunn and G. Epstein: Modern uses of multiple-valued logic, strany 5-37. Reidel,Dordrecht 1977.2Tedy ^ nemusí být extenzionální spojka.



101A B A ^ B A ^ B1 X podle (i) mám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je pravdivýpodle (ii) mám dùvod vìøit, ¾e A^B je nepravdivý X1 ? podle (iii) nemám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý 1 nebo ?X ? podle (ii) mám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý 0 nebo X0 X podle (ii) mám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý 0 nebo XVidíme, ¾e na¹e pravidla umo¾òují urèit pravdivostní hodnotu v prvním øádku. Navíc øíkají, jestlimáme dùvod vìøit, ¾e A ^ B je nepravdivý výrok.Mo¾ná se ptá¹, proè jsme neobrátili také první pravidlo { dostali bychom tak následující pravidlo:(iv) Pokud nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý, nebo nemám dùvod vìøit, ¾e výrok B jepravdivý, tak nemám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je pravdivý.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù A, B buïto 0 nebo ?.)Pomocí pravidla (iv) dostaneme nejèastìji pøijímané øe¹ení na¹í úlohy:A B A ^ B1 X X1 ? ?X ? 00 X 0Mù¾eme se ale rozhodnout pravidla (i) a (iv) pozmìnit a být radìji optimistiètí:3(i') Kdy¾ mám dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý, budu to pova¾ovat za dùvod vìøit, ¾e konjunkceA ^ B je pravdivá. (Mohu argumentovat tøeba takhle: u¾ vím, ¾e þaspoò pùlkaÿ výroku A ^ B jepravdivá.)Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota nìkterého z výrokù A, B buïto 1 nebo X.Pravidlo (iv) tedy pøijmeme jen ve slab¹ím znìní:(iv') Pokud nemám dùvod vìøit, ¾e výrok A je pravdivý a také nemám dùvod vìøit, ¾e výrok B jepravdivý, tak nemám dùvod vìøit, ¾e A ^ B je pravdivý.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota obou výrokù A, B buïto 0 nebo ?.)V tom pøípadì bychom tabulku doplnili takto:A B A ^ B1 X X1 ? 1X ? X0 X XVidíme, ¾e pøi vyplòování druhého a¾ ètvrtého øádku si mù¾eme vybrat, zda budeme pesimistiètí(radìji nebudeme konjunkci A^B vìøit, pokud pro to nemáme opravdu pádné dùvody), nebo optimistiètí(pokud první tøi pravidla neurèují jasnì, zda konjunkci vìøit èi ne, prostì jí uvìøíme). Ètvrté pravidlobychom mohli zformulovat je¹tì alespoò jedním zpùsobem:(iv") Kdy¾ mám dùvod vìøit, ¾e jeden z výrokù je pravdivý, a nemám dùvod vìøit, ¾e druhý výrok jenepravdivý, budu to pova¾ovat za dùvod vìøit, ¾e konjunkce je pravdivá.(Toto pravidlo lze pou¾ít, je-li pravdivostní hodnota jednoho z výrokù A, B buïto 1 nebo X a pravdivostníhodnota druhého je 1, X nebo ?.) A B A ^ B1 X X1 ? 1X ? X0 X 0Asi bychom dokázali vymyslet je¹tì dal¹í verze ètvrtého pravidla. Mù¾eme také øíci, ¾e v tìchto pøí-padech nelze pravdivostní hodnotu výroku A ^ B urèit pouze na základì pravdivostních hodnot výrokùA a B.3Ve skuteènosti je toto øe¹ení spí¹e naivní ne¾ optimistické: uvìøíme skoro v¹emu, co nám kdo napovídá.



102Poznámky k do¹lým øe¹enímVelmi mne pøekvapilo, ¾e vìt¹ina øe¹itelù si neuvìdomila rozdíl mezi pravdivostní hodnotou negovanéhovýroku (resp. konjunkce) a negací vìty (resp. konjunkcí vìt), která popisuje význam pravdivostní hodnoty.S tím se pojila dal¹í chyba, toti¾ nesprávné znegování konjunkce (pravdivostní hodnoty jsou toti¾ popsányvýroky ve tvaru konjunkcí, jejich¾ negacemi by mìly být disjunkce).Vìt¹ina øe¹itelù tak objevila souèinovou logiku: ka¾dé pravdivostní hodnotì odpovídá dvojice klasickýchpravdivostních hodnot výrokù þmám dùvod si myslet, ¾e výrok je pravdivýÿ a þmám dùvod si myslet, ¾evýrok je nepravdivýÿ a logické operace se provádìjí po slo¾kách. Tabulka pro negaci v souèinové logicevypadá takto: A :A1 = (1,0) 0 = (0,1)0 = (0,1) 1 = (1,0)X = (1,1) ? = (0,0)? = (0,0) X = (1,1)Zatímco vìty popisující pravdivostní hodnoty ¹lo snadno negovat (aè výsledkem nebyla ¾ádna z nabí-zených pravdivostních hodnot), èást øe¹itelù si v¹imla, ¾e je nelze spojovat konjunkcí. Jak napsal jedenøe¹itel: þTato èást mi pøijde dosti diskutabilní, øekl bych toti¾, ¾e je otázkou citu pro èe¹tinu. Jak toti¾vnímat souvìtí: þMám dùvod si myslet, ¾e je výrok pravdivý i nepravdivý, ale zároveò nemám dùvodmyslet si, ¾e je pravdivý ani nepravdivý.ÿ (X^?) ?!ÿ Díky tomu byla èást b) ve skuteènosti jednodu¹¹íne¾ èást a).Úspì¹nost øe¹itelùÚlohu opravoval Vítìzslav Kala.Poèet do¹lých øe¹ení: 44Prùmìr: 0,89Medián: 0 body 0 1 2 3 4 5poèet øe¹itelù 29 6 2 3 0 4 roèník 1 2 3 4 ?poèet øe¹itelù 11 11 10 11 1



1032. úloha - Klasická logika, cvièení 18 - She�erovo lomítkoZadáníPodívej se na tabulku výrokové spojky, její¾ význam je þA a B jsou nesluèitelnéÿ. Tato spojka seobvykle nazývá þShe�erovo lomítkoÿ. A B AjB1 1 01 0 10 1 10 0 1Uka¾, ¾e pomocí této jediné spojky lze vyjádøit v¹echny spojky výrokové logiky, tedy najdi formule,které obsahují pouze spojku j a jsou ekvivalentní s :A, A ^ B, A ) B, A _ B, A , B.Vzorové øe¹eníFormule pro negaci a konjunkci vytvoøíme vcelku jednodu¹e::A ,(AjA)(A ^ B) , :(AjB) ,(AjB)j(AjB)Pro nalezení formule pro disjunkci mù¾eme pou¾ít známé de Morganovy zákony:(A _ B) , :(:A ^ :B) , [(AjA) ^ (BjB)]j[(AjA) ^ (BjB)] ,, [((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))]j[((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))]Dostali jsme sáhodlouhé a krkolomné vyjádøení. Kdy¾ si budeme chvilku hrát s tabulkou, najdeme ikrat¹í vyjádøení: (A _ B) , (:Aj:B) , (AjA)j(BjB):Toto vyjádøení bychom objevili i pomocí de Morganových zákonù, kdybychom si uvìdomili, ¾e ::A ,A, co¾ v øeèi She�erova lomítka zní (AjA)j(AjA) , A. Díky tomu mù¾eme zkrátit dlouhou formuli nakrátkou: [((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))]j[((AjA)j(BjB))j((AjA)j(BjB))] , (AjA)j(BjB):Formuli pro implikaci bychom mohli zkusit napsat pomocí nìkteré z ekvivalencí:(A ^ :B) , (A ) B) , (:A _ B):Krat¹í vyjádøení zní:4 (A ) B) , (:BjA) , (BjB)jA:Formuli pro ekvivalenci u¾ urèitì sám doká¾e¹ napsat pomocí jedné ze dvou následujících ekvivalencí:((A ) B) ^ (B ) A)) , (A , B) , (A ^ B) _ (:A ^ :B):Poznámka Opravovatel Pavel Paták mne upozornil na to, ¾e nejjednodu¹¹í cestou k vý¹e popsanýmformulím je vyjádøit si slovy, co spojky znamenají v øeèi nesluèitelnosti::A znamená, ¾e A je nesluèitelné samo se sebou: AjA.A _ B znamená, ¾e :A a :B jsou nesluèitelné: (AjA)j(BjB).A ) B znamená, ¾e A a :B jsou nesluèitelné: Aj(BjB).A , B znamená, ¾e A_B je nesluèitelné s AjB (tedy, pokud je pravda A_B, tak musí být A a B slu-èitelné, a pokud nejsou A a B sluèitelné, tak nemù¾e být pravdivý ani jeden z nich): [(AjA)j(BjB)]j(AjB).Úspì¹nost øe¹itelùÚlohu opravoval Pavel Paták.Poèet do¹lých øe¹ení: 48Prùmìr: 4,38Medián: 5Vìt¹ina do¹lých øe¹ení byla správná, body se strhávaly hlavnì za nedostateèné zdùvodnìní a chybyz pøehlédnutí. body 0 1 2 3 4 5poèet øe¹itelù 0 0 1 7 13 27 roèník 1 2 3 4 ?poèet øe¹itelù 12 10 12 13 14K objevení tohoto vyjádøení nám mù¾e pomoci si v¹imnout, ¾e v druhém øádku chceme dostat nulu, co¾ lze jedinì tak,¾e spojíme dvì formule, které mají hodnotu 1. Proto¾e B má v tomto øádku hodnotu 0, zkusíme ho nejdøív znegovat, tak¾enejjednodu¹¹í formule, u které máme nadìji na úspìch, je (BjB)jA.



104 3. úloha - Klasická logika, cvièení 19 - Hintikkova hraZadánía) Zdùvodni, ¾e hrají-li proponent i oponent dobøe (tedy neudìlají-li chybu), pak platí, ¾e proponentvyhraje právì tehdy, kdy¾ jeho tvrzení je pravdivé (a v opaèném pøípadì vyhraje oponent). Mù¾e¹ pøed-pokládat, ¾e oba hráèi jsou v¹evìdoucí - o ka¾dém výroku vìdí, zda je pravdivý nebo ne. (3body)b) V pravidlech pro hru chybí pravidla pro implikaci a pro ekvivalenci. My ale víme, ¾e obì lze pova¾ovatjen za zkratku za formuli se spojkami :, ^ a _, pro které pravidla máme. Navrhni pravidlo pro hrus výrokem, který je implikací. (2 body)Vzorové øe¹enía)Vìta 23. Pokud proponent ani oponent neudìlají chybu a oba jsou v¹evìdoucí, vyhraje proponentprávì tehdy, je-li jeho tvrzení pravdivé; jinak vyhraje oponent.Dùkaz. Nejprve si øekneme, jakou asi úvahu bys mìl udìlat, abys vymyslel následující dùkaz: pøedstavmesi nejprve, ¾e proponentovo tvrzení je pravdivá negace :A. Oponent mù¾e na toto tvrzení zaútoèit jedinìtím, ¾e bude tvrdit A, co¾ je nepravdivý výrok. Je-li A vìta jednoduchá, okam¾itì prohraje. Kdyby A bylonìjaké slo¾itìj¹í souvìtí, stejnì by se nakonec ukázalo, ¾e je nepravdivé, tak¾e by oponent nakonec prohrál.(V poslední vìtì jsme jaksi mimochodem pou¾ili dokazované tvrzení. V poøádném dùkazu, který najde¹o kousek dále, uvidíme, ¾e si to mù¾eme dovolit!)Kdyby proponent tvrdil nepravdivou negaci, bude oponent tvrdit pravdivý výrok A, tak¾e by vyhráloponent.Pøedstavme si je¹tì, ¾e proponentovo tvrzení je konjunkce A ^ B. Kdyby byla nepravdivá, byl byalespoò jeden z výrokù A a B nepravdivý, a právì ten by si vychytrale vybral oponent. Proponent by bylnucen tvrdit nìjaký nepravdivý výrok a prohrál by. Kdyby ale konjunkce A^B byla pravdivá, nedostaneoponent proponenta do úzkých.Poøádný dùkaz provedeme matematickou indukcí podle poètu spojek v proponentovì tvrzení. (Vùbecse nelekej, pokud pøedchozí vìtì nerozumí¹.) Z pravidel hry je jasné, ¾e dokazované tvrzení platí prov¹echny jednoduché výroky, tedy pro v¹echny výroky, které neobsahují ¾ádné spojky. Uká¾eme, ¾e jestlidokazované tvrzení platí pro v¹echny výroky, které obsahují nejvý¹ k spojek, platí i pro v¹echny výroky,které obsahují nejvý¹ k + 1 spojek. Díky tomu budeme vìdìt, ¾e platí pro výroky s libovolným poètemspojek: platí toti¾ pro výroky s nula spojkami, a tedy i pro výroky s jednou spojkou, a tedy i pro výrokyse dvìma spojkami, : : : a tedy i pro výroky se sto tøiceti pìti spojkami, : : :Pøedpokládejme, ¾e u¾ jsme tvrzení dokázali pro v¹echny výroky s k spojkami a ¾e dostaneme výroks k + 1 spojkami. Ten mù¾e být negací :A, konjunkcí A ^ B nebo disjunkcí A _ B; v ka¾dém pøípadìobsahují výroky A a B nejvý¹ k spojek.Na negaci :A musí oponent zaútoèit tvrzením výroku A. Hra bude pokraèovat s prohozenými rolemi anový proponent (tedy pùvodní oponent) vyhraje právì tehdy, kdy¾ výrok A je pravdivý (A má k spojek,tak¾e pro nìj jsme tvrzení u¾ dokázali), tedy právì tehdy, kdy¾ výrok :A je nepravdivý. Pøesnì to jsmechtìli ukázat.Je-li proponentovo tvrzení tvaru A ^ B a je nepravdivé, vybere oponent ten z výrokù A, B, který jenepravdivý (jsou-li nepravdivé oba, vybere si kterýkoli). Tím donutí proponenta tvrdit nepravdivý výroks nejvý¹ k spojkami, tak¾e víme, ¾e proponent prohraje, co¾ jsme chtìli ukázat. Kdyby ale tvrzení A^Bbylo pravdivé, bude proponent muset tvrdit pravdivý výrok, a tedy vyhraje, co¾ jsme chtìli ukázat.Pøípad, kdy proponent tvrdí výrok tvaru A _ B je analogický a pøenecháme ho ètenáøi.b) Nejjednodu¹¹í pravidlo pro implikaci, které mì napadá, vyu¾ívá ekvivalenci (A ) B) , (:A _ B).Pravidlo mù¾e znít tøeba takto: þPokud proponent tvrdí A ) B, mù¾e si vybrat, zda má dále tvrdit :Anebo B.ÿMohli bychom také vyu¾ít ekvivalenci (A ) B) , :(A ^ :B). Tomu by odpovídalo následující znìnípravidla: þPokud proponent tvrdí A ) B, mù¾e oponent tvrdit A ^ :B; dál se hraje s prohozenýmirolemi.ÿ



105Poznámky k do¹lým øe¹enímV èásti a) si mnoho øe¹itelù neuvìdomilo, ¾e mají dokázat ekvivalenci (výrok je pravdivý, právì kdy¾proponent vyhraje) a dokazovali pouze implikaci þjestli¾e je výrok pravdivý, tak proponent vyhrajeÿ.Za zmínku stojí øe¹ení nìkolika øe¹itelù (konkrétnì to byli Pepa Tkadlec, Háòa Bendová a MichalKenny Rolínek), kteøí tvrzení nedokazovali indukcí, ale pomocí následujícího invariantu:Po celou dobu hry se nemìní pravdivostní hodnota výrokù, které hráè (proponent èi oponent) øíká.Pravdivostní hodnota oponentových výrokù je opaèná ne¾ pravdivostní hodnota proponentových výrokù.Pokud tedy proponent zaène s pravdivým tvrzením, bude i v posledním kroku hry tvrdit pravdu (nebobude oponent tvrdit nepravdu) a vyhraje, a pokud zaène s nepravdivým tvrzením, bude v poslednímkroku tvrdit nepravdu a prohraje (nebo bude oponent tvrdit pravdu a vyhraje oponent).Snad je¹tì zajímavìj¹í bylo øe¹ení Mirka Ol¹áka, který zavedl pojem vyhrávající hodnota a ukázal, ¾ese z vyhrávajících hodnot jednodu¹¹ích výrokù poèítá stejnì jako pravdivostní hodnota. Z toho je vidìt,¾e vyhrávající hodnota nìjakého výroku je rovná jeho pravdivostní hodnotì, co¾ je dokazované tvrzení.Napøíklad pokud oponent øekne konjunkci dvou výrokù, jejich¾ vyhrávající hodnota je 1, podle pravidelvyhraje, a tedy vyhrávající hodnota této konjunkce je opìt 1; kdyby vyhrávající hodnota alespoò jednohoz tìchto výrokù byla 0, tak prohraje, tak¾e vyhrávající hodnota celé konjunkce by opìt byla 0. Pøesnìtak se ov¹em chová i tabulka pro pravdivostní hodnoty konjunkce.Úspì¹nost øe¹itelùÚlohu opravovala Anna Lauschmannová.V èásti a) jsem udìlovala 1 bod za rozumné zdùvodnìní alespoò nìkteré z implikací, 1 bod za dokazo-vání ekvivalence a 1 bod za vysvìtlení, ¾e dùkaz probíhá matematickou indukcí.Poèet do¹lých øe¹ení: 41Prùmìr: 3,71Medián: 4 body 0 1 2 3 4 5poèet øe¹itelù 0 2 2 13 13 11 roèník 1 2 3 4 ?poèet øe¹itelù 8 8 12 12 1



106 4. úloha - Intuicionistická logika, cvièení 4 - Kripkovský modelZadáníZkontroluj, ¾e v následujícím obrázku jsou splnìny v¹echny podmínky z de�nice kripkovského modelua ¾e se tedy jedná o kripkovský protipøíklad k formuli (:A ) A) ) A:
S 6 (¬A ⇒ A) ⇒ A

R
6 A

 ¬A ⇒ A

T  A

Vzorové øe¹eníK obrázku je tøeba pøikreslit smyèky u ka¾dého svìta a ¹ipku z S do T; pak bude reexivní (z ka¾déhosvìta je dosa¾itelný on sám) i tranzitivní (z S se lze dostat do R a z R do T, tak¾e z S se lze dostat do Ti pøímo).K jednotlivým svìtùm doplníme, které jednoduché formule tam jsou a nejsou splnìné podle de�-nice. Konkrétnì nás budou zajímat podformule formule (:A ) A) ) A a jejich negace, tedy formuleA;:A;:A ) A;:(:A ) A); (:A ) A) ) A.Formule A je splnìná v T a v R splnìná není; díky podmínce perzistence není splnìná ani v S.Formule :A není splìná v ¾ádném z mo¾ných svìtù, proto¾e z ka¾dého je dosa¾itelný svìt T , kde jesplnìná A.Formule :A ) A je splnìná ve v¹ech svìtech, proto¾e v ¾ádném není splnìný její pøedpoklad :A.(A tedy ve v¹ech svìtech, které jsou dosa¾itelné z nìjakého pevnì zvoleného svìta, je implikace :A ) Aklasicky pravdivá.)Formule :(:A ) A) není splnìná v ¾ádném svìtì, proto¾e z ka¾dého svìta je dosa¾itelný svìt T ,o kterém víme, ¾e T  :A ) A.Formule (:A ) A) ) A je splnìná ve svìtì T (je zde splnìn pøedpoklad i závìr), ale není splnìná vesvìtì R (pøedpoklad :A ) A zde splnìný je, ale závìr ne) a tedy ani ve svìtì S (z toho je dosa¾itelnýsvìt R, kde pøedpoklad je splnìný a závìr ne).A :A :A ) A :(:A ) A) (:A ) A) ) AT p � p � pR � � p � �S � � p � �Vidíme, ¾e u¾ samotný model se svìty R a T by byl protipøíkladem pro zadanou formuli; ve skuteènostise svìty S a R neli¹í platností ¾ádné formule. Kdy¾ jsme protipøíklad vytváøeli, nepomyleli jsme toti¾ nato, ¾e oním svìtem R dosa¾itelným z S, ve kterém platí :A ) A, ale neplatí A, by mohl být svìt S sám!Nyní musíme ovìøit platnost v¹ech podmínek z de�nice.perzistence. Ze svìta T je dosa¾itelný pouze svìt T , tak¾e podmínka perzistence je zde splnìna prov¹echny formule.Ve svìtech R a S se podmínka perzistence vztahuje pouze na jedinou formuli, která je v tìchto svìtechpravdivá, toti¾ formuli :A ) A. Ta je pravdivá ve v¹ech dosa¾itelných svìtech, tak¾e pomínka perzistenceje splnìna.spojky. Podmínky pro jednotlivé spojky jsou splnìné, co¾ jsme ovìøili pøi vyplòování tabulky.



107Úspì¹nost øe¹itelùÚlohu opravovala Anna Lauschmannová.A¾ na nìkolik øe¹itelù, pro které byl zøejmì text seriálu pøíli¹ nároèný, a jednoho nebo dva, kteøí sespokojili s konstatováním, ¾e þv¹echny podmínky byly na tomto pøíkladu názornì ukázányÿ (za co¾ jsemudìlovala 0 bodù), prokázala vìt¹ina øe¹itelù alespoò èásteèné porozumìní pojmu kripkovského modelua podmínkám, které musí splòovat.Udìlovala jsem po 1 bodì za ovìøení ka¾dé z následujících podmínek:� reexivita a tranzitivita relace dosa¾itelnosti� perzistence pro T  A� perzistence pro R  :A ) A� konstatování, ¾e z perzistence aplikované na svìt S nevyplývají ¾ádné podmínky pro R a T� R 6 :A; T 6 :A� R  :A ) A� S 6 (:A ) A) ) A� zji¹tìní, ¾e ve svìtì R jsou splnìny tyté¾ formule jako ve svìtì SPoèet do¹lých øe¹ení: 24Prùmìr: 2,71Medián: 3 body 0 1 2 3 4 5poèet øe¹itelù 5 1 5 3 5 5 roèník 1 2 3 4 ?poèet øe¹itelù 4 8 5 7 0



108 5. úloha - Intuicionistická logika, cvièení 10 - Nepøijatelný dùkazZadáníVysvìtli, proè je následující dùkaz pro intuicionisty nepøijatelný:Vìta: Existuje dvojice èísel x; y, která nejsou racionální, ale xy je racionální.Dùkaz: Uva¾ujme èíslo p2p2. V pøípadì, ¾e toto èíslo je racionální, jsme hotovi (x = y = p2);v opaèném pøípadì uva¾ujme èísla x = p2p2, y = p2. Pak je xy = �p2p2�p2 = p2p2�p2 = 2.Ve svých úvahách pøedpokládej, ¾e intuicionisté pøijímají známé tvrzení, ¾e p2 není racionální èíslo.Vzorové øe¹eníProblém tkví ve slùvcích þv opaèném pøípadìÿ, za kterými se maskuje pøesvìdèení, ¾e výrok þèíslop2p2je racionálníÿ je buïto pravdivý, nebo nepravdivý. Intuicionista namítá, ¾e dokud nebude dokázáno, ¾edaný výrok je pravdivý, nebo nebude dokázáno, ¾e je nepravdivý, nemù¾eme se spolehnout na to, ¾enastane jedna z tìchto mo¾ností.Úspì¹nost øe¹itelùÚlohu opravoval Pavel Paták.Poèet do¹lých øe¹ení: 26Prùmìr: 4,69Medián: 5 body 0 1 2 3 4 5poèet øe¹itelù 0 1 0 1 2 22 roèník 1 2 3 4 ?poèet øe¹itelù 6 7 5 7 1



1096. úloha - Intuicionistická logika, cvièení 12 - Heytingova logikaZadání Arend Heyting navrhl následující tøíhodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku.5A :A1x0 0x1V následujících tabulkách je v levém sloupeèku hodnota A a v prvním øádku je hodnota B:A ^ B 1 x 01x0 1 x 0x x 00 0 0 A _ B 1 x 01x0 1 1 11 x x1 x 0 A ) B 1 x 01x0 1 x 01 1 01 1 1 A , B 1 x 01x0 1 x 0x 1 00 0 1V této interpretaci hodnota 1 znaèí þpravdaÿ, x znaèí þnevímeÿ a 0 znaèí þnepravdaÿ.Lze ukázat, ¾e v¹echny axiomy intuicionistické logiky mají v této interpretaci hodnotu 1 a pravidlomodus ponens je takté¾ korektní. Cílem tohoto cvièení je ukázat, ¾e tyto tabulky pøesto nevystihujísémantiku intuicionistické logiky.a) Uka¾, ¾e formule (A ) B) _ (B ) A) má podle tìchto tabulek hodnotu 1 (bez ohledu na hodnotuvýrokù A, B). (2 body)b) Najdi protipøíklad pro tuto formuli. (3 body)Vzorové øe¹enía) Následující tabulka dokazuje, ¾e hodnota formule (A ) B) _ (B ) A) je podle Heytingových tabulek1 (bez ohledu na hodnotu výrokù A a B):A B A ) B B ) A (A ) B) _ (B ) A)1 1 1 1 11 x x 1 11 0 0 1 1x 1 1 x 1x x 1 1 1x 0 0 1 10 1 1 0 10 x 1 0 10 0 1 1 1b) Hledaným protipøíkladem je:
R 6⊢ A,B

T  B

T 6⊢ A

S  A

S 6⊢ B

Snadno ovìøíme, ¾e ve svìtì R není splnìna zadaná formule:
S 6⊢ A ⇒ B T 6⊢ B ⇒ A

R 6⊢ A ⇒ B,B ⇒ A

R 6⊢ (A ⇒ B) ∨ (B ⇒ A)

5Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 91.



110Poznámky k do¹lým øe¹enímZ diskuze na chatu na stránkách semináøe i z nìkterých øe¹ení bylo zøejmé, ¾e mnozí øe¹itelé se jenvelmi tì¾ko vyrovnávali s pøedstavou, ¾e nìjaká formule mù¾e souèasnì být i nebýt tautologií, tj. ¾e lzezkonstruovat protipøíklad k formuli, její¾ hodnota podle tabulky vy¹la 1.V èásti a) nebylo nutné vyplòovat devítiøádkovou tabulku. V zásadì existovaly tøi zpùsoby, jak doka-zované tvrzení zdùvodnit elegantnìji:? Hanka Bílková si v¹imla, ¾e polo¾íme-li na sebe ètvercovou tabulku pro A ) B a ètvercovou tabulkupro B ) A, bude v¾dy alespoò jedna z hodnot, které jsou nad sebou, rovna jedné, co¾ odpovídá podmíncepro hodnotu 1 u disjunkce.? Petr Kratochvíl si v¹iml, ¾e implikace A ) B má hodnotu rùznou od 1 jen na tøech místech, alena místech k nim symetrických podle hlavní diagonály odpovídajících hodnotám B ) A jsou v tìchtopøípadech jednièky.? Mirek Ol¹ák si hodnotu x pøedstavil jako 12 a v¹iml si, ¾e hodnota implikace A ) B je 1, právì kdy¾A � B. Proto¾e v¾dy platí A � B nebo B � A, je v¾dy hodnota alespoò jedné z implikací rovna 1.Mirek Ol¹ák zaslal také pøekvapivé øe¹ení èásti b):Podle textu k sérii je spousta mo¾ností, jak intuicionistickou logiku chápat. Najdu tedy protipøíkladv Kolmogorovì logice problémù. Pokud si zvolím dva problémy, které spolu moc nesouvisí, tak (A )B) _ (B ) A) neplatí. Napøíklad ¹está a osmá úloha ¹esté série. Není pravda, ¾e kdy¾ vyøe¹ím ¹estouúlohu, budu mít vyøe¹enou i osmou a pøitom není ani pravda, ¾e kdy¾ vyøe¹ím osmou úlohu, budu mítvyøe¹enou ¹estou.Úspì¹nost øe¹itelùÚlohu opravovala Anna Lauschmannová.7 øe¹itelù se pustilo pouze do èásti a) a 3 dal¹í øe¹itelé dostali za èást b) 0 bodù, proto¾e místokonstrukce protipøíkladu zadanou formuli pouze znegovali. 16 øe¹itelù sestrojilo kripkovské protipøíklady:za protipøíklad ze vzorového øe¹ení jsem udìlovala 3 body, za modely obsahující zbyteèné svìty a zaobrázky, z nich¾ nebylo jasné, jaké atomické formule platí v jednotlivých mo¾ných svìtech jsem udìlovala1 a¾ 2 body.Poèet do¹lých øe¹ení: 27Prùmìr: 3,52Medián: 4 body 0 1 2 3 4 5poèet øe¹itelù 0 1 9 2 5 10 roèník 1 2 3 4 ?poèet øe¹itelù 5 10 6 6 0



1117. úloha - Epistemické logiky, cvièení 5 - NeznalostiZadáníNajdi pøíklad, který by ukázal významový rozdíl mezi formulemi K:V a :KV! Uveï alespoò jedenpøíklad þze ¾ivotaÿ a alespoò jeden kripkovský model a v nìm nìjaký svìt, ve kterém je jedna z tìchtoformulí pravdivá a jedna nepravdivá. Jaké jsou v tomto svìtì pravdivostní hodnoty implikací K:V ):KV;:KV ) K:V pravdivá? Myslí¹, ¾e tomu tak musí být v¾dy?Vzorové øe¹eníImplikace K:V ) :KV musí být pravdivá v¾dy, kdy¾ jsou agentovy poznatky bezesporné, tedy v¾dy,kdy¾ platí axiom B. Proto¾e jsme se dohodli oznaèovat symbolem K pouze pravdivé domnìnky (pøijalijsme axiom T), musí tato implikace platit v¾dy.Naopak, k implikaci :KV ) K:V snadno sestrojíme protipøíklad. Staèí, aby z daného svìta S bylydosa¾itelné dva mo¾né svìty takové, ¾e v jednom z nich je V pravdivé a v druhém ne.



112 8. úloha - Epistemické logiky, cvièení 6 - (Ne)rozumný agentZadáníPøedstav si, ¾e následující obrázek popisuje relaci dosa¾itelnosti nìjakého agenta A008. Urèi, ve kterýchmo¾ných svìtech jsou jeho domnìnky v souladu s tím, jak se vìci skuteènì mají, a ve kterých mo¾nýchsvìtech se v nìjaké vìci mýlí.
S1

S6

S7

S4

S5

S3
S2

Vzorové øe¹eníZnalosti agenta jsou v souladu s aktuálním stavem svìta ve svìtech S4; S5; S6 a S7. V¹echny tyto svìtyjsou toti¾ dosa¾itelné samy ze sebe.



1139. úloha - Epistemické logiky, cvièení 11 - Vìta o korektnostiZadáníUka¾, ¾e axiom K: (K(V ) W) ^ KV) ) KW jsme vybrali dobøe - platí ve v¹ech (kripkovských)modelech znalostí nìjakých agentù.Ve svém dùkazu pou¾ívej pouze de�nici kripkovských modelù - rozhodnì nestaèí prohlásit, ¾e dokazo-vané tvrzení je dùsledkem vìty o korektnosti, proto¾e tu teprv dokazujeme!Vzorové øe¹eníPøedpokládejme, ¾e máme nìjaký kripkovský model a v nìm nìjaký svìt S.Jestli¾e S  K(V ) W) ^ KV, tak pro v¹echny svìty T dosa¾itelné z S platí T  V ) W a takéT  V. Ov¹em podle de�nice pravdivosti implikace z toho plyne, ¾e T  W. Odtud S  KW, proto¾e vev¹ech svìtech dosa¾itelných z S je W pravdivé.



114 Shrnutíúloha 1 2 3 4 5 6poèet do¹lých øe¹ení 44 48 41 24 26 27prùmìr 0,87 4,28 3,71 2,71 4,69 3,52medián 0 5 4 3 5 4Za podstatný ukazatel nároènosti seriálu pova¾uji poèet øe¹itelù z jednotlivých roèníkù støední ¹koly.První z následujících tabulek se týká seriálu o neklasických logikách, druhá se týká loòského seriáluo metrických prostorech, jeho¾ autorem byl Martin Tancer.roèník 1 2 3 4 ?prùmìrnì 7; 7 9 8; 3 7; 7 0; 7úloha123456 11 11 10 1 112 10 12 13 18 8 12 12 14 8 5 7 06 7 5 7 15 10 6 6 0
roèník 1 2 3 4 ?prùmìrnì 0; 3 9; 7 6; 5 10; 8 1; 2úloha123456 0 12 9 12 20 11 7 12 20 9 7 12 11 9 5 11 11 10 6 11 10 7 5 7 0Z tabulky je vidìt, ¾e ve srovnání s minulým roèníkem se podaøilo oslovit více studentù prvních roèníkù.
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116 Doporuèená literaturaPokud Ti tento velmi struèný úvod nestaèí, mohu Ti doporuèit nìkolik knih, které pravdìpodobnì najde¹v místní veøejné nebo ¹kolní knihovnì. Pouze knihy oznaèené * jsou urèeny odborníkùm a proto je hledejspí¹ v knihovnách univerzitních. V¹echny knihy v tomto seznamu pova¾uji za snadno srozumitelné (jednáse pøevá¾nì o populárnì-nauènou literaturu, pouze knihy oznaèené * jsou o nìco nároènìj¹í).1. kapitola - Klasická logikaV tomto seznamu jsou populární a snadno ètivé knihy, které Ti v pøípadì nesnází pomohou vyrovnatse s obtí¾emi klasické logiky, které jsme se v tomto úvodu mohli vìnovat jen velmi struènì. Gödelovyvìty, na které zde nezbylo místo, patøí k nejzajímavìj¹ím problémùm klasické logiky.Franti¹ek Gahér: Logika pre ka¾dého. Vydavateµstvo IRIS, Bratislava 1998 (2. vydanie).Krásná a dokonalá kniha. Vøele ji doporuèuji ka¾dému, kdo chce poznat logiku v celé její ¹íøi a kráse, a to jak z jejímatematické stránky, tak i z pohledu �lozo�ckých otázek a problémù. Vedle klasické výrokové a predikátové logiky jev knize hodnì prostoru vìnováno také transparentní intenzionální logice, která spadá do oblasti �lozo�cké logiky a zásadnìse odli¹uje od logik, o kterých je øeè v tomto textu.Douglas R. Hofstädter: Gödel, Esher, Bach: an Eternal Golden Braid. Vintage Books, New York1979.Slavná populární kniha o Gödelových vìtách a bichle o sedmi set sedmdesáti sedmi stranách plná okouzlujících obrázkùholandského gra�ka M. C. Eshera v jednom. Urèitì stojí za to si ji potì¾kat a prolistovat, i kdy¾ pochybuji, ¾e se Ti podaøíji pøeèíst.Petr Jansa: Logika jako souèást pøedmìtu "Základy spoleèenských vìd". Diplomová práce, Katedralogiky, Filozo�cká fakulta Univerzity Karlovy, Praha 2003.Dùkladná práce, která obsahuje celou øadu zajímavých podnìtù a postøehù ke v¹em tématùm bì¾nì vykládaným na støedních¹kolách.Miroslav Jauris, Zdenìk Zastávka: Základy neformální logiky. S&M, Praha 1992.Struèná bro¾urka urèená zejména støedo¹kolským uèitelùm pokrývá ta témata týkající se logiky a argumentace, která by semìla vyuèovat na støedních ¹kolách.Michal Peli¹: Logika: uèebnice pro pøijímací zkou¹ky na právnické a humanitní fakulty. AMOS, Praha2002.Ocení ji hlavnì ti, kteøí se potøebují rychle nauèit nìco do ¹koly nebo k pøijímaèkám. Nepøesahuje rámec toho, co by mìlvìdìt ka¾dý støedo¹kolák.Raymond Smullyan: Jak se jmenuje tahle kní¾ka? Mladá fronta, Praha 1986. Pøeklad Hanu¹ Karlach,Antonín Vrba.Klasika v oblasti logických hádanek a høíèek, výborný a ètivý úvod do tajù výrokové logiky. Mù¾e¹ po ní sáhnout proto, ¾ese chce¹ pobavit, nebo proto, ¾e v tìch logických spojkách má¹ zmatek, nebo proto, ¾e se tu logiku musí¹ nauèit do ¹koly,ale v ¾ádném pøípadì Tì nezklame. (Kniha vy¹la u¾ dost dávno, tak¾e spí¹ ne¾ v knihkupectvích ji hledej v knihovnách.)Raymond Smullyan: Na vìky nerozhodnuto. Academia, Praha 2003.Volné pokraèování pøede¹lé knihy by mìlo ètenáøe dovést ke slavným Gödelovým výsledkùm o neúplnosti klasické predikátovélogiky. (Bez ohledu na to, jak dokonalý kalkul vymyslíme, pokud v nìm budeme mít axiomy pro poèítání, budou v¾dyckyexistovat pravdivé vìty, které se nám nepodaøí dokázat.) Je nároènìj¹í na ètení ne¾ pøede¹lá.Antonín Sochor: Klasická matematická logika. Karolinum, Univerzita Karlova, Praha 2001.Doporuèuji Tvé pozornosti úvod celé knihy a úvody jednotlivých kapitol; autor se v nich sna¾í bez pou¾ití velkého mno¾-ství symboliky vysvìtlit rùzná témata z oblasti matematické logiky, o kterých se jinak doète¹ pouze v uèebnicích plnýchneznámých symbolù a nesrozumitelné terminologie.Prokop Sousedík: Logika pro studenty humanitních oborù. Vy¹ehrad, Praha 1999.I tahle kniha se dobøe ète a nezatì¾uje ètenáøe nadmìrným matematických formalismem. Ètenáø se seznámí s historic-kým vývojem logiky od Aristotela po souèasnost. Dùkladnìji jsou probrány zejména partie o aristotelovském sylogismu ao souèasné výrokové logice.Zdenìk Zastávka: V¹e, co není zakázáno, se nesmí. Radix, Praha 1998.Uèebnice klasické logiky urèená støedo¹kolákùm, plná poutavých ukázek z tisku. Pokud se chce¹ pobavit nad tím, èeho v¹ehojsou novináøi a mana¾eøi schopni, urèitì si ji se¾eò. Zároveò se nemusí¹ bát, ¾e by kladla velké nároky na Tvé matematickéschopnosti.



1172. kapitola - Intuicionismus a konstruktivistická matematikaJohn D. Barrow: Pí na nebesích. O poèítání, my¹lení a bytí. Mladá Fronta, 2000. Pøeklad NaïaStehlíková. Pi in the Sky. Oxford University Press 1992.Krásná a ètivá kniha o �lozo�i matematiky. Vedle intuicionismu a konstruktivismu se zde ètenáø dozví o pùvodu èísel,o formalismu, o invencionismu a o platónském realismu v matematice.G. H. Hardy: Obrana matematikova. Pøeklad Josef Moník. Prostor, Praha 1999.Jeden z nejvýznamnìj¹ích matematikù první poloviny 20. století napsal na sklonku svého ¾ivota tuto obranu tvùrèí matema-tické práce. Matematiku nepojímá jako øemeslo èi nástroj ostatních vìd, ale jako umìní s vlastními pravidly a kritérii krásy.V pøedmluvì od Hardyho pøítele C. P. Snowa se doète¹, jak vypadal Hardyho v¹ední ¾ivot a proè si na smrtelné postelinechal pøedèítat knihu o historii kriketu. S intuicionismem tato kniha pøíli¹ nesouvisí, ale pomù¾e Ti udìlat si pøedstavu,v jaké dobì vznikl.* Paul Lorenzen: Pravidla rozumné argumentace. Pøeklad Vojtìch Kolman. Ve sborníku KamilaBendová, Vítìzslav ©vejdar (editoøi): Miscellanea logica III. Karolinum, Praha 2002.Pùvodní Lorenzenùv esej, ve kterém se zamý¹lí nad rolí logiky v minulosti i souèasnosti. Na základì této úvahy potompøedkládá pravidla své dialogické logické hry jako pravidla vhodná pro ve¹kerou seriózní argumentaci.4. kapitola - Modální logiky* Vojtìch Kolman (editor): Mo¾nost, skuteènost, nutnost. Pøíspìvky k modální propedeutice. Filoso�a,nakladatelství Filoso�ckého ústavu AV ÈR, Praha 2005.Pokud Tì zaujalo povídání o rùzných typech modalit, mohu Ti doporuèit pøíspìvek editora s názvem Elementy kritikymodalit; nenechá¹-li se odradit odborným jazykem, doète¹ se o dal¹ích vlastnostech rùzných typù modalit a o logickýchproblémech, které s modalitami souvisí. Pøíspìvek Libora Bìhounka nazvaný Formální sémantika logiky modalit se zabývátvorbou modelù pro modální logiky a souvislostmi mezi vlastnostmi modelù a vlastnostmi jim odpovídajících logik.6. kapitola - Fuzzy logikyErik Horstkotte: Fuzzy. www.austinlinks.com/Fuzzy/Doporuèuji ti trojici struèných a srozumitelných èlánkù o fuzzy logice, fuzzy mno¾inách a fuzzy øízení.www.esru.strath.ac.uk/Reference/concepts/fuzzy/fuzzy.htmÚvodní povídání o fuzzy mno¾inách a jejich vyu¾ití v technologii.www.seattlerobotics.org/org/encoder/mar98/fuz/flindex.htmlNároènìj¹í úvodní text.Milo¹ Chadt: Technologie Fuzzy Logic. www.najdiservis.cz/cojeto.htm?clid=3913&strana=1Struèný èlánek o významu pojmu technologie Fuzzy Logic.www.massivesoftware.comO�ciální stránky komerèního software pro animaci davových scén.Neklasické logiky obecnìDan Cryan, Sharron Shatil, Bill Mayblin: Logika. Portál, s. r. o., Praha 2002.Bohatì ilustrovaný pøehled historie logiky od poèátkù do souèasnosti. Doète¹ se zde o v¹ech významných logicích a �lozo-fech zabývajících se logikou, o problémech, které logiky trápí po celá tisíciletí i o mo¾ných vyu¾itích logiky v moderníchtechnologiích.* Petr Jirkù, Jiøina Vejnarová: Logika - Neformální výklad zakladù formální logiky. (2. doplnìné aroz¹íøené vydání). VSE, Praha 2000. http://www.cuni.cz/~jirkup/logika/logika2.psV tìchto skriptech jsou velmi podrobnì probrána rùzná témata z klasické výrokové i predikátové logiky, která ve svém studiua dal¹í práci vyu¾ijí hlavnì programátoøi a informatici. Následuje o nìco struènìj¹í výklad nìkterých neklasických logik avýklad o nemonotónním usuzování (jedná se o oblast epistemických zkoumání, ve které pøipou¹tíme, ¾e na¹e dosavadníznalosti byly mylné a potøebují þopravitÿ).* James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic but wereashamed to ask. The University of Chicago Press, Chicago 1981.Uèebnice logiky urèená studentùm lingvistiky. Na celé øadì pøíkladù z pøirozeného jazyka jsou zde ukázány silné i slabéstránky formálních logik (klasické výrokové i predikátové logiky, modálních, vícehodnotových a fuzzy logik, intensionální
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