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Resumé

Text je uréen stiedoskolskym student@im k samostatné praci. Ctenaf se seznami se zakladnimi oblastmi
moderni logiky (syntaxe, sémantika, dynamika) a zdkladnimi postupy matematické logiky (tabulkova me-
toda, kripkovské modely, dokazovani v kalkulech). Pozornost je vénovéna také rozhrani logiky s jinymi
védami: filozofii (intuicionismus, analyza modalit), sociologii (spole¢né znalosti, princip kooperace), in-
formatikou (multiagentni systémy, pouziti logik v programovéani). Na stru¢nou kapitolu o klasické logice
navazuji na sobé nezavislé kapitoly o intuicionistické logice a epistemickych, modalnich, vicehodnotovych
a fuzzy logikéch.

Abstract

The text is intended for secondary school students. The reader will find out about most important
areas of modern logic (syntax, semantics, dynamics) and basic methods of mathematical logic (truth-
tables, Kripke models, proving in calculi). Attention is also given to the interfaces between logic and
other sciences: philosophy (intuitionism, the analysis of modalities), sociology (common knowledge, the
cooperation principle), information science (multiagent systems, the use of logics in programming). A
brief chapter on classical logic is followed by self-contained chapters on intuitionistic logic and epistemic,
modal, many-valued and fuzzy logics.
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Dékuji rodi¢im za to, ze mé po dobu studia podporovali hmotné, citové i intelektudlné.
Dékuji vSem vyucujicim oboru logika za promyslené, podnétné a zajimavé prednasky.
Dékuji Sasovi Kazdovi za AmS-TpXova makra a vydatnou pomoc s tskalimi TeXu.
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Jindrovi Soukupovi a dalsim.

vénovano viem stiedoskoldkiam,
kteri byli ¢i budou ochotni
si nad timto textem lamat hlavu






Uvod

Specifickii stimulaciu potrebuje kazdy predmet $tidia, ktory je z hladiska myslienkovej discipliny ,,na-
rocnejsi“ (zrejme to nepotrebuje napr. kreslenie alebo seminér z postmoderny).
FrantiSek Gahér: Provokacia ako motivacia k studiu logiky, str. 8.

Prvotni impulz k napsani této prace vzesel z Matematického koresponden¢niho seminafe organizo-
vaného studenty MFF UK v Praze. Soucasti seminaie je v kazdém ro¢niku také seridl na néjaké téma
souvisejici s matematikou. V minulych letech to byly napriklad Nekoneéno, Teorie mnozin, Teorie grafi,
Pravdépodobnost, Matematicka biologie a Metrické prostory. O tématu pro aktudlni roénik mohli fesitelé
rozhodnout sami formou hlasovani pro nékterou ze ¢ty nabizenych moznosti.

Domnivam se, ze vitézstvi Neklasickych logik je tfeba pripisovat zejména dojmu, zZe se jednd o néco
vyjimec¢ného, neobvyklého a zvlastniho. Zatimco geometrii feSitelé dobie znaji ze stfedni skoly a vidi v ni
spouze“ suchoparnou matematiku (aé tfeba velmi krasnou a elegantni{), ndzev ,neklasické logiky* slibuje
néco zcela nového a neotielého. Mozna zde svou roli hraji i velka ocekdvani vici filozofii tak typickad u
studenti, kteri jesté neméli moznost se s ni seznamit podrobnéji.

V jistém smyslu jsou mnohd z téchto ocekavini naivni a mylné - neklasické logiky jsou diky své formélni
vystavbeé do velké miry jesté formalnéjsi matematickou disciplinou nez geometrie, ve které lze vétsinu tloh
resit pomoci ndhledu a predstavivosti. Ackoli vznikly jako reakce na nedokonalosti klasické logiky, nejsou
alternativni ani prevratné v témze smyslu, v jakém je postmoderna alternativou ke starsi filozofii, nejsou
revolucni a rebelské, coz od nich snad podle ndzvu muze dospivajici ¢lovék ocekavat. Filozofické otazky,
které s logikou souvisi, spadaji vzdy do filozofie jazyka, coz je oblast, kterd malokterého stiedoskolika
skute¢né zajima.

Na druhou stranu slouzi tato ocekdvani jako motivace k prvnimu sezndmeni s neklasickymi logikami a
proto jsem se snazila je nezklamat. Co mozna neformalni vyklad ukazuje zejména problémy prirozeného
jazyka a metodologie védy, kvuli kterym byly konkrétni neklasické logiky zavedeny. Matematicky aparat
je vzdy nejprve vysvétlen neformélné a presné definice byvaji uvedeny aZ na konci (vét$inou pouze pro
¢tenafe s vétsi zkusenosti v zachdzeni s abstraktnimi matematickymi pojmy). Diraz je kladen zejména
na sémantiku jednotlivych logik; dokazovani byva pro laika zcela nezajimavou rutinou.

V textu nepredpokladdm zadné matematické znalosti nad ramec zdkladni gkoly. Presto vyklad klade
pomérné vysoké naroky na houzevnatost a chapavost ¢tenare - fesiteli seminare se obvykle stavaji studenti
se zdjmem o matematiku, ktefi se nenechaji odradit, pokud na prvni ¢teni véemu neporozumi a kteii jsou
ochotni stravit nad zapeklitou matematickou tlohou celé odpoledne. Nedomnivam se, Ze by bylo vhodné
snazit se vykladat neklasické logiky v této $ifi a hloubce vSem studenttim stiednich $kol - jednd se spise
o mozné rozsifeni pro matematické seminéie a pro vlastni praci studentd (napiiklad formou semindrnich
praci).

Na zavér jedna poznamka: v korespondené¢nich seminafich je zvykem feSitelim tykat, nejcastéji 2.
osobou jednotného ¢isla: ,ukaz, vyres, dokaz“ na misto ,ukazte, vyfeste, dokazte“ obvyklého ve stiedo-
skolskych ucebnicich. Pti psani této prace jsem se této konvence drzela - prosim ¢tenaie, ktefi jiz opustili
skolni lavice, aby mi odpustili tuto nezdvorilost.

Obsah textu

Vlastni jadro textu tvori cislované kapitoly, jejichz tématy postupné jsou klasickd a intuicionisticka
logika, epistemické, modalni, vicehodnotové a fuzzy logiky. Snazila jsem se, aby jednotlivé kapitoly byly
na sobé nezavislé, coz vede k ¢asteénému obsahovému piekryvani (napf. pojem kripkovského modelu
vysvétluji ve tfech kapitolach pouze s drobnymi modifikacemi vynucenymi zamé&fenim dané kapitoly).

Vgechny ¢islované objekty (cviceni a véty) maji v rdmci jednotlivych kapitol spole¢né ¢islovani. Dou-
fam, ze to ¢tendri usnadni hledani v textu.

Na zavér jsem zaradila prehledné shrnuti vSech deviti tloh, které byly vybrany jako soutézni tlohy
pro matematicky koresponden¢ni seminéa¥. U prvnich Sesti uvadim i statistiky o GspéSnosti fesiteld (data
o poslednich tiech Glohéch nejsou dosud k dispozici).



Didaktické cile textu

Podobné jako jiné tvodni ucebnice logiky, které nejsou uréené studentiim matematiky, jde i tento
vyklad do $itky a ne do hloubky. Doufam, Ze studenti si z predkladaného textu odnesou nasledujici:

1. Dovednost hledat a formulovat presny vyznam slov. Diraz na jasnost a presnost vyjadirovani.
2. Zakladni piedstava o tom, jakymi problémy se zabyva logika.

3. Piehled o piistupech k analyze logickych aspektii jazyka: pFistup syntakticky (kalkuly), zdkladni
nastroje sémantické analyzy (tabulky pravdivostnich hodnot, kripkovské modely), dynamicky pohled na
logiku (dialogické hry). NepovaZuji za dileZité, aby studenti tyto metody dokonale ovladli, ale aby si
uvédomili, Ze existuji rizné moznosti, jak pristupovat k témuz problému.

4. Predstava o rozmanitosti prostiedku, které pouziva matematika k vyjasiiovani, formalizaci a feeni
problému z rozliénych oblasti. Do textu a zejména do poznamek na konci jednotlivych kapitol jsem
zahrnula témata, kterd nespadaji primo do logiky, ale tésné s ni sousedi. Vybrana témata slouzi jako
ukéizky koncepti, z nichz vyristaji matematické teorie. Snazim se tak bojovat proti rozsifenému problému,
ze mnozi studenti si ze stfedni $koly odnéseji strach z jakéhokoli matematického formalismu. Formélni
definice a véty predklddam jako shrnuti neformélnich Gvah, ¢imz vyniknou jejich estetické a praktické
prednosti: formalismus je struény a piehledny.

K poslednimu bodu je nutné jesté jedna poznamka: snaha o neformalni vyklad vede k celkové upovi-
danosti textu. Ta miZe vyhovovat nékterym studenttim, ale pro jiné je naopak prekdzkou porozumeéni.
Tomuto typu studenttt doporucuji piecist si nejprve formalnéjsi definice a teprve pak se vratit k nefor-

mélnim zdivodnénim; mohou také muj text pouzivat jako ,komentai“ k formalnéjsim ucebnicim logiky,
ve kterych ¢asto uplné chybi neformalni priklady.

Peter Volek v ivodu svych skript Uvod do logiky a tedrie vedy zmifuje étvefici témat, kterd by podle
U. Meixnera mél pokryvat kazdy avod do logiky. Podivejme se, do jaké miry jsou tato témata obsazena
v textu, ktery predkladam.

1.  Uplné piedstaveni virokové a predikdtové logiky

Ve vykladu jsem se omezila vyhradné na vyrokové logiky. Neklasické logiky dle mého nazoru dostateéné
ilustruji postupy bézné i v klasické predikitové logice. Pfi tom nepredpokladam, ze by si student stfedni
skoly do Zivota odnesl konkrétni znalosti (napiiklad znalost definice kripkovského modelu), ale spise tuSeni
moznych postupt (,vzpominadm si, Ze se tam délaly néjaké modely*).
2.  Zprostredkovdni standartni metodiky moderni teoreticke logiky, tedy kalkulizace a sémantiky

Podobné jako Peter Volek jsem se soustfedila zejména na vyklad sémantiky; syntaxe a kalkuly jsou
zminény spiSe okrajové, pro dokresleni $ife pouzitelnych metod; véty o tuplnosti uvadim bez dikazu.
Véty o korektnosti jsou Casto zafazeny jako cvic¢eni, coz by mélo studentim umoznit uvédomit si jejich
skute¢ny vyznam: syntaxe a sémantika nejsou dvéma stranami téze mince zcela automaticky, musime je
tak vytvorit.
3.  Zprostredkovdni aplikace logiky na rekonstrukci argumenti z prirozeného jazyka

Veskery vyklad je motivovan problémy z filozofie, lingvistiky, matematiky ¢i jinych oborid. Snazila jsem
se zminit také priklady pouziti jednotlivych logik v technické praxi.
4.  Urceni mista logiky v rdmci véd, jejiho predmétu a zpusobu zduvodriovdni

Tomuto tématu se nevénuji pifimo, domnivam se v8ak, ze jej ilustruji na mnoha piikladech.



Citace, které se vztahuji k vyucovani logiky

First write down the key ideas in the subject. Then think about how you want to flesh out each one.
How will you illustrate the important techniques? What links will you construct between the big ideas?
How will you examine the students on this material?

Steven . Krantz: How to Teach Mathematics, str. 49.

Students are not scholars. But they are people. They probably react to human input more than they
react to intellectual input.
Steven (. Krantz: How to Teach Mathematics, str. 54.

Metdéda univerzilne orientovanej provokacie spociva v tom, zZe ucitel ukaze problém, ktory nemusi byt
vobec z oblasti potencidlnej profesie posluchacov, ale taky, Ze posluchaci chapu, Ze je to problém, a to
taky, ktory vébec nevedia riesit alebo nevedia riesit jednoznacne a rieSenie tohto problému je (tak sa zd4)
vylucne v kompetencii logiky.

Frantisek Gahér: Provokacia ako motivacia k stidiu logiky, str. 11.

Symbolicka logika nabizi jednoduchou teorii, elegantni techniky a pravidla. Problém nastava, kdyz
se ji snazime aplikovat na kazdodenni uvazZovani, ukazat jeji uZitecnost [...] Kazdodenni uvazovani je
vhodnéjsi studovat s pomoci neformalni logiky a metod kritického mysleni.

M. Jauris, Z. Zastavka: Zaklady neformalni logiky, str. 31.

Literatura, se kterou jsem se béhem zpracovavani jednotlivych témat setkal, mé prekvapila tim, jak os-
tré je délitko mezi matematickym pohledem na logiku, filozofickym pohledem a pragmatickym pohledem,
ktery nabizi teorie argumentace. Jedna se o tutéz logiku, a presto je kazdy pohled jiny. Snazil jsem se tyto
pohledy v tivodnich textech k jednotlivym tématiim skloubit a ne vzdy se mi to podarilo tak, jak bych
si pral. Presto myslim, Ze je to spravna cesta, ze podstatné je z logiky pravée to, na ¢em se matematik,
filozof a pragmaticky uzivatel jazyka shodnou, a Ze pravé toto minimum by se mélo vhodnym zpiisobem
prezentovat stredoskolakiim.

Petr Jansa: Logika jako soucast predmétu ” Zaklady spolec¢enskych véd”, str. 106.
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1. KLASICKA VYROKOVA LOGIKA

Nediv se, Ze seridl o neklasickych logikach zac¢indme povidanim o logice klasické. Za prvé nidm to
umozni lépe pochopit, co je na neklasickych logikdch nového, zajimavého a neobvyklého; za druhé Ti
dobra znalost klasické logiky mtize pomoci vSude tam, kde je tfeba se jasné a jednoznac¢né vyjadiovat,
napiiklad pfi fefeni matematickych tloh, af uz v nasem seminaii nebo ve Skole.!

Césti oznacené * se Ti mozna pii prvnim ¢teni budou zdat celkem slozité, mizZes je ale bez obav
preskocit a vratit se k nim pozdéji.

Pohadka

Byl jednou jeden Matematik a ten si pral, aby nikdo nikdy nepochyboval o pravdivosti toho, co fekl.
Jeho kamaradi Literat a Filozof, ti se v riiznych slovnich potyckach a pitkach citili jako doma, ba dokonce
nékdy to vypadalo, ze kdyby s nimi v8ichni souhlasili, vysla by jejich snaha o originalitu naprazdno. Ne
tak Matematik. Sedaval celé dny doma a premyslel, jak to udélat, aby si ho skodolibi Skolaci konecné
prestali dobirat, je-li soucet thld v trojahelniku skutecné 180° a jestli i pri teploté —273°C plati, ze
1+1=2.

Jednoho dne navitivil Matematika Hrac a povida: ,Rekni néjaké tvrzeni.”

Matematik chvili pfemyslel, no nic rozumného ho zrovna nenapadalo, ale na dvore si zrovna zpivalo
néjaké dévcatko, tak zopakoval, co slySel: ,,Kocka leze dirou, pes oknem.“

Hrac¢ nejprve vykouknul z okna, a pak povida: , Tak ty tvrdis, Zze kocka leze dirou a ze pes leze oknem,
rozumim tomu spravné? No dobra, koc¢ku vidim tamhle vylézat dirou ze sklepa. Dovol mi vybrat si druhou
polovinu tvé véty. Pes leze oknem. Muzes to prokazat?“

Matematik samoziejmé nemohl, a tak musel uznat, ze ekl néco, co neni pravda. Zadoufal ale, Ze se
mu podafi podobné nachytat Hrade, a tak povida: ,Ted zkus Fict n&jaké tvrzeni ty.“

Hrac jesté jednou mrkl z okna, a pak pravil: ,Jsem ¢insky velvyslanec nebo u vés ve dvofe stoji docela
novy mercedes.“

Matematik uzasl a vyhrkl: . To mi teda fekni, co z toho je pravda.“

Hrac¢ ukézal z okna a iika: ,Taky jsem nevédél, Zze mate tak bohaté sousedy!“

Na dvore totiz stal docela novy zarivé zluty mercedes.

* Hintikkova logicka hra®

Pak se Hra¢ zamragdil a rika: ,,Myslel jsem, ze budes v téhle hie docela dobry.*

»V jaké hre?*“ divil se matematik.

»No v té, kterou jsme zrovna hrali. Vymyslel ji slavny finsky logik Jaako Hintikka uz nékdy v 60.
letech 20. stoleti a ty ji jesté neznag??

Prvni hraé - #iké se mu proponent - fekne né&jaké tvrzeni. Ukolem druhého hrace, tomu se iika oponent,
je ukazat, ze tvrzeni prvniho hrac¢e neni pravdivé. Musi pii tom ale postupovat presné podle pravidel.

KdyZ to tvrzeni je tvaru ,A a B*, tak si oponent miZe vybrat, jestli budou dal hrat s A nebo s B.
Takze kdyz jsi ty v roli proponenta rekl, Ze kocka leze dirou a pes oknem, mohl jsem si vybrat, ze se dal
chci bavit o vété ,pes leze oknem“.

Kdyz to tvrzeni je tvaru ,A nebo B, tak si vybrat mtze proponent. Takze kdyz jsem ja v roli
proponenta fekl, ze jsem ¢insky velvyslanec nebo u vas ve dvore stoji docela novy mercedes, mohl jsem
si vybrat zase j, k ¢emuz jsi mé ostatné sdm pobidl vétou ,to mi teda Fekni, co z toho je pravda“.

Kdyz to tvrzeni je tvaru ,ne A“ nebo ,neni pravda, Ze A“, tak si prohazuji role a dal se hraje
s tvrzenim A. Tteba kdybys ty fekl ,,dnes neprsi“, hrali bychom déal jako kdybych ja fekl ,dnes prsi“.

IMozn4 jsi u? o logice néco slySel ve §kole v hodinidch matematicky nebo filozofie. V tom piipadé miizes preskodit
kapitolku nadepsanou ,,Vyrokova logika - poviddni o vyznamu®“. V té se navic oproti tomu, co se bézné uci ve Skolach,
doctes pouze néco malo o podivnosti implikace.

2Netekej, %e se bude jednat o kdovijak zdbavnou hru; jejim smyslem je podivat se na logiku jako na soubor uréitych
pravidel pro dialog a rozumnou argumentaci viibec. Ve cviceni 19 si ukdzeme, Ze pomoci této hry lze definovat pravdivost
vyroki: vyrok je pravdivy prévé tehdy, kdyZ proponent (prvni hrac¢), ktery neuddld chybu, vyhraje - v matematické reci
fekneme, Ze existuje vyhrdvajici strategie pro proponenta.

3Poznamenejme, %e my$lenku nahlizet dialog jako hru s urditymi pravidly zformuloval Ludwig Wittgenstein v knize
Filozofickd zkoumaéni, kterd vysla po jeho smrti roku 1953.
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Nakonec se dojde k néjaké docela jednoduché vété, o které je i bez hrani jasné, jestli je pravdiva - v tom
pripadé vyhrava ten, kdo je zrovna proponentem, nebo nepravdiva - to vyhraje oponent. Rozumis?“

Cviéeni 1. Zkus si rozmyslet, jak by asi mohla byt formulovana pravidla pro vyroky tvaru Pro kaZdé
x plati, Ze... a tvaru Ezistuje néjaké © takové, Ze...

Napi$ priibéh hry, ve které proponent za¢ne nasledujicimi tvrzenimi:

a) Pro kazdé pfirozené ¢islo n plati: jestlize je n délitelné ¢islem 6, je délitelné ¢islem 2 a také je
délitelné ¢islem 3.

b) Existuje pfirozené ¢islo, které je délitelné 2 a neni délitelné 3.

Vyrokova logika - povidani o vyznamu*

Matematik rozumél a hnedka ho napadla dulezita véc: je dulezité mit néjaka pravidla, kterd urcuji,
co tim myslime, kdyZ tieba fekneme, Ze plati A ¢ B, presné jako to Fikaji pravidla té hry. Pochopil, Ze
prvnim krokem k tomu, aby nikdo nemohl pochybovat o spravnosti toho, co rika, je kazdému vysvétlit,
co tim mysli, kdyz pouziva slovicka jako a, nebo, jestlize, pak. Coz o to, se slivky a a nebo az tak veliky
problém nebude, ale jeho oblibené jestlize A, pak B, to bude ofigek.

Premyslel a pfemyslel a nakonec sepsal tohle:

Védu zabyvajici se vztahy mezi pravdivosti slozené véty a pravdivosti jejich ¢asti nazvu logika. Pujde
v ni o to, co nejlépe zachytit a popsat vypljvdni, tedy to, jak jedna pravda vynucuje jinou pravdu.’

Piesné tak, jako to zndme z ¢estiny, se i v logice slozené vyroky (v ¢esting jim f{kame souvéti) vytvareji
z jednodussich pomoci spojek. Pritom logické spojky vyjadiuji uréité vztahy mezi vyznamem jednodussich
vyrokl a vyznamem celku.

Vyrok, ktery neobsahuje zadné logické spojky nazveme jednoduchy nebo také atomicky.

Jsou-li oba vyroky, které spojuje spojka a, pravdivé, je i slozeny vyrok se spojkou a pravdivy, jinak je
slozeny vyrok nepravdivy.®

K tomu, aby byl vyrok se spojkou nebo pravdivy staéi, aby byl pravdivy alespon jeden z obou spojo-
vanych vyroki.

Vztah vyplyvani mezi dvéma vyroky zachycuje implikace, kterou vyjadiuji vyrazy jako Jestlize A,
pak B. Kdykoli A, potom B. Nechf A. Pak B. A implikuje B.” Implikace je nepravdiva, pokud
predpoklad A je pravdivy, ale zavér B je nepravdivy; jinak je pravdiva.®

4Jak v lingvistice, tak v logice (neni divu, e maji aspon n&co spoletného, vzdyt se ob& zabyvaji jazykem, i kdy¥ z tpln&
jiného thlu pohledu), se otdzkami souvisejicimi s vyznamem vét a slov zabyva sémantika. V logice je pro nis na vyznamu
logiky, na rozdil od lingvistii, zajimaji jen vgroky, tedy véty, které jsou budto pravdivé nebo nepravdivé.

5 Jak uz zaznélo vyse, zkoum4 logika vyplyvani. Logik poZaduje, aby pii zdiivodiiovan{ teze logicky vyplyvala z argumenti,
kterymi je podporena. Co to pfesné znamend? Znamend to, Ze argumenty musi byt (vzhledem k tezi) formulovédny tak, aby
platilo: Kdyz pfistoupime na pravdivost argumentt,, musime nutné pfistoupit i na pravdivost teze.

Petr Jansa: Logika jako soucdst predmétu ,,Zaklady spoleCenskych véd“, str. 19.

60 tom, 7e ne vizdy sliivko ,,a“ oznaluje konjunkci vyroki, svédéi nasledujici pifklady:

a) Firma Novak a syn.
b) Prigel domil a zjistil, Ze je vykradeno. (Pro konjunkci totiz musi platit ,zfejma* formule (AAB) = (BA A). Oviem

véta ,zjistil, Ze je vykradeno, a pfiel domi* ¥{kd néco trochu jiného nez ptvodni véta.)

Dalsi priklady vét, ve kterych ,,a“ neoznacuje konjunkci, najdes ve cvi¢eni 20.

70 tom, pro¢ by se implikace neméla vyjadfovat slovy ,z A vyplyva B“ piSe Frantifek Gahér v knize Logika pre
kazdého (str. 71): Vyraz ,implikuje¥ nie je synonymny s vyrazom ,logicky vyplyva®, [...] Jednoducho povedané, implikdcia
vo vSeobecnosti méze byt pravdivd alebo nepravdiva v zdvislosti od empiricky zistitelného stavu veci, ale implikacia, ktorou
vyjadrujeme logické vyplyvanie, je vidy pravdivd bez ohladu na stav veci.

Implikace se samoz¥Fejmé snaZi vyplyvani zachytit, vzdyt v pfirozeném jazyce Casto povaZujeme vyjadien{ ,jestlize A, tak
B« a vyjadfeni ,z A vyplyva B“ za ekvivalentni. V klasické logice se podafilo tento vztah uchopit v tom smyslu, Ze jestlize
z vyroku A logicky vypljvd vyrok B, tak je implikace A = B tautologii a naopak. Oznaceni logicky vypljvd pfitom pouZijeme
tehdy, jestlize B vyplyva z A pouze na zakladé toho, jak jsou jednotlivé vyroky poskladany z jednodussich pomoci logickych
spojek. Napf. z véty ,Sokrates je Clovek® vyplyva véta ,Sokrates je smrtelny“, ale nevyplyva z ni logicky. Matematicka véta,
kterd popisuje vztah mezi vyplyvanim a tautologi¢nosti nékterych implikaci se jmenuje véta o dedukci a neplati zdaleka pro
v8echny logické systémy. V téch, kde neplati, je potom treba si dat pozor na rozdil mezi slivky ,vyplyva® a ,implikuje.“
8To se Ti miize na prvni pohled zdét divné, ale zkus si predstavit nésledujici situaci: kamaradka Ti fekne, %e nebude-li
prset, ptijde do kina. V pripadé, Ze prSet nebude, je jednoduché o pravdivosti jejiho tvrzeni rozhodnout. Pokud kamarddka
do kina ptijde, mluvila pravdu. Pokud do kina neptijde, miiZes se na ni pravem zlobit. Na piipad, Ze priet bude, se jeji vyrok
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Ekvivalenci mezi dvéma vyroky rozumim tvrzeni, ze A pravé tehdy, kdyz B. Nékdy pro ni také
pouzivame obrat ,A tehdy a jen tehdy, kdyZ B*“. Ekvivalence je pravdiva, jsou-li A a B budto oba
pravdivé, nebo oba nepravdivé. Lze to fict i jinak: ekvivalence je pravdiva, pokud A implikuje B a B
implikuje A.

»2Neni pravda, ze“ je také logickd spojka, ackoli to neni spojka z hlediska jazykovédy. Tato spojka

vvvvvv

vyrok nepravdivy a naopak.

Pro piehlednost miizeme vyznam téchto spojek zachytit tabulkou. Je-li vyrok pravdivy, budeme fikat,
ze jeho pravdivostni hodnota je 1, je-li nepravdivy, je jeho pravdivostni hodnota O.

ne A AaB A nebo B |jestli A, pak B | A pravé kdyz B
-A AAB AVB A=B Ao B
A | B | negace | konjunkce | disjunkce implikace ekvivalence
11 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

e

Cviceni 2. Obraty jako ,A nebo B, ne vSak oboji“, ,bud’ A, nebo B“, jpravé jedna z moz-
nosti A, B je pravdiva“ a podobné neoznacuji logickou spojku nebo, ale jinou, ktera se ¢asto nazyva
Lvylucovaci nebo®.® Za cviceni si pro ni zkus napsat tabulku.

Cvicéeni 3. Jak rozumis ¢eskému slavku ,leda“? Zahraj si na chvili na logika a zkus nalézt tabulku,
ktera by zachytila pravdivostni hodnotu vyroka , A, ledaze by B“ a ,jestlize A, pak B, ledaze by C“! (,,A,
ibaze B. Ak A, tak B, ibaze C.“)

Domnivas se, Ze tyto tabulku lze navrhnout jedinym moZnym zptsobem? Lze tabulku pro ,jestlize A,
pak B, ledaZe by C* vyplnit pouze na zdkladé znalosti tabulky pro ,A, ledaZe by B*?7

Na zakladé tabulek, které navrhnes, nalezni vyrok obsahujici pouze obvyklé vyrokové spojky, ktery je
logicky ekvivalentni s vyrokem A, ledaze by B¥.

Popis vSechny situace, ve kterych jsou pravdivé nasledujici vyroky:

a) Zustanu doma s détmi, ledaZe bys mé zastoupil.

b) Pes, ktery 5tékd, nekouse - ledaze by tékal. (Nebo presnéji: Jestlize pes §tékd, nekouse - ledaze by
stekal.)

Pozorné si prohlédni tabulku implikace! Implikace je nepravdiva pouze tehdy, kdyZz vyrok A je pravdivy
a vyrok B nikoli.

KdyZ se rozhodneme vyroktim tvaru ,jestlize A, pak B“ rozumét tak, jak ndm radi tabulka, budou
pravdivé i nasledujici prekvapivé véty:

Jestlize 59876542665 : 123456789 je celé cislo, tak 14+1=2.

Jestlize 1+1=2, tak tohle je seridl v matematickém korespondencnim seminafi a slunicko je zluté.
Jestlize jsem ¢inskd princezna, tak 14+1=2.

Jestlize jsem ¢inskd princezna, tak je dneska patek trindctého.

Zkratka a dobrfe, libovolny pravdivy vyrok je implikovan libovolnym jinym vyrokem, ktery nejenze
s nim viibec nemusi souviset (jako v prvnich dvou piikladech), ale miZe dokonce byt i nepravdivy! Navic,
libovolny nepravdivy vyrok implikuje Giplné cokoli, at uz to je pravda (prvni piiklad s ¢inskou princeznou),
nebo neni (druhy piiklad s éinskou princeznou).

A¢ se to muze zdat prekvapujici, je skuteéné tézké rozumné matematicky ¢i formalné popsat vztah
mezi A a B, kterj normélné vyjadiujeme slovy ,jestlize A, tak B“. Redeni, které nalezl n45 matematik,
a kterého se skuteéné drzi vétSina matematiki na celém svété, je krasné a jednoduché v tom, ze ho

ale viibec nevztahuje; jak tedy rozhodnout, mluvila-li pravdu? Asi by se Ti ale zdalo nefér kamaradku osocit z toho, Ze lhala.
Jenze logika pozaduje, aby kaZda véta, kterou se zabyvame, byla budto pravdivéi, nebo nepravdiva - neni-li nepravdiva,
musi tedy byt pravdiva.

9V technické literatuie se pou%iva z angli¢tiny prevzaty nazev zor, ktery presnd vystihuje podstatu této spojky: jedn4 se
o nebo (or), které ale vylu¢uje moznost, ze by oba vyroky byly pravdivé (X). Pismeno x pochdzi z anglického slova exclusive.
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lze popsat pomoci nul a jednicek tak, jak jsme to udélali v tabulce. Znamend to, Zze pravdivostni
hodnota sloZeného vyroku zavisi pouze na pravdivostni hodnotach jednodussich vyrokii,
které obsahuje.!® Tomu, jak rozumime implikaci v normalni lidské Feéi, to moc neodpovida: kdyz feknu
sjestli dostanu z té pisemky pétku, budu doma bita“, budou tomu moji spoluzaci rozumét tak, ze budu
bita kvuli té pétce z pisemky, a ne tfeba proto, ze jsem rozbila vzacnou vazu po dédeckovi.

Presto méa tento zpiisob chapani logickych spojek nesporné vyhody:
1. Pravdivost néjakého slozitého tvrzeni mizeme ovéfovat tabulkou. Nékterd tvrzeni, fika se jim tau-
tologie, budou ohodnocena jednickou bez ohledu na to, jaké pravdivostni hodnoty maji jejich ¢asti.

Podivejme se tfeba na to, jak vypada tabulka pro tvrzeni tvaru (A & B) & ((A = B)A (B = A)).

vvvvvvvvvvvv

A|B|A=B |[B=A |(A=B)A(B=A) |[AB |(AeB)e (A=B)A(B=A4))
1)1 1 1 1 1 1
110 0 1 0 0 1
0|1 1 0 0 0 1
010 1 1 1 1 1

Cvi€eni 4. Zkus si vyplnit tabulku tfeba pro tvrzeni tvaru (A A (A = B)) = B a pro tvrzeni tvaru
Av-A.

Jind tvrzeni, tém se iika kontradikce, budou vzdy mit pravdivostni hodnotu 0.

2. Nepotrebujeme vSechny spojky - ve skute¢nosti sta¢i negace a implikace, nebo negace a konjunkce.

vvvvv

Cvideni 5. Dejme tomu, Ze se Ti libi spojka — a spojka A, zato V se Ti nelib{ (plete se s pismenem
V). Ovér tabulkou, Ze A V B mé ve v8ech Fadcich stejné hodnoty jako —=(=A A =B)! To znamend: DokaZz,
ze (AV B) & —=(—A A =B) je tautologie.

Cviéeni 6. Ovér, Ze ,A pravé tehdy, kdyz B¢ vlastné znamend ,, A a B maji vidycky stejné hodnoty*.
Jinak feceno: ukaz, ze A < B ma stejné pravdivostni hodnoty jako (A AB) vV (=A A =B)!

Cvicéeni 7. Najdi formuli, kterou nelze ekvivalentné zapsat pouze pomoci spojek A,V,= a <.

Cviceni 8. Podivej se na tabulku vyrokové spojky, jejiz vyznam je ,ani A, ani B“.!!

A[B[A|B
T[1] o
1(0] O
01 ] o
00| 1

Ukaz, ze pomoci této jediné spojky lze vyjadiit viechny spojky vyrokové logiky, tedy najdi formule,
které obsahuji pouze spojku | a jsou ekvivalentni s A, AAB, A= B, AVvB, A< B.

Toho, Ze nepotiebujeme v8echny spojky, se hodné vyuzivd v informatice. Kazdému pocitatovému
programu totiz lze rozumét tak, Ze jen pocita pravdivostni hodnoty né&jakych slozitych formuli. K tomu,
aby to mohl udélat, potiebuje v sobé mit zabudované souc¢astky, které umi spocitat pravdivostni hodnotu
negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence z pravdivostnich hodnot jejich ¢asti. Muze se ale
stat, ze je o hodné levnéjsi nebo jednodussi vyrobit souc¢astku, kterd pocita konjunkci, nez treba soucastku,
ktera pocita implikaci . . .

10*T¢hle vlastnosti se ¥ikd, %e spojky vyrokové logiky jsou eztenziondlni. A% budeme mluvit o modélnich logikich,
v8imni si, ze spojka ,,mo#%na (=muZe byt pravda, Ze)* neni extenzionalni (takovym spojkdm se pak Fikd intenzionalnf).
Napriklad véta ,,moznd zitra bude priet* je pravdiva bez ohledu na to, zda vé&ta ,zitra bude pret®“ je pravdiva. Pravdivost
sloZzeného vyroku zavisi nejen na pravdivosti jeho ¢asti, ale i na tom, jakym zplisobem jsou tyto pravdivosti popsany - nejde
jen o to, zda hodnota je 1 nebo 0, ale i o to, jak se k tomu dojde.

U Tuto spojku zavedl americky logik Charles Sanders Peirce, proto se nazyvéa Peircetiv symbol.



15

Vyrokova logika - poviddni o formé!?

Vratme se k nasemu Matematikovi. KdyZ pfiSel na to, Ze pravdivostni hodnoty slozenych vyrokt se
daji urcovat pomoci tabulek, a ze existuji tautologie, tedy tvrzeni pravdiva bez ohledu na pravdivost
jednotlivych ¢asti, zacalo ho zajimat, jestli existuje né&jaky zptlisob, jak napsat pocitacovy program, ktery
by je postupné vSechny vypsal. Brzy mu doslo, Ze téch vzdy pravdivych tvrzeni je nekone¢né mnoho, takze
to nejlepsi, co se mu muze podafit, je najit program, ktery bude postupné vypisovat jedno za druhym
a na kazdé nékdy prijde fada (i kdyZ on sdm se toho moZné uZ nedoZije, a kdyZ to bude n&jakd hodné
slozitd tautologie, nedozije se toho ani jeho pravnuk).

Nakonec takovy program objevil. My si ho zde nebudeme ukazovat, ale ukdzeme si néco, s pomoci ¢eho
uz by se dal napsat. V logice se takovymhle schématim pro programy, které vypisuji jednu tautologii za
druhou, 1ikd kalkuly. Kalkuly a pocitacové programy viibec samoziejmé nevédi nic o tom, jestli venku
prsi, a dokonce ani o matematickych pojmech, ¢islech, trojthelnicich, zkratka ni¢emu nerozumi. Proto
jsou Cisté formdalni - takovy kalkul pracuje tak, Zze vezme néjakou radku znakid a udéla s ni néjakou
jednoduchou apravu podle predem daného pravidla. To jen ¢lovék, ktery se na to diva z venku, vi, Ze ta
Uprava znamenala tfeba to, Ze z vyroku A A (A = B) vyplyva vyrok B. Kalkul sdm nic takového ,nevi“.

Kalkul také neobsahuje ani nevytvari Gplné véty, ale jen zjednoduSend schémata, podle kterych lze
z jednoduchych vyroka vytvorit slozeny vyrok. Takovym schématim se tikd formule. Formule je takova
radka znaki, kterd by byla vyrokem, kdybychom za pismena v ni obsazena dosadili néjaké jednoduché
vyroky. Tieba A A (A = B) je formule, a dosazenim ,prsi“ za A a ,je mokro* za B dostaneme vyrok

,préi a kdyz prsi, tak je mokro“.!3

Kazdy kalkul obsahuje néjaké axiomy, které rikaji, ze na zacatku smime vzit libovolnou fadku znaka
takového a takového tvaru. V kalkulu vyrokové logiky to jsou tii axiomy

(Al) A= (B=A4)
(A2) (A= B=0)=({(A=B)=(A=C0)
(A3) (B=>-A)=(A=B)

Nenech se prekvapit tim, ze se zde vyskytuji jen dvé spojky. Mohli bychom, samozifejmé, napsat i
axiomy obsahujici ostatni spojky, my se ale spokojime s tim, ze vime, Ze ostatni spojky jsou jen zkratkami
za slozité formule obsahujici jen = a —.14

To, 7e nas kalkul obsahuje axiomy (A1), (A2) a (A3) znamena, 7%e prislusny program miize do seznamu
tautologii napsat libovolny fadek znakt, ktery vznikne tak, Ze za pismenka A, B a C dosadi néjaké
formule. Napiiklad nase t¥i axiomy!'® jsou formule a dosazenim vyroku 1+1=2 za A, a vyroku ,teplota,

12Tyhle &4st bychom také mohli nadepsat cizim slovem syntaze. Syntaxe se zabyva tim, jak vypadd spravné utvofeny
vyrok, jaké musi mit ¢asti, tak jako véta musi mit podmét a piisudek a souvéti musi byt spriavné rozdéleno ¢arkami.
Zajimavé na tom je, ze pri zkoumdani spravné utvorenych slozenych vyrokt mizeme zapomenout na to, jaky maji vyznam.
Dale se syntaxe zabyva v&m, co lze zkoumat pouze na zdkladé tvaru (formy) jednotlivych tvrzeni, aniZ bychom znali jejich
konkrétni vyznam.

I3Matematicky piresné definice formule zni takto:
1° Kazdé velké pismeno abecedy je formule a nazyva se vgrokovd proménnd, protoze oznatuje n&jaky vyrok. (Kdybychom
pot¥ebovali vice prom&nnych nez je pismen v abecedd, miZzeme pouZivat tfeba symboly Vi,Va,...)
2° Jsou-li A a B formule, jsou také —A, (A A B), (A V B),(A = B) a (A & B) formule. Tam, kde nemtZe dojit k omylu,
muzZeme zavorky vynechévat.

14Kdyby Ti zvédavost nedala spat, tady pieci jen jsou i ostatni axiomy:

(AAl) (AAB)=A

(AA1’)  (AAB)=B
(AN2) (A=B)=((A=C)=(A=(BACQC)))
(AVl) A= (AVB)
(AVl’)) B=(AVB)
(Av2) (A=C)=(B=C)=((AVB)=0Q))
(A=1l) (A& B)=(A=B))
(Ae1) ((AeB)=(B=>A))
(Ae2) (A=B)=((B=A)=>A&B))

15 Axiomem se v matematice obvykle rozumi libovolné tvrzeni, které povazujeme za pravdivé, aniz bychom ho dokézali.
V naSem kalkulu mtizeme do seznamu tautologii ,,bez dikazu* napsat pravé vSechny formule, které vzniknou dosazenim do
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je —273°C“ za B do axiomu (A1), dostavdme vyrok ,jestlize 1+1=2, potom kdyZ je teplota —273°C,
tak 1+1=2“. Pfi praci s kalkulem nebudeme dosazovat vyroky, ale formule, takZze dosazenim do prvniho
axiomu mutize vzniknout tieba formule (X = Y) = (@ = 5) = (X = Y)).

Nag kalkul ma taky jedno pravidlo, logikové mu tikaji modus ponens. To ¥ika tohle:

Pokud jsi uZ na vystup napsal formuli A a také formuli A = B, miZe§ tam napsat také B.

* Priklad diikazu v kalkulu

Ukazeme si, jak pomoci tohoto kalkulu dostaneme formuli p = p, kterd tika, ze kdyz je pravda p,
tak je pravda p. Tedy naptiklad ,kdyz prsi, tak prsi“, coz je ziejmé pravda a tedy chceme, aby to bylo
v nasem kalkulu dokazatelné.

Nejdfiv pouzijeme axiom (A2); za B dosadime p = p'6 a za A a C dosadime p.

A=B=0C)=(A=B)= (A= () (A2)
p=(p=p)=p)=>(p=>0®=>p)=>{@P=0p) (1)

Potom pouZijeme axiom (Al) a dosadime do néj stejné jako v pfedeslém kroku.
A= (B=A) (A1)

p=(p=p)=0p) (2)
Ted muzeme pouit pravidlo modus ponens na (1) a (2):

(MP) A=B (p=(p=p) =p)=((r=@=p)={@=Dp)
A p=(p=0p) =0p

B (p=(p=p)={@=0p) (3)
Ted znovu dosadime do (A1), ale tentokrat za A i B dosadime p.

A= B=A) (A1)

p=(p=Dp) (4)

No a nakonec znovu pouZijeme modus ponens, tentokrat na (3) a (4)

(MP) A=B (p=@=p)=@=>Dp
A p=(p=p)

B pP=>p

Vidime, ze dokazovani v takovém kalkulu neni viibec jednoduché véc a rozhodné si dovedeme predstavit
i jednodussi zptisoby jak zjistit, ze véta ,jestlize prsi, tak prsi“ je vzdycky pravdiva. Ptesto se logikové
kalkuly radi zabyvaji, dokazuji o nich rizné véty a vymysli dalsi (v nékterych z nich se dokazuje o néco
lépe, ale museli bychom si vysvétlit jesté spoustu novych neznamych pojmit, abychom se s nimi mohli
sezndmit). My si bez dikazu uvedeme dvé typické véty o kalkulu vyrokové logiky:

Véta 9. (O korektnosti) Kalkul vyrokové logiky je korektni, to znamend, Ze kazda formule, kterou
v ném dokazeme, je skutecné tautologie.

Véta 10. (O aplnosti)  Kalkul vyrokové logiky je uplny, to znamend, Ze kaZzdou tautologii v ném lze
dokazat.

(A1), (A2) nebo (A3), takZe viechny takové formule jsou axiomy a (A1), (A2) a (A3) jsou vlastn& schémata aziomi. Rozdil
mezi axiomem a schématem axiomt tkvi v tom, Ze axiom bychom mohli do seznamu tautologii pouze opsat v presné stejném
znéni, zatimco do schématu axiomu smime i dosazovat. V naSem textu budeme ale b&zné schématiim axiomd fikat axiomy.
Axiomy 1i jejich schémata jsou vZdy tautologie, protoze pravidla dokazovani umoziiuji opsat je do seznamu tautologii.

16Nedej se zmést tim, %e za B dosazujeme formuli, kterou chceme dokézat! Dosadit za jednotliva pismenka do axiomt
miiZeme cokoli, jen musime do daného axiomu za stejné pismenko dosadit vzdy to samé. Dilezité je, Ze do vysledného
seznamu tautologii nemZeme napsat nic, co nedostaneme postupem popsanym v piedchozi kapitolce.
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Cviceni 11. Dokaz vétu o korektnosti vyrokové logiky, to znamend, ukaz pomoci tabulky, ze axiomy
jsou tautologie a zZe pravidlo modus ponens ze dvou tautologii opét odvodi tautologii.

Cviceni 12. Klasicka logika ma tu zajimavou vlastnost, ze kdyz k mnoziné vSech tautologii pridame
jedinou formuli, kter4 tautologii neni, budeme pomoci dosazeni moci odvodit spor'? - tedy budeme moci
najit dvé formule, které obé vznikly dosazenim do néjakych tautologii nebo do nagi pridané formule,
z nichz jedna je negaci druhé.

Necht je ddna formule A, ktera neni tautologii. Reknéte, jaké dvé formule pouzijete a jaké dosazeni na
kazdou z nich provedete, abyste dostali hledany spor.

* Shrnuti

Dnes jsme se seznadmili s klasickou vyrokovou logikou. Na jejim pfikladu jsme si ukdazali, jaky je
rozdil mezi syntaxi, tedy Cisté formalnim hrani s pismenky, a sémantikou, tedy uvazovanim o vyznamu.
Sémantika je velmi dulezita, protoze s jeji pomoci se mezi sebou mizeme dohodnout, co mame na mysli,
kdyz vyslovime tvrzeni urcitého tvaru.Vidéli jsme, ze naptiklad u implikace nemusi byt uplné snadné
takovou dohodu udélat (a je$té se k tomu vratime v p¥istich dilech). Zatimco v oblasti sémantiky vyrokové
logiky jsme se naucili ovéfovat, zda je néjaka formule tautologie ¢i kontradikce (nebo nic z toho) pomoci
tabulky, v oblasti syntaxe jsme se seznamili s jednim kalkulem. Abychom nebyli pofad jen Gplné klasicti,
predvedli jsme si také tzv. dynamicky pristup k logice, ve kterém chipeme ovérovani pravdivosti néjakého
tvrzeni jako hru pro dva hrace.

17V matematické Feti se ¥ka, #e mno#ina tautologii klasické vyrokové logiky je mazimdini bezespornd mnoZina.
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Dalsi cviéeni
Nedej se odradit délkou zadani nékterych tloh! Neni vabec pravda, Ze ¢im delsi zadani,
tim $karedé&jsi dloha. ..

Cviceni 13.'8

Nékdy se stava, ze néjakou vétu v prirozeném jazyce, tedy v jazyce, kterym se lidé bézné dorozumi-
vaji, lze pochopit dvéma riznymi zpisoby. Casto je to zpiisobené tim, Ze piirozeny jazyk nezachycuje
dostatecné presné takzvanou logickou strukturu véty. V této tloze se podivame na dva takové piiklady:

a) Neni-li stanoveno pravnim pfedpisem nebo G¢astniky dohodnuto jinak, jsou podily v8ech spoluvlast-
niki stejné.

(Ak nie je pravnym predpisom ustanovené alebo ti¢astnikmi dohodnuté inak, st podiely vSetkych
spoluvlastnikov rovnaké.)

Tuto vétu lze formalizovat dvéma zptisoby: =(A v B) = C, (-A Vv -B) = C.

b) Neni-li moZné vadu odstranit a neni-li pro ni mozné uzivat véc dohodnutym zptisobem nebo fadné,
ma nabyvatel pravo domdahat se zruseni smlouvy.

(Ak nemozno vadu odstranitf a ak nemozno pre fiu vec uzivat dohodnutym sposobom alebo riadne, je
nadobtidatel opravneny domahat sa zruSenia zmluvy.)

Dvé mozné formule tentokrat jsou: (A A—=(BV C)) = D, (-AA (-BV -C)) = D.

V obou ¢astech ukaz, zZe dvé navrzené formule nejsou ekvivalentni.

V kazdém prikladé zkus vétu pieformulovat tak, jak by méla znit, aby jednozna¢né odpovidala prvni
a druhé navrzené formuli. Rozhodni, ktera z nabizenych formuli zachycuje zamysleny vyznam véty.

V&imni si, jak byla zamyslena ¢ast véty se strukturou ,neni-li A nebo B“ (,,ak nie A alebo B“)!

Cviceni 14.

Snem tvurcd logickych kalkuli bylo vytvorit systém, ve kterém je kazdy jednotlivy krok diukazu zcela
nezpochybnitelny, zkratka evidentné spravny a neni tedy tieba jej zd@ivodiiovat. Karel Capek o takovém
dokazovani napsal:

O logickém diikazu je jedind pravda, ze se nic nedé logicky dokazovat; coz vam dokéazu logicky. Bud
dokazuji své tvrzeni samymi evidentnimi soudy; ale kdyby mé tvrzeni plynulo evidentné z evidentnich vét,
bylo by samo evidentni, a tu by ovSem naprosto nepotrebovalo byt dokazovano. Nebo dokazuji své tvrzeni
vétami neevidentnimi, ale pak bych musel logicky dokazovat vechny tyto véty ,usque ad infinitum®, [...]
z Cehoz logicky plyne, Ze logicky diikaz je nemozny; a neni-Ii tento logicky diikaz naprosto presvédcujici,
vidite z toho, ze logické dokazovani opravdu za nice nestoji.

Karel Capek: Kritika slov; citovano v Antonin Sochor: Klasickd matematické logika, str. 21.

Odhlalte, v ¢em spo¢iva klam ¢ili podfuk Capkovy argumentace!

Cviéeni 15.1

Jeden védec z planety Venuse se rozhodl zkoumat, zda rtizné jazyky mohou fungovat na zakladé rtznych
logickych systémii. Po nékolika letech studia pozemstant (konkrétné svou studii provadél v Cechéch)
publikoval ¢lanek, ve kterém tvrdil nasledujici:

V jazyce Cechii se zépor vytvaii tak, Ze se pied uréity tvar slovesa p¥ipoji pfedpona ne-. Cechové
pfitom casto pouzivaji véty tvaru ,,A A =A%, napiiklad ,Néktefi lidé jsou chytii a nékteri lidé nejsou
chytii.“ Z toho je vidét, ze v logice Cecht neplati zékon, ktery na Venusi znd kazdé malé dit&, totiz Ze
zaddny vyrok nemize byt pravdivy soucasné se svou negaci.

Vysvétlete venusskému védci, v ¢em se myli.

Cviceni 16.%°

a) Naleznéte formuli obsahujici pouze spojky — a =, ktera je ekvivalentni s formuli (A AB) = A.

b) Rozhodnéte, zda je formule (A A B) = A dokazatelna v hilbertovském kalkulu vyrokové logiky.

c) Rozhodnéte, které z nasledujicich vét jsou konjunkcemi a které ne:

Plakal a plakal. Sam4 prace a zadna zébava udélaly z Honzy hrozného $karohlida. Tomés slibil Sarce
kozesinovy kabat a prsten s diamantem. P&t a tii je osm. Pan Novak sveze na valniku Petfika a budto
Anezku nebo Kristynku.

18Voln& podle Frantifek Gahér: Provokécia ako motivécia k $tidiu logiky.
19 James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic.
20 James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic.



19

Soutézni tlohy
Cviceni 17.2! 1. sout&¥ni tiloha
Predpokladejme, 7e misto obvyklych pravdivostnich hodnot ,pravda / nepravda® budeme pracovat
s nasledujicimi ¢tyrmi pravdivostnimi hodnotami:
1: Mam dtvod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a nemam didvod si myslet, ze je nepravdivy.
0: Nemam duvod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a mam diavod si myslet, ze je nepravdivy.
X: Mam duvod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a mam také duvod si myslet, ze je nepravdivy.
7. Nemam davod si myslet, ze vyrok je pravdivy, ani divod si myslet, Ze je nepravdivy.
a) Napi$ tabulku pro negaci (tedy pro kazdou ze ¢tyf moznych ,pravdivostnich hodnot“ vyroku A
urdi, jakou hodnotu bude mit —A). (2 body)
b) Zkus ur¢it, jaké hodnoty miize mit konjunkce A A B v nésledujicich p¥ipadech. Nezapomen pfi tom
na to, ze v této logice nemusi pravdivostni hodnota A A B zaviset pouze na pravdivostnich hodnotach
vyroki A, B.22 (3 body)
AAB

=l el Rl
S| 0| | 4| g

Cviceni 18. 2. soutéZni uloha
Podivej se na tabulku vyrokové spojky, jejiz vyznam je ,A a B jsou neslucitelné. Tato spojka se
obvykle nazyva ,Shefferovo lomitko*.

AlB

o|o| ]
=] R R el B

0
1
1
1

Ukaz, ze pomoci této jediné spojky lze vyjadrit vSechny spojky vyrokové logiky, tedy najdi formule,
které obsahuji pouze spojku | a jsou ekvivalentni s ~A, AAB, A= B, AVB, A & B.

Rozsifeni této tlohy (mimo soutéz) Ukaz, ze kromé Peircova symbolu (cviceni 8) a Shefferova
lomitka neexistuje zadna dalsi dvouargumentova vyrokova spojka, pomoci které by se daly vyjadrit spojky
-\, V,=> a &.

Cviceni 19. 3. soutéZni tloha
a) Zduvodni, Ze hraji-li proponent i oponent dobfe (tedy neudélaji-li chybu), pak plati, Ze propo-
nent vyhraje pravé tehdy, kdyZ jeho tvrzeni je pravdivé (a v opa¢ném piipadé vyhraje oponent). Mizes
predpokladat, ze oba hraci jsou vSevédouci - o kazdém vyroku védi, zda je pravdivy nebo ne.
(3 body)
b) V pravidlech pro hru chybi pravidla pro implikaci a pro ekvivalenci. My ale vime, Ze obé lze
povazovat jen za zkratku za formuli se spojkami —, A a V, pro které pravidla mame. Navrhni pravidlo
pro hru s vyrokem, ktery je implikaci.
(2 body)

21James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic; tam podle Nuel Belnap:
A useful four-valued logic. Ve sborniku M. Cunn and G. Epstein: Modern uses of multiple-valued logic, strany 5-37. Reidel,
Dordrecht 1977.

22Tedy A nemusi byt extenzionalni spojka.
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Napovédy, reseni a poznamky k nékterym cviéenim

. s v s
Refeni cviceni 2

OO)—‘)—‘>
=l Rl R Nvs)
ol o®

Napovéda ke cviéeni 12  Vymyslete, jaké dosazeni je tfeba udélat, abychom z formule, ktera
neni tautologii (tedy neni pravdivé p#i néjakém ohodnoceni), dostali kontradikei (formuli nepravdivou pii
v8ech ohodnocenich).

ReSeni cviteni 14  Antonin Sochor komentuje citovany text takto:

Je nutné zdiraznit, v ¢em se matematicky logik naprosto rozchdzi s citovanym vyrokem K. Capka.
Parafrazuji-li jeho tvahu, mohu také jednodusSe ,dokazat“, ze nikdy nedojdu z Prahy do Pradic: pri
kazdém kroku se méa pozice zméni jen mélo a Préice jsou od Prahy dost daleko. Chyba Capkovy tivahy
spo¢iva v tom, Ze mnoha (byt malymi) kroky je mozZno urazit velkou vzdélenost, coZ fada tcastniki
pochodu na uvedené trase prakticky prokazala. Analogicky neni mozno poprit, Ze i pomoci evidentnich
diikazovych krokii je mozno dojit (je-li jich hodné) k tvrzenim zna¢né neevidentnim.

Antonin Sochor: Klasickd matematicka logika, str. 23.

Reseni &¢asti a) cvideni 17
Mam-li diivod si myslet, ze vyrok A je nepravdivy, mam soucasné divod si myslet, Ze jeho negace je
pravdiva — vzdyt od negace o¢ekdvame pravé to, ze bude vyjadifovat tvrzeni ,,A je nepravdivé“.
Naopak, mam-li divod si myslet, Ze vyrok A je pravdivy, mam soucasné také divod si myslet, Ze jeho
negace je nepravdiva. Diky tomu by tabulka pro ¢tyfhodnotovou negaci méla vypadat takto:
A |-A

110
0|1
X | X
? ?

Reseni &asti b) cvideni 17

U konjunkce je situace o trosku zapeklitéjsi, podivejme se ale nejprve na nékteré diléi pripady:

Vime, ze kdyz je néktery z vyrokia A, B nepravdivy, je také cely vyrok A A B nepravdivy. Naopak,
jistotu o tom, Ze vyrok A A B je pravdivy, mame pouze tehdy, kdyZ vime, Ze oba vyroky A i B jsou
pravdivé. Muzeme tedy zformulovat nasledujici pravidla:

(i) Mam-li n&jaky diavod véfit, Ze vyrok A je pravdivy, a také néjaky davod véfit, Ze vyrok B je
pravdivy, tak mam divod vérit, ze jejich konjunkce je pravdiva.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota obou vyrokd budto 1 nebo X.)
(ii) Méam-li divod véfit, Zze jeden z vyrokd A, B je nepravdivy, tak mam také diavod véfit, Ze jejich
konjunkce je nepravdiva.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota n&kterého z vyroki A, B budto 0 nebo X.)

Obracenim druhého pravidla dostaneme treti pravidlo:
(iii) Pokud nemém diivod véfit, ze vyrok A je nepravdivy, ani nemam divod vérit, ze vyrok B je
nepravdivy, tak nemam dtavod véfit, Ze vyrok A a B je nepravdivy.

(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota obou vyroki A, B budto 1 nebo ?.)
Pokud se rozhodneme fidit se podle téchto pravidel, mizeme zacit vyplhovat tabulku:

A|B AAB AAB
1 |X podle (i) mam dbévod véfit, ze A A B je pravdivy X

podle (ii) mam divod véfit, Ze AAB je nepravdivy
1 |7 | podle (iii) nemém dtivod v&fit, ze A A B je nepravdivy | 1 nebo ?
podle (ii) mam davod véfit, Ze A A B je nepravdivy | 0 nebo X
0 | X | podle (ii) mdm dévod véfit, ze A A B je nepravdivy | 0 nebo X

-~
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Vidime, ze naSe pravidla umoziuji urcit pravdivostni hodnotu v prvnim fadku. Navic fikaji, jestli
mame divod vérit, ze A A B je nepravdivy vyrok.
Mozné se ptas, pro¢ jsme neobratili také prvni pravidlo — dostali bychom tak nasledujici pravidlo:
(iv) Pokud nemam dtivod véfit, Ze vyrok A je pravdivy, nebo nemam divod véfit, ze vyrok B je
pravdivy, tak nemam davod véfit, Ze A A B je pravdivy.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota n&kterého z vyrokd A, B budto 0 nebo ?.)

Pomoci pravidla (iv) dostaneme nejc¢astéji pfijimané feSeni nasi Glohy:

A | B|AAB
11X X
117 ?
X |7 0
0 X 0

Miizeme se ale rozhodnout pravidla (i) a (iv) pozménit a byt radgji optimisticti:23

(i) KdyZz mam dvod vérit, Ze vyrok A je pravdivy, budu to povaZzovat za diivod vérit, Zze konjunkce
A A B je pravdivd. (Mohu argumentovat tieba takhle: uz vim, Ze ,aspon ptilka“ vyroku A A B je
pravdiva.)

Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota nékterého z vyroki A, B budto 1 nebo X.

Pravidlo (iv) tedy pfijmeme jen ve slab$im znéni:

(iv’) Pokud nemam divod veéfit, ze vyrok A je pravdivy a také nemam divod véfit, Ze vyrok B je
pravdivy, tak nemam dtvod véfit, Ze A A B je pravdivy.

(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota obou vyrokd A, B budto 0 nebo ?.)

V tom pripadé bychom tabulku doplnili takto:

A | B|AAB
11X X
117 1
X |7 X
0 X X

Vidime, ze pfi vyplhovani druhého az ctvrtého rfadku si mizeme vybrat, zda budeme pesimisticti
(radéji nebudeme konjunkci A AB vé&Fit, pokud pro to nemame opravdu padné divody), nebo optimistic¢ti
(pokud prvni t¥i pravidla neurcuji jasné, zda konjunkci véFit ¢ ne, prosté ji uveiime). Ctvrté pravidlo
bychom mohli zformulovat jesté alespon jednim zpusobem:

(iv?) Kdyz mam dtivod véfit, Ze jeden z vyroki je pravdivy, a nemam diivod véfit, Ze druhy vyrok je

nepravdivy, budu to povazovat za divod vérit, ze konjunkce je pravdiva.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota jednoho z vyrokd A, B budto 1 nebo X a pravdivostni

hodnota druhého je 1, X nebo ?.)

AAB

ON»—A»—A>
S| ol | 4| g
o = | 4 >

Asi bychom dokézali vymyslet jesté dalsi verze ¢tvrtého pravidla. MizZeme také fici, Zze v téchto pri-
padech nelze pravdivostni hodnotu vyroku A A B urcit pouze na zdkladé pravdivostnich hodnot vyrokt
A a B.

Poznamka k doslym feSenim cviéeni 17
Velmi mne ptekvapilo, ze vétsina feSiteld si neuvédomila rozdil mezi pravdivostni hodnotou negovaného

vyroku (resp. konjunkce) a negaci véty (resp. konjunkci vét), ktera popisuje vyznam pravdivostni hodnoty.

23Ve skute&nosti je toto feSen{ spiSe naivni neZ optimistické: uvéime skoro vemu, co ndm kdo napovida.



22

S tim se pojila dalsi chyba, totiZ nespravné znegovéni konjunkee (pravdivostni hodnoty jsou totiZz popsany
vyroky ve tvaru konjunkei, jejichZ negacemi by mély byt disjunkce).

Veétsina resitelt tak objevila sou¢inovou logiku: kazdé pravdivostni hodnoté odpovida dvojice klasickych
pravdivostnich hodnot vyroki ,mam davod si myslet, ze vyrok je pravdivy“ a ,mam davod si myslet, Ze
vyrok je nepravdivy“ a logické operace se provadéji po slozkach. Tabulka pro negaci v soudinové logice
vypadé takto:

A —A
1=(1,0) |0=(0,1)
0=(0,1) | L=(10)
X =(L1) | ? = (00)
7=(00) |X=(1,1)

Zatimco véty popisujici pravdivostni hodnoty §lo snadno negovat (a¢ vysledkem nebyla Zadna z nabi-
zenych pravdivostnich hodnot), ¢ast Fesitelt si vimla, Ze je nelze spojovat konjunkci. Jak napsal jeden
resitel: | Tato ¢ast mi prijde dosti diskutabilni, rekl bych totiz, Ze je otazkou citu pro ceStinu. Jak totiz
vnimat souvéti: ,Mam divod si myslet, ze je vyrok pravdivy i nepravdivy, ale zaroven nemam divod
myslet si, Ze je pravdivy ani nepravdivy.“ (XA?) ?1“ Diky tomu byla ¢ast b) ve skutetnosti jednodussi
neZ ¢ast a).

Reseni cvideni 18

Formule pro negaci a konjunkci vytvorime vcelku jednoduse:

—A &(AJA)
(AAB) & =(AB) &(A[B)|(A[B)

Pro nalezeni formule pro disjunkci miZzeme pouzit zndmé de Morganovy zakony:

(AVB) & ~(-AA-B) < [(A]A) A (BB)]|[(A[A) A (BB)] &
& [((AJA)[BB)((AJA)IB[B)II[((AJA)|(B[B))|((AlA)(BIB))]

Dostali jsme sahodlouhé a krkolomné vyjadieni. Kdyz si budeme chvilku hrat s tabulkou, najdeme i
kratsi vyjadieni: (A V B) & (-A|-B) < (A]A)|(B|B).

Toto vyjadieni bychom objevili i pomoci de Morganovych zdkont, kdybychom si uvédomili, ze =—A &
A, coz v Te€i Shefferova lomitka zni (A|A)|(A|A) & A. Diky tomu muZzeme zkratit dlouhou formuli na
kratkou:

[((A[A)BB)I(A[A)BBNI(A]A)(BIB)((AJA)(BIB))] < (A[A)|(B[B).

Formuli pro implikaci bychom mohli zkusit napsat pomoci nékteré z ekvivalenci
-(AA-B) & (A= B) < (mAVB).

Krat§f vyjadreni zni:** (A = B) & (-BJA) & (B|B)|A.
Formuli pro ekvivalenci uz uréité sim dokazes napsat pomoci jedné ze dvou nasledujicich ekvivalenci:

(A=B)AB=A)) = (A& B)s (AAB)V(-AA-B).

Poznamka ke cviceni 18

Opravovatel Pavel Patdk mne upozornil na to, Ze nejjednodussi cestou k vySe popsanym formulim je
vyjadrit si slovy, co spojky znamenaji v feci neslucitelnosti:

—-A znamend, Ze A je neslufitelné samo se sebou: A|A.

AV B znamend, 7e =A a —B jsou neslucitelné: (A|A)|(B|B).

A = B znamen4, ze A a =B jsou nesluditelné: A|(B|B).

A & B znamend, ze A VB je nesluditelné s A|B (tedy, pokud je pravda A V B, tak musi byt A a B slu-
¢itelné, a pokud nejsou A a B slucitelné, tak nemize byt pravdivy ani jeden z nich): [(A]A)|(B|B)]|(A|B).

24K objeveni tohoto vyjidfeni ndm miZe pomoci si viimnout, e v druhém Faddku chceme dostat nulu, co? lze jeding
tak, Ze spojime dvé formule, které maji hodnotu 1. Protoze B ma v tomto fddku hodnotu 0, zkusime ho nejdfiv znegovat,
takZe nejjednodussi formule, u které mame nadé&ji na aspéch, je (B|B)|A.
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Poznamka k doslym feSenim cviéeni 18

Veétsina doslych feSeni byla spravné, body se strhavaly hlavné za nedostatecné zdivodnéni a chyby
z piehlédnuti.

Poznamka ke cvi¢eni 18

Pro zajimavost uvedme, ze pomoci Shefferova lomitka lze vytvorit kalkul s jedinym axiomem

[AIBIC)] | [[DIDD)] ] ((E[B)|[(AIE)(AIE)])]-

Tento kalkul m4 jediné pravidlo, kterym samoziejmé nemize byt modus ponens (neméme zde Zadné
formule tvaru A = B):
Pokud jsi jiz odvodil formule A a A|(B|C), miZzes$ odvodit i C.

1. napovéda k rozsifeni cviéeni 18 Dvouargumentovou vyrokovou spojku, pomoci které lze
vyjadrit vSsechny obvyklé spojky vyrokové logiky, ozna¢me <. Uvédom si, ze staci, abychom pomoci ®
uméli vyjadrit negaci a implikaci.

2. napovéda k rozsiteni cvideni 18 Na zikladé toho, Ze pomoci + lze vyjadiit negaci, rozhodni,
jaké pravdivostni hodnoty mtze mit A + B, jestlize A i B maji hodnotu 1.

ResSeni rozsiteni cviteni 18  Nejprve ukazeme, Ze kdyby pro pravdivé vyroky A a B bylo A +B také
pravdivé, nemohli bychom vyjadfit negaci. ProtoZe pravdivostni hodnota —A zavisi pouze na pravdivostni
hodnoté vyroku A, bude se ve formuli, pomoci které vyjadiime —A, vyskytovat pouze pismenko A. Kdyby
v prvnim fadku tabulky bylo A + B pravdivé, bylo by tam také A + A pravdivé, a tedy i A + (A + A)
a (A +A) + A atak dale pro libovolné slozitou formuli obsahujici pouze A a +, takZe bychom nemohli
vyjadiit A, které je v prvnim Fadku tabulky nepravdivé.

Analogicky mizeme ukizat, Ze v piipadé, ze A i B jsou nepravdivé vyroky, musi byt A + B pravdivy
vyrok.

Existuji celkem ¢tyfi vyrokové spojky, které maji v prvnim faddku 0 a v poslednim fadku 1; jsou to:

AIBIT 4 ]-A |78
1[1]jojo[0 [O
T[o[t]o[o0 [1
O[T |t[o[1 [0
oot [1[1 [1

Prvni dvé jsou Shefferovo lomitko a Peircetiv symbol; tfeti je ,dvouargumentova negace prvniho ar-
gumentu” - jeji hodnota viibec nezavisi na B. My ale vime, Ze hodnota A = B na B zavisi, takze pomoci
®_A nelze napsat A = B. Podobné to dopadne i pro —p.

Reseni &asti a) cvideni 19
Véta 20. Pokud proponent ani oponent neudélaji chybu a oba jsou vsevédouci, vyhraje proponent
praveé tehdy, je-li jeho tvrzeni pravdivé; jinak vyhraje oponent.

Dukaz. Nejprve si fekneme, jakou asi ivahu bys mél udélat, abys vymyslel nasledujici dikaz: predstavme
si nejprve, Ze proponentovo tvrzeni je pravdiva negace =A. Oponent muZe na toto tvrzeni zattodit jediné
tim, Ze bude tvrdit A, coZ je nepravdivy vyrok. Je-li A véta jednoduché, okam?Zité prohraje. Kdyby A bylo
(V posledni vété jsme jaksi mimochodem pouzZili dokazované tvrzeni. V pofddném dikazu, ktery najdes
o kousek déle, uvidime, Ze si to miZeme dovolit!)

Kdyby proponent tvrdil nepravdivou negaci, bude oponent tvrdit pravdivy vyrok A, takze by vyhral
oponent.

Predstavme si jesté, ze proponentovo tvrzeni je konjunkce A A B. Kdyby byla nepravdiva, byl by
alespoi jeden z vyrokt A a B nepravdivy, a pravé ten by si vychytrale vybral oponent. Proponent by byl
nucen tvrdit néjaky nepravdivy vyrok a prohral by. Kdyby ale konjunkce A A B byla pravdiva, nedostane
oponent proponenta do tzkych.

Poradny ditkaz provedeme matematickou indukei podle po¢tu spojek v proponentové tvrzeni. (Viibec
se nelekej, pokud pfedchozi vété nerozumis.) Z pravidel hry je jasné, Ze dokazované tvrzeni plati pro
vSechny jednoduché vyroky, tedy pro vSechny vyroky, které neobsahuji zadné spojky. Ukazeme, Ze jestli
dokazované tvrzeni plati pro v8echny vyroky, které obsahuji nejvy$ k spojek, plati i pro vSechny vyroky,
které obsahuji nejvys k + 1 spojek. Diky tomu budeme védét, ze plati pro vyroky s libovolnym pocétem
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spojek: plati totiz pro vyroky s nula spojkami, a tedy i pro vyroky s jednou spojkou, a tedy i pro vyroky
se dvéma spojkami, ... a tedy i pro vyroky se sto tficeti péti spojkami, ...

Predpokladejme, Ze uz jsme tvrzeni dokazali pro vSechny vyroky s k spojkami a ze dostaneme vyrok
s k + 1 spojkami. Ten muze byt negaci —A, konjunkci A A B nebo disjunkci A V B; v kazdém piipadé
obsahuji vyroky A a B nejvys k spojek.

Na negaci =A musi oponent zattocit tvrzenim vyroku A. Hra bude pokracovat s prohozenymi rolemi a
novy proponent (tedy pivodni oponent) vyhraje pravé tehdy, kdyz vyrok A je pravdivy (A ma k spojek,
takze pro né&j jsme tvrzeni uz dokazali), tedy pravé tehdy, kdyZ vyrok —A je nepravdivy. Pfesné to jsme
chtéli ukazat.

Tvrdi-li proponent nepravdivé tvrzeni tvaru A A B, vybere oponent ten z vyrokt A, B, ktery je ne-
pravdivy (jsou-li nepravdivé oba, vybere si kterykoli). Tim donuti proponenta tvrdit nepravdivy vyrok
s nejvys k spojkami, takze vime, Ze proponent prohraje, coz jsme chtéli ukidzat. Kdyby ale tvrzeni A A B
bylo pravdivé, bude proponent muset tvrdit pravdivy vyrok, a tedy vyhraje, coz jsme chtéli ukzat.

Ptipad, kdy proponent tvrdi vyrok tvaru A V B je analogicky a pfenechame ho ¢tenafi.

Poznamka k doslym FeSenim ¢asti a) cvideni 19

V ¢&asti a) si mnoho FeSitelt neuvédomilo, Ze maji dokézat ekvivalenci (vyrok je pravdivy, pravé kdyz
proponent vyhraje) a dokazovali pouze implikaci ,jestlize je vyrok pravdivy, tak proponent vyhraje®.
Udélovala jsem 1 bod za rozumné zdtivodnéni alespon nékteré z implikaci, 1 bod za dokazovani ekvivalence
a 1 bod za vysvétleni, Ze dikaz probihd matematickou indukci.

Za zminku stoji feSeni nékolika Fesitelt (konkrétné to byli Pepa Tkadlec, Hdfia Bendovd a Michal
Kenny Rolinek), ktefi tvrzeni nedokazovali indukci, ale pomoci nasledujiciho invariantu:

Po celou dobu hry se neméni pravdivostni hodnota vyroki, které hra¢ (proponent ¢i oponent) Fika.
Pravdivostni hodnota oponentovych vyroki je opacnd nez pravdivostni hodnota proponentovych vyroki.

Pokud tedy proponent za¢ne s pravdivym tvrzenim, bude i v poslednim kroku hry tvrdit pravdu (nebo
bude oponent tvrdit nepravdu) a vyhraje, a pokud za¢ne s nepravdivym tvrzenim, bude v poslednim
kroku tvrdit nepravdu a prohraje (nebo bude oponent tvrdit pravdu a vyhraje oponent).

Snad jesté zajimavéjsi bylo feSeni Mirka Olsdka, ktery zavedl pojem vyhrdvajici hodnota a ukazal, Ze
se z vyhravajicich hodnot jednodus$sich vyroki pocita stejné jako pravdivostni hodnota. Z toho je vidét,
ze vyhravajici hodnota néjakého vyroku je rovné jeho pravdivostni hodnoté, coz je dokazované tvrzeni.

Napriklad pokud oponent fekne konjunkci dvou vyrokd, jejichz vyhravajici hodnota je 1, podle pravidel
vyhraje, a tedy vyhravajici hodnota této konjunkce je opét 1; kdyby vyhravajici hodnota alespon jednoho
z téchto vyroki byla 0, tak prohraje, takze vyhravajici hodnota celé konjunkce by opét byla 0. Piesné
tak se ovSem chové i tabulka pro pravdivostni hodnoty konjunkce.

Reseni &asti b) cviceni 19

Nejjednodussi pravidlo pro implikaci, které mé napadd, vyuzivd ekvivalenci (A = B) & (=A V B).
Pravidlo miiZe znit t¥eba takto: ,Pokud proponent tvrdi A = B, mize si vybrat, zda ma dile tvrdit —A
nebo B.¢

Mohli bychom také vyuZit ekvivalenci (A = B) < (A A -B). Tomu by odpovidalo nésledujici znéni
pravidla: ,Pokud proponent tvrdi A = B, mize oponent tvrdit A A =B; dal se hraje s prohozenymi
rolemi.”
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2. INTUICIONISTICKA LOGIKA A KONSTRUKTIVISMUS

Prestoze Brouwer chtél ukazat, ze nékteré matematické ditkazy funguji jinak nez logika, lidé si vSimli,
Ze Brouwertiv argument miize ukazat také to, Ze nékteré oblasti matematiky sice funguji podle logiky,
ale tato logika je odlisna. Nékteri dokonce takovou logiku vybudovali a pokusili se predvést, Ze to je ve
skutecnosti logika veSkeré matematiky. Nazvali to intuicionistickou logikou.

Dan Cryan, Sharron Shatil, Bill Mayblin: Logika, str. 94.

Budovani zakladi matematiky

V druhé poloviné 19. stoleti prozivala matematika krizi zptsobenou zjisténim, ze zdklady, na kterych se
dosud budovalo, nejsou dost pevné a pripoustéji rizné paradoxy. Gottlob Frege se domnival, ze jedinym
skutecné pevnym a duvéryhodnym zakladem pro matematiku je logika. Vypracoval zpusob zapisu a
dokazovani logickych formuli, diky kterému je povazovan za zakladatele moderni logiky. V té dobé byla
za nejdilezitéjsi ¢ast matematiky povazovana nauka o Cislech, aritmetika. Frege se pokusil vybudovat
aritmetiku na pevnych zakladech logiky, ale kdyz mélo jeho celozivotni dilo po dvanacti letech prace vyjit
tiskem, upozornil ho mlady anglicky matematik a filozof Bertrand Russel na zavazny problém. V podstaté
se jednalo o obdobu znamého paradoxu holice:

Holi¢ ze Sevilly holi pravé ty ze sevillskych muzi, ktefi se neholi sami. Otazka zni: ,,Holi se holi¢ sam?“
Pokusime-li se odpovédét, dostaneme se do bludného kruhu: Kdyby se holil, neholil by se, protoze holi
jen ty, ktefi se neholi sami. Ale pokud se neholi sam, musi se holit ...

Prestoze se Fregeho logika nakonec neosvédcila, Russel na Fregeho dilo navazal a stejné jako on se
pokusil vybudovat pevné zdklady pro matematiku. Rozhodl se postupovat stejné jako kdysi ddvno Fu-
klidés pti budovani geometrie: nékter4 ziejmd tvrzeni prohldsit za axiomy' a vsechna slozit&jsi tvrzeni
dokézat pomoci nékolika postupd, o jejichz spravnosti nemtize byt pochyb. V tiisvazkovém dile Principia
mathematica Russel spole¢né s Whiteheadem skutecné touto metodou vybudoval aritmetiku a teorii ¢isel.
Jaké bylo jejich zdéSeni, kdyz si uvédomili, Ze se dopustili téze chyby jako Frege!

Problém, se kterym se Russel potykal, lze zformulovat takto:

Uvazujme mnozinu M vS8ech mnozin, které nejsou prvkem sama sebe. Kazdy pokus zjistit, zda M je
svym vlastnim prvkem, vede do bludného kruhu.

Ve stejné dobé vyznamny némecky matematik David Hilbert charakterizoval krizi v matematice témito
slovy:

,Soucasny stav véci je neudrzitelny. Jen si pomyslete, definice a deduktivni metody, kterym se vSichni
uc¢ime, kterym vyucujeme a které pouzivame v matematice, vzor pravdy a jistoty, vedou k absurditam!
Pokud je matematické mysleni nedokonalé, kde hledat jistotu a pravdu?“?

Hilbertovi a jeho nasledovnikim se pak podafilo vybudovat takové axiomatické systémy, které k ab-
surditdm nevedly. Podstatnou roli zde hrélo to, ze se vzdali predstavy, Ze existuje jen jedna ,spravni“
matematika. Zhruba feceno, Hilbert povazoval za ,spravnou” kazdou matematickou teorii, ktera nevede
k absurditdm. Matematicky Teceno, lze si zvolit zcela libovolné axiomy, na jejichz zdkladé nelze dokazat
néjaké tvrzeni i s jeho negaci. Soubor axiomdu, ktery splhuje toto kritérium, nazveme bezespornd teorie,
protoZe jeho dtisledkem neni Zadna formule tvaru AA—A (takovou formuli nazyvame spor). Podle Hilberta
mohou v matematice existovat vzajemné konkurenéni teorie a nikomu to nevadi.?

I Pfestoze si matematikové velmi zaklddaji na tom, aby kazdé jejich tvrzeni bylo odiivodn&né, neni mo#né snazit se dokazat
skutecné v8echna tvrzeni. V kazdém diikaze totiz matematik pouZije néjakd jednodussi tvrzeni, kterd by op&t mél dokazat -
a tak aZ do nekone¢na. Abychom se vyhnuli nekone¢nému dokazovéini, musime se rozhodnout, Ze nékterym tvrzenim budeme
davérovat bez diikazu. Takovad tvrzeni se nazyvaji axiomy; nékdy, zejména v souvislosti s feckou matematikou, se pouziva
téZ oznaceni postuldty.

2John D. Barrow: Pf na nebesich, str. 115.

3Jiz d¥ive zndmym p¥ikladem tohoto po&inani bylo zavedeni neeuklidovskych geometrii. Fyzik by fekl, Ze nejvy%e jedna
z téchto teorii je spravnd, protoZe nejvySe jedna z nich popisuje svét, ve kterém zijeme. V neeklidovskych geometriich
miize napiiklad byt souet hld v trojuhelniku i jiny nez 180°; fyzikové provadé&ji velmi pfesnd méfeni, aby ovérili, jaky je
soucet Ghll ve ,skutednych trojihelnicich® (tvoFenych napf¥iklad tfemi hvézdami; pfimky jsou pfi tom vymezeny drahou
svételnych paprski). Matematik se na ,skutefné trojuhelniky“ neohliZi: zajim4 jej jen to, zda je sv&t, ve kterém je soulet
ahlda v trojahelniku jiny neZ 180°, viibec myslitelny, zda by Gvahy o ném nevedly ke sportim a paradoxiim.
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Dtilezité je, jak se tyto teorie buduji. Za¢ne se tim, ze napiSeme nékolik axiomt. Pak je tieba ukazat, ze
z téchto axiom nelze odvodit spor.* P¥i odvozovani dalsich tvrzeni smime pouZivat pouze uréité predem
popsané malé kricky. Piikladem takové teorie je napiiklad kalkul vyrokové logiky.

Netrvalo dlouho a holandsky matematik Luitzen Brouwer vystoupil s tvrzenim, ze axiomatické budo-
vani matematiky je zcela mylné. Jeho argument byl zhruba nasledujici:

Matematika je v prvé fadé ¢innosti matematikovy mysli. Matematik intuitivné vi, s jakymi objekty
pracuje, tfeba co to je prirozené éislo. Jazyk, kterym svoje poznatky vyjadfuje, je jen pomtckou pro
dorozumivani. Je zcela mylné vyjit z tohoto jazyka, ten formalizovat a pak se domnivat, Ze prostym hranim
se symboly ,provozujeme“ matematiku.? OvSem piesnd toho se dopoustime, pokud budujeme teorie
s axiomy a odvozovacimi pravidly: sice se snazime, aby naSe axiomy odrazely naSe intuitivni predstavy
o matematickych objektech, ale jakmile se jednou rozhodneme pro uréitou sadu axiomu a odvozovacich
pravidel, mazeme dal$i matematické véty dokazovat zcela mechanicky - tak mechanicky, Zze by to za nés
mohl délat i pocita¢. Za axiomy své teorie volime ur¢ité véty, vyroky ¢i formule, které se skladdaji ze slov
¢i symbolt, kterymi se snazime (vét$inou ne zcela pfesné) popsat vlastnosti ¢isel ¢i jinych matematickych
objektli; diky tomu misto se samotnymi ¢isly pracujeme s vétami o ¢islech.

Podle Brouwera je tfeba matematiku budovat pouze na téch nejzakladnéjsich matematickych predsta-
vach - intuicich, které sdileji vSichni lidé. Pro intuicionisty jsou témito zakladnimi kameny matematiky
prirozend ¢isla a princip matematické indukce, ktery fika toto: jestlize ¢islo 1 ma néjakou vlastnost a
jestlize plati, ze ma-li ¢islo n tuto vlastnost, pak ji ma i ¢islo n + 1, tak vSechna pfirozend ¢isla maji tuto
vlastnost.

Mezi spolecné intuice vSech matematikt patii také zdkladni operace s pfirozenymi ¢isly (séitani, ni-
sobeni a podobné), které nazyvame konstrukce. Matematika je védou o konstrukeich probihajicich v ma-
tematikové mysli. Napriklad tvrzeni

1+43=2+2

pro intuicionisty znamend ,provedl jsem v mysli konstrukce odpovidajici vyrazim 242 a 143 a zjistil
jsem, ze vedou k témuz vysledku“.

Vétsina matematikd se domnivé, Zze nezavisle na nas existuje néco jako svét matematickych objekti,
ktery miizeme zkoumat a objevovat. Tento ndzor na matematiku se ¢asto nazyva matematicky platonis-
mus, protoze se podobd Platénové piedstave, ze ,nékde* existuje svét dokonalych ideji a predméty, se
kterymi se setkdvame v kazdodennim zZivoté, jsou jen nedokonalymi obrazy téchto ideji. Napiiklad témér
kazdé malé dité vi, ze primka je ,nekonec¢né tenkd“ Cara, ale zadna primka nakreslend na papife tuto
vlastnost samoziejmé nemé. Primky, se kterymi se setkdvame, jsou tedy pouze nedokonalymi napodobeni-
nami téch ,skuteénych® primek, které ,bydli“ ve svété matematickych objekti spolu s ¢isly, trojuhelniky
a mnozinami.

Podle Brouwera tato predstava vedla k pouzivani nékterych postupi, které nejsou opravnéné. Ze vseho
nejvic se mu nelibilo dokazovani existence matematickych objektii metodou nazyvanou dikaz sporem.
Ten patii k matematickému folkléru uz od dob starého Recka, kdy Eukleidés takto dokizal existenci
nekone¢ného poctu prvocisel:

Predpokladejme, ze prvocisel je pouze koneény pocet a ze 2, 3,5, ... P jsou vSechna prvocisla. Pak ¢islo
Q =(2-3-5---P)+1 je vétsi neZ nejvétsi prvocislo P, takze neni prvocislem, a tedy je délitelné néjakym
prvodislem. Ale po déleni vSemi prvocisly 2,3,5,... P dava zbytek 1, takZze zddnym prvocislem délitelné
neni. To je spor - ukézali jsme, Ze @ je i neni délitelné néjakym prvocislem. Predpoklad, Zze prvocisel je
jen koneény pocet, vede ke sporu, takze prvocisel musi byt nekoneény pocet.

Brouwerovi se na dokazovan{ sporem nelibilo, Ze nedava Zadny ndvod na to, jak najit (zkonstruovat)
objekt, jehoz existenci dokazujeme. PFipomind to zndmy vtip o matematikovi a fyzikovi, obou zavienych
v kobce s hromadou konzerv. KdyZ se po tydnu zaldinik ptisel podivat do kobky, kde véznil fyzika, naSel
ho spokojeného a sytého, protoze se mu podarilo konzervy oteviit kouskem ostrého kamene, ktery uloupl
ze stény. Matematik lezel ve své kobce vycerpany a témér mrtvy hlady; stény pokryl spoustou vypodta a
napisi (v kobce byl dostatek blata, kterym mohl psat) a dole v rohu objevil zalainik dvojité podtrZzenou
vétu ,7 toho plyne, 7e KONZERVU LZE OTEVRIT!«

4Ve skutenosti matematikové asto tento krok vynechdvaji a pouze doufaji, Ze jejich teorie jsou bezesporné. Profesor
Toma§ Kepka z prazského matfyzu k tomu s oblibou fika: , V&fim, Ze v matematice je spor, ale je p¥ili§ daleko, takze ho
nikdy neobjevime.
5 Matematika je rozumova ¢innost (jednotlivych) lidi a je jen ne zcela adekvatné sdélitelnd jazykem.
Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 63.
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Brouwer tvrdil, ze matematické objekty neexistuji mimo matematikovu mysl. Chceme-li dokizat exis-
tenci objektu s ur¢itymi vlastnostmi, musime jej zkonstruovat pomoci jednoduchych kroki jako séitani
a nasobeni. MuZe se stit, Ze neumime zkonstruovat pfedmét s danou vlastnosti (a tak dokdzat jeho
existenci), ani dokdzat, Ze neexistuje. V na¥{ mysli se tedy nemus{ nachdzet ani konstrukce hledaného
predmétu a z ni plynouci poznani, Ze existuje, ani poznani, ze neexistuje. Vidime, Ze o poznatcich v ma-
tematikové mysli neplati zdkon vylouceného tietiho AV —A, ktery ¥iké, ze kazdé tvrzeni je budto pravdivé
nebo nepravdivé. Jenze matematika je pro Brouwera pravé studiem konstrukei probihajicich v matema-
tikové mysli, takze musime odmitnout klasickou logiku.

Odmitnuti zdkona vylou¢eného t¥etiho tizce souvisi s intuicionistickym pojetim disjunkce. Intuicionista
povazuje disjunkci A V B za dokdzanou pouze v piipadé, ze je dokdzan aspon jeden z vyroki A, B.
Neintuicionistovi sta¢i ukazat, Ze za v8ech okolnosti je pravdivy alespon jeden z vyroki A, B - nemusi to ale
za vSech okolnosti byt ten stejny. Diky tomu lze A V —A dokézat v klasické logice, ale ne v intuicionistické
(protoZe nelze v obecnosti dokazat jeden z vyrokd A, —A - to, ktery je pravdivy, zavis{ na pravdivostni
hodnoté vyroku A).

Jak uz bylo fec¢eno, povazoval Brouwer za neintuitivni také dokazovani sporem; tvrdi, ze je zaloZeno
na zdkonu vylouceného tietiho, coz jsme vidéli na piikladu Euklidova dikazu: tvrzeni, ze prvocisel je
konec¢ny pocet, vede ke sporu, takze neni pravdivé; v diisledku toho musi byt nepravdivé, takze prvocisel
neni koneény (tj. je nekoneény) pocet.

Vidime, ze Brouwer odmital nékteré z pilira klasické logiky; ve skute¢nosti odmital budovat matema-
tiku pomoci jakékoli logiky, protoze logika zachycuje pouze vlastnosti naseho jazyka, zatimco matematika
by se méla zabyvat matematickymi intuicemi, které jazykem pouze vyjadiujeme. Nékteii Brouwerovi na-
sledovnici ale logiku neodmitali tak dirazné jako on. Jednim z nich byl i Arend Heyting, ktery vytvoril
intuicionistickou logiku. Heyting sice tvrdil, Ze ,nikdy nebude mozno matematicky presné dokazat, ze
dand soustava axiomii skutecné obsahuje vSechny platné metody dikazu“®, ale jeho logika se ujala a patii
dnes k nejcastéji studovanym neklasickym logikam.

Kolmogorova logika problémi

Jednou z podivnych vlastnosti intuicionistické logiky je to, Ze v ni neplati zadkon vylouc¢eného tfetiho
A Vv —A. Z toho plyne, Ze zatimco v klasické logice je pravdivy budto dany vyrok (to kdyz je pravdivy),
nebo jeho negace (to kdyZ je nepravdivy), v intuicionistické logice existuje jesté tieti moZznost, totiz Ze
neni pravdivy ani A, ani =A! Vyroky intuicionistické logiky tedy nespliuji definici, kterou jsme si uvedli
v predchozi kapitole, totiZ ze vyrok je tvrzeni, které je vidy budto pravdivé nebo nepravdivé.

Kolmogorov pfisel s myslenkou neuvazovat o vyrocich, ale o problémech. Nadale tedy pouzival symboly
klasické logiky, ale vyznam symbolu A nebyl ,vyrok A je pravdivy“, ale ,,problém A je fegitelny“. Podobné
interpretoval i logické spojky:

—-A problém A je nefeSitelny
AAB oba problémy, A i B, jsou fesitelné
AVB A je feSitelny nebo B je Fesitelny
A=B je-li vyfeSen problém A, je vyteSen i problém B

A&B zkratka za (A = B) A (B = A).

Co to ale znamend, ze néjaky problém je fesSitelny? V konstruktivistickém duchu to znamend ,umime
zkonstruovat feseni“. Jinak feceno, resitelnd je pouze ta tloha, ke které je znadm postup, jak ji vyresit.
Konstruktivisté nepripoustéji tvrzeni, Ze dany problém je resitelny, ale my to jesté neumime. Netesitelnosti
problému se pak mysli to, Ze umime dokazat, ze zadné reSeni neexistuje. Zrejmeé existuje i tfeti moznost:
dosud dany problém vyfeSit neumime, ani nevime, jestli skuteéné néjaka feseni mé. Zakon vylouceného
tfettho A V —A tedy neplati.

Podivejme se, jak v této interpretaci dopadne dalsi z dulezitych postupt klasické logiky, totiz dikaz
sporem. Pfislusné formule zni (-A = A) = A. V klasické logice jsme uvazovali nésledovné: kdyby bylo
pravda —A, musi podle prvni implikace byt pravda také A, ale A nemiiZze byt soucasné pravda i nepravda.
Je-li tedy implikace (—A = A) pravdiva, nemtize byt vyrok —A pravdivy, a podle zdkona vylouc¢eného
tfettho A V —A musi byt pravdivy vyrok A.

Tato formule zachycuje zakladni myslenku dokazovani sporem: vyjdeme od negace dokazovaného tvr-
zeni a snazime se ukazat, Ze z ni plyne néjaky zfejmy nesmysl. V Uvaze z predeslého odstavce je tim

6Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 75.
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nesmyslem formule A A =A; logikové ji obvykle nazyvaji spor. Pokud z —A plyne spor, =A platit nemize,
a musi tedy platit A.

Implikace (wA = A) v Kolmogorové interpretaci iiké zhruba toto: umime-li vytesit problém —A,
umime vyfesit i problém A. ReSenim problému —A je ale diikaz, Ze problém A je nefesitelny! Kolmogortav
vyklad formule (mA = A) = A tedy zni ,je-li vyFeSena tloha pFepracovat jakykoli dikaz, Ze problém
A nemé feSeni, na feSeni problému A, umime nalézt i samotné feSeni problému A“. Na prvni pohled
je vidét, Ze nemame zadny déivod povazovat tuto formuli za platnou”: FeSeni tlohy pfepracovat dikaz
nefesitelnosti A na feSeni problému A by nam k vyfeSeni problému A pomohlo pouze tehdy, kdyz uZ
bychom méli pfipraveny dikaz jeji neresitelnosti.

Do tfetice se podivejme na to, jak z pohledu pana Kolmogorova dopadne klasicka ekvivalence A &
——A. Stejné jako v klasickém pripadé ekvivalenci povazujeme za pouhou zkratku za konjunkci dvou
implikaci (A = ==A) A (-—A = A).

4N v

Prvni implikace je platnd i pfi vykladu pomoci fegitelnosti problémi: je-li A ,pravdivé“, zname zptsob,
jak nalézt feSeni problému A. OvSem tim je dokazéno, Ze neni nefesitelny; jinymi slovy, je dokdzano, Ze
problém —A (tedy Gloha dokézat nefesitelnost problému A) je nefeditelny.

Opacnéa implikace klasicky plati také, ale v Kolmogorové interpretaci ne: =—A ki, Ze umime dokazat,
ze nelze dokazat nefesitelnost problému A; z toho jesté nijak neplyne, Ze problém A uz umime vytesit!®

Kripkovské modely intuicionistické logiky?'°

Odpovéd na otazku, zda umime néjaky problém vyfesit, se samoziejmé muiZe ménit v ¢ase: nejprve
nevime, zda je problém A feSitelny, neni tedy pravdivé ani A, ani —A. Pozdéji se tfeba dovime, Ze neni
nefeSitelny (——A) a nakonec tfeba objevime FeSeni (A bude pravdivé). Budeme navic pfedpokladat, ze
jsme dost chytii na to, abychom nezapomnéli nic z toho, co jsme uz zjistili.

UvaZzujme tvrzeni, kterd jsou pravdiva nebo nepravdiva (ale my t¥eba nevime, co z toho), jejichZ prav-
divost se neméni v Case; tedy vyrok ,pr$i“ neuvazujeme, ale vyrok ,,17. prosince roku 1900 v 13.45 nad
Narodnim divadlem v Praze prelo“ uvazujeme. Na kazdy takovy vyrok se miizeme divat jako na problém
urcit, kterd z moznosti pravda / nepravda nastava. Zpusob, jak zachytit vyvoj naSich znalosti v Case,
se nazyva (kripkovsky) model. Ty Casové okamzZiky, které nas zajimaji, budou reprezentovany takzva-
nymi moznymi svéty.'' V kazdém moZném svété jsou nékterd tvrzeni pravdiva a nékterd nepravdiva, ale
o nékterych jesté neni rozhodnuto, neplati zde tedy zakon vylouc¢eného tretiho. Oznacéeni mozné svéty
se pouziva proto, ze nebudeme uvazovat jen okamziky odpovidajici skuteénému stavu naseho poznani
nékdy v minulosti nebo v budoucnosti, ale i moznosti, které se neuskutecnily ¢i neuskutec¢ni. Podivejme
se na takovy malicky model pro vyrok ,na Marsu je zivot“ Je zvykem kreslit modely tak, ze ,nejstarsi®
mozné svéty jsou dole. P¥ibyvani casu (a tedy i poznatkl) se oznacuje Sipkami.

70 néjaké formuli fekneme, 7e je platnd, je-li tautologii.
*Oznadeni platnd formule se v logice pouZiva v n&kolika vyznamech: 1) jako synonymum pro pravdivd (zejména pii definovani
spliiovadni v modelech predikatové logiky se Casto pouzivd vyraz ,formule je platnd v modelu“ misto ,formule je pravdiva
pii dané interpretaci“); 2) jako synonymum pro pravdivd nezdvisle na ohodnoceni proménngch - to je ve vyrokové logice
toté% co tautologickd. (V predikatové logice, kterd v jistém smyslu obsahuje vyrokovou logiku, se pak slivko tautologickd
pouzivé pro formule, které jsou pravdivé nezivisle na ohodnoceni proménnych diky své vyrokové-logické struktuie, zatimco
platnd pro formule, u nichz je nutno vzit v potaz jejich predikatové-logickou strukturu a vlastnosti modelu, se kterym praveé
pracujeme.); 3) ve vyznamu disledek teorie neboli pravdivd ve vsech modelech dané teorie.

87 toho, e vime, Ze tloha zapsat &islo 7 s presnosti na 10100000 desetinnych mist nenf nefeitelnd pomoci supervykonnych
pocitac¢i budoucnosti, je$té neplyne, Ze takové pocitate mame k dispozici nebo Ze je umime sestrojit.

9Misto kripkovsky model budeme Fikat pouze model.

10Tato kapitola se snai ukdzat na piikladech, co to je model a pro¢ vypada tak, jak vypadd. Zalezi na Tob&, zda je
pro Tebe snazsi prelist si nejdiiv delsi a trochu rozvla¢na vysvétleni bez velkého mnoZstvi matematickych pojmi v téhle
kapitolce nebo stru¢nou a pfehlednou, zato zcela abstraktni matematickou definici v kapitolce pristi.

L1 Misto mosng svét budeme &asto ¥kat pouze svét.
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Zjistili jsme, ze vyrok ,Na Marsu je zivot.“

Zjistili jsme, ze vyrok ,,Na Marsu je zivot.“
je pravdivy.

je nepravdivy.

Dosud nepovazujeme za pravdivy ani
vyrok ,Na Marsu je zivot.“ ani vyrok
»Na Marsu nenf zivot.“.

Podobny obrazek bychom si mohli nakreslit pro jakykoli vyrok. To, ze v daném moZzném svété S je
o daném tvrzeni A znamo, ze je pravdivé, oznacime znackou S IF A. To, Ze dané tvrzeni zatim za pravdivé
nepovazujeme, oznatime tak, ze tuto znacku preskrtneme. Uvédom si, Ze je rozdil mezi S IF -A a S If A!
Predchozi model tedy bude vypadat takto:

FAAV-A
2 A

g FoAAV-A
P A

Sy A —A AV -A

Uvédom si, Zze (pFingjmensim podle intuicionistil) tvrzeni tvaru A V B miZeme prohldsit za pravdivé
pouze tehdy, kdyz uz jsme ukézali pravdivost jednoho z vyrokt A, B. Specidlné v jednom z moZnych
svétd v minulém modelu neplati zakon vylou¢eného tietiho A vV —A!

Tvrzeni tvaru A A B miZeme prohlésit za pravdivé, pokud uZ vime, Ze obé tvrzeni A i B jsou pravdiva.
To znamend, ze S |F A A B pravé, kdyz S |- A a soucasné S IF B.

Dilezitym predpokladem tvorby modeld je to, Ze tvrzeni, kterd jsme jednou prohlésili za pravdiva,
budeme za pravdiva povaZzovat uZz naporad. To znamend, ze pokud S; IF A a do svéta S vede z S Sipka
(v matematické hatmatilce se Fika, ze Sy je z S1 dosaZitelny), tak So IF A. Matematici této vlastnosti
modelt fikaji podminka perzistence a je typickd pravé pro modely intuicionistické logiky. Tedy jesté
jednou: o ni¢em, co jsme jednou prohlasili za pravdivé tvrzeni, nemizeme v budoucnu zjistit, ze ve
skutec¢nosti je nepravdivé. Omyly nejsou dovoleny a zadné poznatky se nezapominaji.

Zajimavéjsi nez podminky pro konjunkci a disjunkci jsou ale podminky, za kterych mtizeme za pravdi-
vou prohlésit néjakou implikaci nebo negaci. Pro tc¢ely tvorby modeli za¢ina budoucnost uz v pfitomném
okamziku, pokud tedy napisu ,nikdy v budoucnu“, madm na mysli ,, nyni ani nikdy v budoucnu®“. V ob-
razcich modeli to znazornime tak, ze z kazdého mozného svéta vede Sipka zpatky do néj samotného, a
v matematické reci fekneme, Ze relace dosazitelnosti je reflexivni.

Z podminky perzistence je vidét, ze je-li pravdivé —A, nemuze se stat, ze nékdy v budoucnu bude
pravdivé A. V takovém budoucim okamziku by totiz bylo pravda A A —=A, coz ale v zddném rozumném
svété nastat nemtze.

Tuto Gvahu lze i obratit: Negaci —A prohliasime za pravdivou, kdykoli vime, Ze nikdy v budoucnu
neprohlasime za pravdivou formuli A. To znamend, ze pokud v Zadném mozném svété dosazitelném z S
neni pravdivé A, miZzeme psat S |- —A.

Intuitivné tusime, Ze by implikace A = B méla vypovidat néco o pfi¢inném vztahu mezi A a B.
Proto se i podminka pro pravdivost implikace A = B odvolava na pravdivost v (moznych) budoucich
okamzicich: pokud v kazdém budoucim okamziku bude tato implikace pravdiva klasicky, pak v daném
okamziku je pravdiva i intuicionisticky. Jinak red¢eno, pokud z S neni dosazitelny zadny mozny svét, ve
kterém A je pravda a B nikoli (tedy ve kterém je implikace A = B nepravdivé ve smyslu klasické logiky),
tak S IF A = B.

Tohle vypadéa trochu slozité, ale hnedka si to ukdzeme na prikladu:
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Ss A B

Sy IFB

S (zatim nevime nic)

formule |je pravdiva v moZnych svétech
A S, 53
B S3,54
-A Sy ze vSech ostatnich svéti se lze po Sipkach dostat nékam, kde je pravda A
-B nikde! odevsad se Ize po Sipkach dostat nékam, kde je pravda B
A=B S3,8, z S1 1 Sy se lze dostat do So, kde je pravda A, ale neni pravda B
——A So, S3 z S1 1S4 se lze dostat do Sy, kde je pravda —A
--B vsude! odnikud se nelze po Sipkich dostat nékam, kde je pravda —B
Av-A 52, 53, Sy
Bv-B S3,S4 S1 1.5, je protiprikladem na zakon vylouéeného tretiho
-—A=>A | S5,852,53,5; vsude, kde je pravda -—A, je pravdai A
--B =B | S3,9, z S11 S>3 se lze dostat do S, kde je pravda ——B, ale neni pravda B

Cviceni 1. Néktefi intuicionisté povazuji formuli A za zkratku za formuli A = 1, kde L oznacuje
spor, tedy jakoukoli formuli tvaru B A =B. Usetii si tim préci s definovanim, kdy je pravdiva formule —A.
Spor nikdy pravdivy neni. Ukaz, Ze takto definovand negace je pravdiva pravé v téch moznych svétech,
ve kterych je pravdiva na zdkladé podminky popsané v této kapitole.

Cviéeni 2. Pravdépodobné Té to piekvapi, ale Brouwerovi nevadilo vyvraceni sporem - pokud né&jaké
tvrzeni vede ke sporu, je jisté nepravdivé, a tedy je pravdiva jeho negace. Znamené to, ze Brouwer odmité
formuli (A = A) = A popisujici dokazovani sporem, ale pfijimé formuli (A = —A) = —A. Vysvétli,
jak to souvisi s pojetim negace popsaném ve cviceni 1.

V tuto chvili uz tedy tusis, ze model je zptisob, jak matematicky zachytit pfibyvani poznatki a ze v ném
jsou zachyceny i ty situace, které ve skutecnosti nenastanou, ale tieba by nastat mohly. V nésledujici
kapitole si ukazeme, jak se tento typ modela definuje v fe¢i matematiky.

* Matematicka definice kripkovskych modelt!?

Relace R na mnozinéd W je n&jaky vztah, do kterého vstupuji vzdy dva prvky mnoziny W.'? Napiiklad
vztah ,mit r4d“ je relace na mnoziné lidi.'* Dalsimi piiklady relaci jsou vztahy ,byt otcem®, byt
manzelem®, byt partnerem”, ,byt sourozencem®, ,chodit do stejné t¥idy“.

To, %e prvky a a b jsou ve vztahu R miZzeme znafit riznymi zptsoby: (a,b) € R, R(a,b) nebo aRb.
Prikladem druhého zptisobu zapisu jsou relace ,,byt mensi nebo roven nez“ a ,byt vétsi nez“, které znas
ze §koly: 1 < 3,3 > 1. Jinym prikladem téhoz zapisu je tvorba jednoduchych vét: maminka mé rada
détatko, pani uditelka ma rada poslusné dité.

2Misto kripkovsky model budeme vé&tSinou ¥ikat pouze model.

IBMatematickd definice: Relace R na mnoZing§ W je mnoZina uspofddanych dvojic R = {(a1,b1),(a2,b2),...}, kde
a1,a2,... a by, ba,... jsou prvky mnozZiny W.

Mmit rad = {(Pepidek, Marenka), (maminka, d&tatko), (pani uitelka, poslugné dit&), (Marenka, Honzik), ... }.
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V pripadé zak jedné skoly je kazdy zdk sdm se sebou v relaci ,,chodit do stejné tiidy“; o relaci, ktera
ma vlastnost, Ze kazdy prvek mnoZziny W (také prezdivané nosnd mnoZina) je sim se sebou v relaci,
fekneme, Ze je reflexivni. Strucné to lze zapsat Vx € W R(zx, z).

Pri tvorbé modeli se budeme nejéastéji setkavat s relaci dosazitelnosti, kterd odpovida vlastnosti ,,byt
pozd&ji nez“.'® Pro tu plati, Ze je-li okamzik Q pozdéjsi nez okamzik P a ten je zas pozdéjsi nez okamzik
0, je @ pozdgjsi nez O. Matematicky to zapiseme (R(O, P) A R(P,Q)) = R(O,Q) a fekneme, Ze R je
tranzitivni relace.

Kripkousky model se skladd z neprizdné mnoziny moznych svétu W s reflexivni a tranzitivni relaci
dosazitelnosti <.'6 O kazdém mo7ném svété S je uréeno, které vyroky A v ném jsou pravdivé (coz znac¢ime
S|k A) a které pravdivé nejsou (coZ znacime S [ A). Toto ureni ale neni libovolné, musi totiz spliiovat
nésledujici podminky:'7

e S1IFA potom jestlize S7 < s, tak Ss I A (podminka perzistence)
e SIFAAB pravé tehdy, kdyz SIkFAaSIFB

e SIFAVB pravé tehdy, kdyz S I A nebo SIFB

e SilF-A pravé tehdy, kdyz jestlize S < Ss, tak Sy If A

e SiIFA=B pravé tehdy, kdyz jestlize S; < Sy a Ss IF A, tak So IFB

e SIFA&SB pravé tehdy, kdyz SIFA=BaSItB=A.

S I A ¢teme ,v moZzném svété S je formule A pravdiva“ nebo ,v mozném svété S je splnéna formule
A“. Neni-li v mozném svété S formule A pravdiva, piSeme S If A a fikdme ,,v moZném svété S neni
splnéna formule A“. Pozor - to neni totéz jako ,,v moZzném svété S je formule A nepravdivd® - S IF -A!

Cviceni 3. Najdi model a v ném mozny svét S a formuli A takové, ze S I¥ A, ale pfi tom neni pravda,
7e S Ik —=A. Ukaz, 7e pokud T I+ —A, tak také T If A.

Budeme-li prvky W kreslit jako tecky v roviné a S < R oznadime Sipkou ze svéta S do svéta R,
znamena reflexivita a tranzitivita relace < to, ze z kazdého svéta musi vést Sipka zpatky do néj a také do
vSech svétl, do kterych se lze dostat po Sipkach.

Intuicionistické tautologie a kripkovské protipriklady

Formuli, kterd je splnéna ve vSech moznych svétech vSech modeli, nazveme intuicionistickd tautologie.

Pokud néjaka formule F neni intuicionistickou tautologii, existuje néjaky model a v ném néjaky mozny
svét, ve kterém doty¢né formule neni splnéna. Tento model nazveme (kripkovsky) protipiiklad pro formuli
F.

Ve dvou predchézejicich oddilech jsme si ukdzali protipfiklady pro formule tvaru A vV =A a také pro
formule tvaru =—A = A (pouze jsme ji napsali jako =—B = B). UkaZme si je$té na pfikladu formule
(-A = A) = A% jak se protipiiklady vytvaii. Vzdycky miZeme zacit tim, Ze si nakreslime mozny svét,
ve kterém zadan4 formule neni splnéna:'?

SWPEHA=A)=A

Podle definice modelu ovSsem implikace neplati v mozném svété S jen tehdy, je-li z né&j dosazitelny
néjaky svét R, ve kterém je jeji prvni ¢len pravdivy a jeji druhy ¢len neni pravdivy (tedy kde tato
implikace neplati ani klasicky).

15 P¥esndji Feteno, relace dosaZitelnosti odpovid4 vlastnosti ,,byt totoZny s nebo moci nastat pozd&ji nez<.

16Formélné vzato patii k modelu jesté valuace, kterd kazdému moZnému svétu uréuje, které atomarni formule, tedy
vyroky, které neobsahuji logické spojky, v ném jsou pravdivé.

17Vyjmenované podminky musi byt splnény ve v&ech mo#nych svétech S, S1,S2 € W a musi platit pro viechny formule
A, B!

18To je formule popisujici dokazovani sporem, o které byla ¥e¢ ji# v oddile o Kolmogorové interpretaci formuli jako
vyrokil o FeSitelnosti problémi.

19Pozor! Pro piehlednost vynechdvame z obrazku Sipku ze svéta S zpatky do n&j, ale vzhledem k tomu, Ze uvaZujeme
pouze reflexivni modely, méla by tam byt. Podobné si i u v8ech pozdé&ji pfidanych svétid domysli Sipky zpét do nich a také
gipky plynouci z tranzitivity!
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F—-A= A
I’ A

SHF(-A=A)=A

Vypadé to nadéjné: zd4 se, ze z R neni (po Sipkach) dosazitelny zadny mozny svét, kde je splnéno
—A, takze implikace =A = A je splnéna trividlné. Zbyva ovéfit, ze vSechny ostatni podminky z definice
modelu jsou splnény... JenZe pozor! Z R neni dosaZitelny ani Zadny svét, kde je splnéno A, takZe v R
je splnéno —A! Pieci jen je z R dosaZitelny né&jaky svét, kde -A je pravdivé, takze musime zkontrolovat
pravdivost implikace -A = A. Podle té by ve svété R muselo byt pravdivé také A, a to by znamenalo,
7e tam je pravda A a —A soucasné. To ale neni moZné vzhledem k podmince pro spojku — z definice
modelu. Znamend to snad, Zze svét R do na8eho obrizku nemtzeme piikreslit? Ne; problému se zbavime
tak, ze piikreslime svét T dosazitelny z R, kde bude splnéno A (tim v R pfestane byt splnéno —A a tudiz

budeme moci pouZit Gvahu z predminulého odstavce):
TIFA

F—-A= A
RIJ%A

SHF(-A=A)=A

Cviceni 4. 4. soutéZni tloha

Zkontroluj, Ze ve vSech moznych svétech naseho modelu jsou splnény podminky z definice modelu.
Tim ukézes, ze posledni nakresleny obrazek je modelem intuicionistické logiky a je tedy hledanym proti-
prikladem.

Cvigeni 5.2° Sestroj protipiiklad k nésledujici formuli:

(m—A=>A)= (AV-A)) V(A= A).

Cvideni 6. a) UkaZ, Ze pokud z né&jakého svéta S neni dosazitelny zddny jiny mozny svét, tak v ném
plati vSechny klasické tautologie.

b) Ukaz, 7e existuje-li k néjaké formuli protipfiklad, tak existuje i protipiiklad s antisymetrickou relaci
dosazitelnosti, tedy takovy, ze je-li S <T a S #T, tak neni T' < S.

c) Ukaz, ze je-li A klasicka tautologie, je =—A intuicionistickd tautologie.?!

* Lorenzenova dialogicka hra

Vzpomen si na Hintikkovu hru z minulého dilu. Ve struc¢nosti zopakujeme a lehce rozsitime pravidla.
Zatimco minule jsme ji hrali s konkrétnimi vyroky v prirozeném jazyce, tentokrat budeme hrat s formu-
lemi. Minule byli oponent i proponent vSevédouci - o kazdém vyroku védéli, zda je pravdivy ¢i nepravdivy.
Tentokrat uz nic takového predpokladat nebudeme.

Role:

(P) proponent se snazi obhajit platnost?? n&jaké formule
(O) oponent se snaZi dostat ho do tzkych

20Vitézslav Svejdar: Cviteni ke kurzu Logika II, &4st III, cvideni 4.

2IMuzes pouzit vétu, kterd ¥iks, Ze existuje-li k n&jaké formuli protipiiklad, pak existuje i kone¢ny protipiiklad.

22Proponent tedy chce ukézat, %e dana formule je pravdiva nezivisle na tom, zda jsou pravdivé nejjednodussi vyroky,
z nichZ se sklada.
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Pribéh hry:

Proponent a oponent se pravidelné stfidaji v tazich; mozné tahy jsou dvou typi: napadeni a obrana.
Na kazdé napadeni lze reagovat nejvyse jednou obranou, navic dany tah proponenta mize byt napaden
nejvyse jednou.

(#) Odpovidat se miZe pouze na posledni nezodpovézené napadeni - jinak fefeno, pokud mezitim
dosko k jinému napadeni, nemohu si z ni¢eho nic vzpomenout na néco, co by bylo obranou vii¢i néjakému
star$imu napadeni. (Nelekej se, zadhy si pouZit{ tohoto podivného pravidla ukdzeme na piikladech.)

(%) Proponent mize tvrdit atomickou formuli (tedy takovou, ktera se neskldda z jednodussich vyroka
pospojovanych vyrokovymi spojkami)?? az poté, co ji pouzil oponent.

Nésledujici tabulka ukazuje, jak vypadaji napadeni formuli riznych tvari a jak se proti takovym
napadenim branit:

napadeni obrana na napadeni
A AB | urdi budto A, nebo B tvrdi to, co mu protihra¢ uréil
AVB jedno kolo nehraje vybere si a tvrdi budto A, nebo B
A=B tvrdi A tvrdi B nebo napadne A

—-A tvrdi A napadne A

Hra vlastné probihd tak, Ze oponent zadmérné popisuje situace, ve kterych by proponentova formule
mohla byt nepravdiva. Kazdému jeho napadeni lze rozumét jako rypavému ,,A co kdyby...?“ Proponent
se snazi nenechat se zmast: kazdou jeho obranu lze ¢ist jako ,,V tom pripadé by mé tvrzeni bylo pravdivé,
protoze...“

Vsimni si dobfe pravidel pro napadeni a obranu implikace. Vzpomen si, Ze v pfipadé, Ze A je neprav-
divé, nelze pravdivost implikace napadnout. Chce-li oponent napadnout implikaci A = B, zamérné tedy
nastoli situaci, v niz je A povaZzovéino za pravdivé. Chce-li nyni proponent implikaci obhajit, musi ukazat
pravdivost B.

Dale si uvédom, ze pravidlo pro negaci vlastné vede k prohozeni roli proponenta a oponenta stejné jako
v Hintikkové hie: tvrdi-li proponent —A, napadne to oponent tim, Ze tvrdi A. Nyni se ovem puvodni
proponent dostava do role oponenta - od této chvile se totiz bude snazit svého protihrace nachytat na
svestkach a ukazat mu, ze své tvrzeni nedokaze obhajit.

Konec hry: Hrag, ktery je na tahu, ale nemize nic délat (nemd co napadnout ani p¥ed ¢im se brénit),
prohrava.

Jako prvni ptiklad si ukdzeme sehravku, v niZ proponent zacne formuli A vV —A.

1. tah P Av-A Slunicko sviti nebo nesviti.

2. tah 0] napadl 1. tah  Co z toho?

3. tah P -A obrana proti 2 To, Ze sviti mi stejné neuvéris, tak zkusim tvrdit, Ze nesviti.
4. tah 0O A napadl 3. tah A co kdyby svitilo?

Proponent by ted velmi rad udélal néasledujici tah:

5. tah P A obrana proti 2  Rekl bych, Ze jsem se spletl, kdyZ jsem fekl, Ze nesviti.
Ale mél jsem pravdu, ze budto sviti, nebo ne.
6. tah O nemuze nic délat, prohral

V tomto provedeni 5. tahu proponentovi brani pravidlo (#) - oponent by se stejné urcité brénil, Ze
proponent tvrdi kazdou chvili néco jiného podle toho, jak se mu to hodi. Podle vy$e popsanych pravidel
nemiZe tedy proponent udélat nic: nemd, co by napadl (atomické formule napadnout nelze) a nemd
moznost se branit proti napadeni ze 3. tahu.

23V analogii mezi logickymi formulemi a obrazky znazorinjicimi strukturu souvéti, které znas z hodin &estiny, odpovid4
atomickd formule pismenku, které symbolizuje vétu jednoduchou.
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Z tohoto prikladu je zfejmé ur¢ité zdivodnéni podivného pravidla (#): kdyZ néco tvrdis, musis védét,
jak to ubranit, jinak to netvrd. Zadné takové, ze si vzpomene$ aZ za chvili - budto to vi§ (a v tom pripadé
se bude$ branit hnedka), nebo svou piilezitost promarnis, ale pak si nestézuj.

Praveé zde tkvi rozdil mezi Lorenzovou a Hintikkovou hrou: Hintikkovi hradi jsou vSevédouci, a tak by
si proponent dokazal snadno vybrat, zda pravé sviti slunicko nebo ne. Oponentovi by nezbylo, nez s nim
souhlasit. Naproti tomu Lorenzenovi hrici sedi zavieni v kinoséle, kde je zhasnuto a nebézi zadny film;
o tom, co se déje venku, nevédi nic. To umoziuje oponentovi prispéchat vidycky s néjakym Stouravym
LA co kdyby...7¢

Piedstava hraci zavienych v mitnosti bez oken ndm pomtZe pochopit také pravidlo (). To vlastné
rika, ze pri dokazovani néjakého tvrzeni mé smysl pouzivat pouze argumenty, s nimiz protihra¢ souhlasi
- nemélo by smysl stale tvrdohlavé opakovat ,,venku sviti slunic¢ko a bastal!“, pokud by na to oponent
odmital pristoupit. Je tfeba ho o tom napfed presvédcit.

Ukazme si, jak bude vypadat hra, v niZ proponent za¢ne formuli -—p = p, kde p je atomickd formule
(neda se dal délit na jednodussi formule, tedy neobsahuje zadné spojky):

1. tah P P =P

2. tah 0 == napadl 1. tah
3. tah P -p napadl 2. tah
4. tah 0 P napadl 3. tah

Proponent by nyni rad také tvrdil p, ¢imz by se ubranil napadeni v 1. tahu. Jenze mezitim uz doslo
k jinym napadenim a pravidlo (#) mu tedy nedovoluje tvrdit p. Pfi tom nemohl tvrdit p hned po prvnim
tahu kvtli pravidlu ().

Vidime, Ze v Lorenzenové hie nelze vyhrat s formuli =—p = p ani s formuli A V -A. To neni ndhoda:
v této hie lze vyhrat pouze a pravé s témi formulemi, které jsou tautologiemi intuicionistické logiky.
Kdyby neplatilo pravidlo (#), ale mohlo by se napadat i obhajovat zcela libovolng, mohl by proponent
vyhrat se vsemi formulemi, které plati v klasické logice.

Cviceni 7.
a) Ukaz, %e proponent, ktery zacne s formuli A = (A vV —B), vyhraje.
b)  Vysvétlli, pro¢ tato formule plati ve vSech modelech a pro¢ je pravdiva v Kolmogorové interpretaci.

Hilbertovky kalkul intuicionistické logiky

Prvni prace, ve které Brouwer popisuje intuicionistickou filozofii, pochéazi z roku 1907, ovSem S$irsi
verejnost s ni zacal seznamovat az po roce 1912, kdy se stal profesorem. Ve 20. letech dospél Hilbert
k zavéru, ze to Brouwer opravdu mysli vazné, a zacal intuicionistickou filozofii povazovat za hrozbu pro
budouci vyvoj matematiky. Pravem upozornoval na to, Ze intuicionisté se snazi ,ustavit matematiku tak,
ze shodi pres palubu vse, co se jim nehodi, a uvali na to blokadu.“ Dale se domnival, ze ,cilem je rozlo-
Zit nasi védeckou disciplinu a riskovat ztratu nasich nejcennéjsich objevii.“?* Pteci jen, intuicionisticka

V té dobé se pracovalo s tabulkami pro spojky klasické logiky, ale po prvotnich netspésnych pokusech
vytvorit vicehodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku Kurt Godel roku 1932 ukazal, Ze neexistuje
konec¢néhodnotovéa tabulka, ve které by tautologiemi byly pravé ty formule, které konstruktivisté uznévali.
Kripkovské sémantika vznikla az v 60. letech.

Ve snaze formélnéji zachytit a popsat, které matematické postupy jsou pro intuicionisty pripustné a
které ne, byli tedy logikové zpocéatku odkazani na logické kalkuly. To, jak se takové kalkuly tvori a jak se
s nimi pracuje, dukladné ukézali Russel a Whitehead ve svém dile Principia Mathematica.

UkéZzeme si jeden z mnoha hilbertovskych kalkul®® pro intuicionistickou logiku. Axiomy lze zvolit
mnoha rlznymi zptisoby - zde si ukadzeme zptlisob zajimavy tim, ze pfidame-li k témto axiomim jesté
jeden jediny dalsi axiom, dostaneme hilbertovsky kalkul pro klasickou logiku (ovSem s trochu jinymi
axiomy, nez které jsme vyjmenovali posledng).

24John D. Barrow: Pf na nebesich, str. 212.
250gznadeni hilbertovsky kalkul se pouziva pro kalkuly, ve kterych se pracuje s jednotlivymi formulemi. Tyto kalkuly
obvykle obsahuji pravidlo modus ponens a pravidlo o dosazovani. Existuji i jiné typy kalkuld.
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Pi formulaci axiomt pro klasickou logiku jsme vychézeli z toho, Zze kazdou formuli lze ekvivalentné
zapsat pouze pomoci implikace a negace. Stacilo tedy napsat axiomy obsahujici tyto dvé spojky. Kdy-
bychom chtéli dokazat néjakou formuli obsahujici i jiné spojky, nasli bychom nejprve ekvivalentni formuli
pouze se spojkami = a — a tu pak dokazali v kalkulu.

V intuicionistické logice néco takového udélat nemuzeme, protoze nelze vybrat nékolik spojek, pomoci
kterych by &lo ekvivalentné napsat vSechny formule. Rikdme, Ze spojky A, V, = a — jsou v intuicionistické
logice nezdvislé. Pouze spojce < rozumime jako zkratce za konjunkci dvou implikaci a proto si nebudeme
uvadét axiomy, které ji obsahuji.

Axiomy obsahujici implikaci a negaci jsou Ctyfi:
(Ail) A= (B=A)

(Ai2) A= B=C))=((A=B) = (A= 0)
(Ai3) (B = -A) = (A= -B)

(Ai4) A= (A = B)

Prvni dva z téchto axiomu jsou totozné s axiomy (Al) a (A2) z kalkulu klasické vyrokové logiky. Ta
obsahovala jesté axiom

(A3) (-B=-A)= (A = B),
ktery jsme nahradili podobné vypadajicim axiomem (Ai3). JenZe se ukazuje, Ze s pomoci axiomu (Ai3)

lze dokézat mnohem méné formuli - dokonce ani formuli (Ai4), kterou bychom s pomoci axiomu (A3)
snadno dokézali.

Slibovany jediny axiom, ktery bychom museli pfidat k axiomdm (Ail), ... (Ai4), abychom mohli

odvodit vSechny tautologie klasické logiky, také obsahuje pouze spojky = a —:
(A*) (FA=B)=((-A=-B)=A)

To je formule pro dukaz sporem, jen napsand o néco obecnéji, nez jsme to udélali v predchozich ¢astech
této kapitoly: kdyZz za B dosadime A, dostaneme

Q) (FA=A)= ((FA=-A) = A).

Ovsem (—A = —A) je v kalkulu intuicionistické logiky dokazatelna - vznikne totiZ substituci —A za p
do p = p, o které jsme si v minulé kapitole ukézali, Ze je dokazatelnd pouze pomoci axiomu (Al) a (A2) -
tedy (Ail) a (Ai2). Diky tomu formule () implikuje formuli (-A = A) = A, kterou jsme nazvali dikaz
sporem.

Cviceni 8. UkaZ podrobné, jak lze pomoci axiomi (Ail), ... (Aid), formule (A = A) = ((-A =
—A) = A) a pravidla modus ponens dokdzat formuli (-A = A) = A.

Axiomy pro ostatni spojky se shoduji s pFislusnymi axiomy v kalkulu klasické logiky:

(AAl)  (AAB)=A
(AN)  (AAB)=B
(AN2) (A=B)=(A=C)=A=(BAQ))
(Avl) A= (AVB)
(AV1) = (AVB)
(Av2) (A=0C)=(B=0C)=((AvB)=0))
(Ael) ((AeB)=(A=B))
(Ael) (A& B)=(B=A4))
(Ae2) (A=B)=((B=A)=A&B))

Stejné jako v klasické logice do kalkulu patii také pravidlo modus ponens:

Pokud jsi uZ na vystup napsal formuli A a také formuli A = B, mtiZe§ tam napsat také formuli B.

Také pro intuicionistickou logiku plati véta o korektnosti a véta o iplnosti:

Véta 9. (O korektnosti a o Gplnosti)  Kalkul intuicionistické logiky je korektni a Gplny vzhledem ke
kripkovskym modeliim intuicionistické logiky, to znamena, Ze v ném Ize dokazat vSechny intuicionistické
tautologie (iplnost) a nic vic (korektnost).
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Dalsi cviceni
Cvicdeni 10. 5. soutdZni tloha

Vysvétli, pro¢ je nasledujici diikaz pro intuicionisty nepfijatelny:
Véta: Existuje dvojice ¢isel z,y, ktera nejsou raciondlni, ale z¥ je racionalni.

2
Dtikaz: Uvazujme ¢islo \/5\[ V piipadé, ze toto ¢slo je racionélni, jsme hotovi (z = y = V/2);
V2
2 2 22
v opacném piipadé uvazujme ¢isla & = \/ﬁf, y = /2. Pak je 2¥ = (\/if) = \/if V2 =2.
Ve svych tivahéch piedpokladej, Ze intuicionisté piijimaji zndmé tvrzeni, ze v/2 neni racionélni ¢slo.

Cvic¢eni 11.26 Rozhodni, zda nésledujici formule jsou intuicionisticky tautologické. Pokud ne, sestroj
protipriklad. Pokud ano, dokaz je v kalkulu intuicionistické logiky nebo jinak zdivodni, Ze protipriklad
sestrojit nelze. Uvédom si (ukaz tabulkou), Ze vSechny tyto formule jsou z hlediska klasické logiky tauto-
logiemi.

a) "AV-BV(A=B)vV(B=A)

b) -————B = B

c) ((mA=A)= (AVv-A)

d) (AVv-A)= (——A = A)

Cviéeni 12. Arend Heyting navrhl nésledujici tithodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku:2”

A | -A
1 0
X X
0 1

V nasledujicich tabulkach je v levém sloupecku hodnota A a v prvnim fadku je hodnota B:

AAB |1 x O AvB |1 x 0 A=B |1 x 0 AB |1 x O
1 1 x O 1 1 1 1 1 1 x 0 1 1 x O
X x x 0 x 1 x x x 1 1 0 X x 1 0
0 0 00 0 1 x 0 0 1 1 1 0 0 01
V této interpretaci hodnota 1 znac¢i ,pravda“, x znaci ,nevime®“ a 0 znac¢i ,nepravda‘“.

a) korektnost hilbertovského kalkulu vici témto tabulkdm

Ukaz, ze v8echny axiomy intuicionistické logiky maji v této interpretaci hodnotu 1. Dale ukaz, Ze
pravidlo modus ponens je vzhledem k témto tabulkdm korektni - Zze s jeho pomoci ze dvou formuli
s hodnotou 1 odvodime opét formuli s hodnotou 1.

b) tyto tabulky nevystihuji sémantiku intuicionistické logiky 6. soutézni tloha
Ukaz, ze také formule (A = B) vV (B = A) ma podle téchto tabulek hodnotu 1 (bez ohledu na hodnotu
vyrokd A, B). (2 body)
Najdi protipfiklad pro tuto formuli. (3 body)

26Vitézslav Svejdar: Cviteni ke kurzu Logika II, &4st III, cvideni 3.
2"Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 91.
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Smeésice poznamek a citata

Diilezitost diikkazu sporem v matematice

7 predchoziho vykladu by se mohlo zdat, Ze matematikové by diikaz sporem méli povazovat za jakousi
berlicku, kterou je radno pouZivat jen v nejnutnéjsich pipadech (pokud viibec). Ve skutecnosti se ndzory
rizni - jen velmi malo matematikt dikaz sporem odmitd Gplné, ale mnozi skuteéné davaji prednost kon-
struktivnim dikazim existence (tedy diikazim, v nichZ je nalezen objekt s pozadovanymi vlastnostmi)
pred nekonstruktivnimi (tedy dikazy sporem). Najdou se i matematikové, ktefi dokazovani sporem obdi-
vuji a povazuji je za velmi elegantni. Citujme alespon G. H. Hardyho, ktery krasu matematického diikazu
prirovnava ke krase dobte zahrané Sachové partie:

Diikaz je proveden metodou reductio ad absurdum?® a reductio ad absurdum, které Eukleidés tak

miloval, je jednou z nejlepSich zbrani matematika. Je to mnohem vybranéjsi gambit nez jakykoli gambit
Sachovy: Sachista miiZe jako obét nabidnout pésce ¢i figuru, ale matematik nabizi hru.
G. H. Hardy: Obrana matematikova, str. 86.

O zpusobu existence matematickych objektu

Casto jsem pouzil piidavné jméno ,skutecny“, a to ve smyslu, v jakém ho béné uzividme v rozhovoru.
Mluvil jsem o ,skutecné matematice“ a o ,skutecnych matematicich” podobné, jako kdybych mluvil
o ,,skutecné poezii“ a ,skutecnych basnicich“, a nadale v tom budu pokracovat. Budu ale také pouzivat
slova ,skutecnost®, a to ve dvou riiznych vyznamech.

Predevsim budu mluvit o ,fyzikalni skutecnosti“, a tady budu znovu pouzivat slova skutecnost v béz-
ném vyznamu. Fyzikalni skutecnosti minim hmotny svét, svét dne a noci, zemétreseni a zatméni, svét,
ktery se fyzikalni véda snazi popsat.

Tézko Ize uveérit, ze by c¢tenar mél az dosud potize s mym jazykem, ale nyni se dostavam na tenci
led. Pro mne, a domnivam se, ze pro vétSinu matematikii, existuje jina skutecnost, kterou budu nazyvat
,matematickou skutecnosti“. O povaze matematické skutecnosti neni mezi matematiky ani mezi filozofy
zadné shody. Nékteri maji za to, Ze je ,vnitini, dusevni“ a Ze si ji v jistém smyslu sami konstruujeme, jini
zase, Ze je vnéjsi a na nds nezavisla. Clovék, jenz by dokdzal presvédéive popsat matematickou skutecnost,
by vyrtesil velmi mnoho nejobtiznéjsich problémii metafyziky. Kdyby do svého popisu zahrnul i fyzikalni
skutec¢nost, vyresil by je vSechny.

Nerad bych se zde poustél do debaty o kterékoli z téchto otazek, i kdybych k tomu byl opravnén,
nicméné dogmaticky vyjadrim sviij vlastni postoj, abych se vyhnul drobnym nedorozuménim. Vérim, ze
matematicka skutecnost lezi mimo nas, ze nasim ukolem je objevovat ¢i pozorovat ji a ze véty, které
dokazujeme a které nabubrele oznacujeme jako své ,vytvory“, jsou jednoduSe naSimi zaznamy nasSich
pozorovani. Tento nazor byl a je zastavan v té ¢i oné formé mnoha filozofy s nejvyssi reputaci, Platénem
pocinaje, a ja pouZiji jazyka, ktery je mi prirozeny.

G. H. Hardy: Obrana matematikova, str. 111-112.

Intuicionisticka logika v teologii

Priklad pouZitia intuicionistickej logiky v teoldgii mozeme vidiet napr. v jej aplikicii na tajomstvo, ¢o
mozeme vediet o Bohu len prostrednictvom viery. Pre logicki analyzu takychto vyrokov sa najlepsie hodi
préave intuicionisticka logika.

Priklad:

Vezmime si vyrok Tomé&sa Akvinského ( ... ) v slovenskom preklade: ,Ako totiZ to, ¢o sa tyka viery,
nemozno dokazat, tak aj o ich kontrariach nemozno dokazom ukazat, Ze sii nepravdivé.“

Tato tézu mozno vyjadrit nasledovne: ( ... ) ,Nikdo nemdze dokdzat zavrhnutie jestvovania tajom-
stiev.“

Ak symbolizujeme vyrok ,tajomstvo jestvuje* ako A (jestvuje je v zneni Tomasa Akvinského zaml¢ané)
a odhliadneme od modality, méZeme tento vyrok formalizovat: -—A, a ¢itat: Vyvrdtenia A (Ze tajomstvo
Jjestvuje) je vyvratitelné. Tento vyrok vSak nemozno zmenit na kladnt formu: ,A je dokdzatelné“, pretoze
to nezodpoveda jeho zmyslu. A prave tento vyznamovy rozdiel postihuje intuicionisticka logika, kde zakon
dvojitej negacie plati iba v jednom smere: A = ——A, ale nie v opacnom: =—A = A.

Podobne sa v nej daji lepsie vysvetlit aj niektoré teologické problémy, ako problém spasnej voli Boha
a moznosti zatratenia a problém milosti a slobodnej voli ¢loveka.

Peter Volek: Uvod do logiky a tedrie vedy, str. 126-127.

28 Reductio ad absurdum je latinsky nizev pro dikaz sporem: dovedeni k nesmyslnému.
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Rizna pojeti pravdy
Pojeti pravdivosti jako ¢ehosi, co je na ¢lovéku vice méné nezavislé, ¢i prinejmensim do znac¢né miry
mimo jeho vliv a poznavaci schopnosti, bylo z logicko-filozofickych pozic napadeno na poc¢atku minulého
stoleti, a to jednak ze strany videnskych pozitivistii, kladoucich rovnitko mezi pravdivost a empirickou
verifikovatelnost, jednak ze strany rodictho se (matematického) konstruktivismu, ktery za pravdivym
tvrzenim chtél vidét efektini dikaz (konstrukci), jinak se o jeho ,pravdivosti“ viibec odmital bavit.
Toto ztotoznéni pravdivosti s efektivnim zdiivodnénim, ditkazem, stoji také bezpochyby za Brouwerovym
odmitnutim Hilbertova optimistického vyjadreni o resitelnosti kazdého matematického problému jakozto
pripadu intuicionismem neakceptovatelného zakona vylouceného tietiho.
Vojtéch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborniku Moznost, skutecnost, nutnost, str. 22.
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Napovédy, feseni a poznamky k nékterym cvi¢enim

Reseni cviceni 4

K obrazku je tieba prikreslit smycky u kazdého svéta a Sipku z S do T; pak bude reflexivni (z kazdého
svéta je dosazitelny on sam) i tranzitivn{ (z S se lze dostat do R a z R do T, takZe z S se Ize dostat do T
i pfimo).

K jednotlivym svétim doplnime, které jednoduché formule tam jsou a nejsou splnéné podle defi-
nice. Konkrétné nas budou zajimat podformule formule (-A = A) = A a jejich negace, tedy formule
A -A-A = A ﬂ(—|A = A), (ﬂA = A) = A.

Formule A je splnénd v T a v R splnénd neni; diky podmince perzistence neni splnénd ani v S.

Formule —A neni splénd v zadném z moznych svéti, protoze z kazdého je dosazitelny svét T', kde je
splnénd A.

Formule =A = A je splnénd ve vSech svétech, protoze v zddném neni splnény jeji predpoklad —A.
(A tedy ve v8ech svétech, které jsou dosazitelné z néjakého pevné zvoleného svéta, je implikace =A = A
klasicky pravdiva.)

Formule —=(=A = A) neni splnénd v zadném svété, protoZe z kazdého svéta je dosaZitelny svét T,
o kterém vime, ze T IF -A = A.

Formule (-A = A) = A je splnénd ve svété T' (je zde splnén piedpoklad i zdvér), ale neni splnénd ve
svété R (pfedpoklad —A = A zde splnény je, ale zavér ne) a tedy ani ve svété S (z toho je dosaZitelny
svét R, kde predpoklad je splnény a zavér ne).

-A |["A= A —|(ﬂA :>A) (ﬂA =>A) = A
X \/ X \/
X v/ X X
X v/ X X

Vidime, Ze uz samotny model se svéty R a T by byl protipfikladem pro zadanou formuli; ve skute¢nosti
se svéty S a R nelisi platnosti zadné formule. Kdyz jsme protiptiklad vytvareli, nepomyleli jsme totiz na
to, Ze onim svétem R dosaZitelnym z S, ve kterém plati -A = A, ale neplati A, by mohl byt svét S sam!

Nyni musime ovéFit platnost v8ech podminek z definice.

| &S
X | XL | »

perzistence. Ze svéta T je dosazitelny pouze svét T, takze podminka perzistence je zde splnéna pro
vSechny formule.

Ve svétech R a S se podminka perzistence vztahuje pouze na jedinou formuli, kterd je v téchto svétech
pravdivi, totiz formuli —=A = A. Ta je pravdiva ve vSech dosazitelnych svétech, takZze pominka perzistence
je splnéna.
spojky. Podminky pro jednotlivé spojky jsou splnéné, coz jsme ovérili pfi vyplhovani tabulky.

Reseni &¢asti a) cviceni 6

Pokud z daného svéta S neni dosazitelny zadny jiny mozny svét, shoduji se podminky pro pravdivost
implikace a negace (a tedy vSech formuli viibec) s podminkami klasické logiky.

Podrobnéjsi dikaz provedeme matematickou indukci podle poctu spojek v néjaké formuli. Dokazeme,
ze pro kazdou formuli F plati, Ze je pravdiva pravé tehdy, kdyz by ve svété S byla pravdiva klasicky.
1° Pokud F neobsahuje zadné spojky, je to atomickd formule a jeji hodnota je stejna intuicionisticky i
klasicky.
2° Je-li F konjunkci A A B nebo disjunkei A V B a hodnoty A i B jsou stejné klasicky i intuicionisticky,
tak jsou podle definice pravdivosti v kripkovském modelu stejné i hodnoty formule F.

Je-li F negaci —A, tak je intuicionisticky pravdiva pravé tehdy, kdyz ze svéta S neni dosazitelny zadny
svét, kde by A byla pravdiva. Protoze z S je dosazitelny pouze on sam, je F pravdiva pravé tehdy, kdyz
A neni v S pravdivi, coz je klasicka definice pravdivosti pro negaci.

Dikaz pro implikaci probéhne tGplné stejné jako pro negaci.

Népovéda k &asti b) cviceni 6

Ukaz, ze pokud k néjaké formuli existuje protiptiklad, ve kterém pro mozné svéty S a T plati S <
T,T < S, tak lze vytvorit protipiiklad, ve kterém oba svéty S a T nahradime jedinym spole¢nym svétem
R.

Reseni &asti b) cvi€eni 6

Z podminky perzistence vidime, Ze jestlize S < T a zaroven T < S, tak v obou svétech S a T plati
stejné formule (tedy S I+ A praveé kdyz T I A). Celou mnoZinu svéti R = {T;S < T,T < S } nahradime
jedinym svétem R, ve kterém budou platit pravé ty formule, které platily v S.
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Jesté musime urcit, ze kterych svét bude R dosazitelné a které svéty budou dosazitelné z néj.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze Sipky mezi svéty v R jsou nahrazeny Sipkou R < R, kterd v modelu
musi byt kvuli reflexivité relace dosazitelnosti.

Jestlize pro néjaky svét U plati, ze U < S, tak pro kazdé T' € R plati U < T. Pro néas je dilezité,
ze pravdivostni hodnoty vSech formuli jsou stejné ve vSech svétech z R, protoze pravdivostni hodnota
nékterych formuli v U (naptiklad negaci a implikaci) zavisi na pravdivostnich hodnotéach v dosazitelnych
svétech.

Naopak, jestlize S < U, tak pro kazdé T € R plati T < U.

Vidime tedy, ze pro kazdy mozny svét U naseho modelu miiZzeme definovat

U<R pravé, kdyz U<S
R<U vpravé, kdyz S<U

Reseni &asti c) cviceni 6

Sporem dokézeme, ze neexistuje zadny kripkovsky protiptiklad k formuli =—A.

Kdyby existoval néjaky protipiiklad, existoval by také konec¢ny protipiiklad. (Véta uvedend v poznamce
ke cvideni.) Podle ¢asti b) existuje také takovy protipfiklad, ve kterém neexistuje dvojice moZnych svéti
S aT takova, ze S < T a T < S. To znamena, 7ze mame protipiiklad s reflexivni, tranzitivni a antisyme-
trickou relaci dosazitelnosti. Mnozinu moznych svétd tohoto protipiikladu oznac¢me W.

Nejprve ukizeme, ze pro kazdy svét S € W existuje néjaky svét T € W takovy, ze S < T a z T neni
dosazitelny zadny jiny mozny svét. Takovy svét nazveme koncovy svét, protoze z néj uz nelze po Sipkach
jit nikam dal.

Predpokladejme pro spor, ze z S neni dosazitelny zadny koncovy svét. Specidlné to znamené, ze z S je
dosazitelny néjaky svét S; takovy, ze z S1 je dosazitelny né&jaky svét S, takovy, ze z Sy je dosazitelny
néjaky svét S3 ... Pri tom se nikdy nemuzeme vratit do néjakého svéta S;, ve kterém jsme uz byli,
protoZe tim bychom maéli dvojici svéta S,, < S;,S; < S, (8ipkou z S, do S; se vracime tam, kde uZz jsme
byli, ale S; < S;11 < --- < 5, a podle tranzitivity tedy S; < S,). Pokud by tedy existoval svét S, ze
kterého by nebyl dosazitelny zaddny koncovy svét, mél by nads model nekone¢né mnoho svétii, coz je spor
s predpokladem.

Mame tedy protipriklad a v ném svét P, ve kterém P |f —=—A. Kdyby ze svéta P nebyl dosazitelny
zadny svét S, ve kterém S |f —A, tak by platilo P IF ==A, takZe urcité existuje S takové, ze P < S a
S Ik —A. Ale z S je dosazitelny néjaky koncovy svét T, ve kterém (podle ¢éasti a)) T IF A. To je spor
s tvrzenim, ze S |- —A.

Poznamka ke cviéeni 6

Jiz jsme si Fekli, ze vSechny intuicionistické tautologie jsou soucasné i klasickymi tautologiemi a v tomto
smyslu je intuicionistickd logika obsazena v klasické. V tomto cviceni jsme dokazali piekvapivy vysledek:
ackoli existuji vyroky, které jsou klasickymi tautologiemi a nejsou intuicionistickymi tautologiemi, lze
o kazdém vyroku V uvnit# intuicionistické logiky rozhodnout, zda je klasickou tautologii nebo ne.
Intuicionista nemusi opustit svou logiku k tomu, aby zjistil, jestli néjaka formule V je klasicky dokazatelna
- prosté jen zjisti, jestli =~V je dokazatelnd intuicionisticky. V tomto smyslu je klasickd logika ¢asti logiky
intuicionistické!

1. ndpovéda ke cvideni 8 Pro zpiehlednéni dikazu si zaved nésledujici oznaceni: a = (-A = A),
b= (A= -A), c=A.

2. ndpovéda ke cvi¢eni 8 Jako mezikrok odvod formuli (¢ = b) = (a = ¢).

Reseni cvigeni 10

Problém tkvi ve sliivcich ,,v opa¢ném piipadé®, za kterymi se maskuje piesvédéeni, ze vyrok ,,Cislo
V2" je racionalni.“ je budto pravdivy, nebo nepravdivy. Intuicionista namité, ze dokud nebude dokazéno,

ze dany vyrok je pravdivy, nebo nebude dokédzano, ze je nepravdivy, nemiizeme se spolehnout na to, ze
nastane jedna z téchto moznosti.

Reseni &¢asti b) cviceni 12
Nasledujici tabulka dokazuje, Zze hodnota formule (A = B) V (B = A) je podle Heytingovych tabulek
1 (bez ohledu na hodnotu vyrokd A a B):



41

A|B|A=B |[B=>A |(A=>B)V(B=A)
1|1 1 1 1
1 |x X 1 1
110 0 1 1
x |1 1 X 1
X | x 1 1 1
x |0 0 1 1
0|1 1 0 1
0 |x 1 0 1
0|0 1 1 1
Hledanym protiptrikladem je:
SIHA TIFB
SKB THA
RYAB
Snadno ovérime, ze ve svété R neni splnéna zadané formule:
SFA=B THFB=A

RFYA=B,B=A
R/(A=B)v(B=A)

Poznamka k €asti b) cvideni 12

Prekvapivé feSeni zaslal Miroslav Olsak:

,Podle textu k sérii je spousta moznosti, jak intuicionistickou logiku chapat.

Najdu tedy protipriklad v Kolmogorové logice problémii. Pokud si zvolim dva problémy, které spolu
moc nesouvisi, tak (A = B) V (B = A) neplati. Napriklad Sestd a osm4 iiloha Sesté série. Neni pravda,
ze kdyz vyresim Sestou tilohu, budu mit vyreSenou i osmou a pritom neni ani pravda, ze kdyz vyresim
osmou tlohu, budu mit vyresenou Sestou.“
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3. Epistemické logiky

V minulém dilu seridlu jsme se sezndmili s intuicionistickou logikou. Vidéli jsme, ze ji lze povazo-
vat za logiku, kterd popisuje, jak se v ¢ase vyviji naSe (pravdivé) poznani svéta. Intuicionismus ovem
vznikl v rdmci matematiky a také dnes je vyznamny zejména jako popis urcitého pristupu k matematic-
kym dikaztm; pro popis znalosti se ¢astéji pouzivaji rizné logiky, které oznacujeme souhrnnym nazvem
epistemické.!

Pexeso a zakladni pojmy epistemické logiky

Predstavme si dva hrace, ktefi pravé rozlozili na stil Sedesat ¢tyri karticky pexesa a chystaji se hrat.
Jaké jsou v tuto chvili jejich znalosti o rozlozeni karticek?

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze Zadné: v8echny karti¢ky jsou obraceny rubem vzhiru. Ale ve
skutecnosti toho hraci védi pomérné hodné - védi, ze karticky skryvaji tficet dva riznych obrazkid a ze
kazdy obrazek se vyskytuje pravé dvakrat. Navic jsou si oba védomi toho, Ze druhy hrac také vi, ze
karticky skryvaji t¥icet dva pard obrazkd. MtiZeme Fici, Ze maji néjakou sdilenou znalost.?

Obvykle se hraje tak, ze hrac, kterému se podari otocit dvé stejné karticky, muze pokracovat otocenim
dalsi dvojice. Aby byla hra zajimavéjsi, dohodli se na8i hra¢i na tom, Ze podafi-li se jednomu otocit dveé
dvojice karticek po sobé, nechd hrat druhého hrace.

Predstavme si nyni situaci, kterd mtize nastat uprostied hry. Hrac¢, ktery je pravé na tahu, zna polohu
t¥i dvojic stejnych obrazki (jsou to autitko, beruska a citron). Musi si z nich vybrat dvé a doufat, Ze tu
tfeti mu protihra¢ nevyfoukne ve svém tahu. Protihrac¢ si nepamatuje, kde se nachézi jeden z obrazka
citronu, ale pamatuje si dobie, kde najde auticka a berusky; jenze to nas hra¢ nevi, takze oto¢i dvojice
auticek a citronil. V této situaci sice oba hraci védéli, kde najit obrazky berugky, ale prvni hra¢ nevédél,
e to druhy hrac¢ také vi - proto nehovoiime o sdilené znalosti, ale pouze o znalosti vsech.® Viimni si, ze
kdyby se jednalo o sdilenou znalost, prvni hrac¢ by se rozhodl 1épe.

Nakonec se podivejme na znalosti hra¢i v okamziku, kdy na hraci plose zbyva jedind karticka, kterou
zatim nikdo neotocil. Pokud si hra¢ pamatuje, co je na vSech ostatnich kartickich, nejspis si domysli
také to, co se nachazi na této zbyvajici karticce. Ale co kdyz se ndhodou stane, 7e na hraci ploSe je jesté
velky pocet karti¢ek? Pokud hra¢ neni opravdu bravurni, snadno se mu pifihodi, Ze si ani nev§imne, Ze
uz zna vsechny karticky kromé jediné. Prosté oto¢i nékterou z dvojic, které zna, a nebude se snazit si
vzpomenout na to, co je na ostatnich kartickach. Vidime tedy, ze ackoli si hra¢ posledni obrazek mozna
domysli, rozhodné to neni jisté.

Zkusme si nyni rozmyslet, s jakymi prekazkami se budeme muset vyporadat pfi tvorbé logického
systému, ktery by ndm pomohl analyzovat znalosti hrac¢a v pribéhu hry pexeso:

(1)  Jsou zde dva hradi, jejichz znalosti se mohou ligit. V epistemickych logikdch se obvykle hovoii
o ruznych agentech - témi mohou byt agenti tajnych sluzeb, ktefi sbiraji informace v8eho druhu, stejné
jako roboti, ktefi jsou naprogramovani k tomu, aby provadéli meteorologickd méteni a sestavovali z nich
predpovéd pocasi. Dulezitou soucasti epistemickych logik je pravé studium multiagentnich systémii.

Agenti si za urditych okolnosti mohou predavat informace, takZe znalost jednoho se razem stane i

znalosti druhého. Nékteré znalosti maji vSichni agenti (znalost viech) a o nékterych dokonce vichni védi,
Ze je maji vSichni ostatn{ a Ze vSichni ostatni také védi, Ze je maji vSichni ostatni a tak dale (sdilend
znalost).
(2) Hradi ziskavaji znalosti nejen pfimo (otocenim karti¢ek), ale mohou si je také domyslet. Ve vétsiné
her i skutecénych zivotnich situaci se vyplati predpokladat, ze protihrac¢ si skuteé¢né domyslel vSechny
informace, které mohl; proto se v mnoha epistemickych logikdch nepracuje pfimo se znalostmi agenti,
ale s takzvanymi implicitnimi znalostmi - s poznatky, které si agenti mohou domyslet. Mluvime o logické
vSevédoucnosti agentu: predpokladame, Ze znaji vSechny logické dusledky svych znalosti.

V praxi se ovem s vSevédoucimi agenty setkdvame jen ziidka. Kdyby napfiklad hrac¢i sachu byli
vSevédouci, dokézali by si predstavit vSechny budouci tahy hry a nikdy by se jim nestalo, ze prehlédnou
soupefovu Sanci pripravit je o kralovnu! Dokonce ani pocitacové programy nedokazou v rozumném case
prozkoumat vSechny moznosti, jak by se hra mohla dal vyvijet, a vybrat z nich tu nejlepsi.

IRecké slovo epistémé znamend poznani. Epistemologie je tast filozofie, kterd se zabyva procesem poznivani a vztahem
poznéani ke skute¢nosti. Typickd otazka zni: ,Jak vime, Ze je naSe poznani pravdivé?“

2V angli¢ting se pou%iva oznateni common knowledge & mutual knowledge.

3V anglitting se pou#iva vyjadieni everyone knows that.
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(3) Znalosti hract se vyvijeji v ase - hradi otaceji nové karticky a zjistuji, co na nich je zakresleno, a
také zapominaji, co bylo na kartickach otocenych diive. Logické vlastnosti znalosti vyvijejicich se v case
a znalosti o minulosti a budoucnosti se snazi zachytit epistemicko-tempordlni logika. O té v naSem textu
nebude fec.

Vyhody sdilenych znalosti

Na prvni pohled se znalost vSech lisi od sdilené znalosti jen malicko, ale uz jsme vidéli, ze za urcitych
okolnosti muze tento rozdil hrat velikou roli.

Predstav si, Ze jsi s kamarddem na matéjské pouti a najednou se jeden druhému ztratite. Chvilku
bloudis mezi atrakcemi a houfy lidi, ale svého kamarada nikde nevidis. Jako na potvoru u sebe zrovna
nemdas mobil, takze to vypada, Ze uz se nejspis nikdy neuvidite. Co v tuhle chvili udélas?

Je dost mozné, ze budes premyslet asi takhle: ,Petr se chtél jit podivat do Domu hrizy. Mozna bych
ho tedy méla jit hledat tam... Ale ne, uréité uz si v§iml, Ze jsme se ztratili, a ted mé hled4. Kde by mé asi
Petr mohl hledat? Rikala jsem mu, Ze se mi libi Obii kolo. Nejspis mé tedy hled4 tam... Ale Petrovi uz
urc¢ité doslo, ze ho také hledam, a ze tedy nejsem u Obiiho kola. Protoze vi, Ze ho hleddm, urcité ptjde
tam, kde si mysli, Ze bych ho mohla hledat. Naposledy jsme se vidéli u horské dréhy, takze si nejspis iekl,
7e ho budu hledat tam. Kdyz se lidé jeden druhému ztrati, maji se vratit tam, kde se vidéli naposledy...“
Jenze u horské drahy je zrovna neproniknutelny houf lidi, fronta se toéi kolem vstupu do atrakce a je
jasné, Ze tady se jen tak nenajdete. ,Dobra,“ feknes si, ,kdyz jsme spolu na matéjské, vzdycky si jdeme
dat cukrovou vatu, a tady zrovna vidim néapis 'CUKROVA VATA 100 m’. Jestli mé Petr hledal tady,
urcité ho taky napadlo, Zze tam bychom se nasli nejsndz.“ Diky tomu, Ze sdilite znalost, Ze si obvykle
davate cukrovou vatu, se béhem par minut potkite u zminovaného stanku. Dilezitou roli zde hraje nejen
to, ze vis, Zze oba mate radi cukrovou vatu, ale také to, ze Ti je jasné, ze to vi i Petr, a také to, ze Petr
vi, ze ty vi§, Zze on to vi... Zkratka a dobfe, je to vase sdilend znalost a tak se muzete spolehnout na to,
ze oba budete jednat na jejim zakladé.

V nésledujici situaci ze zivota ¢ignik zdmérné pretvori znalost obou ve sdilenou znalost:

Nesikovny ¢isnik zakopne a vylije omécku na bilou saténovou bliizku jedné ddmy. Dama na néj vydésené
a rozzlobené zir4 a ¢isnik omluvné vykokta: ,Prominte, byla to moje chyba.

Co vlastné této damé #ika? Z jejiho vyrazu mu musi byt jasné, ze ndvstévnice moc dobfe vi, Ze to byla
jeho chyba. Ve skutecnosti ¢iSnik dava najevo, ze ON vi, Ze to byla jeho chyba. Tim, Ze to fekne nahlas,
se ujistuje, Ze ona vi, Ze on vi, Ze to byla jeho chyba. V tuto chvili se znalost obou (totiz Ze to byla jeho
chyba) stavé jejich sdilenou znalosti (oba védi, ze ten druhy vi, Ze oni védi atd.).*

V zZivoté jakékoli spolecnosti hraji sdilené znalosti zcela zasadni roli. Pokud se obcas stane, ze se sdileni
znalosti narusi, miva to katastrofalni néasledky, jak ukazuje nasledujici priklad:

Chodes prechézi ulici na prechodu bez semaforu. Vi, ze ma prednost, takze vstoupi do vozovky, ackoli
se blizi auto. Ridi¢ je bohuzel cizinec a nevi, ze v nasi zemi maji chodci na piechodu pfednost; viede
do kiizovatky a jen tak tak stihne stocit automobil stranou a narazi do sloupu. Vydéseny chodec se
pta: ,Copak jste nevédél, Ze budu prechizet?!“; predpokladal totiZ, Ze znalost predpist je jejich sdilenou
znalosti, tedy Ze ridi¢ vi, Ze chodec bude jednat na zakladé svého prava prejit kiizovatku jako prvni.

V8imni si, ze kdyby si chodec nemyslel, Ze znalost predpisu je jejich sdilenou znalosti, ale Ze je jen
znalosti jich obou, mozn4 by do vozovky nevstoupil. Napriklad pokud se chodec pozdé v noci vraci domi
a slysi blizici se hfméti motort silného sportovniho auta, bude radéji pfedpokladat, Ze si ho (nejspis opily)
fidi¢ nevsimne.

Syntaxe epistemické logiky

Nejjednodus$im zptisobem, jak oznadit tvrzeni ,agent A zn4 fakt F* je symbol K4F.> V epistemické
logice jsou fakty reprezentovany vyroky, takze K4 F ¢teme také jako ,agent A vi, ze vyrok F je pravdivy“,
zatimco K 4—F znamend ,A vi, 7e vyrok F je nepravdivy®.

49dilens znalost je takové, ve které Fetdzec ,ona vi, e on vi, Ze ...“ miiZe pokratovat liboln& daleko. Dilezitou roli zde

hraje i to, Ze oba védi, Ze ten druhy si z uz feCeného umi domyslet i to, Ze védi, Ze on vi, ze ... Napftiklad ¢i8nik si domysli,
7e dama po jeho prohlaSeni vi, Ze on vi, Ze to byla jeho chyba. Ddma si zase domysli, Ze on vi, Ze ona si domyslela, Ze on
vi, Ze to byla jeho chyba.

5Pismenko K pochdsf z anglického knowledge.
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Pokud si agenty ocislujeme A;,...A,, budeme misto K 4,F psat pouze K;F. Znalost vSech budeme
znacit EF, takze miizeme napsat

EF & KiFAK)FA...ANK,F.

Sdilenou znalost viech agent budeme znadit CF.5

Cviceni 1. Zkus napsat formuli obsahujici symboly K a E ekvivalentni s formuli CF. Pak zkus tuto
formuli upravit tak, aby neobsahovala symbol E.

Zatimco ve skutec¢ném zivoté se mize snadno stat, ze se domnivam, ze néco vim, ale ve skutecnosti
se mylim, v logice tuto moznost obvykle nepifipoustime. Védénim se tedy rozumi pravdivd domnénka.
To, 7e se agent A domnivé, Ze fakt F je pravdivy, zna¢ime BF.” Domnénka miZe byt pravdivd nebo
nepravdiva.

Kripkovské modely znalosti jediného agenta

Predstavme si pro zadatek situaci, ve které vystupuje jediny agent, tieba agent 007. Jeho znalosti
jsou omezené. V disledku toho nedokéaze o v8ech vétach rozhodnout, zda jsou pravdivé nebo nepravdivé.
Napiiklad vi, ze nebezpecny naklad se nachazi ve vlaku z Moskvy do Petrohradu, ale nevi, zda je pravda,
ze kapitan Flint zakopal svij poklad na Ostrové pokladd. Svét, ve kterém se poklad nachazi na Ostrové
pokladi, je pro néj mozny, ale rozhodné neni nutny. Dokaze si predstavit dva mozné stavy svéta podle
toho, zda poklad je ¢i neni na ostrové. V logice se rizné stavy svéta oznacuji pojmem mozné svéty: kazdy
mozny svét reprezentuje jednu z alternativ, jak nas svét mize vypadat.

My vsichni ,,bydlime* v jednom z moznijch svéti, nikdo z nés ale neni schopen presné uréit, ve kterém!
Nanejvy$ se miizeme omezit na mnozinu moznych svéti, které se shoduji s nasSimi znalostmi. Tim je
urcena relace dosazitelnosti: z naseho svéta jsou dosazitelné vSechny, které odpovidaji nasim znalostem
a domnénkam.® Napiiklad pro agenta 007 jsou dosaZitelné viechny mozné svéty, v nichZ se nebezpe¢ny
naklad nachézi ve vlaku z Moskvy do Petrohradu, a svéty, v nichz je tento naklad v Londyné, pro néj
dosazitelné nejsou.

Aby nase poviddni o moZnych svétech nesklouzlo do nekonecénych debat o tom, které svéty jsou mozné
a které mozné nejsou, povézme si hned ze zac¢atku, ze z hlediska logiky neni mozny svét ni¢im vice a nic¢im
méné nez objektem, o kterém vime, které vyroky v ném jsou pravdivé a které dalsi mozné svéty z néj jsou
dosazitelné. Pritom predpokladidme, ze pravdivost slozitéj$ich vyrokl zavisi na pravdivosti jednodussich
vyrokl stejné jako v klasické logice. Napiiklad svét, ve kterém je pravda ,Mars je planeta“ a také je
pravda ,Eustach je planeta“ a pritom neni pravda ,Mars a Eustach jsou planety“, nebudeme povazovat
za mony.”

Uréitou mnozinu moznych svétt spolu s pevné danou relaci dosazitelnosti nazyvame kripkovsky model
nebo prosté model.

Priklad 2. Omezme se na nasledujici dvojici vyroka:
(V) ,Lady Smithova je v hotelu Interkontinental.*
(W) ,Agent 007 si vzdycky vi rady.“

Vzhledem k témto vyrokim rozlisujeme celkem Ctyii mozné svéty:

Si. VAW
Ss. VAW
S3. VAW
Si. VAW

Agent 007 si prvnim vyrokem neni moc jist, ale zato se domniva, Ze druhy vyrok je pravdivy: Bogr W.
Af uZ se nachazi v kterémkoli ze svétd Si,...S4, jsou pro négj dosaZitelné pravé svéty s lichym cislem.
Pokud oznacime relaci dosazitelnosti Sipkou mezi dvéma moznymi svéty, bude obrazek vypadat takto:

6Pismenko F pochdzi z anglického everyone knows that, C pochézi z common knowledge.
"Pismenko B pochéz{ z anglického belief.
8A 24dné svéty, které nasim znalostem a domnénkdm neodpovidaji, dosaZitelné nejsou.

hodnoty atomickych vyrokd, tedy téch vyrokd, které nelze rozdélit na jednodussi vyroky spojené pomoci logickych spojek.
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Sy Ik V,W Sy Ik V, =W

S3 - =V, W Syl =V, -W

Vsimni si, ze nas model netfika nic o tom, ve kterém mozném svété se agent vlastné nachazi. Je-li jeho
domnénka spravnd, pak je to urcité v jednom ze svétid S; a S3 - ale z hlediska modelu se klidné miize
stat, ze jeho domnénky pravdivé nejsou. Sipky z daného mozného svéta S tedy Fikaji, které stavy svéta
agent povazuje za mozné, pokud se nachézi ve svété S.

Priklad 3. V piedchozim piikladé svét, ve kterém se agent nachézel, nehral zadnou roli. Nyni pfijmémé
predpoklad, ze pokud je lady Smithova v hotelu Interkontinental, tak si toho agent v8imne, tedy V =
Koo7V. Nadale pfedpokladejme také Boor W.10 Relace dosazitelnosti ted bude vypadat takto:

Sil-V, W Sy -V, -W

S3 - =V, W Sy lF =V, =W

Vidime, ze v tomto piipadé uz to, které svéty budou dosazitelné, zavisi také na tom, ve kterém svété
se agent nachazi (z nékterych svétt je dosazitelny jen svét Si, z nékterych navic také svét S3). VSimni si
také, Zze éim vice ma agent poznatkh, tim méné svétnu je dosazitelnych.

Cvicéeni 4. Urdi, jak by vypadala relace dosazitelnosti, kdyby platilo V < BygrV - tedy nejen, Ze agent
vi, ze lady je v hotelu, pokud tomu tak skuteéné je, ale pokud si agent mysli, ze lady je v hotelu, tak se
nemyli. Stile predpokladame, ze By W.

Cviceni 5. 7. soutézni tloha

Najdi priklad, ktery by ukézal vyznamovy rozdil mezi formulemi K-V a =K V! Uved alespon jeden
priklad ,ze zivota® a alespon jeden kripkovsky model a v ném néjaky svét, ve kterém je jedna z téchto
formuli pravdiva a jedna nepravdiva. Jaké jsou v tomto svété pravdivostni hodnoty implikaci K-V =
-KV,-KV = K-V pravdivd? Myslis, Ze tomu tak musi byt vidy?

Cviceni 6. 8. soutézni loha

Predstav si, Ze nasledujici obrazek popisuje relaci dosaZzitelnosti néjakého agenta Aggs. Urdi, ve kterych
moznych svétech jsou jeho domnénky v souladu s tim, jak se véci skuteéné maji, a ve kterych moznych
svétech se v néjaké véci myli.

10Agent si oviem neni jist, Ze je-li lady Smithov4 v hotelu, tak by si toho v3iml, takZe pokud tam neni, nevi o jeji
pritomnosti ¢i nepf{tomnosti nic.
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Explicitni a implicitni znalosti

Zatim jsme popisovali, které mozné svéty budeme na zakladé svych znalosti povazovat za dosazitelné.
Polozme si nyni opacnou otdzku: je ddno, které mozné svéty jsou dosazitelné; lze z toho poznat, které
vyroky patii k agentovym znalostem?

Jiz. vime, 7Ze dosazitelné jsou pravé ty svéty, ve kterych jsou pravdivé vSechny agentovy poznatky.
Vzhledem k agentovym poznatkum jsou moznd pravdivé ty vyroky, které jsou pravdivé v nékterém dosa-
zitelném mozném svété, protoze takové vyroky jsou konzistentni'! s jeho poznatky. Nutné pravdivé jsou
ty vyroky, které jsou pravdivé ve vech dosazitelnych moznych svétech, protoze takové vyroky z jeho
poznatkll vyplijvaji.t?

Ale pozor: agent si nemusi byt védom toho, Ze né&jaky vyrok je pravdivy ve vSech dosazitelnych moznych
svétech. Miize se totiz tfeba jednat o néjaké velmi slozité tvrzeni, o kterém jej nikdy nenapadlo uvazovat.
Proto musime rozliSovat mezi explicitnimi znalostmi agenta (poznatky, kterych si je védom, nebo si na
né muze v piipadé potieby vzpomenout) a jeho implicitnimi znalostmi (poznatky, které by si na zdkladé
svych znalosti mohl domyslet, kdyby byl dost chytry). Proto budeme v nasledujicim cvi¢eni rozliSovat
symboly KV (agent vi V) a OV (V vyplyva z agentovych poznatkt = je pravdivé ve vech dosazitelnych
moznych svétech = je nutné).

Cviceni 7. Rozhodni, jak vypadé relace dosazZitelnosti (vzhledem k nasim znalostem) mezi nasleduji-
cimi moznymi svéty:

S Vime, Ze existuje alespon 6 planet; ve skutecnosti existuje pravé 9 planet (ale to nevime).

T Vime, Ze existuje alespoii 6 planet; ve skuteCnosti existuje pravé 8 planet (ale to nevime).

U Vime, Ze existuje pravé 9 planet.'?

V' Vime, Ze existuje pravé 17 planet.

Pomoci pravdivosti v dosazitelnych moznych svétech uréi, ve kterych z téchto svétli jsou pravdivé

vyroky ,Nutné existuje 9 planet.“ a ,Nutné existuje 8 planet.“ (Pfedpoklddej, Ze neexistuji Zddné mozné
svéty kromé S, T,U,V.) Ovér, ze OV je pravdivé pravé tehdy, kdyZ vime V.

V predchozim cvic¢eni jsme vidéli, ze KV < OV. Implikace KV = OV odpovida tomu, Ze dosazitelné
jsou ty svéty, které jsou v souladu s nadimi poznatky. Pokud tedy agent vi vyrok V (K'V), musi byt

11V logice se misto konzistentni pouZiva Casto eské slovo slucitelné.

12P¥ipomeifime si definici vyplyvdni: vyrok A vyplyva z mnoZiny vyrokt M, pokud neni mo#né, aby vSechny vyroky z M
byly pravdivé, ale vyrok A byl nepravdivy.

13Ve svété U existuje pravé 9 planet a ve svété V existuje pravé 17 planet, protoze véd&nim rozumime pravdivé poznani.
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V pravdivé ve vSech dosazitelnych svétech (OV). Opacnd implikace zdaleka tam samoziejma neni: mize
existovat né&jaky vyrok, ktery je pravdivy ve v8ech moznych svétech dosazitelnych z daného svéta, ale
agent si toho nemusi viibec byt védom. Takovym vyrokem je tieba vyrok ,budto je pravda, Ze jestlize
sviti slunicko, tak prsi, nebo je pravda, ze jestlize prsi, tak sviti sluni¢ko“. Jako tautologie je tento vyrok
pravdivy ve vSech moZnych svétech (nejen v téch dosaZitelnych).

Prestoze implikace 0V = KV tedy pro skuteéné agenty neplati, logici se rozhodli budovat
logiku tak, jako by platila. Od této chvile bude symbol KV oznacovat totéz, co symbol OOV, tedy
implicitni znalosti agenta.

Vlastnosti kripkovskych modela

Cviceni 8. Urdi, jak by vypadala relace dosazitelnosti, pokud by agent oplyval dokonalymi poznivacimi
schopnostmi, tedy pokud by pro kazdy vyrok V platilo V = KV. (MZe$ nejprve zkusit uvazovat piipad,
ve kterém je kazdy svét popsany pomoci n atoméarnich vyroka.) Predpokladej, ze agent nemd Zadné
nepravdivé domnénky.

Cvicéeni 9. Jak se zméni vysledek predeglého cviceni, pokud budeme predpokladat pouze V = BV a
pripustime, ze agent mé i nepravdivé domnénky?

Jak vypadad model znalosti néjakého agenta? Protoze pro kazdy vyrok V plati KV = V (za znalost
povaZujeme jen pravdivé vyroky), je vidycky skuteény stav svéta konzistentni s agentovymi poznatky.
V obrazku se to projevi tak, ze kazdy svét je dosazitelny sam ze sebe:

Vsimni si, ze nezdlezi na tom,

jakym zpusobem obrazek nakreslime.

Oba obrazky zachycuji tutéz relaci
S dosazitelnosti

Formule KV = V byva nazyvina aziom T a logikové ji povazuji za formuli, kterd zachycuje rozdil
mezi védomostmi a pouhymi domnénkami.

Dejme tomu, Ze agent vi, Ze pokud sviti slunicko a prsi, bude duha (V = W) a navic si v8imne, Ze
pravé svit{ slunicko a prsi (V). Za téchto okolnosti nds nepiekvapi, Ze agent vi, Ze bude duha (W). Tuto
schopnost agenta domyslet si na zdkladé svych znalosti néco, co z nich logicky vyplyva, zachycuje formule
(K(V=W)AKV)= KW, nazyvand aziom K nebo také aziom logické racionality agenta.

Kalkuly epistemickych logik
Existuje mnoho rtiznych epistemickych logik podle toho, jaké usuzovaci schopnosti pfisuzujeme jed-
notlivym agentiim. V8echny epistemické logiky obsahuji nasledujici axiomy a pravidla:
Axiomy:

KL. vsechny tautologie klasické logiky!'*

K. (K(V=W)AKV)=KW axiom logické racionality
Pravidla:

MP. Z dokdzanych formuli V, V = W odvod formuli W. modus ponens

Nec. Pokud jsi uz dokézal formuli V, odvod formuli K'V. necesitace

V&imni si, Ze v kalkulu kazdé epistemické logiky lze dokazat vSechny tautologie klasické logiky (do-
konce jsme je vSechny pfijali za axiomy). To proto, Ze v jednotlivych svétech kripkovskych modeld se
pravdivostni hodnota vyroka utvorenych pomoci spojek =, A, V,= a < urcuje stejné jako v klasické
logice.

Jak jiz vime, axiom K je diisledkem naseho rozhodnuti soustiedit se na implicitni znalosti agenti.
O logické racionalité agentt vypovida i pravidlo necesitace, které rika, ze agent znd vSechny tautologie

14gtagilo by pfijmout za axiomy vSechny axiomy klasické logiky.
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(a to nejen tautologie klasické logiky, ale i tautologie pfislusné epistemické logiky; v disledku toho je
schopen uvazovat o svém vlastnim uvazovani a o uvazovani ostatnich agentt).

Dalsi axiomy pro rtizné logiky'®

Nasledujici axiomy byvaji nékdy pridavany k zakladnimu axiomu K, kdyz chceme zachytit dalsi dilezité
vlastnosti nékterych agentt a jejich znalosti:'%

T. KV=YV védomosti jsou pravdivé
D. —-B(VA-V) agent nemd rozporné domnénky
4. KV = KKV pozitivni introspekce: vim, co vim
5. —=KV= K=KV negativni introspekce: vim, co nevim

Axiom T byva povaZovan za zdkladni axiom epistemické logiky, protoZze formalizuje definici védéni,
ktera se pouZiva jiz od stfedovéku: v&déni je pravdiva domnénka.l”

Axiom D je povaZovan za zakladni axiom dozastické logiky, protoZe popisuje dilezitou vlastnost vétSiny
nasich domnének a nazort: nezastavime soucasné opacné nazory, nevérime soucasné vyroku i jeho negaci.

Axiomy 4 a 5 zachycuji dulezité vlastnosti lidskych agenti: o kazdém faktu jsme schopni rozhodnout,
zda patii k nasim znalostem nebo ne.'®

Cviceni 10. Ukaz, Ze plati-li v néjakém kripkovském modelu axiom T, plati tam i obménéna verze
axiomu D: =K (V A =V)!

Véta o korektnosti

Diive, nez zformulujeme vétu o korektnosti, si uvedme formélni definici kripkovskych modelt episte-
mickych logik.

Pripomenme si, ze relace R na mnoziné W je néjaky vztah, do kterého vstupuji vzdy dva prvky
mnoZiny W. Napftiklad vztah ,A je bratr B“ je relace na mnoziné lidi: Jenik je bratrem Petra, Petr je
bratrem Jenika, Jenik je bratrem Matenky (ale Mafenka neni bratrem Jenika!).!?

Definice?® Kripkovsky model (pro jednoho agenta) je tvofen mmoZinou moznijch svéti M a relaci
dosazitelnosti < na mnoziné M.2! O kazdém mo7ném svété S € M je uréeno, které vyroky V v ném
jsou pravdivé (coz znacime S I+ V) a které pravdivé nejsou (coZ znaéime S | V). Toto ureni ale nenf
libovolné, musi totiz spliiovat nésledujici podminky:2

e SIF-V pravé tehdy, kdyz neplati S IFV

e SIFVAW pravé tehdy, kdyz SkFVaShkWw

e SIFVVW pravé tehdy, kdyz SIFVmnebo SIFW

e SFV=>W prave tehdy, kdyz S IF W nebo neplati S IFV
e SFV&W pravé tehdy, kdyz SFV=WaSIFW=YV
e SIFKV pravé tehdy, kdyz S <T potom T IFV

S Ik V ¢éteme ,,v mozném svété S je vyrok V pravdivy® nebo ,,v mozném svété S je splnéna formule V.23

B N&zvy T, D, 4 a 5 jsou tradiéni nazvy jednotlivych axiomd.

16Pozor: ne viichni agenti maji tyto vlastnosti (viz nap¥. axiom D a cvi¢eni 9)!

"Tuto definici v&d&ni presndji zachycuje definice KA <« (BA A A). N&kteri myslitelé, nap¥iklad Occam, kladli na
védéni siln&jsl poZadavky: v&déni je odivodn&na pravdiva domn&nka, co by zachytila formule KA < (BA AA A JA),
kde JA oznacuje tvrzeni ,agent mé divod vérit, ze A“.

18Neplati to oviem pokaZdé: jak Casto se mi uZ stalo, %e jsem si nechala vypravét n&jaky vtip, a po vysloveni pointy
jsem se chytila za hlavu: ,,Jéé, vidyt ja ten vtip vlastné uz zndm!*

9Matematikové povazuji relaci za mnoZinu uspofddanych dvojic, coz umozihuje predchozi t¥i vty napsat struéngji: ,byt
bratrem* = {(Jenik, Petr), (Petr, Jenik), (Jenik, Mafenka), ... }.

20Tato definice se podob4 definici kripkovskych modelii intuicionistické logiky, ale je jednodusi: na relaci dosaZitelnosti
neklade zadné zvlastni podminky a podminky pro pravdivost =V, VAW, VV W,V = W a V & W jsou stejné jako
v klasické logice. Slovo ,kripkovsky* budeme Casto pro prehlednost vynechédvat; v tomto textu jiné nez kripkovské modely
neuvazujeme.

21Formélné vzato patii k modelu jestd valuace, kterd kaZdému moZnému svétu urduje, které atomarni formule, tedy
vyroky, které neobsahuji logické spojky, v ném jsou pravdivé.

22Vyjmenované podminky musi byt splnény ve v&ech moznych svétech S,T € M a musi platit pro viechny vyroky V,
W!

23Formélné bychom neméli sm&$ovat vyroky s formulemi - vyroky jsou konkrétni v&ty naSeho kaZdodenniho jazyka,
zatimco formule jsou posloupnosti symbold né&jaké logiky. Pokud za pismenko V dosadim vétu ,sviti sluni¢ko*, bude se
jednat o vyrok, ale pokud V povaZzuji za jméno néjakého bliZe neuréeného vyroku, jedné se o formuli. Kripkovské modely
se obvykle definuji pouze pro formule, v naSem textu jsme je ale definovali pro vyroky.
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S IfV ¢teme ,,v mozném svété S neni splnéna formule V¥ nebo ,,v mozném svété S neni vyrok V prav-
divy*“.
KV ¢teme ,agent vi, ze V je pravdivé“ nebo ,agent si mize domyslet V¥.

Uvedli jsme si axiomy epistemické logiky (nebo lépe Feceno epistemickych logik, protoZe vybereme-li
si jen nékteré z téchto axiomu, dostaneme ruzné epistemické logiky, které budou popisovat ruzné typy
agentli) a definici kripkovskych modeli. K ¢emu nam ale axiomy a modely jsou?

Logikové se pokouseji zachytit dilezité vlastnosti urc¢itych slov a pojmi, které bézné pouzivame. V epis-
temické logice jsou takovymi dilezitymi pojmy ,,védét“ ¢i ,znat"* a ,vérit“. Tyto pojmy maji urcity vy-
znam, ktery je znam vSem lidem, ktef{ umi mluvit piislusnym jazykem; jako u vétSiny slov, ani vyznam
pojmu védét a vérit neni presné ohranieny, coz nam nijak nebrini je pouzivat v na$i kazdodenni redi i
ve filozofii.

Jednim z problémi, na které logikové narazeji ve své snaze zachytit vlastnosti pojmd, jsou pravé
drobné nuance jejich vyznami. Logikové proto vytvareji umélé, formalni systémy, které tento vyznam
vice ¢i méné piesné zachycuji a zpiesnuji. Prvnim krokem na jejich cesté byva volba vhodnych symboli
- v nagem pripadé to je symbol K pro pojem ,vi, ze“, symbol B pro ,véfi“ a symboly -, A,V,= a &
pro logické spojky. Symboly ovsem nezachycuji vyznam pojmi, které symbolizuji; jen umoznuji zapsat
véty prehlednéjsim a stru¢néjsim zpisobem a vynechat z nich vSe, co neni dilezité pro tu ¢ast vyznamu,
kterd nas v dané chvili zajima.

Druhym krokem je volba vhodného forméalniho systému, ktery by néjakym zptsobem zachytil, jak se

zvolené pojmy chovaji; obvykle fikdme, Ze zvoleny systém formalizuje logické vlastnosti danych pojmi.
V zasadé existuji dvé cesty, jak to udélat:
1. syntaktickd cesta Muzeme se pokusit vybrat axiomy, které by popsaly vSechny dulezité vlastnosti
vybranych pojmt. Napiiklad axiom T: KV = V zachycuje dilezitou vlastnost, ze védéni je pravdivé po-
znani. Kdyz budeme mit §tésti, najdeme takovou skupinu axiom, kterd bude popisovat viechny dtlezité
vlastnosti zvoleného pojmu.

2.  sémantickd cesta Pokusime se néjak zachytit, za jakych okolnosti budeme néjakou vétu s danym
pojmem povazovat za pravdivou a za jakych okolnosti za nepravdivou. Opét mame k dispozici nékolik
zptisobi, jak to udélat:

2a. tabulkovd metoda V piipadé logickych spojek ndm vyborné poslouzily tabulky popisujici pravdi-
vostni hodnotu slozeného vyroku v zdvislosti na pravdivostnich hodnotach jednodussich vyroki.

2b.  kripkovské modely Vyznam zvolenych pojmu lze ¢asto dobfe interpretovat v fe¢i moznych svéti:
napriklad to, ze néco vim, znamend, ze umim vyloucit ur¢ité moznosti, jak by mohl vypadat nas svét, a
naopak urcité moznosti povazuji za pravdépodobné.

V piipadé epistemické logiky mame tedy k dispozici axiomy a kripkovské modely. Oboji se snazi néjak
zachytit vlastnosti pojmi ,,vim“ a ,vérim“. Je jasné, ze vysledek naSeho snazeni, totiz volba axiomt a
definice kripkovského modelu, se uz prili§ nepodoba tomu, s ¢im jsme zacali, totiz vétam v bézné lidské
rei a jejich vyznamu. Priznejme si, ze zddnému smrtelnikovi kromé logika nerikd véta ,,vim, Ze slunicko
je Zluté“ totéz jako véta ,povaZzuji za p¥ipustné (dosazitelné) pouze ty mozné svéty, v nichZ je slunicko
zluté®. Proto je pro logiky dillezité otézka, zda aspon axiomy a modely popisuji tytéz vlastnosti vybranych
pojmi.

Cviceni 11. 9. soutéZni uloha

Ukaz, ze axiom K: (K(V = W) A KV) = KW jsme vybrali dobfe - plati ve v8ech (kripkovskych)
modelech znalosti n&jakych agentt.2

Podobné jako v predeslém cviceni, miizeme také pro obé pravidla ukézat, Ze s jejich pomoci dokdzeme
pouze formule, které plati ve vech modelech. Vysledkem je nasledujici dtlezita véta:
Véta 12. (o korektnosti) Kazdd formule, kterou lze dokdzat s pouZitim tautologii klasické logiky,

axiomu K a pravidel modus ponens a necesitace, je pravdiva ve vSech svétech vsech kripkovskych modeli.

Obrécenim predchozi véty vznikne véta o uplnosti, kterd 7iké, Ze lze dokézat vSechny formule, které
jsou pravdivé ve vSech svétech viech modeli.

24Ve svém ditkazu pouZivej pouze definici kripkovskych modelfi - rozhodné nestali prohlasit, e dokazované tvrzeni je
dtsledkem véty o korektnosti, protoZe tu teprv dokazujeme!
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* Rozdily mezi intuicionistickou a epistemickou logikou

V tuto chvili mas nejspis pékny zmatek v tom, jaky je vlastné rozdil mezi intuicionistickou logikou
a logikou epistemickou. Obé preci zachycuji vyznamné vlastnosti znalosti, v obou je te¢ o kripkovskych
modelech a moznych svétech ... Podivejme se tedy podrobnéji na ruzné rozdily mezi témito dvéma
logikami.

1. Rozdily v jazyce

Jazykem néjaké logiky rozumime mnozinu symbolu, které se v té logice pouzivaji. V intuicionistické
logice je jazyk tvoren logickymi symboly —, A, V, =, <, pomocnymi symboly ( a ) a proménnymi pro
vyroky A, B, ... V epistemické logice se vyskytuje navic symbol K, v doxastické?® logice symbol B.

2. Rozdily v zachyceni ¢asu

Intuicionistickd logika vérné zachycuje, jak nage znalosti pribyvaji v ¢ase: pripousti okamziky, ve kte-
rych nemame Zzadné znalosti a 1kd, Ze jednou nabyté pravdivé znalosti se neztraceji (podminka perzis-
tence).

Naproti tomu epistemickd logika popisuje znalosti agenta v jednom ¢asovém okamziku. Umoznuje urcit,
jaké duasledky by agent mohl odvodit ze svych aktualnich znalosti a které stavy svéta povazuje za mozné
a které za nemozné.

Kdybychom chtéli pouzit epistemickou logiku k popisu toho, jak se znalosti agenta vyvijeji v case,
museli bychom do ni p¥idat dal§{ symboly, napiiklad FA (,nékdy v budoucnosti bude pravdivy vyrok
A“) a PA (,nékdy v minulosti byl pravdivy vyrok A“). Pomoci téchto symbolé bychom mohli vyjadrit
tvrzeni jako FK PA (,agent bude védét, Zze prselo®).

3. Rozdily v definici kripkovskych modela

V dusledku toho, 7ze kripkovské modely intuicionistické logiky maji zachycovat pribyvani agentovych
znalosti v pribéhu ¢asu, musi splhovat podminku perzistence: S IF'V a zaroven S < T implikuje T I+ V;
zadny vyrok, o kterém jsme poznali, Ze je pravdivy, uZ pravdivym byt nepfestane. (Je tfeba mit na paméti,
Ze intuicionistickd logika popisuje znalosti, které nejsou zavislé na case. Vyrok ,pr$i“ mize samoziejmé
byt nékdy pravdivy a nékdy ne, ale timto typem vyrokil se intuicionisté nezabyvaji.)

V diisledku podminky perzistence nelze S IF =V definovat jednoduse jako ,neni pravda, ze S IF V*26
a Sk V = W definovat jednoduse jako ,neni pravda, ze VA -W*.

Naopak v epistemické logice se definice pravdivosti formuli tvaru =V a V = W v daném mozném svété
neodvolava na zadné jiné mozné svéty.

4. Rozdily v mnoZiné tautologii

7, predchoziho bodu vyplyva, Ze v epistemické logice se implikace a negace chovaji uplné stejné jako
v klasické logice, zatimco intuicionisticka logika je viiéi témto spojkam ,piisnéjsi“ (klade si vice podminek,
aby uznala néjakou implikaci ¢i negaci za pravdivou). Také z formulace axiomi vidime, Ze v8echno, co je
pravda v intuicionistické logice, je pravda i v klasické (ale ne naopak), a v8echno, co je pravda v klasické,
je pravdai v epistemické (coZz plati i obracené pro formule, které neobsahuji nové ptidané symboly K a B).
TakZe zatimco intuicionisticka logika je obsazena v klasické a ma méné tautologii, epistemicka klasickou
obsahuje a tautologii ma vice.

Modifikace epistemickych logik pro multiagentni systémy

Zatim jsme popsali, jak vypadaji modely znalosti jediného agenta a jak vypadaji kalkuly, které tyto
znalosti popisuji. Nyni se pokusime epistemickou logiku rozsifit tak, aby umoziovala popsat znalosti vice
agentu. Skupindm vice agent se v informatice a logice rikd multiagentni systémy; muze to byt tieba
skupina agentd tajné sluzby, skupina robott, kteif maji spoletné vyplnit néjaky kol (napiiklad rizné
moduly vyzkumné sondy na Marsu) nebo skupina mravenecki, ktefi spoleéné stavi mravenisté. Typické
pro tyto systémy je to, ze znalosti jednotlivych agentti se mohou lisit, ale za urcitych okolnosti si mohou
znalosti i predavat.

Jiz jsme tekli, Ze formalné zavedeme pro kazdého agenta A; jeho vlastni symbol K;, takze K;V bude
znamenat, Ze agent A; zné (pravdivy) vyrok V. Pomoci téchto symbol miizeme zachytit i sloZité agentovy
uvahy o tom, co v8echno védi ostatni agenti: naptiiklad Ky KoKisviti sluni&ko znamend ze agent A;
si muze fict ,,As vi, Ze vim, Ze sviti slunicko”.

25Doxastické logiky jsou ty, které popisuji nase domnénky.
26Mize se toti stit, Ze pro néjaky svét S neni pravda, 7e S IF V, ale je z n&j dosazitelny svét T, ve kterém je pravda,
7e T Ik V. Z toho je vidét, #e navrhovana definice negace by narusila podminku perzistence.
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Definice Kripkovsky model pro mnoZinu agenti Aq,...A, je tvofen mnoZinou moznijch svétu M a
mnozinou relaci dosaZitelnosti <q,--- <, na mnoziné M. K modelu patii jesté valuace, kterad kazdému
moznému svétu urcuje, které atoméarni formule, tedy vyroky, které neobsahuji logické spojky, v ném jsou

vvvvv 7

pravdivé. Pravdivost slozitéjsich vyrokd musi spliiovat nasledujici podminky:??

o SIF-V prave tehdy, kdyz neplati S IFV

e SIFVAW pravé tehdy, kdyz SIFVaSkWw

e SIFVVW pravé tehdy, kdyz SIFVnebo SIFW

e SFV=>W prave tehdy, kdyz S I W nebo neplati S IFV
e SFV&W pravé tehdy, kdyz SFV=WaSFW=YV
o SIFK;V prave tehdy, kdyz S <; T potom TIFV

Cvicéeni 13. Predstavme si sondu, kterd pfistdla na Marsu. Po povrchu planety se nyni pohybuje
drobny robot, ktery mé za tikol provést zakladni chemicky rozbor mistni atmosféry a vzorkt hornin. Robot
vBechny vysledky méreni okamzité odesila matefské sondé a ta je opét odesild védcim na Zem (v pripadg,
7e by se robot nestastnou ndhodou zranil, zapadl do néjaké diry v zemi ¢ se prosté rozbil, budou mit védci
k dispozici alespon ty informace, které jiz stihl odeslat). Formalné toto predavani informaci zachycuji
implikace KrA = KA a KsA = KyA.?® Jak se tyto implikace projevi v pifslusném kripkovském
modelu?

Cviceni 14.

Dokézes v nasledujicim textu odhalit nékolik omyld, kterych se autor dopustil?

Kazdy z moznych svéti reprezentuje zpiisob, jakym Ize nahliZet na okolni svét. Hodlame-Ii uzit episte-
mickou logiku pro popis multiagentniho systému, pak predpokladame, ze svét zobrazuje znalosti o okolnim
svété o¢ima jednoho z agentii. Relace dosazitelnosti mezi svéty definuje vztahy mezi uvazovanymi svéty
opét z hlediska néjakého agenta.

Piiklad

Dejme tomu, 7e agenti, clenové naseho multiagentniho spolecenstvi, hraji kanastu. Uspé$nost hrace je
dana nejen nahodou, jaké karty hrac ziska pii rozdavani. Pro tispéch ve hie je nejdiilezitéjsi schopnost
hrace usoudit, jaké karty maji jeho spoluhraci. Kazdy z agentii ma tedy svilj svét charakterizovany
kartami, které drzi v ruce, a vSemi informacemi, které hrac¢ postupné béhem hry ziskava. Dalsim svétem
je balicek neodkrytych karet, ktery neni dosazitelny pro zadného z agenti. Naopak jiz vylozené karty
tvori svét dosazitelny pro vSechny. Ma-li agent A, v ruce urc¢itou kombinaci karet, miiZe zacit uvazovat
o riiznych moznych variantach toho, co maji v rukou ostatni agenti. Tyto varianty jsou zcela konzistentni
s tim, co agent A; vi (svét wy ), a patii tedy do svétii dosazitelnych ze svéta wy . Necht formule V vyjadruje
tvrzeni ,agent Ao drzi v ruce néjaké eso“. Ma-li napriklad agent A; v ruce vSechna esa, je ziejmé, Ze
tvrzeni V neni pravda v zadném ze svéti dosazitelnych ze svéta wy, ba naopak o vSech takovych svétech
miiZzeme fici, Ze V v nich neplati. Ve svété wy plati O-V, a tudiz pro agenta Ay je tvrzeni =V nutné
pravdivym. Naopak necht formule W rika ,agent A, ma v ruce spodka“. Plati-li ve svété wy, Ze agent Ay
nema v ruce zadného spodka a mezi kartami vylozenymi na stole je praveé jeden spodek, pak Ize odvodit
ze znalosti platnych ve svété wy, ze $W. Tvrzeni W miiZze byt pro agenta A; pravdivé.

( ... ) Pokud epistemickou logiku pouZivdme pro reprezentaci znalosti jednotlivych ¢lenii multia-
gentniho spolecenstvi, pak kazdy jednotlivy svét chapeme jako konzistentni soubor znalosti jednotlivého
agenta.

Vladimir Marik, Olga Stépankovd, Jitf Lazansky: Uméld inteligence 3, str. 206-207.%°

27Vyjmenované podminky musi byt splnény ve viech moznych svétech S,T € M a musi platit pro viechny formule V,
W a pro v8echny agenty Ai,...Ap!

28Robot, Sonda, V&dci; A je ndjaky vyrok. Zanedbavame zde skutetnost, ze pfedani informaci trva n&jaky &as.

29V piivodnim zn&ni se misto o opistemické logice hovoii o modalni logice; misto ,relace dosazitelnosti“ je pouZito
oznaceni ,relace pfistupnosti®; misto oznaceni ,dosaZitelny pro vS8echny* se pouZiva ,pfistupny vSem*; a kone¢né misto V,
W jsou v ptivodnim textu pouzity symboly ¢, 1. Tyto zmény jsou nepodstatné z hlediska vyznamu, ale nezndma terminologie
by Etendfi ztizila orientaci v jiz tak naroéném textu.
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Smeésice poznamek a citata

Sdilené znalosti ztracenych v davu
Jednim z prvnich, kdo se zacali zabyvat vyznamem sdilenych znalosti pro nase socialni interakce, byl
Thomas Schelling v dile Strategie konfliktu z toku 1960. Zde ¢teme:

Ztrati-li muz svou zenu v nakupnim stredisku, aniz by se pred tim domluvili, kde se potkaji, pokud
se rozdéli, je velkd nadéje, Zze se opét brzy najdou. Pravdépodobné si kazdy z nich vzpomene na néjaké
misto, kde by se evidentné mohli potkat, tak evidentné, Ze si oba budou jisti, Ze to je ,evidentni“ pro né
pro oba. Zadny z nich se nebude snaZit prosté uhodnout, kam ten druhy pijde, co by bylo tam, kam by
hddal, Ze ten druhy bude hddat, Ze (ten prvni) pijde, a tak donekonec¢na. Nejenom ,,Co bych délal na
jejim misté?“ ale ,Co bych délal, kdybych na jejim misté premyslel, co by udélala, kdyby premyslela, co
bych udélal jé na jejim misté...?“30

V roce 1969 Lewis popsal tento problém v jazyce teorie her. Jedna se o strategickou hru, v niz se
hraci rozhoduji soucasné. Predstavme si, ze obchodni diim, ve kterém se nachdzi manzelé Petr a Pavlina
Novéakovi, ma étyfi patra. V kazdém policku nasledujici tabulky je zapsano, kolik uspokojeni ziska Petr (1.
polozka) a kolik Pavlina (2. polozka), jestlize Petr bude v patie odpovidajicim danému fadku a Pavlina
v patie odpovidajicim danému sloupecku.

Petr \ Pavlina 1. patro 2. patro 3. patro 4. patro
1. patro (1,1) (0,0) (0,0) (0,0)
2. patro (0,0) (1,1) (0,0) (0,0)
3. patro (0,0) (0,0) (1,1) (0,0)
4. patro (0,0) (0,0) (0,0) (1,1)

Vidime, Ze pro oba ,hrace“ této jednoduché hry jsou vyhodné tytéz situace - totiz ty, v nichz se sejdou
ve stejném patie. Tyto situace se nazyvaji Nashovy rovnovizZné pozice, protoze pokud se jich podari
dosadhnout, zadny z hra¢t uz nebude mit diivod danou situaci né&jak ,,vylepgovat®.3!

Je jasné, ze pro oba narocnost této hry spociva ve vybéru patra do jit. Za jakych okolnosti se Petr
rozhodne jit do 2. patra? Bude to tehdy, kdyZ bude mit pfiméfenou jistotu, Ze do téhoz patra pujde i
Pavlina (jistota 1. fadu). Takovou pFimérenou jistotu muiZe mit jen tehdy, kdyz bude mit pFiméfenou
jistotu, ze Pavlina mé primérenou jistotu, ze on pujde do 2. patra. K tomu, aby Pavlina méla pfimérenou
jistotu, ze Petr ptjde do 2. patra (jistota 2. fddu), pot¥ebuje mit pFfimérenou jistotu, Ze Petr mé pfimé-
fenou jistotu, Ze ona pujde do 2. patra (jistota 3. fadu), takZze celkové Petr potiebuje mit jistotu 4. Ffadu,
ze... Kdyby tak Petr védél, ze Pavlina vi, Ze on vi, Ze ona vi, Ze on vi, ... Ze pijde do 2. patra, bylo by
to dobrym divodem tam jit.

Pfesné timto zpisobem Lewis definuje sdilenou znalost Z skupiny agentii. Sdilend znalost je takova
znalost, Ze pro kazdé n a pro kazdou posloupnost agentti A, As,... A, (tentyZz agent se v posloupnosti
miize opakovat vicekrat) plati: Ay vi, ze As vi, Ze ... Ze A, vi, Ze Z.* Specidlné pro n = 1 dostavame,
ze vSichni agenti védi, ze Z.

Hra dvou véznua

7, predeslého vypravéni by se mohlo zdat, ze Nashovy rovnovazné pozice vidy odpovidaji tém nejvy-
hodnéjsim celkovym vysledktim hry. Ukazme si hru, ve které Nashova rovnovazna pozice je pro oba hrace
nevyhodné - a pfesto v ni hra skon¢i, budou-li hrac¢i hrat rozumné!

Ty a tvij partak jste obvinéni z kradeze. Kazdy z véas je uvéznén v jiné cele, takZe se nemuzete nijak
domlouvat. Tvij pravnik ti sdélil, ze pokud se ani jeden z vas nepfiznd, budete oba na zakladé ¢aste¢nych
ditkazt odsouzeni ke dvéma letim vézeni. Pokud se pfizna$ a budes svédcéit proti svému partiakovi, zatimco
on se nepfiznd, dostanes pouze ro¢ni trest, zatimco tvij partak bude odsouzen na ¢tyfi roky vézeni. Pokud
se pfiznéate oba, odsedite si v chladku t¥i roky. Vi také, ze tvij partdk je ve stejné situaci jako ty.

Celou situaci muzes zachytit tabulkou:

30pteklad je mutj vlastni: When a man loses his wife in a department store without any prior understanding on where
to meet if they get separated, the chances are good that they will find each other. It is likely that each will think of some
obvious place to meet, so obvious that each will be sure that it is "obvious” to both of them. One does not simply predict
where the other will go, which is wherever the first predicts the second to predict the first to go, and so ad infinitum. Not
?What would I do if I were she?” but »What would I do if I were she wondering what she would do if she were wondering
what I would do if I were she ... 7”
Thomas Schelling: The Strategy of Conflict, Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts 1960.
31 Anglicky vyraz je Nash equilibrium.



Ja \ partak

prizna se neprizna se

priznam se
nepriznam se

(3,3) (1,4)
(4,1) (2,2)
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Pravdépodobné budes uvazovat asi takto: ,,Bez ohledu na to, jestli se mtj partdk pfizna nebo ne, je

pro mé vyhodnéjsi se priznat - v obou pripadech dostanu o dva roky nizsi trest.”

Protoze tvij partak uvazuje uplné stejné, oba se priznate a odsedite si tii roky za miizemi. P¥i tom by
pro vas pro oba bylo vyhodné&jsi, kdyby se ani jeden z vas nepfiznal (odsedéli byste si pouze dva roky)!
JenZe pozice (2,2) neni rovnovazna - alespon jeden z vés by si mohl polepsit tim, Ze by se p¥iznal. Proto
tato situace pravdépodobné nenastane - kdyby to vypadalo, Ze se nechce$ pfiznat, tviij partak zpozoruje
svou piilezitost, pfizna se a bude svédéit proti tobé. Tobé nezbyde, nez se pfiznat také (pfeci jen je lepsi

odsedét si t¥i roky nez ¢étyfi) ...

Cviceni 15. Zkus najit situace ze skutetného zivota, v nichZz Nashova rovnovazna pozice (tedy pozice,
ve které si uz nikdo ze zG¢astnénych nemiize nijak polep§it) je pro véechny méné vyhodna nez néjaks jind
pozice, ve které si ale nékdo muze polepsit (nejspis na tkor ostatnich).
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Napovédy, reseni a poznamky k nékterym cviéenim
Reseni cvideni 1
Prislugna formule by musela vypadat asi takto:

CF & EFANEEFANEEEFA...

V8echny vyskyty symbolu E mizeme zkusit nahradit podle definice:
CF & KiFAKFA...K,FA

KiKiFAK KsF A ... ANK{KoFAKoK(FAKoKoF A ... A K K,FA
KiIKiK\FA ... NK K KGFAK K KsF Ao A Ky KnKnFA

Poznamka ke cvieni 1  Obé formule, které jsme napsali vyse, jsou nekonecné. V logice neni
zvykem pracovat s nekoneénymi formulemi a navic je otdzkou, jestli skute¢ni agenti, ktefi jsou konecni,
mohou podle této definice nékdy sdilet znalosti s jinymi agenty. Pokud totiZz agenti 4; a A, sdili znalost
F, mél by kazdy z nich mit nekoneéné mnoZstvi znalosti tvaru K1 F, K1 KoF, K1 KoK F, ... PHi tom je
ziejmé, ze napriklad lidé maji s jinymi lidmi mnoho spoleénych vlastnosti i pres to, zZe jejich mozek je
schopen ukladat pouze konecné mnozstvi informace.

Podobné jako v jinych problémech, se kterymi se v epistemické logice setkdme, i zde je feSenim prohlasit,
ze agenti nemusi mit v8echny tyto znalosti aktualné ,ulozené v paméti“, ale musi je mit potencidlné ¢i
implicitné - na zakladé svych znalosti a schopnosti by si je mohli kdykoli odvodit ¢i domyslet.

ReSeni cviteni 4 V pifpadé, ze V & Bgo;V, by obrizek vypadal takto:

Sy IFV, W Q

@ 52IFV,~W

Ss IF =V, Q

Wee——@ 3, IF-V,-W

Poznamka ke cviceni 5

Zatimco ve skutedném svété je mezi formulemi K-V a =KV zcela zasadni rozdil, pfi psani pocita-
¢ovych programil se ob¢as povazuji za ekvivalentni. Konkrétné je to napriklad v nékterych databazich
(programech pro ukladéni a pozdgjsi vyhleddvani velkého mnozstvi informaci) a dale t¥eba v programo-
vacim jazyku ProLog. V obou pripadech se jednd o situaci, kdy se uzivatel zeptd, zda je pravdivy néjaky
vyrok V. Poéita¢ prohleda soubor informaci, které ,znd“ (mé je ulozené v paméti; bud to jsou informace
ulozené v databézi, v pfipadé jazyka ProLog to jsou informace obsaZené v samotném programu) a pokud
mezi nimi najde vyrok V, odpovi uzivateli, ze je pravdivy. Pokud vyrok V nenajde, odpovi uzivateli, Ze je
nepravdivy.3? Budeme-li formuli K'V povazovat za zapis tvrzeni ,poéita¢ povazuje vyrok V za pravdivy®,
bude skuteéné platit K-V < -~ KV! Ti, ktefi programuji v ProLogu nebo pouzivaji zminované databaze,
védi, ze si musi dévat veliky pozor na zplisob, jakym jejich pocita¢ rozumi negacim.

ReSeni cvideni 6  Znalosti agenta jsou v souladu s aktudlnim stavem svéta ve svétech Sy, Ss, Sg a
S7. VSechny tyto svéty jsou totiz dosazitelné samy ze sebe.

. s ey .
Refeni cvifeni 7

32Tento zptisob nakladani s negaci se oznatuje anglickym vyrazem negation as failure, tedy negace jako netspéch.
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Reseni cviceni 8
Védéni je vzdy pravdiva znalost, tedy K’V = V. V8imni si, 7e pokud pfipouStime pouze pravdivé
znalosti, tak je z kaZdého sv&ta dosaZitelnj alespoii on s&m.??

Predpokladejme, ze kazdé dva mozné svéty se lisi pravdivosti alespon jednoho vyroku. Pokud je agent
vievédouci a nikdy se nemyli (V < KV), je z kazdého svéta dosazitelny pouze tento svét sam. V piipadé
se Ctyrmi svéty z piikladu 2 vypada obrazek takto:

Sy -V, W Q

° Sy -V, -W

Syl =V, W@

Vsimni si, ze v tomto pripadé je agent schopen pfesné urcit, ve kterém mozném svété se nachézi - jen
jediny svét je pro néj dosazitelny.

® S, IF-V,-W

Kdybychom pfipustili moznost, ze ve dvou moznych svétech S a T jsou pravdivé piesné tytéz vyroky,
vypadal by obrazek takto:

g T

Reseni cviteni 9  Pokud piipustime, 7e agent ma véechny pravdivé poznatky (V = BV) a také
nékteré nepravdivé domnénky (nastane p¥ipad -V A BV), nebude z daného mozného svéta dosazitelny
ani on sam, ani zadny jiny. Ve chvili, kdy agent véfi néjakému vyroku i s jeho negaci (BV A B—V), nemiize
byt dosazitelny zadny mozny svét, protoze v kazdém mozném svété je splnéna podminka klasické logiky,
ze negace vyroku je pravdiva pravé tehdy, kdyz vyrok sdm neni pravdivy. V zddném mozném svété tedy
vyroky V a =V nemohou byt soucasné pravdivé.

Reseni cvideni 10  Piedpokladejme, Ze plati axiom T: KA = A. Verzi axiomu D dokaZeme sporem.
Necht plati K (A A —A). Potom podle T také A A —=A, coZ je spor.

Reseni cviceni 11
Predpokladejme, Ze mame né&jaky kripkovsky model a v ném néjaky svét S.
Jestlize S IF K(V = W) A KV, tak pro vechny svéty T dosazitelné z S plati T' IF V = W a také

T IF' V. Ovsem podle definice pravdivosti implikace z toho plyne, ze T IF W. Odtud S IF KW, protoze ve
vSech svétech dosazitelnych z S je W pravdivé.

Napovéda ke cviéeni 13  Zjisti, jak se lisi mnozina moznych svéta dosazitelnych z daného svéta
vzhledem k relacim <pg, <g, <y!

Reseni cvideni 13 Vzhledem k tomu, 7e védci maji k dispozici vice informaci nez sonda (napiiklad
informace od dalsich sond nebo informace z dalekohledil na zemi), povaZuji méné moZnosti za piipustné:
méné stavi svéta je v souladu s jejich poznatky. Naopak, vSechny stavy svéta, které védci povazuji za
mozné (jsou dosazitelné v relaci <y) jsou v souladu se v8emi poznatky sondy (takZe jsou dosaZitelné i
v relaci <g). Jinak feceno, jestlize pro dva svéty P a @ plati P <y @, tak pro né plati také P <g @ a
pokud P <g @, tak P <p . Pokud oznac¢ime mnozinu moznych svétu dosazitelnych z néjakého pevné
daného svéta v relaci <y (resp. <g, <g) symbolem My (resp. Mg, Mg), bude platit My C Mg C Mg.

33Rekneme, e relace dosazitelnosti je reflezivni.
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<y My = {Ql}

- Ms ={Q1,Q2}
- — —Pre =S

- Mp ={Q1,Q2,Qs}
o - Pre =R

Reseni cviceni 14

V prvé radé, autor si neuvédomil, Ze v kazdém mozZném svété je o kazdé atomické formuli Feceno,
zda je pravdiva ¢ nepravdiva. Jak by tedy mohla byt pravda, ze ,kazdy jednotlivy svét chapeme jako
konzistentni soubor znalosti jednotlivého agenta‘“, kdyz znalosti jednotlivého agenta jsou netplné a tedy
existuji atomické vyroky, o kterych nevi, zda jsou pravdivé ¢i nepravdivé?

Za druhé, autor se domniva, Ze viem agentium piislusi jakdsi spoleéné relace dosazitelnosti (,agent
A; (...) miize zagit uvazovat o riznych moznych variantich toho, co maji v rukou ostatni agenti. Tyto
varianty jsou zcela konzistentni s tim, co agent Ay vi (svét wy ), a patii tedy do svétli piistupnych ze svéta
wy-“). Ve skute¢nosti mé kazdy agent svou vlastni relaci dosaZitelnosti; autor citovaného textu se spravné
domniva, Ze tato relace dosazitelnosti odpovidd tomu, ze dané stavy svéta jsou v souladu s agentovymi
poznatky.
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4. MODALNT LOGIKY

Shledavame totiz ve vécech nékteré, u nichZ jest mozno byti a nebyti, nebot se shledava, ze nékteré se
rodi a hynou a v diisledku toho mohou byti a nebyti. Ale jest nemozné, aby vSechno, co je takové, bylo
vzdycky, ponévadz co miize nebyti, nékdy neni. Jestlize tedy vSechno miize nebyti, nékdy nebylo skutecné
nic. Jestli viak toto jest pravda, ani nyni by nic nebylo, ponévadZ co neni, nezacina le¢ skrze néco, co
jest. Nebylo-li tedy zadného jsoucna, nebylo mozné, aby néco zacalo byti, coz je ziejmé nespravné. Tedy
ne vSechna jsoucna jsou moznd, nybrz musi byti ve vécech néco nutného. Ale kazdé nutné bud ma pficinu
své nutnosti odjinud, nebo nema. Neni pak mozno postupovati do nekonecna v nutnych, jez maji pri¢inu
své nutnosti, jako to neni mozné u pricin acdinnych, jako bylo dokdzano. Tedy jest nutno stanoviti néco,
co je samo sebou nutné, nemajic odjinud pri¢iny nutnosti, nybrz co jest pri¢inou nutnosti jinym.

Tomé&s Akvinsky: Summa theologicae!

Cviceni 1. O ¢em myslis, Ze je predchazejici text? Dokazes v ném objevit néjakou logickou chybu?

Podle ukazky jsi mozna uhodl, Ze dnes bude fe¢ o tom, co je mozné a co je nutné. To jsou otazky,
které trapily filozofy po cela staleti.

Na konci 20. let zalozila skupinka védci, z nichz nejvyznamnéjsim byl filozof a logik Rudolf Carnap,
uskupeni nazvané Vidensky kruh. Jejich manifestem se stal text nazvany Védecky svétovy ndzor - Viden-
skyj kruh?, ve kterém od samého poc¢atku prohlaguji, ze vSechny problémy tradiéni filozofie jsou budto
pseudoproblémy vytvorené nespravnym zachazenim s jazykem, nebo by je méla fesit fyzika ¢i biologie:

Vyjastiovani tradi¢nich filozofickych problémi vede k tomu, Ze budou ¢astecné odhaleny jako problémy
zdanlivé, a ¢astecné preménény v problémy empirické a tim podrizeny soudu empirickych véd.

Jaroslav Peregrin: Analytickd filosofie (nacrt!), kapitola 4, str. 3.

Zakladnim piinosem Videnského kruhu moderni filozofii se stal jejich obrovsky diraz na to, aby bylo
jasné Fefeno, co znamenaji pojmy, se kterymi se pracuje. Carnap a ostatni ¢lenové skupiny se totiz
domnivali, ze v8echny filozofické problémy ptijde rozlousknout pomoci logické analyzy jazyka, tedy pomoci
rozboru logickych vztahi mezi pouzitymi slovy a jejich vyznami.® Proto se pro né vzilo také oznaceni
logicti pozitivisté.*

Vratme se k textu od Tomase Akvinského a podobné jako pozitivisté se pokusme zamyslet nad tim,
co znamenaji slova, kterd se v textu vyskytuji. Dfive nez tak uéinime, podivejme se do slovniku cizich
slov, co znamenaji vyrazy, s nimiz se budeme ¢asto setkavat:

modalni slovesa (zptsobovd) = obméiiujici vyznam slovesa po strance zpiisobové (moznosti, viile,
nutnosti apod.): chtit, mit (za povinnost), moci, musit, smét, napf. nemocny chce jist, ale smi jen pit;
modalni éastice = vyjadiujici stanovisko mluvciho k obsahu véty, napr. mozna, pry atp.;
modalita = 1. moZny zpiisob, jak se néco provadi, nebo okolnost, za niz se (podle tmluvy) néco
provadi 2. stupen jistoty urcitého soudu, jeho charakteristika z hlediska ,sily“ tvrzeni 3. uplatnovani
postoje mluvéiho ve vypovédi, tj. Ze ji povazuje za skutecnou, chténou atp.
Doc. dr. Lumir Klimes, CSc.: Slovnik cizich slov, str. 452.

Slovem modalita budeme vét§inou oznacovat slova ,moznd“ a ,nutné“ a logické symboly ¢ a O, kterymi
je oznacujeme. V SirSim smyslu se v logice za modality povazuji vSechny vyrazy, které v néjakém smyslu
vyjadiuji vztah mluvéiho k uréitému vyroku nebo upravuji jeho vyznam, napiiklad tedy vyrazy ,véfim,
ze“, ,vim, ze“, je vSeobecné znamo, ze“, ,je prikdazano“, ,musim zaridit, aby“, ,nesmim dopustit, aby*“,
»je dokazatelné, ze“ a mnohé dalsi.

Rozhodne-li se logik zacit zkoumat logické vlastnosti néjakych slov pfirozeného jazyka, v nasem pripadé
slov ,nutné“ a ,moznd“, ma nékolik moznosti jak zacit:

Lpielozili ¢edti dominikani. Frantisek Marek, St&pan Zapletal: Filosoficks, &itanka, str. 50-51.

2Kromé& Carnapa se na sepisovani textu podileli také matematik Hans Hahn a sociolog Otto Neurath.

3U% dévno p¥ed nimi racionalista Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) tvrdil, e mnohé filozofické problémy by zmi-
zely, kdyby se podrobnéji prozkoumaly nedokonalosti jazyka. MyS8lenkové proudy 20. stoleti, které rozvijeji tuto myslenku,
nazyvame souhrnné analytickd filozofie.

48ltvko pozitivismus zde oznaluje presvédéeni, ze skuteny smysl maji pouze otazky, na které lze odpovédét na zaklads
pozorovani a méFeni, tedy otdzky empirické, na které davaji odpovéd p¥irodni védy.
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1) Pomoci nékolika formuli popsat, jak se tato sltivka chovaji, a pouZit je jako axiomy logického systému.
Tento zptisob se nazyva axiomaticky nebo také syntakticky, protoze vede k vytvareni systémt, se kterymi
mutzeme pracovat, i kdyz zapomeneme na plivodni vyznam symboli; takové systémy se v logice nazyvaji
kalkuly a ¢ast logiky, ktera se jimi zabyva, syntaze. Syntaxe zahrnuje i volbu symbola pro dulezité pojmy
a popis, jak smime tyto symboly fadit za sebe. (Napiiklad posloupnost symbold ABV = A- totiz nedava
zadny smysl.)

2) Formulovat kritéria pro urcovani pravdivosti vyroki ,moZnd A“ a ,nutné A“. Napiiklad miZeme
zkusit nalézt tabulky, které by urcily pravdivostni hodnotu vyrokl ,mozna A“ a ,nutné A“ na zakladé
pravdivostni hodnoty vyroku A. Nebo mtzeme vytvaiet modely, pomoci kterych uréime pravdivost vyrokt
y,moznd A“ a ,nutné A“ v riznych moZnych stavech svéta. Tento postup se nazyva sémanticky, protoZze
se tyka logického zkoumani vyznamu, tedy ¢asti logiky nazyvané sémantika.

3) Popsat, jaké argumenty a protiargumenty lze pouZit v diskuzi o vété, kterd zmihovand slivka
obsahuje. To lze udélat naptiklad urcenim pravidel logické hry. Tento postup se nazyva dialogicky nebo
dynamickyj, protoze se pri ném logiku nahlizime jako soubor pravidel pro rozhovor - dialog, nebo jako
dynamicky proces piesvédéovani partnera v dialogu.’

Lukasiewiczovo zkoumani vlastnosti modalit

Prvnim, kdo se zabyval zkouménim logickych vlastnosti modalit, byl polsky logik Jan Lukasiewicz,
ktery se pii svém studiu stFedovéké filozofie pokusil symbolizovat pravidla stfedovéké modaln{ logiky (tedy
logiky zabyvajici se vyroky o tom, co je mozné a nutné) pomoci moderni logiky vyrokové. Lukasiewicz
zavedl nasledujici znaceni:

GA je mozné, ze A possibile
=$A  neni moZné, Ze A impossibile
$-A  je mozné, Ze ne-A contingens

={$=A  neni mozné, ze ne-A  necessarium

Jak ukazuje Givodni citat, k ivahdm o mozném patii také ivahy o nutném. Pro nutnost mame opét
CtyTi moznosti:

CA je nutné, 7ze A

—=OA  neni nutné, ze A

O-A  je nutné, Ze ne-A

—=[O-A neni nutné, Ze ne-A
Cvicéeni 2. Latinska slova possibile, impossibile a necessarium znamenaji mozné, nemozné a nutné.
Rozhodni, jak tyto tfi moZznosti zapsat pomoci symbolu .

Lukasiewicz dale zkoumé tii ptirozené vlastnosti tohoto typu vyroka:

(V1) Jestlize neni mozné, ze A, pak ne-A. -QA = —A

(V2) Jestlize ne-A, pak (v tomtéz casovém okamziku) neni mozné, 7ze A. -A = -0A

(V3) Pro nékteré vyroky B plati, Ze je mozné, ze B, i Ze je mozné, Ze ne-B.

Existuje B takové, Ze $B A $—B.

Odhlédneme-li od toho, Zze se nim nepodafilo formalizovat tieti vlastnost ¢isté vyrokové-logickou for-
muli, mame tu dalsi problém:
Cviceni 3. Pomoci axiomu (A3) klasické logiky

(A3) (B=-A)=(A=DB)
odvod z (V1) a (©2) formuli C & $C.

To uZ je samo o sobé divné: fikd to napiiklad, Ze je-li mozné, %e vyhraji ve Sportce milién (protoze
jsem si vsadila), tak vyhraji ve Sportce milién! JenZe to neni vSechno:
Cviceni 4. Na zakladé predeslého cvideni mizeme vSechny vyskyty znaku & v (03) vymazat. Zjisti,

co dostaneme.

Vidime, 7ze ackoli tfi zminované vlastnosti vypadaly celkem rozumné, vede jejich prijeti k nepfija-
telnym disledkiim. Po tomto pocatecnim netspéchu s axiomatickym postupem, se Lukasiewicz obratil
k sémantickému zptusobu zkoumani logickych vlastnosti slov ,,mozna“ a ,nutné®.

5Dialogicky pifstup k modalnf logice je pomé&rné komplikovany a proto nenf v textu vyloZen.
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Lukasiewiczova trojhodnotova logika

Lukasiewicz navrhuje misto vyrokové logiky, kterad pracuje pouze s dvéma pravdivostnimi hodnotami
- vyrok je pravdivy nebo nepravdivy - pouzit logiku trojhodnotovou, ve které je navic i pravdivostni
hodnota mozZnost. Tuto tfeti hodnotu budeme znacit x.

Ostatné princip dvouhodnotovosti odmital uz Aristoteles. Jeho oblibenym piikladem byla véta ,zitra
bude namorni bitva“. Pokud je tato véta pravdiva, musi se zitra nutné konat namoini bitva, ackoli o tom
jesté nikdo nerozhodl. Je-li nepravdiva, je nemozné, aby se bitva konala. Jestlize tato véta musi mit jednu
7 pravdivostnich hodnot pravda / nepravda, je o tom, zda se bitva bude konat, pfedem rozhodnuto a
nemutzeme s tim uz nic udélat.

Pozdéji byl tento problém zformulovan jesté razantnéji. Napriklad §vycarsky reformator Kalvin tvrdil,
ze o kazdém c¢lovéku Bih predem vi, jestli bude spasen nebo ne - nemame zadnou $anci to svym jednanim
ovlivnit. Diky tomu, ze Bih je vSevédouci, musi byt pfedem dano, koho spasi ...

Na poli filozofie vede tedy dvouhodnotové logika k deterministickému pohledu na svét a popira jakoukoli
moznost svobodné volby ohledné toho, co budeme jist, pit, jakymi cestami se budeme ubirat a s kym se
budeme piatelit. Viechno je predem urcéeno, nebot vyroky jako ,budu-li jesté nazivu, ddm si 13. Cervence
2013 k obédu gulas“ maji pfedem danou (a¢ ndm nezndmou) pravdivostni hodnotu.

Lukasiewicz nabizi feseni: vyroky o budoucnosti nechf maji pravdivostni hodnotu x, které budeme ro-
zumét jako ,moznost“. Samoziejmé musime urcit, jakou pravdivostni hodnotu budou mit sloZené vyroky;
po vzoru klasické logiky to udélame pomoci tabulek.

Hodnota x odpovida tomu, co se v logice a filozofii bé&zné nazyva kontingence - vyrok s pravdivostni
hodnotou x mtze byt pravdivy a miize také byt nepravdivy. Vojtéch Kolman pfesvédcéivé doklada, ze
bézné uziti slova ,moznad“ odpovida pravé kontingenci:

Rekneme-li v bé7né promluvé, 7e ndjaké situace (A), napr. vitézstvi urcité strany ve volbdch, je docela
dobfe mozna (¢ A), nesporné tim popirdme, Ze by tato strana ve volbach vyhrdt nemohla, tzn. Ze by jeji
prohra byla nutna (=O-A). To, Ze by vyhrdt musela (OA), samoziejmé nepredpokladdme (nespolutvr-
dime), zd4 se ale, Ze to dokonce implicitné vylucujeme (—OA), nebot na prislusny dotaz (,myslite si, Ze
musi vyhrdt?“) odpovime nejspi§ zaporné: ,Nemusi ani vyhrat ani prohrdt, oboji je mozZné.*

Vojtéch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborniku Moznost, skutecnost, nutnost, str. 40.

Lukasiewicz pro logické spojky navrhl nasledujici tabulky:

A |B |AAB |AVB |A=B |[A&B
1|1 1 1 1 1
1 |x X 1 X X
110 0 1 0 0
x |1 X 1 1 X
X | x X X 1 1
B |[-B |{$B |OB x [0 0 X X X
1 0 1 1 0|1 0 1 1 0
X X 1 0 0 |x 0 b d 1 b d
0 1 0 0 0|0 0 0 1 1

Misto toho, abychom pro kaZzdou kombinaci hodnot A a B psali zvlastni fadek, miZeme pro kaZdou
spojku napsat jeji vlastni tabulku, ve které hodnoty A napiSeme do levého sloupecku a hodnoty B do
horniho radku:

AAB |1 x O AVvVB |1 x 0 A=B |1 x 0 AsB |1 x 0
1 1 x 0 1 1 1 1 1 1 x 0 1 1 x 0
b d x x 0 X 1 x x X 1 1 x X x 1 x
0 0 0 O 0 1 x 0 0 1 1 1 0 0 x 1

Za tautologie této trojhodnotové logiky budeme povazovat ty formule, které pro vsechny mozné hod-
noty svych proménnych maji pravdivostni hodnotu 1.

Nisledujici tautologie klasické logiky nejsou tautologiemi trojhodnotové modalni logiky. V zavorce je
pro zajimavost a zmateni ¢tenafe uvedeno, zda se jednd o intuicionistickou tautologii.

(1) Av-A zédkon vylou¢eného tretiho (intuicionisticky neplat{)

6V této logice ale plati nékteré z asto zpochybiiovanych tautologii klasické logiky:
(1) A= (B=A) axiom (A1), ,paradox implikace* (intuicionisticky plati)
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(2) =(AA-A) zdkon sporu (intuicionisticky plati)
(3) (An-A)=B spor implikuje cokoli (intuicionisticky plati)
4) (FA=A)=>A dikaz sporem (intuicionisticky neplati)
(5) (A=-A)=-A vyvraceni sporem (intuicionisticky plati)

To, ze v trojhodnotové logice neplati zadkon vylouceného tietiho, bychom mozné uhodli uz z jeho nazvu
- samoziejmé, Ze pripoustime i t¥eti moZnost, totiZz Ze vyrok neni ,ani pravdivy, ani nepravdivy*!

O néco prekvapivéjsi uz se muze zdat to, ze neplati zadkon sporu, tedy ze néjaky vyrok ,muze byt
soucasné pravdivy i nepravdivy“. OvSem je dobré si uvédomit, ze ve skutecnosti to znameng pouze to, Ze
A A=A miZe mit i jinou hodnotu nez ,nepravda“. Konkrétné mize mit i hodnotu ,mozna“, ale nemiize
mit hodnotu ,pravda“! Vime-li, zda je vyrok A pravdivy ¢i nepravdivy (pravdivostni hodnota A je 1 nebo
0), ma vyrok A A —A hodnotu ,nepravda®. Pouze v pfipadé, Ze vyroku A pfifadime hodnotu ,mozné“,
mé také vyrok A A A hodnotu ,mozna“. Zkritka a dobte, v téhle logice si miZzeme dovolit nasledujici
zbrklou Gvahu: ,Jestlize mize byt pravdivy vyrok A a také muZze byt pravdivy vyrok —A (coZ odpovida
tomu, Ze A mé hodnotu x), tak mize byt pravdivy i vyrok A A =A.“

To, Ze neplati tii zbyvajici formule, je disledkem toho, Ze neplati zadkon sporu.

Cviceni 5. Ukaz, Ze Ze v trojhodnotové modalni logice plati nasledujici:

(1) DA & ~0-A definice [0 pomoci ¢
(2) OA & -0-A definice < pomoci 007
(3) O(A = B) = (DA = OB) axiom K
(4) Jsou-li A a A = B tautologiemi této logiky, je i B tautologii této logiky. pravidlo modus ponens
(5) Je-li A tautologii této logiky, je i OA tautologii této logiky. pravidlo necesitace

Cviceni 6. Ukaz, ze v této logice plati implikace JA = A a A = QA vyjadiujici, Ze je-li néco nutné,
pak to tak je, a pokud je néjaky vyrok pravdivy, pak je mozné, aby byl pravdivy. Ukaz také, ze plati
ekvivalence $OA & $A a OOA < OA, tedy ukaz, ze

(1) A je mozné, pravé kdyz je mozné, ze A je mozné
(2) A je nutné pravdivé, pravé kdyz je nutné, Ze A je nutné pravdivé

Spojky této logiky nejsou nezavislé; ve skutecnosti lze vSechny definovat pomoci implikace a negace.
Definice jsou nasledujici:

AVB jezkratkouza (A= B)=B

AAB jezkratkouza —(—AV -B)

A & B jezkratkouza (A= B)A(B=A)

OA je zkratkou za —-A = A

A je zkratkou za —{$—A

Cviceni 7. Celkem piekvapivé vypada zjisténi, Ze Lukasiewicz definoval tabulku pro {A na zakladé
ekvivalence $A < (-A = A). OvEF, Ze tato ekvivalence je tautologii trojhodnotové modélni logiky.

Cviceni 8. UkaZ, Ze v modalni trojhodnotové logice plati (V1) —$A = —A, ale neplati (02) —-A =
QA

Vidime, ze Lukasiewicz ve své snaze vytvorit forméalni systém, ktery by odpovidal stfedovéké modalni
logice, prilis neupél: kdyZ to zkousel axiomaticky, dospél ke sporu (viz cvifeni 4); kdyZ to zkousel pomoci
tabulek, nepodarilo se mu zachytit vlastnosti, které moznosti a nutnosti prisuzovali stredovéci myslitelé
(viz cviceni 8). Zd4 se tedy, Ze ndm nezbyva nic jiného, neZ vratit se ke Carnapové ndvrhu poradné se
zamyslet na vyznamem slov ,mozna“ a ,nutné“.

(2) "A = (A=B) ybaradox implikace“ (intuicionisticky plati)
(3) (B=-A)= (A= B) axiom (A3) (intuicionisticky neplati)
(4) A A zakon dvoji negace (intuicionisticky neplati)

"Diky ekvivalencim [JA < —¢$—A a $A < —[J-A stadi napsat tabulku pro jednu z modalit <>, (1 a p¥ijmout vhodnou
z nich jako axiom. Obé tyto formule plati témér ve vSech modélnich logikach, protoze popisuji vlastnost vétginy modalit:
nutné je to, co nemize byt jinak, a mozné je to, co nemusi nebyt.



61

Rizné druhy moZnosti

P1i studiu logickych vztaht mezi vyroky o moznosti a nutnosti velmi brzy narazime na to, ze slivka
,mMozna‘ a ,nutné“ pouzivame v mnoha ruznych kontextech a v kazdém znamenaji néco trochu jiného.
Pokusme se nyni popsat nékolik zakladnich zptsobt chapani téchto vét.

Redukcionisticka teorie modalit

Nékteré véty o moznosti a nutnosti lze preformulovat jako véty se sluvky ,kazdy“ a ,néktery“: Na-
priklad fekne-li matematik, Ze prvocisla vétsi nez 2 jsou nutné lichd, mé tim prosté na mysli, ze kazdé
prvocislo vétsi nez 2 je liché. Podobné si lze tvrzeni, Ze fialky mohou byt bilé, vykladat tak, Ze nékteré
fialky jsou bilé.® A do tietice: v Gvodnim citdtu a komentafi k prvnimu cvideni jsme vidéli, ze Tom4s
Akvinsky pouziva slov ,nutny“ a ,moZny* ve vyznamu ,vzdy existujici“ a ,nékdy existujici, ale nékdy
neexistujici“.?

Protoze takto redukujeme vyroky modalni v bézné vyroky bez modalit, fika se tomuto pojeti redukci-
onisticke.

V tomto chapani plati dvojice implikaci JA = A (co nastava nutné (vzdy), to je pravdivé) a A = $A
(skutecny stav véci je mozny (nastava alespon nékdy)).

Epistemické modality

Epistemologie je ¢ast filozofie zabyvajici se poznavanim. Epistemické zde tedy znamend ,tykajici se
aktudlniho stavu nageho poznani“.

Redukcionistické chapani vyznamu slov ,,mozny* a ,nutny* nékdy vede k paradoxtim: vété ,je mozné,
7e se Zemé stietne s cizim télesem a zanikne“ rozhodné nechceme rozumét tak, Ze existuje téleso, se
kterym se Zemé st¥etne a zanikne - vzdyt ¥ika pravé jen to, Ze takové téleso existovat miize (ale nemusi)!
Tuto vétu si budeme vykladat jako tvrzeni ,nejsou mi znamy zakony, z nichz by vyplyvalo, ze Zemé touto
cestou nezanikne“.

Také v detektivkach se casto vyskytuji situace, v nichz hrdinové usuzuji na moznost ¢i nutnost néjakého
vysvétleni na zakladé toho, co je jim znadmo:

,Kdo zabil hostinského?“ zacal znovu Richards zmaten. ,VZdyt by s nim mélo praci nékolik muZi,
nez by ho premohli. Ac¢koli jich mohlo byt vic, kdo v tom méli prsty. Jestli byl nékdo nendvidén, pak to
byl on.“

Byl to kramar,“ rekla Mary zvolna. ,Zapomnéla jsem na kramare. Musil to byt on; dostal se néjak
ze zavieného skladisté.“

Chytila se této domnénky, aby se vyhnula jiné; a zacala znovu vypravét cely pribéh, tentokrat dychtive,
jak kramar prisel predeslou noc do hostince. Hned se ji zdalo, Ze jeho vina je dokézana, a jiné vysvétleni
ze neni mozné.

Daphne du Maurier: Hospoda Jamajka, preklad Ladislav Bezpalec, Odeon, Praha 1972, str. 216.

Vidime, ze slivko ,musil“ zde ma znamenat ,vyplyva to z toho, co vim“. Takto chapané modality
¢asto tizce souvisi s pojmem dilkazu, jak ostatné naznacuje i véta ,jeho vina je dokazana“.

Chceme-li se zabyvat epistemickymi modalitami, musime jasné urcit, jaké poznatky povazujeme za
zndmé. Dostaneme tak rtizné diléi druhy nutnosti a moZnosti, jako napiiklad logickou nutnost (napiiklad
plati O(A vV —A), protoZze AV —A je tautologie klasické logiky) a fyzikdlni nutnost (néco je nutné, protoze
to odpovidd zndmym fyzikalnim zakontm).

Modalni logika by méla popisovat ty vztahy mezi vétami, které nezdvisi na volb& mnoziny znalosti, ze
kterych vychazime. Napiiklad

(DAAOB) = 0O(AAB)

je kandidatem na pravdivy vyrok kazdé modélni logiky - kdyz dospéji k zavéru, ze OA a OB jsou pravdivé,
budu si také myslet, Ze O(A A B) - nezavisle na tom, jestli OA A OB povaZuji za pravdivé na zikladé
logiky, fyziky, historie nebo psychologie.

Cviceni 9. Urdi, na zakladé jakych poznatki jsou nasledujici véty epistemicky nutné. O jaky poddruh
epistemické nutnosti se jedna?
(1) Jestlize néjaky ¢lovék skodi z Eiffelovy véze, uréité spadne.

8Miizeme té7 ¥ici, Ye pravdépodobnost, ¥e ndhodn& vybrana fialka je bild, nenf nulové (ackoli uz saim nazev naznatuje,
%e s nejvét§ pravdépodobnosti bude fialovd). Proto se redukcionistické pojeti téZ n8kdy nazyva statistické.

9Tom4s Akvinsky si oviem redukcionistické pojeti nevymyslel, nybr# jej pFevzal od myslitele mnohem stargiho, Aristotela.
Ten definuje nutné jako to, co je vzdy aktudlni, nemozné jako to, co neni nikdy aktudlni, a mozné jako to, co je aspon
jednou aktudlni.
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(2) Jestlize n&jaky rozumny dospély ¢lovék sko¢i z Eiffelovy véZe, bude uréité ocekavat, Ze timto
padem zahyne.

(3) Ozdnova dira se uréité bude zvétSovat jedté asi 50 let.

(4) Pokud Jirf véif té knize, urcité si mysli, Ze ozénova dira se bude zvétsovat jesté asi 50 let.

(5) Plati-li A a také A = B, tak nutné plati B.

Formuli ¢:A v epistemickém pojeti rozumime tak, Ze nemohu vylouéit pravdivost A, tedy Ze z mych
poznatki neni odvoditelné —A.

Cviceni 10. Ukaz, ze implikace A = $A, kterd plati ve vét$iné modélnich logik, je dtsledkem
pozadavku, aby nas soubor znalosti neobsahoval spor.

Praktické ¢ili dispoziéni modality

Stejné jako na mych znalostech zavisi, o kterych situacich se domnivam, ze mohou nastat, bude na mych
schopnostech (dispozicich) zaviset to, co mohu udélat. V konkrétnich situacich by mélo byt jednoduché
ovérit, zda jsou véty jako ,mohu / dokdZu ub&hnout 100 metrt za 5 vtefin® pravdivé - prosté pozidame
o predvedeni. Muze se ale stat, ze mluvéi vyroku se bude vykrucovat: ,Mohl bych, ale zrovna se mi
nechce.”

Proto logikové zavedli pojem dosaZitelny stav a symbol $A ¢tou ,stav A je dosazitelny® nebo ,,mohu
/ mohla bych dosdhnout stavu A“. Symbol OA interpretuji jako neodvratnost stavu A; oznacuje vétu
,nemohu zaiidit, aby A nenastalo“.'? P¥itom za neodvratny povazuji kazdy stav, kterému nemohu za-
branit, tedy kazdy stav A takovy, ze —A je pro mne nedosazitelné. Vzapéti uvidime, Ze tato interpretace
symbolu A je celkem nepfirozend; jejim smyslem je zachovat ekvivalenci OA < —={$—A, na kterou jsou
logikové zvykli z ostatnich modéalnich logik a neradi by se ji vzdavali.

Tento typ modalit je zajimavy tim, Zze pro néj neplati OA = {A. Napfiklad pii hézeni korunou
neumim zafidit, aby nepadl orel. Z tohoto hlediska je pro mé stav ,orel“ neodvratny, O orel. Stejné tak
ale neumim zar{dit, aby orel padl, a tedy je pro mé nedosazZitelny (=< orel).

Cvi€eni 11. Rozhodni, zda pro tento typ modalit plati A = $A.

Deontické modality

Studiem prikazi, zakazi a dovoleni se zabyva deontickd logika. Do oblasti deontické logiky nespadaji jen
skutec¢né zékony, ale i idedlni soubory pravidel o tom, co je zddouci a nezddouci, co by se mélo ¢i nemélo;
hovotime pak o mravni nutnosti. Deonticka logika byva zafazovana mezi logiky modalni, protoze tento
typ vét Casto obsahuje slova ,(ne)mtze / (ne)smi“, ,(nutné) musi“. PouZiti modalit k analyze pravidel
navic souvisi s tim, ze chceme-li jednat v souladu se zakony a etickymi pravidly nasi spolecnosti, jsou
nase moznosti podstatné oklestény vaci tomu, ¢eho bychom mohli dosdhnout na zakladé svych fyzickych
a dusevnich schopnosti a omezeni.

Na druhou stranu se deontické logiky od ostatnich modalnich logik v nékolika smérech vyrazné odlisuji.
Protoze symbol OA obvykle ¢teme jako ,,je pfikdzano nastolit stav A* a symbol $A jako ,je dovoleno
nastolit stav A“, neplati zde obvyklé implikace OA = A (ne vSechno, co je prikdzano, se skuteéné déld)
ani A = $A (ne viechno, co délam, je dovoleno).

Cvicéeni 12. Nasledujici véty zkus zafadit do jednoho ze ¢tyf zmifovanych typt modalit:

Je mozné, ze Goldbachova domnénka je nepravdiva.
Neni mozné, ze Pythagorova véta je nepravdiva.

2 a 2 krokodyli jsou nutné 4 krokodyli.

MiZes mi puj¢it hodinky?

Prvoéisla mohou byt suda.

K zatméni Slunce dojde nutné pocatkem pristiho mésice.
Vyhodim-li kvétina¢ z okna, pada nutné k zemi.
Neni mozné, aby se stil vznesl.

Neni mozné smrkat palcem u nohy.

Tady nemuzete stat!

Ze severniho pdlu je mozné jit pouze na jih.

10V logické literatute se pouZiva oznadeni nevyhnutelny stav, ale slovo ,neodvratny“ povazuji za jasn&jsi. Kdyby slovo
nezabranitelny patiilo k b&#n& pouzivanym vyrazim teského jazyka, vystihovalo by piesné vyznam symbolu 1.
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Véty aritmetiky jsou nutné pravdivé.

Soucasné existence faktu a jeho protéjsku je nemozna.

Mizu u vas byt tak hodinu.

Neni pravda, ze kaZzda labut je nutné bild. Labuté mohou byt ¢erné.

K zavrazdéni srbského premiéra nemuselo dojit.

To snad ani nemiZeS myslet vazné!

Ctenaf si z knihovny miize vypiijéit maximalné deset svazki najednou.

Je nutné, aby nemocny zachovéval klid na ldzku a pravidelné uzival léky.

Velka rijnové socialistickd revoluce propukla s historickou nutnosti.

Nutné potrebuji novy pocitac.

Svaté ufeni mizZe vyuzit poznani ostatnich disciplin, ne z nutnosti, ale pro vétsi jasnost véci, které
obsahuje.!!

Snadno lze ukazat, ze takové nutné a prisné vzato obecné, tudiz ¢isté soudy apriorni v lidském poznéni
skute¢né jsou.'?

Cviceni 13. Zkus v krasné nebo filozofické literature najit priklady jednotlivych typt modalit.

Mo#né svéty a relace dosazitelnosti'®

Na ptikladu formuli OA = $A, OA = A a A = $A jsme vidéli, Ze pro rizné typy modalit budeme
muset vytvorit rizné modalni logiky. Lukasiewicziv ndpad navrhnout tabulku s vice hodnotami, ktera
by chovéani modalit zachytila, se nejevi jako pfilis prakticky: pro kazdou modéalni logiku bychom museli
navrhnout novou tabulku, pricemz neni moc zifejmé, jak dosdhnout toho, aby tautologiemi byly pravé
ty formule, které chceme.'* Metoda kripkovskych modell vytvoiend v 60. letech je zajimava pravé tim,
ze ji lze pouzit k zachyceni vlastnosti mnoha rtznych typi modalit. Nipad vytvaret modely vychazi ze
zjisténi, Ze kazdou modalitu charakterizuje rozdéleni ,stavi svéta® (v logice obvykle pfezdivanych mozné
svéty) podle toho, za jakych okolnosti je povazujeme za moZné a za jakych okolnosti nikoli.

Podivejme se napiiklad na epistemické modality: Mé znalosti jsou omezené. V diasledku toho nedokazu
o v8ech vétach rozhodnout, zda jsou pravdivé nebo nepravdivé. Napriklad nedokdzu fict, je-li véta ,na
sveté Zije v tomto okamziku piesné 6 456 456 456 lidi“ pravdiva, je to ale (vzhledem k mym velmi chabym
znalostem o svétové populaci) docela dobie mozné. Svét s 6 456 456 456 obyvateli je vzhledem k mym
znalostem mozny, stejné jako svét, ve kterém dnes v Brné prselo. Zato vzhledem k mym znalostem neni
mozny svét, ve kterém byl dnes patek trinactého, protoze vim, ze je nedéle.

My vsichni ,bydlime* v jednom z moZnych svétl, nikdo z nés ale neni schopen ptesné urcit, ve kterém!
Nanejvys se mizeme omezit na mnozinu moznych svéti, ve kterych jsou pravdivé vyroky odpovidajici
naSim znalostem. Tim je urcena relace dosaZitelnosti: z naseho svéta jsou dosazitelné vSechny, které
odpovidaji znalostem, které mame.

7Z hlediska logiky neni mozny svét ni¢im vice a ni¢im méné nez objektem, o kterém vime, které vyroky
v ném jsou pravdivé a které dalsi mozné svéty z néj jsou dosazitelné. Pritom predpoklddame, ze pravdivost
slozitéjsich vyroka zavisi na pravdivosti jednodussich vyroku stejné jako v klasické logice. Napriklad svét,
ve kterém je pravda ,Mars je planeta“ a také je pravda ,Eustach je planeta“ a pritom neni pravda ,Mars
a Eustach jsou planety“, nebudeme povazovat za mozny.

Nazev relace dosazitelnosti se miize zdat nahodily, uvédom si ale, ze dosud jsme se bavili o episte-
mickych modalitich - to, co je mozné, jsme urcovali na zdkladé naSich znalosti. Stejnou Gvahu muiuzeme
ale provést napriklad i pro modality praktické. Schopnosti kazdého ¢lovéka jsou omezené. Stavy svéta,
kterych mohu dosdhnout, odpovidaji pravé dosazitelnym moznym svétim! Napiiklad si dovedu predsta-
vit svét, ve kterém ubéhnu 100 metrt za 5 vtefin, ale neni to pro mé dosazitelny mozny svét - nemohu
(neumim) ub&hnout 100 metra za 5 vtefin. Kdybych Zila v moZzném svété, ve kterém plati stejné fyzikalni
zakony jako v naSem svété, ale lidé by uméli béhat desetkrat rychleji, byl by pro mé dosazitelny i svét,
ve kterém ubéhnu 100 metra za 5 vtefin.

I Tom4s Akvinsky: Summa theologicae. P¥eklad Tom4a$ Hanéil. Citovano v Diogenes Allen: Filosofie jako brana k teologii,
nakladatelstvi Mlyn, Tt¥ebenice 1999, str. 132.

2Immanuel Kant: Kritika &stého rozumu, preklad FrantiSek Krejéi. Citovano v FrantiSek Marek, St&pan Zapletal:
Filosoficka ¢itanka, nakladatel FrantiSek Novak, Praha 1948, str. 126.

I3Protoze epistemické logiky jsou specialnim p¥ipadem modélnich logik, bude se tato ¢4st podobat prislugné &asti v ka-
pitole o epistemickych logikdch. Tam najdes$ také dalsi pifklady. Epistemické logiky misto symbolu [J uzivaji symbol K a
neobsahuji symbol pro moznost.

14Bylo dokazano, #e pro mnohé modalni logiky takovou tabulku ani navrhnout nelze.
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Kazdé pojeti moznosti tedy kazdému moznému svétu urcuje mnozinu dosazitelnych moznych svéti.
V piipadé, ze moznost pojimame epistemicky, to budou ty mozné svéty, které jsou v souladu s nasimi
znalostmi, v pfipadé, ze ji pojimadme deonticky, to budou ty mozné svéty, které jsou v souladu s nasimi
zakony a etickymi normami ...

Rozmysli si, ze to, které svéty jsou dosazitelné, bude obecné zaviset také na tom, ve kterém mozném
svété se pravé nachdzime. Napiiklad vime, Ze hodim-li mi¢ do vzduchu, spadne zpatky na zem. Pokud se
zrovna nachdzim v mozném svété, ve kterém jsem pravé vyhodila mi¢ do vzduchu, omezuje tento poznatek
mnozinu dosazitelnych moznych svétd na ty, ve kterych mi¢ spadne na zem. Nachdzim-li se v mozném
svéteé, ve kterém jsem mi¢ do vzduchu nevyhodila, jsou (vzhledem k tomuto poznatku) dosaZitelné viechny
mozné svéty.

Zatim jsme popisovali, které mozné svéty budeme povazovat za dosazitelné, vime-li, co povazujeme za
mozné. PoloZzme si nyni opac¢nou otazku: je ddno, které mozné svéty jsou dosazitelné; o kterych vyrocich
fekneme, Ze mohou byt pravdivé? A o kterych Fekneme, Ze jsou nutné pravdivé?

Odpovéd neni slozita: ,A mize byt pravdivé“ je pravdivé tehdy, je-li dosazitelny alespoii jeden mozny
svét, kde je A pravdivé; ,nutné A“ je pravdivé tehdy, je-li A pravdivé ve v8ech dosaZitelnych moznych
svétech.

Predstavme si situaci, ve které Pepicek ve §kole rozbil vitrinu s vycpanymi savci. Kdyz si maminka
precte poznamku v zdkovské knizce, dostane provinilec na vybranou: ,,Kdyz budes celé odpoledne hodny,
budes bit ode mne a tatinkovi nic nefeknu, ale jestli budes zlobit, dostane$ od tatinka poradny vyprask.*
Pepicek vidi, ze vyprask je neodvratny, tedy nutny (v obou dosazitelnych moznych svétech bude bit),
ale ze muZe dosdhnout toho, aby nebyl moc veliky (svét, ve kterém dostane vyprask od maminky, je
dosazitelny). V této situaci tedy mize Pepicek Fict: ,Nutné budu bit, ale moznd nebudu bit moc.*

Cviceni 14. Zkusme nyni definovat relaci dosazitelnosti pro deontické modality. Mizeme to udélat
napriklad tak, ze z S jsou dosazitelné svéty, v nichz nedochazi k porusovani zadnych moralnich principt,
které nejsou poruseny v S - tedy svéty, které nejsou ,,0 nic hor$i“ nez svét S. Rozhodni, jak vypadé relace
dosazitelnosti mezi nasledujicimi tfemi svéty:

:-( Simon Legree vlastni otroky a bije je.
:-] Simon Legree vlastni otroky, ale nebije je.
:-) Simon Legree nevlastni otroky ani nikoho nebije.

Predpokladej, 7e mezi svéty :-(, :-| a :-) nejsou zadné dalsi rozdily vzhledem k mordlnim principtim, které
zakazuji vlastnit otroky a bit kohokoli.

Matematicka definice kripkovskych modela!®

Pripomenme si, ze relace R na mnoziné W je néjaky vztah, do kterého vstupuji vzdy dva prvky
mnoZiny W. Napftiklad vztah ,A je bratr B“ je relace na mnoziné 1lidi: Jenik je bratrem Petra, Petr je
bratrem Jenika, Jenik je bratrem Maienky (ale Maienka neni bratrem Jenika!).!6

Kripkousky model se skldda z neprazdné mnoZiny mozniyjch svétu W a relace dosazZitelnosti < na
mnoziné W.17 O kazdém mo7ném svété S je urceno, které vyroky A v ném jsou pravdivé (coz znacime
S Ik A) a které pravdivé nejsou (coz znacime S If A). Toto urceni ale neni libovolné, musi totiz splhovat
nasledujici podminky:'®

15Tato definice se podoba definici kripkovskych modelii intuicionistické logiky, ale je jednodu#¥i: na relaci dosazitelnosti
neklade zadné zvlastni podminky a podminky pro pravdivost =A, AAB, AVB, A = B a A & B jsou stejné jako v klasické
logice. Definice kripkovskych modelt pro epistemické logiky je specidlnim pripadem definice pro modalni logiky. Slovo
LHkripkovsky* budeme €asto pro pfehlednost vynechdvat; v tomto textu jiné nez kripkovské modely neuvazujeme.

16 Matematikové povazuji relaci za mnoZinu uspofddanych dvojic, coz umozihuje predchozi t¥i vty napsat struéngji: byt
bratrem* = {(Jenik, Petr), (Petr, Jenik), (Jenik, Mafenka), ... }.

17Stejné jako v minulych kapitolach je tfeba zminit, e formalné vzato pat¥i k modelu jedté valuace, kterd kazdému
moznému svétu uréuje, které atoméarni formule, tedy vyroky bez logickych spojek =, A, V, =, <, &, [, v ném jsou pravdivé.

18Vyjmenované podminky musi byt splndny ve v8ech moznych svétech S,T € W a musi platit pro viechny formule A,
B!
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e SIFAAB pravé tehdy, kdyz SIkFAaSIFB

e SIFAVB pravé tehdy, kdyz SIF A nebo SIFB

e SIF-A pravé tehdy, kdyz neplati S IF A

e SIFA=B pravé tehdy, kdyz S IF B nebo neplati S IF A

e SIFA&B pravé tehdy, kdyz SFA=>BaSIFB=A

e SIFOA pravé tehdy, kdyz S < T potom T I+ A

o SIFOA pravé tehdy, kdyz existuje T takové, ze S < T a T IF A.

S I A ¢teme ,v moZném svété S je formule A pravdiva“ nebo ,,v moZném svété S je splnéna formule

. ¢teme ,,v mozném svété S neni splnéna formule nebo ,,v mozném svété S neni formule
A“. S I A & ” té S 1 fi le A“ nebo ,, té S fi 1
A pravdiva“.

Vsimni si, Ze definice modelu neklade zidné podminky na pravdivost atomickych vyroki. To znamena,
ze si muzeme urcit zcela libovolné, které atomické vyroky jsou v jednotlivych moznych svétech pravdivé
a které nepravdivé.

Model, v jehoz nékterém svété neni formule A pravdiva, nazveme protipiiklad pro formuli A.

Cviceni 15. 'V piipadé intuicionistické logiky se mohlo stit, ze S | A a soucasné S |f —A. UkaZ, ze
v modalnich logikach plati vzdy alesponi jedna z moznosti S'IF A a S IF =A, takZze vyjadieni ,,v moZném
svété S neni formule A pravdivd® (S If A) ¥ikd totéz jako vyjadieni ,v mozném svété S je formule
A nepravdiva® (S IF —A).

Cviceni 16. Ukaz, Ze ve svété, ze kterého nejsou dosazitelné zadné mozné svéty (ani on sdm), je
v8echno nutné, ale nic neni mozné.

Cviceni 17. Ukaz, 7e pokud né&jaka formule obsahuje nejvysSe n vyskytt symboli O a {, tak jeji
pravdivost v daném svété zavisi na pravdivosti atomickych formuli ve svétech, do kterych se lze dostat
po nejvyse n Sipkach.

Nékdy budeme potfebovat mluvit o vSech modelech, které lze vytvorit k dané mnoziné moznych svéti
W a relaci dosazitelnosti <. Proto dvojici W a < nazveme (kripkovsky) ramec. Vzhledem k tomu, Ze
si muzeme libovolné zvolit, které atomické vyroky jsou pravdivé v jednotlivych moznych svétech, lze na
daném ramci vytvorit rizné modely.

Rekneme, 7e formule A plati v daném ramci, pokud je ve viech modelech na tomto ramci pravdivé ve
vSech moznych svétech.

Kalkuly modalnich logik
Jak uz bylo feceno vyse, omezuji se logikové vétsinou na ty modalni logiky, v nichz nutné je to, co
nemiize nebyt a mozné je to, co neni nutné jinak. Proto budeme bez dal$ich zminek predpokladat, ze
vSechny kalkuly obsahuji nasledujici dvojici axiomu:
OA & -$-A definice O pomoci {
QA & -0O-A definice ¢ pomoci O

Neékteré z obvyklych axiomid modalnich logik maji tradi¢ni a bézné uzivané nazvy. Jmenujme si alespon
% £.19
nékteré:

0O(A = B) = (DA = OB)
OA = QA

OA=A

OA = OOA

GA = OGA

s 5 OR

Pti formulaci kalkulti modalnich logik se setkdvame se dvéma pravidly. Jedno je nim uz zndmé pravidlo
modus ponens:

Pokud jsi uz odvodil A a také A = B, miZe$ odvodit B. pravidlo modus ponens

19T jsou ale romantické nazvy!
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Druhé pravidlo vyjadiuje, Zze vSechny dokazatelné véty jsou nutné pravdivé:
Pokud jsi uz odvodil A, muze§ odvodit OA. pravidlo necesitace

Vyrokové modalni logiky, které obsahuji klasickou vyrokovou logiku, axiom K a pravidla modus ponens
a necesitace se nazyvaji normdlni. Obvykle jim ddvdme nazvy podle toho, které axiomy obsahuji, tedy
napt. K, KD45. Logika KT se ¢asto oznacuje pouze T, pro logiky KT4 a KT5 se pouziva oznaceni S4 a
S5.

* Vlastnosti kripkovskych modela

Cviceni 18. Ukaz, Ze v8echny tautologie klasické logiky plati ve v8ech modelech. Rozhodni, zda lze
zvolit mnozinu modeld, ve které by platily pravé tautologie Lukasiewiczovy trojhodnotové modalni logiky.

Logikové se vzdy snazi vytvaret kalkuly tak, aby v nich byly dokazatelné pravé ty formule, které jsou
pravdivé bez ohledu na okolnosti, za jakych pravdivost vyhodnocujeme. V klasické logice to znamenalo,
7e dokazatelné by mély byt viechny tautologie a nic vic.2% V modalnich logikach si budeme ptat, aby
dokazatelné byly pravé ty formule, které plati ve v8ech ramcich. O tom, Ze se takové kalkuly podafilo
sestrojit, vypovidaji véty o korektnosti a o tiplnosti:

Véta 19. (O korektnosti logiky K)  VSechny formule, které jsou dokazatelné v logice K, plati ve vSech
ramcich, tedy jsou pravdivé ve vSech moznych svétech vSech modeld. Specidlné ve vSech ramcich:

e plati vSechny tautologie klasické logiky. klasicka logika
e plati O(A = B) = (0OA = OB). axiom K
e plati-li A a A= B, plati i B. modus ponens
e pokud plati A, plati i OA. necesitace

Diikaz. Dokézeme pouze axiom K, ostatni ¢asti jsou podobné. Budeme postupovat sporem. Necht tedy
v nékterém mozném svété S je implikace (A = B) = (A = OB) nepravdiva.
® Si/O(A = B)= (JA = 0B)

Protoze pravdivost implikace je definovana stejné jako v klasické logice, mizeme z nepravdivosti im-
plikace usoudit, ze prvni ¢len je pravdivy, ale druhy je nepravdivy.

S+OA = B)
® Si/OA =B

Z nepravdivosti JA = OB mtzeme opét usoudit, ze LA je pravda, ale OB nikoli.

S+HOA = B),0A
® SiI/0B

To znamend, ze ve vSech moznych svétech dosazitelnych z S je A pravdivé, ale v nékterém - ozna¢me
jej R - neni pravdivé B.

RFA
® RI/B

S+HOA = B),0A
® SI/0B

V moZzném svété R tedy neni pravdiva implikace A = B, a protoze R je dosazitelny z S, dostaviame
S I O(A = B). To je spor s predpokladem, 7e S IF O(A = B).

Cviéeni 20. Dokaz, ze pravidlo necesitace je korektni vzhledem k mnoziné vSech ramecu, t.j. dokaz
posledni bod predeslé véty.

Bez dikazu si uvedme také sest¥icku véty o korektnosti:

Véta 21. (O aplnosti logiky K)  Formule, kterd plati ve vSech ramcich, je dokazatelnd v logice K.

20 Tautologie je formule, jejiz hodnota je ve vSech ¥adcich tabulky 1.
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Podle véty o korektnosti nema smysl snazit se najit mnozinu modeld, ve které by neplatily nékteré
z formuli, které jsou dokazatelné v logice K. Konkrétné to znamend, ze modely jsou vhodné ke zkoumani
pouze normélnich modalnich logik (tedy téch, které obsahuji v8echny formule dokazatelné v logice K).
Prikladem logiky, ktera toto kritérium nesplnuje, je Lukasiewiczova trojhodnotovd modalni logika, ktera
neobsahuje nékteré klasické tautologie (viz cviceni 5).

MizZeme si zvolit néjakou formuli F, kterd neni v K dokazatelnd, a zkoumat, co se stane, pridame-li
ji jako dalsi axiom. Vzniklou logiku, kterda méa vice axiomt nez logika K, oznac¢me L. Ve cviceni 12 v 1.
kapitole jsme si ukézali, ze bude-li pfidand formule F obsahovat pouze spojky —, A,V,= a <, budeme
(Gisté na zakladé klasické vyrokové logiky) umét odvodit spor A A =A. Proto logika L nebude mit Zadny
model, protoze v Zddném moZném svété nemize byt soucasné pravdivé A i —A. Zkusime tedy pridat
néjakou formuli, kterd obsahuje také symboly ¢ a O a budeme zkoumat, jak vypadd mnoZina ramcu, ve
kterych plati véechny formule dokazatelné v logice L.

Z4dné ramce nemohou pribyt, protoze viechny modely (nad viemi ramci) jsou modely logiky K. Navic
plati, Ze pokud néjaka logika L. obsahuje formuli F, tak tato formule bude obsazena i v kazdé logice L.,
kterou ziskame pridanim néjakého axiomu k L. Pokud F neplati v daném ramci, nic se na tom nezméni
pridanim dalsiho axiomu do L. Diky tomu se mnozina ramci, ve kterych plati vechny formule urcité
logiky, mtize pfiddnim axiomu skutecné jen zmensit.

Cvicéeni 22. DokaZ, Ze v néjakém ramci plati axiom D, pravé kdyZz je z kazdého moZného svéta
dosazitelny néjaky mozny svét.

Na zakladé predchoziho cviceni vidime, Ze modalni formule mohou popisovat vlastnosti ramci. Ke

kazdé modalni formuli miZeme zkoumat mnozinu vSech ramcd, ve kterych plati; ¢asto neni tézké po-
psat vlastnost, kterou maji vSechny spolec¢nou. V nésledujici vété shrneme vlastnosti ramct odpovidajici
nejbéznéjsim modalnim axiomtim a jejich kombinacim.
Véta 23. (O korektnosti a Gplnosti raznych logik)  Ndsledujici normalni logiky jsou korektni a tiplné
vzhledem k mnoziné vS§ech modeli s danou vlastnosti. Jinak receno, vSechny formule dokazatelné v kalkulu
se zminénymi axiomy plati ve vSech modelech s danou vlastnosti a pokud néjaka formule plati ve vSech
modelech s danou vlastnosti, je dokazatelna v kalkulu se zminénymi axiomy.

KD OA= QA sériovost VSeW AT eW S<T

T =KT OA= A reflexivita vSeW S§<S8§

K4 OA = OOA tranzitivita VS, T.UeW (S<TAT<U)=S<U
K5 QA = 0OOA eukleidovskost VS, T,UeW (S<TASLKU)=T<U
S4 = KT4 reflexivita a tranzitivita

Sb = KT5 ekvivalence reflexivita, tranzitivita a symetrie

Zkusme si v lidské Fedi prefikat, co znamenaji ty podivné formule a cizi slova v predeslé vété:
sériovost: z kazdého svéta je dosazitelny néjaky svét

reflexivita: kazdy svét je dosazZitelny sam ze sebe

tranzitivita: vSechny svéty, kam lze dojit ,,po Sipkach“, jsou dosazitelné

eukleidovskost: mezi vSemi svéty, do kterych se lze dostat z u, vedou Sipky

symetrie: Sipky jsou obousmérné (VS, T e W S<T =T <5)

ekvivalence: mozné svéty jsou rozdéleny na skupiny, mezi kterymi nevedou zadné Sipky, a uvnitf
kazdé vedou Sipky z kazdého svéta do kazdého

sériovost reflexivita symetrie tranzitivita, eukleidovskost

Na nékolika cvic¢enich si ukdzeme, k ¢emu se ndm véty o korektnosti a iplnosti mohou hodit:

Cviéeni 24. Ukaz, ze v logice T je dokazatelnd formule A = $A. Déle ukaz, Ze v logice T je dokazatelny
axiom D, tedy ze KT = KDT.
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Cvi€eni 25. Ukaz, ze formule O(A = B) = O(OA = OUB) neni dokazatelnd v logice T, ale je
dokazatelnd v logice S4 = KT4.

Cvicéeni 26. Rozmysli si, Ze mozné svéty jsou rozdéleny do skupin tak, ze z kazdého svéta jsou dosazi-
telné vSechny svéty v ,,jeho“ skupiné a Zadné jiné, pravé kdyz je relace dosazitelnosti reflexivni, tranzitivni
a symetricka. Takové relaci fikdme ekvivalence.

Cviéeni 27. Prfidani axiomu odpovid4 pridani ptislusné podminky na relaci dosazitelnosti. Naptiklad
logika S5 = KT5 je korektni a Gplnd vicéi véem modelam, vici kterym jsou korektni a Gplné jak logika
KT, tak logika K5, tedy vici vSem reflexivnim eukleidovskym modeltm. Ukaz, Ze relace dosazitelnosti je
reflexivni a eukleidovskd, pravé kdyZ je reflexivni, symetrickd a tranzitivni (a tedy to je ekvivalence, jak
jsme konstatovali ve znéni véty).

Ted jsme se na chvili zabrali do ryze matematického zkoumani modela a vlastnosti jejich relace dosazi-
telnosti. Pro logika mtze byt takové zkouméani skute¢né vzrusujici, protoze mu dava nové prostiedky, jak
zkoumat vlastnosti rtiznych logik pomoci jim odpovidajicich vlastnosti relace dosazitelnosti. Napiiklad
ze cvifeni 27 vyplyva, Ze axiom 4 je dokazatelny v logice S5 = KT5. To znamend, ze KT5 = KT45 a ze
logika S5 obsahuje vSechny formule, které jsou dokazatelné v logice S4 = KT4!

Typy modalit a modélni logiky

Mozna se ptas, jak to v8echno souvisi s riznymi typy modalit, které jsme méli v tmyslu formalizovat
pomoci modelt. Na zdkladé toho, co jsme si jiz fekli, bys asi jiz sdm dokazal urcit, které soustavy axiomi
jsou vhodné ¢i nevhodné pro riizné typy modalit.

Napriklad o redukcionistickém pojeti modalit jsme si fekli, ze v ném plati OA = A a A = QA coz
jsou formule, které neplati v logice K, ale plati v logice T. Logik zastavajici redukcionistické stanovisko
tedy do svého systému pfijme axiom T.

Ptipomenime, Ze pfi epistemickém chépani modalit budeme formuli CJA ¢ist jako ,,vim, ze A“. V tomto
kontextu se pro osobu, o jejichz znalostech mluvime, ¢asto pouziva slovo agent. Uz jsme si fekli, ze axiom
D: OA = {A vyjadifuje pozadavek, aby agentiv systém znalosti neobsahoval spor. ProtoZe jsme se
rozhodli pracovat s normalnimi logikami, musime p¥ijmout i axiom K: O(A = B) = (JA = OB).!
Ten vyjadiuje logickou racionalitu agenta: pokud vim, Ze A implikuje B (coZ se znac¢i O(A = B)) a vim,
7e A (tj. OA), tak usoudim, ze B (tj. OB).2?

Nyni si musime polozit otdzku, zda pfedpoklddame, ze znalosti agenta jsou v souladu se skutecnym
stavem véci a prijimame i axiom T: A = A, nebo jestli pfipoustime moznost, Ze se myli. V pripadé, ze
mozZnost mylky nepfipoustime, miZeme se rozhodnout mezi logikou S4 a S5. V logice S4 plati OA = OOA,
tedy pokud agent néco vi, pak vi, Ze to vi. V logice S5 plati navic ~00A = O-0A, tedy pokud agent néco

2IN4zev axiomu K pochézi pravdépodobné pravé z anglického slova knowledge - poznani.
228truéné feeno, axiom K k4, 7e agent neni tipln& hloupy.
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nevi, pak vi, Ze to nevi. V praxi se nejcastéji setkavame s agenty typu S4 v podobé riznych pocitacovych
databazi, ve kterych je v rozumném c¢ase nemozné ovéfit, ze néjakou informaci neobsahuji, a tedy o nich
neplati —JA = O-0A.

Podivejme se nyni na deontické modality. Jiz jsme si fekli, Ze symbol JA obvykle ¢teme jako je
prikdzdno nastolit stav A“ a symbol $A jako ,,je dovoleno nastolit stav A“. P¥i tvorbé modelti budeme
za mozné svéty povazovat ruzné stavy svéta. Z daného mozného svéta budou dosazitelné pouze dovolené
stavy svéta - misto o relaci dosazitelnosti bychom tedy mohli mluvit o relaci dovoleni. Pokud jsou dovoleny
pouze stavy, v nichZ je vyrok A pravdivy, je (implicitné) pfikdzano nastolit stav A. Naopak, pokud nenf
dovolen zadny stav, v némz je A pravdivy, je A zakdzano. Napfiklad mam dovoleno pouZivat rizné
dopravni prostiedky, takze mezi dosazitelnymi stavy svéta jsou ty, v nichz jedu autobusem, tramvaji, na
kole, na kanoi atd., ale svét, v némZ ridim formuli 1 dosazitelny neni, protoZze k tomu nemam opravnéni.
Tedy mam dovoleno jet tramvaji a mam zakazano jet formuli 1.

Pro svéty dosazitelné ze svéta S se ¢asto pouziva oznaceni deontické alternativy S a lze je chapat jako
deonticky perfekini - jsou v nich totiZ splnény v8echny prikazy. Pfi tom predpoklddame, Ze v deonticky
perfektnich svétech jsou splnény vSechny v nich platné piikazy, tedy Ze jsou dosazitelné samy ze sebe.
Prislugnd modalni formule zni O(OA = A) a odpovidajici vlastnost relace dosazitelnosti popisuje formule
VS, TeW S<T=T<T.

Cvifeni 28. a) Rozmysli si, ze O(0OA = A) fika totéz jako VS, TeW S<T=T<T.
b) Ukaz, ze O(CA = A) je dokazatelna v logice T.
¢) Zdtvodni, pro¢ do deontické logiky nepfiddme piimo axiom T.

P1i budovani deontickych logik se neustile nardzi na problémy s prekladem formuli zpatky do prirozené
reéi. Snad nejznaméjsi je takzvany Rossuv paradox:

V logice K (a tedy i ve vSech zminénych deontickych logikich) plati OA = O(A Vv B). Necht OA
oznacuje piikaz ,posli tento dopis!“ a OB oznacuje ,spal tento dopis!“; zda se, ze v logice K z pfikazu
,pOosli tento dopis!* vyplyva piikaz ,posli nebo spal tento dopis!“.

Spravnéji bychom méli napsat, Zze A oznacuje vyrok ,dopis je poslan“, A oznacuje pobidku ,nastol
stav, ve kterém dopis je poslan“ a analogicky pro B. Vidime, %e musime byt opatrni - formule OA =
O(A V B) zachycuje zcela spravnou vahu, Ze plati-li ve v8ech deonticky perfektnich (a tedy dovolenych)
stavech svéta vyrok, ze dopis je poslan, plati tam také vyrok, Zze dopis je poslan nebo spéalen.



70
Smeésice poznamek a citata

Aristoteltiv pohled na vyroky o budoucnosti

Soud ma tedy podle Aristotela pravdivostni hodnotu nutné, ale neurcité, tj. nema nutné pravé tuto
pravdivostni hodnotu. Kdyz odhlédneme od toho, ze ¢asto nedovedeme pravdivostni hodnotu urcit, ¢ili
od tzv. rozhodnutelnosti, pak je tézko pochopitelné, jak miize soud mit sam o sobé pravdivostni hodnotu
neurc¢enou. ( ... ) Existuje ale hlubsi diivod, pro¢ se Aristoteles uchylil ke koncepci zprvu neurcené prav-
divostni hodnoty. On se totiz obaval, Ze bychom fixovanim soudu o budoucim jevu na urcitou pravdivostni
hodnotu zrusili nahodilé prediikaty, Ze bychom do reality zavedli striktni determinismus. ( ... ) Skuteéné,
Aristoteles zaménuje nutnost logickou s nutnosti redlnou. Je-li pravda shoda poznani s realitou a je-li
soud ,Petr zitra udéla zkousku“ pravdivy, pak skute¢né Petr nutné ma ten predikat, nutné v urcitém case
(zitra) zkousku udéld. Ale nutnosti v fddu dedukce, nutnosti konsekvencni. To znamend, Ze za danych
predpokladii musim uznat, ze Petrovi akt vyjadreny predikatem patii; ta nutnost vyplyva pravé z onéch
predpokladii. Je to tedy evidentné nutnost logickd, dand strukturou urcitého myslenkového pochodu. (
... ) Aristoteles v8ak z této logické nutnosti déld nutnost redlnou, podle niZ je Petr k tomu aktu redlné
determinovan - a to je prechod neopravnény. Jde totiz o promitani nutnosti zaloZzené toliko v urcitém
mys$lenkovém pochodu do reality, v niZ se takovd nutnost nenachézi. (... ) Ma-li tedy soud o budoucim
jevu nutné pravdivostni hodnotu, nesignalizuje to zadné naprogramovani reality, nelze z toho vyvozovat
nezadouci fatalismus.

Jirf Fuchs: Filosife - Uvod do filosofie, 1. Filosoficka logika, str. 104-105.

Co je nemozZné?

Co tedy vlastné poklidame za nemozné? Je napriklad nemozné, aby normélni ¢lovék ubéhl 100 m za
pét vterin, aby nenastala bourliva reakce, kdyz bylo nalito do kyseliny sirové malé mnozstvi vody, aby
ze slunecnicového semena vyrostlo néco jiného nez slunecnice nebo aby s vami treba krtek debatoval
o koupi zahradni sekacky. To jsou véci empiricky nemozné. Vyse uvedené je ve sporu s tim, o ¢em nas
dnes a denné presvédcuje svédectvi smyslii nebo soudobad véda. Podari-li se spor formulovat tak, aby se
protivnikiiv nazor ukazal jako empiricky nemozny, Ize jej snadno poukazem na svédectvi smysli nebo
poznatky soudobé védy zamitnout.

Dale se casto setkavame se zalezitostmi, které jsou nemozné, protoze bychom byli doslova znemoznéni,
a to spolecensky znemoznéni, kdybychom je pripustili. Jednali bychom pak totiz proti zavedenym zvyk-
lostem, konvencim ¢i normam, které jsou v dané spolec¢nosti uznavané a jejichz dodrzovani je vyzadovano,
pripadné kontrolovano, a jejich prekracovani se netoleruje, nebo dokonce postihuje. V tomto smyslu je
nemozné prejit hranici bez platného pasu, nepomoci ¢lovéku, ktery je v ohrozeni Zivota a na$i pomoc
potiebuje, prechazet ulici ,na ¢ervenou®, neprijit na schizku, kdyz jsme to slibili, smat se v nevhodnou
chvili, ale treba i nepozdravit své zndmé apod. Jisté citime, ze nemoznost nedodrzet konvence a normy
ma ,slabsi“ charakter nez nemoznost prekracovat empirické zdkony. Kategori¢nost konvenci a norem
je kategoricnosti ve smyslu Kantova kategorického imperativu, jehoz uplatiiovani je zalezitosti moralky
v pripadé jednotlivce a mravniho étosu v pripadé spolecnosti. Jeji charakter miize byt v konkrétnich pri-
padech pocitovan riizné naléhavé. Povazujeme za dileZité tento druh nemoZnosti uvazovat zvIast vedle
nemoznosti empirické pro odlisné divody, které k jejimu respektovani vedou. Vedle nemoznosti plynouci
z nerespektovani prirodnich zakonii chceme tedy brat v uvahu i kategorickou nemoznost nerespektovani
konvenci a norem, jakkoli jsou ony vadzany na urcity zavedeny zpiisob spole¢enského kontaktu a mohou
se proto v riiznych spole¢nostech vyznamné lisit. Spory tohoto druhu spadaji do oblasti pravni a etické, a
podari-li se je formulovat tak, aby se protivnikav nazor ukazal jako spolecensky neprijatelny, Ize jej jako
takovy zamitnout.

Je jesté néco, co pokladame za nemozné? Z logického hlediska je nemozné, aby auto mélo soucasné tii
a ¢tyfi kola, aby byl ur¢ity obrazec sou¢asné ¢tverec i kruh. Je napiiklad nemozné tvrdit, 7e Stépanka
Hilgertova vyhrala a soucasné nevyhrala zlatou olympijskou medaili. Nemozné je to proto, ze se v uve-
denych prikladech prohreSujeme proti klasickému bezespornému zpiisobu vyjadrovéni. (... ) Chceme-li
vypovidat o skutecnosti, pak logickd nemoznost predstavuje na jedné strané vyhrocenou formulaci dvou
protikladnych alternativ, a na druhé strané vyzvu vybrat jednu z nich, totiz tu, kterd vyjadruje sku-
tecnost, a zavrhnout tu druhou, empiricky, pravné nebo eticky nemoznou. Logickd nemoznost a spor je
tedy z hlediska klasické logiky totéz. Priklady jako auto mé pravé tfi a pravé ¢tyfi kola, tento obrazec
je soucasné ¢tverec a kruh, Stépanka Hilbertova vyhréla a také nevyhréla zlatou olympijskou medaili se
prohresuji proti zakonu sporu, ktery je zakladnim zakonem klasické logiky.
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Co rozumime matematickou nemoznosti? Pokud véfime, Ze matematika je ve své podstaté empiricka
véda, pak matematicka nemoznost je totéz co empiricka nemoznost. Pokud véiime, Zze matematické pravdy
maji charakter logickych (analytickych) pravd, pak je matematickd nemozZnost totéz co logickd nemoznost.
Mezi vyznamnymi mysliteli minulymi i soucasnymi lze nalézt zastance obou hledisek.

Bozena Svandova: Explikace terminu spor v logice. Ve sborniku Miscellanea logica IV, str. 8-10.

Co je moZné a nutné?

Hranice mozného jsou hranice smysluplného, hranice smysluplné véty, uziti jazyka ve vsi jeho riiznoro-
dosti a flexibilité. Nutna jsou pravidla, jimiz se pri tomto uziti implicitné ridime, staletimi vyjeté koleje,
do nichz jsme vychovou uvedeni, abychom v souladu s nasimi stavajicimi potrebami pomalu, ale jisté
ménili jejich drahu a smér.

Vojtéch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborniku Moznost, skutecnost, nutnost, str. 33.

Je na nutnosti néco vzneseného?
Quine o tom, v jakém kontextu obvykle pouzivame sltivko ,nutné“, napsal:

Vétu modifikujeme pfislovcem ,nutné“ tehdy, je-li to véta, kterou pokladame za prijatelnou pro toho,

s kym mluvime, a je-li vyslovena jenom jako krok k tivaham o vétach spornych. Nebo piseme ,nutné,

abychom naznacili néco, co plyne z obecnosti jiz vylozenych v kontrastu s hypotézami novymi. Takova uzi-

tecnost je lokalni, docasnd a neproblematickd, jako uZitecnost indexickych vyrazii.2®> Vznesenost nutnych
pravd se tedy obraci ne zcela v prach, ale v docela obycejnou hlinu.

Vojtéch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborniku Moznost, skute¢nost, nutnost, str. 42.%4

Proé se bavit o raznych druzich modalit?

Jestlize se v souladu s Quinovou dikci ukazuje byt tradi¢ni ,nutnost® filozofii a metafyzikia alespor
kritickému oku jako prazdna a ve svém smysluplném uziti vSedni, snad je naopak dil¢i rozbor vSedniho
uziti slov jako ,mozny“ a ,nutny“ v jeho rozmanitosti dokladem toho, jak vyznamnou a netrivialni
slozkou naSeho jazyka modality jsou, a jak netrivialni musi byt prislusna analyza, abychom byli schopni
pripadné konflikty vznikl€é z jejich neopatrného, nekritického tzu tispésné resit. Narys této rozmanitosti
spolu s pokusnou sémantickou rekonstrukci je také v duchu Wittgensteinovy pozdni filosofie jediné, co
v dané véci mizeme skutecné délat, totiz pred vlastnim hldsanim toho, co je nutné a co jenom mozné,
dokézat rozlisit pripustku (,mohlo to byt jak fikdte, nevim ...*) od irealis (,mohli jsme byt osvobozeni
Americ¢any (ale nebyli)“) a kontrafaktudlniho kondicionélu (,kdyby lidé byli nesmrtelni, byl by nesmrtelny
i Sékratés“), praktickou modalitu od teoretické, deontickou od ontické atd.

Vojtéch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborniku Moznost, skutec¢nost, nutnost, str. 48-49.

Jak si predstavit kripkovsky model
Peter Volek vysvétluje sémantiku moznych svétti pomoci nasledujiciho pfirovnani:

Tedriu moznych svetov si mozno predstavit ako budovu s mnohymi izbami, z ktorych ¢iastocne vidno
do inych izieb. Kazda izba predstavuje mozny svet. V kazdej izbe stoji jedna tabula, na ktorej sii popisané
vyroky pravdivé v tejto izbe. Ak sa postavime do jednej z tychto izieb, stojime v aktudlnom svete a vidime
pritom do ostatnych izieb. Vyroky, ktoré uvidime napisané na tabulkdch vo vSetkych izbach, sii nutne
pravdivé vyroky, a vyroky, ktoré najdeme aspori na tabule v jednej izbe, st mozne pravdivé vyroky.

Pritom si mozno predstavit rozlicné druhy reldcie pristupnosti medzi jednotlivymi izbami. Podla toho,
ako sa chdpe relacia pristupnosti medzi jednotlivymi moznymi svetmi, jestvuji rozlicné systémy modalnej
logiky.

Situdcia, v ktorej s vSetky mozné svety pristupné zo vSetkych, zodpoveda modalnemu systému S5.

Peter Volek: Uvod do logiky a tedrie vedy, str. 114-115.

23 Indezicky vijraz je slovo, které k n&¢emu odkazuje; k ¢emu odkazuje zavisi na kontextu. Napiiklad slova jako ,tam*
nebo ,,on“ jsou indexické vyrazy.

24Kolman cituje z Peregrinova piekladu ¢lanku Willard Van Orman Quine: Hledani pravdy, nakladatelstvi Hermann a
synové, Praha 1994.
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Je nas svét nejlepsi?
Leibniz, jak znamo, povazoval nas svét za ,nejlepSi“ z moZnych svéti, coz Schopenhauer pohotové
opravil na vérohodnéjsi ,kdyz uz, tak nejhorsi“.
Vojtéch Kolman: Elementy kritiky modalit. Ve sborniku Moznost, skutecnost, nutnost, str. 25.

Godeluv diukaz BoZi existence

V poztstalosti vyznamného logika Kurta Godela se nasel nasledujici dikaz Bozi existence, ktery se
v mnohém podobé dikaztim stfedovékym, ale vyuziva notaci moderni modaélni logiky (a to predikatové
logiky druhého radu).

Uvazujme o vlastnosti byt boZsky; to, ze néjaky objekt x je bozsky, ozna¢ime Gx. Podobné Vz a Wx
znadi, ze objekt £ ma vlastnost V, respektive W.

Dale predpokladejme, ze nékteré vlastnosti jsou pozitivni; mnozinu pozitivnich vlastnosti zna¢me g.
Dtikaz vychézi ze ¢tyfech axiomii:

Je-li néjaka vlastnost V pozitivni, pak =V neni pozitivni. Vep = (-V)dp (1)
V8echny vlastnosti, které nutné vyplyvaji z pozitivnich vlastnosti, jsou pozitivni.
{VepnO(Ve = Wz)} == Wep (2)

Bozsk4 bytost ma nutné vSechny dobré vlastnosti. Gr = OVep=>Vzr) (3)
Byt bozsky je pozitivni vlastnost. Gep 4

Na zakladé téchto axiomil lze dokazat, ze je-li néjakd vlastnost pozitivni, pak je mozné, Ze existuje
objekt s touto vlastnosti: Vep = $JzVe (5)

pro spor predpoklddejme, ze OVz-Vx

implikace s nepravdivym prednim ¢lenem je pravdiva, takze O(Vz = —Vz)

Podle axiomu (2) a pfedpokladu V € p dostdvame =V € p, coZ je spor s axiomem (1).

Takze V€ p = {$IzVe.

7 (4) a (5) plyne, Ze moZn4 existuje néco bozského. $AzGr  (6)

Nyni ukaZzeme, Ze je-li néco bozské, pak to je nutné bozské: Gz = 0OGz (7)

Dle (4) G € p.

Dle (3) tedy Gz = OGx.

Nyni ukdZeme, 7e nutné existuje néjaky boZsky objekt: O3zGx

Podle (6) a (7) ¢$3z0Gz. Z toho lze na zikladé predikatové modélni logiky S5 odvodit, zZe ¢OFzGe.
V logice S5 je ovéem formule zacinajici vice modalitami ekvivalentni formuli za¢inajici posledni z téchto
modalit, taze dostavame OdxGx.

Poznamka k Rossové paradoxu

Osobné mne velmi prekvapilo zjisténi, ze nékterym ¢tendiim tohoto textu se na Rossové paradoxu
nezdalo nic podivného. Zd4a se, ze mezi matematiky je rozsifend predstava, ze sémantika klasické logiky
»Spravné“ vystihuje povahu spojek prirozeného jazyka; z tohoto hlediska samoziejmé neni na Rossové
paradoxu nic paradoxniho - pokud ke splnéni tkolu musim donést dopis na postu, tak jej musim donést
na postu nebo spélit, takze z pfikaz ,dones tento dopis na postu!“ vyplyva pirikaz ,,dones tento dopis na
postu nebo jej spall®.

Pro¢ se nam tato implikace nelibi? Dostanu-li pfikaz ,rozdélej ohen!*, budu v duchu uvaZovat asi
takto: ,nejprve musim donést néjaké dievo, sehnat papir na podpal a sirky nebo zapalovac¢“. V tomto
smyslu z piikazu ,rozdélej ohen!“ vyplyvaji piikazy ,dones n&jaké dievo! sezen papir na podpal! seZen
sirky nebo zapalovaé!“. Mohu nyni postupovat tak, ze ,zapomenu“ na puvodni piikaz a nejprve splnim
ptikazy, které jsou jeho diisledkem; potom se mohu znovu rozpomenout, pro¢ jsem si donesla dievo, papir
a sirky a splnit ptivodni zadani. Rosstiv paradox spoc¢iva v tom, ze vykondnim implikovaného piikazu si
mohu znemoznit vykonani pivodniho prikazu.

Na druhou stranu je nazor, ze na Rossové paradoxu neni nic paradoxniho, dobre obhajitelny na za-
kladé srovnani logiky prikazi s logikou oznamovacich vét. Tento paradox ziejmé souvisi s rozdilem mezi
(logickou) sémantikou a pragmatickym uZitim jazyka. Pfi praktickém uziti jazyka totiz vétSinou pfedpo-
klddame, Ze s ndmi nas partner v dialogu spolupracuje v tom smyslu, ze ndm podava praveé ty informace,
které potiebujeme napf. k tspésnému zvladnuti ikolu - tedy ani zaddné dilezité informace nevyneché, ani
nam nedivé zadné navic. Od implikace intuitivné ocekavame, Ze se timto principem kooperace®® bude

25Principy konverza¢ni kooperace poprvé formuloval lingvista H. P. Grice.
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ridit v nasledujicim smyslu: je-li implikace A = B obecné zndma a mij partner v diskuzi mi fika B, déla
to proto, %e nepotiebuji védét A. Kdyby mi totiz ¥ekl A, dokazala bych si (na zékladé znalosti implikace
A = B) domyslet i B; musi tedy mit néjaky divod, pro¢ nefekl A: pravdépodobné by mi tim sdélil
nepotiebnou informaci navic.

Obdobou Rossova paradoxu pro oznamovaci véty je implikace A = (A V B). Pritel, kterému feknu
,2musim tento dopis odnést na postu nebo jej musim spalit“ predpoklada, Ze si mohu libovolné vybrat,
kterou z téchto moznosti uskuteénim; v opac¢ném pripadé jsem se ve svém proslovu nefidila principem
kooperace (lze se na to divat tak, Ze jsem mu nesdélila vSechny relevantni informace, nebo naopak tak,
7e jsem pridala zbytec¢nou ,informaci“ navic). Vidime tedy, Ze Rossiiv paradox neni vazan na deontickou
logiku, ale je obecnou vlastnosti disjunkce. Pokud prijmeme klasickou logiku za zaklad svého uvazovani
a nebudeme na ni shledavat nic paradoxniho, méli bychom bez vyhrad prijmout i tento aspekt deontické
logiky.



74

Napovédy, reseni a poznamky k nékterym cviéenim

Reseni cvideni 1

Samoziejmé, Ze se jedna o ditkaz Bozi existence. Akvinsky podava ne jeden, ale hned pét dikaz,
v nichZ Bth vystupuje postupné jako prvotni hybatel (piivodce véeho pohybu), prvotni pri¢ina, néco samo
sebou nutného (ten jsme citovali), nejpravdivéjsl a nejuslechtilejsi jsoucno a konetné ptivodce piirodnich
zékon.

Za chybu by bylo mozné povazovat napriklad tvrzeni ,co mizZe nebyti, nékdy neni“. Je ale dulezité
si uvédomit, ze Akvinsky o néem ftekne, Ze to ,,muiZe nebyt“, pravé kdyz to skuteéné nékdy nebylo &
nebude (¢i to neni pravé ted), coZ je vidét z prvni véty. Pozdéji tento zptsob porozuméni slivku mozny
nazveme redukcionisticky - ,moZznd A“ znamenda totéz jako ,,nékdy je pravda, ze A“.

Za nejslabsi misto tohoto dikazu povazuji vétu ,jestlize tedy vSechno muze nebyti, nékdy nebylo
skutec¢né nic*. Prelozime-li si ,,mtiZze nebyti“ jako ,nékdy neni“, bude tato véta znit ,jestlize tedy o kazdé
véci plati, ze nékdy nebyla, tak nékdy nebylo skutecné nic“. Jenze my si dovedeme docela dobie predstavit,
ze kazda véc si svilij ,,Cas nebyti“ vybrala nékdy jindy a tedy zZadny spole¢ny okamzik, kdy nebylo nic,
nastat nemusel!

Poznamka ke cvideni 1

Pro zajimavost uvedme vyklad tohoto dukazu, jak jej podavd Diogenes Allen; ¢tenar by mél védét,
ze Akvinsky ve svém mysleni vychézel z dikladné znalosti Aristotela. (Osobné se mi zd4, Ze porozumét
jej precist.)

Tomas charakterizuje Boha jako ,nutnou“ bytost i ve své tfeti cesté. Aristotelés rozliSuje mezi by-
tostmi, které vznikaji a zanikaji, a bytostmi vécénymi. Pro Aristotela jsou nebeska télesa a prvni hybatel
véeéni. V tomto smyslu o nich mluvi jako o ,nutnych“ bytostech a nazyva je bohy (jak bylo pro Reky
bézné u vseho nesmrtelného). Tomds jde v tomto bodé mnohem déle. I kdyz existuji vé¢né bytosti, jsou
kontingentni (nahodilé, podminéné), protozZe jejich esence (to, co jsou) a existence (to, ze jsou) miiZe byt
odlisena. I kdyZ existuji véc¢né, je mozné, Ze by nebyly, nebot jejich esence jim neumoznuje sama o sobé
existovat. Abychom mohli vysvétlit existenci bytosti, u nichZ je mozno rozlisit esenci a existenci, musi
existovat bytost, u které je esence a existence identicka. Touto bytosti je Biih, ktery je odliSen od vSech
bytosti, nebot je nejen vécény, ale jeho vécénost je zakotvena v BoZi esenci, kterd je identickd s Bozim
aktem existence.

Diogenes Allen: Filosofie jako brana k teologii, str. 127.

Reseni cvideni 2 Nutnost (necessarium) je samoziejmé symbolizovana znakem CJA; nemozné (im-
possibile) je to, co musi nebyt, coz odpovidd znaceni O0-A; a do tfetice mozné (possibile) je to, co neni
nemozné, tedy —[—-A.

Pozndmka ke cvideni 2 Formuli $—A, samoziejmé odpovida ¢tvrtd formule se symbolem O: —OA.

1. ndpovéda ke cvideni 3 Uvédom si, ze (V1) a (©2) maji platit nejen pro vyrok A, ale pro kazdy
vyrok, takze za A klidné mtzeme dosadit C.

2. napovéda ke cviceni 3
Nejprve pouzij (A3) zvlast na formuli (V1) a zvlast na formuli (©2).

Reseni cvideni 3 Pouzitim axiomu (A3) na (V1) (a dosazenim C misto A) dostaneme
C = $C,

pouzitim na (©2) dostaneme formuli

$C = C.

Protoze vime, Ze ekvivalence je konjunkci dvou implikaci, mizeme odvodit pozadovanou formuli

C & OC.

Reseni cvideni 4  Vysledkem vymazéni viech vyskytt symbolu < z formule (03) je formule BA-B,
co je kontradiktorickd formule (spor).

Reseni cviteni 5 Césti (1) a (2) dokdZeme prostym doplnénim nésledujici tabulky:



A |OA QA | -A |O-A [ O-A | -O-A | =O-A
1 1 1 0 0 0 1 1
b d 0 1 b d 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 0 0
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Vidime, Ze ve sloupeccich A a —=<{)—A jsou stejné hodnoty, a ve sloupeécich $A a —=O-A jsou také
stejné hodnoty. Uplné stejné bychom ovéfili i platnost axiomu K, akorat bychom museli vyplnit tabulku
s deviti radky.

Pravidlo modus ponens dokaZzeme takto: Je-li A tautologii této logiky, znamena to, Ze ma pii vSech
ohodnocenich proménnych?® hodnotu 1. Ma-li A = B také hodnotu 1 (coz jako tautologie musi), musi
B také mit hodnotu 1 (v tabulce pro implikaci se totiz v fadku, ve kterém mé A hodnotu 1, nachdzi jen
jedna jednicka - a to ve sloupecku, ve kterém ma B hodnotu 1). TakZe B je také tautologie.

Pravidlo necesitace dokazeme podobné: jestlize je A tautologie, ma vzdycky hodnotu 1, a tedy i A
mé vzdycky hodnotu 1 a je to tautologie.

Poznamka ke cviceni 5 Pozdéji si fekneme, Ze vyrokové modalni logiky, které obsahuji klasickou
logiku?”, axiom K a pravidla modus ponens a necesitace, se nazyvaji normalni. Lukasiewiczova trojhod-
notova logika neni normalni, protoze existuji formule, které jsou tautologiemi klasické logiky, ale nejsou
tautologiemi této logiky.

ReSeni cvideni 6  Opét prosté vyplnime tabulku:

A |OA |QA A=A (A= QA [ O0A |[O0A S A |O0A |OUA < OA
1 1 1 1 1 1 1 1 1
x 0 1 1 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 1

Vidime, ze v8echny zadané formule jsou tautologie.

Poznamka ke cviceni 6

Zatimco prvni dvé formule, totiz JA = A a A = $A znéji rozumné i

v piekladu do lidské feci (plati-li néco nutné, tak to plati; jestlize néco plati, tak je moZné, aby to platilo),
druhé dvojice formuli se jevi ponékud podezield: ,Mozn4 pravdivé jsou praveé ty vyroky, které mohou byt
mozné pravdivé. Nutné pravdivé jsou pravé ty vyroky, které nutné jsou nutné pravdivé.“ Pozdéji uvidime

modalni logiky, ve kterych zadna z téchto formuli neplati.

Reseni cvifeni 7 a 8  Asi Té nepiekvapi, ze opét budeme vyplitovat tabulku:

(1) (©2)
AGA|-A|- A=A QA (A= A) QA “OA = A | —A = AOA
1 1 0 1 1 0 1 1
x | 1 X 1 1 0 1 X
0 0 1 0 1 1 1 1

Poznamka ke cvieni 8 Vyrok A s pravdivostni hodnotou x mé vlastnost (03) GA A $-A.

Reseni cvideni 9

Prvni véta vyplyva z nasich fyzikdlnich poznatki, jedna se tedy o fyzikalni nutnost.

Druhd véta se tyka nasich znalosti o uvazovani rozumnych lidi: tuto vétu povazujeme za pravdivou na
zakladé zkuSenosti, Ze rozumni lidé védi, ze kdyz spadnou z velké vysky, zabiji se. Zaroven predpokladame,
ze rozumny Clovék dokéZe rozpoznat, ze pad z Eiffelovy véZe je padem z velké vysky, a domyslet si dasledky,
které pro né&j v této situaci ma jeho obecny poznatek. Mohli bychom fict, Ze se jednd o psychologickou
nutnost, nebo o epistemickou nutnost (nutnost zde vyplyva z toho, co vime o poznatcich lidi a o tom, jak
s témito poznatky zachézeji).

Treti vétu bychom opét mohli klasifikovat jako fyzikalni nutnost, budeme-li fyziku chépat v Sir§im
smyslu slova jako védu zabyvajici se vSemi piirodnimi zédkony a tedy zahrnujici i chemii a biologii.

Ctvrt4 véta nevypovida nic o fyzikalni realité (ackoli na prvni pohled mluvi o né¢em podobném jako
tieti véta), ale o Jirkové domnénkéch a presvédéenich. Mohli bychom v8ak také ¥ict, Ze se jednd o nutnost
logickou: ,jestlize Jirka véfi v8emu, co je napsano v té knize, véfi i néjakému konkrétnimu tvrzeni, které

26GSlovo ohodnoceni znamend, ptifazeni pravdivostnich hodnot prom&nnym.
270 néjaké logice fekneme, #e obsahuje klasickou logiku, pokud ka?d4 klasickd tautologie je tautologii této logiky.
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se v té knize vyskytuje“ je totiz tvrzeni pravdivé na zakladé Cisté logiky, i kdyz se nejednéd o logiku
vyrokovou, ale predikatovou: (VazV (J,z)) = V(J, A).
Paté tvrzeni je ukdzkovym prikladem logické nutnosti.

ReSeni cvideni 10 A znamen4, Ze z nadich poznatki je odvoditelné A; nemame-li dojit ke sporu,
—A odvoditelné neni a tedy podle nasich znalosti je A mozné ($A).

ReSeni cvifeni 11  V situaci, kdy A uz je pravdivy vyrok, mohu samoziejmé snadno dosédhnout
toho, aby byl pravdivy - prosté nechdm v8echny véci tak, jak jsou. Takze A = $A plati. (Pravdépodobné
uz se Ti stalo, Zze se s Tebou nékdo vsadil, ze docili né¢eho neuvéritelného, ve skuteénosti v§ak uz ve chvili
sazky byla ta neuvéritelnd véc realitou.)

Reseni cviceni 14

Samoziejmé, Ze ze svéta :-( jsou dosazitelné véechny ostatni svéty (v Zddném uZ to nemiZe byt horsi),
zatimco svét :-) je dosaZzitelny ze v8ech svétll (nejsou v ném poruseny zaddné moralni principy). Ze svéta
:-| je dosazitelny on sdm a svét :-), ze svéta :-) jen on sdm. Pro prehlednost si miiZzeme nakreslit obrazek,
ve kterém Sipka z jednoho svéta do druhého znézornuje, ze druhy je dosazitelny z prvniho:

Poznamka ke cvi¢eni 14

Vsimni si, ze ma-li relace dosazitelnosti mit vyznam ,v dosazitelném svété neni porusovano vic pravidel
nez v puvodnim*, bude urcité reflexivni - kazdy svét bude dosazitelny alespon sam ze sebe. Mohli bychom
ji oviem definovat také tak, ze dosaZitelny svét je dokonaly (Zaddnd pravidla v ném nejsou poruena). V tom
pripadé by se ovsem mohlo stat, ze zadny svét dosazitelny nebude, protoze v kazdém mozném svété je
poruseno né&jaké pravidlo. (Napiiklad pokud si pravidla zvolime tak, %e nebude moZné ¥idit se obéma
soucasné: odvaznému Stésti pieje, ale opatrnosti nikdy nezbyva.)

Reseni cvi¢eni 15  Z definice modelu je vidét, ze S IF =A pravé kdyz S I A.

ReSeni cvideni 16  Jestlize neni dosazitelny zadny mozny svét, tak samoziejmé zadny vyrok nemtize
byt pravdivy v n&jakém dosazitelném svété (takZe nic neni mozné), ale zato je kazdy vyrok pravdivy ve
v8ech nula dosazitelnych svétech (takze v8echno je nutné).

Reseni cvideni 17  Hloubka formule je celo¢iselny daj, ktery se poéitd nasledovné:
1°.  Atomické formule maji hloubku 1.

2°.  Jestlize formule F vznikne z formuli A a B, které maji hloubku n a m, pomoci spojek =, A, V, =, <,
je jeji hloubka rovna vétsimu z ¢isel n a m. Je-li hloubka A rovna n, je hloubka formuli F = OA a F = $A
rovna n + 1.

Tvrzeni budeme dokazovat indukci podle hloubky A formule F.

1°.  Je-li h = 0, zavisi pravdivost F ve svété S pouze na mozném svété S. Spojeni formuli navzajem
pomoci negace, konjunkce, disjunkce nebo implikace nijak nezméni mnozinu moznych svétl, do kterych
se musime ,,podivat®, abychom zjistili, je-li dana formule pravdiva.

2°.  Predpokladejme, ze hloubka formuli A a B je nejvyse h. Je-li F = OA nebo F = $A, musime se pii
vyhodnocovani pravdivosti F ve svété S podivat, zda je A pravdiva ve svétech T, které jsou z S dosazitelné
po 1 Sipce; k tomu musime (podle indukéniho pfedpokladu) nahlédnout nejdél do svétt vzdalenych o h
krokt po Sipkich z T, tedy nejvyse h + 1 kroki z S, coz piesné odpovida hloubce F. Spojeni formuli
hloubky nejvyse h + 1 navzajem pomoci negace, konjunkce, disjunkce nebo implikace opét nijak nezméni
mnozinu moznych svétd, do kterych se musime ,podivat“, abychom zjistili, je-li dana formule pravdiva.
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K dokonceni dikazu si sta¢i uvédomit, ze hloubka formule je vzdy mensi nebo rovna poctu vyskyta
symbolt O a <.

Népovéda ke cviceni 18 Rozhodni, zda lze vybrat mnozinu modeld, ve které neplati Av—A. Tato
formule totiz neni tautologii Lukasiewiczovy trojhodnotové modalni logiky.

ReSeni cvideni 20  To, Ze A plati, znamena, Ze je pravdiva ve viech moznych svétech viech modeld.
Specidlné tedy pro kazdy mozny svét S kazdého modelu dostavame, ze A je pravdiva ve vSech moznych
svétech, které jsou z néj dosazitelné - coz podle definice modelu znamena, ze S IF JA.

ReSeni cvigeni 22

(=) Nejprve ukazeme, ze pokud v néjakém ramci plati OA = (A, tak je z kazdého mozného svéta
dosazitelny néjaky mozny svét. Kdyby ze svéta S nebyl dosazitelny zadny mozny svét, byl by v S pravdivy
kazdy vyrok tvaru OA, ale zadny vyrok tvaru ¢ A, coz by byl spor s predpokladem OA = $A.

(<) Predpokladejme, ze v daném ramci je z kaZdého mozného svéta S dosazitelny néjaky mozny
svét T'. Pokud nyni S IF OA, musi podle definice byt A pravdivé ve vSech moznych svétech dosazitelnych
z S, specidlné tedy T I+ A. Vidime, Ze existuje mozny svét dosazitelny z S, kde je A pravdivé, takze
Sk QA.

TIHFA

SIFOA

Népovéda ke cviceni 24  Pro ukizéani, ze A = $A pouZij vétu o korektnosti a Gplnosti: vime, Ze
logika T obsahuje pravé ty formule, které jsou pravdivé ve vSech reflexivnich ramcich.

ReSeni cvideni 24  Reflexivita relace dosaZitelnosti znamen4, Ze kazdy svét je dosazitelny sim ze
sebe. Plati-li ve svété S formule A (S IF A), je z néj dosazitelny néjaky svét (totiz on sdm), kde plati A,
takze S IF $A atedy SIF A = $A. (Pripad S I A nemusime rozebirat, protoZe implikace s nepravdivym
prvnim ¢lenem je vzdy pravdiva.)

’

SIHA
Axiom D mizeme odvodit z pravé dokazané formule a axiomu T na zakladé klasické tautologie ((A =
BIA(B=C)) = (A= C).

1. napovéda ke cviceni 25 Opét je vhodné pouzit vétu o korektnosti a o uplnosti. K ukazani, ze
formule neni dokazatelnd v T, sta¢i najit model logiky T, tedy model s reflexivni relaci dosazitelnosti,
v jehoz nékterém svété dani formule neni pravdiva. Muzes zalit tim, ze si nakresli§ svét S, ve kterém
tato formule neplati, a budes prikreslovat svéty, které z néj jsou dosazitelné - svéty, které z néj dosazitelné
nejsou, totiz na pravdivost formuli v S nemaji vliv.

<> S 0O(A = B)=0(UA = OB)

SIFO(A = B) = 0O(0A = OB)

Pti dokazovani, Ze tato formule je dokazatelnd v S4, mtzes zkusit postupovat sporem: ukaz, ze kazdy
pokus nakreslit reflexivni a tranzitivni protipiiklad na tuto formuli vede ke sporu. Jinou moznosti je
zkusit sepsat formalni dikaz této formule v kalkulu logiky S4.

2. napovéda ke cvideni 25 VSimni si, ze ze zadani je zfejmé, Ze reflexivni protipiiklad, ktery mas
najit, neni tranzitivni (protoZe mas dokazat, Ze tranzitivni protipfiklad najit nelze). Speciélné to znamen4,
ze hledany protiptiklad bude obsahovat alespon tfi svéty sefazené do fetizku podle nasledujiciho obrazku:
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@T
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S O(A = B) = 0O(A = 0OB)

0
B

S<T, T <US LU reflexivni smyc¢ky u v8ech tii svéta

Reseni cviceni 25
Reflexivnim protipiikladem pro formuli O(A = B) = O(OA = OB) je nasledujici model:

i
U¥B
@ T A,B
- SFA=B

TIFAB;UIFA,UIFB,SIFA=B
Ovérme, 7e ve svété S skutecné neni zadana formule splnéna. V8imni si, ze neni dtlezité, jestli vyroky
AaB jsou ve svété S pravdivé dﬁleéité je jen to, aby tam byla pravdiva implikace A :> B. Budeme

vvvvvv

splnény. (Doporucuji Ti zakreslovat si ziskané informace prlmo do obrazku.)

TIFOA protoze T IF A a také U IF A

TIF OB protoze U If B

TIFOA=0OB protoze T'IF OJA ale T' I OB

THFA=B protoze T'IF A a také T I+ B

SIFO(A = B) protoze S FA=Bataké TIFA =B

ST¥ O(0A = OB) protoze T ¥ OA = OB

SIF O(A = B) = O(0OA = OB) | protoze S IF O(A = B), ale S ¥ O(TA = OB)

Zbyva dokazat, ze zadand formule je dokazatelnd v logice S4. Ukazeme si formalni diakaz:

1 O(A = B) = (OA = OB) axiom K
2 (DA = 0OB) = 0O(CA = OB) dosazeni do axiomu 4
3 {[A=BAB=C]}=>[A= (] tautologie klasické logiky
4 {[O(A=B)=(0OA=0B)]A[(0A=0B)=0TA = 0B)]} = [0(A = B) = 0O(TA = OB)]
dosazeni do 3
5 [O(A = B) = (OA = OB)] A [(OA = OB) = O(0A = OB)] z1a?2
6 O(A = B)=0O(0OA = 0OB) pravidlem MP 7z 4 a 5

ReSeni cvideni 26  Zkusme nejprve zjistit, jestli relace ze zadani je ekvivalence. Reflexivita plyne
z toho, Ze svét se samoziejmé nachdzi ve své vlastni skupiné. Symetrie plyne z toho, ze nachazi-li se svét
S ve stejné skupiné jako svét T, tak se svét T nachazi ve stejné skupiné jako svét S. Tranzitivita nerika
nic jiného, nez ze nachazi-li se svét S ve stejné skupiné jako svét T a svét T ve stejné skupiné jako svét
U, tak se svéty S a U nachdazeji ve stejné skupiné, coz je o¢ividné pravda.
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Predpokladejme naopak, ze je zadand néjaka reflexivni, symetricka a tranzitivni relace a zkusme roz-
délit svéty do skupin®® tak, aby z kazdého svéta byly dosaZitelné pravé svéty v jeho skupind. Mnozinu
v8ech svétl, které jsou dosaZitelné ze svéta S, oznadime [S]. Nagim tkolem je ukazat, 7e kazdé dva svéty
ze skupiny [S] jsou navzijem dosazitelné, tedy ze T, U € [S] implikuje T' < U. Ov8em T € [S] znamen4,
ze S < T. Pomoci symetrie vime také, ze T' < S. Nyni na zdkladé tranzitivity a faktu S < U vidime, Ze
T < U, coz jsme chtéli dokézat.

Také se Ti zda, 7e jsme nikde nevyuZili reflexivitu? Ta 1ika to, Ze S € [S] a tedy S < S.

Reseni cviteni 27 Nejprve dokdZeme, Ze reflexivni eukleidovské relace je ekvivalenci. K tomu
musime dokézat, ze je symetrickd a tranzitivni.

Symetrie: Je-li S < T, vyuZijeme eukleidovskost (S <T A S <8) =T < S a dostaneme T < S.

Tranzitivita: Je-li S < T < U, pouzijeme nejprve pravé dokdzanou symetrii na prvni polovinu a
dostaneme T' < S, T < U. Nyni uz z eukleidovskosti plyne S < U, coz jsme chtéli dokézat.

K dtkazu, Ze ekvivalence je eukleidovskd, nim pomtize predeslé cvi¢eni. Predpoklady S <T A S <U
totiz znamenaji, ze T,U € [S] a tedy T < U.

Reseni &asti a) cvideni 28
Pottrebujeme ukdzat dvé implikace: ma-li dany model vlastnost

Q) VS,TeW S<T = T<T,

tak v ném plati O(OA = A) a naopak.

(=) Necht nejprve dany model ma vlastnost (V). Ukdzeme, Ze ve viech moznych svétech S je pravdivé
O(OA = A). Podle predpokladu jsou viechny mozné svéty T,.S < T doaZitelné samy ze sebe:
T

S

V T nyni plati JA = A: pokud je T IF OA, je A pravdivé ve vech moznych svétech dosazitelnych z T a
tedy i v T'. Tedy ve vSech moZnych svétech dosazZitelnych z S je JA = A pravdivé a tedy S IF O(OA = A).

(<) Druhou implikaci ukdZzeme v matematice obvyklym postupem: misto B = C ukdZeme —-C = —B.
Podrobngji feceno: ukdzeme, ze pokud relace dosaZitelnosti v néjakém ramci nemd vlastnost (©), lze
vytvofit model (s timto rdmcem a néjakym prifazenim pravdivostnich hodnot vyroktm), ve kterém
neplati O(OA = A). Z toho bude vidét, Ze plati-li ve vSech modelech na daném ramci O(OA = A),
relace dosazielnosti méa vlastnost (9).

Kdyz relace dosazitelnosti nem4 vlastnost (©), lze najit mozné svéty S a T, S < T,T £ T

28Témto skupindm se obvykle ¥k tFidy ekvivalence.
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TFOA
THA

S
Pravdivostni hodnoty piitadmé vyrokam tak, ze T If A, T Ik OA. Jinak feceno, ve vSech moZnych

svétech dosazitelnych z T necht je A pravdivé, ale v T nikoli. Potom zfejmé S ¥ O(OA = A), protoze
Tl OA= A

Reseni &asti b) cvideni 28 K ukédzani, ze O(OA = A) je dokazatelnd v logice T, vyuzijeme vétu
o korektnosti a tplnosti: ve vSsech modelech logiky T plati axiom T A = A a tedy ve vSech téchto
modelech plati také O(OA = A). (Zdavodni, Ze pokud v n&jakém modelu plati formule F, pak tam plati
i OF.)

Reseni ¢asti c) cvi€eni 28  Axiom T iika, Ze vie, co je prikdzano, se skutecné déje, tedy Ze viechny
mozné svéty jsou deonticky perfektni. Ze zkuSenosti ale vime, Ze tomu tak neni - poruSovani zakazu a
pravidel je na dennim poradku.
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5. KONECNEHODNOTOVE LOGIKY

V logice neexistuje moralka. Kazdy si miiZe svou logiku ( ... ) vybudovat, jak chce.
Rudolf Carnap: Logické syntax jazyka'

Struc¢né opakovani
S nékolika vicehodnotovymi logikami jsme se jiz setkali v pfedchozim vykladu. Zopakujme strucné,

o jaké logiky se jednalo. Tabulky pro dvouargumentové spojky? budeme psat tak, Ze moZzné hodnoty
vyroku A napiSeme do levého sloupce a mozné hodnoty vyroku B do prvniho fadku.
1) V kapitole o klasické logice ve cviceni 17 jsme zminili logiku s nésledujici ¢tvefici hodnot:

1: Mam dtvod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a nemam didvod si myslet, ze je nepravdivy.

0: Nemam dtivod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a mam dtvod si myslet, ze je nepravdivy.

X: Mam duvod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a mam také duvod si myslet, ze je nepravdivy.

?7: Nemam duavod si myslet, ze vyrok je pravdivy, ani divod si myslet, Ze je nepravdivy.
2) V kapitole o intuicionismu ve cvifeni 12 jsme se dovédéli, ze Arend Heyting navrhl pro intuicionistickou
logiku nésledujici tabulky:

A |-A

1] 0

X | x

0| 1
AAB|1 x O AvB|1 x 0 A=>B|1 x 0 AsB|1 x O
1 |1 x O 1 (1 1 1 1 1 x 0 1 1 x 0
x |x x 0 x |1 x x X 1 1 0 x |x 1 0
0O |0 0 O 0 |1 x O 0 1 1 1 0 0 0 1

Tyto tabulky ale nevystihuji pfesné mnoZinu intuicionistickych tautologi{ - formule (A = B)V(B = A)
je tautologii této logiky (bez ohledu na pravdivostni hodnotu A a B je jeji hodnota 1), ale neni tautologii
intuicionistické logiky (Ize k nf totiZ sestrojit kripkovsky protipiiklad).

3) V kapitole o modélnich logikdch jsme se podrobné zabyvali Lukasiewiczovou trojhodnotovou modéln{
logikou s tabulkami

A |-A | A |OA

1 ]0 |1 | 1

x |x |1 | O

0|1 |0 | O
AAB|1 x O AvB|1 x O A=B|1 x 0 AeB|l1 x 0
1 |1 x 0 1 |1 1 1 1 1 x 0 1 1 x 0
x |x x O x |1 x x X 1 1 x x |x 1 x
0O |0 0 O 0 |1 x O 0 1 1 1 0 0 x 1

vvvvvv

Cviceni 1. Zvoleny zpusob zapisu se piili§ nehodi pro zjistovani, zda je néjakd slozitgjsi formule
tautologii té ¢i oné vicehodnotové logiky, umoznuje ale vzadjemné porovnavat tabulky pro jednotlivé
spojky v rtznych logikach.

Zjisti, pro které spojky a které hodnoty argumentii se lisi Lukasiewiczova a Heytingova trojhodnotova
logika. Kolikaradovou tabulku potfebujeme pro zjisténi, zda je formule

(A=B)=C)=({(B=A)=0C)=C)

tautologii, jestlize kazdy radek odpovida jiné trojici hodnot A, B a C, jak je tomu obvyklé v klasické
logice? Zkus vymyslet rychlejsi zptsob, jak zjistit, jestli je néjaka formule tautologii.

Pravdivostni hodnota x
Drive, nez se pustime do dukladnéjsiho zkoumani trojhodnotovych logik, musime si rozmyslet, co to
znamena, ze vyrok ma pravdivostni hodnotu x. Jaké divody nés vedou k tomu, Ze kromé pravdivych a
nepravdivych vyrokd pripoustime jesté tfeti moznost?

L Cituje Jaroslav Peregrin: Analyticka filosofie (n4¢rt!), kapitola 4, str. 5.
2 Dvouargumentové spojky jsou spojky A,V,=>, <, které spojuji vidy dva vyroky.
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1) Neznalost skuteéné pravdivostni hodnoty

Vyrok ma pravdivostni hodnotu x, pokud nevime, zda je pravdivy ¢i nepravdivy. Do této kategorie
spadaji napiiklad vyroky o budoucnosti, které vedly Lukasiewicze k vytvoreni jeho trojhodnotové logiky.

Vypadaji tabulky Lukasiewiczovy logiky tak, jak bychom éekali pii tomto chapani vyznamu hodnoty
x? V pripadé, Ze nevime, zda je vyrok A pravdivy ¢ nepravdivy, samoziejmé nevime ani o jeho negaci,
zda je pravdiva ¢i nepravdiva, takZze ,—x = x“. Ale i v pfipadé, Ze nevime, zda je vyrok A pravdivy ¢i
ne, vime, ze je-li vyrok B pravdivy, tak je pravdivy alespon jeden z vyroki A a B, takze A vV B by mél
byt pravdivy: ,xV 1 = 1¢.

Cvicéeni 2. Podivej se na tabulky negace, konjunkce a disjunkce v Heytingové a Lukasiewiczoveé logice
a rozmysli si, ze skuteéné odpovidaji tomuto chapani hodnoty x. Odpovida tomuto pojeti lépe Heytingova
nebo Lukasiewiczova implikace?

2) Nesmyslnost

Vyrok s pravdivostni hodnotou x povazujeme za Uplné nesmyslny. K logickému folkléru patii tieba
vyroky ,Caesar je prvodislo® a ,bezbarvé zelené myslenky zufivé spi.“3 Je ziejmé, Ze je-li vyrok A ne-
zufiveé spi a slunicko je zluté“. Doplnime-li na zakladé této tvahy na vSechna nové vznikla mista v tabulce
hodnotu x, dostaneme Boévarovu trojhodnotovou logiku z roku 1939:

A -A AAB|1 x O AVvB|1l x 0 A=>B|1 x O AeB|1l x 0
1] 0 1 1 x 0 1 1 x 1 1 1 x O 1 1 x 0
x| x X X X X X X X X X X X X x X X X
0] 1 0 0 x 0 0 1 x 0 0 1 x 1 0 0 x 1

Cviceni 3. Ukaz, Ze v této logice neexistuji zadné tautologické vyroky - vyroky, jejichz pravdivostni
hodnota je 1 pii libovolném pfifazeni pravdivostnich hodnot jednoduchym vyroktim.

3) Césteéna pravdivost

Pravdivostni hodnotu x mtzeme také priradit tém vyrokam, které lezi nékde mezi pravdou a nepravdou
- tfeba vyrokam jako ,,Praha je obrovska“ nebo ,rada poslouchdm jazz“. Praha je urcité velka, rozhodné
vétsi nez Nova Ves, ale neni tak obrovské jako New York. V tomto pfipadé ale brzy narazime na to, ze
bychom potiebovali vice nez tfi pravdivostni hodnoty: citime, Ze vyrok ,Brno je obrovské“ by mél byt
pravdivéjsi nez vyrok ,Nova Ves je obrovska“ ale méne pravdivy nez ,Praha je obrovskd“, coz je vyrok
méné pravdivy nez ,New York je obrovsky“. Pro tento typ vyroka byly vytvoreny fuzzy logiky, o kterych
si povime v pristi kapitole.

Navod, jak si vytvorit vlastni trojhodnotovou logiku

Logika je otazkou nabidky a poptavky.
Doc. Miroslav Jauris, CSC.*

Predstavme si, ze ses v souladu Jaurisovym tvrzenim rozhodl vytvorit a nabizet vlastni trojhodnotovu
logiku. Ackoli se to na prvni pohled mize zdat jako odvazné rozhodnuti, jediné, co musis udélat, je najit
si kus papiru a sepsat tabulky pro vyrokové spojky!

No dobré, fikas, jak ale zaridim, aby po té mé logice byla poptivka?

V prvé fadé se musi$ postarat o to, aby tabulky Tvé logiky davaly néjaky smysl. Napriklad by bylo
tézké zduvodnit, pro¢ ses rozhodl pfisoudit negaci nasledujici tabulku:

A|-A
1 1
X 0
0 X

Malokdo by byl ochoten Ti uvéfit, ze pravdivostni hodnota vyroku s hodnotou 1 by se negovanim
neméla zménit, prinejmensim chceme-li se drzet pravidla, ze vyroky s hodnotou 1 jsou ,nejvic pravdivé®

3 Autorem prvniho je rakousky filozof a logik Rudolf Carnap, autorem druhého je americky jazykovédec Noam Chomsky.
Striktné fefeno se nejednd o vyroky (ty jsou vzidy budto pravdivé nebo nepravdivé), ale o nesmyslné oznamovaci véty.
4Pfednégka z Logiky I, zimn{ semestr 2002/2003.
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(tedy pravdivé) a vyroky s hodnotou 0 jsou ,nejméné pravdivé“ (tedy nepravdivé). Negaci pravdivého
vyroku by samoziejmé mél byt vyrok nepravdivy a naopak.

Pro vsechny logické spojky byva nejrozumnéjsi, aby v piipadé, ze vyroky, které spojuji, maji pouze
hodnoty 0 a 1, byly vysledné hodnoty stejné jako v klasické logice. Chces-li si tedy vytvorit vliastni logiku,
méla by vzniknout doplnénim téchto tabulek:

A |-A AAB|1 x O AvB|1 x 0 A=B|1 x 0 AeB|1 x 0
1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0
x x x x x

0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

Ovsemze toto nejsou vSechna omezeni, kterymi by ses mél ridit, chces-li, aby po Tvé logice byla
poptavka. Je napfiklad dobrym zvykem povaZovat ekvivalenci A & B za pouhou zkratku za konjunkci
implikaci (A = B) A (B = A), takZe tabulka pro ekvivalenci bude jednozna¢né ur¢ena tim, jak budou
vypadat tabulky pro konjunkci a implikaci.

V tabulce pro negaci zbyva jediné volné misto, podivejme se tedy nejprve na to, jaké hodnoty do néj
miuze$ doplnit. Mas tii moznosti:

A | =xA | 1A | A
1 0 0 0
X X 1 0
0 1 1 1

Cviceni 4. Lukasiewicz si pro svou trojhodnotovou logiku vybral prvni z nabizenych negaci; zjistéte,
zda lze =1 A a —gA vyjadFit pomoci symbolll —, A, V, =, <, &, O, pro které Lukasiewicz definoval tabulky.

Cviceni 5. Rozhodni se, kterou z téchto tii negaci bys zvolil, kdybys pravdivostni hodnoté x rozumél
vySe navrzenymi zpisoby.

Jakmile se rozhodnes pro nékterou z moznych negaci, mizes zac¢it vyplnovat dalsi tabulky. Mozna jsi
se ve skole setkal s dvojici ekvivalenci zndmou jako de Morganovy zdkony:®

(A A B) mé stejnou pravdivostni hodnotu jako —(—-A VvV —B)

(A V B) mé stejnou pravdivostni hodnotu jako —(—A A —B)

Pokud chces, aby tyto dva zdkony platily i ve tvé logice, musis na to myslet pifi vypliiovani tabulek pro
konjunkeci a pro disjunkci. Konkrétné stac¢i vyplnit tabulku pro jednu ze spojek A, V a tabulka pro druhou
uz je jednoznac¢né urc¢ena de Morganovymi zakony.

Cviceni 6. Zjisti, jestli Bo¢varova logika spliiuje de Morganovy zakony.

Protoze chceme, aby vSechny spojky byly zobecnénim spojek klasické logiky, mizeme si pii vyplhovani
tabulek pomoci tim, Ze zkusime najit néjaky popis chovéni klasickych spojek, ktery by nam pomohl
vyplnit tabulku i pro tieti hodnotu. V ptipadé konjunkce a disjunkce se nejéastéji pouzivaji nasledujici
vyjadieni:

A A B m4 hodnotu 1 pravé tehdy, kdyZ A i B maji hodnotu 1.

A A B ma hodnotu 0 pravé tehdy, kdyz alespon jeden z vyroki A, B ma hodnotu 0.

AV B ma hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz alespon jeden z vyrokt A, B mé hodnotu 1.

AV B ma hodnotu 0 pravé tehdy, kdyz A i B maji hodnotu 0.

Chovéni klasické konjunkce a disjunkce l1ze popsat i matematicky; pravdivostni hodnotu vyroku A bu-
deme znacit |A].

|A AB| =min (J]A],|B]) A A B mé mensi z hodnot vyrokid A, B.

|A Vv B| =max (|]A],|B]) AV B mé vétsi z hodnot vyroka A, B.

Abychom mohli pouzit toto matematické vyjadieni, je potifeba pravdivostni hodnoté x pfifadit néjakou
¢iselnou hodnotu; pro nase Gcely je vhodna hodnota %

5Misto obvyklého zépisu (A A B) < —(=A Vv —B) jsme zvolili slovni vyjad¥eni, protoze A <> B ve tvé logice nemusi
vyjadfovat vztah ,A ma stejnou hodnotu jako B*.
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Cviceni 7. Zkontroluj, ze tabulky konjunkce a disjunkce v Lukasiewiczové i Heytingové logice odpo-
vidaji témto dvéma popistim (slovnimu a matematickému). Jak bys matematicky popsal negaci v téchto
logikach?
raznych trojhodnotovych implikaci. Pro nase zkouméani fuzzy logiky v pristi kapitole bude dulezité roz-
myslet si, jak bychom mohli matematicky popsat hodnotu vyroku A = B. Mame opét nékolik moZnosti:
(1) JA=B|=1 jestlize |A| < |B|
|A=B|=0 jinak

2) |A=B|=1 jestlize [A] < [B|
|A=B|=1-|A|+|B| jinak
(3) |JA = B| =max (1 — [A],|B]) protoze klasicky plati (A = B) & (—=A Vv B)°

Tato vyjadreni vedou k nésledujicim tabulkdm pro implikaci:

A=B|1 x 0 A=B|1 x 0 A=>B|1 x 0
1 1 0 O 1 1 x 0 1 1 x 0
X 1 1 0 X 1 1 x X 1 x x
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

Prvni z téchto tabulek je zajimava tim, Zze pravdivostni hodnota implikace je vzdy O nebo 1, i kdyz
do ni mohou vstupovat vyroky s pravdivostni hodnotou x. Ve druhé z téchto tabulek jsi pravdépodobné
rozpoznal Lukasiewiczovu implikaci; logiku s tieti z téchto implikaci (a negaci, konjunkci a disjunkei
stejnou jako u Lukasiewicze a Heytinga) navrhl Kleene v roce 1952.

Cviceni 8. Vymysli si trojhodnotovou logiku se svou vlastni implikaci (nesmi to tedy byt Boévarova,
Heytingova, Kleenova ani Lukasiewiczova implikace) a ovéf, jestli v ni jsou nasledujici formule tautolo-
gické:

A=A

—A e A

(AAB) & —(-AV-B)

* Boévarova a Kleenova logika z pohledu programdtora

Pouziti Bocévarovy logiky

Pokud se zabyvas programovanim, mohla by Té zaujmout tato interpretace Bo¢varovy logiky: méjme
nékolik programii, jejichz tkolem je najit odpovéd na rtzné otazky typu ano - ne. To znamend, pokud
pustime kterykoli z téchto programi, nastane jedna z nasledujicich moznosti:
(1) Program chvilku po¢itd a pak odpovi ,ano®.
(0) Program chvilku po¢itd a pak odpovi ,ne“.
(x) Program pocitd a pocitd, ale nikdy Zddnou odpovéd nevyda - miZeme Fici, Ze se ,zacyklil“. Nebo
chvili poc¢itd a pak se na obrazovce objevi chybové hlageni, program napriklad nemaze pokracovat kvili
nedostatku paméti nebo protoze se snazime ulozit ¢islo w jako celé ¢islo nebo protoze voldme proceduru,
ktera neexistuje ...

Programy miiZeme samoziejmé kombinovat, takZe pokud uZ mame programy A a B, neni tézké napsat
program, ktery bude odpovidat na otdzku .je pravda, ze i A i B daji odpovéd ano?*. Tento program
muzeme oznalit A A B. Co se stane, polozime-li tuto otazku, ale jeden z programid A a B se zacykli?
Pokud je nas$ program pro A A B napsan tak, Zze napied pusti program A, potom program B a nakonec
zjisti, jesli obé odpovédi jsou ,ano“, zacykli se urcité také.

Praveé takto napsané programy popisuje Boévarova trojhodnotové logika; mluvime o uplném vyhodno-
covani.

6V tomto pifpadé plati té% |A = B| = 1 — min(JA[,1 — |B|), coZ odpovidd klasické ekvivalenci (A = B) & —(AA-B).
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Pouziti Kleenovy logiky
Kleenova logika je urcena nasledujicimi tabulkami:

A=A AAB|1 x O AvB|1 x O A=B|1 x 0 AeB|1 x O
110 1 1 x 0 1 1 1 1 1 1 x 0 1 1 x 0
X | x X x x 0 b d 1 x x X 1 x x X X X X
0] 1 0 0 0 O 0 1 x 0 0 1 1 1 0 0 x 1

Cviéeni 9. Ukaz, ze ani v Kleenové logice neexistuji zadné tautologie.

Také na Kleenovu logiku se mizeme divat o¢ima programétora. Program pro A A B, o kterém byla
fe¢ v odstavecku o Bodvarové logice, muZeme totiz napsat také tak, ze programy pro A a pro B pobéii
soucasné (paralelné), napiiklad tak, Ze se vzdy provede jeden krok programu A a jeden krok programu B.
Pokud v nékterém okamziku zjistime, ze odpovéd jednoho z téchto programii je ,ne“, je jisté i odpovéd
programu A AB také ,ne“; vypocet mizeme ukon¢it a nemusime ¢ekat, az dobéhne druhy program, takze

vvvvvv

nazyvame castecné vyhodnocovdni. Podobné svou logiku chipal i sam autor:

Kleene sam ovsem svou logiku povazoval spiSe za parcidlni nez za explicitné trojhodnotovou - onu tieti
moznost vedle 1 a 0 povazoval spiSe za absenci hodnoty ne# za dalsi hodnotu. Slo mu totiZ zejména o to,
aby udeélil specificky status tém aritmetickym vyrokim, jejichz pravdivostni hodnoty nezname nebo znat
nemiizeme.

Jaroslav Peregrin: Logika a logiky, str. 71.7

Souéinové logiky

Vyhodnocovani vice vyrokii najednou

Predstav si, ze si chce$s koupit auto. SepiSes si tedy seznam vSech vlastnosti, které by meélo mit:
cenu do 400 000 K¢&, maximdlni rychlost alespon 250km /h, velky zavazadlovy prostor, airbagy pro fidice
i spolujezdce, zelenozlutou barvu, spotfebu nejvy$ 51/100km, oteviraci stfechu, zamykani na délkové
ovladani a pripojku pro karavan. Pfi priizkumu trhu pravdépodobné zjistis, ze vétsina aut mé nékteré
z téchto vlastnosti, ale ne vSechny. Moznd se proto rozhodnes$ udélat si prehlednou tabulku, kterd Ti
umozni jednotliva auta srovnavat:

cena | rychlost | prostornost |airbagy |barva | spotfeba | stiecha
trabant vV X X X Vv X X

mercedes | X Vv Vv v X X v

Muzes také zkusit zavést pravdivostni hodnoty, které budou vyhodnocovat vyrok ,toto auto spliuje
vSechny mé pozadavky“. Jednim ze zpusobu by bylo prisoudit kazdému pozadavku stejnou dilezitost a
fict, ze pro auto, které spliiuje sedm z deseti pfedpokladi, ma tento vyrok pravdivostni hodnotu 0,7,
zatimco pro auto, které spliuje tii predpoklady, mé hodnotu jen 0, 3. Timto zpiisobem ale ztrati§ mnoho
cenné informace o tom, které predpoklady auto splhuje a které ne.

Jinou moznosti je zavést pravdivostni hodnoty, které maji vice slozek. Kazda slozka pak bude vypovidat
o jednom pozadavku. Pro trabant a mercedes dostaneme pravdivostni hodnoty

trabant = (1,0,0,0,1,0,0,...),

mercedes = (0,1,1,1,0,0,1,...),

Zajimavou a uzite¢nou vlastnosti tohoto typu pravdivostnich hodnot je to, Ze pravdivostni hodnotu
slozeného vyroku lze pocitat po slozkdch. To znamenad, Ze nejprve vyhodnotime pravdivostni hodnotu
kazdého pozadavku zvlast - stejné jako v klasické logice - a pak ddme tyto pravdivostni hodnoty do-
hromady. Napriklad pohledem do predchozi tabulky snadno zjistime, Ze témér idedlnim autem by byl
kifiZzenec trabantu s mercedesem, protoZze vyrok ,téméf v8echny mé predpoklady spliuje bud trabant
nebo mercedes”“ mé pravdivostni hodnotu

trabant V mercedes = (1,1,1,1,1,0,1,...).

"Peregrin oznaluje pravdivostni hodnoty P a N misto nageho 1 a 0.
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Vidime ale také, ze nevhodnou kombinaci vlastnosti trabantu a mercedesu bychom dostali zcela nepo-
uzitelné auto:
trabant A mercedes = (0,0,0,0,0,0,0,...).

Pri interpretaci souéinovych pravdivostnich hodnot musime byt velmi opatrni. Napiiklad jsme vidéli,
7e vysokd hodnota vyroku trabant V mercedes nefiké, ze ,bud trabant nebo mercedes spliiuje vSechny
mé predpoklady“ ale pouze ,témér vsechny mé predpoklady jsou splnény alespon jednim z aut trabant
a mercedes®.

V nésledujici matematické definici shriime dilezité vlastnosti soucinovych logik:
1. Pravdivostni hodnoty vznikaji kombinaci pravdivostnich hodnot jednodusgich logik (v naSem pii-
kladé to byla vzdy dvouhodnotova logika, ale klidné bychom mohli uvazovat i vicehodnotové logiky: tieba
barva né&jakého auta se mi muze libit (1), nelibit (0) nebo mi byt lhostejna (x)).
2. Pravdivostni hodnota vyroku obsahujiciho néjakou spojku se pocita po slozkach, tedy zvlast v kazdé
jednodussi logice, ze kterych se skldda soucinova logika.

Definice 10. Zvolme si n logik A; (ne nutné riznych). Necht logika A; ma mnozinu pravdivostnich
hodnot P;. Pak soucin logik [];—, A; ma mnozinu pravdivostnich hodnot {(p1,ps, ...,pn),pi € P;}. Prav-
divostni hodnota slozeného vyroku se z pravdivostnich hodnot jednodusSich vyrokta uréuje po slozkach
podle pravidel platnych v jednotlivych logikach.

Nic ndm nebrani dosazovat na jednotlivé slozky hodnoty nékteré vicehodnotové logiky. Napriklad miru
své spokojenosti s maximélni rychlost{ auta mohu vyjadfit na Sestistupiiové gkale (0 - ned4 se s nim jezdit
vic nez Sedesatkou, % - na délnici bych se musel drzet v pravém pruhu, % - maximalni rychlost 110-130
km/h, ... 1 - maximalni rychlost pies 250 km/h), spokojenost s barvou auta na t¥istupiiové skéle (1 -
zelenozluté, % - zelené nebo Zzluté, 0 - ostatni barvy) a spokojenost s airbagy na dvoustuphiové gkale (1 -
m4 airbagy, 0 - nem4d airbagy).

Je ziejmé, ze nékteré hodnoty soucinové logiky Ize jen tézko porovnavat: je lepsi auto, které ma airbagy,
ale neni zelenozluté, nebo zelenozluté auto bez airbagi? Je lepsi auto, které jezdi rychle za cenu vysoké
spotieby, a nebo pomalé auto s nizkou spotfebou? Proto nebyvaji hodnoty soucinové logiky usporadané
linedrné (tj. do fady od nejmensi po nejvétsi), ale jen ¢asteéné: auto A, které je ve vech aspektech lepsi
neZ auto B, je urcité celkové lepsi nez auto B. Je-li (A1, 4s, ..., A,) hodnota auta A a (By, B, ..., By)
hodnota auta B, mizeme nasi ivahu shrnout takto:

(A1, As,...,Ay) > (B1,Bs2,...,B,) <& prokazdéi<n A; > B;.
Cvicéeni 11. Rozhodni, jestli 1ze ¢tyrhodnotovou logiku z prvni kapitoly s nasledujicimi hodnotami
povazovat za soucinovou logiku:
1=(1,0): Méam davod si myslet, %e vyrok je pravdivy, a nemam divod si myslet, Ze je nepravdivy.
0=(0,1): Nemdam divod si myslet, Ze vyrok je pravdivy, a mam divod si myslet, Ze je nepravdivy.
X=(1,1): Méam dtvod si myslet, %e vyrok je pravdivy, a mam také divod si myslet, Ze je nepravdivy.
?=(0,0): Nemdm dtivod si myslet, Ze vyrok je pravdivy, ani divod si myslet, Ze je nepravdivy.

Vyroky s presupozici

Presupozice je predpoklad, ktery musi byt splnén, aby dany vyrok vibec mohl byt pravdivy nebo ne-
pravdivy. Tteba véta ,soucasnd kralovna Anglie je stard pani“ je pravdiva, ale véta ,soucany kral Francie
je holohlavy“ neni pravdivé, ale ani nepravdiva, protoze to by musela byt pravdivd véta ,soucasny kral
Francie neni holohlavy), ale Francie nemé zadného krale. Véta ,soucasny kral Francie je holohlavy“ totiZ
obsahuje presupozici ,,Francie ma v tuto chvili krale“.

Soucinové logiky nabizeji pomérné elegantni feSeni tohoto problému: vyrok A s presupozici B budeme
povazovat za vyrok o dvou slozkéich, z nichZz prvni odpovida presupozici a druhd implikaci ,jestlize je
presupozice pravdivd, tak je pravdivy i vyrok“. Jinak feceno, misto vyroku A budeme vyhodnocovat
dvojici (B,B = A). Na piikladu francouzského krile si ukdZzeme vyznam jednotlivych pravdivostnich
hodnot:

(1,1)  Francie ma v tuto chvili kréle a tento krél je holohlavy.

) Francie mé v tuto chvili kréle a tento kral neni holohlavy.
) Francie v tuto chvili nem4 kréle (a tudiZ nemé smysl ptat se, zda je holohlavy).
)  Tato varianta nastat nemiZe, protoZe implikace s nepravdivym prvnim ¢lenem je vZdy pravdiva.
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Smeésice poznamek a citata

Sestihodnotova teologicka logika
Pro zkoumaéni rizné zavaznosti pravdivych vyroki lze v teologii pouzit Sestihodnotovou logiku, ve
které jsou pravdivostni hodnoty interpretovany nasledovné:
logicky pravdivy
teologicky pravdivy (pravda na zdkladé viry)
fakticky pravdivy
fakticky nepravdivy
teologicky nepravdivy (v protikladu s pravdou viry)
logicky nepravdivy

O Ui TN Ut T =

4 trojhodnotové implikace®

V nasem povidani o tom, jaké vlastnosti by mély mit tabulky pro jednotlivé spojky, jsme toho o im-
plikaci mnoho netekli, protoze popsat ,rozumné“ vlastnosti implikace je o néco narocnéjsi nez popsat
ySrozumné“ vlastnosti ostatnich spojek.

Jednim ze zpusobi, jak se divat na vicehodnotové logické spojky, je tento: existuje jedna wvybrand
hodnota, kterd odpovida situaci, kdy vyrok je pravdivy. Ostatni hodnoty zachycuji rozdily v diavodech,
pro¢ vyrok pravdivy neni (je nepravdivy, nesmyslny, jeho pravdivostni hodnota je neznidmd a podobné).

Jevi se jako celkem rozumné pozadovat, aby vicehodnotové spojky splhovaly nasledujici kritérium: po-
kud v8echny nevybrané hodnoty (v nasem ptipadé hodnoty x a 0) nahradime jedinou hodnotou (oznacime
ji také 0, k mylce nemize dojit), stanou se z vicehodnotovych tabulek tabulky klasické logiky.

Na prvni pohled vidime, ze napiiklad tabulka pro negaci —x toto kritérium nespliiuje:

A | —xA A |, xA* A=A
1 0 1 0 110
X be 0 0 0] 1
0 1 0 1 ” 0] 1

Vidime, Ze se v takto vzniklé tabulce objevily dvé riizné vysledné hodnoty pro pivodni hodnotu 0!

Cviceni 12. Ani zadnd ze ¢tyr implikaci, o kterych jsme jiz mluvili (Lukasiewiczova, Heytingova,
Boévarova a Kleenova) nespliiuje toto piisné kritérium! Existuji jen 4 implikace, které je spliuji - dokazes
je najit?

11 trojhodnotovych implikaci®
Milan Matousek a Petr Jirk® navrhuji nasledujici méné pfisna kritéria pro implikaci (pismena a,b,c
oznacuji pravdivostni hodnoty):

(1) Predpoklddame, Ze 0 < x < 1; napiiklad mizeme ztotoznit pravdivostni hodnotu x s hodnotou %
(2) Jelia <1, potom (1=a)<1.

(3) Jelia<b,potoma=b=1.

(4)  Je-li a < b, potom pro kazdé ¢ plati (¢ = a) < (¢ = b).

(5) Jelia < b, potom pro kazdé ¢ plati (a = ¢) > (b= ¢).

Cviceni 13. Ovér, Ze klasickd implikace spliiuje kritéria (2)-(5). Které ze ¢tyt trojhodnotovych impli-
kaci, o nichz byla fe¢ v textu, spliuji tyto podminky?

Téchto pét kritérii je jednim ze zptisobil, jak matematicky popsat klasickou implikaci tak, abychom ji
mohli zobecnit na vice hodnot. Matousek a Jirku dale ukazuji, ze existuje pravé jedenact implikaci, které
témto kritériim vyhovuji. Jsou to:

8Miroslav Mleziva: O trojhodnotové logice, str. 6-11.
9Milan Matousek, Petr Jirkii: Three-Element Implicative Matrices, Miscellanea, logica V, str. 85-102. Jirkii, slidy 112-113.
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Autory logik s jednotlivymi implikacemi jsou Lewis, Jaskowski, Avron, Kleene, Przymuszinski, Jirki,
Heyting, Lukasiewicz, Slupecki. Neni znamo, Ze by se nékdo podrobnéji zabyval studiem dvou implikaci
oznadenych =3 a =4. Ctvercové tabulky pro téchto jedenéct implikaci vypadaji takto (fadime je podle
poétu vyskytd hodnoty x v tabulce; hodnoty, kterymi se jednotlivé implikace lisi, jsou zvyraznény):

A:>V[/B 1 x O A:>PB 1 x 0 A:>yB 1 x O

1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

X 1 0 0 X 1 10 X 1 1 1

0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
A=;B|1 x 0 A=,B|1 x 0 A=ygB|1 x 0 A=sB|1 x O
1 1 0 O 1 1 0 0 1 1 x 0 1 1 x 0
X 1 x 1 X 1 1 x X 1 1 0 X 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
A=3sB|1 x 0 A=,B|1 x 0 A=;B|1 x 0 A=gB|1 x 0
1 1 0 0O 1 1 x 0 1 1 x 0 1 1 x 0
X 1 x x X 1 x 0 X 1 1 x X 1 x x
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

Funkéni tplnost

V povidani o klasické logice jsme si rekli, Zze vSechny spojky lze vyjadrit pomoci = a - nebo tieba
pomoci A a —. Dokonce lze vyjadfit nejen spojky V,= a &, ale i jakoukoli dalsi spojku, jejiz tabulka
obsahuje pouze nuly a jednicky. Proto fekneme, Ze mnoZina spojek {A, =} je funkéné dpind.

Naopak spojku — nelze vyjadfit pomoci spojek A,V,=, <. Vidime tedy, ze existuje logicka spojka
s tabulkou, ktera obsahuje pouze dvé hodnoty, kterou nelze vyjadrit pomoci dvouhodnotovych spojek
AV, =, <. Proto fekneme, Ze mnozina spojek {A,V,=, <} je funkéné neiplnd.

Nésledujici tabulky ukazuji vSechny jednoargumentové a dvouargumentové dvouhodnotové spojky:

A True | A | — | False

1 1 110 0

0 1 011 0

A |B True |V |?|A|= |B|o |A]]|[®]| gl =]|-a]|7|])]|False

1|1 1 1{1|1(1)1]1(1]0[0] O 0 0 [(0]0 0
110 1 (1|1|1]0j0j0j0Of1|1] 1 1 0 |{0(0] O
011 1 |1|0|0]1]1|]0]0f1]1] O 0 1 |10 O
010 1 (0|1|0|1]0]1]0[1]0] 1 0 1 |01 O

Pfipomenme si, Ze se spojkami |,) ax jsme se sezndmili ve cvifenich prvni kapitoly: | je Shefferovo
lomitko (cvifeni 18), | je Peirctiv symbol (cvifeni 8) a ® je vylucovaci nebo ¢ili xor (cviceni 2).

V tabulce naleznes i nékolik spojek, se kterymi jsme se dosud nesetkali. Vyrok utvoieny pomoci
spojky True je vzdy pravdivy, naopak vyrok utvoreny pomoci spojky False je vzdy nepravdivy. VSimni
si, Zze ob& spojky mohou byt jedno-, dvou- i viceargumentové, takze mizeme psat True(A) = A V -A
nebo tieba True(A,B,C,D,E) = A vV —A. MZeme je dokonce povaZovat za ,bezargumentové spojky*:
takovym spojkdm se fika konstanty a lze je pouzit pii tvorbé vyrokd misto néjakého vzdy pravdivého ¢i
vzdy nepravdivého vyroku. Naptiklad vyrok False = A je tautologii klasické logiky, protoze implikace
s nepravdivym prvnim ¢lenem je vzdy pravdiva.
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Spojka —p znac¢i dvouargumentovou negaci druhého argumentu: je to ¢ernd skiinka, do které stréim
dva vyroky a ona vyplivne negaci druhého z nich: -g(A,B) = —B.

Presna definice funkéni plnosti je tato:
Definice 14. Rekneme, e mnoZina k-hodnotovych spojek M je funkéné iplnd, jestlize pro kazdé priro-

zené ¢islon > 1 je kazda n-arni k-hodnotova spojka ekvivalentni néjaké formuli obsahujici pouze spojky
z M.

Napfiiklad v pripadé klasické logiky je spojka A|B ekvivalentni formuli (A AB), kterd obsahuje pouze
spojky — a A.

Cviceni 15. Ke viem jedno- a dvouargumentovym spojkam z predchozich tabulek najdi ekvivalentni

formule obsahujici pouze spojky - a Al

Logiky vzdy zajimé, zda jsou vicehodnotové logiky funkéné uplné. V pripadé tiihodnotové logiky to
znamenad, ze pomoci spojek zkoumané logiky musime umét vyjadrit vSech 27 jednoargumentovych funkei
(rozmysli si, Ze jich je opravdu tolik!), v8echny dvouargumentové funkce a tak dale!

Cviceni 16. Kolik je trojhodnotovych dvouargumentovych funkci?

7d4 se skoro nemozné, ze by se podarilo néceho takového dosdhnout pomoci rozumného poctu spojek.
Proto Té€ jisté nijak nepiekvapi vysledek nasledujiciho cviceni:

Cviceni 17. Ukaz, Ze v Lukasiewiczové logice nelze vyjadfit jednoargumentovou funkci x:

A xA
1 X
X X
0 X

O to vic Té pravdépodobné prekvapi véta, kterou dokazal J. Slupecki:
Véta 18. Mnozina spojek {=1,x, X} je funkéné dpln4.

Lidsky feceno: prididme-li k Lukasiewiczové logice jesté spojku x, dostaneme funkéné tiplnou logiku!
Slupecki dale ukizal, ze také trojice spojek =g, 71, R je funkéné tplnd; R je pfitom jedna z téch spojek,
které pravdépodobné nemaji zadny snadno vysvétlitelny vyznam:

A RA

1
x
0

= el Y]




90

Napovédy, reseni a poznamky k nékterym cviéenim

Reseni cvideni 1  Tabulky pro negaci —=A, konjunkci A A B a disjunkci A V B se v obou logikach
shoduji; tabulka pro implikaci se lisi v jediné hodnoté, a to x = 0; v disledku toho se tabulka pro
ekvivalenci'® lisi v obou piipadech, ve kterych hodnota jednoho z vyrokdi A a B je x a hodnota druhého
je 0.

A, B i C mohou mit kazda tfi rtizné pravdivostni hodnoty, celkem tedy existuje 3 -3 -3 = 27 rtznych
pfifazeni pravdivostnich hodnot. Pro zjisténi, zda je néjaka formule tautologii, bychom tedy museli vyplnit
27-radkovou tabulku! Existuje ale o néco rychlejsi zptisob, jak to udélat:

Zkusime predpokladat, ze zadana formule (v nagem p¥ipads (A = B) = C) = (B= A) = C) = C),
ale postup je zcela obecny) nenf tautologii, to znamend, Ze pfi néjakém prirazeni hodnot 1, x a 0 vyrokiim
A, B a C ma hodnotu 0 nebo x. Zkusme nyni ur¢it, jaké ohodnoceni by to mohlo byt tfeba v piipadé
Lukasiewiczovy logiky. V néasledujicim odstavci je slovy vysvétleno, jaké tvahy byly potiebné k vyplnéni
tabulky pod nim.

Zkoumejme nejprve moZnost, ze hodnota této formule je 0. ProtoZze se jedné o implikaci ,(A = B) = C
implikuje (B = A) = C) = C*, musi byt prvni ¢len pravdivy a druhy nepravdivy (v tabulce implikace
je jedind 0). Zkoumejme nejprve druhy ¢len. Opét vidime, Ze se jedné o implikaci, jejiz druhy ¢Elen, totiz
C, musi byt nepravdivy. Prvni élen (B = A) = C musi byt pravdivd implikace; v tabulce implikace je
mnoho jednicek, ale jen jedna z nich se vyskytuje ve sloupecku, ve kterém mé druhy ¢len hodnotu 0.
Z toho muzeme usoudit, ze B = A musi byt 0, takze B je 1 a A je 0. KdyZ nyni tyto hodnoty doplnime
do implikace (A = B) = C, zjistime, Ze je nepravdiva, ackoli jsme ji difve oznadili za pravdivou. To je
spor: formule ((A = B) = C) = (((B = A) = C) = C) tedy nemize mit pravdivostni hodnotu 0.

(A =B ) = C)= ({(B=A)=0C)= C)

0
1 0 0
1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
0 11 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 O
0 1 1 0,1 0 O 1 0 0 1 0 0 O

Podobnou tvahu miizeme provést i pro oba piipady, kdy ma formule (A = B) = C) = (((B= A) =
C) = C) pravdivostn{ hodnotu x. V piipadé, Ze prvni ¢len je x a druhy 0 dostaneme na zakladé druhého
¢lenu opét pravdivostni hodnoty pro A, B a C po fadé 0, 1 a 0; jak jiz vime, ma pfi tomto ohodnoceni
implikace (A = B) = C hodnotu 1 a ne x, jak bychom potiebovali.

Doporuéuji Ti zkusit prozkoumat pfipad, ze (A = B) = C mé hodnotu 1 a ((B = A) = C) = C mé
hodnotu x samostatné a porovnat svij vysledek s nasledujici tabulkou:

(A =B )= C)= ({( B = A)=20¢6) = C)

1 X X

1. mozZnost:

(A =>B)=C)=(((B=A)=>C)=>C)
1 x b'e 1 x X X

Implikace A = B mé budto hodnotu x, nebo hodnotu 0. Mame tedy tfi moznosti: A=1, B=x; A=x,
B=0; A=1, B=0. Ve v8ech tiech pfipadech m& B = A hodnotu 1, takZe (B = A) = C m4 hodnotu x a
ne 1, jak bychom pottebovali.

2. moznost:
(A =B)=0¢6)= (((B=A)= C)= C)
1 0 b d x 0 x 0
0 1 0 X x 0 x 0
1 0 O 1 0 X 0 1 x 0 x 0
1 0 0 1 0 X 0 1 1 x 0 x 0
1 0 0 1 0 X 0 1 1 0,x 0 x 0

Vyzkouseli jsme v8echny moznosti, jak formuli ((A = B) = C) = (((B = A) = C) = C) priradit
jinou pravdivostni hodnotu nez 1 a pokazdé jsme dospéli ke sporu; z toho je vidét, ze tato formule

10Tém&r ve viech logikach, trojhodnotové nevyjimaje, je A < B povazovano za zkratku za formuli (A = B) A (B = A).
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je tautologii Lukasiewiczovy trojhodnotové logiky. K tomu, abychom to zjistili, jsme popsali pouze 14
radkt tabulky, coz dalo o néco méné prace, nez vyplnit vSech 27 fadkd tabulky, abychom zjistili, jestli
mé zkoumana formule ve v8ech hodnotu 1.

Predvedeny postup lze pouzit v libovolné logice, ve které uré¢ujeme pravdivost slozenych vyroka pomoci
tabulky, tedy i v klasické logice.

Reseni cvigeni 2 Je-li vyrok A pravdivy a vyrok B nepravdivy, je implikace nepravdiva (,1 = 0 =
0“), ale je-li vyrok A nepravdivy a B také, je implikace pravdiva (,0 = 0 = 1¢). Proto se domnivam, Ze
pojeti hodnoty x jako ,nevime, zda 0 nebo 1“ 1épe odpovid4 Lukasiewiczova implikace, pro kterou plati
X = 0=x“

Reseni cviceni 3  Pokud né&jakému jednoduchému vyroku pfifadime pravdivostni hodnotu x, bude
hodnota kazdého vyroku muze byt x, stac¢i prohlésit za nesmyslny néjaky jednodussi vyrok, ktery obsahuje.
(Zjednodusens se na to muzes divat takto: pokud jedna z vét tvoficich néjaké souvéti neddvé smysl, pak
ani celé souvéti nedava smysl.)

Reseni cviéeni 4

—1A  ma4 stejnou tabulku jako  $-A

—0A  ma4 stejnou tabulku jako [-A

ReSeni a poznamka ke cvideni 5 Ve viech tfech piipadech se jako nejvhodnéji jevi negace
—x. Tato negace se nékdy nazyva interni negace, zatimco —1 se nazyva optimistickd externi negace a
-9 pesimistickd externi megace. Externi negace odpovidaji predstavé, ze kazdy vyrok mé pravdivostni
hodnotu 1 nebo 0; x znamena pouze to, ze tuto skutecnou pravdivostni hodnotu nezndme. V optimistické
negaci mizeme vidét tvrzeni ,neni znadmo, ze A je pravdivé“. Pesimistickd negace odpovida tvrzeni ,je
zndmo, 7e A je nepravdivé®.

Reseni cvideni 5  Jsou-li pravdivostni hodnoty vyroki A i B budto 0 nebo 1, po¢it4 se pravdivostni

vvvvvv

vyroku také x a de Morganovy zakony tedy plati také.

Reseni a poznamka ke cvideni 7 Nejéastdji pouzivanym matematickym vyjadfenim (interni)

negace je |[-A| = 1 — |A|. Optimistickou externi negaci lze vyjadiit pomoci |—gA| = 1 — sgn |A], kde
funkce sgn z urcuje znaménko ¢isla z:

sgn0 =0

sgnz =1 z kladné

sgnz = —1 =z zaporné

Néapovéda ke cvideni 9  Zvol pfifazeni pravdivostnich hodnot vyrokim A a B tak, aby Zzadny
z vyroku mA, -B,AAB,AV B, A = B, A & B nemél pravdivostni hodnotu 1.

Reseni cviceni 9  Zvolime-li pravdivostni hodnotu vSech jednoduchych vyroki rovnou x, bude také

A =xa [B| =x, je také |-A| = [AAB| = |AVB| = |A = B| = |A & B| = x.

Refeni cvideni 11 Domnivim se, Ze tato logika neni sou¢inovou logikou, a¢ za ni nékdy byva
vydavana. Tak, jak jsou hodnoty oznaceny v zadéni, by totiz konjunkci vyrokt A a B s pravdivostnimi
hodnotami 1=(1,0) a X=(1,1) byl vyrok s pravdivostni hodnotou 1=(1,0); ale mam-li diivod véfit, ze B
neni pravdivy, mam tim spi§ divod vérit, Ze A A B neni pravdivy. Konjunkci je tedy tieba vyhodnocovat
jako konjunkci na 1. slozce, ale jako disjunkci na 2. slozce, takze neni obvyklou soué¢inovou konjunkci.
notou 1=(1,0) je vyrok s hodnotou 0=(0,1), coz odpovidd soudinové negaci, ale negaci vyroku s pravdi-
vostni hodnotou X=(1,1) je opét vyrok s pravdivostni hodnotou X=(1,1), jak dokladam v 1. kapitole ve
cviceni 17.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze pohled na tuto logiku jako soucinovou logiku obhajime otoce-
nim hodnot ve druhé slozce: 1=(1,1), 0=(0,0), X=(1,0), ?=(0,1). P¥i tomto pfifazeni sloZenych hodnot
pivodnim hodnotdm se totiz konjunkce skuteéné chové jako soudinova konjunkce (provedeni konjunkce
na opacné hodnoty dava totiz opacnou hodnotu nez je hodnota disjunkce diky de Morganovym zakonim:
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-(A vV B) = -A A B, takZe vyhodnoceni druhych sloZek je tentokrat v pofddku). Ale ani pfi tomto
pfifazeni nebude negace prostou soucinovou negaci, protoze sou¢inovou negaci hodnoty (1,0) je hodnota
(0,1), ale negaci hodnoty X je opét hodnota X.

Napovéda ke cviéeni 12  Nejprve vypln oznacend policka tabulky:

A=>B|1 x 0
1 *
X *
0 *
Reseni cvifeni 12
A= B|1 x 0 A=¢B|1 x 0 A=2,B|1 x 0 A=yB|1l x O
1 1 x x 1 1 x 0 1 1 0 x 1 1 0 0
X 1 1 1 X 1 1 1 X 1 1 1 X 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

O implikaci =g jesté usly$ime v souvislosti s funkéni tplnosti. Jejim autorem je logik J. Slupecki.
Implikaci =y se zabyval soucasny cesky logik Petr Jirkfi. Neni mi zndmo, ze by nékdo dikladnéji studoval
vlastnosti implikaci =1 a =5 kromé Miroslava Mlezivy ve zminovaném ¢lanku; jsou ,podezrelé“, protoze
pro né plati ;1 = 0 = x“, zatimco v klasické logice plati ,,1 = 0 = 0“.

Reseni cviceni 13

Uvadéli jsme si jen jedinou implikaci, kterad tato kritéria nespliuje, a to implikaci Bo¢varovu.

Reseni cvieni 15  Uvedme jen formule pro prvnich nékolik spojek, ostatni lze ziskat podobné:

False(A) & False(A,B) & AA-A

True(A) & True(A,B) & =(A A-A)

A AB&BAVB & —(-AA-B)

AB & B=> A & -(-AAB)

-A(A,B) & -A

Reseni cvideni 16

Viech dvouargumentovych funkei je skoro 20 000! Pfesnéji, je jich 3% = 19683.

Vysvétleme si, pro¢ tomu tak je. Uz jsme si v8imli, Ze tabulka trojhodnotové dvouargumentové funkce
mé devét fadka (nebo policek) odpovidajicich deviti moZnym kombinacim t¥#i zdkladnich hodnot. Do
prvniho fadku miZzeme napsat tii riizné hodnoty; pro kazdou z téchto hodnot miizeme do druhého Fadku
opét napsat t¥i riizné hodnoty (to je celkem devét moznosti, jak vyplnit prvni dva fadky); pro kazdou
7 téchto deviti moZnosti mame opét ti¥i moznosti, jak vyplnit tfeti fadek (celkem 3% = 27 moznosti, jak
vyplnit prvni tii fadky). Budeme-li takto pokracovat dal, zjistime, Ze mame celkem 3% = 19683 moznosti,
jak vyplnit celou tabulku!

ReSeni a poznamka ke cvieni 17  Vsechny spojky Lukasiewiczovy logiky maji nasledujici vlast-
nost: je-li hodnota vSech argument bud 0 nebo 1, je i hodnota vysledku bud 0 nebo 1. Ale hodnota
funkce x je vzdy x - tedy i v pfipadé, ze argument ma hodnotu 0 nebo 1.

Vysledek lze zformulovat i takto: pozadovali jsme, aby se na ,klasickych“ hodnotdch 0 a 1 spojky
chovaly stejné jako v klasické logice. OvSem v klasické logice neexistuje hodnota x, takze rozhodné neni
mozné, aby hodnota néjaké formule dévala pro |A| = 1 hodnotu x.
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6. FUZZY LOGIKY

Fuzzy teorie je nespravna a zhoubna. Potrebujeme vice logického mysleni, ne méné. Nebezpedi fuzzy
logiky spociva v tom, ze bude podporovat ten typ nepresného mysleni, ktery nam zpiisobil tolik potizi.
Fuzzy logika je kokainem védy.

Prof. Wiliam Kahan, University of California at Berkeley!

Zatimco zejména ve svych pocatcich byla fuzzy logika predmétem vasnivych spori mezi matema-
tiky, dnes patii k nejrychleji se rozvijejicim odvétvim logiky. K tomu vede zejména jeji hojné vyuzivani
v rliznych technologiich.

Fuzzy logiky: nekoneény pocet pravdivostnich hodnot

V kapitole o vicehodnotovych logikach jsme nalezli nasledujici vzorecky pro hodnoty slozenych vyrokd
na zakladé hodnot jednodussich vyroki:

[mAl=1—]A]

[70A| =1 —sgn|A] |70A| =1 pokud |A| =0, jinak |79A| =0
|A AB| =min (J]A|,|B]) A A B mé mensi z hodnot vyrokid A, B.
|A vV B| =max (|]A|, B|) AV B mj vétsi z hodnot vyroki A, B.

Dale jsme nasli nékolik zptsobi, jak matematicky popsat implikaci:
(1) JA=B|=1 jestlize |A| < |B|
|A=B|=0 jinak

(2) JA=B|=1 jestlize |A| < |B|
|A=B|=1-|A|+|B| jinak
(3) |A = B| = max (1 - |A|,|B]) protoze klasicky plati (A = B) & (=AV B)?

Od matematické formulace naSich pozadavki na vlastnosti tabulek pro jednotlivé spojky je jiz jen
nepatrny kriicek k logikdm s vice hodnotami. Tento kriicek se v mnohém podobé kroku od dvouhodnotové
logiky k logice trojhodnotové. Ze vseho nejdiive se musime rozhodnout, kolik rtiznych hodnot mé nase
logika pripoustét a jak je budeme interpretovat.

Mizeme se napiiklad rozhodnout pro nasledujicich pét pravdivostnich hodnot:

(=}

NSRS T
~— SN— ~—

Vyrok je nepravdivy.
Vyrok neni ani pravdivy ani nepravdivy, ale je spi$ nepravdivy.
Vyrok neni ani pravdivy ani nepravdivy.

Vyrok neni ani pravdivy ani nepravdivy, ale je spis pravdivy.

—_

Vyrok je pravdivy.

A~ A~~~/

Téchto pét pravdivostnich hodnot mtizeme prisuzovat napiiklad vyrokim o budoucnosti: vyrok ,,za rok
budu v Praze“ ma pravdivostni hodnotu %, zatimco vyrok ,za rok budu v Cing“ m4 pravdivostni hodnotu
i. Spokojime-li se s rozdélenim mést podle velikosti do péti skupin, bude nam téchto pét pravdivostnich
hodnot stacit i k ohodnoceni vyrokt typu ,Praha je obrovskd“. Jenze tady narazime - urcité neni tézké
najit deset i vice rtizné velkych mést, takze pouzitim pouhych péti pravdivostnich hodnot nemiizeme
vycerpat celou $kalu rozdild ve velikosti mést. No dobrd, mozna by nam stacilo deset pravdivostnich
hodnot ... nebo dvacet ...

Bez ohledu na to, jaky kone¢ny pocet pravdivostnich hodnot pouzijeme, miize se ndm stat, ze budeme
potiebovat jesté jemnéjsi rozliSeni. Mame ale §tésti: nic ndm nebrani prohlasit vSechna ¢isla z uzavie-
ného intervalu [0, 1]* za mozné pravdivostni hodnoty! Logiky s touto mnoZinou pravdivostnich hodnot se
nazyvaji fuzzy logiky.

Hned na pocatku tvah o fuzzy logikach je dilezité si uvédomit, Ze pravdivostni hodnota vyroku A neni
totoZnd s pravdépodobnosti, Ze vyrok A je pravdivy. Napiiklad fekneme-li, Ze pravdivostni hodnota

IPieklad je mij vlastni: ,Fuzzy theory is wrong and pernicious. What we need is more logical thinking, not less. The
danger of fuzzy logic is that it will encourage the sort of imprecise thinking that has brought us so much trouble. Fuzzy
logic is the cocaine of science.“

Bart Kosko: Fuzzy Thinking, Flamingo, London 1994, str. 3.
2V tomto pripadé plati té% |A = B| = 1 — min(]A|,1— |BJ), coZ odpovid4 klasické ekvivalenci (A = B) < —(AA-B).

3Mo#n4, ve gkole pouZivate oznateni < 0,1 >; madme na mysli mno#inu viech redlnych &isel x spliiujicich 0 < = < 1.
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vyroku ,Praha je obrovska“ je %, nemame tim na mysli tvrzeni ,Praha je obrovska s pravdépodobnosti
2 a s pravdépodobnosti & obrovské neni®.
Cviceni 19.
a) Prifad nésledujicim vyroktm hodnotu mezi 0 a 1 podle toho, jak moc odpovidaji pravdé:
e Mam rad / rada buchticky se 3odé (gulds, svickovou, kufe, pizzu, velrybi tuk, bramborové placky,
palacinky, vajicka, jogurt, ovocné knedliky ... )
Myslim, Ze na8 matika¥ (angli¢tindf, némdind¥, télocvikar ... ) je dobry ucitel.
Paroubek (Karel IV., George Bush) je mym oblibenym politikem.

Mém réda pizzu i guld$ (vajicka i jogurt, ovocné knedliky i svickovou ... ).

Myslim, Ze na8§ matika¥ (anglictinaf ... ) nenf dobry uditel.

Jestlize je Paroubek mym oblibenym politikem, tak je také Karel IV. mym oblibenym politikem.
Jestlize je Karel IV. mym oblibenym politikem, tak také Paroubek je mym oblibenym politikem.

o

o

o

b) Nyni se podivej na to, jak jsi ohodnotil véty v ¢asti a) a zamysli se nad tim, jaké jsou vztahy mezi
hodnotami, které jsi prifadil jednoduchym vyrokim, a hodnotami, které jsi priradil jejich konjunkcim,
negacim a implikacim.

Ted, kdyZ jsme se rozhodli pro pravdivostni hodnoty z intervalu [0, 1], musime uréit zavislost pravdi-
vostnich hodnot sloZenych vyroki =A, AAB,AVB, A = B a A & B na pravdivostnich hodnotach vyroka
A a B. Je ziejmé, Ze pii nekonecném poctu pravdivostnich hodnot to nemtzeme udélat pomoci tabulky;
protoze pravdivostni hodnoty jsou ¢iselné, jevi se jako nejvhodnéjsi matematické vyjadieni. Podivejme se
na tfi zékladni typy fuzzy logik:

Lukasiewiczova Godelova Produktova
fuzzy logika fuzzy logika fuzzy logika
- 1—|A] 0 jestlize |A| >0 0 jestlize |A| >0
1 jestlize |A| =0 1 jestlize |A| =0
|A&B| max (0, |A| + |B| = 1) min (JA], [B]) |Al-B|
1 jestlize |A| < [B| |1 jestlize |A| < [B| | L~ Jestlize [A] <|[B]
|A = B . .. B .
1—1]A|+|B|] jinak B|  jinak Jlxlt jinak
|A A B min(|A], |B]) min(|A[, |B]) min(|A[, |B])
|A VB max(|Al, [B) max(|Al, |B) max([Al, [B])

Za tautologie té ¢i oné fuzzy logiky budeme opét povazovat pouze ty formule, jejichz hodnota je 1 bez
ohledu na to, jaké pravdivostni hodnoty maji jednotlivé jednoduché vyroky.

Jednou ze zvlastnosti fuzzy logik je to, Ze obvykle maji dvé konjunkce: A&B se nazyva silnd konjunkce,
zatimco A A B slabd konjukce. Pouze v Godelové logice obé tyto konjukce splyvaji. Piesto ma vétina
fuzzy logik jen jednu disjunkci.

Mo7na T& prekvapi zjisténi, Ze v Lukasiewiczové ani produktové logice nemusi byt pravda, Zze |A| =
|A&A|. (Naptiklad pro |A| = 0,5 je v produktové logice |[A&A| = 0,25. V Lukasiewiczové logice dokonce
plati, Ze je-li |A| + |B| < 1, tak je |[A&B| = 0.) S nadsizkou miZzeme Fici, Ze fuzzy logiky timto zptisobem
zachycuji rozdil mezi vétami ,,je to pravda® a ,je to pravda a je to pravda!!!*. Prvni vétu si troufnu fict
tehdy, kdyZz A povazuji za celkem pravdivé, ale druhou jen tehdy, kdyZz A povazuji za velmi pravdivé.
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Jinak feceno, vyrok A&A klade na pravdivost vyroku A pfisnéjsi naroky, takze jeho pravdivostni hodnota
je obecné nizsi.

Také Godelova negace (kterd se pouzivé i v produktové logice) ma jednu zvlastni vlastnost: neni pravda,
ze |-—A| = |A|. (Je-li napriklad |[A| = 0,5, je |[-—A| = 1!) Proto se v mnoha fuzzy logikich pouzivaji obé
navrzené negace, Lukasiewiczova i Godelova.*

Cviceni 20. Ukaz, 7e ve vSech tiech logikach je silna konjunkce ,piisnéjsi“ nez slaba v nasledujicim
smyslu: |[A&B| < |A A B| pro kazdou dvojici vyroki A, B.

Cviceni 21. Rozhodni, ve kterych z téchto ti{ logik plati de Morganovy zakony:
|—|(A A B)| = |—|A Vv —|B|
|-(AVB)| =|-AA-B]|

* Kalkuly fuzzy logik

V8echny fuzzy logiky maji spole¢né nasledujici tautologie, které jsou proto nazyvany aziomy zdkladni
fuzzy logiky:®

—_

(A=B)=> ((B =C)=(A=0) tranzitivita implikace
(A&B) = zakladni vlastnost konjunkce
(A&B) = (B&A) komutativita konjunkce
(A&(A = B)) = (B&(B = A))
(A
(
(

W N

=
S

= (B=(C)) = ((A&B) = C)

—
o=
AR
(o]

S N N N S S S N

—~

(A&B)=C)= (A= (B= Q))
A=B)=C)=(B=A)=0)=0)
1 =A spor implikuje cokoli

==
-~

Nasledujici poucka se nékdy nazyva pravidlo dosazeni:

Za pismenka A, B a C v axiomech mtZe8 dosadit libovolnou formuli.

Kalkul zékladni fuzzy logiky obsahuje také pravidlo modus ponens:
JestliZe uZ jsi dokadzal A = B a také A, mGZeS pouZit toto pravidlo k dokazani B.

UkaZzme si, jak lze pomoci téchto axiomu a pravidel dokézat napiiklad formuli V = (W = V).

(1) (V&W) =V axiom (A2), pravidlo dosazeni
(2) (V&EW)=>V)= (V= (W=V)) axiom (A5), pravidlo dosazeni
3) V= (W=YV) (1), (2), modus ponens

Paradox hromady

Paradox hromady pochézi jiz se starovékého Recka:

Jediné zrnko pisku neni hromadou a pfiddme-li jediné zrnicko k né¢emu, co neni hromadou, jisté tim
nevznikne hromada; jak je tedy mozné, ze pridavanim jednotlivych zrnek nakonec vznikne hromada?!

Odpovéd na tuto otdzku dava fuzzy logika: Pravdivostni hodnota vyroku ,k zrnek pisku tvoii hromadu®
s rostoucim k pfeci jen nepatrné roste. NahliZzeno z opac¢né strany: pravdivostni hodnota vyroku ,,pridanim
jediného zrnicka k nécemu, co neni hromadou, nevznikne hromada‘“ neni 1, ale jen skoro 1. Nyni mizeme
postupovat indukeci:

A. [k zrnicek pisku netvori hromadu.
B. Priidanim jednoho zrnicka nevznikne z k zrnicek pisku hromada.

C. 7 toho plyne, ze k + 1 zrnicek také netvori hromadu.

4Lukasiewiczova negace se na trojici hodnot 0,x = % 1 chové stejné jako interni negace —;, zatimco Godelova negace
odpovidé4 pesimistické externi negaci —g.

5V angli¢ting se pou#ivé oznadeni basic fuzzy logic a proto se tato logika znadiva BL.
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Protoze je pravdivostni hodnota predpokladu B mensi nez 1, je také pravdivostni hodnota predpokladu
C mensi nez pravdivostni hodnota ptedpokladu A a s rostoucim k klesi k nule.® Pro néjaké velké k je
tedy vyrok ,k + 1 zrni¢ek netvofi hromadu“ nepravdivy.

Technické aplikace fuzzy logik

Pracky a mycéky

Pti pohledu do katalogu domécich spotiebic¢i Té mozna prekvapi logo ,fuzzy logic* u nékterych pracek
a mycek nadobi. Co m4 logika spoleéného s pranim, k tomu jesté fuzzy logika, kterd v prvé radé slouzi
k zachyceni neurcitosti?

Pristroje s touto technologii jsou vybaveny celou fadou piesnych senzorti, které snimaji napiiklad
teplotu a zneéisténi vody, hmotnost vloZeného pradla (¢i nddobi) a vysku hladiny. UZivatel nemusi sloZité
vybirat z velké nabidky riznych programi jako diiv - prosté jen zada o jaky druh pradla se jedné (senzor
by si pravdépodobné musel kousek utrhnout, aby mohl provést dikladnou analyzu, coz by se uzivateli
nelibilo), o v8e ostatni se postard maly po¢itac¢ uvnit¥.

Fuzzy logika se v téchto pristrojich pouziva k napldnovani a pribéZnému doladovani praciho programu
(mnoZstvi a teplota vody, délka prani, machani a Zdimani). Na rozdil od starsich typt pracek, ve kterych
musel uzivatel pfedem urcit, jak dlouho se bude prat, machat a zdimat, mohou tyto pristroje ménit
program i za béhu (napiiklad kdyZ zjisti, Ze pradlo je stéle §pinavé i po deldim prani, nebo naopak Ze
z né&j uz po kratkém zdiméni neodchédzi Zadnd voda). V tomto smyslu je ¥izen{ téchto prafek fuzzy: uzivatel
si nemusi vybirat z nabidky Zdimat (1) / nezdimat (0), ale mé k dispozici celou §kalu rizné dlouhého a
rizné dirazného zdimani.

Massive

Pravdépodobné nejuspéinéjsim komerénim programem vyuzivajicim fuzzy logiku je Massive - software
umoziujici animaci davovych scén v reklaméch a filmech. (Jmenujme napiiklad v8echny t¥i dily Péana
prstent, filmy J4, robot, Lev, ¢arodéjnice a skiiii, King Kong.)

Animator zde ma k dispozici Sirokou nabidku postav (pouZivd se pro né oznaceni agenti), jejichZ
charakter si miZe sam dotvofit volbou ze $kily nabidek (velikost a tvar kostry, typy obleeni, dokonce
i néladu a rychlost reakci). Diky fuzzy logice miize animator ur¢it typ hrdint, ktefi se maji vyskytovat
v jeho davu, a program sam vytvori velmi rozdilné agenty, ktefi tomuto zadani odpovidaji. Agenti piisobi
zcela prirozené a kazdy z nich se i uvnitf davu chova jako individualita: animétor totiz nevybira ze dvou
moznosti (agent danou vlastnost ma ¢ nemd), ale z nekoneéné mnoha mezistupi.

6Vychdzime z predpokladu, e hodnota implikace (AAB) = C je 1. Potom musi byt |AAB| < |C| bez ohledu na pouZitou
logiku. Uvahu o sni%ovéani pravdivostni hodnoty vyroku C tedy méZeme provést v t&ch logikdch, v nichZ je |A A B| < |A]
kdykoli |B| < 1. Takovou logikou neni Godelova logika, ale druhé dv& logiky, se kterymi jsme se sezndmili, toto kritérium
spliuji.
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Smeésice poznamek a citata

Pro¢ fuzzy logika neni totéz co pravdépodobnost

Na prikladu véty ,,Praha je obrovska“ jsme si ukazali, ze fuzzy hodnoty neodpovidaji pravdépodobnosti,
ze dany vyrok je pravdivy. Zakladni rozdily mezi pravdépodobnosti a fuzzy logikou jsou tyto:
1. Fuzzy logika zachycuje miru pravdivosti néjakého vyroku (tedy to, zda vyrok je vice ¢ méné prav-
divy), zatimco pravdépodobnost zachycuje miru duvéryhodnosti néjakého vyroku. Napiiklad vyrok ,pa-
cientka do roka zemie* je budto pravdivy nebo nepravdivy (pacientka nemtiZze naptil zemiit a napil
nezemfit), ale nevime, co z toho. Dejme tomu, Z%e vime, Ze tfetina pacientl s podobnou diagnézou do
roka zemrela. Pravdépodobnost, ze pacientka do roka zemre, tedy je %

2. Ve fuzzy logice zavisi pravdivostni hodnota sloZeného vyroku pouze na pravdivostnich hodnotach
jednodussich vyrokt. Naproti tomu v pravdépodobnosti tomu tak neni.

Napriklad nahodné vybrané zena je blondyna s pravdépodobnosti 0,1, zatimco ndhodné vybrang zena
je chytra s pravdépodobnosti 0,6. Nahodné vybrand Zena je chytrd blondyna s pravdépodobnosti 0,1
(protoZe v8echny blondynky jsou chytré). Tedy P(B) = 0,1, P(CH) = 0,6, P(BACH) = 0, 1. Kdyby byly
v8echny blondynky hloupé, bylo by P(B A H) = 0, a kdyby chytrost nezavisela na barvé vlast, bylo by
P(B AH) = 0,06. Vidime tedy, Ze pravdépodobnost vyroku B A H nezdvisi jen na pravdépodobnostech
jednotlivych ¢asti.

Vyberme si nyni zenu Evu, kterd méa svétle hnédé vlasy a je celkem chytra. Necht napiiklad pravdivostni
hodnota vyroku ,,Eva je blondyna“ je 0,1 a pravdivostni hodnota vyroku , Eva je chytra® je 0,6. Ve vSech
tfech logikach je pravdivostni hodnota vyroku ,Eva je blondyna a jesté k tomu chytra“ rovna 0,1.

t-normy
Pti budovani fuzzy logik se nejcastéji zacind stanovenim pravdivostni funkce pro konjunkci. Hledame

tedy funkci * takovou, ze
|A&B| = |A] x |B|.

Ziejmé musi mit nasledujici vlastnosti:
e komutativita, aby |[A&B| = |B&A]|:

e asociativita, aby |[A&(B&C)| = |(A&B)&C|:
xx(y*xz)=(x*y)*2z
e hodnota konjunkce je tim mensi, ¢im mensi je hodnota jednotlivych vyrokii:
1 <xy potom z1xy < To*xy

y1 <y2 potom T xyp ST xy»

konjunkce s tplné pravdivym vyrokem neméni hodnotu vyroku:

lxx==x

konjunkce s nepravdivym vyrokem je nepravdiva:

Oxz =0

Dvouargumentové funkce spliwjici tato kritéria, do kterych lze dosazovat €isla z intervalu [0,1] a
vysledek bude opét ¢islo z [0, 1], se nazyvaji t-normy.

Cviceni 22. Ovéf, ze pravdivostni funkce konjunkce ve vSech tifech fuzzy logikach jsou t-normy:
Lukasiewiczova: z * y = max(0,z +y — 1)
Godelova: z * y = min(z,y)
produktova: x xy = x - y.
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Vztah konjunkce a implikace ve fuzzy logikach
Ve vSech fuzzy logikich zalozenych na t-normach je pravdivostni hodnota implikace urcena takto:

|A = B| = max{z,|A| xz < |B|}

Implikace tedy ma nejvétsi hodnotu, pii které |[A&(A = B)| < [B|.

Ovérme, ze takto urc¢end implikace se na hodnotach 0 a 1 shoduje s klasickou implikaci. Vidime, ze
je-li vyrok B pravdivy, mtizeme pro implikaci vybrat vétsi z hodnot 0 a 1 (protoze obé pfipustné hodnoty
konjunkce jsou mensi nebo rovné 1). Naopak, je-li vyrok B nepravdivy, musi budto vyrok A nebo vyrok
A = B byt nepravdivy. Je-li A pravdivy, musi byt hodnota A = B byt nepravdivé (aby byla hodnota
konjunkce meng{ nebo rovna 0), zatimco je-li A nepravdivy, zvolime pro A = B vétsi z hodnot 0 a 1.
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Napovéd feSeni a poznamky k nékterym cvid¢enim
?

Poznamka ke cviceni 19

Je jasné, ze hodnoty, které intuitivné ptifadime slozenym vyrokiim, neodpovidaji hodnotdm, které by
slozenym vyrokim prifadila nékterd z fuzzy logik na zdkladé hodnot jednodussich vyroki. Pres to by uz
zde mély byt patrné urcité zdkonitosti: napiiklad konjunkce pravdépodobné nebude mit vyssi hodnotu nez
vyroky, ze kterych se sklada. Vskutku by néas prekvapilo, kdyby vyrok ,méam rida vajicka“ mél hodnotu
0,3, vyrok ,mam rada Spenat* hodnotu 0,5 a vyrok ,mam rada vajicka i §pendt“ hodnotu 0,9.
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Pfehled soutéznich Gloh

1. tiloha - Klasicka logika, cvi€eni 17 - 4 hodnotova logika'

Zadani
Predpokladejme, 7e misto obvyklych pravdivostnich hodnot ,pravda / nepravda® budeme pracovat
s nasledujicimi ¢tyrmi pravdivostnimi hodnotami:
1: Mam davod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a nemam diavod si myslet, Ze je nepravdivy.
0: Nemam duvod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a mam divod si myslet, ze je nepravdivy.
X: Mam dtivod si myslet, ze vyrok je pravdivy, a mam také divod si myslet, Ze je nepravdivy.
?7: Nemam davod si myslet, Zze vyrok je pravdivy, ani divod si myslet, Ze je nepravdivy.

a) Napis tabulku pro negaci (tedy pro kazdou ze ¢ty¥ moznych ,pravdivostnich hodnot* vyroku A urdi,
jakou hodnotu bude mit —A). (2 body)
b) Zkus urdit, jaké hodnoty mtize mit konjunkce A A B v nésledujicich piipadech. Nezapomefi pfi tom
na to, 7e v této logice nemusi pravdivostni hodnota A A B zaviset pouze na pravdivostnich hodnotach
vyrokt A, B.2 (3 body)
AAB

OM»—*»—A>
| 0| 0| 4| 1

Vzorové feseni

a) Mam-li dtivod si myslet, Ze vyrok A je nepravdivy, mam soucasné diivod si myslet, Ze jeho negace je

pravdiva — vzdyt od negace o¢ekdvame pravé to, ze bude vyjadifovat tvrzeni ,,A je nepravdivé”.
Naopak, mam-li divod si myslet, Ze vyrok A je pravdivy, mam soucasné také diivod si myslet, Ze jeho

negace je nepravdiva. Diky tomu by tabulka pro ¢tyrhodnotovou negaci méla vypadat takto:

A |-A
110
0|1
X | X
? ?

b) U konjunkee je situace o trosku zapeklit&jsi, podivejme se ale nejprve na nékteré diléi pripady:
Vime, ze kdyZ je néktery z vyroki A, B nepravdivy, je také cely vyrok A A B nepravdivy. Naopak,
jistotu o tom, ze vyrok A A B je pravdivy, mame pouze tehdy, kdyZ vime, Ze oba vyroky A i B jsou
pravdivé. MuzZeme tedy zformulovat nasledujici pravidla:
(i) Mam-li n&jaky davod véfit, Ze vyrok A je pravdivy, a také néjaky davod véfit, Ze vyrok B je
pravdivy, tak mam divod vétit, ze jejich konjunkce je pravdiva.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota obou vyrokd budto 1 nebo X.)
(il) Mam-li divod vérit, Ze jeden z vyrokd A, B je nepravdivy, tak mam také divod vérit, Ze jejich
konjunkce je nepravdiva.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota n&kterého z vyroki A, B budto 0 nebo X.)

Obracenim druhého pravidla dostaneme tieti pravidlo:
(iii) Pokud nemam divod véfit, ze vyrok A je nepravdivy, ani nemdm divod véfit, Ze vyrok B je
nepravdivy, tak nemam dtvod véfit, Ze vyrok A a B je nepravdivy.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota obou vyroki A, B budto 1 nebo ?.)

Pokud se rozhodneme fidit se podle téchto pravidel, mizeme zacit vyplhovat tabulku:

LJames D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic; tam podle Nuel Belnap:
A useful four-valued logic. Ve sborniku M. Cunn and G. Epstein: Modern uses of multiple-valued logic, strany 5-37. Reidel,
Dordrecht 1977.

2Tedy A nemusf byt extenzionalni spojka.
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AAB AAB
podle (i) mam davod véFit, ze A A B je pravdivy X
podle (ii)) madm divod véfit, ze AAB je nepravdivy
1 | 7 | podle (iii) nemam dtvod véfit, ze A A B je nepravdivy | 1 nebo ?
X |7 podle (ii) mam davod vérit, ze A A B je nepravdivy | 0 nebo X
0 | X | podle (ii) mam diivod véfit, ze A A B je nepravdivy | 0 nebo X

H
siles!

Vidime, ze naSe pravidla umoznuji uréit pravdivostni hodnotu v prvnim rfadku. Navic rikaji, jestli
mame davod véfit, Ze A A B je nepravdivy vyrok.
Mozné se ptas, pro¢ jsme neobratili také prvni pravidlo — dostali bychom tak nasledujici pravidlo:
(iv) Pokud nemam dtivod véfit, Ze vyrok A je pravdivy, nebo nemam ddvod vérit, ze vyrok B je
pravdivy, tak nemam davod véfit, Ze A A B je pravdivy.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota n&kterého z vyrokd A, B budto 0 nebo ?.)
Pomoci pravidla (iv) dostaneme nejc¢astéji pfijimané feSeni nasi Glohy:

A|B|AAB
1 |X X
1|7 ?
X |7 0
0 |X 0

Miizeme se ale rozhodnout pravidla (i) a (iv) pozménit a byt radgji optimisticti:

(i) KdyZz mam dvod vérit, Ze vyrok A je pravdivy, budu to povaZzovat za diivod vérit, Zze konjunkce
A A B je pravdiva. (Mohu argumentovat tieba takhle: uz vim, Ze ,aspon ptilka“ vyroku A A B je
pravdiva.)

Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostn{ hodnota nékterého z vyrokt A, B budto 1 nebo X.

Pravidlo (iv) tedy pfijmeme jen ve slab$im znéni:

(iv’) Pokud nemam divod véfit, ze vyrok A je pravdivy a také nemam divod vérit, Ze vyrok B je
pravdivy, tak nemam dtvod véfit, Ze A A B je pravdivy.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota obou vyrokd A, B budto 0 nebo ?.)

V tom pripadé bychom tabulku doplnili takto:

A B|AAB
1 |X X
17 1
X |7 X
0 |X X

Vidime, ze pfi vyplhovani druhého az ctvrtého rfadku si mizeme vybrat, zda budeme pesimisticti
(radéji nebudeme konjunkci A AB vé&Fit, pokud pro to nemame opravdu padné divody), nebo optimistic¢ti
(pokud prvni t¥i pravidla neurcuji jasné, zda konjunkci véFit ¢ ne, prosté ji uveiime). Ctvrté pravidlo
bychom mohli zformulovat jesté alespon jednim zpusobem:

(iv?) Kdyz mam dtivod véfit, Ze jeden z vyroki je pravdivy, a nemam diivod véfit, Ze druhy vyrok je

nepravdivy, budu to povazovat za duvod véfit, ze konjunkce je pravdiva.
(Toto pravidlo lze pouZit, je-li pravdivostni hodnota jednoho z vyrokd A, B budto 1 nebo X a pravdivostni

hodnota druhého je 1, X nebo ?.)

AAB

ON»—A>—A>
4| | | 4| g
=l e e

Asi bychom dokézali vymyslet jesté dalsi verze ¢tvrtého pravidla. MiZzeme také tici, Ze v téchto pii-
padech nelze pravdivostni hodnotu vyroku A A B uréit pouze na zdkladé pravdivostnich hodnot vyroka

A a B.

3Ve skute¢nosti je toto feSeni spiSe naivni neZ optimistické: uvéiime skoro vemu, co ndm kdo napovida.



102

Poznamky k doslym reSenim

Velmi mne ptekvapilo, ze vétsina fesitel si neuvédomila rozdil mezi pravdivostni hodnotou negovaného
vyroku (resp. konjunkce) a negaci véty (resp. konjunkci vét), ktera popisuje vyznam pravdivostni hodnoty.
S tim se pojila dalsi chyba, totiZ nespravné znegovani konjunkce (pravdivostni hodnoty jsou totiz popsany
vyroky ve tvaru konjunkei, jejichZ negacemi by mély byt disjunkce).

Veétsina resitelt tak objevila sou¢inovou logiku: kazdé pravdivostni hodnoté odpovida dvojice klasickych
pravdivostnich hodnot vyroki ,mam divod si myslet, Ze vyrok je pravdivy“ a ,mam ddvod si myslet, ze
vyrok je nepravdivy“ a logické operace se provadéji po slozkach. Tabulka pro negaci v soucinové logice
vypada takto:

A —A
1= (1,00 |0=(0,0)
0=(0,1) |L=(10)
X=(1,1) |?=(00)
7=(0,0) | X = (L,1)

Zatimco véty popisujici pravdivostni hodnoty §lo snadno negovat (a¢ vysledkem nebyla Zadna z nabi-
zenych pravdivostnich hodnot), ¢ast Fesitelt si vimla, Ze je nelze spojovat konjunkci. Jak napsal jeden
resitel: | Tato ¢ast mi prijde dosti diskutabilni, rekl bych totiz, Ze je otazkou citu pro ceStinu. Jak totiz
vnimat souvéti: ,Mam divod si myslet, ze je vyrok pravdivy i nepravdivy, ale zaroven nemam divod
myslet si, Ze je pravdivy ani nepravdivy.“ (XA?) ?1“ Diky tomu byla ¢ast b) ve skute¢nosti jednodussi
neZ ¢ast a).

Uspésnost fesiteln

Ulohu opravoval Vitézslav Kala.

Pocet doslych reseni: 44

Primér: 0,89

Median: 0

body 0 (1 (2]3 |45 ro¢nik 1 12 |3 |4
pocet fesiteld |29 (6 [2 |3 |0 |4 pocet fesiteld |11 |11 |10 |11
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2. tloha - Klasicka logika, cviceni 18 - Shefferovo lomitko
Zadani

Podivej se na tabulku vyrokové spojky, jejiz vyznam je ,A a B jsou neslucitelné. Tato spojka se
obvykle nazyva ,Shefferovo lomitko*.

A[B[AB
T[1] o0
10 1
01| 1
00| 1

Ukaz, ze pomoci této jediné spojky lze vyjadrit vSechny spojky vyrokové logiky, tedy najdi formule,
které obsahuji pouze spojku | a jsou ekvivalentnis A, AAB, A= B, AVB, A& B.

Vzorové reseni
Formule pro negaci a konjunkci vytvorime vcelku jednoduse:

—A <(AJA)
(AAB) & ~(A[B) < (AB)|(AB)

Pro nalezeni formule pro disjunkci miZzeme pouzit zndmé de Morganovy zakony:

(AVB) & =(-AA-B) & [(A]JA) A (B|B)]|[(A]A) A (B|B)] &
< [((A[A)[BIB)((A[A)BIB)]II((A]A)[(BIB))((A]A)|(B]B))]

Dostali jsme sahodlouhé a krkolomné vyjadreni. Kdyz si budeme chvilku hrat s tabulkou, najdeme i
kratsi vyjadieni: (A V B) & (-A|-B) & (A]A)|(B|B).

Toto vyjadieni bychom objevili i pomoci de Morganovych zdkont, kdybychom si uvédomili, ze =—A &
A, coz v TeCi Shefferova lomitka zni (A|A)|(A]A) & A. Diky tomu miZzeme zkratit dlouhou formuli na
kratkou:

[((A[A)BBNI(AIA)BBNI(A]A)BIB))((AJA)(BIB))] < (A[A)|(B[B).

Formuli pro implikaci bychom mohli zkusit napsat pomoci nékteré z ekvivalenci
-(AA-B) & (A=B)& (-AVB).

Kratsi vyjadieni zni:* (A = B) & (-B|A) < (B|B)|A.
Formuli pro ekvivalenci uz urcité sam dokaze$ napsat pomoci jedné ze dvou nésledujicich ekvivalenci:

(A=B)A(B=A)) & (A& B) & (AAB)V (A A -B).

Poznamka Opravovatel Pavel Patdk mne upozornil na to, ze nejjednodussi cestou k vyse popsanym
formulim je vyjadfit si slovy, co spojky znamenaji v fe¢i neslucitelnosti:

—A znamend, Zze A je neslucitelné samo se sebou: A|A.

A V B znamend, 7ze =A a =B jsou neslucitelné: (A|A)|(B|B).

A = B znamen4, ze A a -B jsou nesluditelné: A|(B|B).

A & B znamend, 7e A V B je nesluditelné s A|B (tedy, pokud je pravda A VB, tak musi byt A a B slu-
Citelné, a pokud nejsou A a B sluditelné, tak nemize byt pravdivy ani jeden z nich): [(A|A)|(B|B)]|(A|B).
Uspé&snost Fesitelt

Ulohu opravoval Pavel Patak.

Pocet doslych feseni: 48

Primeér: 4,38

Median: 5

Vétsina doslych reSeni byla spravna, body se strhavaly hlavné za nedostateéné zdivodnéni a chyby
z prehlédnuti.

body 0121|345 roc¢nik 112 |3 |4 |7
pocet fesitela [0 |0 |1 |7 |13 |27 pocet fesitela |12 [ 10 |12 |13

4K objeveni tohoto vyjadieni ndm mifize pomoci si v§imnout, #e v druhém ¥adku chceme dostat nulu, co# lze jediné tak,
ze spojime dvé formule, které maji hodnotu 1. Protoze B ma v tomto faddku hodnotu 0, zkusime ho nejd¥iv znegovat, takze
nejjednodussi formule, u které mame nadgji na aspéch, je (B|B)|A.
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3. tuloha - Klasicka logika, cviéeni 19 - Hintikkova hra

Zadani
a) Zdtvodni, Ze hraji-li proponent i oponent dobie (tedy neudélaji-li chybu), pak plati, Ze proponent
vyhraje pravé tehdy, kdyz jeho tvrzeni je pravdivé (a v opacném piipadé vyhraje oponent). Mzes pred-
pokladat, ze oba hraci jsou vSevédouci - o kazdém vyroku védi, zda je pravdivy nebo ne. (3
body)
b) V pravidlech pro hru chybi pravidla pro implikaci a pro ekvivalenci. My ale vime, 7e obé lze povazovat
jen za zkratku za formuli se spojkami =, A a V, pro které pravidla mame. Navrhni pravidlo pro hru
s vyrokem, ktery je implikaci.

(2 body)

Vzorové reseni

a)

Véta 23. Pokud proponent ani oponent neudélaji chybu a oba jsou vsevédouci, vyhraje proponent
praveé tehdy, je-li jeho tvrzeni pravdivé; jinak vyhraje oponent.

Dikaz. Nejprve si fekneme, jakou asi ivahu bys mél udélat, abys vymyslel nasledujici diikaz: predstavme
si nejprve, Ze proponentovo tvrzeni je pravdiva negace -A. Oponent muZe na toto tvrzeni zattolit jediné
tim, Ze bude tvrdit A, coZ je nepravdivy vyrok. Je-li A véta jednoduché, okamZité prohraje. Kdyby A bylo
(V posledni vété jsme jaksi mimochodem pouzZili dokazované tvrzeni. V porddném dikazu, ktery najdes
o kousek déle, uvidime, Ze si to miZeme dovolit!)

Kdyby proponent tvrdil nepravdivou negaci, bude oponent tvrdit pravdivy vyrok A, takze by vyhral
oponent.

Predstavme si je$té, ze proponentovo tvrzeni je konjunkce A A B. Kdyby byla nepravdiva, byl by
alespoii jeden z vyroki A a B nepravdivy, a pravé ten by si vychytrale vybral oponent. Proponent by byl
nucen tvrdit néjaky nepravdivy vyrok a prohral by. Kdyby ale konjunkce A A B byla pravdiva, nedostane
oponent proponenta do tzkych.

Poradny ditkaz provedeme matematickou indukei podle poctu spojek v proponentové tvrzeni. (Vibec
se nelekej, pokud predchozi vété nerozumis.) Z pravidel hry je jasné, ze dokazované tvrzeni plati pro
vSechny jednoduché vyroky, tedy pro vSechny vyroky, které neobsahuji zadné spojky. Ukazeme, zZe jestli
dokazované tvrzeni plati pro vSechny vyroky, které obsahuji nejvys k spojek, plati i pro viechny vyroky,
které obsahuji nejvys k + 1 spojek. Diky tomu budeme védét, Ze plati pro vyroky s libovolnym poctem
spojek: plati totiz pro vyroky s nula spojkami, a tedy i pro vyroky s jednou spojkou, a tedy i pro vyroky
se dvéma spojkami, ... a tedy i pro vyroky se sto triceti péti spojkami, ...

Predpokladejme, Ze uz jsme tvrzeni dokazali pro vSechny vyroky s k spojkami a ze dostaneme vyrok
s k + 1 spojkami. Ten muze byt negaci —=A, konjunkci A A B nebo disjunkci A V B; v kazdém piipadé
obsahuji vyroky A a B nejvys k spojek.

Na negaci 7A musi oponent zattocit tvrzenim vyroku A. Hra bude pokracovat s prohozenymi rolemi a
novy proponent (tedy piivodn{ oponent) vyhraje pravé tehdy, kdyz vyrok A je pravdivy (A ma k spojek,
takZe pro ngj jsme tvrzeni uz dokazali), tedy pravé tehdy, kdyZz vyrok —A je nepravdivy. Pfesné to jsme
chtéli ukazat.

Je-1li proponentovo tvrzeni tvaru A A B a je nepravdivé, vybere oponent ten z vyroki A, B, ktery je
nepravdivy (jsou-li nepravdivé oba, vybere si kterykoli). Tim donuti proponenta tvrdit nepravdivy vyrok
s nejvys k spojkami, takze vime, Ze proponent prohraje, coz jsme chtéli ukdzat. Kdyby ale tvrzeni A A B
bylo pravdivé, bude proponent muset tvrdit pravdivy vyrok, a tedy vyhraje, coz jsme chtéli ukazat.

Ptipad, kdy proponent tvrdi vyrok tvaru A V B je analogicky a pfenechame ho ¢tenafi.

b) Nejjednodussi pravidlo pro implikaci, které mé napada, vyuziva ekvivalenci (A = B) & (-A V B).
Pravidlo miiZe znit t¥eba takto: ,Pokud proponent tvrdi A = B, mize si vybrat, zda ma dile tvrdit —A
nebo B.“

Mohli bychom také vyuzit ekvivalenci (A = B) & —(A A =B). Tomu by odpovidalo nésledujici znéni
pravidla: ,Pokud proponent tvrdi A = B, mize oponent tvrdit A A =B; dal se hraje s prohozenymi
rolemi.“
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Poznamky k doslym feSenim

V &asti a) si mnoho FeSitelt neuvédomilo, Ze maji dokdzat ekvivalenci (vyrok je pravdivy, pravé kdyz
proponent vyhraje) a dokazovali pouze implikaci ,jestlize je vyrok pravdivy, tak proponent vyhraje“.

Za zminku stoji feSeni nékolika Fesitelt (konkrétné to byli Pepa Tkadlec, Hdfia Bendovd a Michal
Kenny Rolinek), kteri tvrzeni nedokazovali indukci, ale pomoci nésledujiciho invariantu:

Po celou dobu hry se neméni pravdivostni hodnota vyroki, které hra¢ (proponent ¢i oponent) Fika.
Pravdivostni hodnota oponentovych vyroki je opacnd nez pravdivostni hodnota proponentovych vyroki.

Pokud tedy proponent za¢ne s pravdivym tvrzenim, bude i v poslednim kroku hry tvrdit pravdu (nebo
bude oponent tvrdit nepravdu) a vyhraje, a pokud zacne s nepravdivym tvrzenim, bude v poslednim
kroku tvrdit nepravdu a prohraje (nebo bude oponent tvrdit pravdu a vyhraje oponent).

Snad jesté zajimavéjsi bylo feSeni Mirka Olsdka, ktery zavedl pojem vyhrdvajici hodnota a ukazal, Ze
se z vyhravajicich hodnot jednodusgsich vyroki pocita stejné jako pravdivostni hodnota. Z toho je vidét,
ze vyhravajici hodnota néjakého vyroku je rovna jeho pravdivostni hodnoté, coz je dokazované tvrzeni.

Napftiklad pokud oponent fekne konjunkci dvou vyroki, jejichz vyhravajici hodnota je 1, podle pravidel
vyhraje, a tedy vyhravajici hodnota této konjunkce je opét 1; kdyby vyhravajici hodnota alespon jednoho
z téchto vyroki byla 0, tak prohraje, takze vyhravajici hodnota celé konjunkce by opét byla 0. Piesné
tak se ovsem chova i tabulka pro pravdivostni hodnoty konjunkce.

Uspé&snost fesitelt

Ulohu opravovala Anna Lauschmannova.

V &asti a) jsem udélovala 1 bod za rozumné zdavodnéni alespon nékteré z implikaci, 1 bod za dokazo-
vani ekvivalence a 1 bod za vysvétleni, ze diikaz probihd matematickou indukeci.

Pocet doslych feseni: 41
Primér: 3,71
Median: 4

body 01123 |4 |5 ro¢nik 11213 (4 |7
pocet Tesiteld |0 |2 |2 [13 |13 |11 pocet fesiteld |8 |8 |12 |12 |1
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4. tloha - Intuicionisticka logika, cvié¢eni 4 - Kripkovsky model
Zadani
Zkontroluj, ze v nasledujicim obrazku jsou splnény vSechny podminky z definice kripkovského modelu

a ze se tedy jedna o kripkovsky protipfiklad k formuli (-A = A) = A:
TIFA

F-A=A
LN

S (-A=A)=A

Vzorové feseni

K obrazku je tieba prikreslit smycky u kazdého svéta a Sipku z S do T; pak bude reflexivni (z kazdého
svéta je dosazitelny on sam) i tranzitivn{ (z S se lze dostat do R a z R do T, takZe z S se Ize dostat do T
i pfimo).

K jednotlivym svétim doplnime, které jednoduché formule tam jsou a nejsou splnéné podle defi-
nice. Konkrétné nas budou zajimat podformule formule (-A = A) = A a jejich negace, tedy formule
A, -A -A = A ﬂ(—|A = A), (ﬂA = A) = A.

Formule A je splnénd v T' a v R splnénd neni; diky podmince perzistence neni splnénd ani v S.

Formule —A neni splénd v zadném z moznych svéti, protoze z kazdého je dosazitelny svét T', kde je
splnéna A.

Formule =A = A je splnénd ve vSech svétech, protoZe v zddném neni splnény jeji predpoklad —A.
(A tedy ve v8ech svétech, které jsou dosazitelné z néjakého pevné zvoleného svéta, je implikace —A = A
klasicky pravdiva.)

Formule —=(=A = A) neni splnénd v Zadném svété, protoZe z kazdého svéta je dosaZitelny svét T,
o kterém vime, ze T IF -A = A.

Formule (—A = A) = A je splnéna ve svété T' (je zde splnén piedpoklad i zévér), ale neni splnénd ve
svété R (predpoklad —A = A zde splnény je, ale zavér ne) a tedy ani ve svété S (z toho je dosazitelny
svét R, kde predpoklad je splnény a zavér ne).

-A |[-mA= A —|(ﬂA =>A) (—|A:> A) = A
X \/ X \/
X v X X
X v X X

Vidime, Ze uz samotny model se svéty R a T by byl protipfikladem pro zadanou formuli; ve skutec¢nosti
se svéty S a R neligl platnosti Zaddné formule. Kdyz jsme protiptriklad vytvareli, nepomyleli jsme totiz na
to, Ze onim svétem R dosaZitelnym z S, ve kterém plati A = A, ale neplati A, by mohl byt svét S sdm!

Nyni musime ovérit platnost vech podminek z definice.

(Ol =v] B
x| x| =

perzistence. Ze svéta T je dosazitelny pouze svét T, takze podminka perzistence je zde splnéna pro
vSechny formule.

Ve svétech R a S se podminka perzistence vztahuje pouze na jedinou formuli, kterd je v téchto svétech
pravdiva, totiz formuli —=A = A. Ta je pravdiva ve vSech dosazitelnych svétech, takze pominka perzistence
je splnéna.

spojky. Podminky pro jednotlivé spojky jsou splnéné, coZ jsme ovérili pii vyplhovani tabulky.
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Uspésnost Fesitelu

Ulohu opravovala Anna Lauschmannova.

A7 na nékolik reSitelt, pro které byl zfejmé text seridlu pfili§ naroc¢ny, a jednoho nebo dva, ktefi se
spokojili s konstatovanim, Ze ,,véechny podminky byly na tomto pifkladu nézorné ukdzany“ (za coZ jsem
udélovala 0 bodil), prokazala vétsina FeSitelll alespon ¢asteéné porozuméni pojmu kripkovského modelu
a podminkam, které musi splhovat.

Udélovala jsem po 1 bodé za ovéfeni kazdé z néasledujicich podminek:
reflexivita a tranzitivita relace dosazitelnosti
perzistence pro T' I A
perzistence pro RIF —-A = A
konstatovani, Ze z perzistence aplikované na svét S nevyplyvaji zddné podminky pro R a T
RIF -ATIF-A
RIF-A=A
SYF-A=A)=A
zjisténi, Ze ve svété R jsou splnény tytéz formule jako ve svété S

Pocet doslych teSeni: 24
Primeér: 2,71
Median: 3

body 0]11]2 1|3 (4|5 ro¢nik 11213 |4 |7
pocet fesiteld |5 |1 |5 [3 |5 |5 pocet fesiteld |4 |8 |5 |7
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5. tloha - Intuicionisticka logika, cvic¢eni 10 - Nepfijatelny dukaz
Zadani
Vysvétli, pro¢ je nasledujici dikaz pro intuicionisty neprijatelny:
Véta: Existuje dvojice ¢isel z,y, ktera nejsou raciondlni, ale z¥ je racionalni.

2
Dtikaz: Uvazujme ¢islo \/5\[ V piipadé, ze toto ¢slo je racionélni, jsme hotovi (z = y = V/2);
V2
2 2 22
v opacném piipadé uvazujme ¢isla & = \/ﬁf, y = /2. Pak je 2¥ = (\/if) = \/if V2 =2.
Ve svych tivahéch piedpokladej, Ze intuicionisté piijimaji zndmé tvrzeni, ze v/2 neni racionélni ¢slo.

Vzorové feseni

Problém tkvi ve slivcich ,,v opa¢ném piipadé“, za kterymi se maskuje presvédcenti, ze vyrok ,.¢islo \/5\/2
je raciondlni“ je budto pravdivy, nebo nepravdivy. Intuicionista namité, Ze dokud nebude dokdzano, ze
dany vyrok je pravdivy, nebo nebude dokazino, Ze je nepravdivy, nemtizeme se spolehnout na to, ze
nastane jedna z téchto moznosti.

Uspésnost fesiteln
Ulohu opravoval Pavel Patak.
Pocet doslych feseni: 26
Primeér: 4,69
Median: 5

body 01123 (4]5 ro¢nik 11213 (4|7
pocet Tesiteld |0 |1 |0 |1 |2 |22 pocet Tesiteld |6 |7 |5 |7 |1
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6. tloha - Intuicionisticka logika, cvic¢eni 12 - Heytingova logika

Zadani Arend Heyting navrhl nasledujici tithodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku.?

A | -A
1 0
X X
0 1
V nésledujicich tabulkach je v levém sloupecku hodnota A a v prvnim fadku je hodnota B:
AAB |1 x O AvB |1 x 0 A=B |1 x 0 AB |1 x O
1 1 x 0 1 1 1 1 1 1 x 0 1 1 x 0
X x x 0 X 1 x x X 1 1 0 X x 1 0
0 0 0 O 0 1 x 0 0 1 1 1 0 0 0 1

V této interpretaci hodnota 1 zna¢i ,pravda“, x zna¢l ,nevime“ a 0 znadi ,nepravda‘“.

Lze ukazat, ze vSechny axiomy intuicionistické logiky maji v této interpretaci hodnotu 1 a pravidlo
modus ponens je taktéz korektni. Cilem tohoto cviceni je ukazat, ze tyto tabulky presto nevystihuji

sémantiku intuicionistické logiky.

a) Ukaz, 7e formule (A = B) V (B = A) méa podle téchto tabulek hodnotu 1 (bez ohledu na hodnotu

vyrokt A, B).
b) Najdi protipfiklad pro tuto formuli.

Vzorové resSeni

(2 body)
(3 body)

a) Niasledujici tabulka dokazuje, 7e hodnota formule (A = B) V (B = A) je podle Heytingovych tabulek

1 (bez ohledu na hodnotu vyrokt A a B):

A|B|A=B |[B=A |(A=>B)vV(B=A)
1|1 1 1 1
1 | x be 1 1
110 0 1 1
x |1 1 be 1
X | X 1 1 1
x |0 0 1 1
0|1 1 0 1
0 |x 1 0 1
010 1 1 1

b) Hledanym protipfikladem je:

SIHA TIFB

SKB THA

RYAB
Snadno ovérime, ze ve svété R neni splnéna zadané formule:
SFA=B THFB=A

RFYA=B,B=A
R/(A=B)v(B=A)

5Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 91.
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Poznamky k doslym reSenim

7 diskuze na chatu na strankach seminaie i z nékterych reseni bylo zfejmé, ze mnozi fesitelé se jen
velmi tézko vyrovnavali s predstavou, ze néjakd formule mize soucasné byt i nebyt tautologii, tj. ze lze
zkonstruovat protipriklad k formuli, jejiz hodnota podle tabulky vysla 1.

V &ésti a) nebylo nutné vypliovat devitifadkovou tabulku. V zdsadé existovaly t¥i zpusoby, jak doka-
zované tvrzeni zdvodnit elegantnéji:
*  Hanka Bilkovd si vsimla, Ze polozime-li na sebe ¢tvercovou tabulku pro A = B a ¢tvercovou tabulku
pro B = A, bude vzdy alespoii jedna z hodnot, které jsou nad sebou, rovna jedné, coz odpovida podmince
pro hodnotu 1 u disjunkce.
*  Petr Kratochvil si v&iml, 7e implikace A = B méa hodnotu rtznou od 1 jen na tfech mistech, ale
na mistech k nim symetrickych podle hlavni diagonaly odpovidajicich hodnotdim B = A jsou v téchto
pripadech jednicky.
*  Mirek Olsdk si hodnotu x ptedstavil jako % a v8iml si, Ze hodnota implikace A = B je 1, pravé kdyz
A < B. Protoze vidy plati A < B nebo B < A, je vZdy hodnota alespon jedné z implikaci rovna 1.

Mirek Olgék zaslal také prekvapivé feSeni ¢dsti b):

Podle textu k sérii je spousta moznosti, jak intuicionistickou logiku chapat. Najdu tedy protipriklad
v Kolmogorové logice problémi. Pokud si zvolim dva problémy, které spolu moc nesouvisi, tak (A =
B) vV (B = A) neplati. Napriklad Sestd a osméd iloha Sesté série. Neni pravda, Ze kdyZ vyresim Sestou
tlohu, budu mit vyreSenou i osmou a pritom neni ani pravda, Ze kdyz vyreSim osmou tlohu, budu mit
vyreSenou Sestou.

Uspésnost feSitelu

Ulohu opravovala Anna Lauschmannova.

7 TeSitelt se pustilo pouze do ¢asti a) a 3 dal3i resitelé dostali za ¢ast b) 0 bodt, protoZe misto
konstrukce protiprikladu zadanou formuli pouze znegovali. 16 feSitela sestrojilo kripkovské protipiiklady:
za protipriklad ze vzorového teseni jsem udélovala 3 body, za modely obsahujici zbyteéné svéty a za
obrazky, z nichz nebylo jasné, jaké atomické formule plati v jednotlivych moZnych svétech jsem udélovala
1 az 2 body.

Pocet doslych reseni: 27
Primér: 3,52
Median: 4

body 01123 1|4]|5 ro¢nik 112 (3 (4|7
pocet fesiteld {0 |1 |9 |2 |5 |10 pocet fesiteld |5 |10 |6 |6
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7. tiloha - Epistemické logiky, cvi¢eni 5 - Neznalosti
Zadani
Najdi priklad, ktery by ukézal vyznamovy rozdil mezi formulemi K-V a =K'V! Uved alespon jeden
priklad ,ze zivota“ a alespon jeden kripkovsky model a v ném néjaky svét, ve kterém je jedna z téchto
formuli pravdiva a jedna nepravdiva. Jaké jsou v tomto svété pravdivostni hodnoty implikaci K-V =
=KV,-KV = K-V pravdivad? Mysli§, ze tomu tak musi byt vzdy?

Vzorové reseni

Implikace K=V = =KV musi byt pravdiva vzdy, kdyz jsou agentovy poznatky bezesporné, tedy vzdy,
kdyZ plati axiom B. ProtoZe jsme se dohodli oznacovat symbolem K pouze pravdivé domnénky (pfijali
jsme axiom T), musi tato implikace platit vzdy.

Naopak, k implikaci KV = K-V snadno sestrojime protiptiklad. Stac¢i, aby z daného svéta S byly
dosazitelné dva mozné svéty takové, ze v jednom z nich je V pravdivé a v druhém ne.
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8. dloha - Epistemické logiky, cviceni 6 - (Ne)rozumny agent

Zadani
Predstav si, Ze nasledujici obrazek popisuje relaci dosaZzitelnosti néjakého agenta Aggs. Urci, ve kterych
moznych svétech jsou jeho domnénky v souladu s tim, jak se véci skuteéné maji, a ve kterych moznych
svétech se v néjaké véci myli.
S2 53

S1

Sy

Sz

Vzorové reseni
Znalosti agenta jsou v souladu s aktudlnim stavem svéta ve svétech Sy, S5, Sg a S7. VSechny tyto svéty

jsou totiz dosazitelné samy ze sebe.
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9. tloha - Epistemické logiky, cvic¢eni 11 - Véta o korektnosti

Zadani

Ukaz, ze axiom K: (K(V = W) A KV) = KW jsme vybrali dobfe - plati ve v8ech (kripkovskych)
modelech znalosti néjakych agenta.

Ve svém diikazu pouzivej pouze definici kripkovskych modelt - rozhodné nestaci prohlésit, ze dokazo-
vané tvrzeni je disledkem véty o korektnosti, protoze tu teprv dokazujeme!

Vzorové reseni

Predpoklidejme, Ze mame néjaky kripkovsky model a v ném néjaky svét S.

Jestlize S IF K(V = W) A KV, tak pro vechny svéty T dosazitelné z S plati T' IF V = W a také
T IF V. OvSem podle definice pravdivosti implikace z toho plyne, ze T IF W. Odtud S IF KW, protoze ve
vSech svétech dosazitelnych z S je W pravdivé.
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Shrnuti
tiloha 1 2 3 4 5 6
pocet doslych reseni | 44 48 41 24 26 27
pramér 0,87 4,28 3,71 | 2,71 |4,69 | 3,52
median 0 5 4 3 5 4

Za podstatny ukazatel naro¢nosti seridlu povazuji pocet resiteli z jednotlivych ro¢nikt stfedni skoly.
Prvni z nasledujicich tabulek se tyka seridlu o neklasickych logikich, druha se tyka lonského seridlu
o metrickych prostorech, jehoz autorem byl Martin Tancer.

ro¢nik 1 2 3 4 ? ro¢nik 1 2 3 4 ?
prumérné 7,79 83 7,7 0,7 praumérné | 0,3 9,7 6,5 10,8 1,2
tloha tloha
1 11 11 10 1 1 1 0 12 9 12 2
2 12 10 12 13 1 2 0 11 7 12 2
3 8 8 12 12 1 3 0 9 7 12 1
4 4 8 5 7 0 4 1 9 5 11 1
5 6 7 5 7 1 5 1 10 6 11 1
6 5 10 6 6 0 6 0 7 5 7 0

7 tabulky je vidét, Ze ve srovnani s minulym ro¢nikem se podafrilo oslovit vice studentii prvnich roéniki.
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Doporucena literatura

Pokud Ti tento velmi struény tvod nestaci, mohu Ti doporudit nékolik knih, které pravdépodobné najdes

v mistni vefejné nebo skolni knihovné. Pouze knihy oznafené * jsou uréeny odbornikiim a proto je hledej
spi$ v knihovnéch univerzitnich. VSechny knihy v tomto seznamu povaZuji za snadno srozumitelné (jedna
se pfevazné o populdrné-nauc¢nou literaturu, pouze knihy oznacené * jsou o néco naro¢néjsi).

1. kapitola - Klasicka logika

V tomto seznamu jsou popularni a snadno ¢tivé knihy, které Ti v pripadé nesndzi pomohou vyrovnat
se s obtizemi klasické logiky, které jsme se v tomto ivodu mohli vénovat jen velmi struéné. Godelovy
véty, na které zde nezbylo misto, patii k nejzajimavéjsim problémim klasické logiky.

FrantiSek Gahér: Logika pre kaZdého. Vydavatelstvo IRIS, Bratislava 1998 (2. vydanie).

Krasnd a dokonald kniha. Vtele ji doporucuji kazdému, kdo chce poznat logiku v celé jeji 8ifi a krase, a to jak z jeji
matematické stranky, tak i z pohledu filozofickych otdzek a problémi. Vedle klasické vyrokové a predikdtové logiky je
v knize hodné prostoru vénovano také transparentni intenziondlni logice, kterd spadéd do oblasti filozofické logiky a zdsadné
se odlisuje od logik, o kterych je fe¢ v tomto textu.

Douglas R. Hofstiddter: Gdadel, Esher, Bach: an FEternal Golden Braid. Vintage Books, New York
1979.

Slavna populdrni kniha o Godelovych vétach a bichle o sedmi set sedmdesati sedmi strandch plnd okouzlujicich obrazka
holandského grafika M. C. Eshera v jednom. Ur¢ité stojf za to si ji potézkat a prolistovat, i kdyz pochybuji, ze se Ti podari
ji predist.

Petr Jansa: Logika jako soucdst predmétu ”Zaklady spolecenskych véd”. Diplomova prace, Katedra
logiky, Filozofické fakulta Univerzity Karlovy, Praha 2003.

Dikladnd prace, kterd obsahuje celou fadu zajimavych podnéti a postiehl ke vSem tématim b&Zné vyklddanym na stiednich
§kolach.

Miroslav Jauris, Zdendk Zastavka: Zaklady neformdlni logiky. S&M, Praha 1992.

Struéné brozurka urcend zejména stfedoskolskym ucitelim pokryva ta témata tykajici se logiky a argumentace, kterd by se
meéla vyufovat na stfednich skolach.

Michal Pelis: Logika: ucebnice pro prijimaci zkousky na pravnické a humanitni fakulty. AMOS, Praha
2002.

Oceni ji hlavné ti, kteri se potfebuji rychle naucit néco do Skoly nebo k pfijimackdm. NepFesahuje ramec toho, co by mél
védét kazdy stiedoskoldk.

Raymond Smullyan: Jak se jmenuje tahle knizka? Mlada fronta, Praha 1986. Preklad Hanus Karlach,
Antonin Vrba.

Klasika v oblasti logickych hddanek a hricek, vyborny a ¢tivy avod do taji vyrokové logiky. MizeS po ni sdhnout proto, Ze
se chce§ pobavit, nebo proto, Ze v téch logickych spojkich mas zmatek, nebo proto, Ze se tu logiku musis§ naucit do skoly,
ale v Zddném piipad8 T& nezklame. (Kniha vysla uz dost ddvno, takZe spi§ nez v knihkupectvich ji hledej v knihovnach.)

Raymond Smullyan: Na véky nerozhodnuto. Academia, Praha 2003.
Volné pokratovani pfedeslé knihy by mélo ¢tenaie dovést ke slavnym Godelovym vysledkim o netplnosti klasické predikatové
logiky. (Bez ohledu na to, jak dokonaly kalkul vymyslime, pokud v ném budeme mit axiomy pro poé&itani, budou vzdycky

Antonin Sochor: Klasickd matematickd logika. Karolinum, Univerzita Karlova, Praha 2001.
Doporucuji Tvé pozornosti ivod celé knihy a Givody jednotlivych kapitol; autor se v nich snaZi bez pouZiti velkého mnoz-
stvi symboliky vysvétlit riznd témata z oblasti matematické logiky, o kterych se jinak docte§ pouze v ucebnicich plnych

neznidmych symbold a nesrozumitelné terminologie.

Prokop Sousedik: Logika pro studenty humanitnich obori. VySehrad, Praha 1999.
I tahle kniha se dobie &te a nezat&iuje &teni¥e nadmérnym matematickych formalismem. Ctendi se sezndmi s historic-
kym vyvojem logiky od Aristotela po soucasnost. Dikladné&ji jsou probriny zejména partie o aristotelovském sylogismu a

o soucasné vyrokové logice.

Zdeng&k Zastavka: Vse, co neni zakdzdno, se nesmi. Radix, Praha 1998.
Ucebnice klasické logiky urcend stfedosSkolakim, plnd poutavych ukézek z tisku. Pokud se chce§ pobavit nad tim, ¢eho vSeho
jsou novinari a manazeri schopni, urcité si ji sezehi. Zaroveh se nemusi§ bat, Ze by kladla velké naroky na Tvé matematické

schopnosti.
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2. kapitola - Intuicionismus a konstruktivistickda matematika

John D. Barrow: Pi na nebesich. O poéitini, mysleni a byti. Mlada Fronta, 2000. Preklad Nada
Stehlikova. Pi in the Sky. Oxford University Press 1992.
Kréasna a ¢tiva kniha o filozofii matematiky. Vedle intuicionismu a konstruktivismu se zde ¢tenal dozvi o ptivodu Cisel,

o formalismu, o invencionismu a o platénském realismu v matematice.

G. H. Hardy: Obrana matematikova. Pteklad Josef Monik. Prostor, Praha 1999.

Jeden z nejvyznamnéjsich matematikt prvni poloviny 20. stoleti napsal na sklonku svého Zivota tuto obranu tviréi matema-
tické prace. Matematiku nepojima jako femeslo ¢i nastroj ostatnich véd, ale jako uméni s vlastnimi pravidly a kritérii krasy.
V predmluvé od Hardyho pritele C. P. Snowa se doctes, jak vypadal Hardyho v8edni Zivot a pro¢ si na smrtelné posteli
nechal predéitat knihu o historii kriketu. S intuicionismem tato kniha pf¥ili§ nesouvisi, ale pomtze Ti udélat si predstavu,
v jaké dobé& vznikl.

* Paul Lorenzen: Pravidla rozumné argumentace. Pieklad Vojtéch Kolman. Ve sborniku Kamila
Bendova, Vitézslav Svejdar (editoti): Miscellanea logica III. Karolinum, Praha 2002.

Pivodni Lorenzeniv esej, ve kterém se zamysSli nad roli logiky v minulosti i sou¢asnosti. Na zdkladé této ivahy potom
predklada pravidla své dialogické logické hry jako pravidla vhodnd pro veSkerou seriézni argumentaci.

4. kapitola - Modalni logiky

* Vojtéch Kolman (editor): MozZnost, skutecnost, nutnost. PFispévky k moddlni propedeutice. Filosofia,
nakladatelstvi Filosofického tistavu AV CR, Praha 2005.

Pokud T8 zaujalo povidani o riiznych typech modalit, mohu Ti doporudit p¥ispévek editora s ndzvem Elementy kritiky
modalit; nenechas-li se odradit odbornym jazykem, docte§ se o dalSich vlastnostech rtznych typi modalit a o logickych
problémech, které s modalitami souvisi. P¥ispévek Libora B&hounka nazvany Formalni sémantika logiky modalit se zabyvé

tvorbou modelt pro modalni logiky a souvislostmi mezi vlastnostmi modeld a vlastnostmi jim odpovidajicich logik.

6. kapitola - Fuzzy logiky

Erik Horstkotte: Fuzzy. www.austinlinks.com/Fuzzy/

Doporucuji ti trojici struénych a srozumitelnych ¢lankd o fuzzy logice, fuzzy mnozinach a fuzzy rizeni.
www.esru.strath.ac.uk/Reference/concepts/fuzzy/fuzzy.htm

Uvodni povidan{ o fuzzy mnoZinach a jejich vyuZiti v technologii.
www.seattlerobotics.org/org/encoder/mar98/fuz/flindex.html

Naro¢néjsi tvodni text.

Milos Chadt: Technologie Fuzzy Logic. wuw.najdiservis.cz/cojeto.htm?cl1id=3913&strana=1
Strucny ¢lanek o vyznamu pojmu technologie Fuzzy Logic.

www.massivesoftware.com

Oficidlni stranky komeréniho software pro animaci davovych scén.

Neklasické logiky obecné
Dan Cryan, Sharron Shatil, Bill Mayblin: Logika. Portdl, s. r. o., Praha 2002.

Bohaté ilustrovany ptehled historie logiky od po¢atkl do soufasnosti. Doctes se zde o vSech vyznamnych logicich a filozo-
fech zabyvajicich se logikou, o problémech, které logiky trapi po celd tisicileti i o moZnych vyuzitich logiky v modernich
technologiich.

* Petr Jirku, Jifina Vejnarova: Logika - Neformdlni vyklad zakladi formdlni logiky. (2. doplnéné a
roz§ifené vydan{). VSE, Praha 2000. http://www.cuni.cz/~jirkup/logika/logika?2.ps

V téchto skriptech jsou velmi podrobné probrana riizna témata z klasické vyrokové i predikidtové logiky, ktera ve svém studiu
vyklad o nemonoténnim usuzovani (jednd se o oblast epistemickych zkoumadni, ve které pripoudtime, %e na¥e dosavadni
znalosti byly mylné a potiebuji ,opravit“).

* James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to Know about Logic but were
ashamed to ask. The University of Chicago Press, Chicago 1981.

Ucebnice logiky urcend studentiim lingvistiky. Na celé radé€ prikladli z prirozeného jazyka jsou zde ukdzany silné i slabé
stranky formalnich logik (klasické vyrokové i predikdtové logiky, modélnich, vicehodnotovych a fuzzy logik, intensionalni
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logiky a A-kalkulu). Dostatek prostoru je v&novén i filozofickym a lingvistickym otdzkdm. Za hlavni nedostatek knihy

povazuji to, Ze autor pouzivd ponékud neobvykly zptisob zipisu formuli.

* Jaroslav Peregrin: Logika a logiky. Systém klasické vigrokové logiky, jeho roz§ifeni a alternativy.
Academia, Praha 2004.

Tato kniha podava podrobny piehled nejb&Zné&jsich vyrokovych logik (klasické, intuicionistické, modalnich, relevan¢nich a
vicehodnotovych). V textu jsou zminény diivody pro zavedeni jednotlivych logik; velky diraz je oviem kladen i na jejich
matematické aspekty, takze se zde setkds s diikazy mnoha vét typickych pro matematické studium logickych systémd.
Peter Volek: Uvod do logiky a tedrie vedy. Update Studio, Bratislava 1999.

UcCebnice logiky a metodologie védy urfend studentim teologie. V centru pozornosti stoji klasickd vyrokovd a predika-
tova logika, aristotelovsky sylogismus a dilezité vlastnosti relaci. Kniha obsahuje také pfehledy historie filozofie jazyka a
metodologie védy, které ale predpoklddaji, Ze se Ctendf jiz orientuje ve filozofii. Nésleduji stru¢né kapitolky o nejdilezi-
t&j8ich modélnich logikdch (deontické a preferenéni, epistemické, temporalni), dialogické logice, vicehodnotovych logikich,
intuicionistické a erotetické logice.1 Zajimavosti této ucebnice jsou piiklady aplikace rozli¢nych logik na teologické problémy.

Webové stranky

www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/

Rozsdhld databdze podrobnych Zivotopisi vyznamnych matematiki; nechybi ani stru¢ny souhrn jejich nejvyznamnéjsich
matematickych vysledkt.

www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Quotations/

Vyroky slavnych matematikd.

Petr Jirkn, Jifina Vejnarova: Logika - Neformdini vyklad zakladi formdini logiky. www.cuni.cz/
“jirkup/logika/logika2.ps

On-line pfistupnd verze vyse zminénych skript.

Petr Jirka: Slovnicek. logika.ff.cuni.cz/~jirkup/logika/slovnicek.htm

Slovni¢ek zdkladnich pojmi z logiky.

Peter Suber: Non-standard logics. www.earlham.edu/ peters/courses/logsys/nonstbib.htm

Podrobny seznam knih (pfevazng v anglitting) o kaZdém z asi 30 nejb&Zné&jsich typt neklasickych logik. Obsahuje kréatké
charakteristiky jednotlivych typt, které Ti mohou pomoci udélat si predstavu o skuteén& neprehledném tzemi moderni
logiky. Za pozornost stoji také ivodni seznam charakteristik, které byvaji povazovany za ,neklasické®.

Stanford Encyclopedia of Philosophy. plato.stanford.edu/contents.html
Tato internetovd encyklopedie obsahuje celou fadu hesel tykajicich se neklasickych logik. Doporucuji zacit u skupiny hesel
,Logic.

Dalsi pouzita literatura

Knihy a ¢lanky o vyuce matematiky a logiky
Kamila Bendova, Vitézlav Svejdar (edito#i): Miscellanea Logica III, IV. Karolinum, Univerzita

Karlova, Praha 2002.

Jifi Fiala: Je elementdrni logika totéZ co predikdtovd logika proniho fddu? Pokroky matematiky, fyziky
a astronomie, ro¢nik 42 (1997), ¢. 3, str. 127-133.

Frantisek Gahér: Provokdcia ako motivicia k $tidiu logiky. Ve sborniku Petr Jirku, Vitézslav Sve-
jdar (edito¥i): Miscellanea logica II. Karolinum, Praha 1999.

Petr Hajek, Antonin Sochor: Klasickd logika v kontextu svijch zobecnéni a boj docenta Fialy proti
vétrngm mlynim. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 43 (1998), ¢. 1, str. 39-44.

Steven G. Krantz: How to teach mathematics. American Mathematical Society, Providence, Rhode
Island 1991.

Jaroslav Peregrin: Co je to elementarni logika? Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 43
(1998), ¢. 1, str. 45-47.

IErotetick4 logika zkoumd otazky.
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Knihy a ¢élanky o logice
Kamila Bendovd, Petr Jirku (editofi): Miscellanea Logica V. Karolinum, Univerzita Karlova, Praha
2003.
Johan F. A. K. van Benthem: Logic in Games. Lecture Notes. Universiteit van Amsterdam, 2005.
Alexander Chargov, Michael Zakharyaschev: Modal Logic. Clarendon Press, Oxford 1997.

Jaakko Hintikka, Gabriel Sandu: Game-Theoretical Semantics. Pretisténo z Johan van Benthem,
Alice ter Meulen (editofi): Handbook of Logic and Language. Elsevier Science B. B., 1997.

Laurent Keiff, Shahid Rahman: On how to be a dialogician. Ve sborniku D. Vanderveken (editor):
Logic, Thought and Action. Springer, Dordrecht 2004.

John Nolt, Dennis Rohatyn: Logic. Schaum’s Outline Series, McGraw-Hill, Inc., 1988.

Vladimir Maftik, Olga St&pankova, Jiti Lazansky a kolektiv: Uméld inteligence 3, 4. Academia,
Praha 2001 a 2003.

Miroslav Mleziva: O trojhodnotové logice. Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd, Praha 1964.

Jan Szomolanyi: Uvod do neklasickijch logik. Univerzita Komenského v Bratislavé, 1979.

Knihy o filozofii, slovniky

Diogenes Allen: Filosofie jako brdna k teologii. Mlyn, Tiebenice 1999. Pfelozil Tom4as Handil.

Ji¥i Fuchs: Filosife - Uvod do filosofie, 1. Filosofickd logika. Ceskoslovenska provincie R4du bratii
kazatelti, Praha 1993.

Doc. dr. Lumir Klimes, CSc.: Slovnik cizich slov. Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha 1986.
FrantiSek Marek, Stépan Zapletal: Filosofickd ¢itanka. Frantisek Novak, Praha 1948.
Jaroslav Peregrin: Analytickd filosofie (nacrt!)

Jaroslav Peregrin: Logika ve filosofti, filosofie v logice - historicky ivod do analytické filosofie. Hermann
a synové, Praha 1992.

Webové stranky

John Halleck: Logic System Interrelationships. wuw.cc.utah.edu/ nahaj/logic/structures/

John Halleck vytvari seznam vSech zndmych moddélnich logik spolu s rliznymi ndzvy, které v historii dostaly a jejich
zékladnimi vlastnostmi. Jeho hlavnim cilem je zmapovat vzdjemné vztahy rdznych logik, zejména p¥islusnych mnozin
axiomd.

home3.swipnet.se/ w-33552/1logik/logic_ links.htm

Seznam né&kterych webovych stranek o rtiznych logikach.
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