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L d
Uvod
Meéjme k nezavislych nahodnych vybérta, kde £ € N, k& > 2,

Xlla ceey X1n1 z rozdéleni Fla

Xot1, ..., Xop, 7z rozdéleni Fy,

a X1, ..., Xin, z rozdéleni Fy,.

U téchto vybért chceme ovérovat, zda se jejich néjaka charakteristika lisi, typicky
chceme porovnavat jejich stfedni hodnotu. Ozna¢me p; stiedni hodnotu i-tého
vybéru, ¢+ = 1,..., k. V klasickém k-vybérovém problému testujeme hypotézu
Hy:py = -+ = py, proti alternativé Ho : 3i # j 1 u; # p;.

V praxi se ale miizeme setkat s ndhodnymi vybéry, u kterych na zakladé zkuse-
nosti ¢i teorie o¢ekavame,ze jejich stredni hodnoty jsou usporadané. Pro tuto situ-
aci by mohly byt navrzeny silnéjsi testy. Mame tedy k-vybérovy problém s uspora-
danou alternativou, ve kterém chceme testovat hypotézu Hy : uy = - - - = g proti
alternativée Hy : uy < -+ < g s alespon jednou ostrou nerovnosti. |Jonckheere
(1954) uvadi jako motivaci pro tyto testy studii méfici vliv ruznych stupnu stresu
na manualni zrucénost, dalsi ukazkou je experiment z knihy |[Milliken a Johnson
(2009) uvedeny v kapitole 2 zabyvajici se u¢inkem nadmotrské vysky na objem
plic ptaku.

k-vybérovy problém mé praktické vyuziti béhem toxikologickych experimenti.
Predpokladejme, Ze yi,...,yr jsou ndhodné vektory s normalnim rozdélenim
a uspofddanymi stfednimi hodnotami u; < ... < uy. Ucinky 1éku nebo toxinu
jsou odhadovany pomoci experimentu, ve kterém jsou k£ skupinam zvirat poda-
vany zvysujici se davky léku ¢i toxinu dy < ... < dg. Uzite¢nym shrnutim tohoto
experimentu je graf odhadované kiivky zavislosti odezvy na davce spolu s inter-
valovymi odhady pro primérnou odezvu u; na davku d;. Vice se timto tématem
zabyva prace Schoenfeld (1986)).

V prvni kapitole zavedeme isotonickou regresi, kterou vyuzijeme pro vypo-
¢et maximalné vérohodnych odhadi sttednich hodnot za platnosti alternativy.
Ve druhé kapitole odvodime y? a E testy, které vychazi z testu pomérem véro-
hodnosti a byly uvedeny v knize [Barlow a kol.| (1972). Rozdéleni jejich testovych
statistik za platnosti nulové hypotézy podrobné dokazeme. Dalsim uvedenym tes-
tem je jednostranny studentizovany test rozsahu podle ¢lanku Hayter| (1990)).

Na konci druhé kapitoly uvedeme ptiklad, na kterém predvedeme pouziti B
testu na data z experimentu zabyvajicim se zavislosti objemu plic ptakt na nad-
mortské vysce, ve které vyrustaji. Pouzita data pochazi z knihy |Milliken a Johnson
(2009).



1. Isotonicka regrese

V celé prvni kapitole ¢erpame z knihy Barlow a kol.| (1972).

1.1 TIsotonicka regrese na linearné usporadané
mnoziné

Definice 1 (Barlow a kol) 1972, str. 9). Necht N = {ny, na,..., ng} je ko-
necnd mnozina s linedrnim uspordddnim nqy < ny < --- < ny. Redlnd funkce f
definovand na N je isotonicka wvzhledem k linedrnimu uspordiddini na N, pokud
f(n1) < f(na) < -+ < flng).

Necht g je funkce definovand na N, w: N — RT a V je systém vsech funkci
definovangch na N, které jsou isotonické vzhledem k linedrnimu uspordddni na N .
Funkce g* € V je isotonicka regrese funkce g s vahami w vzhledem k danému
uspordaddnt, pravé kdyZ minimalizuje vyraz

>_lg(n) = f(n)]w(n)

pres vSechny funkce f € V.

Vyuziti isotonické regrese pro usporadanou alternativu ilustruje Barlow a kol.
(1972) na prikladu inspirovanym studii Bhattacharyya a Klotz| (1966), ktera se
zabyvala daty zamrznuti a rozmrznuti jezera Mendota po dobu 111 let a testovala
proti alternativé, ktera odpovida trendu oteplovani.

Barlow a kol.| (1972) uvazoval ke kazdému roku pouze pocet dni, po které
bylo jezero zamrzlé, tyto poc¢ty oznacil X;, i« = 1,..., 111. Predpokladal, ze
X1, ..., X111 jsou nezavisla pozorovani z normélnich rozdéleni s neznadmymi stred-
nimi hodnotami p;, i = 1,..., 111, a se shodnym rozptylem o2, ktery je znamy.
Pro sestaveni testu maximalni vérohodnosti hypotézy Hy : 1y = - -+ = pq11 proti
alternativé Hy : 1 < -+ < pqp1 s alespon jednou ostrou nerovnosti je potieba
znat maximélné vérohodné odhady stifednich hodnot u;, + = 1,..., 111, za plat-
nosti Hy a H;.

Za platnosti Hy tvoi{ Xi,..., X111 ndhodny vybér z rozdéleni N(u,0?), kde
= py =--- = 111 Jejich odhady ziskdme béznym postupem pro vypocet ma-
ximalné vérohodnych odhadt

111

o~ (Xi—n)?/20?
L111 H \/W )
111 1 X )
b (p) = — TIH(QWU ) — 292 i:l(Xi — 1),
1 111
- Z ’ El(ﬂ) =0,
0'
111
a tedy :[’Z - = Iulll = 1112X



Maximéalné vérohodné odhady strednich hodnot 1, ..., p111 za platnosti H;
maximalizuji logaritmickou vérohodnost

111 , 1 ,
Cin(pas -y pann) = —TIH(QWO ) — — Z(Xz — i), < s < i,

2
20% i3
111
tedy minimalizuji viraz Y (X; — y;)* za podminky pq < -+ < pi11, €0Z je pravé
i=1
uloha nalezeni isotonické regrese.

1.2 Isotonicka regrese na c¢astecné a kvazi-uspo-
radané mnoziné

V nékterych pripadech nemame k dispozici linearni usporadéani, ale napriklad
zname pouze usporadani nékterych prvka. Takova situace nastane pri sestavo-
vani ¥? testu, ve kterém budeme uvazovat alternativy s ¢dsteéné usporddanymi
stfednimi hodnotami jednotlivych rozdéleni.

V nasledujici definici pfipomeneme linearni a ¢astecné usporadani a zavedeme
kvazi-usporadani.

Definice 2 (Barlow a kol., (1972, str. 24). Necht N je konecnd mnoZina. Bindrni
relace = na N je linearni usporadéani, pokud

1. je reflexivni: i <1 proi € N,

2. je tranzitivni: 1,5, k€ X 1 27, ] 2k = i<k,

3. je slabé antisymetricka: 1,7 € N1 =3, ) 31 = 1 =17,

4. kazdé dva prvky jsou porovnatelné: i, j € N = 1 =X j nebo j = i.

Relace < je ¢astecné usporadani, pokud je reflexivni, tranzitivni a slabé anti-
symetrické. Relace < je kvazi-usporadani, pokud je reflexivni a tranzitivni.

V castecném usporadani tedy mohou existovat prvky, které nelze porovnat
a v kvazi-usporadani navic mohou existovat prvky i, 7, ¢ # j takové, ze plati
t = j azaroven j = 1. Zfejmé kazdé linedrni usporadani je ¢astecné usporadani
a kazdé casteéné usporadani je kvazi-usporadani. Relaci linedrniho usporadani
budeme znacit pouze symbolem <.

P1i vypoctu maximalné vérohodnych odhadu za platnosti alternativy s ¢as-
te¢né usporadanymi stfednimi hodnotami jednotlivych rozdéleni a pri sestavovani
testovych statistik ¥? a E” testu budeme pouzivat véty, které plati nejen pro ¢as-
teéné usporadani, ale obecnéji i pro kvazi-usporadani a také Barlow a kol.| (1972))
je formuluje pro kvazi-usporadani. Zavedeni isotonické regrese a formulaci vét
proto provedeme pro kvazi-usporadani.

Definice 3 (Barlow a kol., |1972, str. 24). Necht N je konecnd mnozina. Redlnd
funkce f definovand na N je isotonicka wvzhledem ke kvazi-usporddani < na N,
pokud pro i, j € N, i < j plati f(i) < f(j).



Necht g je funkce definovand na N, w: N — RT a V je systém vsech funkci
definovangch na N, které jsou isotonické vzhledem ke kvazi-uspordaddni na N.
Funkce g* € V je isotonicka regrese funkce g s vahami w vzhledem k danému
uspordaddant, pravé kdyzZ minimalizuje vyraz

>_lg(n) = f(n)]w(n)

pres vSechny funkce f € V.

V pripadé, kdy je ziejmé, které usporadani a vahy uvazujeme, nazyvame funkci
g* isotonickou regresi funkce g. Déle |Barlow a kol.| (1972) uvadi, ze isotonicka
regrese existuje nejvyse jedna. Nyni, se znacenim jako vyse, uvedeme vétu, kterou

pouZijeme pii sestavovani testové statistiky Y2 testu.

Véta 1 (Barlow a kol (1972, str. 35). Pro libovolnou redlnou funkci ) na R, plati

>_lg(n) — g (m)]v[g" (m)]w(n) = 0.

neN

Diikaz. Dikaz je proveden v knize Barlow a kol.| (1972, str. 35).
O

Poznamka. Nalezeni isotonické regrese je iloha kvadratického programovani. Mezi
metody pro jeji nalezeni na linearnim usporadani patii naptriklad algoritmus Pool-
Adjacent-Violators nebo Algoritmus minimdlnich dolnich mnoZin uvedené v knize
Barlow a kol.| (1972)), ktery pouzijeme v ¢asti pri ditkkazu rozdéleni testovych
statistik Y7 a Fz za platnosti hypotézy. Vice se vsak témito metodami v préaci
zabyvat nebudeme.

1.3 Maximalné vérohodné odhady parametria
v exponencialnim systému hustot

P1i odvozovani testi s usporadanou alternativou budeme ¢asto pouzivat maxi-
malné vérohodné odhady parametri, které jsou kvazi-usporadané. V této a v dalsi
¢asti proto uvedeme tyto odhady odvozené v knize Barlow a kol. (1972)) pro roz-
déleni s hustotou exponencialniho typu.

Exponencialni systém hustot s dvéma parametry tvori hustoty tvaru

f(; 0, h) = exp{[®(0) + (x — 0)d(0)] h}, (1.1)

kde @ je ryze konvexni, ¢ je derivace ® (v pripadé nespojitosti derivace zprava),
0 € R a h >0, vzhledem k néjaké mite v,(dx), kterd smi zaviset pouze na para-
metru h.

Poznamka. Poznamenejme, ze napiiklad hustotu normélniho rozdéleni se stredni
hodnotou 6 a rozptylem ¢ dostaneme volbou ®(0) = 6%/2, ¢(0) =0, h = 1/0% a

vp(dz) = (h/27)"* exp(—hz?/2) dz.



Pozndmka. Pfipomenime, ze vybérovy primér ndhodného vybéru Xji, ..., Xy
o rozsahu n(i), kde i € N, je definovan vyrazem

X(i) = (i) : ZXU-

Symbolem X(.) budeme znacit vybérové priméry X (i) uvazované jako funkci
parametru 7, kde ¢ € N.

Véta 2 (Barlow a kol (1972, str. 93). Necht N je konecnd mnozZina s kvazi-
uspordddnim <. Pro kazdé i € N necht rozdéleni X (i) md hustotu tvaru
s 0=pu() ah = aX(i), kde X(i) > 0 je zndmé pro vsechna i € N a a >0
mauze byt nezndmé. Predpoklddejme, Ze z téchto podminénych rozdéleni jsou na-
pozorovdny nezdvislé nahodné vybéry o rozsahu n(i) > 0 a oznacme X (i) jejich
vybérovy primer, i € N. Potom maximdlné vérohodny odhad u(.) za podminky,
Ze u(.) je isotonickd vzhledem ke kvazi-usporaddni = na N, je jednoznacné tvoren
isotonickou regresi vyberovych pruméri, které uvazZujeme jako funkci parametru i,

s vahami w(i) = A(i)n(i), i € N.

Diikaz. Dukaz je popsan v knize Barlow a kol.| (1972, str. 93).

1.3.1 Odhady v normalnim rozdéleni

Necht Fj, m4 hustotu (h/27)'/2 exp{—hax?/2} dz vzhledem k Lebesgueové miie
a ®(0) = 0%/2, ¢(0) = 6. Potom z (1.1) plyne, Ze ndhodné veli¢ina s touto
hustotou ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou € a rozptylem 1/h, nebot

f(x; 0, h)Fy(dx) = (h/2m)Y? exp{—h(z — 6)?/2} d.

Uvazujme situaci, kdy mame ndhodné vybéry Xy, ..., X, o rozsahu n(i)
z normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou 6 = p(i) a rozptylem 1/[a\(7)], tedy
h = a)\(i), a pfedpokladejme, Ze A\(7) je zndmé, i € N. Chceme ziskat maximalné
vérohodné odhady strednich hodnot (i) pro i € N za podminky, ze pu(i) je iso-
tonickd vzhledem ke kvazi-uporadani < na N. Oznacme X (i) vybérovy priumér
i-tého vybéru. Poté z Véty [2| plyne, ze mazimdlné vérohodny odhad u(.) je isoto-
nickd regrese i*(.) funkce X (.) s vahamin(i)A(i) vzhledem ke kvazi-usporadani <
na V.

V pripadé, Ze a je neznamé, pocitejme jeho maximalné vérohodny odhad:

=11 H {—a)\Q(i) (X5 — M(i))z} :

i€EN j=1

f<u<i>,a>:—n1n<¢_>+§ RS R

zGN

ZGN j:1
. PRV f
—l(u(i),a) =o— — 5 > A(i
da zEN 7=1



Tedy maximélné vérohodny odhad a je

n(i) ’
SO D (X — (i)’

ieN j=1

a =

kde fi(z)* jsou hodnoty isotonické regrese fi(.)* funkce X(.) s vahami n(i)A(7),
ieN,an=> n(i).
iEN
Pro sestaveni maximalné vérohodného odhadu rozptylu u E” testu budeme
potfebovat maximalné vérohodny odhad hodnoty 1/a. Podle principu invariance
pro maximalné vérohodné odhady plati

(1) = 1 A0 X (X = i)' (12)

V dalsim textu budeme pro zjednoduseni misto (i) psat p;, misto n(i) bu-
deme psat n; a misto X (i) pouze X; apod.



2. Testy za predpokladu
normality

Necht (Xi1,..., Xing)s -y (Xk1y .-, Xin,) je k nezavislych nahodnych vy-
bérit, kde i-ty ndhodny vybér je z rozdéleni N(p;, 0?) o rozsahu n;, kde p; € R,

02 >0an €N, i =1,....k Oznaéme X; vybérovy primér i-tého vybéru
k

a N = an V uvedenych testech budeme uvazovat, Ze rozptyl o? je zndmy, nebo
i=1

znamy az na multiplikativni konstantu.

Poznamka. Obycejny k-vybérovy problém za predpokladu, ze vSechny nahodné
vybéry maji norméalni rozdéleni se shodnym rozptylem N(pu;, 02), kde p; a o2 jsou
neznamé, resi analyza rozptylu.

2.1 ¥° test

X? test uvedeny v knize Barlow a kol.| (1972) ziskal své jméno diky tvaru tes-
tové statistiky, kterd je podobna testové statistice y? testu. Tento test miZeme
pouzit v pifpadé, Ze rozptyl o? je zndmy pro viechna i = 1,..., k. X? test je ur-
¢eny pro testovani nulové hypotézy H, proti clenim tiidy alternativnich hypotéz
S, které spliuji Hy a navic podminku, Ze p; je isotonickd funkce i vzhledem
k ¢dstecnému usporadéni na mnoziné K = {1, 2,..., k}. Specidlnim piipadem je
alternativa Hy : pu; < --- < g s alespon jednou ostrou nerovnosti. Symbolem H
budeme znacit ¢leny tiidy alternativnich hypotéz 7.

Y2 test vychdzi z testu pomérem vérohodnosti a tedy zamita nulovou hypotézu
Hy, kdyz hodnota vérohodnostniho poméru

max L(Xy, ..., Xp; 1)

)\ = Keto 2.1
max L(Xy, ..., X p)’ (2.1)

neH

kde X; = (X1, Xioy oo, Xin,) 'y o= (1, pt2, - .-, pi) | a L je vérohodnost, je mensf
nez néjaka kriticka hodnota.

2.1.1 Maximalné vérohodné odhady p za platnosti Hy a H
Za platnosti nulové hypotézy Hy (p1 = -+ = ug) plati

k n; 1

{p) = = Nin(Var _72”111“ o/ _ZZﬁ(Xij—m)z,

i=1j=1<Vi

0 (pa Z ZX%J Z 2“1’

211]1



a tedy maximalné vérohodné odhady za platnosti hypotézy jsou

=
Il
=
||
7;>
w

V casti na strané [0 jsme ukazali, ze za platnosti H maximalné véro-
hodné odhady stfednich hodnot p; jsou hodnoty /i isotonické regrese funkce Y(.)
s vahami w; = n;/0;®> vzhledem k ¢aste¢nému uspordddni na K pro vSechna
t=1,..., k. Uvédomime si, ze tyto odhady plati pro jakékoliv castecné uspora-
dani na K i bez platnosti H,.

2.1.2 Testova statistika Y7
Dosadime do (2.1)) a dostaneme

Jl}lvf——*“p{‘('zwz

)\_

X.. —
Y EEORT
T E—E—

1
2
Testovd statistika je znadena symbolem Y2 a je rovna

2ld = S0 (3 — ) — (X — )]

=191 j=1

Xr

s

Il
N
I M?v
I
<.
5 ]
I

QA= Q-
S

|

i=1Y%% j=1
k k
=23 w; (Xi = i) (i — o) + Do wi (7 — o) (2:2)
i=1 i=1
b ~ N2 b ng . N2
=> w; (4 — 1) =Zg(u, —n)°,
=1 i=1 "1

protoze prvni ¢len ve (2.2) je roven 0 z Véty . X2 test zamitd nulovou hypotézu
Hy, pokud hodnota testové statistiky X3 je v&tsi, nez néjaka kritickd hodnota.

9



2.2 E’ test

V pripadé, ze nezndme presné hodnoty rozptyla o2, i = 1,..., k, ale pouze
jejich hodnotu az na multiplikativni konstantu, tj.

Jf:aiOQ prot=1,..., k,

kde a; jsou znamé konstanty a o? je nezndmé, miiZeme pouzit B test, ktery
je zobecnénim X? testu za téchto podminek a popsal jej Barlow a kol. (1972).
Tento test tedy také testuje nulovou hypotézu Hy proti alternativim H € 7.
Stejné jako v ¥? testu potfebujeme znat maximalné vérohodné odhady parametri
za platnosti hypotézy a alternativy.

2.2.1 MaximAlné vérohodné odhady parametri i a o?
za platnosti Hy a H
Za platnosti nulové hypotézy Hy (1 = -+ - = p) pocitame

k

(Xij — m)?
Lm0 11—11]1_[1 \/27m102 { 2a,;02 ’

k n;
1, 0°%) = — N In(270?) — = an In(a;) Z ! > (X — ),
2 i=1 -1 %5
0 1 2 n
a'u g:ul? 22:1011]221)(@] QZGTMI’
0 1 &
wg(MbUQ) = 20_4 Z Z )

i—1 Y

a tedy vérohodnost je za platnosti Hy maximalizovana pro

ﬁ:ﬂlz...:ﬂk:%7 (2.3)

= (X — )2
N ; @ ]Zl( J i)

Za platnosti H opét podle ¢asti plati, Ze maximalné vérohodné odhady
stfednich hodnot p; jsou hodnoty /i isotonické regrese vybérovych pramért X,
nyni s vahami w; = n;/a;, pro vSechna ¢ = , k. Opét tyto odhady plati pro Ja—
kékoliv castecné usporadani na K i bez platnostl H,. Déle, podle vzorce
na strané [7, maximalné vérohodny odhad o je

A2 1 k 1 ~ %\ 2
o :NZfZ(Xij—M)-



2.2.2 Testova statistika F;,

Pocitejme vérohodnostni pomeér
L(Xy,..., X; 2
Hé%{)é ( 1, ) k7ﬂag)
A= -2
L(Xy, ..., Xg;p,0%)’
%162213{ ( 15 y Ay U, 0 )
kde Xz = (Xila XZ‘Q,. PN Xini)Ty ,u = ([Ll, [1,2,. RPN ,uk)T, 0'2 = (0’%, 0'%, e
a L je vérohodnost. Potom
ﬁ ﬁ exp {—(Xij — ﬂ)Z}
i=1j=1 \/27ra100 20,63
ﬁ - exp (X3 — A7)
i ;:1\/27m1‘72 20,62
N 1g 13
(68) % exp { —5 33 (X — ))*/67
z:laljzl
1&g 13 o2 s
Y (X - i) }

k 1 M N
Ziz(Xl] :uz)z

\v _ = %=
A)2

k. V tom ptipadé plati

Ve vétsiné pripadi predpoklddame, ze vSsechny ndhodné vybéry maji stejny roz-

ptyl, tedy Ze a; = 1 pro vSechna 7 = 1
k n;
> > (X
o/N _ i=lg=1
)\ Tk n;
~\2

> (X

i=1j=1
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Z hlediska vypoctu rozdéleni je vyhodnéjsi testovou statistiku definovat hodnotou

k n;
O > A e > e
Enkzl_)\Q/N:z J — =17
> > (X
i=1j=1
k n;
222 s —p) > (g —
_i=1j=1 i=1j=1
T k n;

2.0 (X

— )’ ZZ (X

i=1j=1
k ng - k
> D 2m (Ko=) — 1) Y mi (i p)?
=== + = (2.4)
D> (Xij =) >y
i=1j=1 i=1j= 1
k
Z n; (ﬂz - la>2
==L , (2.5)

nebof prvni ¢len v je roven 0 z Véty . Vsimneme si, ze testovou statistiku
E? 1ze zapsat také pomoci Xa:

2 ﬂ Ak A2
o o ; 72 (17 — 1) - o232
ko k n; 1 k n; 2 SSC
ZZ (X - ZZXlﬁ)
i—1j—=1 i—1j—=1

kde SS¢ je celkovy soucet ¢tverct. E? test zamit4 nulovou hypotézu Hy, pokud
hodnota testové statistiky Ei prekroci néjakou kritickou hodnotu.

2.3 Rozdéleni testovych statistik 7 a Ei za plat-
nosti H

V této Casti prace jsou tvrzeni a dikazy prevzaty z knihy |Barlow a kol.| (1972,
sekce 2.3 a 3.3), dikaz rozdéleni testovych statistik za platnosti hypotézy Hy je
podrobnéji rozepsan.

Testy X2 a B jsou zalozené na principu testu pomérem vérohodnosti, bohu-
zel vSak neplati nékteré zadouci vysledky jako u testu pomeérem vérohodnosti.
Naptiklad asymptotické rozdéleni testovych statistik za platnosti hypotézy H,
nen{ vzdy x? rozdéleni. Dtivodem je, Ze pti testovani (linedrné i ¢dstecné) uspo-
radanych parametri nelze v mnoziné, do které patii takto usporadané parame-
try, nalézt otevienou podmnozinu, ve které lezi skuteéné hodnoty parametri.
K tplnému odvozeni test 2 a B tedy musime zjistit rozdéleni jejich testovych
statistik za platnosti Hy. Tato rozdéleni jsou formulovana v nasledujicich vétach.

12



Véta 3 (Barlow a kol., (1972} str. 126). Za platnosti hypotézy Hy plati

F(ngcgzzﬁifxuk)P(ﬁilzcﬁ, ¢ >0,

=2

P(x; =0)=P(1, k),

kde P(l,k) je pravdépodobnost, Ze isotonickd regrese fif nabyvd presné l riznijch
hodnot a X2 znaci ndhodnou velicinu s rozdélenim x? s v stupni volnosti.

Véta 4 (Barlow a kol., (1972, str. 127). Za platnosti hypotézy Hy plati

k
P(E,>C)=> P k)P(Byy 11y >C), C >0,

=2

P(E,=0) =P(1 k),

kde P(l,k) je pravdépodobnost, Ze isotonickd regrese [if nabyjvd presné | riznijch
hodnot a B, znaci ndhodnou velicinu s Beta rozdélenim s parametry a a b.

Pri dikazu se omezime na pripad, ve kterém rozptyly vSech rozdéleni, ze kte-
rych pochézeji ndhodné vybéry, jsou shodné (tedy a; = 1 pro vSechnai =1,..., k
u B testu a 02 = 02 pro véechna i = 1,..., k u X testu). V tom piipadé maji

testové statistiky tvar

Xk :72 n (fi; — )°, (2.6)

E ==t . (2.7)

Nyni zavedeme pojmy a uvedeme vétu a lemmata, kterd budeme v dikazu
pouzivat. Pfipomenime, ze K = {1, 2,..., k}. Pro A C K, A # () definujme

NA:an‘ a AVA:iZniYZ

icA AjeA
Funkce Av(.) se nazyva prumérujici funkce.

Definice 4 (Barlow a kol., 1972, str. 75). Necht L a U jsou podmnoziny K.
Rekneme, Ze L je dolni mnozZina vzhledem k cdstecnému uspordddni <, pokud

yel,re K, x <y = x€L.
Rekneme, Ze U je horni mnozina vzhledem k cdstecnému uspordddni <, pokud
yeUzeK x>y — xel.

Systém vsech dolnich mnoZin znacime symbolem £, systém vsech hornich mnozin
symbolem U .

13



Plati, ze systémy £ a % jsou uzaviené na sjednoceni a pruniky.

Definice 5 (Barlow a kol., (1972, str. 76). Necht B je podmnoZina K. Eekneme,
Ze B je uroviiova mnozina, pokud existuji dolni mnoZina L a horni mnozZina U
takové, ze B = LNU. Systém vsech drovniovych mnozZin znacime symbolem £.& .

Véta 5 (Barlow a kol., [1972| str. 76). Necht B je podmnozina K. Potom B je
drovniovd mnozina prdave tehdy, kdyzZ existuji isotonickd funkce f a cislo ¢ € R
takové, Ze B = [f = c|.

Diikaz. Dukaz je uveden v knize Barlow a kol. (1972, str. 76).
[

Lemma 6 (Barlow a kol., |1972] str. 128). Necht A a B jsou neprdizdné podmno-
Ziny K takové, Ze A D B, A # B. Potom cov(AvA, AvA— Av B) = 0.

Diikaz. Dikaz je sepsan v knize Barlow a kol.| (1972, str. 128).
O]

Lemma 7 (Barlow a kol., (1972 str. 128). Necht uy, ug, ..., u, jsou nezdvislé
ndhodné veliciny s normalnim rozdelenim s nulovou stredni hodnotou a rozptyly,
které jsou rovny jedné. Necht R je mnozZina omezeni na veliciny u;, 1 =1,..., r,
kterd je tvaru

T
> au; >0,
i=1

a necht pravdépodobnost, Ze podminka R je splnéna, je kladna. Potom podminéné
rozdeleni nahodné veliciny

DU
i=1
za podminky R je x? rozdéleni s v stupni volnosti.

Diikaz. Dukaz je predveden v knize Barlow a kol.| (1972, str. 129).

O
Lemma 8 (Barlow a kol., 1972, str. 129). Necht z1, z, ..., 2z, jsou nezdvislé nd-
hodné veliciny s normalnim rozdélenim se znamymi strednimsi hodnotami a s roz-
ptyly po radeé byt, by, ..., bt Potom podminéné rozdéleni ndhodné veliciny
sz(ZZ — 2)2
i=1
za podminky, Ze z1 < 2o < ... < 2z, je x? rozdéleni s r — 1 stupni volnosti, kde
i=1 i=1
Diikaz. Dikaz je uveden v knize Barlow a kol.| (1972, str. 129).
O
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Diikaz Vety @ a . V prvni fazi dikazu zkonstruujeme isotonickou regresi )
funkce Y(‘). Zvolme neprazdnou dolni mnozinu B; € K takovou, ze plati

AvB; =min{AvL: L € Z}.

Pokud takovych mnozin existuje vice, zvolime jejich sjednoceni. Z Véty |5 plyne,
ze Bi je urovnova mnozina. Pro ¢ € By definujme

ﬂ;k = Av Bl-
Déle zvolime maximdlni dolni mnozinu By € K \ By takovou, ze plati
Av By = min{Av (L \ By): L € Z}.

Mnozina B, je opét troviiova mnozina a pro ¢ € By definujeme

/];k = AV BQ.
V obecném (m + 1)-nim kroku (kde m + 1 < k) predpoklddejme, Ze jiz méme
nalezené uroviové mnoziny By, ..., B, takové, ze pro vSechna j = 1,... m plati
m—1

Av B; = min{Av (L \ U B): LeZ} a fi; = Av B;.
=1

Nalezneme dolnf mnozinu By,41 € (K \ | JB;) takovou, ze plati
I=1

Av By =min{Av (L\ |J B) : L € £}

=1

Mnozina B, je uroviova mnozina podle Véty [5|a pro i € B,,,1 definujeme

Timto zplusobem pokracujeme, dokud nevycerpame celou mnozinu K, coz na-
stane v konecné mnoha krocich, jelikoz K je koneénd mnozina. Sestrojili jsme
¢ arovnovych mnozin By, Bs, ..., B, takovych, ze plati

AvB, < AvBy <...<AvBy

al €N, ¢ < k. Nakazdé z téchto troviiovych mnozin je isotonicka regrese )
konstantni a plati fif = Av B; pro vsechna ¢ € B;. Korektnost této konstrukce
overil Barlow a kol.| (1972, sekce 2.3). Definujme dolni mnoziny

LOZ(Z) a LZ:UBJ7 2:1,,6

Pomoci téchto dolnich mnozin Ize i-ty krok konstrukce isotonické regrese po-
psat jako hledani maximélni dolni mnoziny B; mezi mnozinami tvaru L \ L;_;.
Bez ajmy na obecnosti lze Tici, Ze L;—; je vlastni podmnoZzina L. Funkce fif, de-
finovand pomoci této konstrukce je isotonicka, pokud pro vsechna i = 1,..., /¢
mnozina B; je uroviiova mnozina, na které prumérujici funkce nabyva nejnizsi
mozné hodnoty pres vSechny mnoziny, které jsou k dispozici, a také pokud B; je
nejvetsi mozna takova mnozina. Lze tedy zformulovat néasledujici nutné a posta-
cujici A-podminky:
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(A1) Kdyz L D L; 1, L\ L;,_; # ), potom
AvB; <Av(L\ Liy) i=1,...,¢
(A.2) Kdyz L D L;, L'\ L; # 0, potom
AvB; < Av(L\ L;_) i=1,...,0—1

Barlow a kol.| (1972, str. 131-132) ovéril, ze tyto A-podminky jsou ekvivalentni
s B-podminkami:

(Bl) Kdy% L,L OLD Lifl, Ll \ L 7é @, L \ Li*l % @, potom
AVBZSAV(L\Lz_l) 121,,6

(B.2)

AVBZ‘<AVB,L'+1 221,,6—1

Nyni upravime vyraz pro celkovy soucet ¢tverci:

SSe :ii (Xij . ii&]) ii

1=1j=1 i=1j5=1 i=1j=1
k n;
=> > (X + (07 = p)°
i=1j=1
k n; k
=> > (X +22nz PO — )+ S m (5 — p)? (2.8)
i=1j=1 i=1
k n;
=> > (X — i)’ + Z n: (7 — ), (2.9)
1=1j=1 i=1

Q2 Q1

nebot druhy ¢len v (2.8) je roven 0 z Véty [I] Prvni ¢len ve vyrazu (2.9) ozna-
¢ime Qa, druhy ¢len vyrazu (2.9)) oznac¢ime )1 a do obou vyrazu dosadime hod-
noty [ z konstrukce isotonické regrese. Tedy

k ¢ k nm 2
=1 =1

m 15=1
k n; V4 Th
Qe =) > (Xy =) =2 > > (Xn; — AvBy)*. (2.11)
i—1j=1 i=1 heB; j=1

Pomoci téchto vyrazti mizeme vyjadrit testové statistiky

—2 Ql i Ql

== EF=— 2.12
Xk 52’ k 01 + O ( )

Oznacme

i=1,...,k j=1,..., n.



Potom pro vSechnai=1,..., ka j=1,..., n;, ndhodné veli¢iny Y;; maji N(0,1)

rozdéleni. Polozme

Y = <Y117}/127 s 7}/17117Y217 s 7Yknk)/7
X — <X117X12, e 7X1n17X217 e ,kak)l.

Dale polozime matici H € R¥*Y | ktera obsahuje nésledujici prvky:

—1/2
—1/2
n; pokud p € B;, .
hij - (ng; ) L= 1’ )

0 jinak,

.

kde p je prvni index j-té slozky ndhodného vektoru Y, ostatni prvky mohou byt li-
bovolné tak, aby matice H byla ortogonéalni. Provedeme ortogonalni transformaci
Z, = HY. Potom Z; m4 N-rozmérné normélni rozdéleni N(O,HH"). Z ortogo-
nality matice H plyne, ze HH' = I. Odtud plyne, Ze pokud provedeme stejnou
ortogonalni transformaci ndhodného vektoru X, tedy Z, = HX, potom Zy ma N-
rozmérné normalni rozdéleni N(Hpu, 021y ), kde po = (g1, iy, - - -, pt1). Déle plati

—1/2 —1/2 —1/2
Hp = (Ng? NG 2 NG Y2 0,...,0).

Déle ozna¢me poporadé z;, ¢+ = 1,..., N, slozky vektoru Z,. Potom plati

np,
ZNL;IMZZXM:NEKAVB%- proi=1,..., ¢,

heB; j=1
a tedy také

l
> 22 =3 Ng,(AvB)*.

=1 =1

Upravime vzorec (2.11]) pro Qs:

Q=3 i [(X0)* = 2Xn; Av Bi + (Av B;)’]

i=1 heB; j=1

=33 (X)? —QZAVB ZnhXh+ZNB (Av B;)”

i=1j=1 i=1 heB; i=1
k VA
:ZZ (Xn;)° —2 Z N, (Av B;)* + 3" Np, (Av B;)”
i=17=1 =1 =1
=3 > (X)) = 2
i=1j=1 i=1
N l N
=Y z=) A=)
=1 =1 i=(+1

(2.13)

(2.14)

(2.15)

kde (2.14) plati diky rovnosti (2.13) a v (2.15]) vyuzivame vlastnosti ortogonalni

transformace o zachovani normy.

Nyni se vratime k B-podminkdm. Podminka (B.1) lze také zapsat tvarem
Av B,L — Av (L \ Lifl) < O, kde BZ D) (L \ Li*l) a BZ 7£ (L \ Lifl). 7 Lemmatu @
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plyne, ze podminka (B.1) muze byt vyjadrena pomoci ndhodnych veli¢in, které
jsou pro vsechna i = 1,..., ¢ nekorelované s Av B;, tudiz jsou s nimi i nezavislé,
nebot Av B; = Ngj/ zzi a vektor Zs ma N-rozmérné normalni rozdéleni. Dané
ndhodné veli¢iny zavisi pouze na pozorovani, ktera odpovidaji nenulovym prvkiam

v i-tém rfadku matice H, proto jsou nezavislé s veli¢inami zq, ..., 2;_1, Zit1,-.., 2
a zavisi tedy pouze na 241, . .., 2y. Proto podminku (B.1) lze zapsat jako mnozinu
omezeni, kterd je tvaru
N
Z a; Z; Z 0.
=041

Diky rovnosti Av B; = N gj/ ?2; vidime, Ze podminka (B.2) zahrnuje pouze né-
hodné veli¢iny 21, ..., 2.
Upravujme nésledujici vyraz:

Nm

>,

%i “ZE

m=1heBy,

l
=3 NS (2.16)

m=1

¢
Déle plati N = ZNBm~ Vime, ze AvB; = Ngil/zzi pro ¢t = 1,..., (. Jejich
m=1

rozptyl je roven var(Av B;) = Ng'var(z;) = Ng'o?, tedy ndhodné veli¢iny Av B
pro i =1,..., £ maji rozdéleni N(N"*i1, N3'o?). Podle vyjadieni (2.10) plati

2
Y/ kK nm
Ql :ZNBz Av B, - ZZXm])
=1 m 157=1
2

¢ Z Nléfzm
:ZNBi NE;/?% — 77”:2

> N,
m=1

Vyraz () tedy lze zapsat pomoci pouze prvnich ¢ nahodnych veli¢in z1,..., z,
a tedy podminka (B.1) jej nijak neovliviiuje. S pomoci ([2.16|) upravime

m=1
2
‘N
B
(N Z 5 Av B,,
B; -1 0
:(72 Z AV B,L _ m=l1 — 0'2T
0-2 Y4 N )
i=1 Z Bm
0-2
m=1

kde T za podminky AvB; < AvB, < ... < Av B, splinuje predpoklady Lem-
matu . N4hodnd veli¢ina T' m4 tedy x7_; rozdéleni. Odtud plyne, ze Q; ma
rozdéleni o?x?_;.
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Nyni vypocitame rozdéleni )2. Podle (2.15)) plati

N N 2\ 2 N
Qo = Z Z?:UQ Z <1) — 52 Z UiQ,
=041 =41 N9 i=t+1
N
kde nahodné veliciny splnuji predpoklady Lemmatu . Z toho plyne, ze Z e
=041

m4 rozdéleni x4 _,, a tedy Q2 méa o?x4_, rozdéleni. Navic, protoze z; jsou nezé-
vislé prot=1,..., N, plati, ze )1 a ()2 jsou také nezavislé.

K urceni rozdéleni testové statistiky Ei potiebujeme podle vzorce (2.12)) uka-

2
zat, ze symbolicky znacené % rozdéleni je Beta rozdéleni s pozadova-
Xi—1t XN—¢

nymi parametry. Ozna¢me Y ndhodnou veli¢inu s x?_; rozdélenim a Z ndhodnou
veli¢inu s x3_, rozd&lenim a necht jsou vzajemné nezéavislé. Potom jejich sdruzend
hustota je rovna

=14 _ Nt 1 _
y 2 ley/2Z2 1ez/2

9(¢-1)/2 (%) o(N—£)/2T (NTJ)

frz(y, 2) = y>0,2z>0.

Y
Uréime sdruzenou hustotu nahodnych veli¢in U = a V = Z. Inverzni

Y +7Z
uv

transformace je Y = T Z =V a absolutni hodnota jejiho jakobianu je
Vv

m. Dosazenim do fyz (y, 2) a vynasobenim absolutni hodnotou jakobianu
ziskame sdruzenou hustotu veli¢in U a V:
wTl (1-— u)_z%l_1 v L emv/2(1-w)

R OO

fov (u, v) = O<u<l1,v>0.

2

Integrovanim této sdruzené hustoty podle proménné v potom ziskdme marginalni
hustotu veli¢iny U:

fo (u) = 7fU,V (u, v) dz

1 —1 0o

~

substituce ¢t = m c (0, OO), dt = 2(11—u) dv
w1 (1 —u)¥_1 7 N1y
= t dt
rEre) 4
(55 _ Nt
r(%f)lf(gvf) WT(1-w T, 0<u<l,

(-1 N/
a :

2

coz je hustota Beta rozdéleni s parametry
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Ze vzorce vidime, Ze testova statistika X3 ma rozdéleni y? s £ — 1 stupni
volnosti za podminky, Ze isotonicka regrese () nabyva presné ¢ riznych hodnot.
Navic rozdéleni x2 je definovano pro n > 1, proto Y2 ma rozdéleni x2_, pouze
pro ¢ > 2. Navic fify muze nabyvat maximélné k& hodnot. Z toho plyne, Ze

P(yi 20) = Xk: P(l, k) P(Xl2—1 > C’) pro C' > 0.

1=2
Testovd statistika X3 miize také nabyvat 0, a to podle vzorce v pripadeé, ze
isotonicka regrese /if ) je rovna fi, coz znamend, ze nabyva pravé jedné¢ hodnoty.
Tedy

P(xi=0)= P k).

Podle vzorce (2.12)) plati, ze testova statistika Ei ma Beta rozdéleni s pa-

rametry a —— za podminky, Ze isotonicka regrese ) nabyva presné

¢ riznych hodnot. Podobné jako u Y2 a protoZe parametry Beta rozdéleni musf
byt kladné, dostavame

k
P( > )ZZPlk (Bl(l1§(N71)20> pro C' > 0.

Analogicky jako u X3 statistiky, podle vzorce (2.7)), Fi nabyva hodnotu 0 v pii-
padeé, Ze fi(, je rovna fi, tedy nabyva pravé jedné hodnoty. Z toho plati

P(E,=0)= P(1, k).

[]

Poznamka. Postup pro nalezeni isotonické regrese pouzity v diikazu se nazyva
Algoritmus minimdlnich dolnich mnoZin.

Pro testovani proti linearné usporadané alternativé H; za situace, ve které jsou
vahy w; shodné pro vSsechna ¢ = 1,..., k, coz pro shodné rozptyly znamena, ze
i rozsahy vsech nahodnych vybért musi byt shodné, plati pro pravdépodobnosti
P(l,k) nasledujici véta.

Véta 9 (Barlow a kol., (1972, str. 145). Pro pravdépodobnosti P(l,k) plati

1
P(Lk) = —
(14) = 1.
1
P(kk) = .
1 k—1
P(LK) = - P(L=1k=1)+ "= P(Lk=1), (=23, k-1

Diikaz. Dukaz je uveden v knize Barlow a kol.| (1972, str. 145).
[

Tabulka uvadi hodnoty pravdépodobnosti P(l,k) pro k < 12 pro shodné
vahy w;, 1 =1,..., k.
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k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=17

0= 0,50000 0,33333 0,25000 0,20000 0,16667 0,14286
(=2 0,50000 0,50000 0,45833 0,41667 0,38056 0,35000
(= 0,16667 0,25000 0,29167 0,31250 0,32222
(= 0,04167 0,08333 0,11806 0,14583
(= 0,00833 0,02083 0,03472
0= 0,00139 0,00417
(=17 0,00020

k=38 k=9 k=10 k=11 k=12

(=1 0,12500 0,11111 0,10000 0,09091 0,08333
(=2 0,32411 0,30198 0,28290 0,26627 0,25166
(=3 0,32569 0,32552 0,32316 0,31950 0,31507
(=14 0,16788 0,18542 0,19943 0,21068 0,21974
=5 0,04861 0,06186 0,07422 0,08560 0,09602
=6 0,00799 0,01250 0,01744 0,02260 0,02785
C=17 0,00069 0,00150 0,00260 0,00395 0,00551
(=38 0,00002 0,00010 0,00024 0,00045 0,00075
(=9 0,00000 0,00001 0,00003 0,00007
¢ =10 0,00000 0,00000 0,00000
(=11 0,00000 0,00000
(=12 0,00000

Tabulka 2.1: Hodnoty pravdépodobnosti P(l,k) pro testovani proti alternativé H;
se shodnymi vahami; tabulka pfevzata z knihy Barlow a kol. (1972)

2.4 Jednostranny studentizovany test rozsahu

Nyni popiseme test, ktery byl pfedstaven v clanku [Hayter (1990). Necht
(X11, -+ X1n)y -y (Xk1y -+ oy Xgn) je k ndhodnych vybért, kde -ty ndhodny
vybér pochdzi z rozdéleni N(yu;,02), u; € R a 0? > 0 jsou nezndmé pro viechna
t=1,..., k. VSimnéme si, ze pro vSechny nahodné vybéry predpokladame shodny
rozptyl. Budeme se zabyvat vyvazenym k-vybérovym problémem, tedy predpo-
kladame, ze rozsah vsech vybéri je shodné roven n. Ozna¢me X; vybérovy primér
i-tého vybéru z n pozorovani, i = 1,...,k a S? nestranny odhad o2, ktery m4
rozdéleni o2x? /v, nezavislé s X;. Vyraz

X, X,
m [ —
19555k S Vn
bude nase testova statistika. Test zamita nulovou hypotézu H, pravé tehdy,
kdyz testova statistika prekroci kritickou hodnotu Ay 4, pro danou hladinu testu
a € (0,1) definovanou nasledujici rovnosti:

X, - X
A
i (é%ézc N

pp =+ = Hk> = . (2.17)
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2.4.1 Vypocet kritickych hodnot 7y,

Pro vypocet kritickych hodnot se snazime upravit rovnost ([2.17)). Tato rovnost
je ekvivalentni s rovnosti

P X=Xy, == =1
1SS S S e [T T = AT
a tedy také s rovnosti
X, - X,
P<S]'/\/ﬁ§hk-7a7y M1::Mk>:1—0{ pr01§2<j§k

Za platnosti Hy plati

S/vn
V odvozovani kritickych hodnot tedy mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokla-

dat p; = 0 pro vSechna ¢ = 1, ..., k. Stale ale nezname hodnotu rozptylu. Budeme
tedy predpokladat, ze rozptyl je roven 1 a tuto hodnotu vynasobime odhadem

\/E(Xj — W) \/E(Yi — Hi)

S S

S?. Ziskame tak nasledujici nerovnost a uvédomime si, ze S ma 1/ x2/v rozdélen:

X, - X,
- \/ﬁ% é Shl@a,l/

XX,
S =

Nyni miizeme prejit k vypoctu kritickych hodnot hy o, Necht X;,7 =1,..., k,
jsou nezdavislé stejné rozdélené veli¢iny s rozdélenim N(0,1) (tyto ndhodné veli¢iny
hraji roli vybérovych praméru pro ptuvodni ndhodné vybéry). Poté podle [Hayter
(1990) kritické hodnoty hy o, lze vypocitat z vyrazu

/ P(—oo < X; <00, 1 <i<k
0
X;—Xi <shgoo, 1 <i<j<k)f,(s)de=1-a,

kde f,(s) je hustota ndhodné veli¢iny s {/x2/v rozdélenim. Integrovanim pre-
chazime od sdruzeného rozdéleni ndhodnych veli¢in X;, ¢ = 1,... k, a rozptylu
k marginalnimu rozdéleni veli¢in X;. Dalsim krokem je nalezeni vhodného vyrazu
pro P(—oo < X; < 00,1 <i <k X; —X; < shgay, 1 < i < j <k) tak,
aby tento vyraz mohl byt rychle vyhodnocen pomoci numerické integrace, tedy
vyrazu s co nejmensim poc¢tem vnorenych integrali.

Hayter| (1990) pro tento ucel definuje pro ¢ > 0 funkce
bp(z,y;¢) =Pla < X; <y, 1 <i<k X;— X, <c¢, 1<i<j<k).

Cilem je najit pro by (—o00, 00; ¢) vyjadreni pomoci integralu nizsi dimenze. Zvolme
pevné ¢ > 0. Pro zjednoduseni budeme psét bg(x,y) = bi(x,y; ¢). Symbolem ¢(z)
budeme znacit hustotu standardniho normélniho rozdéleni a symbolem ®(z) jeho
distribuéni funkei. Vsimnéme si, ze by (z, y) = ®(y) — P(z) pro x < y a definujeme
bo(x, y) = 1. Uvedeme lemma, které umoznuje vyjadrit funkei by (—o0, 00) pomoci
integralu mensi dimenze.
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Lemma 10 (Hayter, 1990, Lemma B.1., str. 783). Necht k,r € N, r < k
ax,y € R takové, Ze y — x > c. Potom

y—c r

bi(x,y) :/ e(2) bpr(2,2 + ¢) | D [P(z+0¢) = B(2)]"™" bz, y) | dz

z m=1
+ bk—r(xa y) [(I)(y) - (I)(y - C)]T :
Diikaz. Dikaz je popsan v praci Hayter| (1990, str. 783).

Pii volbé k =2,r =1 pro y — x > ¢ dostaneme

y—c

p(2) [2(2 + ) = (x)]dz + [®(y) — B(2)] - [2(y) — (y — )],

s volbou k = 3,7 = 2 pro y — x > ¢ plati

b2<x7y) =

—

bswy) = [ o) @z +0) — B(@)] - [B(=+ ) — B(2) + Bly) - B(2)] dz

+ [®(y) — ()] - [D(y) — Py — )]

Hayter| (1990) ddle uvadi, ze pro y — x > ¢ lze funkeci by(z,y) vypocitat
také pomoci rovnice obsahujici maximalné jednorozmeérné integraly, u funkce
bs(z,y) je to mozné jen pro konkrétni hodnoty x = —oo, y = oo. Hodnoty
by(—00,0) pro I = 6,...,9 lze vyjadrit pomoci rovnic s maximalné dvouroz-
mérnymi integraly a hodnoty b;(—o0,00), I = 10,..., 19 pomoci rovnic s troj-
rozmérnymi integraly. Kritické hodnoty hy, . 1ze tedy najit feSenim dvoudimen-
zionalnich integralnich rovnic pro £ = 2,..., 5, tfidimenzionalnich integralnich
rovnic pro k =6,..., 9 a ¢tyrdimenziondlnich pro £ = 10,..., 19.

Tabulka uvadi kritické hodnoty hy. ., kde o = 0.05, pro néktera k a v.

2.4.2 Intervalové odhady pro rozdily strednich hodnot

Statisticky test s hladinou vyznamnosti presné o dany rovnici (2.17)) mizeme
pfevést na jednostranny intervalovy odhad tvaru (d;;,00) s presnou pravdépo-
dobnosti pokryti 1 — a pro vSechny usporadané parové rozdily stfednich hodnot

k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9

v=>5 3,872 4,520 5,000 5,380 5,696 5,961 6,197
v =10 3,353 3,833 4,180 4,452 4,676 4,864 5,029
v =15 3,206 3,639 3,949 4,190 4,387 4,553 4,698
v =20 3,137 3,648 3,840 4,067 4,252 4,406 4,542
v =25 3,096 3,495 3,777 3,995 4,173 4,321 4,451
v =30 3,070 3,460 3,736 3,948 4,121 4,265 4,391
v =40 3,037 3,418 3,685 3,891 4,057 4,197 4,318
v = 60 3,006 3,376 3,636 3,835 3,996 4,130 4,246
v =120 2974 3,335 3,587 3,780 3,935 4,064 4,176
vV = 00 2,943 3,295 3,539 3,725 3,875 4,000 4,107

Tabulka 2.2: Kritické hodnoty hg,., pro o = 0,05; tabulka prevzata z préace
Hayter| (1990)
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pi — pi (1<i<j<k), kded;; = X;—X;—Shg.a./+/n. Pokud pri experimentu
dojde k zamitnuti nulové hypotézy, zajima nas, mezi kterymi skupinami se jejich
stfedni hodnoty lisily. Tuto informaci mtizeme ziskat pravé pomoci simultannich
intervalt spolehlivosti pro usporddané parové rozdily.

2.5 Experiment s objemy plic ptaku

Prikladem studie, ve které bychom uvedena data mohli povazovat vybéry
z rozdéleni s usporadanymi stfednimi hodnotami, je experiment zminény v knize
Milliken a Johnson| (2009), ktery vyhodnocoval i¢inek nadmorské vysky na ob-
jem plic ptaku, kteri byli chovani v environmentalnich komoréch, ve kterych bylo
mozné simulovat rizné hladiny nadmotské vysky pomoci zmén tlaku vzduchu.
Béhem experimentu byla ptacata chovana v péti simulovanych nadmorskych vys-
kach a po dosazeni véku dospélosti jim byl zméren objem plic. Namérend data
jsou uvedena v tabulce [2.3]

Predpokladejme, ze namérena data odpovidajici nadmorské vysce ¢ « 1000 ft
tvori ndhodny vybér z rozdéleni F; a oznac¢me pu; stiedni hodnotu rozdéleni Fj,
kde 7 =1,...,5. Chtéli bychom testovat hypotézu Hy : 1 = po = ps = pg = s
proti alternativé Hy : iy < po < pg < py < ps s alespont jednou ostrou nerovnosti
na hladiné a = 0,05.

Budeme predpokladat, ze rozdéleni F; jsou normalni rozdéleni se stfedni hod-
notou y; a rozptylem o2, i =1,...,5. Rozpyl je nezndmy, pouZijeme proto E
test s hodnotami a; = 1 pro i« = 1,...,5. Oznac¢ime X, Xy, ..., X5 ndhodné vy-
béry tak, aby X; odpovidal namérenym datiim pro nadmorskou vysku 7 1000 ft,
i =1,...,5. Spoc¢itame vybérové pruméry a podle vzorce na strané také
maximalné vérohodny odhad strednich hodnot u; za platnosti Hy:

X, = 1568, X,—1558, Xs—1662 X,4—169.2, Xs— 1768,
fo= = fiz = fi3 = fig = f15 = 164,96.

Déle spocitdme hodnoty isotonické regrese funkce vybérovych praméra X ). Po-
uZijeme stejny postup, jako v dikazu Vét [3]a [d] Ziskdme hodnoty

fr=156,3, j5=1563, f5=1662, f[5=1692, A =1768.

Podle vzorce ([2.5) na strané |12| spoc¢itdme hodnotu testové statistiky Fz a zis-
kime F = 0,776 (kde F je naméfend hodnota Ei) Zbyvéa vypoditat p-hodnotu

Elevation 1000 ft Elevation 2000 ft Elevation 3000 ft Elevation 4000 ft Elevation 5000 ft
Bird Volume Bird Volume Bird Volume Bird Volume Bird Volume
1 156 8 160 15 156 22 168 29 177
151 9 160 16 173 23 167 30 170
161 12 154 18 165 24 171 32 176
153 13 152 20 169 25 173 33 183
163 14 153 21 168 26 167 34 178

N O W N

Tabulka 2.3: Objemy plic ptak vyrustajicich v riiznych simulovanych nadmot-
skych vyskéach; data jsou vybrana z prikladu z knihy Milliken a Johnson| (2009)
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s vyuzitim rozdéleni testové statistiky za platnosti hypotézy z Véty [4
p(Xy, X0, X5, Xy, X;) =P (Ek > E) =>_ P(,5P (35(1—1),5(25—0 = E)

=2
5

= IZ; P<l> 5) [1 - F%(l—l)é(QS—l)(E)}

=8,816-107%,

kde F,; je distribu¢ni funkce Beta rozdéleni s parametry a a b a jeji hodnoty jsme
spocetli v softwaru R pomoci funkce pbeta. Plati p(X;, Xo, X3, Xy, X5) < a, proto
zamitdme nulovou hypotézu Hy na hladiné a = 0,05.
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Z.aver

V prvni ¢asti této prace jsme se seznamili s isotonickou regresi a ukézali jsme
jejl vyuziti pro maximalné vérohodné odhady uspotradanych parametri. Na za-
¢atku druhé kapitoly jsme odvodili ¥? test, ktery je uréen pro data pochdzejicich
z normalnich rozdéleni se znamymi rozptyly a testuje nulovou hypotézu H, proti
alternativam H € 7. Druhym predstavenym testem je o test, ktery je zobec-
nénim Y¥? testu pro situaci, kdy rozptyly jednotlivych rozdéleni jsou zndmé az
na multiplikativni konstantu. Oba tyto testy jsou zalozené na testu pomérem
vérohodnosti, ovsem neplati pro né zadouci vysledky o asymptotickém rozdéleni
testové statistiky za platnosti nulové hypotézy. U x? a E totiz testové statistiky
za platnosti nulové hypotézy obecnd nemaji x? rozdéleni. Ve druhé kapitole jsme
vsak podrobné odvodili jejich presna rozdéleni za platnosti nulové hypotézy.

Dalsim predstavenym testem je jednostranny studentizovany test rozsahu,
ktery testuje nulovou hypotézu H, pouze proti alternativé H,;. Tento test po-
zaduje, aby data pochazela z normalniho rozdéleni se shodnymi rozptyly, které
ovsem mohou byt neznamé. Test zamitd nulovou hypotézu, pokud testova sta-
tistika prekroci néjakou kritickou hodnotu. Tyto kritické hodnoty se ziskavaji
pomoci numerické integrace.

V zavéru druhé kapitoly jsme ilustrovali pouziti E” testu na data pochéazejici
z experimentu, ktery zkoumal tc¢inek rtiznych nadmotskych vysek na objem plic
ptaku.

Vsechny testy, které jsme uvedli, pozaduji normalitu dat. |Jonckheere| (1954)
navrhl poradovy test na testovani hypotézy H proti alternativé Hy, ktery neklade
zadné pozadavky na rozdéleni ndhodnych vybéri, se kterymi pracujeme. Pti od-
vozovani testu pouzivda Kendallovo S, které popsal [Hendl (2015) néasledujicim
zpusobem. Predpokladejme, ze (X1,Y1), ..., (X,,Y,) jsou serazeny tak, ze hod-
noty X; tvori rostouci posloupnost. Pokud proi=1,....,n—1;7=7+1,..., n
plati Y; <Y}, nastava konkordance, pokud Y; > Y;, pak nastava diskordance. Po-
¢et vSech konkordanci znac¢ime P, pocet vSech diskordanci Q). Rozdil S = P — @)
se nazyva Kendallovo S. Hodnota testové statistiky poradového testu je stejna
jako hodnota Kendallova S mezi dvéma poradimi, z nichz jedno obsahuje shody,
a proto Jonckheere, (1954) odvozuje jeji rozdéleni pomoci poradi.

Hlavnim prinosem prace je predstaveni a porovnani testd, které je mozné
pouzit na testovani nulové hypotézy H, proti usporadané alternativé a podrobné
rozepsany diikaz presnych rozdéleni testovych statistik 2 a E testu za platnosti
nulové hypotézy.
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