MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Daniel Rubin

Toky v sitich v Glohach rozvrhovani

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Martin Branda, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecna matematika

Praha 2018



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V... dne ............ Podpis autora



Rad bych podékoval RNDr. Martinovi Brandovi, Ph.D., za asistenci a konstruk-
tivni poznamky, bez kterych by tato prace nebyla mozna.
Také dékuji vSem, ktefi mé intenzivné podporovali pii studiu.

i



Nazev prace: Toky v sitich v tlohach rozvrhovani
Autor: Daniel Rubin
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Martin Branda, Ph.D., Katedra pravdépodob-
nosti a matematické statistiky

Abstrakt: V tdlohach rozvrhovani je cilem priradit k pracim, které maji byt spl-
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Uvod

kym vyuzitim — uplatnéni maji napriklad v logistice, telekomunikacnich sitich ¢i
ve zdravotnictvi.

Zakladni problém je nasledujici: Méjme n praci s predem danymi startovnimi
a koncovymi Casy a m stroju, které je mohou zpracovat s tim, ze ke kazdé praci
muze byt prifazen nejvyse jeden stroj. Cile mohou byt rizné — nalezeni nejmensiho
poctu stroju (¢i celkového casu, které jsou stroje v provozu), aby vSechny préce
byly splnény, maximalizovani vahy splnénych praci pii pevném poctu strojiu a
mnoho dalsich (viz [Eliiyi a Azizoglu| (2004))).

V této praci se budeme zabyvat nejjednodussim piipadem, ze vSechny stroje
jsou identické a pokud stroj praci zacne, musi ji také dokonéit. Ulohy maji ale
radu zobecnéni — mohou byt ddana ¢asova omezeni na jednotlivé stroje (Bouzina a
Emmons| (1996)), koncové ¢asy praci mohou byt ndhodné (Brandal (2018)), urcité
prace mohou byt zpracovany jen specifickymi stroji (Arkin a Silverberg (1987)),
stroje mohou byt poruchové.

A¢ se ulohy daji formulovat jako problémy linedrniho programovéani, tento
pristup se ukazuje jako neprakticky — matice omezeni maji prilis velké rozméry a
vétsi tlohy jsou takto v praxi neresitelné. Tak do problému vstupuji toky v sitich
— tloha je prevedena na objekt se strukturou sité, na ten je néasledné aplikovan
nektery z algoritmii, které bézi v jistém smyslu ve velmi rozumném case vzhledem
k velikosti sité.

Cilem této prace je seznamit se zakladnimi tlohami rozvrhovani a algoritmy;,
kterymi je lze prevést na problémy tokt v sitich. V numerické studii z daného
problému vytvorime pomoci popsanych metod sif, na kterou posléze aplikujeme
implementaci bézné pouzivaného algoritmu a demonstrujeme efektivitu této for-
mulace. Nebudeme se zde zabyvat algoritmy Teseni sitovych problému — to je za-
lezitost matematické informatiky. Ze stejného divodu se nebudeme dopodrobna
vénovat casové slozitosti.



1. Totalni unimodularita

1.1 Motivace

Problém rozvrhovani je, jak se ukaze, formulovatelny jako tloha celociselného
programovani s binarnimi proménnymi reprezentujici pritazeni stroje k praci.

Ulohy celo¢iselného programovéni jsou o poznéni t&z3f nez tlohy takto neome-
zené — neexistuje algoritmus bézici v polynomidlnim case, ktery by celociselnost
zarucoval.

Otézkou tedy je, zda nemuzeme podminku celo¢iselnosti vypustit a presto
dostavat feseni celociselnd. Pojem totalni unimodularity ndm pomiize odpovédét
na tuto otazku kladné.

Uvazme ulohu celociselného programovani, tj.

max{cx; Av < b, v € Z }, (IP)

kde A je celociselnd matice typu m xn, b je celo¢iselny sloupcovy m-dimenzionalni

vektor a ¢ je n-dimenzionalni fadkovy vektor.
Relaxaci ulohy pak rozumime tlohu

max{cx; Az < b,x € R} }. (Relax)

Zabyvejme se nyni tim, kdy je optimalni feseni ulohy zaroven opti-

méalnim resenim .

1.2 Definice a zakladni vlastnosti

Definice. (Wolsey (1998)) Matici A € R™" nazveme totdlné unimodu-
larn? (TU), jestlize determinant kazZdé jeji ctvercové podmatice je roven +1, —1,
nebo 0.

Priklad.

A je totalné unimodularni, B nikoliv.

Uvédomme si nékteré z primych disledkt definice totalni unimodularity:

e Vsechny prvky TU matice jsou 0, 1 nebo —1 (vSechny prvky jsou matice
typu 1 x 1);

e pokud A je TU, paki AT je TU;
e pokud A je TU, potom (A, ) je TU;

e odebranim libovolného radku ¢i sloupce TU matice ma za vysledek opét
TU matici.



1.3 Totalni unimodularita a resitelnost uloh ce-
lociselného programovani

Véta 1.1. (Wolsey (1998)) Resent tilohy je zdroveri fesend|(IP) pro libo-
volnou pravou stranu b € Z™, prave kdyz A je totdlné unimoduldrni.

Diikaz. Necht A je TU.

7 teorie optimalizace vime, ze pripustna basicka feseni maji tvar
r = (B7'b,0), (1.1)

kde B,,xm je regularni podmatice (A,I).

7 Cramerova pravidla B~ = %(g). Protoze A je celociselna, je celociselnai B,
tudiz i adj(B) (jeji prvky jsou souciny prvku matice B). Tedy pokud det B = +1,
pak je B™!, tedy i feSeni tlohy (IP) celo¢iselné.

Necht mé& nyni uloha (IP) optimalni celociselné feseni pro libovol-
nou pravou stranu. Zvolme j € {1,...n}. Definujme m-rozmérny vektor
b; =(0,...,0,1,0,...,0), kde na j-tém misté je 1, jinde 0.

Vektor x = (B715,0) je celo¢iselny pro vsechny pravé strany b, tedy i pro
b;. Potom x; = B7'b; se rovna j-tému sloupci B, z je celo¢iselny, tedy i j-ty
sloupec B~!. j bylo libovolné, tedy vsechny sloupce B~! jsou celo¢iselné, tedy
det B~! € Z. A je celoéiselnd, tedy det B € Z. det B-'det B = 1, oba deter-
minanty jsou celo¢iselné (B je celociselnd), tedy musi byt rovny +1. Totalni
modularita ptivodni matice A pak vyplyva z primych disledkt definice, nebot B
je regularni podmatice (A, I). O]

1.4 Postacujici podminka

Jak poznat, Ze matice je totdlné unimoduldrni? Jinymi slovy, pokud vystupuje
jako matice omezeni v tloze celociselného programovani, kdy staci resit relaxaci?
Postacujici podminku ndm davéa nésledujici véta (viz |Wolsey| (1998)).

Véta 1.2. Necht jsou splnény ndsledujici podminky:
1. Ay € {=101} Vi€ {1,...n} Vj e {1,....,m};
2. Y Al <2V e{l,...,m};
3. existugi My, My, My U My = {1,...,m}, My N\ My = (), Ze pro kazdy sloupec j
takovy, Ze 7 | Ay = 2:

i€Mq 1€ Mo

Potom A je totdlné unimoduldrnyi.

Diikaz. Sporem. Necht A neni TU. Pak existuje ¢tvercova B, det B ¢ {0,1, —1}.
Necht B’ je nejmensi takova. B’ nemuze obsahovat sloupec s jedinym nenulovym
prvkem (to by byl spor s minimalitou B’ — takovy sloupec by nezménil |det B’|
diky bodu 1), tedy z bodu 2 obsahuje kazdy sloupec pravé dva nenulové prvky.
Podminka 3 pak dava ;e pr, @i = iens, @i = 0, tedy Fddky B’ jsou line4rné zavislé,
tedy B’ je singularni, tedy det B = 0. Spor. O]
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Definice. (Gerard Sierksma| (2010)) Necht G = (V, E) je orientovany graf s m
vrcholy a n hranami. Potom matice incidence grafu G je matice A typu m X n,
pro jejiz proky plati, Ze pokud k-ty sloupec reprezentuje hranu (i, 5), pak a; = —1,
a;r, = 1 a ostatni proky v k-tém sloupci jsou rovny nule.

Lemma 1.3. Matice incidence orientovaného grafu je totdlné unimoduldrni.

Diikaz. Ptimo z definice plyne, ze kazdy sloupec obsahuje pravé dva nenulové
prvky — 1 a —1. Prvni dvé podminky jsou splnény trivialné. V treti
podmince polozme za M; = 1,...,m, My = (). Dostavdme pozadovany vysledek.

m



2. Toky v sitich

Méjme sit se zdrojovim a vystupnim uzlem. Ulohou je dopravit tok ze zdroje
k vystupu, pricemz jsou dana kritéria v podobé cen a kapacit jednotlivych uzli.
Sitové toky maji uplatnéni jak v sitich fyzickych (napiiklad dopraveni nakladu
pres Zeleznicni sit, telekomunikac¢ni sité), tak v sitich, které vznikly z problému
zdanlivé nesouvisejicich — jednim z takovych je pravé tloha rozvrhovani s pevnymi
casy.

2.1 Zakladni pojmy
Definice. (Wolsey (1998)) Siti rozumime orientovany graf (V, E) spolu s:
e wvrcholy s (zdroj) a t (vystupni uzel);
e kapacitami h;; € (0,00), (4,7) € E;
e poptdvkami b; € R;i € V;
e jednotkovymi cenami toku ¢;; € R, (i, j) € E.
Poznamka. Znaceni:
o V(i) :={k;(i,k) € E} ... néslednici ;
o V(i) :=={k;(k,i) € E} ... predchudci 1.

2.2 Ulohy zaloZené na tocich v sitich

Zakladnim problémem je nalezeni maximalniho toku, to znamena dostat co
nejvetsi objem toku od zdroje k vystupnimu uzlu (Wolsey| (1998)):

max i

(i,9)EE

st Y mp— Y, mm=0b, i€V \{st} (Max flow)
keVT(7) keV—(3)
0 <y < hyj, (i,j) € E.

Definice. Tokem rozumime funkci f:V x V', Ze f(i,§) = x;; spliujici podminky

tlohy |(Max flow)
Poznamka. Prvni omezeni budeme nazyvat konzervace toku. 7 té dostavame, ze
Z’iGV bz — 0

Poznamka. Jelikoz v této tloze nefiguruji jednotkové ceny ¢;;, stac¢i diky podmince
konzervace toku maximalizovat pouze tok vychézejici ze zdroje.



Vv

(i,J)EE

St Y, wp— Y, T=0b, i€V, (Min-cost)
keV+(i) kev—(3)
0 S Lij S hij7 (Z,j) ek

Poznamka. Tok v 1loze |(Min-cost)| definujeme analogicky piipadu [(Max flow)]

Véta 2.1. ) Matice omezeni vystupugjici v dlohdch (Max flow]) a
(Min-cost)) je totdlné unimoduldrni.

Diikaz. A = (B, 1), kde B je matice reprezentujici konzervaci toku a I je jed-
notkova matice — tok na kazdé hrané je omezen pouze kapacitou dané hrany. 7Z
disledku definice totalni unimodularity tedy zbyva ukazat, ze B je TU. Z tvaru
podminky konzervace toku vyplyva, ze v kazdém sloupci je pravé jedna 1, prave
jedna —1, zbytek jsou nuly.
Polozenim M; = {1,...,m}, My = () ve dostavame pozadovany vysle-
dek.
[

Driisledek. Pokud b; € Z Vi € V a h;; € Z V(i,j) € E, pak optimalni Teseni tloh
(Max flow]) a (Min-cost]) je celociselné.

Jak uvidime v dal$im textu, tento disledek nam pomuze k tomu, aby tlohy
rozvrhovani byly efektivné fesitelné pravé pomoci toki v sitich.
Pozndmka. V praci se nebudeme zabyvat algoritmy fesici tlohy [[Max flow)
a |(Min-cost), ty jsou dopodrobna zkoumdany napiiklad v Ahuja a kol.| (1993)).

Nicméné uvedme, ze casova slozitost Dijkstrova algoritmu, Ttesici 1lohu

(Min-cost)|, je O(|V|log |V| + |E|) (Arkin a Silverberg| (1987)).




3. Ulohy rozvrhovani s pevnymi
casy

Uloha rozvrhovéni s pevnymi Casy je t¥ida problémi, kde na sobé nezavislé
tikoly (prace) s predem danymi startovnimi a koncovymi ¢asy maji byt vykonény
stroji, kazdy z nichz mize v daném momentu vykondvat maximélné jeden tkol.
Predpokladejme, ze pokud stroj na tkolu zacne pracovat, pak ho také dokonci
(tedy stroje si mezi sebou jeden tikol nemohou rozdélit).

Uvedme si nékteré priklady takovych tloh:

« Problém prifazovani letadel k brandm (Kroon a kol.| (1995))). Letadla s riz-
nymi pocty pasazéru a predem danymi c¢asy priletu maji byt pritazeny k
branam. Pokud nejsou prifazeny, pasazéry musi odvézt autobus. Chceme
minimalizovat pocet neprirazenych letadel ¢i vyslanych autobust.

« Uloha operacnich mistnosti (Kroon a kol (1995)). Jsou naplénovany riizné
vazné operace, pocet operacnich mistnosti je ale omezeny. Cilem je maxi-
malizovat pocet (¢i celkovou vahu) provedenych operaci.

» (Wolfe a Sorensen| (2000)) Satelity. Stovky sateliti na obézné dréze obser-
vuji Zemi. V urcitych mistech je potfeba vytvorit snimek, satelity ale nemaji
uloznou paméf — potiebuji se proto ihned spojit se spojovymi druzicemi,
které jiz potom data poslou na Zem. Kazdy takovy tikon je ovSem slozen z
velkého poctu kroki, které musi byt splnény v predem daném poradi.

3.1 Zakladni Gloha rozvrhovani

Méjme n praci se startovnimi Casy s; a koncovymi ¢asy f;, 7 € {1,...,n}.
Zdkladni iloha rozvrhovani (BIS) je hleddni minimélntho poétu identickych stroji
m, ze vSechny prace mohou byt splnény s tim, ze zadny stroj nepracuje na vice
ukolech soucasné.

Véta 3.1. (Kolen a kol|) Minimdlni pocet stroji m, které mohou splnit vsechny
prace, je roven nejuétsimu poctu soucasné se prekryvajicich praci.

Diikaz. Ze je pocet nepiekryvajicich se praci zaroveni dolni hranici pro m je evi-
dentni — jinak by musel existovat stroj, ktery v jednom momentu plni vic nez
jednu praci.

Dokazat, ze skuteéné plati rovnost, je nad ramec tohoto textu — je vyuzita
Dilworthova véta o rozkladu retézct. O

3.2 Maximalizace celkové vahy
Pokud je dostupnych stroji méné nez pocet prekryvajicich se praci, vyvstava
nasledujici problém:

Necht je ddno m identickych stroji a n praci se startovnimi ¢asy s;, koncovymi
casy f; a vahami w;, j € {1,...,n}. Ulohou mazimalizace celkové vihy (Max
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tas

l:‘ nezpracovano l:‘zpracovéno

Obrazek 3.1: Ukazka rozvrhu péti praci a jednoho stroje.
Obdélniky reprezentuji jednotlivé prace, jejich barvy indikuji, zda jsou v
optimalnim rozvrhu zpracovany. Cervené ¢ary znazornuji maximalni kliky

v prislusném intervalovém grafu.

weight IS) je hledani podmnoziny praci S C {1,...,n} takové, Ze kazda prace z S
muze byt splnéna a Ze suma vah >-,-¢ w; je maximalni.
Pokud jsou vsSechny vahy rovny jedné, mluvime o mazimalizaci poctu splné-

nych praci (Max IS).
Ulohu zna¢ime (Max IS Min Time), pokud je cilem minimalizovat
celkovy cas zpracovavani za podminky maximalizace poctu provedenych tkolt.
Ulohu [(Max Weight IS)|znacime (Max IS Max Weight), pokud je cilem nejprve
maximalizovat pocet provedenych tikoll, az poté maximalizovat jejich vahy.

Definice. Bud G = (V, E) neorientovany graf, kde V- = {1,...,n} je mnoZina
vrcholi reprezentujict jednotlivé intervaly praci a necht hrana (v;,v;) € E, prdavé
kdyz se prace i a j prekryvaji. Potom G nazveme intervalovym grafem ulohy.

Definice. Mnozina C wvrcholi neorientovaného grafu G se nazyvd klika, pokud
vsechny vrcholy v C' jsou navzdjem adjacentni (tj. (v;,v;) € EVi,j € C). Klika
C' se nazyvd mazximdlni, pokud pro kazdou kliku C', C C C' plati C = C".

Seradmeé nyni maximalni kliky podle startovnich ¢asii a oznacme ¢ jejich pocet.
Ve zbytku textu budeme jako A znacit matici typu ¢ x n, kde a;; = 1, pokud
vrchol ¢ patti do j-té kliky, O jinak.

Priklad. Necht jsou dany prace jako na obrazku Potom matice prislusna k
intervalovému grafu vzniklé z tlohy ma tvar

110
A=10 1 1
0 01

O = O
_ o O



Ulohu |(Max Weight IS)[ nyni mtizeme formulovat jako tilohu bindrnfho linedr-
nitho programovani (Arkin a Silverberg| (1987)):

max ’UJT.I

s.t. Az <me” (LP)
xz e {0,1}",
kde

e w=(wy,..,w,)" je vektor vah;
o z=(21,...,x,), kde x; = 1, pokud préce j je zpracovana, 0 jinak;
e ¢ je ¢-rozmérny vektor jednicek.

Véta 3.2. Matice A je totdlné unimoduldrni.

Diikaz. Protoze kliky jsou setazeny chronologicky, pro kazdou praci j € {1,...,n}
plati

Vi, k,l € {1,,m},z§k§l,Aw = 1/\Alj =1 = Akj =1. (*)

Oznacme A’ libovolnou ¢tvercovou podmatici A typu k X k.

Oznacéme O matici typu k& x k, kterda méa na hlavni diagonale 1, nad hlavni
diagonalou —1, ostatni prvky jsou nuly. Potom O je matice odec¢itani j + 1-niho
radku od j—tého. Ozna¢me B = OA’.

Z [(¥)] (po pripadném pieusporadani fddka A’, které na |detA’| nema vliv)
dostavame, ze B ma v kazdém sloupci nejvyse dva nenulové prvky — —1 a 1 (—1
je o jeden tadek vyse, nez zac¢ina posloupnost jednicek v ptivodni matici, 1 je na
pozici, kde tato posloupnost konci).

Polozenim M; = {1,....,k}, My = ) ve pak dostavame, ze B je TU.
det N =1, tedy

detA" = detOdet A" = detOA" = detB € {0,1, —1},
coz jsme chtéli dokazat. O

nam pak ihned dava nasledujici dilezity dusledek:
Diisledek. Optimalni feseni relaxace dlohy [(Max Weight IS)|je Tfesenim ptuvodni
tlohy.

Zabyvejme se nyni ulohou |(Max IS)| Ta je fesitelnd v rozumném case i bez
nastroju toku v sitich pomoci |Algoritmu 1] (Bouzina a Emmons (1996))).

Algoritmus 1 Bouzina—Emmons
1. S:=0.
2: Serad tkoly podle startovnich cast. j := 1.
3: (i) Pokud j > n, skondi. Jinak ptidej do S kol j.
(i) Pokud 1kol j nemize byt proveden, odeber z S kol s nejpozdéjsim casem
dokonceni.
(iii) j := j + 1. Opakuj krok (i).
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Predpoklad. Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze s; # sj proi # j. (Jinak
pro vsechny prdace zacinajici v case s uvazujeme startovni casy s + €, ..., s + ke,
kde k je pocet praci zacinajici v case s a € je takové, Ze s + ke < Sgi1.)

Véta 3.3. (Bouzina a Emmons (1996)) Méjme vlohu|(Max IS). Necht je splnén
|Predpoklad 3.2. Predpoklddejme, Ze nelze zpracovat vsechny price. Oznacme:

o tg ... nejmenst cas, kdy je vyZadovdno plnit vic nez m ukoli,
e J ... mnoZina ukoli, které je mozné plnit v case to;

e k:= argmazf;.
jeJ

Potom existuje optimdlni pripustné teseni ulohy |(Maz IS), které neobsahuje
kol k.

Diikaz. Ukolt miize byt provedeno nejvyse m, tedy (diky |Pfedpokladu 3.2D pravé
jeden byt splnén nemiize.

Préce se s; < ty jsou bud dokonceny (tedy jsou soucasti optimalniho Teseni),
nebo jsou v J — potom nema minulost na soucasnou a budouci dostupnost stroju
vliv a mizeme predefinovat s; :=t, Vj € J.

Potom Vj € J: s; = si, fj > fi, zpracovanim déle trvajici prace se stejnym
zaCatkem si nemiizeme polepsit, tedy existuje optimélni feseni, které neobsa-

huje k. [
Disledek. |Algoritmus 1| fesi tlohu |(Max IS)|
Driikaz. Aplikujeme vétu v kazdé iteraci kroku 3. (ii) pro J = S. O
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4. Aplikace sitovych toku
v ulohach rozvrhovani

Linearni programy vzniklé z tloh rozvrhovani bohuzel v zavislosti na poctu
praci i stroju velmi rychle nartistaji do obrovskych rozmért — matice klik ma v
nejhorsim piipadé velikost n x n (to nastava, pravé kdyz je klik n, tedy se zadné
prace neprekryvaji). Pro vétsi problémy je pak tento zpusob feseni prakticky
nepouzitelny.

V pripadé tloh rozvrhovani se ukazuje, ze prevedeni problému na tlohu toku
v sitich je ¢asto vhodné a sitové algoritmy na né aplikované jsou podstatné efek-
tivnéjsi.

Nyni si ukdzeme nékolik zptisobii, jak z ptvodnich problémil dostat tlohy
sitovych toktl.

4.1 Varianta Brandova algoritmu

Nejintuitivnéjsi vybudovani sité z aloh [(BIS)| i [(Max IS)| davé [Algoritmus 2| -
jedné se o deterministickou variantu algoritmu uvedeného v Branda (2018)).

Algoritmus 2 Branda

1: Vytvor 2n + 2 vrcholi:
V.= {S = 0,81, f17 ceny Sn,fn; 2n+1 = t}

2: Vytvor orientované hrany:

E = {(Sa 8j)7 (Sjvfj)7 (fi75j)7 (fj?t)v <t78)77’7j € {17 "'an}a fl < Sj}
3: Pridej poptavky:

by =m, b, := —m, by, = by, =0V j € {l,..,n}
4: Pridej kapacity:

ht,s =m, hi,j =1 \V/(Z,j) S E\ <t73)
5. Pridej ceny:
Cts = 1, Cij = 0 V(Z,j) eFr \ (t, S)

Véta 4.1. (a) aplikovany na sit vzniklou z [Algoritmu 2 resi dlohu
(BIS).
(b)|(Maz flow) aplikovany na sit vzniklou z[Algoritmus 4 resi dlohu|(Max IS)

Driikaz. Tok vedouci po oblouku (s;, f;) reprezentuje zpracovani prace j. Jakmile
se prace j zacne zpracovavat, poptavka by, = 0 zajisti, ze bude i dokoncena. Po
dokonceni prace neni mozné stejnym strojem zpracovavat prekryvajici se kol — to
plati diky volbé hran E. Kapacity h; ; = 1 zajistuji, Ze na kazdou praci pfipadne
nejvyse jeden stroj. Tim dostavame pripustnost reseni.

Tok po oblouku (¢, s) reprezentuje pocet stroji. V pripadé (a) ho minimali-
zujeme, prave kdyz minimalizujeme m.

Pripad (b) pak déva feseni hned — maximalizace toku znamend maximalizaci
provedenych praci. O
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Pozndmka. Vyrobit takto sit je relativné jednoduché, vznikla sit je ale velka — ma
2n + 2 vrcholu a az n(n — 1)/2 4+ 3n + 1 obloukt. Nejhorsi pripad opét nastava,
kdyz se zadné prace neprekryvaji.

Vhodna je vSak k reprezentaci nedeterministickych zobecnéni problému roz-
vrhovani (viz napf. Brandal (2018))).

4.2 Algoritmus Arkin—Silverberg

Zabyvejme se nyni tlohou|(Max Weight IS)|— ta splyva s odstranénim intervalt
co nejmensi ceny tak, ze nejvétsi klika ma velikost m (viz [Véta 3.1)).
Na tomto principu stoji [Algoritmus 3| (Arkin a Silverberg| (1987)).

Algoritmus 3 Arkin—Silverberg

1: Serad kliky podle ¢asu a prislusné je preindexuj. Ozna¢ K velikost nejvetsi
kliky:.

2: Vytvor uzly s = vy, v1, ..., Vg—1, V4 = ¢, kde ¢ znaci pocet maximalnich klik.

3: Vytvor oblouky (v;,v;_1),7 = 1,...,¢q, pfitad jim cenu 0 a kapacitu oco.

4: Pro kazdou préaci i, pokud i je v klikdch 7,....,5 + [, vytvor oblouk i’ =
(vj_1,v,4;) a prifad mu cenu —¢; a kapacitu 1.

5: Pro kazdou kliku ¢;, |¢;| < K pridej oblouk (v;_1,v;) s cenou 0 a kapacitou
K —|gl.

6: Pozaduj tok K — m ze zdroje s do vystupniho uzle ¢. Vyfes tlohu min-cost
flow.

Véta 4.2. [Algoritmus 5 resi dlohu |(Maz Weight IS).

Diikaz. Pokud mé oblouk i nenulovy tok, znamena to, Ze praci i nezpracova-
vame. Tedy Tesenim tlohy maximalizujeme celkovou vahu zpracova-
nych tkolt.

Kliky vytvorené ze zpracovavanych praci maji velikost nejvyse m diky poza-
dovanému toku — ten je K — m. ReSeni je tedy piipustné. O]

Pozndmka. Casova slozitost vytvoreni sité je O(nlogn). Vytvorena sit ma O(n)
vrcholi (maximalnich klik je v nejhorsim pfipadé n), oblouku je také O(n) (viz
Arkin a Silverberg| (1987)).

4.3 Algoritmus Bouziny a Emmonse

Bouzina a Emmons (Bouzina a Emmons| (1996)) sit konstruuji priméji, bez
nutnosti nalezeni vSech maximalnich klik. Jejich sit je tvorena presné n+1 vrcholy
a 2n oblouky.

Pozndamka. Tok o velikosti 1 v hrané (v;,v;) vytvorfené v kroku 3 [Algoritmu 4
reprezentuje zpracovani tkolu j, 0 jeho nezpracovani.

Véta 4.3. |Algoritmus 4| resi dlohu|(Maz Weight) (Bouzina a Emmons (1996))).
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Algoritmus 4 Bouzina—Emmons

1: Serad préace podle startovnich c¢ast a prislusné je preindexuj.

2: Pro kazdou praci vytvor uzel v;, jako zdrojovy uzel ozna¢ s = vy, pridej
vystupni uzel ¢ = v,11. Pro vSechna j € {1,...,n} vytvor oblouk (v;,v;41)
s nulovou cenou a kapacitou m.

3: Pro vSechna j vytvor oblouk (v;, vy), kde k je prvni préce, ktera se neprekryva
s jobem j. Pokud takovd neexistuje, vytvor oblouk (v;,t). Kapacita téchto
obloukt necht je 1, jejich cena —c;.

4: Pozaduj tok m ze zdroje s do vystupniho uzle t. Vytes tlohu .

Diikaz. Bud V' = {e; = (vj,v); ce; = —¢j, he; = 1} (to jsou hrany vytvorené v
kroku 3 z[Algoritmu 4). Bud e; = (vj,v;) € V' libovolné. Pokud se tok v e; rovna
jedné, pak je stroj je prirazen k tikolu j. Protoze h., < 1, ke kazdému ukolu muze
byt pfifazen nejvyse jeden stroj. e; je hrana spojujici prvni préci neprekryvajici
se s j, tedy stroj nemuze zpracovavat vice tkoli najednou. Maximalni tok od
zdroje k vystupnimu uzlu je m, tedy maximalni pocet stroji je m. Reseni je tedy
pripustné feseni tlohy [(Max Weight IS)|

J je zpracovan, pravé kdyz tok v e; neni nulovy (pak se rovnd jedné), tedy
absolutni hodnota reseni ulohy (ziskaného pravé minimalizaci souctu
vah, tj. maximalizaci jeho absolutni hodnoty) je zaroven maximalni piipustny
soucet vah tlohy [(Max Weight )| Tedy Feseni je optimalni. O

Diisledek. Zvolme M € R takové, ze M > 7, ¢; a predefinujme ¢; := ¢; +
M Vj={1,..,n}.
Potom [Algoritmus 4| fesi tlohu [(Max IS Max Weight ),

Diikaz. M je zvoleno tak, Ze se nejdiive maximalizuje celkovy pocet splnénych
ukoli, az poté jednotlivé vahy. O

Disledek. Zvolme M € R takové, ze M > >7_,(f; — s;) a polozme ¢; := M —
(fj - Sj) VJ S ]_, D
Potom [Algoritmus 4| fesi tlohu [(Max IS Min Time)|

Dikaz. Plyne z predchoziho dusledku volbou ¢; = —p;, j € {1,...,n}. ]
Pozndmka. Piedchozi dva dusledky lze aplikovat i na [Algoritmus 3|
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5. Numericka studie

V zé&véru prace na simulovanych datech ukazeme praktické konstruovani sité
pomoci [Algoritmu 3| na kterou nasledné aplikujeme jeden z nejpouzivanéjsich
algoritmt pro feseni tlohy — sitovy simplexovy algoritmus (viz napf.
Ahuja a kol.| (1993)). Efektivitu tohoto postupu srovndme s formulaci pomoci
linearniho programovani, na niz aplikujeme simplexovou metodu.

Algoritmy jsme implementovali v Pythonu a pouzili jsme jeho knihovny —
na praci s vektory a maticemi numpy, na konstrukei siti a aplikaci sitového sim-
plexového algoritmu networkx, pro feseni tiloh linearntho programovani scipy.

Soubory dat (viz prilohy) jsme nechali vzniknout nésledovné:

e dataset 1: n = 1000,m =
U(l,...,10),5 = 1, ..., 1000.

50,s; ~ U(0,10), f; — s; ~ FEzp(l),¢; ~

o dataset 2: n = 1000,m =
Uu,...,10),j = 1,...,1000.

50,85 ~ U(0,1000), f; — s; ~ Eap(l),¢; ~

o dataset 3: n = 1000,m =
Uu,...,10),j =1,...,1000

5,s; ~ U(0,100), f; — s; ~ FExzp(l),¢; ~

Pro minimalizaci rozptylu ¢asu béhu programu jsme kazdou c¢ast programu
v kazdém datasetu nechali bézet sedmkrat. Casy delsi nez jedna sekunda byly
zaznamenany s presnosti na sto milisekund.

Ve shodé s ocekavanim dava formulace pomoci sifovych tokt vysledky mno-
hem rychleji — v souboru dataset 2 (kde bylo mozné splnit vsechny prace) témér
stokrat.

Vsimnéme si, ze nezanedbatelnou dobu trva v pfipadé formulace pomoci [Al

vytvoreni klikového algoritmu — z tohoto divodu muze byt moudré

pouzit [Algoritmus 4] ktery se klikovému grafu vyhyba.
V piiloze demonstrujeme kéd na jednoduchém prikladu (viz [Priklad 3.1)).

Dataset 1 Dataset 2 Dataset 3
Pocet stroji 50 20 5
Velikost nejvétsi kliky 137 6 21
Pocet klik 454 623 525
Vytvoreni klikového grafu ~9 550 ms 235 ms 472 ms
AS - budovani sité ~1 100 ms 118 ms 214 ms
AS - sifovy simplexovy algoritmus 540 ms 26 ms  ~1 210 ms
LP - vytvoreni matice klik ~1 320 ms 401 ms 482 ms
LP - simplexovy algoritmus ~30 300 ms ~36 600 ms ~30 100 ms
AS - celkovy cas ~11 190 ms 379 ms  ~1 896 ms
LP - celkovy cas ~41 170 ms ~37 236 ms ~31 054 ms

Tabulka 5.1: Srovnéani efektivity Teseni lloh pomoci tokl v sitich a pomoci

linearniho programovani
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Z.aver

V této préci jsme se seznamili se zakladnimi tlohami rozvrhovani a predvedli,
jak je Tesit pomoci toki v sitich.

Abychom ukazali, ze Teseni viibec mize byt efektivnim, zavedli jsme pojem
totalni unimodularity, s jejiz pomoci jsme zjistili, Ze nase tlohy maji feseni, které
lze nalézt v polynomialnim case. Poté jsme popsali nékolik zpisob, kterymi lze
ulohy prevést na rtzné tokové site.

V numerické studii jsme demonstrovali vytvoreni tokové sité pomoci jednoho z
uvedenych algoritmii a ukazali, ze tato metoda skute¢né dosahuje mnohem lepsich
vysledkt nez standardni formulace pomoci linearniho programovani.

Zabyvali jsme se nejjednodussi variantou, kdy jsou stroje identické a casy
jsou stanoveny deterministicky — to je ale v redlnych aplikacich silné omezeni.
Zajimavé jsou proto ulohy zobecnéné — koncové ¢asy mohou byt nahodné, stroje
mohou byt poruchové.

Moznych zobecnéni je ale samozrejmé celd fada — na stroje muze byt kla-
dena podminka provozniho ¢asu (napiiklad smény), urcité typy stroji mohou
byt schopny vykonavat pouze urcité prace, optimalizace nedeterministického roz-
vrhu muze byt vykonavana za béhu. VSechny tyto problémy (a jejich kombinace)
maji Siroké praktické vyuziti a rozhodné stoji za to se jimi zabyvat.
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A. Priloha

Al

In [1]:

In [2]:

In [3]:

Specifikace dlohy

import numpy as np
import networkx as nx
from scipy.optimize import linprog

### specifikace ulohy
### - vhodné pro simulovani velké&ho pocltu praci
### (v tomto pfrikladu nepouZito)

# polet stroji
m=5

### inicializace proménnjych
start_times = []

finish times = []

costs = []

for i in range (0, 1000): ### poCet praci
### startovni Casy se ¥idi rovnomérnym rozdélenim
start_times = np.append(start_times,
np.random.uniform(low=0,
high=100))

### doba préce ridi exponencidlnim rozdélenim
finish times = _
np.append(finish_times,

start_times[i]

+ np.random.exponential (scale=1))

### vahy praci
costs = np.append(costs, np.random.randint(low=1,
high=10))

### prace seradime podle startovnich Casi

finish times = [x for _,x in sorted(zip(start_times,
finish times))]

costs = [x for _,x in sorted(zip(start_times, costs))]

start _times = sorted(start_times)

### priklad 1

[1’ 2: 43 5, 8]

start_times
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finish times = [3, 6, 9, 7, 10]
costs = [1, 1, 1, 1, 1]
m=1

A.2 Vytvoreni klikového grafu

In [4]: C = nx.GraphQ)
for i in range(0, len(start_times)):
C.add_node(i+1)

for i in range(0, len(start_times)):
for j in range(0, len(start_times)):
if (start_times[i] > start_times[j])

### 1 se prekryva s j
and (start_times[i] < finish times[j]):
C.add_edge(i+1, j+1)

clique list = list(nx.find_cliques(C))
q = len(list(nx.find_cliques(C)))
n = len(start_times)

### sefazeni klik, nalezeni nejvétS$i maximdlni kliky
K=0
for i in range(0, q):
list.sort(clique_list[i])
if len(clique_list[i]) > K:
K = len(clique_list[il)

list.sort(clique_list)
q = len(clique_list)

print("Polet klik je " + str(q))
print ("Velikost nejvéts§i kliky je " + str(K))

Out [4]: Pocet klik je 3
Velikost nejvétsi kliky je 3
A.3 Algoritmus Arkin-Silverberg

In [5]: ### budovani samotné sité

### multidigraph

### - mohou existovat 2 hrany (u, v) s riznymi cenami
G = nx.MultiDiGraph()

G.add_node(0, demand=0)
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### kroky 2 a 3

for j in range(1, gq-1):
G.add_node(j, demand=0)
G.add_edge(j, j-1, weight=0)

G.add_node(q, demand=0)
G.add_edge(q, gq-1, weight=0)

### toto v praxi znamend "pozadovat tok o velikosti K-m"
G.add_edge(q, 0, weight=-10000000, capacity=max(K-m,0))

### krok 4
for i in range(1, n+1):  ### joby maji indexy 1...n
preceding clique = -1

last_clique = -1
for j in range(0, q):
if i in clique_list[j]:
if preceding clique == -1:
preceding clique = j
last_clique = j + 1
if preceding clique != -1:
G.add_edge(preceding clique, last_clique,
weight=costs[i-1], capacity=1, job=i)

### krok b5
for j in range(0, q):
clique_size = len(clique_list[j])
if clique_size < K:
G.add_edge(j, j+1,
capacity=K-clique_size, weight=0)

In [6]:  ### na FeSeni Glohy aplikujeme
### sitovy simplexovy algoritmus

simplex_output_value, simplex_output_dic = _
nx.network_simplex(G)

In [7]:  ### pritfazeni obloukid k pracim
### ve formatu [hranal, hrana2, id, pracel

job_edges = np.empty((0,4), int)

job_costs = []

for u in nx.get_edge_attributes(G, ’job’):
job = nx.get_edge_attributes(G, ’job’) [(u)]
job_edges = np.append(job_edges,

20



OQut [7]:

In [7]:

Out [7]:

[[ul0], ul1], ul2], jobll,
axis=0)

print (job_edges)

[[010 1]
[0 2 0 2]
[1 30 3]
[1 20 4]
[2 3 0 5]]

### zbyva zjistit, jaké joby mohou byt zpracovany
### - to lze jiz pri vytvarenil sité
### ve Ctvrtém kroku algoritmu,

### pro Casovou obtiZnost je toto prakticky irelevantni

jobs_to_delete = []

for i in simplex_output_dic:
nodel = simplex_output_dic.get (i)
for j in nodel:
node2 = nodel.get(j)
for node_no in node2:
flow = node2.get(node_no)
for row in np.ndindex(job_edges.shape[0]):
if (i == job_edges[row] [0]
and j == job_edges[row] [1]
and node_no == job_edges[row] [2]
and flow > 0):
jobs_to_delete = _
np.append(jobs_to_delete,
job_edges [row] [3])

jobs_to_process = np.setdiffid(range(1l, n+1),
jobs_to_delete)

final cost =0
for i in range(0, n):
if i+1 in jobs_to_process:
final cost = final cost + costs[i]

print (jobs_to_process)
print ("Celkova cena je " + str(final_cost))

[1 4 5]
Celkova cena je 3
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A.4 Formulace pomoci linearniho programovani

In [8]:  ### vytvorime matici klik
A = np.empty((q, n), int)
for i in range(1l, n+1):
for ¢ in range(0, q):
if i in clique_list[c]:

Alc][i-1]1 = 1
else:
Afc][i-1] = 0
print (A)
Out [8]: [[1 100 0]
[01110]
(0010 1]]
In [9]:  ### TeSime simplexovou metodou
b = m*np.ones((q), dtype=int)
w =[]

for i in range(0, len(costs)):
w = np.append(w, -costs[i])

### diky totdlni unimodularité matice A
### stacCi reSit relaxovanou idlohu
solution_linear = linprog(w, A_ub = A,
b_ub = b, bounds=(0, 1))

final cost_linear = -solution linear[’fun’]

jobs_to_process_linear = []
for i in range(0, n):
if solution linear[’x’][i] == 1:
jobs_to_process_linear = _
np.append(jobs_to_process_linear, i+1)

print(jobs_to_process_linear)
print ("Celkova cena je " + str(final cost_linear))

Out [9]: [ 1. 4. 5.]
Celkova cena je 3.0
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