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Úvod
Úlohy rozvrhování jsou stále aktuálnější třídou problémů se širokým praktic-

kým využitím – uplatnění mají například v logistice, telekomunikačních sítích či
ve zdravotnictví.

Základní problém je následující: Mějme n prací s předem danými startovními
a koncovými časy a m strojů, které je mohou zpracovat s tím, že ke každé práci
může být přiřazen nejvýše jeden stroj. Cíle mohou být různé – nalezení nejmenšího
počtu strojů (či celkového času, které jsou stroje v provozu), aby všechny práce
byly splněny, maximalizování váhy splněných prací při pevném počtu strojů a
mnoho dalších (viz Eliiyi a Azizoglu (2004)).

V této práci se budeme zabývat nejjednodušším případem, že všechny stroje
jsou identické a pokud stroj práci začne, musí ji také dokončit. Úlohy mají ale
řadu zobecnění – mohou být dána časová omezení na jednotlivé stroje (Bouzina a
Emmons (1996)), koncové časy prací mohou být náhodné (Branda (2018)), určité
práce mohou být zpracovány jen specifickými stroji (Arkin a Silverberg (1987)),
stroje mohou být poruchové.

Ač se úlohy dají formulovat jako problémy lineárního programování, tento
přístup se ukazuje jako nepraktický – matice omezení mají příliš velké rozměry a
větší úlohy jsou takto v praxi neřešitelné. Tak do problému vstupují toky v sítích
– úloha je převedena na objekt se strukturou sítě, na ten je následně aplikován
některý z algoritmů, které běží v jistém smyslu ve velmi rozumném čase vzhledem
k velikosti sítě.

Cílem této práce je seznámit se základními úlohami rozvrhování a algoritmy,
kterými je lze převést na problémy toků v sítích. V numerické studii z daného
problému vytvoříme pomocí popsaných metod síť, na kterou posléze aplikujeme
implementaci běžně používaného algoritmu a demonstrujeme efektivitu této for-
mulace. Nebudeme se zde zabývat algoritmy řešení síťových problémů – to je zá-
ležitost matematické informatiky. Ze stejného důvodu se nebudeme dopodrobna
věnovat časové složitosti.
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1. Totální unimodularita
1.1 Motivace

Problém rozvrhování je, jak se ukáže, formulovatelný jako úloha celočíselného
programování s binárními proměnnými reprezentující přiřazení stroje k práci.

Úlohy celočíselného programování jsou o poznání těžší než úlohy takto neome-
zené – neexistuje algoritmus běžící v polynomiálním čase, který by celočíselnost
zaručoval.

Otázkou tedy je, zda nemůžeme podmínku celočíselnosti vypustit a přesto
dostávat řešení celočíselná. Pojem totální unimodularity nám pomůže odpovědět
na tuto otázku kladně.

Uvažme úlohu celočíselného programování, tj.

max{cx; Ax ≤ b, x ∈ Zn
+}, (IP)

kde A je celočíselná matice typu m×n, b je celočíselný sloupcový m-dimenzionální
vektor a c je n-dimenzionální řádkový vektor.

Relaxací úlohy (IP) pak rozumíme úlohu

max{cx; Ax ≤ b, x ∈ Rn
+}. (Relax)

Zabývejme se nyní tím, kdy je optimální řešení úlohy (Relax) zároveň opti-
málním řešením (IP).

1.2 Definice a základní vlastnosti
Definice. (Wolsey (1998)) Matici A ∈ Rm×n nazveme totálně unimodu-
lární (TU), jestliže determinant každé její čtvercové podmatice je roven +1, −1,
nebo 0.

Příklad.

A =

⎛⎜⎝1 1 0
1 1 1
1 0 1

⎞⎟⎠ , B =

⎛⎜⎝1 −1 0
1 1 0
1 0 1

⎞⎟⎠
A je totálně unimodulární, B nikoliv.

Uvědomme si některé z přímých důsledků definice totální unimodularity:

• Všechny prvky TU matice jsou 0, 1 nebo −1 (všechny prvky jsou matice
typu 1 × 1);

• pokud A je TU, pak i AT je TU;

• pokud A je TU, potom (A, I) je TU;

• odebráním libovolného řádku či sloupce TU matice má za výsledek opět
TU matici.
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1.3 Totální unimodularita a řešitelnost úloh ce-
ločíselného programovaní

Věta 1.1. (Wolsey (1998)) Řešení úlohy (Relax) je zároveň řešení (IP) pro libo-
volnou pravou stranu b ∈ Zm, právě když A je totálně unimodulární.

Důkaz. Nechť A je TU.
Z teorie optimalizace víme, že přípustná basická řešení mají tvar

x = (B−1b,0), (1.1)

kde Bm×m je regulární podmatice (A,I).
Z Cramerova pravidla B−1 = adj(B)

det B
. Protože A je celočíselná, je celočíselná i B,

tudíž i adj(B) (její prvky jsou součiny prvků matice B). Tedy pokud det B = ±1,
pak je B−1, tedy i řešení úlohy (IP) celočíselné.

Nechť má nyní úloha (IP) optimální celočíselné řešení pro libovol-
nou pravou stranu. Zvolme j ∈ {1, ..., n}. Definujme m-rozměrný vektor
bj = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), kde na j-tém místě je 1, jinde 0.

Vektor x = (B−1b, 0) je celočíselný pro všechny pravé strany b, tedy i pro
bj. Potom xj = B−1bj se rovná j-tému sloupci B−1. x je celočíselný, tedy i j-tý
sloupec B−1. j bylo libovolné, tedy všechny sloupce B−1 jsou celočíselné, tedy
det B−1 ∈ Z. A je celočíselná, tedy det B ∈ Z. det B−1 det B = 1, oba deter-
minanty jsou celočíselné (B je celočíselná), tedy musí být rovny ±1. Totální
modularita původní matice A pak vyplývá z přímých důsledků definice, neboť B
je regulární podmatice (A, I).

1.4 Postačující podmínka
Jak poznat, že matice je totálně unimodulární? Jinými slovy, pokud vystupuje

jako matice omezení v úloze celočíselného programování, kdy stačí řešit relaxaci?
Postačující podmínku nám dává následující věta (viz Wolsey (1998)).

Věta 1.2. Nechť jsou splněny následující podmínky:

1. Aij ∈ {−1,0,1} ∀i ∈ {1, ..., n} ∀j ∈ {1, ..., m};

2. ∑m
i=1 |Aij| ≤ 2 ∀j ∈ {1, ..., m};

3. existují M1, M2, M1 ∪ M2 = {1, ..., m}, M1 ∩ M2 = ∅, že pro každý sloupec j
takový, že ∑m

i=1 |Aij| = 2: ∑
i∈M1

Aij =
∑

i∈M2

Aij. (1.2)

Potom A je totálně unimodulární.

Důkaz. Sporem. Nechť A není TU. Pak existuje čtvercová B, det B ̸∈ {0, 1, −1}.
Nechť B′ je nejmenší taková. B′ nemůže obsahovat sloupec s jediným nenulovým
prvkem (to by byl spor s minimalitou B′ – takový sloupec by nezměnil | det B′|
díky bodu 1), tedy z bodu 2 obsahuje každý sloupec právě dva nenulové prvky.
Podmínka 3 pak dává ∑

i∈M1 ai−
∑

i∈M2 ai = 0⃗, tedy řádky B′ jsou lineárně závislé,
tedy B′ je singulární, tedy det B = 0. Spor.
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Definice. (Gerard Sierksma (2010)) Nechť G = (V, E) je orientovaný graf s m
vrcholy a n hranami. Potom matice incidence grafu G je matice A typu m × n,
pro jejíž prvky platí, že pokud k-tý sloupec reprezentuje hranu (i, j), pak aik = −1,
ajk = 1 a ostatní prvky v k-tém sloupci jsou rovny nule.

Lemma 1.3. Matice incidence orientovaného grafu je totálně unimodulární.

Důkaz. Přímo z definice plyne, že každý sloupec obsahuje právě dva nenulové
prvky – 1 a −1. První dvě podmínky Věty 1.2 jsou splněny triviálně. V třetí
podmínce položme za M1 = 1, ..., m, M2 = ∅. Dostáváme požadovaný výsledek.
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2. Toky v sítích
Mějme síť se zdrojovým a výstupním uzlem. Úlohou je dopravit tok ze zdroje

k výstupu, přičemž jsou dána kritéria v podobě cen a kapacit jednotlivých uzlů.
Síťové toky mají uplatnění jak v sítích fyzických (například dopravení nákladu
přes železniční síť, telekomunikační sítě), tak v sítích, které vznikly z problémů
zdánlivě nesouvisejících – jedním z takových je právě úloha rozvrhování s pevnými
časy.

2.1 Základní pojmy
Definice. (Wolsey (1998)) Sítí rozumíme orientovaný graf (V, E) spolu s:

• vrcholy s (zdroj) a t (výstupní uzel);

• kapacitami hij ∈ (0, ∞), (i, j) ∈ E;

• poptávkami bi ∈ R, i ∈ V ;

• jednotkovými cenami toku cij ∈ R, (i, j) ∈ E.

Poznámka. Značení:

• V +(i) := {k; (i, k) ∈ E} ... následníci i;

• V −(i) := {k; (k, i) ∈ E} ... předchůdci i.

2.2 Úlohy založené na tocích v sítích
Základním problémem je nalezení maximálního toku, to znamená dostat co

největší objem toku od zdroje k výstupnímu uzlu (Wolsey (1998)):

max
xij

∑
(i,j)∈E

xij

s. t.
∑

k∈V +(i)
xik −

∑
k∈V −(i)

xki = bi, i ∈ V \ {s, t},

0 ≤ xij ≤ hij, (i, j) ∈ E.

(Max flow)

Definice. Tokem rozumíme funkci f : V × V , že f(i, j) = xij splňující podmínky
úlohy (Max flow).

Poznámka. První omezení budeme nazývat konzervace toku. Z té dostáváme, že∑
i∈V bi = 0.

Poznámka. Jelikož v této úloze nefigurují jednotkové ceny cij, stačí díky podmínce
konzervace toku maximalizovat pouze tok vycházející ze zdroje.
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Složitějším problémem je úloha minimalizce celkové ceny toku (Wolsey
(1998)):

min
xij

∑
(i,j)∈E

cijxij

s. t.
∑

k∈V +(i)
xik −

∑
k∈V −(i)

xki = bi, i ∈ V,

0 ≤ xij ≤ hij, (i, j) ∈ E

(Min-cost)

Poznámka. Tok v úloze (Min-cost) definujeme analogicky případu (Max flow).

Věta 2.1. (Wolsey (1998)) Matice omezení vystupující v úlohách (Max flow) a
(Min-cost) je totálně unimodulární.

Důkaz. A = (B, I)T , kde B je matice reprezentující konzervaci toku a I je jed-
notková matice – tok na každé hraně je omezen pouze kapacitou dané hrany. Z
důsledku definice totální unimodularity tedy zbývá ukázat, že B je TU. Z tvaru
podmínky konzervace toku vyplývá, že v každém sloupci je právě jedna 1, právě
jedna −1, zbytek jsou nuly.

Položením M1 = {1, ..., m}, M2 = ∅ ve Větě 1.2 dostáváme požadovaný výsle-
dek.

Důsledek. Pokud bi ∈ Z ∀i ∈ V a hij ∈ Z ∀(i, j) ∈ E, pak optimální řešení úloh
(Max flow) a (Min-cost) je celočíselné.

Jak uvidíme v dalším textu, tento důsledek nám pomůže k tomu, aby úlohy
rozvrhování byly efektivně řešitelné právě pomocí toků v sítích.
Poznámka. V práci se nebudeme zabývat algoritmy řešící úlohy (Max flow)
a (Min-cost), ty jsou dopodrobna zkoumány například v Ahuja a kol. (1993).
Nicméně uveďme, že časová složitost Dijkstrova algoritmu, řešící úlohu
(Min-cost), je O(|V | log |V | + |E|) (Arkin a Silverberg (1987)).
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3. Úlohy rozvrhování s pevnými
časy

Úloha rozvrhování s pevnými časy je třída problémů, kde na sobě nezávislé
úkoly (práce) s předem danými startovními a koncovými časy mají být vykonány
stroji, každý z nichž může v daném momentu vykonávat maximálně jeden úkol.
Předpokládejme, že pokud stroj na úkolu začne pracovat, pak ho také dokončí
(tedy stroje si mezi sebou jeden úkol nemohou rozdělit).

Uveďme si některé příklady takových úloh:

• Problém přiřazování letadel k branám (Kroon a kol. (1995)). Letadla s růz-
nými počty pasažérů a předem danými časy příletu mají být přiřazeny k
branám. Pokud nejsou přiřazeny, pasažéry musí odvézt autobus. Chceme
minimalizovat počet nepřiřazených letadel či vyslaných autobusů.

• Úloha operačních místností (Kroon a kol. (1995)). Jsou naplánovány různě
vážné operace, počet operačních místností je ale omezený. Cílem je maxi-
malizovat počet (či celkovou váhu) provedených operací.

• (Wolfe a Sorensen (2000)) Satelity. Stovky satelitů na oběžné dráze obser-
vují Zemi. V určitých místech je potřeba vytvořit snímek, satelity ale nemají
úložnou paměť – potřebují se proto ihned spojit se spojovými družicemi,
které již potom data pošlou na Zem. Každý takový úkon je ovšem složen z
velkého počtu kroků, které musí být splněny v předem daném pořadí.

3.1 Základní úloha rozvrhování
Mějme n prací se startovními časy sj a koncovými časy fj, j ∈ {1, ..., n}.

Základní úloha rozvrhování (BIS) je hledání minimálního počtu identických strojů
m, že všechny práce mohou být splněny s tím, že žádný stroj nepracuje na více
úkolech současně.

Věta 3.1. (Kolen a kol.) Minimální počet strojů m, které mohou splnit všechny
práce, je roven největšímu počtu současně se překrývajících prací.

Důkaz. Že je počet nepřekrývajících se prací zároveň dolní hranicí pro m je evi-
dentní – jinak by musel existovat stroj, který v jednom momentu plní víc než
jednu práci.

Dokázat, že skutečně platí rovnost, je nad rámec tohoto textu – je využita
Dilworthova věta o rozkladu řetězců.

3.2 Maximalizace celkové váhy
Pokud je dostupných strojů méně než počet překrývajících se prací, vyvstává

následující problém:
Nechť je dáno m identických strojů a n prací se startovními časy sj, koncovými

časy fj a váhami wj, j ∈ {1, ..., n}. Úlohou maximalizace celkové váhy (Max

8



Obrázek 3.1: Ukázka rozvrhu pěti prací a jednoho stroje.
Obdélníky reprezentují jednotlivé práce, jejich barvy indikují, zda jsou v
optimálním rozvrhu zpracovány. Červené čáry znázorňují maximální kliky

v příslušném intervalovém grafu.

weight IS) je hledání podmnožiny prací S ⊂ {1, ..., n} takové, že každá práce z S
může být splněna a že suma vah ∑

j∈S wj je maximální.
Pokud jsou všechny váhy rovny jedné, mluvíme o maximalizaci počtu splně-

ných prací (Max IS).
Úlohu (Max IS) značíme (Max IS Min Time), pokud je cílem minimalizovat

celkový čas zpracovávání za podmínky maximalizace počtu provedených úkolů.
Úlohu (Max Weight IS) značíme (Max IS Max Weight), pokud je cílem nejprve

maximalizovat počet provedených úkolů, až poté maximalizovat jejich váhy.

Definice. Buď G = (V, E) neorientovaný graf, kde V = {1, ..., n} je množina
vrcholů reprezentující jednotlivé intervaly prací a nechť hrana (vi, vj) ∈ E, právě
když se práce i a j překrývají. Potom G nazveme intervalovým grafem úlohy.

Definice. Množina C vrcholů neorientovaného grafu G se nazývá klika, pokud
všechny vrcholy v C jsou navzájem adjacentní (tj. (vi, vj) ∈ E ∀i, j ∈ C). Klika
C se nazývá maximální, pokud pro každou kliku C ′, C ⊂ C ′ platí C = C ′.

Seřaďmě nyní maximální kliky podle startovních časů a označme q jejich počet.
Ve zbytku textu budeme jako A značit matici typu q × n, kde aij = 1, pokud
vrchol i patří do j-té kliky, 0 jinak.
Příklad. Nechť jsou dány práce jako na obrázku 3.1. Potom matice příslušná k
intervalovému grafu vzniklé z úlohy má tvar

A =

⎛⎜⎝1 1 0 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 0 1

⎞⎟⎠ .
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Úlohu (Max Weight IS) nyní můžeme formulovat jako úlohu binárního lineár-
ního programování (Arkin a Silverberg (1987)):

max wT x

s. t. Ax ≤ meT

x ∈ {0, 1}n,

(LP)

kde

• w = (w1, ..., wn)T je vektor vah;

• x = (x1, ..., xn), kde xj = 1, pokud práce j je zprácována, 0 jinak;

• eT je q–rozměrný vektor jedniček.

Věta 3.2. Matice A je totálně unimodulární.

Důkaz. Protože kliky jsou seřazeny chronologicky, pro každou práci j ∈ {1, ..., n}
platí

∀i, k, l ∈ {1, ..., m}, i ≤ k ≤ l, Aij = 1 ∧ Alj = 1 =⇒ Akj = 1. (*)

Označme A′ libovolnou čtvercovou podmatici A typu k × k.
Označme O matici typu k × k, která má na hlavní diagonále 1, nad hlavní

diagonálou −1, ostatní prvky jsou nuly. Potom O je matice odečítání j + 1–ního
řádku od j–tého. Označme B = OA′.

Z (*) (po případném přeuspořádání řádků A′, které na |detA′| nemá vliv)
dostáváme, že B má v každém sloupci nejvýše dva nenulové prvky – −1 a 1 (−1
je o jeden řádek výše, než začíná posloupnost jedniček v původní matici, 1 je na
pozici, kde tato posloupnost končí).

Položením M1 = {1, ..., k}, M2 = ∅ ve Větě 1.2 pak dostáváme, že B je TU.
det N = 1, tedy

detA′ = detOdetA′ = detOA′ = detB ∈ {0, 1, −1},

což jsme chtěli dokázat.

Věta 1.1 nám pak ihned dává následující důležitý důsledek:
Důsledek. Optimální řešení relaxace úlohy (Max Weight IS) je řešením původní
úlohy.

Zabývejme se nyní úlohou (Max IS). Ta je řešitelná v rozumném čase i bez
nástrojů toků v sítích pomocí Algoritmu 1 (Bouzina a Emmons (1996)).

Algoritmus 1 Bouzina–Emmons
1: S := ∅.
2: Seřaď úkoly podle startovních časů. j := 1.
3: (i) Pokud j > n, skonči. Jinak přidej do S úkol j.

(ii) Pokud úkol j nemůže být proveden, odeber z S úkol s nejpozdějším časem
dokončení.
(iii) j := j + 1. Opakuj krok (i).
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Předpoklad. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že si ̸= sj pro i ̸= j. (Jinak
pro všechny práce začínající v čase s uvažujeme startovní časy s + ϵ, ..., s + kϵ,
kde k je počet prací začínající v čase s a ϵ je takové, že sk + kϵ < sk+1.)

Věta 3.3. (Bouzina a Emmons (1996)) Mějme úlohu (Max IS). Nechť je splněn
Předpoklad 3.2. Předpokládejme, že nelze zpracovat všechny práce. Označme:

• t0 ... nejmenší čas, kdy je vyžadováno plnit víc než m úkolů;

• J ... množina úkolů, které je možné plnit v čase t0;

• k := arg max
j∈J

fj.

Potom existuje optimální přípustné řešení úlohy (Max IS), které neobsahuje
úkol k.

Důkaz. Úkolů může být provedeno nejvýše m, tedy (díky Předpokladu 3.2) právě
jeden být splněn nemůže.

Práce se sj ≤ t0 jsou buď dokončeny (tedy jsou součástí optimálního řešení),
nebo jsou v J – potom nemá minulost na současnou a budoucí dostupnost strojů
vliv a můžeme předefinovat sj := t0 ∀j ∈ J .

Potom ∀j ∈ J : sj = sk, fj ≥ fk, zpracováním déle trvající práce se stejným
začátkem si nemůžeme polepšit, tedy existuje optimální řešení, které neobsa-
huje k.

Důsledek. Algoritmus 1 řeší úlohu (Max IS).

Důkaz. Aplikujeme větu v každé iteraci kroku 3. (ii) pro J = S.
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4. Aplikace síťových toků
v úlohách rozvrhování

Lineární programy vzniklé z úloh rozvrhování bohužel v závislosti na počtu
prací i strojů velmi rychle narůstají do obrovských rozměrů – matice klik má v
nejhorším případě velikost n × n (to nastává, právě když je klik n, tedy se žádné
práce nepřekrývají). Pro větší problémy je pak tento způsob řešení prakticky
nepoužitelný.

V případě úloh rozvrhování se ukazuje, že převedení problému na úlohu toků
v sítích je často vhodné a síťové algoritmy na ně aplikované jsou podstatně efek-
tivnější.

Nyní sí ukážeme několik způsobů, jak z původních problémů dostat úlohy
síťových toků.

4.1 Varianta Brandova algoritmu
Nejintuitivnější vybudování sítě z úloh (BIS) i (Max IS) dává Algoritmus 2 –

jedná se o deterministickou variantu algoritmu uvedeného v Branda (2018).

Algoritmus 2 Branda
1: Vytvoř 2n + 2 vrcholů:

V := {s = 0, s1, f1, ..., sn, fn, 2n + 1 = t}
2: Vytvoř orientované hrany:

E := {(s, sj), (sj, fj), (fi, sj), (fj, t), (t, s); i, j ∈ {1, ..., n}, fi ≤ sj}
3: Přidej poptávky:

bs = m, bt := −m, bsj
= bfj

:= 0∀ j ∈ {1, ..., n}
4: Přidej kapacity:

ht,s := m, hi,j := 1 ∀(i, j) ∈ E \ (t, s)
5: Přidej ceny:

ct,s := 1, ci,j := 0 ∀(i, j) ∈ E \ (t, s)

Věta 4.1. (a) (Min-cost) aplikovaný na síť vzniklou z Algoritmu 2 řeší úlohu
(BIS).

(b) (Max flow) aplikovaný na síť vzniklou z Algoritmus 2 řeší úlohu (Max IS).

Důkaz. Tok vedoucí po oblouku (sj, fj) reprezentuje zpracování práce j. Jakmile
se práce j začne zpracovávat, poptávka bfj

= 0 zajistí, že bude i dokončena. Po
dokončení práce není možné stejným strojem zpracovávat překrývající se úkol – to
platí díky volbě hran E. Kapacity hi,j = 1 zajišťují, že na každou práci připadne
nejvýše jeden stroj. Tím dostaváme přípustnost řešení.

Tok po oblouku (t, s) reprezentuje počet strojů. V případě (a) ho minimali-
zujeme, právě když minimalizujeme m.

Případ (b) pak dává řešení hned – maximalizace toku znamená maximalizaci
provedených prací.
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Poznámka. Vyrobit takto síť je relativně jednoduché, vzniklá síť je ale velká – má
2n + 2 vrcholů a až n(n − 1)/2 + 3n + 1 oblouků. Nejhorší případ opět nastává,
když se žádné práce nepřekrývají.

Vhodná je však k reprezentaci nedeterministických zobecnění problémů roz-
vrhování (viz např. Branda (2018)).

4.2 Algoritmus Arkin–Silverberg
Zabývejme se nyní úlohou (Max Weight IS) – ta splývá s odstraněním intervalů

co nejmenší ceny tak, že největší klika má velikost m (viz Věta 3.1).
Na tomto principu stojí Algoritmus 3 (Arkin a Silverberg (1987)).

Algoritmus 3 Arkin–Silverberg
1: Seřaď kliky podle času a příslušně je přeindexuj. Označ K velikost největší

kliky.
2: Vytvoř uzly s = v0, v1, ..., vq−1, vq = t, kde q značí počet maximálních klik.
3: Vytvoř oblouky (vi, vi−1), i = 1, ..., q, přiřaď jim cenu 0 a kapacitu ∞.
4: Pro každou práci i, pokud i je v klikách j, ..., j + l, vytvoř oblouk i′ =

(vj−1, vj+l) a přiřaď mu cenu −ci a kapacitu 1.
5: Pro každou kliku qj, |qj| < K přidej oblouk (vj−1, vj) s cenou 0 a kapacitou

K − |qj|.
6: Požaduj tok K − m ze zdroje s do výstupního uzle t. Vyřeš úlohu min-cost

flow.

Věta 4.2. Algoritmus 3 řeší úlohu (Max Weight IS).

Důkaz. Pokud má oblouk i′ nenulový tok, znamená to, že práci i nezpracová-
váme. Tedy řešením úlohy (Min-cost) maximalizujeme celkovou váhu zpracova-
ných úkolů.

Kliky vytvořené ze zpracovávaných prací mají velikost nejvýše m díky poža-
dovanému toku – ten je K − m. Řešení je tedy přípustné.

Poznámka. Časová složitost vytvoření sítě je O(n log n). Vytvořená síť má O(n)
vrcholů (maximálních klik je v nejhorším případě n), oblouků je také O(n) (viz
Arkin a Silverberg (1987)).

4.3 Algoritmus Bouziny a Emmonse
Bouzina a Emmons (Bouzina a Emmons (1996)) síť konstruují příměji, bez

nutnosti nalezení všech maximálních klik. Jejich síť je tvořena přesně n+1 vrcholy
a 2n oblouky.
Poznámka. Tok o velikosti 1 v hraně (vj, vk) vytvořené v kroku 3 Algoritmu 4
reprezentuje zpracování úkolu j, 0 jeho nezpracování.

Věta 4.3. Algoritmus 4 řeší úlohu (Max Weight) (Bouzina a Emmons (1996)).
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Algoritmus 4 Bouzina–Emmons
1: Seřaď práce podle startovních časů a příslušně je přeindexuj.
2: Pro každou práci vytvoř uzel vj, jako zdrojový uzel označ s = v1, přidej

výstupní uzel t = vn+1. Pro všechna j ∈ {1, ..., n} vytvoř oblouk (vj, vj+1)
s nulovou cenou a kapacitou m.

3: Pro všechna j vytvoř oblouk (vj, vk), kde k je první práce, která se nepřekrývá
s jobem j. Pokud taková neexistuje, vytvoř oblouk (vj, t). Kapacita těchto
oblouků nechť je 1, jejich cena −cj.

4: Požaduj tok m ze zdroje s do výstupního uzle t. Vyřeš úlohu (Min-cost).

Důkaz. Buď V ′ = {ej = (vj, vk); cej
= −cj, hej

= 1} (to jsou hrany vytvořené v
kroku 3 z Algoritmu 4). Buď ej = (vj, vk) ∈ V ′ libovolné. Pokud se tok v ej rovná
jedné, pak je stroj je přiřazen k úkolu j. Protože hej

≤ 1, ke každému úkolu může
být přiřazen nejvýše jeden stroj. ej je hrana spojující první práci nepřekrývající
se s j, tedy stroj nemůže zpracovávat více úkolů najednou. Maximální tok od
zdroje k výstupnímu uzlu je m, tedy maximální počet strojů je m. Řešení je tedy
přípustné řešení úlohy (Max Weight IS).

j je zpracován, právě když tok v ej není nulový (pak se rovná jedné), tedy
absolutní hodnota řešení úlohy (Min-cost) (získaného právě minimalizací součtu
vah, tj. maximalizací jeho absolutní hodnoty) je zároveň maximální přípustný
součet vah úlohy (Max Weight). Tedy řešení je optimální.

Důsledek. Zvolme M ∈ R takové, že M ≥ ∑n
j=1 cj a předefinujme cj := cj +

M ∀j = {1, ..., n}.
Potom Algoritmus 4 řeší úlohu (Max IS Max Weight).

Důkaz. M je zvoleno tak, že se nejdříve maximalizuje celkový počet splněných
úkolů, až poté jednotlivé váhy.

Důsledek. Zvolme M ∈ R takové, že M ≥ ∑n
j=1(fj − sj) a položme cj := M −

(fj − sj) ∀j ∈ 1, ..., n.
Potom Algoritmus 4 řeší úlohu (Max IS Min Time).

Důkaz. Plyne z předchozího důsledku volbou cj = −pj, j ∈ {1, ..., n}.

Poznámka. Předchozí dva důsledky lze aplikovat i na Algoritmus 3.
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5. Numerická studie
V závěru práce na simulovaných datech ukážeme praktické konstruování sítě

pomocí Algoritmu 3, na kterou následně aplikujeme jeden z nejpoužívanějších
algoritmů pro řešení úlohy (Min-cost) – síťový simplexový algoritmus (viz např.
Ahuja a kol. (1993)). Efektivitu tohoto postupu srovnáme s formulací pomocí
lineárního programování, na níž aplikujeme simplexovou metodu.

Algoritmy jsme implementovali v Pythonu a použili jsme jeho knihovny –
na práci s vektory a maticemi numpy, na konstrukci sítí a aplikaci síťového sim-
plexového algoritmu networkx, pro řešení úloh lineárního programování scipy.

Soubory dat (viz přílohy) jsme nechali vzniknout následovně:

• dataset 1: n = 1000, m = 50, sj ∼ U(0, 10), fj − sj ∼ Exp(1), cj ∼
U(1, ..., 10), j = 1, ..., 1000.

• dataset 2: n = 1000, m = 50, sj ∼ U(0, 1000), fj − sj ∼ Exp(1), cj ∼
U(1, ..., 10), j = 1, ..., 1000.

• dataset 3: n = 1000, m = 5, sj ∼ U(0, 100), fj − sj ∼ Exp(1), cj ∼
U(1, ..., 10), j = 1, ..., 1000

Pro minimalizaci rozptylu času běhu programu jsme každou část programu
v každém datasetu nechali běžet sedmkrát. Časy delší než jedna sekunda byly
zaznamenány s přesností na sto milisekund.

Ve shodě s očekáváním dává formulace pomocí síťových toků výsledky mno-
hem rychleji – v souboru dataset 2 (kde bylo možné splnit všechny práce) téměř
stokrát.

Všimněme si, že nezanedbatelnou dobu trvá v případě formulace pomocí Al-
goritmu 3 vytvoření klikového algoritmu – z tohoto důvodu může být moudré
použít Algoritmus 4, který se klikovému grafu vyhýbá.

V příloze demonstrujeme kód na jednoduchém příkladu (viz Příklad 3.1).

Dataset 1 Dataset 2 Dataset 3
Počet strojů 50 50 5
Velikost největší kliky 137 6 21
Počet klik 454 623 525
Vytvoření klikového grafu ∼9 550 ms 235 ms 472 ms
AS - budování sítě ∼1 100 ms 118 ms 214 ms
AS - síťový simplexový algoritmus 540 ms 26 ms ∼1 210 ms
LP - vytvoření matice klik ∼1 320 ms 401 ms 482 ms
LP - simplexový algoritmus ∼30 300 ms ∼36 600 ms ∼30 100 ms
AS - celkový čas ∼11 190 ms 379 ms ∼1 896 ms
LP - celkový čas ∼41 170 ms ∼37 236 ms ∼31 054 ms

Tabulka 5.1: Srovnání efektivity řešení úloh pomocí toků v sítích a pomocí
lineárního programování
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Závěr
V této práci jsme se seznámili se základními úlohami rozvrhování a předvedli,

jak je řešit pomocí toků v sítích.
Abychom ukázali, že řešení vůbec může být efektivním, zavedli jsme pojem

totální unimodularity, s jejíž pomocí jsme zjistili, že naše úlohy mají řešení, které
lze nalézt v polynomiálním čase. Poté jsme popsali několik způsobů, kterými lze
úlohy převést na různé tokové sítě.

V numerické studii jsme demonstrovali vytvoření tokové sítě pomocí jednoho z
uvedených algoritmů a ukázali, že tato metoda skutečně dosahuje mnohem lepších
výsledků než standardní formulace pomocí lineárního programování.

Zabývali jsme se nejjednodušší variantou, kdy jsou stroje identické a časy
jsou stanoveny deterministicky – to je ale v reálných aplikacích silné omezení.
Zajímavé jsou proto úlohy zobecněné – koncové časy mohou být náhodné, stroje
mohou být poruchové.

Možných zobecnění je ale samozřejmě celá řada – na stroje může být kla-
dena podmínka provozního času (například směny), určité typy strojů mohou
být schopny vykonávat pouze určité práce, optimalizace nedeterministického roz-
vrhu může být vykonávána za běhu. Všechny tyto problémy (a jejich kombinace)
mají široké praktické využití a rozhodně stojí za to se jimi zabývat.
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A. Příloha
A.1 Specifikace úlohy
In [1]: import numpy as np

import networkx as nx
from scipy.optimize import linprog

In [2]: ### specifikace úlohy
### - vhodné pro simulování velkého počtu prací
### (v tomto příkladu nepoužito)

# počet strojů
m = 5

### inicializace proměnných
start_times = []
finish_times = []
costs = []

for i in range (0, 1000): ### počet prací
### startovní časy se řídí rovnoměrným rozdělením
start_times = np.append(start_times,

np.random.uniform(low=0,
high=100))

### doba práce řídí exponenciálním rozdělením
finish_times = _
np.append(finish_times,

start_times[i]
+ np.random.exponential(scale=1))

### váhy prací
costs = np.append(costs, np.random.randint(low=1,

high=10))

### práce seřadíme podle startovních časů
finish_times = [x for _,x in sorted(zip(start_times,

finish_times))]
costs = [x for _,x in sorted(zip(start_times, costs))]
start_times = sorted(start_times)

In [3]: ### příklad 1

start_times = [1, 2, 4, 5, 8]
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finish_times = [3, 6, 9, 7, 10]
costs = [1, 1, 1, 1, 1]
m = 1

A.2 Vytvoření klikového grafu
In [4]: C = nx.Graph()

for i in range(0, len(start_times)):
C.add_node(i+1)

for i in range(0, len(start_times)):
for j in range(0, len(start_times)):

if (start_times[i] > start_times[j])

### i se překrývá s j
and (start_times[i] < finish_times[j]):

C.add_edge(i+1, j+1)

clique_list = list(nx.find_cliques(C))
q = len(list(nx.find_cliques(C)))
n = len(start_times)

### seřazení klik, nalezení největší maximální kliky
K = 0
for i in range(0, q):

list.sort(clique_list[i])
if len(clique_list[i]) > K:

K = len(clique_list[i])

list.sort(clique_list)

q = len(clique_list)
print("Počet klik je " + str(q))
print("Velikost největší kliky je " + str(K))

Out [4]: Počet klik je 3
Velikost největší kliky je 3

A.3 Algoritmus Arkin-Silverberg
In [5]: ### budování samotné sítě

### multidigraph
### - mohou existovat 2 hrany (u, v) s různými cenami
G = nx.MultiDiGraph()
G.add_node(0, demand=0)
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### kroky 2 a 3
for j in range(1, q-1):

G.add_node(j, demand=0)
G.add_edge(j, j-1, weight=0)

G.add_node(q, demand=0)
G.add_edge(q, q-1, weight=0)

### toto v praxi znamená "požadovat tok o velikosti K-m"
G.add_edge(q, 0, weight=-10000000, capacity=max(K-m,0))

### krok 4
for i in range(1, n+1): ### joby mají indexy 1...n

preceding_clique = -1
last_clique = -1
for j in range(0, q):

if i in clique_list[j]:
if preceding_clique == -1:

preceding_clique = j
last_clique = j + 1

if preceding_clique != -1:
G.add_edge(preceding_clique, last_clique,

weight=costs[i-1], capacity=1, job=i)

### krok 5
for j in range(0, q):

clique_size = len(clique_list[j])
if clique_size < K:

G.add_edge(j, j+1,
capacity=K-clique_size, weight=0)

In [6]: ### na řešení úlohy aplikujeme
### síťový simplexový algoritmus

simplex_output_value, simplex_output_dic = _
nx.network_simplex(G)

In [7]: ### přiřazení oblouků k pracím
### ve formátu [hrana1, hrana2, id, práce]

job_edges = np.empty((0,4), int)
job_costs = []
for u in nx.get_edge_attributes(G, ’job’):

job = nx.get_edge_attributes(G, ’job’)[(u)]
job_edges = np.append(job_edges,
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[[u[0], u[1], u[2], job]],
axis=0)

print(job_edges)

Out [7]: [[0 1 0 1]
[0 2 0 2]
[1 3 0 3]
[1 2 0 4]
[2 3 0 5]]

In [7]: ### zbývá zjistit, jaké joby mohou být zpracovány
### - to lze již při vytváření sítě
### ve čtvrtém kroku algoritmu,
### pro časovou obtížnost je toto prakticky irelevantní
jobs_to_delete = []

for i in simplex_output_dic:
node1 = simplex_output_dic.get(i)
for j in node1:

node2 = node1.get(j)
for node_no in node2:

flow = node2.get(node_no)
for row in np.ndindex(job_edges.shape[0]):

if (i == job_edges[row][0]
and j == job_edges[row][1]
and node_no == job_edges[row][2]
and flow > 0):

jobs_to_delete = _
np.append(jobs_to_delete,

job_edges[row][3])

jobs_to_process = np.setdiff1d(range(1, n+1),
jobs_to_delete)

final_cost = 0
for i in range(0, n):

if i+1 in jobs_to_process:
final_cost = final_cost + costs[i]

print(jobs_to_process)
print("Celková cena je " + str(final_cost))

Out [7]: [1 4 5]
Celková cena je 3
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A.4 Formulace pomocí lineárního programování
In [8]: ### vytvoříme matici klik

A = np.empty((q, n), int)
for i in range(1, n+1):

for c in range(0, q):
if i in clique_list[c]:

A[c][i-1] = 1
else:

A[c][i-1] = 0

print(A)

Out [8]: [[1 1 0 0 0]
[0 1 1 1 0]
[0 0 1 0 1]]

In [9]: ### řešíme simplexovou metodou
b = m*np.ones((q), dtype=int)
w = []
for i in range(0, len(costs)):

w = np.append(w, -costs[i])

### díky totální unimodularitě matice A
### stačí řešit relaxovanou úlohu
solution_linear = linprog(w, A_ub = A,

b_ub = b, bounds=(0, 1))

final_cost_linear = -solution_linear[’fun’]

jobs_to_process_linear = []
for i in range(0, n):

if solution_linear[’x’][i] == 1:
jobs_to_process_linear = _
np.append(jobs_to_process_linear, i+1)

print(jobs_to_process_linear)
print("Celková cena je " + str(final_cost_linear))

Out [9]: [ 1. 4. 5.]
Celková cena je 3.0

22


	Úvod
	Totální unimodularita
	Motivace
	Definice a základní vlastnosti
	Totální unimodularita a řešitelnost úloh celočíselného programovaní
	Postačující podmínka

	Toky v sítích
	Základní pojmy
	Úlohy založené na tocích v sítích

	Úlohy rozvrhování s pevnými časy
	Základní úloha rozvrhování
	Maximalizace celkové váhy

	Aplikace síťových toků v úlohách rozvrhování
	Varianta Brandova algoritmu
	Algoritmus Arkin–Silverberg
	Algoritmus Bouziny a Emmonse

	Numerická studie
	Závěr
	Seznam použité literatury
	Příloha
	Specifikace úlohy
	Vytvoření klikového grafu
	Algoritmus Arkin-Silverberg
	Formulace pomocí lineárního programování


