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Uvod

Cilem této bakalaiské prace je definovat podilovy odhad, prozkoumat jeho
vlastnosti a predpoklady, za kterych mtze byt vyuzit. Pak ho aplikovat v praxi,
a konkrétné jim budeme muset odhadnout incidenci zlomenin v ramci zenské
populace Ceské republiky.



1. Motivace

1.1 Incidence.

Existuji rizné definice incidence. Pro tucely této bakalarské prace, budeme
pracovat s nasledujici:

Definice 1 (Incidence). Incidence je pravdépodobnost vzniku daného onemocnéni
v rizikové populaci P o rozsahu n béhem predem stanoveného casového obdobi.

Incidence se obvykle odhaduje jako podil

INC — #one.m.qedloncu v P
#jedinca v P

(1.1)
[Last et al., 2001].

Oznacime-li X7, X5, ... X, jako i.i.d. ndhodné veli¢iny , pro které plati:

| 1, jestli jedinec i onemocneél,
Xi = { 0, jestli je jedinec i zdravy. (1.2)
Pak
INC — #onem.jedincti v P _ Yo Xi (1.3)

#jedincti v P n
[Last et al., 2001].
Pozndmka. Odhad (1.3) je nestranny a konsistentni.

Pro lepsi porozuméni pojmu incidence, si ukdzeme, jak se incidence odhadne
v praxi na konkrétnim prikladé.
Priklad. Béhem roku 2014 bylo hospitalizovano se zlomeninami 220 zen ve véku
12 let . Zacatkem roku 2014 byl pocet zdravych Zen piislusného véku v CR roven
41420. Ptislusny odhad incidence pro pacientky véku 12 let v CR je

#onem.jedinca v P 220
Hiedinci v P 41420

INChospsen = = 0.0053.

Abychom odhadli incidenci vSech zlomenin v ramci Zenské populace pro dany
vék, musime spocitat podil (|1.1)):
#zlom. u Zen ve véku j

INCiomzj. = (1.4)

#7zen ve véku j

Bohuzel, nase data jsou trochu jina, a neobsahuji informace o celkovém poctu
zlomenin u zen v kazdé vékové kategorii. Tuto veli¢cinu budeme muset odhadnout
na zakladé dat, které mame k dispozici.



1.2 Datové soubory

Odhadovat incidenci zlomenin budeme z nésledujicich dat:

1. Data z Narodniho registru hospitalizovanych pacienttt CR.
2. Data z CSU

3. Data z Nemocnice Motol

Tato data si podrobnéji popiseme dole.

1.2.1 Data z Narodniho registru hospitalizovanych paci-
entia CR

Z tohoto registru vybereme zaznamy o pacientkach ve véku od 0 do 20 let
hospitalizovanych s diagnézou zlomeniny za rok 2014. Tyto zdznamy zpracujeme
a dame do c¢etnostni tabulky.

H;, oznacuje pocet hospitalizaci pro kazdy vék, j je v€k, y oznacuje rok

hospitalizace.

Vék 0 1 2 20
Zeny H0,2014 H1,2014 H2,2014 H20,2014

1.2.2 Data z CSU: Celkovy podet Zen

Data z Ceského statistického tfadu, kterd ndm poskytuji informace o poctu
lidi kazdého pohlavi, v kazdé vékové kategorii v jednotlivych letech. Nas zajimaji
zeny z urcitych vékovych kategorii (od 0 do 20 let).

Celkovy podet Zen v celé CR

Z téchto dat vybereme a oznacime N, pocet pacientek v dané vekové kate-
gorii, j je veék pacientky, y je rok.

Celkovy pocet Zen v okoli u Nemocnice Motol

Tady budeme chtit uvést celkovy pocet zen N % ve veékové kategorii j z roku
y ve veéku od 0 do 20 let, které ziji v okoli Nemocnice Motol.



Pod okolim rozumime spadovou oblast Nemocnice Motol, viz obrézek (A.4)).

1.2.3 Data z Nemocnice Motol

Pocet ambulantné oSetfenjch A} i hospitalizovanych pacientek H}'|
v dané veékové kategorii v nemocnici Motol s odpovidajicim kédem diagnézy, j
veék pacientky, y rok .

1.3 Odhad incidence zlomenin

V této sekci uvedeme vzorec, kterym se spocita incidence zlomenin, pro jed-
noduchost ho uvedeme pro zeny.

Kdyz uz zname pocet zen daného véku v populaci, zbyva odhadnout pocet
zlomenin. Jakmile ho vypocitdme, mizeme odhadnout incidenci zlomenin u Zen
v jedné z vékovych kategorii od 0 do 20 let v Ceské republice. Incidence zlomenin
pro ostatni roky se odhadne podobné.

Tento odhad jiz nebude takovym trividlnim, jelikoz vime, Ze ne vSechny paci-
entky, u kterych doslo ke zlomeniné, byly hospitalizovany, vétsi ¢ast zlomenin byla
ofetfena ambulantné a jejich celkovy pocet pro celou CR neni piedem znam. Bu-
deme muset odhadnout pocet ambulantné oSetfenych pacientekA; ,, celkovy pocet
zlomenin 7}, = A,, + H;, a jiz poté odhadnout incidenci zlomenin N Cioms
podle vzorce (|1.1)).

Uvazujme, Ze celkovy pocet vSech zlomenin T;, u Zen v dané vékové kategorii
j za jednotlivy rok y je roven

Tim, ze H;, zndme, odhad poctu zlomenin 7}, spo¢iva v odhadu neznamé
veliciny A; .

Priklad. Poté, co jsme popsali veskera data, mizeme prepsat nas vzorec pro in-
cidenci (|1.1)), kterou budeme odhadovat dvéma zptsoby:

f1 Hzlomenin ~ #hosp + i(;:fg * #zen
INComs = # Zen - #7zen
AM
_ i ﬁNj’y _ ley _ Hj, + A}7y (1.6)
vay vay vay ‘ ‘



#amb.M

~ 2 #zlomenin ~ #hosp+ “hosp™ ¥ #hosp
INCzlom y o = >
' # Zen #7Zen
H,, + g
DT Ty iyt A, 1)
Nj,y Nj,y Nj,y

~ 1
Pro to, abychom mohli odhadnout INC,, ., zndme H;, a N;,, ale schazi

nam A;y, kterou odhadneme tzv. podilovym odhadem, ktery zadefinujeme a pro-
zkoumame v nasledujici kapitole.

V odhadu (1.7) také zname vSechny veli¢iny kromé A7 , odhadneme ji také
podilovym odhadem.

Piislusné odhady veli¢in A}, a A% si zadefinujeme v nésledujici kapitole.



2. Podilovy odhad a jeho
vlastnosti

Ve ¢lanku Royall and Cumberland [1981] je uvedena néasledujici definice po-
dilového odhadu:

Definice 2 (Podilovy odhad). Necht mdame konecnou populaci Z o rozsahu N.
Pak necht mdme posloupnost dvojic (z;,y;)~.,, kde x; je zndmd (a také pomocnd)
a y; je neznamd informace o populacni jednotce i. Napozorujeme si mnozZinu S
proki (z;,y;) o rozsahun, kden < N. Pak podilovym odhadem velicinyT =), Y,
rozumime odhad

T (Y, )&, (2.1)

Priklad. Abychom mohli odhadnout incidenci zlomenin [ N Ciom.» odhady 1)
(1.7), musime odhadnout pocet ambulantné osetfenych zlomenin A} a A% .V na-
sem prikladé budeme uvazovat dva mozné odhady:

2.0.1 Odhad A;y

Prvni odhad je takovy, Ze v roli mnoziny Z vystupuji véechny Zeny v CR
a v roli S zZeny, které ziji ve spadové oblasti Nemocnice Motol. Kdyz budeme
uvazovat, ze (>, x;) je velicina N;,, (D ¢ :171) Je a (3_qui) je A, pak je

vidét, ze |D Ajl',y ve vzorci pro incidenci

A pM
Z Tijy) ZS bigw) _ =N; = #zen x #QLM = #amb. (2.2)

(X5 Tijy) e N% #7en

~ses

P1i pouziti tohoto odhadu predpokladame, Ze vSechny zeny, které ziji v okoli
Nemocnice Motol, budou v pfipadé zlomeniny osetfeny v Nemocnici Motol.

Poznamka. Tento pfedpoklad bude v praxi tézko splnén a neni jasné jak bychom
mohli urcit pocet Zen, které budou osSetfeny v Nemocnici Motol. Proto se timto
odhadem uz zabyvat nebudeme.

2.0.2 Odhad Aiy

Druhy odhad je takovy, Ze v roli mnoziny Z vystupuji viechny Zeny v CR a
v roli S zeny, u kterych doslo zlomeniné a byly oSetfené v Nemocnici Motol. Kdyz



budeme uvazovat, ze (3, x;) je velicina Hj,, (3 gx:) je HL a (3 gui) je A},
pak je vidét, Ze (2.1)) odhaduje A3, ve vzorci pro incidenci 1}

(s ¥i) Al HambM
;l‘l ZS 33'1 = ijHM #hosp * W = #amb. (23)

Zde predpokladame, ze podil ambulantnich pacientek k hospitalizovanym v
Nemocnici Motol je stejng pro celou Ceskou Republiku.

Vzdy je dilezité védét, pod jakym modelem budeme na danou populaci na-
hlizet. Je to nezbytné, pokud chceme vypocitat teoretické vlastnosti podilového
odhadu, napt. jeho vychyleni a rozptyl.

Royall and Cumberland [1981] rozli$uji pfistup, zaloZeny na teorie vybéru
z konecnych populaci a superpopulacnim modelu.

My se nyni budeme zabyvat studiem teorii superpopulacniho modelu, obcas
se ji také rika teorie predikce.

Hodnoty 1, 4o, .. .,yn budeme povazovat za realizace nahodnych veli¢in Y,-
Y, ..., Y. Poté, co je ndhodny vybér S napozorovan, thrn 7' = ), y; v populaci
Z miize byt napsan jako:

T=>yi+> v (2.4)
S R

t.j. zndma suma veli¢in z pozorované mnoziny S plus neznama suma veli¢in z ne-
pozorované ¢asti R populace Z. Odhad T spociva v odhadu veli¢iny . ;.

Abychom odhadli ), v; (pak T) v (2.4]), musime vypocitat : EY;, Cov(Y},Y;)
i jeN

Informaci o téchto charakteristikich nam poskytne zvoleny super populac¢ni
model uvedeny v Royall and Cumberland [1981] a prozkoumany v [Freedman
[2009], napt.:

Y, ¥ B + 6. (2.5)

ktery je tradi¢né spojovan s podilovym odhadem a zachycuje rysy struktur mnoha
populaci. [Cochran et al., [1953], kde: €y, ..., €, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny,
E(e;) =0, a Var(e;) = o?x;.

Za téchto predpokladiti mizeme stanovit nékteré vlastnosti Y;.

Véta 1. Za predpokladu modelu plati:
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2. var(Y;) = oz,

3. Cou(Y;,Y;) =0, i# j
Dukaz:

1. E(Y;) = E(Br; + &) = E(Bx;) + E(e;) = fr; + 0 = Bu;
2. var(Y;) = Var(Bz; + &) = Var(g) = oz,

3. Cou(Y,Y;) = B(YY;) - BODE(Y;) = B((Bi + e)(B; + &) — E(Bai +
€i>E(ﬁxj+€j) = E(ﬁ2$zxj+ﬁl’j€z+ﬁxl€]+6ﬁj)—E(BﬁZ)E(B$j> = 521’1’37]'—
ﬁzxixj =0

O

Stéle u modelu (2.5)) nezname nékolik veli¢in: o2, 3 , zkusime je odhadnout.
Vlastnosti odhadu uvadime ve vété 2.

2.0.3 Odhad $ a 0> modelu (2.5)).

Tim, ze pod modelem ([2.5)) rozptyl Var(e;) = o*x; neni konstantni (viz obra-
zek [A.1)), musime pouZit metodu vazenych nejmensich ¢tverci.

Véta 2 (Metoda vazenych nejmensich ¢tverct). V modelu za predpokladi
E(e;) = 0 a var(e;) = o*x; pro kazdé i € N plati:

1. Odhad B je B = (X'W1X) L XIW-1Y

2. Odhad 0* je 6% = (Y — XB)'W-1(Y — XJ)

3. EY.Y, = (N=n)ysTr

Ts
Kde:
T rr 0 ... 0 Y1
T 0 xo ... 0
X = .2 9 W = . .2 . . 9 Y = y.2 9
Tn 0O 0 0 z, UYn

x je vektor prediktori z mnoziny S, W je matice vah rozptylu, Y je vektor odezvy
z mnoziny S.
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1. Odhad g je

B— (XWX Xty — 2sY
> s T

2. Odhad o2 je

~2 1 . 2\t —1 . 2\
6t = —— (Y = XB)W Y - XB) =

3. Jelikoz E(3 g Yi) = > g b, pak

EZYZ. 2/3 Z_Zs?/z Z%Z%
R

R

2.0.4 Vlastnosti podilového odhadu

Pred tim, nez ukazeme a dokazeme vlastnosti podilového odhadu, napiseme
jak by se jesté dal odhad T" upravit.

Odhad T velikosti celkové populace T' je

R

Dukaz:

Zy’ ySZRxl Zyl ZsyzZRxl _
S D i
_ ZSins$i+zsyizR$i _ YosUi Oogwi + Do pxi) _
> 5 Ti > s Ti
_ Us> ;v NIzys

= 2.6
Tg Ts ( )

Tento zapis je lepsi pro vypocet hodnoty odhadu T.
Véta 3 (Vlastnosti podlloveho odhadu). Pod modelem je odhad T' nevy-

(N*:L"Z)2
nxrg

chyleny a var(T) = o

Dukaz:
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1. Nestrannost odhadu E(T-T)=0.

<(ZSZZS gz L Zﬁx’> =

_ (ZSEY;)ZZIL}‘ _BZSE": (B# D gi) Dy i —ZB%‘

> 5 Ti 7
=By i —BY x= (2.7)

2. Rozptyl odhadu var(T —T) = 02 « (N<z7)°

nxTg

var(T — T) — var | 28 Xi2nTi _N~g )
(T - T) ( = Zﬁ )

szz o2 = o2 Zz 1)2
(s w)? g Z (2s i)
2 (N*xz)2

SPEIN e 2 2.8
e (2.8)

O

7 ptedchoziho vzorce je vidét, ze rozptyl odhadu se zmensuje s rostoucim
rozsahem mnoziny S. Pokud nechceme (resp. nemtizeme) zvétsit rozsah mnoziny
S, stac¢i do mnoziny S dat n nejvétsich hodnot x;, coz by nam mélo pro dany
rozsah n mnoziny S optimalné snizit rozptyl chyby odhadu T.

Nestrannost odhadu ale plati jen za predpokladu, ze E(Y;) = fx;, pokud
E(Y;) = Bo + fix;, pak stiedni hodnota odhadu chyby je

(IZ —Is).

E(T —T) = Np, o

(2.9)

12



Dukaz.
E(T—T)=
— E(ZZ ;:ES Y =) (Bo + Buz:)) =
B % o Do Brn) = (3 B+ 3 Bu) =
S g zZ A
_ 2zt
s

nﬁOZsz N5025$z

T Tyan e s h e
_ Nbozz Nﬁol’s_
Tg s Ts

7150—1‘512% Nﬁo—51zxi_

(2.10)

Tato chyba je velika, pravé tehdy, kdyz se g markantné 1isi od z 4.

Ve vzorci je vidét, ze odhad T je nestranny, pokud vzorek je vyba-
lancovan na z, t.j. s = . Pokud vzorek vybalancovan podle vyssich mocnin z,
feknéme na 27 pro j = {1,2,...,J}, pak podilovy odhad je nestranny pod kterym-
koliv J-stupniovym polynomiélnim regresnim modelem |[Royall and Cumberland,
1981].

Alternativni odhad rozptylu chyby var(T =T).

Odhad rozptylu T ze standardni teorie vazenych nejmensich ¢tverct je

o 1 d2 (N - TL)J_IR
T), = Nyyz———— 2.11
var(T), T ;(%) Ty - (2.11)
kde d;: 7
di = yi — ysh, (2.12)
Tg

Statistika d; je nestranna pod modelem ({2.5)), ale mtze mit velkou odchylku
jestli var(Y;) neni proporcionalni k z;.

Odhad rozptylu, ktery se uvadi v mnoha ucebnicich pro pouziti s jednoduchym
nahodnym vybérem

var(Ts) = - i - Z(%)an;”), (2.13)
S K3



kde d; je totéz jako v (2.11)), mize mit vazné vychyleni pod modelem ([2.5).
=2

v/ v ’ 7 ’ Ve v v ’ x s . /.
Ptislusné vychyleni se pfiblizné rovna (ﬁSR) — 1 a mizi jen ve vybalancovanych na
x vzorcich.

Tento odhad ma podobné vlastnosti pod modely, kde Var(Y;) je obecnéjsi
rostouci funkce z;, nez jednoduch funkce o?z; v modelu . Royall and Cum-
berland| [1981] piizptisobili Var(T) tak, aby se vyhnuli odchylce pod Vv ne-
vybalancovanych vzorcich, dostaneme:

var(T)y = var(T)o* (77 )

Va1 2 1 (i — Ts)®
_ kde V2 = E — (2.14
T3 ( n )7 kde Vg n—1" < T3 (2.14)

~

Royall and Cumberland| [1981] ukézali, Zze var(T)y je nejen nestranny pod
modelem ([2.5), ale je také priblizné nestranny pod vSemi modely, kde je var(Y;)
proporcionalni k z; Také ukézali, 7e var(T) je asymptoticky ekvivalentni k tak-
zvanému ” Jackknife” odhadu rozptylu:

var(T); = N(N = n)z*(n — 1) %, (2.15)

(ngs—yi)

Ll a prumeérem
(nZs—xj) p

kde pro kazdé j v s, D; je rozdil mezi podilovym odhadem
vSech podilovych odhadi.

V Royall and Cumberland| [1981] je ukézano, ze podilovy odhad

. N TRT d?

var(T)p = — (N = n)(—5-) > (2.16)
n Tg S — a

je nestranny pod modelem ({2.5)), priblizné nestranny pro obecnéjsi rozptylové

modely a asymptoticky ekvivalentni k var(7') ;.

Pfi selhani predpokladu modelu, ze E(Y;) = fz; stoupéd ocekavand hodnota
jak rozptylu odhadti tak i stfedni ¢tvercové chyby.

Jestli je vzorek dost dobfe vybalancovan, tak Ze podilovy odhad je nestranny,

pak var(T")p a var(7) gy jsou konservativni ve svych o¢ekévanych hodnotach pte-
konava aktudlni stfedni ¢tvercovou chybu [Royall and Cumberland, 1981].

Priklad. V nasem pftikladé se zlomeninami jsme zadefinovali 2 mozné odhady:
(2.2) a (2.3). Pro kazdy z nich budeme potfebovat zadefinovat superpopula¢ni
model, vzhledem k tomu, jak jsme zadefinovali odhady, tyto 2 modely se budou
lisit.
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3. Superpopulac¢ni modely pro
nase odhady

3.1 Superpopulac¢ni model pro 1.odhad

V odhadu (2.2)) plati:

1. A% je roven ) Y., kde pro kazdou ndhodnou veli¢inu Y; ;, plati:

| 1, jestli jedinec i byl osetren ambulantné
Yijy = { 0, mnikoliv (3.1)
Z povahy Y; ;, vyplyva, ze Y; ;, ~ Alt(p;)
2. Njyjed ., Tijya N% je > sy, kde pro kazdou z; ;, plati:
z;j, = 1, pro kazdé i. (3.2)

Pozndmka. Zavedli jsme ji tak technicky, aby nam >, 2;;, > ¢ i, Ve skutec-
nosti davaly N;, a N %

Poznamka. Pro jednoduchost se dal dohodneme, ze vékova kategorie 5 a rok y
budou pevné zvolené a tedy misto indexi Y; ;, a z;;, miZeme psat jenom Y; a
Z;.

Superpopulac¢ni model bude podobny obecnému modelu, ktery jsme zavedli
predtim.
Yi=biwi + 6 =01 +e. (3.3)

Vzhledem k modelu (3.3)) a k tomu, Ze €, €a, . .., €, jsou nezavislé stejné roz-
délené ndhodné veliciny plati, ze i Y7, Ys,...,Y,, jsou také nezavislé a stejné roz-
délené ndhodné veli¢iny — Y; ~ Alt(p).

Velicina Y; je dichotomicka, tedy plati:
E(Y) = P(Y,=1) =p.
Var(Y;) = p(1 —p). -
E(T)=E()_ Y)=>» EY;)=> p=Np. (3.6)
z Z

Z

V pripadé dichotomické odezvy Y; pro odhad parametru B{ se obvykle ne-
pouziva obycejny regresni model ({2.5)), pouziva se teorie logistické regrese, kterou
popiseme v posledni sekci této kapitoly. Ale jelikoZ v nasem ptipadé veli¢iny z; = 1
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pro vechna ¢, pak parametr 3] se odhadne jednoduse jako vybérovy primeér (a
zaroven jako "relativni Cetnost”) veli¢in Y;:

Zs Y;J _ Zs Ym

- - . 3.7
51 n ZS xi,j ( )
Poznamka. BA{ je nestranny a konsistentni.
Tvrzeni 4 (Vlastnosti odhadu B{ ). Pro odhad B{ plati:
1. f1e(0,1)
2. E(]) = 5]
nJ Yiji\ _ o2
3. wvar(py) = var(%) =,
Dikaz:
1. Je trivialni.
2. A
£ —E 2usYig _ 2sBYiy  Bidiswiy 8l (3.8)
s iy Qs Tig s i
3.

Var(Bj) = var (ZS Yivj) _ dogvaryy; _ (02 g Q;”) o2

2
o
! D5 Ti (D5 @ig)? OCszig)?  Ygwiy (g '

3.2 Superpopulac¢ni model pro 2.odhad

Ptipomernime si, ze v odhadu ([2.3) v roli mnoziny S vystupuji vSechny Zeny
se zlomeninami, které byly oSetfeny v Nemocnici Motol. V roli mnoziny Z jsou
vSechny hospitalizované Zeny v CR.

V odhadu (2.3)) plati:

1. A% jeroven ) .Y, ;.. kde pro kazdou nahodnou veli¢inu Y ;,, plati:

1 estli iedi . L .
Vi, = { , gestli jedinec © byl osetren ambulantné (3.10)

0, nikoliv
Z povahy Y ;, vyplyva, ze Y; ;,, ~ Alt(p;)
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2. Hiyjed ,wij, a Hj% je > g i jy, kde pro kazdou z; j, plati:
1, jestli jedinec i byl hospitalizovdn
Yoy = { 0, nikoliv (3.11)

Pozndmka. Pro jednoduchost se stejné jako i v sekei (3.1) dohodneme, Ze vékova
kategorie j a rok y budou pevné zvolené a tedy misto indexid Y; ; , a ; ;, mizeme
psat jenom Y; a x;

Poznamka. Predpokladame, zZe, pokud Zena ¢ byla hospitalizovana, pak jiz nemuze
byt ambulantné oSetiena t.j. xr; = 1 — y; = 0 i naopak, pokud Zena nebyla
hospitalizovana x; = 0 — y; = 1, jinak (t.j. pokud by nebyla hospitalizovina
ani oSetfena ambulantné) by v zdznamu o zlomeninach v Nemocnici Motol viibec
nevyskytovala.

Pacientka i | Hosp. | Amb.
1 0 1
2 0 1
3 0 1
n-1 1 0
n 1 0

P11 této definici veli¢in Y; a x; mame pak problém pii definici naseho super-
popula¢niho modelu, protoze tyto dvé udalosti: byt oSetfena ambulantné a byt
hospitalizovana se vzajemné vylucuji. Musime si zadefinovat nové veli¢iny Y* a
x, abychom je mohli prozkoumat na zakladé naseho modelu.

Mnozina Z a S zlstavaji stejné:

Zs Yijy
Y i = &=2 27 3.12
Y Nj,y ( )
> 5 Tijy
x;, = = (3.13)
Y vay

Poznamka. Kde Y}, znamena pomér ambulantné osetfenych, a z , pomér hospi-
talizovanych pacientek dané vékové kategorie j v roce y v CR.

A mutzeme definovat nasledujici model:
Yiy = ﬁé]x;y + Gy (3.14)

Pro kazdou vékovou kategorii budeme mit rizny model. Data mame jen za 2008—
2014 roky, pak to znamend, ze model bude mit celkem 7 hodnot prediktort z7
a 7 hodnot odezvy Y}', .

Mnozinu let 2008-2014 pro jednoduchost pfekodujeme na 1-7 a tuto mnozinu
ozna¢ime jako L = {1,2,...,7}.

Piedpoklady modelu jsou vzhledem k definici veli¢in Y}’ a 7 stejné jako u
modelu ([2.5)).
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Abychom odhadli parametr B% pouzijeme metodu vazenych nejmensich ¢tver-

cu a dostaneme:

5 ZLY
L ] 3.15
62 ZL m;y ( )
Pro odhad ﬁg plati:
1. BA% € (0, 4+00)
E(33) = 5}
3.
o) = van( ) -
1
:m*m@w‘
(ZL jy ZV&I‘
1 Z varYj,
= 5.5 Q) =
(=) Z Ni
1 D5 T2y
= 5L S *Q () =
(=) 27N,
_ o 25 Liy _
SR N
___ (3.16)

(X, =52)

Y

Pozndmka. Vyhoda tohoto odhadu je takova, ze na né€j nejsou skoro viibec kladené
zadné predpoklady, a tim mtize byt lehce vyuzit za realnych okolnosti. Nevyhodou
je, ze vzhledem k tomu, Ze jmenovatel je z povahy dat mnohem mensi, nez v ,
odhad 3] bude mit vétsf rozptyl, nez 5.

3.3 Souvislost mezi prvnim odhadem a druhym
odhadem

V této sekci zjistime jak spolu souviseji 1. a 2. odhady. Jak jsme zadefinovali
v sekci (2.1) odhad 1 je roven:

HambM

yen™

.
Aj, = #Zen x

= #amb. (3.17)
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Tim, ze vime, Ze soucin za predpokladu odhadu /Aliy
#hosp™ § #7zen
#hosp  #zen™

jednoduchymi tpravami dostaneme:

H#amb™

~ 1 (3.18)

n#ambM #hosp #zen"

Al = #renTT——_ — 76
v = # Hzen™ #2 Hzen™ HhospM #zen
#amb™
= #hosp— = A% . 3.19
# p#hOSpM 2,9 ( )

Z prvniho odhadu — fljly dostaneme druhy odhad —Aiy.

3.4 Logisticka regrese

Jak jsme videéli v sekei (3.1), nase odezva v superpopula¢nim modelu 1.odhadu
byla dichotomické (viz obrazek . My jsme méli stésti, ze ; = 1 pro kazdé
i, protoze jsme v tomto pripadé mohli odhadnout parametr 6{ jednoduse jako
vyberovy primér veli¢in Y;, viz . Obvykle v ptfipadé dichotomické odezvy se
parametr 5 odhaduje pomoci metody logistické regrese.

Logisticka regrese se pouziva, pokud odezva Y; v linedrnim regresnim modelu
je dichotomicka ndhodné veli¢ina. V takovémto pripadé obycejny linearni regresni
model neni vhodny

Tedy i parametr 8 nemtzeme odhadnout tradi¢nim zptisobem, ale metodou
logistické regrese. Tato metoda spoc¢iva v tom, Ze pouzijeme model.
Pi

7

In( ) = Bx;, kde p; ;== P(Y; = 1) (3.20)

[Hosmer Jr et al., 2013]
Pi

Poznamka. Funkci ln(l_p
transformuje defini¢ni obor funkce Sance £~ z (0,00) na (—oo, + 00).

-) se iika logitovd funkce, kterd vzajemné jednoznacéné
1

Z logistického regresniho modelu ((3.20) vyjadiime pravdépodobnost p; jako

1

po= PV = 11X =) = o (321)
1—pi:P(Y:0\X:x):1—P(Y:1|X:x):1—m (3.22)
Celkem

P(Y = y|X = 2) = (m)m _ m)ly, proy =0,1.  (3.23)
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V logistickém regresnim modelu ([3.20) odhady parametri obvykle hleddme
metodou maximalni vérohodnosti. Logaritmicka vérohodnostni funkce pro model
binarni logistické regrese méa tvar:

n eXp_’Bzi 1-yi n eXp_'Bzi 1-yi
— 1 —

) ng 14 expfre 4 1+ exp~Fe

=3l DB ke )] (324

Resenim systému vérohodnostnich rovnic:

ol Xz ~ ~
L =0,7=0,1,...,k ziskdme odhady [, ...,

0B,
Nage regresni kifvka bude mit nésledujici podobu: viz obrazek [A.3]

Pozndmka. Vime, ze maximalné vérohodny odhad je asymptoticky nestranny a

konsistentni.

Toto Teseni nelze obecné nalézt v algebraickém tvaru, proto se hleda nume-
ricky, napf. pouzitim Newtonovy— Raphsonovy iteraéni metody [Pecakova et al.,
2007].
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4. Prakticka ¢ast

Po predlozeni teoretickych vlastnosti podilového odhadu a dat, se mizeme
konecné pustit do pocitani s konkrétnimi cisly.

Tato ¢isla nalezneme v tabulkach az viz prilohy.

4.1 Vypocet incidence 1.odhadem

Incidenci odhadneme néasledujicim zptisobem, viz (1.6)

AM
INCZlOmi . = JY 41
7‘7 Nj7y

Predpoklady:

e Pomér ambulantné osettenych pacienti k poc¢tu hospitalizovanych pacientt
v Nemocnici Motol odpovidd poméru pro celou Ceskou republiku.(zvIast
v kazdé veékové kategorii.)

Spocteme odhad @{ 1' pro kazdou vékovou kategorii j, viz tabulka (4.1)).

Tabulka 4.1: Hodnoty B{
Vek | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.01 0.04 0.03 0.02 0.021 0.014 0.0144 0.023 0.02 0.018

Veék | 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0.022 0.027 0.027 0.034 0.048 0.038 0.0435 0.0378 0.03 0.0001

Pro ukdzku vypoctu incidence (|1.6]) si zvolime vékovou kategorii 12-ti let roku
2014:

~ 1 H12,2014 + N1272014%
]chlom,g. 12 — 12,2014 _
’ N12,2014
His2014 + Ni2,201451° _ 220 +45022 % 0.027 _ 0,032 o
N12,2014 45022 . )

Podobné se to spocita i pro ostatni roky, incidenci pro kazdou vékovou kate-
gorii pak nakreslime na obrazku (A.7)).
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Tabulka 4.2: Incidence zlomenin (I).
Veék 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
0.0104 0.0504 0.0383 0.0221 0.0245 0.0198 0.0198 0.0271 0.0242 0.0239

Vek 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0.0288 0.0321 0.0332 0.0332 0.0491 0.038 0.0425 0.028 0.0311 0.001

4.1.1 Vlastnosti odhadu incidence 1.odhadem

V odhadu incidenci zlomenin (1.6)) je jenom jedna nédhodna slozka a to je

Y . - . y
81 = 5. Abychom prozkoumali odhad incidence staci prozkoumat odhad 3.
1Y

V tomto odstavci spoc¢teme stfedni hodnotu chyby a rozptyl 312

1. Stfedni hodnota chyby odhadu T je
B(H - ) =0

Abychom mohli v§poéitat rozptyl odhadu 12 musime nejprve spocitat o
modelu (3.3)).
R 1 5 i
o = m(y - XpP)NY - XB{%) =
.

~gm 1A=

=1

(75 % (1 — 0.027)% + 2647(0 — 0.027)%) =

~ 2721
= 2.93 = 0.0268. 4.
2721*7 93 = 0.0268 (4.3)
2. Rozptyl chyby odhadu T je roven
2
M2 12y a2y _ 0~ 0.0268 _
var (3 ) = var(py) = — =93 2.89 % 1076. (4.4)

Rozptyl je velmi maly, a to je i kvilli tomu, Ze byl spocitan za nepravdépo-
dobného predpokladu.

4.2 Vypocet incidence 2.odhadem

Spocteme parametr B% |D pro kazdou vékovou kategorii j pomoci dat z
tabulek [A.8] a [A.9]
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Tabulka 4.3: Hodnoty /3
Vék 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9
11.1428 47.7038 95.9573 25.4116 31.6479 57.4638 24.2581 40.9077 21.9313 26.1278

Vék 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
43.9423 49.5406 39.9563 35.7348 24.1503 29.1721 12.4821 13.3959 16.9026 5.4601

Pripomenme si, ze odhad ﬁ% je odhadem podilu
M

2 Jy
By = =7
7y

Z toho a z (1.7)) vyplyva, Ze incidenci odhadneme nasledujicim zptisobem

AM .
zlom.z. — — .
Hj,y Hj,y

Ptedpoklady:

e Pomér ambulantné oSetfenych pacientti k poc¢tu hospitalizovanych pacientt
v Nemocnici Motol odpovidd poméru pro celou Ceskou republiku.(zvI4st
v kazdé vékové kategorii.)

Pro ukazku si zvolime vékovou kategorii 12-ti let z roku 2014, tim, ze se v ni
vyskytuje vic zlomenin nez v ostatnich kategoriich, pfedpokladame, ze nas odhad
bude stabilnéjsi.

A{\g 2014
Hi2 9014 + Hi2.2014 757
2 H
— 12,2014 (4 6)
Hi.2014

INC

zlom.z.

Ted’ zndme vSechny veli¢iny ze vzorce (4.5)), tedy tento odhad mizeme spoci-
tat.

AM12 2014
9 Hiz 0014 + Hi2 00014 53—
12,2014

220 220 + 299503
zlom.2.,12 ™ H12,2014 x* FRAC N 45022

L —0.20013
(4.7)

INC

Podobné se to spocita i pro ostatni roky, incidenci pro kazdou vékovou kate-

gorii pak nakreslime na obrazku ((A.8))
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Tabulka 4.4: Incidence zlomenin (II)
Vek 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0004 ,0.0541 0.1434 0.0620 0.1153 0.3023 0.1314 0.1792 0.1068 0.1347

Vék 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0.2641 0.2544 0.2001 0.1080 0.04828 0.04337 0.01983 0.02259 0.0208 0.0063

4.2.1 Vlastnosti odhadu incidence 2.odhadem

Stejné jako minulé - abychom prozkoumali odhad incidence 2 .odhadem staci
prozkoumat odhad /3.

V tomto odstavci spoc¢teme stfedni hodnotu chyby a rozptyl 312

1. Stifedni hodnota chyby odhadu T je
E(f) —f3) =0

Abychom mohli v§poditat rozptyl odhadu 12 musime nejprve spocitat o2

modelu (3.14).

o1

7= XY - X =
n j—
1 (g — BR221)? 0.08828
= ! = = 0.01471 4.8
n—k ; x! (48)
2. Rozptyl 812 je roven
e 2 0.014713
var(f3? — f,y°) = var(By?) = 2 = = 14.56.

(3, &) ~0.00101

3y

Jak vidime z obrazku pro véky 0,1 a 14-19 incidence zlomenin, které
byly spocitany dvéma odhady, se 1isi malo... na rozdil od vekt 2-13, kde je ten
rozdil markantni. Druhy odhad incidence pro vék 2-13 je velky, protoze je pro né v
porovnani s ostatnimi véky pocet pacientek osetrenych ambulantné v Nemocnici
Motol vétsi, nez pro ostatni a pocet hospitalizovanych se moc nelisi. Tim, Ze
pocet ambulantnich pacientti je mnohonasobné vétsi, nez pocet hospitalizovanych
v Nemocnici Motol, bude vétsi rozptyl daného odhadu incidence.
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Z.avér

V prvni kapitole jsme zavedli pojem incidence, ukazali jsme data, pomoci
kterych jsme méli danou incidenci odhadnout. Ve druhé kapitole jsme si zadefi-
novali podilovy odhad, ukazali a dokazali jeho vlastnosti, poté jsme zavedli line-
arni regresni model, odhadli jsme jeho parametry 3 a rozptyl chyby o2 metodou
vazenych nejmensich ¢tverci. Ve treti kapitole jsme zadefinovali 2 super popula-
¢ni modely pro 2 nase odhady a prodiskutovali jsme jejich vlastnosti. Ve ¢tvrté
kapitole jsme pomoci redlnych dat odhadli incidenci zlomenin dvéma odhady z
treti kapitoly; pro ukazkovy vypocet jsme spocitali incidenci zlomenin ve vékové
kategorii 12 let z roku 2014.
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A. P¥ilohy

A.1 Datové soubory

A.1.1 Data z celé CR

Tabulka A.1: Soucet hospitalizovanych zlomenin pies vsechny diagnézy v CR—
H-

7Y

Rok\Veék 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2008 25 66 109 121 174 229 244 241 277 195 229
2009 22 51 85 125 178 214 241 218 212 223 202
2010 21 64 96 132 164 227 271 249 278 252 235
2011 21 79 113 153 199 259 272 277 245 248 223
2012 17 60 121 152 241 270 286 244 262 258 271
2013 15 82 112 117 193 267 326 302 233 292 217
2014 16 59 79 131 208 309 307 237 240 243 275

Rok\Vek 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2008 259 207 177 137 106 80 107 92 97 98
2009 245 211 152 94 115 8 78 94 95 94
2010 247 216 148 115 71 8 97 80 81 99
2011 228 202 156 80 70 71 8 88 94 94
2012 236 189 136 8 59 67 72 100 83 78
2013 217 184 116 88 67 58 64 59 82 71
2014 230 220 130 84 63 65 70 54 51 68

Tabulka A.2: Podet Zen v pifslusném véku v CR-N;,

Rok\ Vék 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2008 57317 53858 50913 49006 46954 45814 45240 44152 43509 43655 44088
2009 58314 57459 54041 51022 49190 47038 45975 45319 44299 43582 43795
2010 57624 58437 57640 54114 51175 49262 47158 46035 45434 44346 43712
2011 55470 58701 59684 58922 55363 51429 48902 46727 45671 44952 44179
2012 53028 55621 58780 59725 58951 55354 51478 48903 46775 45663 44972
2013 52611 53254 55676 58832 59726 58954 55375 51479 48912 46767 45665
2014 52799 53074 53396 55756 58878 59744 58995 55406 51483 48938 46790

Rok\Vek 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2008 44234 45593 49597 55829 59325 61168 63551 63884 65195 66342
2009 44155 44375 45666 49744 55910 59513 61464 64011 64507 66140
2010 43845 44275 44415 45786 49799 56088 59800 61924 64293 65126
2011 43688 43770 44028 44248 45575 49688 55949 59817 61729 64225
2012 44169 43713 43760 44056 44258 45649 49825 56328 60047 61987
2013 44985 44174 43727 43766 44095 44308 45846 50370 56623 60136
2014 45680 45022 44213 43756 43819 44178 44606 46452 50756 56784
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A.1.2 Ambulance a hospitalizace v Motole.

Tabulka A.3: Pocet hospitalizovanych v Motole —H %
Rok\Vé&k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2009 1000 2 0 2 01 5

2010 030301320 3 4

2011 0011301111

2012 01112124010

2013 100 01 2 1 4 4 2

2014 100 2 012 2 30

Rok\ Vék 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

2009 1 0o 1 0 2 2 2 2 2 1
2010 1 2 1 1 0 2 5 3 3 NA
2011 1 0 0 2 0 1 3 0 0 NA
2012 2 2 2 2 1 0 0 1 1 0
2013 21 4 0 4 0 1 2 1 0
2014 12 1 3 1 1 2 2 0 NA

Tabulka A.4: Souc¢ty poc¢tu zlomenin pres vSechny diagnézy v Nemocnici Motol—
AY + H)

Rok\V&k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2008 11 17 35 22 29 43 27 47 45 49
2009 11 28 25 32 34 37 28 44 48 38
2010 6 24 21 23 48 28 48 30 53 63
2011 3 32 38 31 39 46 49 49 42 51
2012 5 28 33 31 45 46 56 39 44 52
2013 9 40 32 35 44 69 48 49 46 53
2014 3 36 36 34 54 57 55 69 61 57
Rok\ Vék 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
2008 41 56 54 41 38 30 26 28 15 2
2009 47 49 60 44 27 29 34 19 23 3
2010 56 48 42 37 30 33 30 36 22 0
2011 54 58 51 53 24 19 23 24 22 O
2012 54 57 71 54 28 23 24 24 23 1
2013 71 62 69 51 41 37 22 17 9 2
2014 78 79 76 56 50 30 35 25 20 O

Tabulka A.5: Pocet zZen, které zily v okoli u Nemocnice Motol k 31.12.2014 -V %01 4

J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Prb5 47 173 232 384 610 906 900 695 704 712
Pr6 60 223 298 495 785 1167 1159 895 906 918
Pr7 23 8 114 190 301 447 445 343 347 352
Pr13 37 136 182 301 478 710 706 545 552 539
Pri6 14 51 69 114 181 270 268 207 209 212
Pr17 17 61 82 136 216 321 319 246 249 253
X 198 729 977 1620 2571 3821 3799 2931 2967 3006
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10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Pr5 806 674 645 381 246 185 191 205 158 150 199
Pr6 1038 869 831 491 317 238 245 264 204 193 257
Pr7 398 333 319 188 122 91 94 101 78 74 98
Pr13 632 529 506 299 193 145 149 161 124 117 156
Pr16 240 201 192 113 73 55 57 61 47 45 59
Pri17 28 239 229 135 8 65 68 73 56 53 71
b)) 3400 2845 2722 1607 1038 779 804 865 667 632 840

Tabulka A.6: Vysledny primérny podil hospitalizovanych.
Veék 0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9
9.1 22 12 41 33 19 42 28 5. 4.1

vek 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
25 22 28 31 4. 41 92 81 7.1 20

Tabulka A.7: Vysledny primérny podil ambulantnich pacientek.
Vek 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.7 42 41 40 58 63 62 62 64 7.3

vek 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
81 79 82 65 43 37 35 30 257 NA

Tabulka A.8: Hodnoty Y;* % 107°

17.1 487 46.3 62.7 651 787 56.6 97.1 106. 122. 105. 111. 133. 964 50.3 483 53.8 27.7 328 3.10
104 359 364 37.0 93.8 54.8 954 652 110. 133. 126. 105. 92.6 81.1 655 62.3 44.6 552 30.7 NA
541 54.5 62.0 509 65.0 894 98.2 103. 89.8 111. 120. 133. 117. 116. 54.2 39.5 40.3 429 36.8 NA
9.43 485 544 50.2 729 81.3 105. 79.7 91.9 114. 116. 125. 158. 119. 61.3 52.0 52.6 46.2 39.1 1.67
152 75.1 575 59.5 72.0 114. 849 874 859 109. 151. 136. 147. 117. 84.5 839 474 32.7 159 3.3
3.79 67.8 674 574 91.7 93.7 89.8 121. 113. 116. 165. 169. 167. 120. 112. 66.2 74.7 51.6 43.1 - NA

Tabulka A.9: Hodnoty x} * 1075

1710 0 0 407 0 435 0 226 115 228 0 225 0 402 358 3.36 325 3.12 1.55
0 513 0 554 0 203 636 0 6.60 9.02 229 456 226 225 0 4.02 891 502 484 NA
0 0 168 170 542 0 204 214 219 222 226 0 0 454 0 219 604 O 0 NA
0 180 170 1.67 339 181 389 0 214 0 445 453 458 457 227 0 0 201 178 0

1.90 0 0 0 167 339 181 7.77 818 428 438 222 906 0 914 0 226 436 199 0

1.89 0 0 359 0 167 339 361 58 0 214 438 222 6.79 229 228 453 448 0 NA

A.2 Obrazky
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Obrazek A.1: Ukazka: model s linearnim rozptylem, kde x; = i pro ¢ €
o2z,
{0,1, . ,100} a €~ N(O, 0.05)
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Obrazek A.2: Ukazka: model s dichotomickou odezvou Y;, kde x; = i pro i €
{0,1,...,100} a ¢; ~ Alt(Sx;)
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Obrazek A.3: Regresni kifvka, kde x; =i pro i € {0,1,...,100} a ¢; ~ Alt(fBx;)
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Obrazek A.4: 1. Nemocnice Motol 2. Nemocnice na Bulovce 3. Fakultni nemocnice
Kralovské vinohrady 4. Thomayerova nemocnice 5. VSeobecné fakultni nemocnice
v Praze 6. Ustfedni vojenskd nemocnice

Pozndmka. Modrou ¢arou je vyznac¢ena predpokladana spadova oblast Nemocnice
Motol.
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Podil hospitalizovanych (%)
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Obrazek A.5: Na obrazku jsou odhadnutéa procenta hospitalizovanych, oranzova
cara je pokus o vyhlazeni téchto hodnot.
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Podil ambulantnich(%)
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Obrazek A.6: Na obrazku jsou odhadnuté procenta ambulantnich, oranzova ¢ara
je pokus o vyhlazeni téchto hodnot.
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Obrazek A.7: Incidence zlomenin I
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Incidence zlomenin
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Obrazek A.8: Incidence zlomenin II
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Obrazek A.9: Porovnani incidenci zlomenin (I) a (II).
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