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Uvod

Tato préace se zabyva zdkladnimi vlastnostmi diskrétnich linedrnich dynamic-
kych systém.

V prvni kapitole jsou definovany diskrétni linedrni dynamicky systém s fizenim
a kontrolovatelnost systému pomoci definovani kontrolovatelnosti systému v case
t. Tvrzeni, ze pokud je systém dimenze n kontrolovatelny v jakémkoli case t, pak
je kontrolovatelny v case n, je obvykle dokazovano pomoci Cayley—Hamiltonovy
véty, zde je ale dokazano pomoci nékolika lemmat. Dale je uveden PBH test
kontrolovatelnosti a pro jeho diikaz podstatna lemmata.

V druhé kapitole je definovan diskrétni linedarni dynamicky systém s vystu-
pem a pozorovatelnost systému opét pomoci definovani pozorovatelnosti systému
v ¢ase t. Tvrzeni o souvislosti pozorovatelnosti systému dimenze n v ¢ase t a v Case
n se opét obvykle dokazuje pomoci Cayley—Hamiltonovy véty, v této praci je do-
kazano pomoci lemmat.

Dualnimu systému je vénovana treti kapitola, je dokazan vztah mezi kontro-
lovatelnosti, respektive pozorovatelnosti systému a pozorovatelnosti, respektive
kontrolovatelnosti dualniho systému.

Ctvrté kapitola obsahuje dopliujici tvrzenti, kters jsou pouze potiebna k Feseni
priklada z paté kapitoly.

Pata a posledni kapitola obsahuje tti fesené priklady, kde prvni ukazuje za-
kladni vlastnosti diskrétniho linearniho dynamického systému s fizenim, druhy
resi otazku konvergence diskrétniho linedrniho dynamického systému s tizenim,
treti se zabyva otazkou konvergence diskrétniho linedrniho dynamického systému,
ktery neni ¢asové invariantni, tedy prechodova matice se méni v kazdém kroku.



1. Diskrétni linearni dynamicky
systém s rizenim

Dynamicky systém je systém, jehoz stav se vyviji v ¢ase. Mtize to byt naptiklad
vozitko, které se pohybuje v roviné. Nebo se muze jednat o vzduch ve vznétovém
motoru, jehoz teplota a hustota se méni podle toho, v jaké fazi se zrovna motor
nachézi.

Stav dynamického systému v ¢ase t popisujeme vektorem x(t) € R", kde R”
nazyvame stavovym prostorem. Stav v ¢ase t = 0, tedy x(0), nazyvame pocdtecnim
stavem. Kazdé z(t) uréuje dalsi vyvoj systému, v ptipadu naseho vozitka by mohlo
x(t) nalezet R*, kde prvni dvé soufadnice vektoru by uddvaly polohu a tietf
a ¢tvrta rychlost pohybu. V pripadé vzduchu ve vznétovém motoru muzeme za
z(t) € R? povazovat teplotu a hustotu vzduchu.

Nadéle budeme pouze uvazovat diskrétni dynamicky systém, kde ¢as bereme
v nezapornych celo¢iselnych ndsobcich néjakého ¢asového intervalu h, x(t) je stav
v case t - h,t € N. Napiseme-li pouze systém, budeme tim mit na mysli diskrétni
dynamicky systém.

P1i popisu systému musime rozlisit dva rizné pripady, a to jestli jej dokazeme
néjak ovlivnit v pritbéhu c¢asu, nebo nikoli. Pokud neméame moznost systém néjak
ridit, neumime jej v prubéhu ¢asu ovlivnit, pak mluvime o autonomnim systému.
Jedna se o systém, kdy stav v ¢ase t + 1 je jednoznacné urcen stavem v case t.
Lze jej popsat rovnici

2t +1) = F(x(t),

kde F' : R® — R" nazyvame prechodovou funkci a budeme predpokladat, ze F
nezavisi na t, neboli systém je casové invariantni. Rekneme, Ze autonomni systém
je linedrni, pokud F' je linedrni funkce, lze jej zapsat jako z(t + 1) = Ax(t),
pro néjakou matici A € R™", matici A nazyvame prechodovou matici. Potom
v autonomnim systému ziskame stav v ¢ase t jako x(t) = A'z(0) a proto stav x(t)
zavisi pouze na pocatecnim stavu z(0). Pokud chceme predpovédét stav systému
v Case t, tak se tiloha méni na vypocitani A* pro kazdé t.

Nas budou zajimat systémy s rizenim, coz je systém, kde dokazeme stav sys-
tému v ¢ase t + 1 ovlivnit pomoci vstupu v ¢ase t. Vstup v Case t je u(t) € R™.
Jak ovlivni vstup v Case t stav v case t + 1 je dano rovnosti

z(t+1)=F(z(t)) + E(u(t)),

kde F: R" - R", £ : R™ — R".
Mluvime o linearni systému s tizenim, pokud F a E jsou linedrni zobrazeni.
V tom pripadé

z(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t),

pro néjaké matice A € R™" B € R"™ kde matici B nazyvame 7ridici matici.
To nés vede k nasledujici definici.

Definice 1 (Diskrétni linedrni dynamicky systém s fizenim). Diskrétni linedrni
dynamicky systém s rizenim dimenze n je zaddn rovnici

z(t + 1) = Az(t) + Bu(t),
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pro t € N, a pocatecnim stavem x(0), kde z(t) € R" je stav systému v case t
a A e R B e Ry e R™ Strucné budeme diskrétni linedrni dynamicky
systém zapisovat jako systém s fizenim (A, B) dimenze n s pocate¢nim stavem
z(0).

1.1 Kontrolovatelnost systému

Nasledujici definice a vlastnosti jsou znamé a lze je najit zhruba sepsané
v Boyd| (zima 2008-2009c)).

Definice 2. Dosazitelny stav v ¢ase t systému s rizenim (A, B) dimenze n s po-
catecnim stavem x(0) je vektor y € R™, pro ktery existuji vstupy u(0), ..., u(t—1)
takové, Ze y = x(t). Dosazitelnd mnozina $; v case t je mnozina vsech dosazitel-
nijch stavi v case t. Rekneme, Ze systém je kontrolovatelny v ¢ase t, pokud plati
R, = R™

Lemma 1. Necht mame systém s rizenim (A, B) dimenze n s pocatecnim stavem
z(0). Potom plati R, = A'z(0) + Im(A™'B | A" 2B |--- | AB| B).

Diikaz. Podivejme se, jak mtuzou vypadat prvni dva stavy, v ¢ase t = 1, 2.
Mame
z(1) = Az(0) + Bu(0),

proto z(1) € Az(0) + Im(B). Dale
z(2) = Az (1) + Bu(1)
= A(Az(0) + Bu(0)) + Bu(1)
= A%x(0) + ABu(0) + Bu(1),
tedy z(2) € A%(0) + Im(AB | B).

Dokézeme indukei, ze z(t + 1) € A" x(0) + Im(A'B | A™'B | --- | AB| B).
Muzeme predpoklddat, ze pro z(t) plati

t—1
z(t) = A'z(0) + > A™"'Bu(i) € A'z(0) + Im(A"'B | A”?B|--- | AB | B).
=0
Pak

z(t+1) = Az(t) + Bu(t)

= A(A'2(0) + § A= Bu(i)) + Bul(t)

i=0
t—1
= A 2(0) + (Z At_iBu(i)> + Bu(t)
=0
t
= A2 (0) + (Z At_iBu(i)> :
=0
Proto z(t + 1) € A"™'z(0) + Im(A'B | A" 'B|--- | AB | B). O
Pozndmka. Z Lemmatu (1) je ®; = A'z(0)+Im(A"™'B| A" 2B | ... | AB| B),
tudiz R, je afinni podprostor prostoru R". Jedna se o linearni podprostor pravé
tehdy, kdyz A'z(0) € Im(A"™'B | A" 2B | --- | AB | B). Specidlné R, je linedrn{

podprostor, pokud z(0) = o.



Lemma 2. Rovnost ®; = R" je ekvivalentni s podminkou,

Ze dim(Im(A"™'B | A"™2B|---| AB| B)) =n.

Diikaz. Vime, ze %, = A'z(0)+Im(A"'B | A" 2B |--- | AB | B), proto i; = R"
pravé tehdy, kdyz Im(A*"!'B | A"™2B | --- | AB | B) = R", coZ je pravé kdyz
dim(Im(A*"'B | A*2B|---| AB| B)) = n. O

Poznamka. Matici tvaru
(A'B|A™2B|---| AB| B)

budeme znacit jako B;.
Lemma 3. Necht A € R"*", B € R™™. Pokud pro néjaké | plati, Ze

Im(Bl) = IIH(BZ_H),
pak
pro kazdé k > 1.
Diikaz. Staci dokazat, ze z predpokladu

Im(Bl) = Im(Bl+1)
plyne, Ze

Im(BH_l) = Im(BH_Q).
Necht plati, ze Im(B;) = Im(B;11). Ukdzeme, ze Im(B;1) = Im(Bj12). Ziejmé
Im(B;11) € Im(By42) a diky struktufe matic By a Bjyo plati
Im(A'B | A7'B |- | AB | B) CIm(A™B | A'B|--- | AB | B).
Jelikoz prostor Im(B; ) se lisi od prostoru Im(B;1) pouze o podprostor genero-
vany sloupci matice A1 B, tak staci ukdzat, Ze
A"'b; € Im(A'B | A7'B | --- | AB | B)

pro kazdé i € {1,...,m}, kde b; je i-ty sloupcovy vektor matice B. Z predpokladu
mame, ze pro kazdé i € {1,...,m}

Ab; € Im(A'B | A2B | --- | AB | B),
proto
Ab; :lel,lAlilbl +-+ lel,mAlilbm + 0172,114[72131 +-
+ oAby + -+ coabr 4+ Combim,
kde ¢;_11,...,com € R. Diky tomu ziskavame
At'p; =AAD,
=A(c-11 A by + -+ g1 ATy, + Cl—2,1Al_2b1 + -
+ciomATby, + - cgiby + -+ combim)
=c_11ADy + -+ 1A'y + o1 AT by 4
+ ¢ omAT by, - oAby + -+ comAby, €
cIm(A'B|A™'B|---| AB).
Ale Im(A'B | A“'B | -+ | AB) € Im(A'B | A='B | --- | AB | B), tudiz
Atlb, e Im(A'B | A71B | .-+ | AB | B) = Im(Bj41). O
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Lemma 4. Necht A € R™*" B € R"™"™. Pak existuje k < n + 1 takové, Ze

a vZdy plati, Ze
Im(B,) = Im(B,41).

Diikaz. Ziejmé plati
Im(B;) CIm(B) C --- CIm(B,_1) € Im(B,) C R".

Pokud existuje k < n takové, ze Im(By) = Im(By,1), pak z Lemmatu (3)) vime,
ze Im(By) = Im(B,) pro kazdé r > k, tedy i Im(B,,) = Im(By) = Im(B,,41).
Pokud takové k neexistuje, tak mame posloupnost prostorii

Im(By) C Im(By) C --- C Im(B,—1) C Im(B,,) <R".
Pro dimenze prostort plati, ze
0 < dim(Im(By)) < --- < dim(Im(B,,—1)) < dim(Im(B,,)) < dim(R") = n.

Vidime, ze jelikoz se v kazdém z n kroki zvétsi dimenze aspon o jedna a zaro-
ven je shora omezend hodnotou n, tak musi platit, ze dim(Im(B,)) = n, proto
Im(B,) = R". Jelikoz Im(B,,) C Im(B,+1) C R, tak plati Im(B,,) = Im(B,,11).
Muzeme polozit k rovno n. O]

Diisledek. Necht (A, B) je systém s Fizenim dimenze n s po¢ateénim stavem z(0),
B € R™™. Pokud pro néjaké t plati, ze systém je kontrolovatelny v case t, pak
plati, Ze systém je kontrolovatelny v case n.

Diikaz. Necht je systém kontrolovatelny v case t, proto plati
R, = A'z(0) + Im(B,;) = R",

tudiz Im(B;) = R™. Z Lemmatu (4)) vime, 7Ze existuje k& < n + 1 takové, zZe
Im(By) = Im(Byy1). Pokud k < ¢, pak dle Lemmatu (3) vime, Ze uréité plati
Im(B,,) = Im(By) = Im(B;) = R". Pokud je k > t, pak

Im(B;) = R" C Im(By) = Im(B,,),

proto Im(B,) = R". V obou pfipadech je Im(B,) rovno R", pak i ®, = R"
a systém je kontrolovatelny v case n. O

Definice 3. Systém s rizenim (A, B) dimenze n a pocdtecnim stavem x(0) na-
zveme kontrolovatelny, pokud je kontrolovatelny v case n, R, = R™.

1.2 PBH test kontrolovatelnosti

Nésledujici definice a véty vedou k diikazu PBH testu kontrolovatelnosti. PBH
test kontrolovatelnosti lze najit v Boyd (zima 2008-2009b) a pro néj dulezita
lemmata jsou zhruba v Boyd (zima 2008-2009a), zde jsou podrobnéji prepséana
do matematického znaceni a presnych formulaci.
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Poznamka. Pripomenme, ze kazdy linearni operator f na R™ je vzhledem ke
kanonické bazi prostoru R" urcen jednoznacné matici A = (f(eq), ..., f(en)), coz
zapisujeme f = f4.

Definice 4. Necht f : R" — R" je linedrni operdator na R"™. Pak rekneme, Ze
prostor W < R" je f-invariantni, pokud pro kazdé w € W plati, Ze f(w) € W.
Pro A € R"™" rekneme, ze W je A-invariantni, pokud je fa-invariantni, tudiz
pro kazdé w € W plati fa(w) = Awe W.

Priklad. Pokud A € R™" je blokové horni trojithelnikova matice
D FE
-0 5

kde D € kak’ E ¢ ka(n—k)’ F c R(n—k)x(n—k)’ pak
1% :{<S>z eRk}
je A-invariantni.

Lemma 5. Necht A € R"" B € R™™  pak prostor Im(A"'B | --- | AB | B)
je A-invariantni.

Diikaz. Necht v je vektor z prostoru Im(A" !B | --- | AB | B), chceme ukazat,
7e Av je také v prostoru Im(A" !B | --- | AB| B). Jelikoz v lezi
vIm(A" B |- | AB| B), tak existuji ¢, 11, ... ,co.m € R takovd, Ze

v ZCn—1,1An_1b1 + -+ Cn—l,mAn_lbm + Cn—2,1An_2b1 + -+
+ Can,mAn72bm + -+ coibi 4+ 4 combm,

kde b; je i-ty sloupec matice B. Pak mame, ze

Av :A(cn_LlAn_lbl + 4 cn_LmA”_lbm + cn_271A”_2b1 NS
+ CnoomA" by, + -+ coabi + -+ Combm)
=Cp 11 A"y 4+ ey 1Ay 1 AV by e+
+ CnoomA" by, + -+ g1 Aby + -+ + oAby,

Pak Av € Im(A"B | A" 'B | --- | AB) C Im(A"B | A~'B | --- | AB | B).
Z Lemmatu (4]) vime, Ze plati Im(A"B | A" 'B|---| AB | B) = Im(A""'B |
A" 2B |---| AB| B), proto Av € Im(A"'B | A" B |---| AB| B). O

Lemma 6. Necht f : R" — R" je linedrni operdator na R™ a W < R"” je
f-invariantni prostor, dim(W) = k. Pak ezistuje bize C' prostoru R™ takovd, Ze
[f]g je blokové horni trojihelnikovd matice.

Diikaz. Necht (vi,va,...,vy) je bdze prostoru W. Doplnime ji na bézi prostoru
R™ C = (vi,Va, ..., Vi, Vi1, ..., Vy). Pro kazdy vektor v;, i € {1,...,k} plati,
ze f(v;) € W, proto [f(v;)]z bude mit poslednich k£ + 1,...,n slozek nulovych.
Potom ma matice zobrazeni f vzhledem k bazi C' blokovy tvar

Ko oK o C 1 pC [ Dixk Erxn—k)
e (1% g, = 176 = (P P ),



Lemma 7. Necht systém s rizenim (A, B) dimenze n s pocatecnim stavem x(0)
neni kontrolovatelny, B € R™™ o dim(Im(B)) = r. Pak ezistuje requldrni matice
T radu n takova, Ze

T1AT — Dixi Ekx(n-r) W T B — Bixm ’
0 Fluk)x(n—k) 0

kde Dy € R¥* | By nky € RF*UTR F s (nek) € ROTRX(=k),
BTXm E ]Rrxm'

Diikaz. Necht systém (A, B), x(0), neni kontrolovatelny, proto existuje k < n
takové, Zze dim(Im(A"'B | A" 2B | --- | AB | B)) = k. Necht f4 je linedrni
zobrazeni fu : R — R" dané matici A. Z Lemmatu vime, Ze je prostor
Im(A"'B | A"?B | --- | AB | B) fa-invariantni. Dale pouZijeme Lemma ().
Bézi C sestrojime tak, Ze vezmeme za prvnich r vektori bazi Im(B) a nasledné
doplnime na bézi celého Im(A"'B | A" 2B | ... | AB | B ). Tim jsme
ziskali

C  tinEnip 1KninC 1 [ Drxk Erxm—k)
18 = G 11y, =777 = (Pt Foen ),

pii oznaceni [zd]gn jako T.

Jelikoz prvnich r vektoru ¢y, co, ..., c, tvori bazi prostoru Im(B), tak kazdy
sloupec bq,...,b,, matice B je néjakou linearni kombinaci vektoru cy,...,c,.
Tudiz pro kazdé j € {1,...,m} plati

61]'
Br'
[bJ]C = O] 1]
0
kde 3},..., 37 € R. Polozme
Bll 612 s ﬂlm
621 BQQ v 52m
Br><m = . . . .

Brl 67’2 s Brm

Pak méme

B = 1ol = IS, 161" = lid]S, (bilc ., [bule) = T (B"S '") -

]

Pozndmka. V nésledujicim textu budeme uvazovat jako skaldrni soucin pouze
standardni skalarni soucin, ortogonalita bude uvazovana vzhledem ke standard-
nimu skaldrnimu soucinu a za normu budeme uvazovat Fukleidovskou normu.
Pokud v je vektor, pak v znaéf jeho ortogonalni doplnék
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Véta 8 (PBH test kontrolovatelnosti). Systém s rizenim (A,B) dimenze n s po-
catecnim stavem x(0) neni kontrolovatelnyj prave tehdy, kdyz existuje levy vlastni
vektor w prislusny nenulovému vlastnimu cislu X matice A, ktery je ortogondlni
k sloupciim matice B.

Diikaz. Levy vlastni vektor matice A prislusny nenulovému vlastnimu ¢islu A
definujeme jako vektor w, pro ktery plati, ze w’ A = Aw’. Tato podminka je
ekvivalentni s podminkou, Ze vektor w je vlastni vektor matice A7 pifslusny
vlastnimu ¢islu A\, ATw = Aw, kde A je vlastni éislo matice A.

Nejdrive dokazeme, ze pokud existuje levy vlastni vektor matice A prislusny
vlastnimu ¢islu A ortogondlni ke sloupcim matice B, pak systém (A, B) neni
kontrolovatelny. Predpokladejme, ze w € R", w # 0, je levy vlastni vektor matice
A prislusny vlastnimu ¢islu A, tj.:

wlA=)\w',

ktery je ortogondlni ke sloupcim matice B, a proto pro kazdé j € {1,...,m}
plati
WTbj =0.
Necht v € Im(A"'B | A" 2B | --- | AB | B), tj. existuji ¢,_11,...,com € R

takova, ze

v ZCn—l,lAn_lbl +- Cn—l,mAn_lbm + Cn—2,1An_2b1 +-+
+ Cn—2,mAn_2bm + -+ CO,lbl + -+ CO,mbm'
Potom plati
WV =w (11 A" Dy 4 -+ o1 A b + G0 1 AV by 4
+ Cnoom A" b + -+ coaby 4 -+ Combim),
roznasobenim ziskame
wlv :chn,LlA"_lbl 4+t WTcn,lymA”_lbm + WTCn,271An_2b1 + o+
+ chn_gmA"_Qbm e WTcmbl e WTcombm.
Vytkneme redlné koeficienty:
WTV :Cn,LlWTAnilbl + -+ Cnfl,mWTAnilbm -+ CnfgyleAn72b1 + -+

+ cn_lmWTA"_Qbm 4+ 4 C(]’lWTbl 4+ -+ Co,mWTbm-

Pouzijeme predpoklad, ze w je levy vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu
¢islu A, proto

WTV :Cn,Ll)\nilWTbl + e+ Cnfl,m)\nilebm -+ Cnfgyl)\n72WTb1 + 4

+ Cnfg,m)\n72WTbm + -+ 6071WTb1 +---+ Com@WTbm7

ale z predpokladu vime, ze pro kazdé j € {1,...,m} plati w''b; = 0, tim ziska-
vame
WiV =, AT+ ey 1 AT 0 gt A0+
+ Cnfzym)\n_zo + o+ o0+ + om0 =0.
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Proto Im(A" !B | A" 2B |--- | AB| B) C w a jelikoz w # 0,
tak dim(Im(A"'B | A" 2B |--- | AB | B)) < n. Tim je dokdzana implikace <.
Nyni dokazeme implikaci =.
Necht systém (A, B) neni kontrolovatelny,
dim(Im(A"'B | A" 2B | --- | AB | B)) = k < n, dim(Im(B)) = r, r < k. Pak

z Lemmatu @ vime, zZe existuje regularni matice 7' fadu n takova, ze

T—lAT _ Dkxk Ekx(n—k) a T—lB _ Br><m ‘
0 Flakyx(n-k) 0

Necht je f € R"* levy vlastni vektor matice F| (n—k)x (n—k) Prislusny vlastnimu ¢islu
A € C, proto pro néj plati, ze fTF(n,k)X(n,k) = M7T. Matice F je sice realna, ale
muzeme ji uvazovat jako komplexni a jelikoz kazda komplexni matice ma alespon
jedno vlastni ¢islo, tak i matice F' ma alespon jedno vlastni ¢islo A, které ale muze
byt komplexni, a pak i prislusny vlastni vektor mize byt komplexni. Definujme

wi = (0.0 )7 £0eR,

k-krat 0, oznac¢ime jako 0yyy,

pak ziskdme

D E _

T TV -1 kxk ke (n—Fk) —1
w A= (0 )T T T
k| ) ( ( 0 F(nk)x(nk)> )

(
o) 11) (P B Yo
(

Fln—i)yx(n—k
= (O1xk | fTF(nfk)X(nfk)) T!
= (Opr | M) T

Podobné

Priklad. Necht n,m =2 a

(8o (2 1) 0-)

1
Vektor <9> je levy vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu 3,

o) = () G 2)- () (o)
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Vektor (0

1) je levy vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu 2,

() = 6) (8- () ()

Zaroven levy vlastni vektor (;) je kolmy na vektory <_19> a <i82
testu mame, zZe systém (A, B) nen{ kontrolovatelny, proto % = Im(AB | B) # R

Vysledek si mizeme zkontrolovat,

> . Podle PBH

~18 36 —9 18
(AB‘B)_<2 —4 1 —2>'

Vidime, ze prvni, druhy a c¢tvrty sloupec je nasobkem tretiho sloupce, tedy

Im(AB | B) = Im <_19> £ R2.
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2. Diskrétni linearni dynamicky
systém s vystupem

V predchozim textu jsme predpokladali, ze stavy z(t) systému (A, B) dimenze
n zname. Nize uvedend definice popisuje systém, ve kterém stavy z(t) neméame
moznost primo zjistit. O systému v case ¢ zjisStujeme informace pouze z vystupu
y(t) € RP méfeni stavu x(t) a vstupu u(t), které popisuje rovnice

y(t) = F(x(t)) + G(u(t)),

kde F': R®* - RP a G : R™ — RP. Budeme opét predpokladat, ze funkce F' a G
jsou linearni, proto

y(t) = Cx(t) + Du(t),

kde C' € RP*" D € RP*™, Matice C reprezentuje ,méfeni stavu“ a matice D
,méfeni vstupu®. Z vystupu nelze zjistit pfimo ptuvodni stav z(t). Napiiklad
necht je D nulovd matice a ¢;° je i-ty fadek matice C, pak

T

€1

C2

y() =1 . [=@)

E;T
Pokud tadky matice C' tvoif ortonormalni bazi B prostoru Im(C7T), tak ortogo-
nélni projekee x(t) na Im(CT) mé tvar w = (¢;” (t))c1" + (c3' z(t))cz” + -+ +
+(c, z(t))c,”, proto y(t) = [w]p, tudiz se jednd o nejlepsi aproximaci vektoru
z(t) v prostoru Im(C7).

Definice 5 (Diskrétni linearni dynamicky systém s vystupem). Pridejme k sys-
tému (A, B) s rizenim dimenze n s pocatecnim stavem z(0),

z(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t),
dalsi rovnici popisujici vystup ze systému:
y(t) = Cx(t) + Du(t),
kde C € RP*™ D € RP*™ ¢ y(t) € RP nazgvdme vystupem. Takovy systém nazy-
vame diskrétni linearni dynamicky systém s vystupem. Budeme jej znacit jako

systém s vystupem (A, B,C, D) dimenze n s pocatecnim stavem z(0) a vystupem
dimenze p.

Poznamka. Podoknéme, zZe systém s vystupem je z definice i systém s Tizenim.

2.1 Pozorovatelnost systému

Nésledujici definice a vlastnosti jsou znamé a lze je najit zhruba sepsané
v Boyd (zima 2008-2009¢)).
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Definice 6. Systém (A, B,C, D) dimenze n s pocdtecnim stavem x(0) a vistupem
dimenze p je pozorovatelny v case t, t € N, pokud dokdzZeme jednoznacné zjistit
z(0), kdyz zndme u(0),u(1),...,u(t —1) a y(0),y(1),...,y(t —1).

Véta 9. Systém s vystupem (A, B,C, D) dimenze n s pocdtecnim stavem x(0)
a vystupem dimenze p je pozorovatelny v case t pravé tehdy, kdyz plati

CAtfl
C«At—2

Ker = {o}.
CA
C

Diikaz. Méjme systém s vystupem (A, B,C, D) dimenze n s poCatenim stavem
z(0) a vystupem dimenze p. Podivejme se na vystup systému v ¢ase t = 0. Mame
pouze jednu soustavu rovnic pro x(0):

y(0) = Cz(0) + Du(0).
Pro cas t = 1 mame dalsi podminky:
z(1) = Az(0) + Bu(0), y(1) = Cz(1) + Du(1),
které zakomponujeme dohromady:

y(1) = C(Az(0) + Bu(0)) + Du(1)
= CAz(0) + CBu(0) + Du(1)

— CAz(0) + (CB | D) (ZE?;) .

Proto x(0) musi spliovat soustavu rovnic s 2p rovnicemi:

y(1)\  (CA CB D) (u(0)
<y(0)> = ( ¢ )P0+ D o) @)
—— ~—— ———
2px1  2pxn 2p X 2m
Pro t = 2 musime opét pridat dalsi podminky z dalsiho stavu:
y(2) = Cx(2) + Du(2), z(2) = Az(1) 4+ Bu(1).
Opét upravime:

z(2) = A(Ax(0) + Bu(0)) + Bu(1) = A%z(0) + ABu(0) + Bu(1)
y(2) = CA%2(0) + CABu(0) + CBu(1) + Du(2)

u(0)
y(2) = CA%*z(0) + (C | AB | D) (ug) :
u(2

Proto x(0) musi splinovat soustavy rovnic s 3p rovnicemi:

y(2) CA? CAB CB D\ [u(0)
(ym) _ (CA) o)+ ( o5 D 0) (um) |
y(0) C D 0 0) \u(2)
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Jednoduchou indukei déle plyne pro libovolné ¢ > 0, ze x(0) spliuje soustavu
rovnic

y(t—1) C A1 u(0)
y(t =2) A :
: u(t — 2
y(0) ¢ u(t =1)
kde
CA™2B CA™3B ... CB D
CA™3B CA™B ... D 0
T, = : : : ; :
CB D ... 0 0
D 0 ... 0 0
pt X mt

Soustava rovnic ma diky tomu, jak jsme ji odvodili, vzdy FeSeni, a proto x(0)
zjistime jednoznacné praveé tehdy, kdyz

CAtfl
OAt—2
Ker , = {o}.
C
Pozndamka. Matici tvaru

C Ak
CAk—Z

C
ozna¢ime jako Oy, podoknéme, 7e Cj, € RPF*™,
Véta 10 (Véta o dimenzi jadra a obrazu). Pro libovolnou matici A € R™*™ plati

dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = n.

Diikaz. Dukaz lze nalézt v 5. kapitole v [I'uma a Barto.

Lemma 11. Necht A € R™"™ o C' € RP*", Pokud existuje k takové, Ze plati
Ker(Ck) = Ker(CkH),
pak pro kazZdé s > k plati

Ker(Cy) = Ker(Cy).
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Diikaz. Stac¢i dokazat, ze z Ker(Cy) = Ker(Cy41) plyne Ker(Cii1) = Ker(Chq2).
Nejdrive dokazeme, ze Ker(Cky1) 2 Ker(Criz). Necht x € Ker(Cyy2), proto

CAk—H 0
C A* 0
C A1 0
CA2[Xx= [0
C 0
Vidime, ze
C AF 0
C A1 0
. X = 9
C 0

proto x € Ker(Cly1).

Jelikoz vime, ze Ker(Cyy1) 2 Ker(Cg,2), tak pokud dokdzeme, zZe se dimenze
téchto prostorti rovnaji, tak se rovnaji i dané prostory. Pouzijeme Vétu o dimenzi
jadra a obrazu a Lemma . Jelikoz C), € R tak z Véty o dimenzi jadra
a obrazu ziskavame, ze

dim(Ker(Cy)) + dim(Im(Cy)) = n,
dale Cpyy € REFUPXT hroto
dim(Ker(C1)) + dim(Im(C41)) = n.
Vime z prepokladu, ze plati
Ker(Cy) = Ker(Cy41),

proto plati, ze dim(Im(Cj41)) = dim(Im(Cy)). Ale vime, zZe téz plati
dim(Im(Cy11)") = dim(Im(Cy)"). Podivejme se, jak vypadaji matice Cf,, a Cf:

Ci = ((ADFCT [ (AN O |- 1 ATCT | C7),

CF = ((ATYAC7 [ (ATY=2CT || ATCT | O7),
Plat{ Im(C}) C Im(CL,,) a jelikoz se rovnaji dimenze, tak Im(C{) = Im(CF,, ).
Mame splnéné predpoklady Lemmatu , kde za matici A vezmeme nasi matici
AT a za matici B matici CT. Proto vime, ze plati Im(C, ;) = Im(C[,,). Tudiz

dim(Im(Cy11)) = dim(Im(Cg2)).
7Z Véty o dimenzi jadra a obrazu zpatky ziskdvame (Cpyo € REF2PX7) 7o
dim(Ker(CkJrQ)) + dlm(Im(C’kH)) =n,

proto dim(Ker(Cj2)) = dim(Ker(Cy1)). O
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Lemma 12. Necht A € R™*" C € RP*". Pak existuje k < n + 1 takové, Ze
Ker(Ck) = Ker(CkH)

a vZdy plati, Ze

Ker(C,,) = Ker(Cy41).

Diikaz. Diky Lemmatu , kde za A vezmeme AT a B poloZime rovno C7T,
vime, Ze existuje k < n + 1 takové, ze Im((Cy)T) = Im((Cr41)T) a Ze vidy plati
Im((C,,)") = Im((Cpy1)"). Protoze Ker(Cy) D Ker(Ciy1), tak opét staci dokdzat
rovnost jejich dimenzi. Z Véty o dimenzi jadra a obrazu znovu ziskdvame

dim(Ker(Cy)) + dim(Im(Cy)) = n

dim(Ker(Cg11)) + dim(Im(Ciy1)) = n,

proto dim(Ker(Cy41)) = dim(Ker(Cy)). Dukaz rovnosti Ker(C),41) = Ker(C,,) je
obdobny. []

Disledek. Necht (A, B,C, D) je systém s vystupem dimenze n s pocatecnim sta-
vem z(0) a vystupem dimenze p. Pokud pro néjaké ¢ plati, Ze systém je pozoro-
vatelny v case t, pak plati, Ze systém je pozorovatelny v case n.

Diikaz. Necht je systém pozorovatelny v case t, Ker(C;) = {o}. Z predchoziho
lemmatu vime, zZe existuje k < n + 1 takové, ze Ker(Cy) = Ker(Cyy1), dle Lem-
matu plati Ker(Cy) = Ker(C,,). Pokud k > t, tak

Ker(Cy) = Ker(C,,) C Ker(C;) = {o},

proto Ker(C,,) = {o}. Pokud k£ < ¢, pak dle Lemmatu plati, ze Ker(C,,) =
Ker(Cy) = Ker(C;) a proto Ker(C,,) = {o}. V obou pfipadech je systém pozoro-
vatelny v case n. O]

Definice 7. Systém s vystupem (A, B,C, D) dimenze n s pocatecnim stavem x(0)
a vystupem dimenze p je pozorovatelny, pokud je pozorovatelny v case n.

Pozndmka. 7 predchozi véty vime, zZe systém je pozorovatelny v c¢ase n, pokud
plati, ze
CAn—l
CAn2
Ker = {o}.
CA

C
—_———

np xn
Tato podminka je ekvivalentni s podminkou, ze
CA1
CA2
rank =n.
CA
C
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Ale pro kazdou matici A plati, Ze rank(A) = rank(AT), proto vySe uvedend
podminka je ekvivalentni s

rank((AT)”_lCT ] (AT)”_2CT |- ] CT) =n.
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3. Dualni systém

Vlastnosti dudlniho systému a jeho propojeni se systémem plvodnim jako
prvni popsal R. Kalman v ¢lanku On the General Theory of Control Systems
(Kalman| (1960)). K napsani této prace byl pouzit zminény ¢lanek a prezentace
z kurzu EE263 od S. Boyda (Boyd| (podzim 2007-2008b))).

Definice 8. Méjme systém (A, B,C, D) dimenze n s pocdtecnim stavem x(0)
a vystupem dimenze p, ktery je popsany rovnicemi

z(t+1) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t),

prot e Nyx e R", A € R™" B e R™™ y € R™, C € RP*" D € RP*™ y(t) € RP.
Pak definujeme dudlni systém k tomuto systému jako systém (AT, CT, BT, DT)
dimenze n s pocatecnim stavem z(0) a vystupem dimenze m, ktery je popsin
rovnicemi

2(k+1) = ATz(k) + CTo(k), w(k)= B"2(k) + D v(k)
prok € NazeR"veRP wt) e R
Véta 13. Necht mdme systém s rizenim (A, B, C, D) dimenze n s pocdtecnim sta-
vem x(0) a vystupem dimenze p a jeho dudlni systém s rizenim (AT, CT BT DT)
dimenze n s pocatecnim stavem z(0) a vystupem dimenze m. Pak plati, Ze

1) systém (A, B,C, D) je pozorovatelny prave tehdy, kdyz je systém
(AT, CT, BT, DT) kontrolovatelny;

2) systém (AT, CT, BT, DT) je pozorovatelny pravé tehdy, kdy? je systém
(A, B,C, D) kontrolovatelny.

Diikaz. Dokazeme pouze prvni tvrzeni, ditkaz druhého je obdobny. Méjme systém
s fizenim (A, B, C, D) dimenze n s poc¢atecnim stavem x(0) a vystupem dimenze
p a jeho dudlni systém s fizenim (AT, CT, BT, DT) dimenze n s poc¢atecnim sta-
vem z(0) a vystupem dimenze m. Z poznamky za definici vime, zZe systém
(A, B,C, D) (jelikoz systém s vystupem je také z definice systém s Fizenim) je
pozorovatelny pravé tehdy, kdyz

dim(Im(A"'B| A" ?B|---| AB| B)) =n.
Tato podminka je ekvivalentni s podminkou, ze
rank(A" 'B | A" ?B|---| AB| B)) = n.

Podivejme se nynf na podminku kontrolovatelnosti systému (A?,CT BT, DT).
Dle poznamky za definici je systém (AT, CT, BT DT) pozorovatelny pravé
tehdy, kdyz

rank(((A")")" (BT [ (AT BT |- [(BT)T) =
=rank(A"'B | A" ?B|.--| AB| B) =n.
Vidime, zZe obé podminky jsou ekvivalentni. O
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4. Pomocna tvrzeni

Nésledujici dvé véty jsou zde uvedeny, jelikoz se pouzivaji pro feseni nékterych
prikladi v paté kapitole. Jedno tvrzeni je ponechédno bez dikazu, je soucéasti
zakladniho kurzu z Linearni algebry, tvrzeni o feseni s nejmensi normou bylo
sepsano na zakladé |Boyd (podzim 2007-2008c]).

Véta 14 (Reseni s nejmensi normou). Necht A € R™™ a m < n,rank(A4) = m.
Pak resent soustavy Ax = y s nejmensi normou xy, je ddno vzorcem

a, = AT(AAT) 1y,

Diikaz. Jednoduchym dosazenim x;, = AT(AAT)"!y do soustavy rovnic Ax =y
ovéfime, ze X, je skutecné fesenim:

Axy, = AAT(AAT) 'y =y,

Nyni dokdzeme, Ze pro kazdé feseni x je ||x|| vétsi nez ||x;,||. Necht x je TeSeni
soustavy Ax =y, A(x — x;,) = 0. Pak

(x — X)) % = (x — x0)TAT(AAT) y = (A(x — xp0)) T (AAT) Ly = 0.
Z toho duvodu je x — x;,, kolmé na xy,, (x — x;,,) - X3, = 0.

1 [1* =[x — i + i |*
=X — X + X)) - (X — Xy + Xp)
=(X — X + Xpp) - (X — X)) + (X — Xpn + X)) - (Xpn)
=(X = Xp) * (X = X)) + (Xin) - (X — X1n) + (X = Xpn) * (X1n) + (Xin) * (Xin)
=% 1 + 1% = xinl* > [|x2l|*.

]

Definice 9 (Metoda nejmensich ¢tverci). Necht Cx = b je soustava linedrnich
rovnic s redlnymi (nebo komplexnimi) koeficienty. Kazdy vektor x € R™ (nebo
x € C"), ktery minimalizuje eukleidovskou normu ||b — Cz||, se nazgvd piiblizné
reseni (nebo aproximace feSeni) soustavy Cx = b metodou nejmensich ¢tverci.

Véta 15. Je-li A matice typu m x n nad R nebo C a b € R™ (resp. C™), pak
mnozina vsech pribliznyjch reseni soustavy Cx = b metodou nejmensich ctverci
je rovna mnoziné vsech (presnijch) resent soustavy

C*Cxs = C*b.

Dukaz. Dukaz lze nalézt v 8. kapitole v Tuma a Barto. n
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5. Piiklady

V této kapitole jsou uvedena reseni tTi prikladi. Prvni dva priklady jsou vyre-
seny autorkou, treti ptiklad byl zhruba vyfeSen ve vzorovém reseni testu z kurzu
EFE263 na Stanfordské univerzité.

V prvnim ptikladu jsou feseny zakladni vlastnosti diskrétniho linearniho dyna-
mického systému s Tizenim, jako napt. nejkratsi ¢as, ve kterém lze dojit do daného
stavu, jak zjistit chténé vstupy a jak mezi nimi najit vstup s nejmensi normou.
Pripomeneme, Ze ve vsech prikladech uvazujeme standardni skalarni souc¢in a tedy
Eukleidovskou normu. Priklad je ze sbirky prikladu Boyd (podzim 2007-2008al)
pro kurz EEE236 na Stanfordské univerzité, jedna se konkrétné o priklad 13.2.
Rutinni vypocty jako zjistovani hodnosti matice, zda vektor lezi v obalu matice
a nasobeni matic byly provedeny v systému MATLAB, v sepsaném Teseni jsou
pouze uvedeny vysledky.

Priklad 1: Uvazujme systém s Fizenim (A, B)
z(t+ 1) = Az(t) + Bu(t), t=0,1,...,

kde z(t) € R™ a vstup je skaldr, tedy u(t) € R, A € R"™" a B € R"*! pocdtecni
stav 2(0) = 0.

a) Najdéte matici B; € R™* takovou, Ze

u(t— 1)

b) Méjme dany systém pro n = 4 takovy, ze

0,5 0,7 —0,9 —0,5 1
0,4 —0,7 0,1 0,3 |1
A=107 00 06 01| B0
0,4 —0,1 0,8 -0,5 0

Chceme, aby v ¢ase t byl stav x(t) roven x4, kde

0,8
2,3
Tdes = —0.7
0,3

Jaké je nejmensi ¢t takové, ze xg4.s € ;7 Jakych hodnot nabyvaji vstupy
u(0),...,u(t—1), pomoci kterych dosdhneme stavu x4.s v minimalnim ¢éase
t? Jaké je nejmensi ¢ takové, Ze z(t) = x4es pro jakékoli 4., € R*? Takové
t oznacime jako t,,in.
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c) Predpoklddejme, ze energie vynalozena na vstup u(0),...,u(t — 1) je

t—1
BE(t) = > (u(1))?
i=0
Jak pro dané t (vétsi nez t,,;,) a Tqes muzeme zjistit vstupy u(0), ..., u(t—1),

pomoci kterych z(t) = x4es a zaroven je E(t) minimalni?

Uvazujme nyni, ze
—1

Tdes =

=

Pro kazdé t od t,,;, do 30 najdéte vstup s minimalni energii takovy, ze
x(t) = Tges. Pro kazdé t uvedte hodnotu odpovidajici minimalni energie,
kterou oznacime F,,;,(t). Nakreslete graf F,,;,(t) jako funkci t.

d) Ukazte, ze pro jakykoli systém s fizenim (A, B) s po¢atecnim stavem z(0) = 0
& Tges j& Emin(t) nerostouc.

Reseni:
a) Z Lemmatu (1)) vidime, Ze
z(t) = Az(t — 1) + Bu(t — 1)
t—1

= A'z(0) + (O A" Bu(i)).

=0
Jelikoz x(0) = 0, tak

t

z(t) =Y A" Bu(i).

i=0
Proto plati, ze
u(0)
u(1
z(t)=(A"'B|A"*B|.--| AB| B)
u(t —1)
b) Nejdiive se podivame, jestli je systém kontrolovatelny, tedy zda Im(B,) =
Im(A®B | A2B | --- | AB | B) je rovno R*. Vypoctem v MATLABu jsme
zjistili, Ze rank(A3B | A2B | --- | AB | B) = 4. Proto pro kazdé x4, € R*

existuje t € {1,2,3,4}, Ze x(t) = x4s. Nejmensi takové najdeme tak, ze se
postupné podivame, zda 4 lezi v Im(By), Im(Bs), Im(Bs), Im(By).
Pro konkrétni
0,8
o | 23
es _0’ 7
~0,3
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plati, ze x4es nelezi v Im(By), ale uz x4es lezi v Im(Bsy). Tedy minimélni cas
tmin je roven 2. Vstupy u(1),u(0), kterymi dosdéhneme v ¢ase t = 2 stavu
Tges, Zjistime FeSenim rovnice

0,8 1,2 1
{23 |-03 1| u0) u(0)
Plee = 0,7] T | 0,7 0 <u(1)> =51 B) (u(l) |
—0,3 0,3 0
< . uw(0)\  [—1
Reseni je rovno (u(l)) = ( 9 >
u(0)
u(1)
c) Vime, ze vektor vstupt u; = . splnuje rovnici
u(t—1)
u(0)
u(1)
Ldes = Bt .
u(t—1)
Vidime, ze E(t) = |Ju]|?, tedy se jednd o ilohu minimalizace normy, kterou

umime Fesit pomoci Véty ((14]). Pokud ozna¢ime vstup s nejmensi normou
v Case t jako Uy min, potom uy min = Bl (BBl ) ™' ges. Méjme

—1

1
Tdes = 0

1
Zde plati, ze z4es nelezi v Im(By), Im(Bsy), Im(Bj), ale az x4e5 lezi v Im(By),

tmin = 4. Tudiz pro t = 4, ..., 30 nalezneme pomoci vysSe uvedeného vzorce
vstup s minimaln{ energii. NiZe je uveden graf zavislosti F,,;,(t) na t.

d) Méjme systém s fizenim (A, B) dimenze n, x(0) = 0, kde B € R"*™
a Tgs € R™ Chceme dokézat, ze pro vSechna r, s plati, ze pokud r < s,
pak Emm(r) Z Emin(s)'

Dokazeme sporem. Necht existuje r < s takové, Ze Epipn(r) < Enm(s).

. . N o 2 .
K E,in(r) existuje vstup . min takovy, ze Enin(r) = |[trmin||” & U min je
feSeni s minimalni normou soustavy

Ldes = Brur,min - (Ar_lB | AT_QB | T | AB | B)ur,miny
kde (A™'B | A"2B | .- | AB| B) € R™™ u, . € R™.

Stejné tak Ein(s) = [[tsminll? Pro Usmin, kde g min je minimélni FeSen{
soustavy

Ldes = Bsus,min = (AS?lB ‘ AS?ZB ‘ to | AB | B>us,mina
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Obrézek 5.1: Zavislost E,,;,(t) na t
kde (A*"'B | A2B | --- | AB | B) € R™™ w00 € R™.
Tedy z predpokladu mame ||ty min || < [|wsmin||- Jelikoz r < s, tak
(A*'B|---|AB|B) = (A*'B| A**B|--- | A"B|A'B|---| B).
n X sm n X (sm—rm) n X rm

Vezméme nyni vektor

v o= : e R,
0

ur,min

kde mame na prvnich sm — sr pozicich 0, a nasleduje vektor w, .. Pak

plati
0
By = (A*'B|A*?B|---| AB| B)
ur,min
= (A" 'B| A" 2B |-+ | AB | B)Urmin = Tdes
a zaroven ||ty min|| = ||V|| < [|s,minll, coz je ale spor s minimalitou g .-

0
Druhy priklad fesi stabilitu systému, tedy zda ||z(¢)|| konverguje k 0 pro ¢

jdouci do nekonecna. Jeho zadani je tloha 13.10 ze stejné sbirky jako prvni pti-
klad, tedy z Boyd| (podzim 2007-2008a)).

23



Priklad 2: Uvazujme systém (A, B) s fizenim dimenze n, kde A € R"™*",
B € R™* k < n, maji plnou hodnost. Cilem je zvolit vstup u takovy, Ze
|z(t)|| bude konvergovat k nule pro ¢ — oo. Je navrhnuto feSeni: v case t je
zvolen vstup u(t) tak, ze ||z(t + 1)|| bude minimalni. V tloze budeme analyzovat
navrzené reseni.

a) Naleznéte explicitni vyjadreni hledaného u(t) v zavislosti na x(t), A a B.

b) Uvazujme tedy, ze vzdy pouzivame u(t), které jsme odvodili v oddéleni a).

Ukazte, ze se v tom pripadé ve skutec¢nosti jedna o autonomni systém, tedy
ze x(t + 1) = Fz(t) pro néjakou matici F.

c) Uvazujme konkrétni systém s maticemi

-3 5-()

Porovnejte chovani autonomniho systému x(t + 1) = Axz(t) a odvozeného
systému z b) z(t + 1) = Fz(t) pro par poc¢atecnich podminek. Urcete, jestli
je kazdy tento systém stabilni.

Reseni:
a) Hleddme takové u(t), aby ||z(t+1)|| = || Az(t)+ Bu(t)|| bylo minimalni, idedlné
rovno 0. Tedy mame soustavu rovnic
Az(t) + Bu(t) =0,
coz je ekvivalentni s
Bu(t) = —Ax(t)

a chceme minimalni ||(—Axz(t)) — Bu(t)||. Takové u(t) je mozno najit me-
todou nejmensich ¢tverci, pouzijeme Vétu . Reseni pomoci nejmensich
¢tvercit u soustav Cx = b je x5, = (C*C)~'C*b. V nasem pripads, jelikoZ
jsou matice A i B realné a maji plnou hodnost, ziskdvame

u(t) = (BT B)~' BT (— Ax(t)).

b) Dosadime vztah ziskany v sekci a):
z(t + 1) = Az(t) + Bu(t)
= Ax(t) + B(B"B) ' BT (- Ax(t))
= (A—B(B"B)"'BTA)x(t).

Hledand matice F' je matice (A — B(BT B)"'BT A).
f s . , 0 3
¢) Podivejme se nejdiive na autonomni systém z(t + 1) = Ax(t) = 00 x(t).

Systém zjevné neni stabilni. Naptiklad pro z(0) = ? roste ||z(t)| do

nekonec¢na pro t — 00, jelikoz

-0 (1 9)()- ()
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tedy
31‘,
H (0) H:Z’)t%oo pro t — oo.

Naopak pro jakykoli poc¢ateéni vstup z(0) = (g) , 2 € R, je systém stabilni,

w0 - (3 3)(5) - (2)

Nyni se podivejme na systém odvozeny v ¢asti b). Ten méd matici

jelikoz

F=A-BB"B)'BTA

W) ek

Vlastni ¢isla matice F' jsou 0, k nému prislusi podprostor generovany vek-

1 1 y et . —1
torem (0 , a —5 k nému prislusi podprostor generovany vektorem ( 1 >
Tyto dva vektory jsou linedrné nezavislé, tedy tvoi{ bazi prostoru R2. Mé&jme
x(0) € R? napsané v této bazi, kde a,b € R,

Pak plati, ze

Plati

||x<t>||=J(;) bu(;) - (;t>b2:\f|b|,

proto ||z(t)|| = 0 pro t — oo. Tedy vidime, Ze pro vstupy odvozené v a)
bude systém skutec¢né konvergovat k 0.
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Nyni si ukazeme priklad diskrétniho linedarniho dynamického systému bez 1i-
zeni, ktery neni ¢asové invariantni a budeme zkoumat jeho stabilitu. Za normu
matice budeme uvazovat spektralni normu matice. Tento priklad je zadan a vy-
feSen v Boyd| (2006), jednd se o 2.tlohu. Velikosti norm a vlastnich ¢isel byly
zjistény pomoci programu MATLAB.

Priklad 3: Uvazujme diskrétni linearni dynamicky systém
z(t+1) = A(t)x(t),

kde A(t) € Ay, Ag, Az, Ay. Tyto 4 matice jsou

—2,6530 —2,0349 —3,2854 —2,1526

4, _ | 08610 08198 1,075 0,553
1,0144  0,7933  1,3374  0,7416 |’
0,8593  0,5078  0,9669  0,9810
0,1325 —0,0229 0,1127  0,3267

4, _ | 1,8326 11,4762 2,2840 1,416
—1,6871 —1,2252 —2,0552 —1,4431 |
0,6245 0,5039 0,8370  0,4410
—0,0064 —0,1269 —0,1455 0,2931

4y — | 04727 0,5146 06508 10,3639
0,2913  0,3073  0,2523  0,0992 |-
—0,8663 —0,5479 —1,0623 —0,7647
—0,0423 0,0770  0,0098 —0,0725

4, — | 00796 —0,0633 10,0341 —0,0463
—0,0443 —0,0219 —0,0661 —0,0366

—-0,1114 0,0247 —0,0018 0,0752

Ukazte, ze tento systém je stabilni, tedy pro jakékoli x(0) a pro jakoukoli
posloupnost A(0), A(1), A(2),... plati, ze ||z(t)|| — 0 pro t — 0.

ReSeni: Prvni je t¥eba ovéfit, Ze velikost vlastnich ¢isel kazdé matice A; je

mensi nez jedna, jelikoz jedna z moznych posloupnosti je A(t) = A; pro kazdé t.

To je pravda, velikosti jednotlivych vlastnich ¢isel jsou v Prvni priloze.
Podivejme se nyni, jak vypadaji stavy naseho systému:

2(t+2) = A(t+ Da(t+1) = At + DA®)z(t).

Vidime, Ze nas vlastné zajimaji velikosti souc¢inti po sobé jdoucich matic v po-
sloupnosti. Je mozno mit 16 dvojic, velikosti jejich norm jsou v Priloze 1. Ma-
ximum ze vSech hodnot 0,91 je mensi nez jedna. Pouzijeme, Ze pro spektralni
normu libovolné matice B a vektor y plati, ze ||By|| < ||B]|||y|l, a tim ziskdme

[t +2)| = [[A(t + DA@)z(0)]] < [|AE+DA@D (=B < 0,91z (#)]]
Vidime, Ze ||z(2k)|| < 0,91%||2(0)| a také ||x(2k +1)|| = ||A(2k)x(2k)||. Potiebu-

jeme tedy odhadnout normu jednotlivych matic. Ty jsou v Ptiloze 1.

Néasobeni matici A4 zmensuje normu vektoru, ale matice A;, Ay, A3 nic ta-
kového nedélaji. Ale urcité plati, ze ||z(t + 1)|| < 6,02||x(¢)|]. Tim jsme ziskali
|z(2k + 1)|| < 6,02]|z(2k)|| < (6,02)0,91%||2(0)]|. Tudiz ||x(t)|| — 0 pro t — co.
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A. Prilohy

A.1 Priloha 1

Zde jsou uvedeny potirebné hodnoty vlastnich vektori a norm pro Priklad 3.
Eig znaci vypis vlastnich ¢isel matice a norm udava spektralni normu matice.
eig(A1)= -0.2541, 0.4024, 0.2376, 0.0993,
eig(A2)= -0.1979, -0.0011 + 0.1972i, -0.0011 - 0.1972i, 0.1946,
eig(A3)= -0.3097, -0.0020 + 0.3166i, -0.0020 - 0.3166i, 0.3095,
eig(A4)= 0.1256, -0.0686 + 0.0927i, -0.0686 - 0.0927i, -0.0848.
norm(A1xA1)=0.1633,
norm(A1xA2)=0.4985,
norm(A1*xA3)=0.9073,
norm(A1*xA4)=0.8366,
norm(A2xA1)=0.1496,
norm(A2xA2)=0.2533,
norm(A2xA3)=0.7548,
norm(A2+A4)=0.6963,
norm(A3*A1)=0.4843,
norm(A3%A2)=0.7535,
norm(A3*xA3)=0.7955,
norm(A3*xA4)=0.2781,
norm(A4xA1)=0.8320,
norm(A4*xA2)=0.4745,
norm(A4xA3)=0.2283,
norm(A4*xA4)=0.0181.
norm(A1)=6.0165,
norm(A2)=5.0070,
norm(A3)=1.9992,
norm(A4)=0.1500.
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