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Uvod

V této praci se budeme zabyvat kalibracnimi odhady ve vybérovych Sette-
nich, presnéji feceno kalibra¢nimi odhady popula¢niho tthrnu. Popula¢ni thrn je
zakladni ukazatel zkoumané vlastnosti v celé populaci, jedna se o soucet hodnot
zkoumané vlastnosti pres vSechny jednotky v populaci. Pokud zkoumand vlast-
nost nabyva pouze hodnot 0 a 1 (tj. napiiklad 1 znadi, ze jedinec z populace
poslouchal radio R), potom populacni ihrn ndm udava pocet jednotek z popu-
lace, u nichz je zkoumana vlastnost rovna 1 (tj. pocet jedincu z populaci, kteri
poslouchali rddio R). Tento populacni thrn se nésledné snazime odhadnout za
pomoci vybérovych Setfenich. Zjednodusené se da tici, ze vybérova Setfeni jsou
postupy, které nam tikaji, jak vybrat néjaky vzorek (vybér nebo také vybérovy
soubor) z populace, abychom ziskali odhad dané vlastnosti v populaci. V této
praci se budeme zabyvat odhadem poslechovosti radii v Ceské republice, dalsim
typickym ptikladem jsou predvolebni prizkumy a dalsi.

V nékterych piipadech zndme o daném vybéru (pripadné celé populaci) i jiné
informace nez pouze tu o dané vlastnosti, jez je hlavnim predmétem naseho zkou-
mani. Tyto pomocné informace, které lze ziskat napiiklad z dotaznikl, z udaja
ze statistického uradu, pripadné z jinych zdroji, chceme néasledné vyuzit pri hle-
dani odhadu dané populac¢ni vlastnosti. Existuje nékolik moznosti, jak tyto po-
mocné informace vyuzit, naptiklad regresni odhady nebo pravée kalibra¢ni odhady
a mnohé dalsi.

V prvni kapitole této prace jsou shrnuty zakladni pojmy pouzivané ve vybé-
rovych Setfenich. Déle je zde zavedeno znaceni, které je pouzivano v celé praci,
a také je zde uveden Horvitztiv-Thompsontuv odhad popula¢niho thrnu, ktery je
jednim ze zakladnich odhada popula¢niho thrnu.

Druhéa kapitola je vénovana prostému nahodnému vybéru bez vraceni, ktery
je nasledné vyuzit pti aplikaci v posledni ¢asti prace. Zasadni casti této kapitoly
je asymptotickda normalita a dalsi asymptotické vlastnosti odhadu populac¢niho
uhrnu v pripadé prostého ndhodného vybéru.

Ve treti kapitole jsou jiz pii odhadovani popula¢niho thrnu vyuzity pomocné
informace, které o vybéru, pripadné o populaci, zndme. Nejdiive je vsak uve-
den obecny regresni odhad zaloZeny na linedrnim modelu a jeho asymptotické
vlastnosti. Nasledné je ukazano, jakym zptisobem lze tento obecny regresni od-
had vyjadrit jako kalibra¢ni odhad. Déle jsou odvozeny obecné kalibra¢ni odhady
a také konkrétni pripady téchto odhadi.

Ve ¢tvrté kapitole jsou predstaveny dvé moznosti, jak se vyporadat s kalibrac-
nimi odhady, pokud zname c¢etnosti v kontingenc¢nich tabulkach. V prvnim pfti-
padeé se jedna o tzv. uplnou post-stratifikaci, u které zname Cetnosti v kazdé bunce
kontingencni tabulky. V druhém piipadé se vénujeme netpiné post-stratifikaci,
u které misto cetnosti v kazdé bunce zname pouze jednotlivé marginalni cetnosti.

Teorie odvozena v predchozich kapitolach je v paté kapitole aplikovana na
data o poslechovosti radif osob trvale bydlicich v Ceské republice ve véku 12 — 79
let. Takto ziskané vysledky jsou déale porovnany s vysledky RADIOPROJEKTu,
ktery realizuji spole¢nosti MEDIAN a STEM/MARK.

Sest4 kapitola navazuje na predchozi kapitolu, je zde provedena simula¢ni stu-
die, ve které porovnavame vlastnosti odhad popula¢niho ithrnu ziskané riznymi

pristupy.



1. Zakladni pojmy

V tvodni ¢asti nejprve zavedeme zakladni pojmy, které se budou v préci
dale vyskytovat. Populace U je soubor jednotek ocislovanych 1, ..., N, tedy
U={1...,k,...,N}, kde N je kone¢né. Vybérem s rozumime podmnozinu
populace U (s C U). U vybéru s neuvazujeme usporadani jednotek, ani jejich
opakovéani (viz [Vorlickova, (1985, strana 7), celkem tedy existuje 2V rtznych vy-
bérta. Pravdépodobnost, ze vybereme konkrétni vybér s ozna¢ime p(s). Vybéro-
vym planem nazveme mnozinu rozdéleni pravdépodobnosti {p(s),s C U} spl-
nujici podminky Y .cyp(s) = 1 a p(s) > 0Vs C U. Déle pro k = 1, ..., N
definujeme indikatory Iy (s) zahrnuti jednotky k& do vybéru s, tj.

1, kdyz k € s,

lils) =k € 5) = {0 kdy? k ¢ s.

Pocet jednotek ve vybéru s nazveme rozsahem vybéru a znacime jej K(s),

plati
K(s) :kZ:Ik (s).

Rozsah vybéru K(s) muze byt ndhodnd veli¢ina (napiiklad u poissonovského
vybéru, kde K (s) muze nabyvat hodnot 0, ..., N, viz|Vorlickoval 1985, strana 14),
ale u nékterych vybéru to muze byt stanovend konstanta (napriklad u prostého
ndhodného vybéru, viz Vorlickova, 1985, strana 12).

Pravdépodobnosti zahrnuti jednotek do vybéru s definujeme nasledovneé:

T =P(k€s)=PL(s)=1)=> p(s),

sok

T =P (k, 1€ s) =P (Li(s)Li(s) =1) = > p(s).

sk,
7 této definice vyplyva, ze

Tl = Tk A dale
e =P (I2(s) =1) = P (Ii(s) = 1) = m.

Predpokladame, ze m;, a m; jsou kladné.

Sledovany znak v populaci oznac¢ime y, tedy vy, je hodnota sledovaného znaku
pro k-tou jednotku z populace U. Parametr populace U ozna¢ime 0 (yy, ..., yn),
nebot se jedna o funkci hodnot sledovanych znakit y vsech jednotek v populaci U.
Odhad parametru 6 (y1, ..., yn) oznacime 0(s), jedné se tedy o odhad, ktery
zalozime na vybéru s, jelikoz hodnoty yi, k € s, zndme, lze odhad é(s) spocitat.
Zakladnim parametrem, kterym se zabyvame v této praci, je populac¢ni thrn

keU
Dalsim parametrem je populaéni pramér Y, tj.
— 1 Y
Y =+ Z Y = 77
N N
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Populac¢ni rozptyl definujeme nasledovneé:

1 _
05 - mkeU (yk _Y)z'

Neni-li uvedeno jinak, tak se v celé préaci jedna o tzv. design-based approach,
tedy ndhoda spoc¢iva v tom, jaké jednotky z populace U vybereme (hodnoty téchto
jednotek jsou predem dané).

Definice 1. Rekneme, Ze odhad é(s) = 0 je designové nestranni (D-nestrannyj)
odhad parametru 0 = 0 (yy1, ..., yy), jestlize pro viechny vektory (yi, ..., yn)' €
RN plati
Ed=> p(s)0(s) =6.
sCU

Pozndmka 1. 7 definice [I] vidime, Ze stfedni hodnota je definovana jako vazeny

primér mozngch hodnot 6 (s) odhadu § s vahami p (s).
A

Obdobné definujeme designovy rozptyl odhadu é(s) = 0 parametru § =
0 (y1, ...,yn) (viz |Sardnal a kol 1992 strana 40):

var (é) => p(s) (é(s) —E (é))z

Designové vychyleni a designova stfedni ¢tvercova chyba odhadu jsou defino-
vany standardnim zptisobem, tj. designové vychyleni odhadu 6:

B(0)=E (6) -0

a designova stfedni ¢tvercova chyba odhadu 0:

MSE (6) = E (6-0)" = Y p(s) (0(s) - 0)".

1.1 Horvitziv-Thompsontv odhad

Jednim ze zakladnich odhad® popula¢niho thrnu Y je Horvitziv-Thompsontiv
odhad

Yar = dyys, (1.1)

kes

kde dy, = 1/m, > 0, nebot predpokladame, ze m, > 0. Tento odhad je specidlni
pripad linearniho odhadu, ktery lze zapsat ve tvaru Y = > kes WeYrk, kde wy, k € s,
jsou zvolené vahy (pro Horvitzuv-Thompsoniuv odhad tedy plati, ze wy = d).
Horvitztiv-Thompsontv odhad je designové nestranny, tj.

EYur =Y, (1.2)



s designovym rozptylem

N 0
var(Virr) = 3 3 (2~ 1) (1.3)
keU teu \TET
ktery lze odhadnout pomoci
— < Tl 1
o el (L P
var(Yr) ;@%(Ww Yk = g; o ) (1.4)

(viz Sardnal a kol., 1992, Result 2.8.1).
Pro vybéry s pevnym rozsahem vybéru K (s) lze pouZit pro designovy rozptyl
Horvitzova-Thompsonova odhadu Yatesovu-Grundyho formuli

var(Yyr) = ——Z Z T — TR (yk — yl) (1.5)

20 i g
oy

Rozptyl Horvitzova-Thompsonova odhadu ve tvaru ([1.5) mizeme odhadnout po-
moci vztahu

e Wkﬂl)(yk yl)2

var(Yyr) = —= — === 1.6
;@%< Tkl Ty T ( )
k£l

(viz [Sardnal a kol., |1992 Result 2.8.2, Remark 2.8.3).



2. Prosty nahodny vybeér

Jednou ze zadkladnich moznosti vybéria je prosty ndhodny vybér bez vraceni.
Jedna se o vybér s pevnym rozsahem n a je definovan vybérovym planem:

{(%), kdyz K(s) = n,

pls) = 0, kdyz K (s) # n.

Tedy vSechny vybéry o rozsahu n maji stejnou pravdépodobnost (viz [Vorlickoval,
1985, strana 12).

V tomto pripadé mame nasledujici vztahy pro pravdépodobnosti zahrnuti jed-
notek do vybéru:

1 (N—l) n
n—1
Wk—zp(s): W: (N) :Na
53k 3k \ p n (21>
TRl = b(s) = =
sk, 1 (],\L]) N(N - 1)
Nyni zavedeme nasledujici pojmy, vybérovy pramér y:
1
Yy=— Z Yk,
n kes
odhad dhrnu Y
~ N
Y:Ny:—Zyk, (2.2)
n kes
a také vybérovy rozptyl s:
sy = ! Z(?/k—??)2-
n—1 kes

Nyni uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se téchto pojmi, které
plati u prostého ndhodného vybéru. Vybérovy primér y je D-nestranny odhad
populacniho pruméru Y. Designovy rozptyl tohoto odhadu ¥ je

n\ 1
y)=(1—— )02 2.3
var () = (1= 1) o2 (23)
a D-nestranny odhad tohoto rozptylu je
— n\ 1
0 — 1 AT N
= (1) 14
(viz [Sardnal a kol., |1992, Result 3.3.2).

Pro popula¢ni tthrn Y méame obdobné vysledky. Odhad Ny je D-nestrannym
odhadem popula¢niho thrnu Y s designovym rozptylem

var (Nyj) = N? (1 — Z) iai (2.4)



a jeho D-nestrannym odhadem

var (Ng) = N? (1 . ;) ~s (2.5)

(viz [Sardnal a kol., |1992, Result 3.3.1).
Horvitztiv-Thompsontuv odhad pro prosty nahodny vybér ziskame po dosazeni
vyse uvedeného vzorce 7 do rovnice (1.1)) a mé tvar

Yir = Z %yk Z Yr = (2.6)
kes N kes
Vzhledem k tomu, Ze prosty ndhodny vybér mé pevny rozsah vybéru, lze de-
signovy rozptyl vypocitat také z Yatesovy-Grundyho formule . Mizeme si
vsimnout, ze pro rozptyl odhadu Ny populac¢niho ihrnu Y mame nyni dvé vyja-
dfen{ — pomoci vzorce (2.4)), a také pomoci Yatesovy-Grundyho formule (1.5)),
kterd pro prosty ndhodny vybér ma tvar

—kGZI:HEZU< N(N — ))_]\72> Al (yk—yz) .
k£l

Nyni ukazeme, Ze se jednd o shodna vyjadieni. Zacneme upravovat Yatesovu-
Grundyho formuli, kterou upravime do podoby vzorce (2.4]).

22 (v NZ)NZ@’“ w

keU leU -
k#l

k:eUlEU
k£l
1 n—
T 2n(N-1) %gj(yk_%kyﬁyl)
- (QN Syi-2 (Y)2)
keU
N 2
keU

:@W££WW

Tt keU

2 n\ 1,
=¥ (1-F) et

Vidime, Ze oba vzorce se rovnaji, tedy rozptyl odhadu Ny popula¢niho thrnu Y
lze vyjadrit dvéma zptsoby, které jsou shodné.

2.1 Asymptoticka normalita odhadu populacni-
ho thrnu

Diky Horvitzové-Thompsonové odhadu pro prosty nahodny vybér mame od-
had popula¢niho thrnu Y (2.6)). Spolu s bodovym odhadem je pro tiplnost vhodné
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uvadét i interval spolehlivosti. Abychom mohli asymptoticky interval spolehlivosti
vypocitat v pripadé prostého ndhodného vybéru (bez vraceni), uvedeme nyni ob-
dobu centralni limitni véty pro tento ptipad.

U prostého ndhodného vybéru jednotky ve vybéru s nejsou nezavislé, tedy
nemuzeme pouzit centralni limitni vétu pro nezavislé stejné rozdélené velic¢iny.
Ovsem pro prosty ndhodny vybér z koneéné populace existuje varianta centralni
limitni véty (viz Thompson, 2012, Kapitola 3.2.). Tuto centralni limitni vétu si
nyni popiSeme.

Uvazujme posloupnost koneénych populaci Uy, ..., Uy, ..., kde Uy obsa-
huje N jednotek, konkrétné oznacime-li sledovany znak v populaci y, pak Uy =
{van, ---,yn~n}. Z populace Uy délame prosty ndhodny vybér sy s rozsahem
ny. Popula¢ni primér této populace oznaéme Yy = % > keUy YkN @ Vybérovy
prumeér yy, tj. yny = % > kesy Ykn- Populacni thrn této populace oznacme Yy =
> keUy Yin, Horvitziv-Thompsoniiv odhad tohoto tthrnu oznacme }A/N, tj. }A/N =
Nyy. Déle pro kazdé e > 0 oznac¢me Ay(€) mnozinu jednotek z populace Uy,
které jsou ,prili§ vzdalené“ od popula¢niho priméru Yy, tj.

An(e) = {k e Uy : ’ykN —?N‘ > EJ N (1 — 7;\][\[) Z (le —YN>2}' (2.7)

leUn

Za platnosti predpokladl a znaceni vyse plati:

yN - YN D

— 2
(},} ) N*)oo/ N(O’ 1) = hm ZkEAN(e) (ykN — YN)
var N

Nee ZkeUN (ykN - YN>2

=0 Ve>0. (2.8)

Nyni se budeme zabyvat otazkou, za jakych predpokladf je splnéna prava
strana ekvivalence (2.8). Nejprve se zaméfime na mnozinu Ay(e) definovanou
vztahem ([2.7)), uvedenou nerovnost lze zapsat ve tvaru:

‘ykN - YN‘ > 6\/_$ TX,V (1 - TX;) ;ZGZU:N (le - YN>27

z ¢ehoz pro kazdé 6 > 0 a kazdé k € An(e) vyplyva nerovnost

)

YeN — Yy

‘ ‘ > 1. (2.9)
evN \/nN - N ZZGUN (le - YN)

Pro zbyvajici ¢ast kapitoly [2| predpokladejme, ze

(a) existuje o € (0,00) takové, Ze limN_)oo oy = 07, kde o_y je populacni

rozptyl populace Uy, tj. O'SN N T 2 keUy (ykN - YN)
(b) limy_oo ny = 00,
(c) imsupy ., - < 1.

Pokud navic predpokladame, ze



C sy 1 o kaxd
 existuje d > 0 takové, ze lim supy_, o ﬁ > keUy ‘ykN — YN‘ < 00,

tak muzeme ukéazat, ze prava strana ekvivalence (2.8]) je splnéna, a tedy plati, ze
YN—YN D

\/var(f/N) N—o0
fim ZHEAN (oo _YNX
RSl D (ykN - YN)
N2
D keAn() (ykN - YN) _ =

= ]\}im SN T
7% Ykeun (ykN - YN) N-1

T LkeAn () (ykN - YN)Q
< lim
N—oo (72

> N(0,1). To nyni ukdZeme:

—_

—

2446

N1 SkeAy( [YeN — YN ‘

= 57 N0k :
(6\/N\/7§{,V (1 - "WN) ¥ LieUy (le - YN) )

2+6

(2.10)

)

- 1 . T kel ‘ykN_YN‘
S ) (fx 0-%))

kde nerovnost (2.10)) je splnéna diky tomu, Ze pro kazdé k € Ay(e) je k—ty ¢len

_ 5
.. C e , -Y,
sumy v citateli prenasoben vyrazem [y Y| — > 1, kde
VIR (15 Tiew,, (mv-Tw)°)
uvedend nerovnost plati diky vzorci ([2.9)).

2.1.1 Designové konzistentni odhad

Vyse jsme ukazali, za jakych predpokladi plati asymptotickda normalita popu-
la¢niho priméru. Nyni chceme ve zlomku (Yy — Yy)/y/var(Yy) nahradit rozptyl
Horvitzova-Thompsonova odhadu Vi za jeho odhad a zaroven pozadujeme, aby
byla normalita zachovana. Za timto ucelem nejdrive uvedeme definici designové

konzistentniho odhadu a pomocné lemma a nasledné ukédzeme, za jakych pred-
pokladiit mtuzeme drive zminény rozptyl nahradit za jeho odhad.

Definice 2. Rekneme, e odhad 0 (s) = 0, je designové konzistentni (D-konzi-
stentni) odhad parametru Oy = 0 (y1n, ..., ynn), jestlize

Ve > 0: P(‘@AHN—HN)EE)HO.

Dtive nez uvedeme pomocné lemma, se zamérime na populac¢ni priméry. Kon-
krétné v celé praci budeme predpokladat, ze sledované znaky vin, k € Uy, jsou
konecné a navic pro N — oo plati, ze

lim Vy € (—00,00), (2.11)
N—o0

kde VN = % EkEUN VEN -



Lemma 1. Uvazujme posloupnost konecnych populaci Uy, ..., Uy, ..., kde popu-
lace Uyn obsahuje N jednotek. Pro k—tou jednotku populace Uy wvazZujme znaky
{vin, k € Uy}, kde vy € R. Z populace Uy délame prosty ndhodny vgber sy
s rozsahem ny. Ddle predpokldadejme, Ze plati

1
lim — > vpy <00 (2.12)
kN . .
N—=oco N keUn
v, . v o v 1 1 L7 v , I o
Oznacime-li populacni primeér Vy = > keuy Vkn @ vybérovy primer vy =

% > kesy VkN, potom plati

— > P
oy — Vy —— 0.
N—00

Poznamka 2. Pokud bychom neptredpokladali, ze sledované znaky viy, k € Uy,
nabyvaji koneénych hodnot (viz kratkd diskuze pred lemmatem , tak bychom
predpoklad (2.12)) v lemmatu (1| museli nahradit za predpoklad

A

Diikaz. Pro ditkaz lemmatu aplikujeme CebySevovu nerovnost, dostaneme tedy

var (V)
€2 N—oo

V€>OZP("(_)N—VN‘>€)§ > 0,

nebot diky vztahu (2.3) mame, ze

_ 1 ( nN> 1 —\2
var (oy) = — |1 — — ) ——— E VN — V] — 0.
( N) ny N/ N - keUN( - N) N=roo

3

Pozndmka 3. CebySevovu nerovnost v predchozim dikazu mizeme pouzit diky
tomu, Ze z populace Uy délame prosty nahodny vybér sy a tedy plati, ze vybe-
rovy prumeér vy je designové nestranny odhad populac¢niho priaméru Vy.

A
Predpokladame-li navic, ze

(A) Imyoeo v Y Ypy < 00,
keUn

o Cvar(Vy) NGy _ valgy) P
lze ukazat, ze potom plati r(Tn) — NTvar(uw) — vartim) N

> 1. Nejprve uka-

zeme, Ze Yy je D-konzistentni odhad Yy. Diky faktu, Ze gy je D-nestranny odhad
Yy a predpokladu , mdme splnény predpoklady lemmatu , kde vpn = yi, tedy
jsme ukazali, ze yy je D-konzistentni odhad Yy . Nyni za pomoci predpokladt
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a faktu (2.11)) ukazeme, ze 812/ ~ je D-konzistentni odhad 02 N, kde 3?2; N je vybérovy
rozptyl populace Uy, tj. 52y = ﬁ Shesy (kN — yn)°. Plati:

1 1 — \2
2 2 _ 2
— — - — _ Y
SN TOyN T T keZSN (ykn — Un) N1 kEZUN (ykN N)
1 nN o, _ 1 N 2
_(nN—l ZZ/}%N n 1(ZUN)2)_(N 1 Zyﬁw N 1( N))
kesn keU
2 2
B ny Yon N Yin | ( ny oo N o 2)
(nN 1k§NnN N—1k§NN) nN—l(yN) N—1(N>
=Cn — Dn. (2.13)

Nejprve se zamérime na ¢len Cy z vyse uvedeného vztahu (2.13). Diky predpo-
kladu mdme splnény piedpoklady lemmatu [1f pro vxy = yi a dale vime, Ze

s > 1, NN I > 1. Tedy celkem dostavame, ze
n"N—L Nooco —F N—ooo
P
Cy —— 0.
N—o0

Nyni se zaméfime na druhy ¢len Dy vztahu (2.13]). Diky vztahtum v o 1,
—00
N

N-T N 1, dale diky tomu, ze mame splnény predpoklady lemmatu , tentokrat

pro vgn = Yk (s vyuzitim predpokladu (&) a diky vztahu (2.11)) mizeme pouzit
vétu o spojité transformace (viz poznamka [4)) a celkem dostédvame, Ze

Dy —2— 0.

N—o0

Pozndmka 4. Véta o spojité transformaci je aplikovana nasledovné.

« 7 ptedchozi ¢asti diky lemmatu (1| pro vy = y; vime, Ze yy — Y NL> 0.
— 00

o Vime, ze Yy T C € (—00,00) (viz vztah (2.11).
o Celkem tedy dostavame, ze yy NL> C.
—00
Chceme ukazat, ze g (Yn) — g (?N) o 0, pro g(+) spojitou funkci.
—00

g@n)—g(Yw) = 9n) —g(C)+9(C) =g (Yn) === 0,

N—oo

nebot g (yn) — g (C) NL> 0 z véty o spojité transformaci pro g spojitou v C
— 00

ag(C) —g(ﬂ_/N) mO.
AN
Ze vztahu (2.13)) tedy celkem dostavame, ze

2 2 P _
SyN—Ume()‘FO—O,

tedy 7 je D-konzistentni odhad o7 .

11



Pouzijeme-li predpoklad @, dostaneme
var (Y, ot (e — ) L g2

var (}AfN) ~ovar (yy) (1 _ HWN) %‘751\7 YR

Tedy za platnosti vyse uvedenych predpokladi a diky Cramérove-Slutského
vété ziskavame vztah:

Vv — Y,

NN P 5 N(0,1). (2.15)
N N—oo

var (YN)

12



3. Odhad popula¢niho dhrnu Y
pri vyuziti pomocné informace

V nékterych situacich v praxi mame k dispozici pomocné informace o populaci
U (napriklad tudaje ze statistického tradu). V takovém piipadé se snazime tyto
informace vyuzit pti odhadu popula¢niho thrnu Y.

Pro k-tou jednotku populace U uvazujeme vektor pomocnych hodnot x; =
(Tk1y -+ Thjy -+ -, Trg) |- Rozlidujeme dva pripady (viz Sérndal, 2010, strana 102):

o vektor x; zndme pro kazdé k € U (plnd pomocnd informace),

o vektor x; zndme pro kazdé k € s, a dale zname populacéni thrn X hodnot
Xk, ). X = Ygev Xk

V této praci se zabyvame druhym piipadem, tedy k dispozici méme data (yg,
xi) pro k € s, zname populacni thrn X a nasim hlavnim cilem je odhadnout
popula¢ni thrn Y.

V této kapitole se budeme zabyvat odhady populac¢niho thrnu Y, které vyuzi-
vaji pomocné informace obsazené ve vektorech xi, k € U, ale v nasem pripadé jsou
znamy pouze pro jedince z populace, ktefi jsou ve vybéru s. Nasim cilem nyni je
pomoci téchto hodnot vylepsit ptivodni vybérové vahy z Horvitzova-Thompsonova
odhadu dy = 1/m tak, abychom ziskali presnéjsi odhad popula¢niho thrnu Y.

3.1 Obecny regresni odhad

Jedna z moznosti, jak pti odhadu tthrnu Y zohlednit pomocné informace, je za
pomoci obecného regresniho odhadu, ktery 1ze zapsat ve tvaru linearniho odhadu

kes
Obecny regresni odhad je zaloZeny na linearnim modelu

ye =%, B+ep, kel ... N, (3.2)

kde ey, ..., ex jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, E yr e, = 0, k € U, varys e, = o3,
k € U, kde E j a vary jsou stfednf hodnota a rozptyl vzhledem k modelu (3.2)),
tj. vzhledem k rozdéleni ndhodnych veli¢in ey, ...,ex a 02,k € U, zndme a 3 =
(B1, ..., B,)" je regresni parametr (napf. viz [Séarndal, 2010, strana 103). Odhad
parametru 8 miizeme klasicky ziskat metodou vazenych nejmensich ¢tverci jako
reseni normalnich rovnic:

(Z X’“’i’“T) B =Y =F, (3.3)

keU k keU k

.
tedy pokud lze matici <ZkeU x’;’?) invertovat, lze tento odhad zapsat ve tvaru
k

B = (Z XXy ) >R (3.4)



Odhad By je nejlepsi linedrni nestranny odhad parametru B, ovSsem odpovida
hypotetickému populacnimu odhadu, ktery nezndme, nebot mame pouze data
(Yg, Xi), k € s. Vzhledem k tomu, Ze populacni odhad By nezname, tak se v praxi
vyuziva odhad BS zalozeny na konkrétnim vybéru s (na zékladé Horvitzova-
Thompsonova odhadu, viz Sardnal a kol., (1992, strana 227), tedy Bs nalezneme
jako Teseni normalnich rovnic zalozenych na konkrétnim vybéru s:

(Z hixi ) B, = 3 Dk (3.5)

kes Ok kes Ok

-
Pokud Ize matici (ZkES dk’;’zx’“ ) invertovat, tak tento odhad lze zapsat ve tvaru:
k

kes Ok kes Tk

-1
B, - (Z d’“x’;XkT) 5 DXkl (3.6)

Hlavni myslenka odhadu je zaloZzena na vyrovnanych hodnotach ¢,k € U,
na zakladé modelu, v nasem pifpadé 9, = B %}, (viz Sarndal, [2010, strana 103)
a také na faktu, ze populacni thrn Y mizeme napsat nasledovneé:

Y:Zyk:Zﬂk+Z(yk—ﬁk)- (3.7)

keU keU keU

Druhy clen na pravé strané rovnice (3.7) odhadneme pomoci Horvitzova-Thomp-
sonova odhadu a za pomoci vyrovnanych hodnot ¢, sestavime regresni odhad
uhrnu Y nasledovné:

Vieg =D Gk + Y du(yr — ) = Y diyi + (Z O — Z%@k)

keU kes kes keU kes
= Yur + BZX - BSTXHTa (3.8)

kde Xyr = > kes AdpTr, je Horvitziiv-Thompsontiv odhad popula¢niho thrnu X.
Predtim nez se zamérime na rozptyl regresniho odhadu fﬁeg, zapiseme tento odhad
ve tvaru , kde vahy wy, ziskame postupnymi ipravami po dosazeni AI,
které ziskdme ze vzorce :

f/}eg = Yur +BJX - BJXHT

-1
dix] dxix] )
=Y duyi + Y L (Z R ) (X~ Xar)

kes kes k kes Ok

-1
dpx; d 5 N
=> |di+ k);k (Z ’“X’;X’“ ) (X - XHT) Yk- (3.9)

kes Ok kes Ok

Tedy ze vztahu (3.9) dostavame nasledujici vztah pro vahy wy:

-1
T d T .
Wy = dk 1+ ng (Z RXKX, ) (X — XHT) = dkgk7 k e S, (310)

2
Ok \kes Tk

x| XX, -1 &
kdegk=1+0‘%<2k65dk§’“) (X_XHT)-

9%k
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3.1.1 AsymptotickA normalita obecného regresniho od-
hadu

Nyni se zamérime na asymptotickou normalitu regresniho odhadu ?}eg Z TOV-
nice , predevsim se budeme vénovat asymptotickému rozptylu tohoto od-
hadu. Vzhledem k tomu, Ze se v této ¢asti budeme zabyvat asymptotickymi vlast-
nostmi, musime stejné jako v ¢asti uvazovat posloupnost koneénych populaci
Ui, ..., Un, ..., kde Uy obsahuje N jednotek, konkrétné Uy = {v1n, ..., Ynn}-
Z populace Uy déldme vybér sy s rozsahem ny (pokud se jednd o vybér s pev-
nym rozsahem vybéru, plati, ze K(s) = ny, v pripadé vybéru, kde rozsah vybéru
je ndhodna veli¢ina, plati, ze E K(s) = ny). Pro rozsah vybéru ny predpokla-
dame, Ze plati limy o ny = 00 a limsupy_,,, % < 0o. Obdobné jako v casti
budeme spodnim indexem N znacit jednotlivé znaky, parametry a dalsi charakte-
ristiky vypocitané z populace Uy, naptiklad EA/HT7 N = Ykesy Aenyrn je Horvitziv-
Thompsontv odhad populacniho thrnu Yy = Yy, Ykn, deny = 1/Ten, Ty =
P (k € s N)-

Pomoci znaceni zminéného vyse mizeme regresni odhad ffr% N Z rovnice
rozepsat nasledovné:

A

Yieg N = }A/HT,N + BSTN (XN — XHT,N)

= Yur n + By (XN - XHT,N) + (BsN - ,BN)T (XN — XHT,N) ., (3.11)

-1
-
_ XkNXp N XENYEN
kde BN—(EkeUN o2 ) 2 keUy o?

~1
A d T
a BSN = (ZkESN kij/éVXkN) ZkEsN dklvx:%.
A T A
Nejprve oznacme Ry = (,BSN — ,BN> (XN — XHT’N), pro jednotky z popu-

lace Uy oznaéme zpn = Yy — BuXen, k € Uy a dale oznaéme Z a7, v Horvitziv-
Thompsoniv odhad popula¢niho dhrnu Zy = > 4cp, 2w, -

ZHT,N = Z dpnzey = Z dNYEN — Z de/BIerN = Y/HT,N - /BJ—GXHT,N-

kEsn kEsn kesn

Diky vlastnostem Horvitzova-Thompsonova odhadu plati (viz ((1.2)) a (1.3))):
E Zur,n = Yn — BAXn = Zn,

5 TEIN
var ZHT,N = Z Z < -1 ZENZIN -
keUy leUy \TENTIN

Za pomoci vyse uvedenych vztaht a znaceni lze rovnice (3.11)) upravit do
tvaru:

}A/;“eg,N = ZHT,N + /6]—\FZXN + Ry = ZHT,N +Yy—E ZHT,N + Ry.

Odecteme-li od obou stran rovnice popula¢ni thrn Yy a podélime je odmocninou
z rozptylu Horvitzova-Thompsonova odhadu Zgr, v, ziskdme vztah:

YA;‘eg,N - YN - ZHT,N —E ZHT,N n Ry

\/V&IZHT’N \/V&IZHT’N \/V&TZHT’N

15
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Podivame-li se nyni blize na rovnost (3.12)), vidime, ze pokud bychom mohli ¢len

Ry zanedbat, tak za platnosti vztahu 222228 P 4 N((,1) bychom

v/ varZgr, N \/V&I‘ZHT’N N—o0

jiz ziskali pozadovanou asymptotickou normalitu odhadu 377.697 ~- Abychom vsak
Ry zanedbat a dosahli pozadované normality regresniho od-

mohli A(\ﬂen m
hadu Y., v, je tieba déle predpokladat — :

(I) Zur, N—2ZN D N(O,l),

\/V&I‘ZAHT,N N—oo

) P
(II) 681\7 - ﬂN m 07

(1) (4)
X3 -Xy D

(III) —F==
\/V&ng%,N N—oo

kde f(}j}N je j—ta slozka vektoru )A(HT,N, tedy X}%N =D kesy AkNTRjN

> N(0,1), proj=1,...,J,

a X](\{) je j—téa slozka vektoru Xy, tedy X](\;) = 2 keUy ThjN

(IV) liminfyp —— 2058
max;—i, ..., jvar XHT, N

ceey

Za téchto predpokladi mizeme ¢len —(L2—— 7 rovnice (3.12) odhadnout né-
predp \/m

sledovné:

|Ry| ‘(ﬁsN _IBN)T (XN—XHT,N)'

\/V&I‘ZHT’N \/V&I‘ZHT’N
J X(j) _ X7
HT,N N

D

; - (7)

¢ (7)
var Xpr N p

< ’(ﬁsN - ,BN)T > 0,

var ZHT, N N—o

R - 6 5O i)
et (B ) @ op), 2 @ ) [ 0.0 o
kde symboly o, O, op a Op, které jsou pouzivané i v dalsich ¢astech préce, jsou
zavedeny napriklad v knize Jiang (2010, kapitola 3).
Celkem tedy ze vztahu , vyse uvedenych predpokladi a Cramérovy-

Slutského véty dostavame:

ﬁ"e _Y
oN NP L N(,1). (3.13)

\/ var ZHT, N N=o0

7 tohoto vysledku zaroven dostavame asymptoticky rozptyl obecného regresniho
odhadu Y,.c4, v , pro ktery plati:

A

5 TEIN
avar (Yvreg’N) = var ZHT,N = Z Z ( — 1) ZENZIN 5 (314)
keUy leUy TENTIN

kde zgn = yrn — ByXen, k € Uy.

16



Nyni se zamérime na odhad tohoto asymptotického rozptylu. Z predchoziho
vime, Ze avar (}A/Te% N) = var ZHT, ~, tedy muzeme aplikovat teorii Horvitzova-
Thompsonova odhadu. Pokud aplikujeme pouze teorii Horvitzova-Thomposonova
odhadu, tak diky vzorci dostavame vztah:

Z Z( : - ! >ZkNZlNa

kesn lesn TENTIN TkIN

kde zxy = ypn — ﬂ]—\;XkN, k € Uy. Je ziejmé, ze pro vybéry s pevnym rozsahem
vybéru K (sy) 1ze pouzit odhad rozptylu Horvitzova-Thompsonova odhadu, ktery
je zalozeny na Yatesové-Grundyho formuli (viz vzorec ((1.6))):

1 Z ) <1 B 7TkN7UN) (ZkN B ZlN>2

kzesN lesn TkIN TkN TN
k#£l

V praxi oviem tyto vztahy nemtiZzeme pouZit, nebot zxy = ypn — By Xen zévisi na
hypotetickém populacnim odhadu By, ktery je neznamy, tedy se nejedna o odhad
ve smyslu, ze odhad zavisi pouze na znamych datech. Z toho divodu se pro
odhady asymptotického rozptylu nahrazuje hypoteticky popula¢ni odhad By za
odhad BS v ktery je zaloZzeny na konkrétnim vybéru sy. Dostavame tedy

— 1 1
avar (Yreg,N) => > ( — )2kN21N7 (3.15)

kesn lE€sn TENTIN TEIN

pripadné pro vybéry s pevnym rozsahem vybéru K (sy) dostavame také druhy
tvar pro odhad asymptotického rozptylu Y4 n:

—_— A ~ 2
avar(Yyeg v) = —= Z 3 (1 - W’“NW”V) (Z’“N _ ZW) , (3.16)

kesN lesn TEIN TEN TN
k£l

kde Zv = yry — BY Xkn, k € sy

Poznamka 5. Nékdy se doporucuje v odhadu asymptotického rozptylu (3.15)),
respektive (3.16]) pro vybéry s pevnym rozsahem vybéru K (sy), nahradit 2,y za
ZxkN = kN 2N, kde

-1
X, dpNXENX] N w
genv =1+ —- kN ZW (XN—XHT,N)Iﬂ,kESNy

O’k kESN O-k de

kde wyy jsou urceny rovnici (3.10) (viz |Sardnal a kol 1992, strana 235). Toto
nahrazeni je motivovano nésledujici ivahou. Obecny regresni odhad (3.8]) muzeme
za pomoci vyjadreni ypny = 2pn + ,BR}XkN zapsat ve tvaru

A,

Vieg v = > dinginyen = Y dngenzen + Y dengenByXen-

kesn kesn kesn
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Druhou sumu na pravé strané rovnice lze upravit nasledovneé:

" dingnByxen = By Y. deNXengrn

keEsn kesn
d T\
X XpNX .
=By > divxin |1+ 2 > M (XN - XHT,N)
kesN Uk k’EsN Uk‘
= By ( > dinxen + Xy — Xur, N) = Br (XHT,N + Xy — XHT,N)
kesn
= By Xy.

Celkem tedy mame

A

Vieg.nv = > dinginzen + By Xy (3.17)

kEsn

Diky tomu, Ze lze obecny regresni odhad vyjadrit ve tvaru (3.17)), mtizeme rozptyl
tohoto odhadu vyjadrit ve tvaru

var (YQEQ,N) = var (Z degkNZkN) :

kEsn

Miizeme si vSimnout, Ze na pravé strané rovnice pocitame rozptyl z vyrazu, ktery
pripominéd Horvitztuv-Thompsonuv odhad. Aplikujeme-li tedy teorii Horvitzova-
Thompsonova odhadu, nahradime-li hypoteticka z.y za vybérova Zpy a navic
vahy gy uvazujeme jako nendhodné (i kdyz nejsou, nebot vahy gy zavisi na
konkrétnim vybéru s), dostaneme odhad asymptotického rozptylu tvaru

— 1 1
avar (Y}697N> => > ( - >9kN91N2kazN, (3.18)

kesn lesn TENTIN TkIN

ptipadné pro vybéry s pevnym rozsahem vybéru K(sy) lze vyuzit vzorec

— A ~ 2
TENTIN kN ZEN gINZIN
avar (Yyeg v) = —= Z > (1 - ) ( - ) : (3.19)
kesN lesn TEIN TEN TIN
k£l

kde Zun = yrn — B4 Xin, k € sy

3.1.2 Aplikace pro prosty nahodny vybér
Obecny regresni odhad

Pro prosty nahodny vybér jsme odvodili, ze 7rk % (viz rovnost 2.1)), tedy

dy = i N . Jelikoz v praxi zustavap hodnoty o} nezname budeme pro zjedno-

duseni déle predpokladat ze o} nezéavisi na k, tedy ot = 0% k € U. Jak si miizeme
vdimnout, ve vSech vyrazech, ve kterych se o2 vyskytuje -, -, - , Se
tyto hodnoty pokréti, tedy lze predpokladat, Ze o2 = 1Vk € U. Dosadime-li tyto
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vztahy do normélnich rovnic zalozenych na konkrétnim vybéru s, pomoci kterych

hledame odhad B, (vztah (3.5)), ziskdme

N N N
" (ZXkXII) Bs = ;Zxkyka

kes kes

kes kes

(Z kag) Bs = Zxkyk-

Tedy pokud lze matici (ZkEs ka,j) invertovat, mizeme pro prosty nahodny vy-

bér odhad BS zapsat ve tvaru

kes kes

-1
BS = (Z XkaT) Zxkyk~

Z normalnich rovnic pro hledani hypotetického popula¢niho odhadu By (viz
vztah (3.3)) lze nahlédnout, ze v piipadé prostého ndhodného vybéru pro o} =
1VEk € U plati

Bn = (Z kag) > Xk

keU keU

Tedy odhady BS a By maji stejny tvar, jen v pripadé hypotetického populac¢niho
odhadu By se scita pres jednotky z celé populace U a v pripadé odhadu Bs
zalozeném na konkrétnim vybéru s se sc¢itd pres jednotky z vybéru s.
Zapiseme-li obecny regresni odhad ffreg ve tvaru }A/reg = Y res WrYk, tak v pri-
padé prostého ndhodného vybéru maji vahy wy na zékladé vztahu (3.10]) tvar

—1
N N A
wg = drgr = g 1—{—X];r (n ZXkX];r> (X—XHT)

kes
N -1
=—+ X, (Z xkka) (X = Xpr) ke s. (3.20)

Tedy obecny regresni odhad fﬁneg lze v pripadé prostého nahodného vybéru zapsat
ve tvaru

—1
N So) IV ~
Vieg =Y Wiyk o >y + (Z XkTyk) (Z XkXJI) (X - XHT)

kes kes kes kes

(3.21)
kde X = % Yy Xk aX = %Zkes Xp.

Asymptotickd normalita obecného regresniho odhadu

Nyni se zamérime na asymptotickou normalitu a predevsim asymptoticky roz-
ptyl tohoto odhadu v pripadé prostého nahodného vybéru a za predpokladu, ze
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ot =1,k € U. K tomu jsme v sekci zavedli predpoklady ([) — (IV), kte-
rymi se nyni budeme zabyvat. Tedy uvazujeme posloupnost konec¢nych populaci

Uy, ...,Uy, ..., kde Uy obsahuje N jednotek. Jestlize sledovany znak oznacime
y, potom Uy = {1y, ..., ynn}. Z populace Uy délame prosty ndhodny vybér
sy s rozsahem ny, pro ktery plati, Ze limy_ ooy = 00 a limsupy_,, ”WN < 1.
Splnéni predpokladi (I) a (III) mtzeme zarucit splnénim obdobné podminky
jako na pravé strané ekvivalence , tentokrat ovSem pro sledované znaky
{zkn, k € Un}, kde kde zpny = yrn — BaXwn, respektive {zyn, k€ Uy} Vi =
1, ..., J, kde zy;n je j—ta slozka vektoru pomocnych hodnot x;x z populace
Uy. Pro splnéni téchto podminek muzeme obdobné jako v ¢asti predpokla-
dat, ze

_ 2 _
o limy o ﬁ EkeUN (ZkN - ZN) € (0> 00)7 kde Zn = % ZkeUN ZEN

. . v 1 5 |2+
 existuje 6 > 0 takové, ze limsupy_, ﬁ > keUy ‘sz — ZN‘ < 00,

respektive

— 1 2 _ .
. thﬁoo ﬁ ZkEUN (.Tij - X](\?)) S (0, OO), kde X](\?) = % ZkGUN TkjN

—(i)]2+5
 existuje 0 > 0 takové, Ze lim supy_, ﬁ > okeUy ‘mij — X](\?)’

< Q.
Z vyse uvedeného si muzeme vsimnout, ze pro splnéni predpokladia a
je tfeba predpokladat existence (2 + 0)—tého absolutniho momentu u daného
sledovaného znaku z populace Uy, kde § > 0.

Nyni se budeme zabyvat predpokladem . Mizeme vidét, ze odhady BSN
a By lze zapsat nasledovné

Predpokladame-li, Ze

1 4 .
A}l_I}nOON Y apy<oo Vi=1,...,/J (3.22)
keUn
pak jiz muzeme aplikovat lemmas VkN = xkikaTjN; kdei,j =1, ...,J, na kaz-

dou slozku matice x;nx, y, nebot diky (3.22)) a Cauchyho-Schwarzové nerovnosti
mame splnény vsechny predpoklady tohoto lemmatu a tedy dostaneme, Ze

1 1
T T P
nn kesn keUn *

Predpokladame-li, ze
1

lim — g (xijykN)2 <o Vji=1,...,J,
N—oo
keUn
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muzeme lemma (1] aplikovat na kazdou slozku vektoru xpyyiy a dostavame, ze
1
nn

1 P
> XenYrn — N > XN o 0.
kesy keUy o

Celkem tedy méame

-1
BsN — By = (1 Z XkNX];rN) (1 Z XkNykN)

nn kEsn nny kesn
—1
1 T 1
N Z XENXEN N Z XENYEN
keUy k€Un
—1 —1
1 T 1 - 1
=\ Z XENXEN N Z XENXEN — Z XEkNYEN
ny kesn keUn nn kesn

(3.23)

-1
1 1 1
+ N Z XpNXp N — Z XeNYRN |~ | 37 Z XpNYEN | | -
k:EUN TLN kEsn k‘EUN

Predpokladame-li navic, ze matice (% > keUy Xk NX]IN) konverguje pro N — oo
k regularni matici, tak diky vysSe uvedenym predpokladiim a vété o spojité trans-
formaci, kterou aplikujeme obdobné jako je uvedeno v pozndmce [ na prvn{ ¢dst

vztahu , ziskavame platnost predpokladu , tedy BSN — BN ﬁ 0.
Nyni se zamétrime na posledni predpoklad . Tento predpoklad je technic-
kého charakteru a 1ikd nam, ze maximalni hodnota rozptylu pres jednotlivé slozky
Horvitzova-Thompsonova odhadu XHT’ ~ populac¢niho primeéru X, neni mno-
honasobné veétsi nez hodnota rozptylu Horvitzova-Thompsonova odhadu 7 HT, N
populacniho priméru Zy. V pripadé prostého nahodného vybéru plati

1 N\ 1 2
. -3 (1 - m) VT keUy 2leUy (26N — 2IN)
var Zygr, N B k£l
o (7) 1 N 1 2

max;—1 . gvar Xy v —5 (1= o) vogikeuy iy (Thin — Tijn)
kAl
. _ 2

NI 2_keUn (ZkN - ZN) o2y

- . 2 2 b
1 (4) o°
N-1 ZkeUN (:Eij - Xy ) ()N

kde Zy = % Y keUy 2kN @ )_(](3) = % > keuy Tkjn- Celkem tedy lze piedpoklad
zapsat nasledovné:

2
.. g
= lim inf 2ZN ,

.. var Zyr, N
lim inf
N—o0 max,—q,

ceny

kde 02y = w7 Skevy (ZkN - ZN)2 8 03N = N1 LkeUn (:cij - Xz(g))% Diky
predpokladu dostavame, ze Ui(j) ~ < 00, tedy jediny pripad, kdy by mohl
byt porusen predpoklad je, pokud o2, = 0. To by ovSem mohlo nastat pouze
v piipadé, ze pro kazdou jednotku k z populace Uy by platilo, ze zy = Zy,
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k € Uy. Jinymi slovy by muselo platit, Zze vSechny jednotky v populaci Uy maji
shodné ziy, coz neni mozné, tedy jsme ovérili, ze predpoklad je splnén.

Vyse jsme specifikovali predpoklady (|I}) — (]j pro pripad prostého ndhodného
vybéru a volbu o7 = 1, k € U. Tedy ze vztahu (3.13)) vime, ze

Y;‘eg,N - YN D
\/ var ZHT, N N=voo

Nyni bychom v tomto vztahu chtéli nahradit rozptyl odhadu Z T, N za jeho odhad.
Diky tomu, ze prosty ndhodny vybér je vybér s pevnym rozsahem vybéru K(sy),
muzeme pro odhad rozptylu vyuzit rovnici a s vyuzitim rovnosti
ziskdme odhad asymptotického rozptylu pro obecny regresni odhad }A/Teg ,
ktery v pfipadé prostého ndhodného vybéru a pro o2 = 1, k € U, m4 tvar:

N (0,1).

- o 1 ny(N —1)\ N? .
var Zgr, N = avar (Y;eg,N) =3 > (1 — NM) oy (ew — 2iv)°,
kesy lesy N
kAl

coz lze obdobnymi tupravami jako pii upravé vyrazu pred casti [2.1] upravit do
tvaru

2 - ny\ 1 1 N N
avar (Yreg,N) =N <1 — N) ETLN 1 kEZSN (ZkN — ZN)
a2y Lo
N N (1 N) nNS‘:’N’

A

—1
s _ T _ T T
kde Zpny = yrn — By Xen = YN — (ZkesN XkNykN) D kesn XkNXkN> XN, k€

> /™~

- 2
5 1 5 2 _ 1 5

SNy AN = 5 Lkesy kN & SIN = 77 Dkesy (ZkN - ZN) :
Abychom ovsem ziskali pozadovany vztah

A

}/;"eg, N — YN D

- N—o0
var ZHT, N

—

je treba vyuzit faktu, ze pro \/var Z rr, N plati

//\'\
varZHT,N P
= o 1.
\/V&I‘ZHT,N oo

(viz [Kott} (1990). Diky vyse uvedenému faktu a Cramérové-Slutského véte tedy
dostavame, ze

>N (0,1),

A

N
Yieg N — YN iy 2kesy INYRN = LkeUy YkN D
[ —— N—o0
5 2 _nn) _1 2
var Zygr, N \/N (1 N ) ny SZN

2 1 A ~ > 1 A A o T o
kde 53y = =5 Yresy (ZkN - ZN) y AN = 5 Dkesy kN, 2N = Yen — BonXen =
-1
T T
YkN — (ZkEsN Xk:NykN) (ZkEsN XkNXkN> XpN, k € Sy

a gkN — 1 -+ X;—N (% ZkesN XkNX];rN)il (XN — XHT,N), k € SN-

N (0,1), (3.24)
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Zameérime-li se nyni podrobnéji na vahy ggy, konkrétné na limitni chovani
téchto vah pro N — oo (z hlediska designového pristupu), tak ze vztahu (3.20))
médme, Ze v pifpadé prostého ndhodného vybéru pro o = 1, k € U, plati

1

N A

JkN = 1+ X;—N (n Z XkNXI;rN) (XN — XHT,N) ,]C € SN (325)
N kesn

-1
Nejprve se zamérime na ¢ast (% > kesy Xk NX,;FN) , pro kterou plati

-1 -1 -1
N 1 1 1
(n Z Xk;NXl—crN) :N (n Z XkNXl—ng> - (N Z XkNX];rN>

N k‘GSN N kESN kEUN
(3.26)
—1
+]1[ ]17 S x| - (3.27)
keUn

Déle vime, ze plati-li (3.22) a predpoklad, Ze matice (% S keUy Xk NX]IN> konver-
guje pro N — oo k reguldrni matici, pak obdobné jako ve vztahu (3.23)) plati pro
cast (3.260)), ze

-1 -1
1 1 1 1 1
N ( Z XkNX;N) — (N Z XkNX;rN) = NOP(l) = Op (N) .

keUn

Z predpokladu, ze matice (% > okeUn Xk NX;IN) konverguje pro N — oo k regularni
matici, dale pro ¢ast (3.27)) dostavame, ze

. (fv > kakaN)_l - Lom=0(3).

keUn

Celkem tedy mame

(2 z o) = (3) -0 () -0n (3),

Nyni se blize podivame na ¢ast (X ~y—X HT, N) ze vztahu (3.25)), plati:

(XN - XHT,N) = Xy — Rurw \/ var (XHT,N>~

var ()A(HT7 N)

Diky predpokladu pro zlomek XvXprn plati, Ze

A / V&I‘(XHT’ N)

Xy — XH1, N

var (X HT, N)

= Op(1),
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a dale pro rozptyl Horvitzova-Thompsonova odhadu XHT’ ~ populac¢niho thrnu

X za predpokladu (3.22), plati, ze

Jvar (Xpr w) = ﬁopa) =Op (\/JZ_N> .

Pro vyraz (XN — )A(HT, N) tedy plati, ze

(%o = Kirn) = 0n(1)- 0 () =0 ().

Pro véhy gy (3.25)), k£ € sy, tedy celkem dostavame, ze

giv =1+ Op (le) Op (\/JZ_N> —1+0p (\/jl_N> . (3.28)

Pozndmka 6. Vlastnost vah giy (3.28)), kterou jsme ukazali v pfipadé prostého
nahodného vybéru pro o7 = 1, k € sy, se standardné predpoklddd i v ostatnich
pripadech, tedy nejen u prostého nahodného vybéru bez vraceni.

A

Diky vlastnosti (3.28)) tedy plati, Ze i odhad rozptylu Horvitzova-Thompsono-
va odhadu Zyr, n ve tvaru (3.18) je konzistentnim odhadem rozptylu Horvitzova-
Thompsonova odhadu Zyr y (viz Sérndal a kol., 1989), tedy plati, ze

}A/;“eg,N — Yy . % > kesy IENYRN — DkeUy YEN
— n R R 2
\/m \/N2 (1 — WN) %ﬁ > kesn (gkNZkN - ﬁ > kesy gk'NZkN)
—2 5 N(0,1), (3.29)
N—oo

A _1
s T _ T T
kde Zy = ykN—,@sNXkN = YN — (ZkEsN XkNykN) (ZkESN XkNXkN) XpN, k € Sy

a gkN = 1 + X;—N (% ZkesN XkNX];rN)il (XN — XHT,N); k € SN

3.2 Kalibrac¢ni odhady

Kalibrac¢ni odhady jsou odhady ve tvaru , které pro odhad populacniho
uhrnu Y také zohlednuji pomocné informace obsazené ve vektorech x, k € U.
Nové vahy wy hledame tak, aby byly vzhledem k nami zvolené funkci vzdalenosti
co nejblize ptivodnim vaham dj, a zaroven byly splnény tzv. kalibracni rovnice

> wpxy = X, (3.30)

kes

(viz Deville a Sarndal, |1992] a |Deville a kol [1993). Tento fakt je motivovan
tim, ze pokud srovname vychyleni kalibracniho odhadu s Horvitzovym-
Thompsonovym odhadem , o kterém vime, Ze je designové nestranny, tak
dostaneme

E (Zwkyk) ~-Y=E (Zwkyk) —EYur=E (Z (wy — dk)ykz) ;

kes kes kes
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z ¢ehoz vyplyva, ze pokud hledame odhad, ktery je ,témér“ designové nestranny
(tj. ma malé designové vychyleni, E [>,c, wipyx] = Y), tak nové vahy wy musi byt
co nejblize puvodnim vaham dj, (viz Sarndal, 2010, strana 105).

Pozndmka 7. 'V pripadé prostého nahodného vybéru plati, ze d;, = %, k € s. Tato
volba puvodnich vah d; dava smysl, nebot vSem jednotkam ve vybéru s davame
stejnou vahu, tedy zadnou z nich neuprednostiujeme pred ostatnimi. Tedy pri
hledani novych vah wy, k € s, chceme, aby tyto vahy byly co nejblize piivodnim
vaham %, tj. aby byly co ,nejpodobnéjsi®.

A

Vahy wj budeme hledat minimalizaci dané funkce vzdalenosti za podminky,

ze plati kalibrac¢ni rovnice , coz povede na ulohu Lagrangeovych multipli-
kator.
Priklad. (viz Deville a Sarndal, 1992, strana 378) Zaméfime se na kalibra¢ni
odhad ffkal = Y kes WkYk, kde wy, spliuji kalibra¢ni rovnice . Necht existuje
vektor konstant a takovy, Ze plati . = x] a pro kazdou jednotku k z populace
U. Potom plati

Y T T T
Ykal:Zwkyk:Zwkxka: (Zwkxk)a = X «

kes kes kes
T
=Y xa=> y =Y
keU keU

Z rovnice vyse vidime, ze pokud hodnoty sledovanych znakt y, k € U, jsou pouze
néjaké linearni kombinace pomocnych hodnot x;, £ € U, tak potom kalibrac¢ni
odhad Y je diky kalibra¢nim rovnicim roven popula¢nimu tthrnu Y. Tedy
ziskame presny odhad, coz vsak v praxi nastane ziidkakdy, nebof ve vétsiné
pifpadi neexistuje vektor konstant a takovy, ze y, = x; a. Casto plati, Ze rozdily

Yr — X, & jsou malé pro vétsinu jednotek z populace U.

3.2.1 Obecny regresni odhad jako kalibra¢ni odhad

V této casti si ukazeme, jak lze obecny regresni odhad odvodit pomoci
teorie kalibracnich odhadii. Za timto tcelem nejprve ukazeme, jak zvolit funkci
vzdalenosti tak, abychom dostali odhad shodny s obecnym regresnim odhadem
?}eg (3.8)). Funkci vzdalenosti zvolime tak, aby pfipominala chi-kvadrat statistiku,
tedy je tvaru > ¢, W. Tuto funkci, kterou mérime vzdalenost novych vah wy,
od ptvodnich vah dj, musime ovSem uvazovat v obecnéjsi verzi, ve které kazdy
¢len souctu navic podélime hodnotou 2¢; > 0, kterd nijak nesouvisi s dj. (pro
zobecnéni by stacilo podélit kazdy clen souc¢tu hodnotou ¢, ale s hodnotu 2¢
se nasledné lépe pracuje). Toto zobecnéni uvazujeme, abychom umoznili rizna
{o?,k € U} ve vzorci obecného regresntho odhadu (3.8). Kdybychom ho neuva-
zovali, tak bychom nedostali shodny odhad s obecnym regresnim odhadem (3.8)).

Minimalizujeme tedy
(wy, — di)?

2 2diqy

kes
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za podminky, ze plati kalibrac¢ni rovnice (3.30]), coz vede na tlohu Lagrangeovych
multiplikatori. Lagrangeova funkce ma tvar

L(w,A) = Z ml;d_k;ik) AT (Z WEXp — Z Xk) , (3.31)

kes

kde jsme pro piehlednost oznacili w = {wy},.,. Zderivovanim Lagrangeovy
funkce (3.31)) podle proménné wy, a ndsledném polozenim rovno 0, ziskdme vztah:

wy, — di,

—ATXk =0,k € s.
diqr

Upravenim této rovnice ziskdme vztah pro nové vahy wyg, které jsou tvaru
wi = di (14 gex{ A) k€ s, (3.32)

kde A je vektor Lagrangeovych multiplikatori, ktery dopocitame z kalibracnich

rovnic , tedy
Zxkdk (1 + qug)\) = X,

kes

Z dek + (Z qukaX,;r) A= X,

kes kes

(Z qukaX,;r) A=X— XHT-

kes
Pokud 1ze matici (ZkES qukxkxg) invertovat, tak pro A plati:

A= (Z qkdkxkx,j> 7 (X = Xpr) . (3.33)

kes

Po dosazeni vypocitané hodnoty A ([3.33)) do vzorce (3.32), pfi volbé ¢ = 1/02,

ziskame pro vahy wy nasledujici tvar:

-1
T T
Wi :dk ].—l—X% (Z deksz) (X—XHT) ,]’C € s,

Ok \kes Tk

ktery je shodny se vzorcem (3.10), tedy ziskdvdme shodny odhad s obecnym
regresnim odhadem ((3.8)).

3.2.2 Obecné kalibracni odhady

V této c¢asti si odvodime kalibra¢ni odhady popula¢niho tthrnu Y s obecnou
funkci vzdalenosti Gy (w, d) (viz [Sarndal, 2010 a |Deville a Sarndal, |1992). Tedy
se budeme zabyvat tlohou, kde budeme minimalizovat

> Gr(w, d)

kes

za podminky, Ze plati kalibracni rovnice (3.30)). O funkci vzdalenosti Gy, predpo-
kladame, ze:
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o pro kazdé pevné d > 0 je Gy(w,d) nezdporna, ryze konvexni, diferencova-

telnd podle proménné w a mé spojitou derivaci gp(w,d) = Z=,

* Gk(d> d) = gk(d7 d) = 0.
w/d , kde g, > 0 nijak
nesouvisi s di. Funkce g(-) je spojita a ryze rostouci (nebot Gk je ryze konvexni).
O této funkci déle predpokladdme, ze g(1) = 0 a ¢'(1) = 1, kde ¢’ znaci derivaci
funkce g. Prvni z téchto predpokladi nam tikd, ze pro w = d, tedy w/d = 1
(pri aplikaci, Ze za nové vahy wy, uvazujeme puvodni vahy dy,), funkee g(-) nabyva
svého minima, tj. pokud uvazujeme nové vahy w; rizné od ptuvodnich vah dy,
tak jsou od puvodnich vah dj vzdalenéjsi nez samotné ptivodni vahy di. Druhy
predpoklad tika, ze pro w = d jsou puvodni funkce GG na okoli tohoto bodu stejné
zakiivené, tj. funkce Gy(w,d) maji v bodé (d,d) stejné prvni 3 ¢leny Taylorovy
rady (¢leny do druhé derivace).

Pti hledéani novych vah w; minimalizujeme zvolenou funkci vzdalenosti za
podminky, ze plati kalibra¢ni rovnice , coz vede na nasledujici lohu:

mvin Z Gk (wk, dk)

kes

za podminky Z WXy = Z Xk,
kes keU

Déle predpoklddejme, ze gy lze zapsat ve tvaru g(w,d) =

kde w = {wy}res, kterou vyfresime metodou Lagrangeovych multiplikatort, t;.
Lagrangeova funkce ma tvar

L ( Z Gk wk, dk (Z WX — Z Xk) s (334)

kes kes keU
kde w = {wi}cs @ A = (A, ...,)\J)T je vektor Lagrangeovych multiplikdtoru.
Zderivovanim L (w, A) (3.34]) podle proménné wy a polozenim rovno 0, ziskdme
vztah
g (wy/dk)

—x,A=0,k€Es.
Ak

Oznac¢ime-li F inverzni funkci k funkei g, tj. F(u) = g~ *(u) (existence inverzni
funkce F' vyplyvéa z predpokladu, ze Gy, je ryze konvexni), ziskdme pro vahy wy,
vztah:

wi = dpF (qx [ A) k€ 5, (3.35)

kde A dopocitame z kalibrac¢nich rovnic (3.30)), tedy

kes keU

Takto jsme odvodili kalibra¢ni odhad popula¢niho thrnu Y a tento odhad je
tvaru:

}A/]ml = Z dkF ( qrLXy, A) Yk, (337)

kes

kde A dopocitame ze vztahu (3.36)).



Nyni se vratime k sekci |3.2.1] abychom ovérili predpoklady pro funkci vzdéle-
nosti vah wy, a dg, kterou jsme zavedli tak, abychom ziskali shodny odhad s obec-

nym regresnim odhadem (3.8). V tomto pripadé mame podle zavedeného zna-

—d)? v .y . , ; .
(“; qu) , ztejmé se tedy jednd o nezdpornou funkci

OGr(w,d) _ (
ow

vexni, coz muzeme ovérit pomoci druhé derivace podle, ktera je rovna ﬁ, tedy
je kladna, nebot d > 0 a g, > 0, z ¢ehoz vyplyvd, ze funkce Gi(w,d) je ryze

konvexni. Derivaci gx(w,d) lze zapsat ve tvaru %, kde g(w/d) = w/d — 1,

plati tedy, ze g(1) = 1 —1 = 0 a ¢'(1) = 1. Inverzni funkce F' k funkci g je

tvaru F(u) = 1 + u. Tedy vidime, ze funkce vzdalenosti (z;’;q?g, splnuje vsechny

predpoklady, které jsme vyse zavedli a podle (3.37)) kalibracni odhad pro takto
zvolenou funkci vzdalenosti ma tvar

Via = dy, (1 + QkaT)\> Yk
kde A lze vyjadrit ze vztahu (3.36]), ktery je v tomto piipadé

> dy, (1 + qu,j)\) Xp = Y Xp.

kes keU

¢eni nasledujici: Gi(w,d) =

se spojitou derivaci gx(w,d) = ﬁq_kd). Funkce Gy (w,d) je ryze kon-

Volby funkce vzdalenosti

V této casti se budeme zabyvat moznostmi, jak zvolit funkci vzdalenosti Gy,
kterou mérime vzdalenosti novych vah wy od puvodnich vah dj. Pro funkci Gy
jsme zavedli nékolik predpokladii, které chceme, aby byly splnény. Nazvy metod,
jak zvolit funkci vzdalenosti Gy, jsou prevzaty ze ¢lanku |Deville a Sarndal (1992)
a [Deville, Sarndal a Sautory| (1993)).

Linearni metoda. V casti jsme jiz uvedli priklad takové funkce, jednalo
se o funkci
(w —d)?

2dg,

Zderivovanim této funkce podle proménné w jsme ziskali, ze

w—d 1 /w 1 w
oSt L (5) - ().
ge(w, d) dqy qr \d qu d

a dale jsme vyse ukazali, ze predpoklady funkci Gy a g jsou splnény. Inverzni
funkce F' k funkci g je tedy tvaru F(u) = 1+ u.

V casti jsme pro tuto volbu funkce vzdalenosti odvodili nové vahy wy, (viz
rovnost ) V tomto pripadé ovSsem neni zaruceno, ze vahy jsou nezaporné.
Tuto vlastnost bychom vsak od novych vah wy ocekavali. Tento problém miizeme
vytesit jinymi volbami funkce vzdalenosti Gy, které nyni uvedeme (napiiklad viz
Deville a Sarndal, 1992).

Gk(w, d) =

Metoda rakingu (logitova metoda). Prvni metodou, u které mame zaru-
¢eno, ze vahy budou nezdporné je tzv. raking. V tomto ptipadé je funkce vzdale-
nosti GG, definovdna nésledovné:

Gr(w,d) = 1 <wlog (z;}) —w—i—d) :
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tedy aby byla funkce logaritmus definovana, tak musi platit, ze w > 0. Zderivuje-
me-li tuto funkci podle proménné w, dostaneme

1 w d1 1 w
=—11 — ——1]=—=1 — .
ge(w, d) qk<og(d)+wwd ) qr Og<d)

Vidime, ze predpoklady o funkci vzdalenosti Gy, respektive g, jsou splnény: Gy
je funkce se spojitou derivaci, kterd lze zapsat ve tvaru g(w/ 9 kde g(x) = log(x),
Gr(d,d) = ( d+d)=0,gi(d,d) =0a g (x)]=1 = ;\x_l = 1. Déle plati, ze Gy,
je ryze konvexnl coz muzeme vidét z druhé derivace této funkce podle proménné
% = q%w. Druhé derivace je kladna, nebot w > 0, tedy

Gy, je ryze konvexni. Inverzni funkce F' k funkci g je tvaru F(u) = exp(u), tedy
nové vahy wy jsou podle rovnice (3.35]) rovny

w, pro kterou plati

= dpexp (qu,j)\) k€ s, (3.38)

ziejme tedy plati, ze wy > 0, k € s. Dfive zavedené predpoklady jsou tedy splnény
a podle rovnice (3.37) dostaneme kalibra¢ni odhad tvaru

Viar = Y dj exp (%X;)\) Yk,

kes

kde A dopocitame z kalibrac¢nich rovnic (3.36]), které v tomto pripadé maji tvar

Z dj, exp (qulj)\> Xy = Z X,

kes keU
Miuzeme si vS§imnout, ze v pripadé rakingu mohou nové vahy wy nabyvat hodnot
z intervalu (0, 00), nebot plati rovnice . Ovsem v nékterych pripadech se
chceme vyvarovat extrémné velkym vaham, tedy je chceme néjak omezit, nebot
pro néjaké vybéry s bychom mohli v pripadé extrémnich vah ziskat nesmyslny
odhad.

Logitova (L,U) metoda. Abychom nové vahy wj omezili, definujeme kon-
stanty L a U takové, ze L < 1 < U, a dale definujeme A = % Timto
omezenim je motivovana volba funkce vzdélenosti ve tvaru

Cd [rw w_ wy, U-%

Derivaci této funkce podle proménné w ziskdme

1 d
1[1 w_J, U—2»
=—|—(log4 —1 d ).
qk[A<Og1—L OgU—lﬂ
Nyni opét ovérime predpoklady, funkce Gk ma spojitou derivaci g, kterad lze

zapsat ve tvaru £ w/d , kde g(x) = (log =L —log Y= 1) Gr(d,d) = gx(d,d) = 0.
Nyni ovérime, ze g ( 1) = 1. Diky tvaru konstanty A méame
1 U-1L (1-L)(U-1) U-1L (1-L)(U-1)

AU UL GoDU-a DU )
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tedy ¢'(1) = % = 1. Inverzni funkce F' k funkci g je tvaru

LU —1)+4 (1 — L)U exp(Au)
U—1+(1—L)exp(Au)

Flu) = (3.39)

tedy nové vahy jsou podle rovnice (3.35]) rovny

LU — 1)+ (1 = L)U exp(Agxi N)
U—-1+(1— L)exp(Agxi \)

wk:dk ,kES.

Podivame-li se podrobnéji na inverzni funkci F' (3.39)), vidime, ze plati nasledujici:
o lim, , o F(u) =L,
« F(0)=1,
o lim, o, F(u) ="U.

Diky vztahu (3.35) pro nové vahy wy vyplyva, Ze nové vahy wy jsou v tomto
pripadé omezeny nasledovné

Ldk < wg < Udk

Lineérni (L,U) metoda. Obdobné se lze vyhnout zapornym vahdm wy, k € s,

(112};(1?2 (viz ¢ast 3.2.1)). Pri volbé funkce

pti volbé funkce vzdalenosti G(w,d) =
vzdalenosti ve tvaru

wod?  kdyz L<® <U

Gk(w7 d) = { 2da

0, jinak,

kde L <1 < U a volbé L > 0 ziskdme nezaporné vahy wy, k € s.

Hellingerova metoda. Dalsi moznosti, jak zvolit funkci vzdalenosti Gy, je
volba

(Mm@:;@@—%W.

Derivaci této funkce podle proménné w ziskame

gr(w,d) = i? (1 - d) :
Ak w

Snadno muzeme vidét, ze jsou splnény vSechny predpoklady o funkci Gy, respek-

=2
tive gg. Inverzni funkce F' je tvaru F(u) = (1 — %) , tedy podle rovnice (|3.37))
ziskdme odhad ve tvaru

T —2

O qQeXp A

Vi = di (1 - ;) Yk,
kes

kde A dopocitame z kalibrac¢nich rovnic (3.36]), které v tomto pripadé maji tvar

T -2
de (1 - qk};kA> X = Z X

kes keU
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Metoda minimalizace entropie. Dale jesté uvedeme funkci vzdalenosti ve
tvaru

1 w
G w,d:<—dlo +w—d>,
k(w, d) ” &

ktera ma derivaci podle proménné w tvaru

ge(w,d) = 1 (1 — d) )

qk w

O téchto funkcich opét snadno ovérime vsechny predpoklady a déle dopocitame,
ze pro inverzn{ funkci F plati F(u) = (1 —u)~'. Tedy dle rovnice (3.37) mdme
kalibra¢ni odhad tvaru

}A/kal = Z dy, (1 - QkX/IA>71 )

kes

kde A dopocitame z kalibrac¢nich rovnic (3.36]), které v tomto pripadé maji tvar

de (1 — qu,IA)_lxk = Z Xp.

kes keU

3.2.3 Rozptyl kalibracniho odhadu

V této ¢asti se zamérime na rozptyl obecného kalibra¢niho odhadu fﬁml de-
finovaného vztahem (3.37)). Nasledujici vysledek je prevzat ze ¢élanku |[Deville a
Sarndal (1992, strana 379). Predpokladam-li navic, Ze

s MaXkeuUy ||XkN|| =M < o0,
« F"(0)=M < oo,

tak potom plati, ze obecné kalibra¢ni odhady Veal (3.37)) jsou asymptoticky ekvi-
valentni s obecnym regresnim odhadem Y., (3.9)), kde F' jsou inverzni funkce
uvedené v predchozi ¢asti|3.2.2 tedy prislusné funkce Gy, respektive g, splnuji
diive uvedené predpoklady.

Pozndmka 8. Asymptotickd ekvivalence odhadt ([3.37) a (3.9) je myslena ve
smyslu, e plati (Y,ml - Ymg) = Op (%) (viz Deville a Sirndal, 1992). .

Vzhledem k vysledku vyse dale plati, Zze obecné kalibra¢ni odhady Vieal
a obecny regresni odhad ffreg maji stejny asymptoticky rozptyl, ktery jsme
odvodili v &sti [3.1.1] Tedy pro kalibraénf odhady Yie plati, e asympto-
ticky rozptyl je tvaru .
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4. Kalibracni odhady
v kontingencnich tabulkach

V predchozi casti této prace jsme se zabyvali odvozenim obecnych kalibrac-
nich odhadi, které nyni budeme chtit aplikovat na priklady z praxe, kde casto
muzeme narazit na situace, kdy chceme délat kalibra¢ni odhady na zakladé zna-
mych ¢etnosti v kontingencnich tabulkich. Rozlisujeme dva ptipady (viz [Deville

a kol., [1993)):

o 1Uplna post-stratifikace — znédme cetnosti jednotlivych bunék v kontingenéni
tabulce,

o neuplnd post-stratifikace — zname marginalni ¢etnosti v kontingencni ta-
bulce.

Vétsi pozornost budeme vénovat druhému pripadu, se kterym se v redlnych si-
tuacich setkavame castéji. Mtizeme se s nim setkat napriklad v pripadech, kdy
zname data o populaci ze dvou zdroji, kde z jednoho zname naptiklad vékové
strukturu populace a ze druhého zname nejvyssi dosazené vzdélani této populace,
ale nezname prektizeni téchto informaci, tj. nezname nejvyssi dosazené vzdélani
podle raznych vékovych skupin populace.

Nize uvedené zavéry plati pro kontingenc¢ni tabulky riznych rozmért a di-
menzi, ale pro jednoduchost se zde budeme zabyvat dvourozmérnymi kontingenc-
nimi tabulkami o rozmeérech r x ¢. Mame tedy kontingenc¢ni tabulku s r radky
a ¢ sloupci, ktera nam rozdéluje populaci U, kterda obsahuje N jednotek, do r x ¢
jednotlivych bunék. Pro bunku (i,7), ¢ =1, ...,7, 7 =1, ..., ¢, madme populaci
Ui;, ktera obsahuje N;; jednotek. Plati tedy, Ze

4.1 TUplna post-stratifikace

Jak bylo uvedeno vyse, pti uplné post-stratifikaci zname cetnosti bunék v kon-
tingencni tabulce, tedy proi =1, ...,raj =1, ..., czndme pocty IV;; jednotek
z populace v jednotlivych bunkach. Znalost téchto pocti jednotek nyni chceme
vyuzit pri hledani kalibra¢nich odhadt (viz|[Deville a kol., [1993). Za timto ucelem
definujeme vektor pomocnych hodnot x;, tak, abychom védéli do jaké bunky k—ty
jedinec z populace patii. Nejjednodussi tedy je definovat pomocny vektor x; tak,
ze obsahuje (rc¢ — 1)-krat hodnotu 0 a déle obsahuje jednu hodnotu 1. Hodnota
1 nam tedy tika, do jaké bunky k—ty jedinec z populace patii. Podivame-li se
nyni na kalibrac¢ni rovnice , tj. Yopes WpXr = X, vidime, ze v tomto pripadé
plati, ze

X=Yx,={Nu, ..., Noo) '
keU
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Tedy populac¢ni thrn X pomocnych hodnot x;, k € U, obsahuje vSechny znamé
pocty jednotek N;;, i = 1,...,r, j = 1,...,¢, v jednotlivych bunkéich. Pokud
nyni uvazujeme kalibraéni odhady s obecnou funkei vzdalenosti G (w, d), ktera
spole¢né se svou derivaci gk(w d) =1 (”“;/ 9 a také s inverzn{ funkei F k funkei g
splnuji predpoklady z castl | a dale pokud predpokladame ze qr = 1Vk e U,

tak kalibrac¢ni rovnice muzeme podle vztahu 6 zapsat ve tvaru

S diF (xfA) %k = (N, -, Nie) T (4.1)

kes

Nyni si uvédomime, Ze pro pro véechny jednotky k z butiky (i,7) je vyraz x; A
konstantnf a oznacime jej \j, tj. A;j = X, A pro jednotky k patiici do butky (i, 5).
Oznacime-li s;; mnozinu jednotek k z vybéru s patfici zaroven do ¢asti populace
Uij, tj. sij = s N Ujj, potom mizeme kalibraéni rovnice prepsat do tvaru
Dkesy, dpF(Nij) = Nyj, z cehoz ziskame vztah

Ny |
—_— Vi=1,...,rVj=1,...,c
Ekesijdk

Dosadime-li tento vysledek do vztahu pro nové vahy wy, (3.35)), ziskdme, Ze

F(X\j) =

Nij
wy =dpy—"—,k€s;;,1=1,...,r,5=1,...,c
Zkes” ’

Pokud nyni vyjaddiime hledany kalibracni odhad popula¢niho thrnu Y ([3.37),
dostavame

R Yokes. d
T =3 Y de Ny = 3y i ke (4.2)
ZkESU ZkEsU

i=1 j=1ké€s;; =1 j=1

4.2 Neuplna post-stratifikace

Jednim z moznych divodi, pro¢ vyuzit neidplnou post-stratifikaci, je, pokud
nezname cetnosti ve vSech bunkach kontingenéni tabulky, ale zndme pouze mar-
ginalni ¢etnosti v této kontingencni tabulce, tj. pro ¢ = 1, ..., r zname hodnoty
Ny = 25:1 N;; aproj=1, ..., czname hodnoty N,; =>7 | N;; (viz Deville a
Sarndal, [1992 a Deville a kol.,|1993)). Dalsim divodem, pro¢ uprednostiujeme ne-
uplnou post-stratifikaci pred tiplnou, je, pokud v nékterych bunkach kontingenc¢ni
tabulky médme maly nebo nulovy pocet jednotek. Pokud bychom v tomto pripadé
pouzili uplnou post-stratifikaci, mohla by nastat situace, Ze kalibra¢ni odhad
nebude definovan, nebot 3 ¢, dx = 0.

P1i netplné post- stratiﬁkaci se tedy snazime vyuzit znamé hodnoty margi-
nalnich cetnosti N;y = 325 Ny, i =1, ...,r,a Ny =30, Ny, j =1, ...,¢,
pri hledani kalibrac¢nich odhadi. Za timto ucelem definujeme vektory pomocnych
hodnot x; nasledovné

Xk = (51.]6; oo 757‘.k7 6.1’67 s 75.cl€>T )

kde 6; = 1, jestlize k—ty jedinec patii do i—tého tadku a 9, = 0 v ostatnich
ptipadech. Obdobné je definovéno i 6 j;. Pomocné vektory x; obsahuji tedy r + ¢
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hodnot, z toho dvakrat obsahuji hodnotu 1, které nam udavaji do jakého radku
a sloupce k—ty jedinec z populace patii a ostatni hodnoty jsou 0 (tj. (r+c—2)-krét
obsahuji hodnotu 0). Diky této definici vektorti pomocnych hodnot xj dostavame,
ze
X =YY%=y, oo, Nty Nty oo, Nyo) T
keU

Pokud opét predpokladame, ze funkce Gi(w, d), grx(w,d) a F(u) spliuji predpo-
klady zavedené v ¢asti [3.2.2] a pokud navic plati, ze qp = 1 Vk € U, tak miizeme
kalibra¢ni rovnice (3.30) zapsat ve tvaru

deF (XIIA) Xp = (Nig, ooy Neyy Ny - 7N+c)T : (4.3)

kes

Vsimnéme si, ze pro vSechny jedince k pattici do i—tého radku a j—tého sloupce

plati, Ze x/ X je konstantni, pokud ozna¢ime X = (uy, ..., u,, vy, ...,UC)T, tak
potom plati, Ze x] A = u; + v;, pokud k—ty jedinec pati¥i do buiky (i, ), pro
it =1,....,raj = 1,...,c. Podobnou tivahou jako u tuplné post-stratifikace

dostavame, ze kalibra¢ni rovnice ([3.36)) muzeme zapsat ve tvaru

ZF’(ui—i—vj) Z dk-:N/L'Jr’ Z:L o,y
j=1 kGSi]‘

. (4.4)
ZF(ui+vj)de:N+j7 jzl,...,c.
=1

kESij

Méame tedy 7 4 ¢ rovnic o r + ¢ nezndmych. Jedna z rovnic je ovSem pteby-
tecna, nebof lze vyjadrit jako linedrni kombinace zbyvajicich r+c¢—1 rovnic. Tedy
jednu z nezndmych mizeme zvolit jako parametr, konkrétné zvolime, ze v, = 0,
a poté Tesime rovnice pouzeproi=1,....raj=1 ...,c— 1.

Pozndmka 9. Parametr v, miizeme zvolit rovny 0, nebot v rovnicich pra-
cujeme vzdy s argumentem funkce F'(-) ve tvaru u; +v; proi =1,...,7a j =
1, ..., ¢, tedy pokud bychom zvolili v. = v, byly by ostatni parametry o v posu-
nuté, ale soucet u; + v; by byl stejny.

A

Pozndmka 10. Jak je uvedeno ve ¢lanku Deville a Sarndal (1992), k vyfeseni
rovnic (4.4) je ¢asto potieba pouzit iterativni feSeni.
A

Jestlize z rovnic (4.4) mame vypocitany jednotlivé slozky vektoru A, tj. zname
u, = 1,...,r,awv;, 5 = 1,...,¢c, potom lze odhadnout pocty jednotek N;;
v jednotlivych burikdch na zakladé rovnic (4.4) pomoci vztahu

N'Z;:F<UZ+UJ> dea izl?"‘arvj:17"'7c'

k‘ESij
Vyjadiime-li z vyse uvedeného vztahu predpis pro funkci F'(-), dostaneme, ze
il

Flu;+v) = —9 i1 . rji=1, ... .c 45
(u; +vy) ZkESijdk 1 r,J c (4.5)
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Pokud dosadime rovnost (4.5) do vztahu pro nové vahy wy. (3.35)), ziskdme, zZe

A'LU
wy =dy——,k€Esy,1=1,...,r7=1,...,c
Zkes”

Tedy hledany kalibra¢ni odhad Vi populaéniho dhrnu Y je podle vzorce (3.37))

tvaru

A
w

. Dkesi; 4
=YY Y dee = Y Ay )
Ek‘ES” Ekeszg

1=1j=1kes;; i=17=1

Porovname-li nyni kalibra¢ni odhady popula¢niho tthrnu Y ziskané pti tplné
a netplné post-stratifikaci (odhady (4.2)), respektive (4.6))), vidime, ze majf stejny
tvar a lisi se pouze v tom, ze u odhadu pri uplné post-stratifikaci pracujeme ve
vzorci se znamymi pocty jednotek N;;,i = 1,...,r, 7 =1,...,cau od-
hadu pri neﬁplné post-stratifikaci pracujeme s odhadnutymi poc¢ty jednotek
Nvi=1,....r,j=1...c

177

4.2.1 Aplikace pro linearni metodu a metodu rakingu

V této casti prace uvedeme kalibra¢ni odhad Vit popula¢niho thrnu Y pfi
netplné post-stratifikaci (odhad ve tvaru (4.6))) pro konkrétni volby funkce vzdé-
lenosti Gy(+, ), tedy i pro prislusné funkce F'(-), které ve vztahu vyuzijeme.
Nékteré moznosti, jak zvolit tyto funkce, jsme uvedli v podkapitole [3.2.2]

Prvni moznosti, ktera byla vySe uvedena, byla linearni metoda, pro kterou
plati, ze Gi(w,d) = (“2];;?2 a prfslusnd inverzni funkce F je tvaru F(u) = 1 + w.

Tedy s vyuzitim vztahu (4.5)) je kalibracni odhad (4.6) tvaru

Vial = SN A +ui+vy) > diyr,

i=1j5=1 kesij

kde u;,i =1, ...,r avj,j =1, ...,c vypocitame z rovnic (4.4]), které v pripadé
linearni metody maji tvar

Z(l—f—ul—f—l)])deZNH_, Z.:]_,.‘.,T’,
J=1 kGSij
Z(l—i—ui—l—vj)z:dk:Nﬂ-, jzl,...,c.

=1 k‘ESij

(4.7)

Pokud oznacime n;; pocet jednotek v podvybéru s;;, tj. pocet jednotek které patii
do vybéru s a zaroven do casti populace U;;, tak v piipadé prostého ndhodného
vybéru bez vraceni, pro ktery plati, ze d = % = % (viz (2.1))), lze rovnice
proi =1, ..., r upravit, stejné jak je uvedeno v ¢lanku Deming a Stephan| (1940),
do tvaru:
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C

Z(l—kui—l—vj) Z dk:NH., ’L:l, Lo,y

7j=1 keEs;j
N .
— ZZl—FUlZZl—FZU]z:l H—)'l:l,...,’l",
T | j=1 kesy, j=1kesy; j=1 kes”

anJruZZnUJerjn” = Z+N 1=1,...,7,

(&
i + uiny + Zvjnij =My, t=1,...,7,
Jj=1

kde n;y = Z§:1 ny; a my = Niy 5. Obdobné miiZeme upravit rovnice pro j =

1, ...,c a celkem rovnice (4.7) muzeme prepsat do tvaru
4
uin;y + Zvjnij =My — Ny, t=1,...,7,
j=1
.,
ving; + Zumw =m4;—ng, J=1,...,¢,

i=1
kde ny; = 377 ny a my; = Nyj+. Zpisob, jak vyfesit tyto rovnice, je uveden
v ¢lanku Deming a Stephan| (1940)).

Dalsi moznosti volby funkce vzdalenosti byla metoda rakingu, tj. Gy(w,d) =
qik (w log (%) —w+ d), kterd byla motivovana tim, abychom se vyvarovali zapor-
nym vahdm, které mohou vychazet u linedrni metody. Jak je uvedeno v ¢asti[3.2.2]

prislusnd inverzni funkce F' k derivaci funkce Gy je tvaru F(u) = exp(u), tedy
opét s vyuzitim vztahu (4.5 je kalibra¢ni odhad (4.6)) tvaru

Vi =Y > exp(u; +v;) . diys,

i=1j=1 kesij

kde u;,i =1, ...,7awv;,j =1, ...,c vypocitame z rovnic (4.4), které v piipadé
metody rakingu maji tvar

Zexpuz+v] de— i, =1, ...,m

kEsij
Zexp u; + v;) Z dp = Nyj, j=1,
kEs;j;
V pripadé prostého ndhodného vybéru, di, = =-, a pti znaceni, které bylo zavedeno

vyse, lze tyto rovnice zapsat ve tvaru
c
exp(u;) > exp(vj)n =mip, i=1,....,r,

=1
'

exp(v;) Y _exp(u)n; =myj, j=1,...,c
i=1

Jak je uvedeno v clanku Deville a Sarndal (1992), feseni téchto rovnic lze
ziskat pomoci IPF algoritmu (iterative proportional fitting), ktery je pro linedrni
metodu uveden v ¢lanku Deming a Stephan| (1940).
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5. Aplikace

V této casti prace aplikujeme diive uvedené teoretické zavéry na redlnd data,
konkrétné se budeme zabyvat poslechovosti radii obyvatel Ceské republiky —
tzv. RADIOPROJEKTem. Tento projekt je realizovan spole¢nostmi MEDIAN
a STEM/MARK. Od téchto spolecnosti mame k dispozici data a také soubor,
ve kterém je popsano, jak tento vyzkum vznikal, a ze kterého tato ¢ast prace
vychézi. Vyzkum je provadén pomoci telefonnich rozhovori a k dispozici méame
data ze ¢tvrtého ctvrtleti roku 2015 a z prvniho étvrtleti roku 2016 (tj. z obdobi
od 1.10.2015 - 31.3.2016), kdy bylo dotdzano 15245 respondentti. Respondenti pro
vyzkum jsou vybirani pomoci generovani ndhodnych telefonnich ¢isel a databaze
telefonnich ¢isel domacnosti CR (pevné linky). Dotazovany jsou pouze osoby ve
véku 12 — 79 let trvale bydlici na tizemi Ceské republiky.

Vzhledem k tomu, ze od roku 2007 je normovana velikost vzorku urcéena ¢tvrt-
letné na 7500 respondentii, byla velikost vybéru prevazena na 15000 respondentii,
nebof mame data za dvé ¢tvrtleti. K prevazeni dat byl pouzit algoritmus itera-
tive proportional fitting (Deming a Stephan, 1940). Data byla prevdzena podle
vybranych zakladnich idaji a také pomoci jejich vybranych dvojnych kombinaci
tak, aby prevazena data odpovidala predepsanym cetnostem v celé populaci oby-
vatel Ceské republiky ve véku 12 — 79 let. Vzhledem k tomu, Ze z dostupnych dat
zndme pouze marginalni Cetnosti obyvatel v Ceské republice (naptiklad pocet
muzi, pocet obyvatel Pardubického kraje, ... ), piipadné jejich dvojné prekiizeni
(naptiklad poc¢et muzu v Pardubickém kraji a dalsi), jednd se o neiplnou post-
stratifikaci (viz sekce . P1i prevazovani dale spolecnosti kontroluji hodnoty
vypocitanych vah a to tim zplisobem, Ze tyto vahy musi byt v intervalu od 0.3
do 3. Pokud néktera z vah vysla mimo tento interval, byla jeji hodnota poté na-
stavena na blizsi z krajnich hodnot intervalu. Na tomto misté je tieba zdiraznit
fakt, ze z dostupnych informaci neni zfejmé, zda hodnota vah mimo interval byla
ménéna v pribéhu algoritmu, nebo az na jeho konci. Tento fakt budeme muset
brat v potaz pii simulacni studii, kterd nasleduje v dalsi kapitole této prace.

5.1 Odhady poslechovosti radii na zakladé me-
tod spole¢nosti MEDIAN a STEM/MARK

Jak bylo zminéno vyse, zabyvame se poslechovosti radii v Ceské republice.
Tato poslechovost se uvadi v tisicich obyvatel. Populacnim thrnem poslecho-
vosti radia rozumime pocet viech ob¢ani Ceské republiky ve véku 12 — 79 let,
ktefi béhem vcerejsiho dne poslouchali dané radio. Pokud popula¢ni thrn po-
slechovosti odhadneme stejnym zpusobem, jakym to délaji spole¢nosti MEDIAN
a STEM/MARK, tak odhad popula¢niho tthrnu poslechovosti daného radia je
urcen souctem vah vsech respondenti, ktefi v telefonnim rozhovoru uvedli, ze bé-
hem vcerejsiho dne dané radio poslouchali. Tento soucet vah je nasledné vhodné
prevazen na celou populaci. Oznacime-li Y pocet lidi z celé populace, ktefi véera
poslouchali konkrétni radio R, tak odhad popula¢niho tthrnu poslechovosti Vi
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pro konkrétni rddio R vypocitadme podle vzorce

NZkes YrWp

P —
EkES Wk ’

(5.1)
kde N je velikost celé populace U, s je vybér z této populace, wy je vaha pro
k—tého respondenta, y, = 1, pokud k—ty respondent vcera poslouchal radio
R a y, = 0, pokud radio R vcera neposlouchal. Oznac¢ime-li w = > .o, wg
a Yy = iZkes YrWg, potom mame, ze )A/R = Ny,. Pro data, ktera mame k dispo-
zici, plati, ze w = 15005.1, coz neni presné 15000, jak uvadéji spolecnosti. Tento
rozdil je zpusoben jednak tim, ze vahy mimo interval 0.3 — 3 byly zménény na
blizsi z krajnich hodnot tohoto intervalu a také tim, ze vahy jsou zaokrouhlené
na jedno desetinné misto. Vzhledem k tvaru odhadu popula¢niho thrnu posle-
chovosti radia R (5.1)) a vzhledem k tomu, ze vahy wy udavané spole¢nostmi byli
vypocitany tak, aby prevazena data odpovidala teoretickym cetnostem v populaci
Ceské republiky, se jednd také o kalibra¢ni odhad.

Nyni se zamérime na asymptoticky interval spolehlivosti pro popula¢ni thrn
poslechovosti Yx. Na zékladé souboru, ktery poskytly spolecnosti STEM/MARK
a MEDIAN, vime, ze k vypoc¢tu asymptotického intervalu spolehlivosti s pravde-
podobnosti pokryti 0.95 pouzivaji vzorec

N — — N - - N
<YR — 0.975\/ Yw (1 — Yu) wa7 Yr + 10.975\/ Y (1 — Yu) ww) ) (5.2)

kde u, znac¢i a-kvantil rozdéleni N(0, 1). Tvar tohoto asymptotického intervalu
spolehlivosti je ziskan na zédkladé tvaru asymptotického intervalu spolehlivosti
v pripadé prostého ndhodného vybéru, ktery je zalozen na asymptotické normalité
odhadu popula¢niho thrnu (viz vztah ) Z tohoto vztahu je asymptoticky
interval spolehlivosti pro popula¢ni tthrn Yy s pravdépodobnosti pokryti (1 — «)

tvaru:
(Y/N — Ul—q/2 \/ VBJI'/(?N), S/}N + Ul—a/2 \l Var/(?]\/)) ) (53>

kde Yy = %Zkes yr = Ny. V pripadé odhadu rozptylu odhadu popula¢niho
thrnu za predpokladu prostého ndhodného vybéru dostavame diky vztahu ((2.5)),
ze

Va?(?]\/):vmg):]\ﬂ(l—n) l32:N2 <1_n>1 ! Z(yk—g)Q

N)nVY N/ nn—-1=
n\1 1
:N2<1—) 2 -2
n n\ N? [1
_ A W 2 -2
n—l( N>n(71kz€8y’C y),
coz za predpokladu, ze y, € {0,1},k € U, lze zapsat ve tvaru
- n n N2 _ )
Var(YN):n_1<1—N)n<y—y), (5.4)
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nebof %ZkES Y = %ZkES yr =y (2.2)). Tedy asymptoticky interval spolehlivosti
pro populaé¢ni ithrn Yy s pravdépodobnosti pokryti (1—«) (5.3 mizeme v pripadé
prostého ndhodného vybéru a za predpokladu, ze y, € {0,1},k € U, zapsat ve
tvaru

N n n\ N2
Yy — —« 1-— y — > )

. n ny\ N2
Y, o] — (1= =) — @G-, (55
N+ /2\/n_1< N) plC y)) (5.5)

Interval spolehlivosti ma obdobny ptedpis jako interval spolehlivosti ([5.5) na
zakladé predpokladu prostého nahodného vybéru. Za odhad populac¢niho thrnu
Yn uvazuji spolec¢nosti odhad Vi , obdobné to je i u odhadu rozptylu, ktery
je navic zna¢né zjednodueny. Z tvaru intervalu spolehlivosti mame, ze plati:
— N 2 N2 N2

var (Vi) = ( T (1 — gw)ww> =gl =g 5 = (o —0).  (5.6)
Porovname-li nyni vzorce pro odhad rozptylu a a uvazime-li, ze spo-
le¢nosti misto n, respektive y, do predpisu pro odhad rozptylu dosazuji
w, respektive y,,, mizeme si vSimnout, ze odhad rozptylu je prenasoben

vyrazem - (1 - %). Pokud predpokléaddme stejné jako v kapitole , Ye Toz-

1
sah vybéru n zavisi na velikosti populace N a plati limy_... ny = oo a dale, ze

limsupy ., % < 1 (predpoklady a () z casti , tak potom plati
ny ny
1— ) ——1-(1—2c¢),
nn — 1 ( N ( )
kde ¢ € (0,1) je konstanta. Za predpokladu, ze ¢islo ¢ bude blizko 0 (tj. N >>
ny), dostdvame, ze odhady rozptylu (5.4) a (5.6) maji podobny tvar (pro nase
data plati, Ze ¢ = goz2= = 0.002).

Vyse uvedené zavéry pro odhad poslechovosti Yz radia R (5.1)) a také asympto-
ticky interval spolehlivosti pro poslechovost rddia R (5.2)) ndsledné porovndme
spolecné s odhady zalozenymi na kalibra¢nich odhadech, kterymi se budeme za-
byvat nyni.

5.2 Odhady poslechovosti radii na zakladé teo-
rie kalibrac¢nich odhadua

Jak bylo zminéno v kapitole 3], u kalibra¢nich odhad vyuzivime pomocné in-
formace, které o jednotkéch z populace (vybéru) zndme. Tyto pomocné informace
nasledné maji vliv jak na bodovy, tak na intervalovy odhad popula¢niho thrnu.
P1i vypoctu téchto odhadit budeme uvazovat stejné proménné, které vyuzivaly
spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK pro vypocet vah. Jedné se o kategoridlni
proménné (napiiklad vék respondenta, pohlavi respondenta, ...) a vybrané je-
jich dvojné kombinace (pohlavi-vék, pohlavi-kraj, ...). Celkem se jedna o devét
proménnych a 13 dvojnych kombinaci.

Poznamka 11. 'V pripadé vypoctu vah spolecnostmi MEDIAN a STEM/MARK
se jednalo o deset kategorialnich proménnych, zatimco jak je zminéno vyse, my
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jsme vyuzili pouze devét kategorialnich proménnych, nebot z dostupnych zdroja
o datech, které mame k dispozici, nebylo mozné zbyvajici proménnou ziskat. Tato
vynechand proménnd pri prevazovani nefigurovala v zadné dvojné kombinaci.

A
Vzhledem k tomu, ze pfi vypoctu odhadt poslechovosti radii podle spole¢nosti
MEDIAN a STEM/MARK byl asymptoticky interval spolehlivosti zalozeny na
prostém ndhodném vybéru, tak pro odhad popula¢niho tthrnu poslechovosti radia
R vyuzijeme vzorec (3.21f). Z tohoto vztahu vidime, ze musime znat populacni
uhrn X, tj. znat pocty lidi z celé populace v jednotlivych kategoriich u vsech pro-
ménnych a vsech dvojnych kombinaci, které byly pouzity k vypocétu vah. Z pri-
lozeného souboru od spolecnosti jsme schopni ziskat ovSem pouze pocty v jed-
notlivych kategoriich vsech proménnych, ale uz nejsme schopni ziskat vsechny
pocty u dvojnych kombinaci téchto proménnych. Tyto hodnoty jsme tedy museli
dopoéitat (viz nasledujici poznamka . Vypocet jsme zalozili na prislusnych va-
hach, které spolecnosti pouzivaji. Vzhledem k tomuto faktu ovsem musime brat
vysledky s rezervou, nebot kviili tomu, ze vahy mimo interval 0.3 — 3 byly ménény
na blizsi z krajnich hodnot tohoto intervalu, tak dopocitané poc¢ty u jednotlivych
dvojnych kombinaci jsou timto faktem ovlivnény a nejsou tedy natolik presné.

Pozndmka 12. 'V této poznamce detailné popiseme, jak jsme vypocitali poza-
dované pocty u dvojnych kombinaci vybranych proménnych. Uvazujme dvojnou
kombinaci kategoridlnich proménnych A a B, kde proménna A ma p; kategorii
— Ay, ..., Ay, obsahujici po fadé Na,, ..., Na, jednotek z populace, a pro-
ménna B ma po kategorii — By, ..., By,, obsahujici po fadé Np,, ..., Np, jed-
notek z populace, kde N;,@ = Ay, ..., A,,, By, ..., By,, zndme. Ziejmé plati, ze
Na,+---+Na, =Np,+--+Np,, =N.Proi=1,...,ppaj=1,...,pschceme
znéat pocet N;; jednotek z populace v butice (i, 7), tj. pocet jednotek spadajicich
do kategorie A; a B;. K tomu vyuzijeme znalosti vah jednotek z vybéru, které
spadaji do kategorie A; a B;, nebof tyto vahy jsou zvoleny tak, aby prevazena
data odpovidala predepsanym cetnostem této dvojné interakce v celé populaci.
Secteme tedy jejich vahy a podélime celkovym souctem vah w vSech jednotek ve
vybéru. Takto ziskdme pomér zastoupeni jednotek ve vybéru patiici do bunky
(1,7). Pokud tento pomér prendsobime velikosti populace N, ziskdme odhadnuty
pocet Nij, ktery nasledné vyuzijeme pii pocitani odhadu (3.21]) a dalsich charak-
teristik zavislych na popula¢nim thrnu X.

A

Asymptoticky interval spolehlivosti pro popula¢ni thrn Yz mizeme zalozit
na vztahu (3.24]), pripadné, jak je ukdzano v c¢asti|3.1.2) na vztahu (3.29). Tyto
asymptotické intervaly spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 1 — a maji tvar:

N n\ 1 N n\ 1
(YR - U1—oz/2\/N2 (1 - N) 53; Yr — Ul—a/Q\/N2 <1 - N> n82>7 (5.7)

pripadné
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2
N n\y1 1 .1 .
(YR — Ui—q/2 N2 (1 - N> - Z (kak T ngzk> )

nn_lkes kes

nn_lkES kes

2
N n\1 1 R 1 R
Yr — Ui_a/2,| N? (1 — N) — > (kak - ZQk%) ) , (5.8)

kde 2 =y — Bzxk =Yk — (Zkes ngk) (ZkES Xk:XII)_l Xp, k € 8, 2= %Zk@ ks
2= Thes (5 — §)2 agr=1+x] (¥ The XkaT)_l (X —Xur), kes.

5.3 Porovnani pristupi

Nyni na zdkladé dat z RADIOPROJEKTu porovname odhady poslechovosti
radii zaloZzenych na metodéach spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK s odhady
zalozenymi na teorii kalibracnich odhadu, ktera byla popsana v této praci. Pro
srovnani navic porovname odhady populac¢nich thrnti s nevazenym odhadem po-
pulaéniho thrnu (2.2), tj. s dhrnem Yz = Ny, kde § = L sy a yp = 1,
pokud k—ty jedinec z vybéru s poslouchal rddio R a yx = 0 jinak. Tyto odhady
ozna¢ime pismenem P a jejich hodnoty uvedeme v tabulce 5.1} ve které jsou uve-
deny odhady populacnich thrnt poslechovosti deseti nejposlouchanéjsich radii
v Ceské republice v tisicich obyvatel a jejich smérodatné odchylky. Pismeno M
oznacuje pristup zalozeny na metodéch spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK,

Tabulka 5.1: Odhady populac¢nich thrni poslechovosti deseti nejposlouchanéjsich
radif v Ceské republice ve ¢tvrtém ¢tvrtleti roku 2015 a prynim étvrtleti roku 2016
uvedenych v tisicich obyvatel spolu s jejich smérodatnymi odchylkami. Pismeno
P znaci nevazeny populacni ithrn, pismeno M znaci vypocet odhadu a jeho sméro-
datné odchylky podle metod spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK, zkratka DP
znaci vypocet odhadu popula¢niho thrnu a jeho smérodatné odchylky pomoci
teorie kalibra¢nich odhadt. Vypocet smérodatné odchylky DPg je motivovan po-
zndmkou [f}

Radio Odhad dhrnu Smérodatna odchylka
P M DP M DP DPg
Radio Impuls 958.2 962.1 958.5 22.41 2149 22.84
Evropa 2 889.6 894.9 872.8 21.71 20.33 21.33
Frekvence 1 863.1 892.7 857.7 21.68 20.68 21.82
CRo Radiozurnél 822.7 825.2 796.9  20.94 19.91 20.59
Radio Blanik 613.8 641.5 625.7 18.67 17.33 18.66
CRo Dvojka (Praha) 419.4 393.3 409.1 14.84 14.29 15.05
Rédio Beat 255.0 254.2 244.8 12.03 11.61 11.84
Country radio 225.0 239.1 235.0 11.68 10.96 12.15
Hitradio Orion 152.9 156.7 151.9 9.50 &.71 9.03
Radio Cas 147.7 152.0 143.6 9.36  8.80 9.07
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tj. odhady popula¢niho thrnu vypocitané podle vzorce (5.1) a smérodatné od-
chylky pouzité ve vzorci , a zkratka DP, respektive DPg, oznacuje pristup
zalozeny na teorii kalibrac¢nich odhadi, tj. odhady popula¢niho thrnu vypocitané
podle vzorce a smérodatné odchylky pouzité ve vzorci , respektive ve
vzorci . Vypocty vyuzité k ziskani nasledujici tabulky byly provedeny ve
statistickém softwaru R (R Core Team) 2016).

Vidime, ze se lisi jak odhady populacnich tthrnti poslechovosti radii poc¢itané
podle pristupu M a podle pristupu DP, tak smérodatné odchylky téchto odhadu
pouzité k vypocth intervali spolehlivosti. Miizeme si v§imnout, ze nevazené od-
hady P populacniho tithrnu poslechovosti se od popula¢nich thrnta vypocitanych
Porovname-li odhady popula¢niho tthrnu vypocitané podle pristupi M a podle
pristupu DP, vidime, ze odhady popula¢niho tthrnu spocitané podle pristupu M
vychézeji vyssi, az na vyjimku v podobé rdadia CRo Dvojka (Praha), u kterého je
odhad popula¢niho thrnu DP vétsi o 3.9%. U Radia Cas je odhad populaéniho
thrnu M vétsi o 5.9%, zatimco u Rédia Impuls je to pouze o 0.4%, ostatni ra-
dia se pohybuji v tomto rozmezi. Porovname-li smérodatné odchylky spocitané
na zakladé rtiznych pristupt, vidime, Ze smérodatné odchylky vypocitané podle
name zbylé dva pristupy, mizeme vidét, ze tyto smérodatné odchylky vychazeji
podobné a nelze obecné tici, Ze jedny jsou vyssi nez druhé.

Rozdily mezi jednotlivymi odhady populac¢nich thrni a jejich smérodatnych
odchylek jsou zpiisobeny odlisnym vypoctem vah. Pti vypoctu odhadt a sméro-
datnych odchylek na zakladé pristupu M se vyuzivaji vahy wy, které jsou uvedeny
v datech, ovsem nezndme presny postup jejich vypoctu. U odhadt a smérodat-
nych odchylek pocitanych podle pristupu DP, respektive DPg, vyuzivame vahy
gr vypocitané podle vzorce . U téchto vah ovSem musime pro uvazované
dvojné kombinace proménnych vyuzivat odhadnuté hodnoty jejich populacniho
uhrnu, nebot tyto idaje nelze z informaci od spolecnosti ziskat. Na obrazku 5.1
muzeme vidét porovnani vah wy a g, pomoci histogramii. Miizeme si vS§imnout,
ze rozdil je predevsim zpusobeny tim, ze vahy wj pouzivané spolecnostmi jsou
z intervalu 0.3 — 3, jinak se histogramy prilis nelisi.
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Obréazek 5.1: Srovnani histogramt vah wy, k € s, které jsou pouzity pti vypo-
¢tech odhadi a smérodatnych odchylek na zédkladé metod spolecnosti MEDIAN
a STEM/MARK, a histogramu vah gx, k € s, které jsou pouzity pii vypoctech
na zakladé teorie kalibra¢nich odhadi.
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6. Simulace

V této kapitole pomoci simulac¢nich studii zhodnotime, jak jednotlivé asympto-
tické intervaly spolehlivosti popula¢niho thrnu poslechovosti radii uvedené v pred-
chozi kapitole |5 dodrzuji pravdépodobnost pokryti. Budeme porovnavat prav-
dépodobnost pokryti asymptotického intervalu spolehlivosti pouzivaného spolec-
nostmi MEDIAN a STEM/MARK a asymptotickych intervalt spolehlivosti
zalozenych na teorii kalibra¢nich odhad a .

Abychom mohli toto porovnani provést, potiebujeme znat skutecné hodnoty
popula¢nich dhrntt poslechovosti radif v Ceské republice. Tyto hodnoty jsou
ovsem neznamé. Budeme tedy predpokladat, Ze se rovnaji hodnotam, které na-
sledné vypocitame na zdkladé informaci, které mame k dispozici. Nyni popiSeme,
jak budeme postupovat pro dané radio R.

Pro kazdého jedince z vybéru s zname hodnotu jeho vahy vypocitanou spo-
leénostmi MEDIAN a STEM/MARK. Tyto vahy byly vypoéitany tak, aby po
prevazeni data odpovidala predepsanym cetnostem v celé populaci U obyvatel
Ceské republiky. Tedy pokud w oznacuje soucet vah viech jedinctt ve vybéru, tj.
W = Y pes Wk, Potom se 1ze na jednotlivé vahy wy, divat tim zptisobem, Ze jedinec k
z vybéru s zastupuje (% - N ) jedincti z populace, kde N je velikost populace U.
Vzhledem k tomu, zZe ¢islo (% - N ) neni prirozené, zaokrouhlime ho na jednotky.

Dostaneme tedy N, jedinct z populace, které ve vybéru zastupuje jedinec k. Na-
vic pro kazdého jedince k z vybéru s zname jeho odpovéd, zda véera radio R
poslouchal (yx = 1), ¢i nikoliv (yx = 0), a také jeho vektor pomocnych hodnot
Xr. V nasem pripadé se jedna o vektor délky 433, ktery obsahuje pouze hodnoty
0 a 1, podle toho do jaké skupiny tento jedinec patri, vytvoreny na zakladé deviti
kategorialnich proménnych a vybranych dvojnych kombinaci téchto proménnych
— viz netdplnd post-stratifikace (sekce [4.2)).

Na zakladé jedincti z vybéru s o rozsahu n = 15245 ziskdme za pomoci logis-
tického modelu odhad py, k € s, pravdépodobnosti, Ze z N, jedincii z populace,
které jedinec k ve vybéru zastupuje, byl do vybéru vybran takovy jedinec, ktery
vcera dané radio R poslouchal. Pokud nezavisle vygenerujeme N, hodnot z alter-
nativniho rozdéleni s parametrem p; a budeme je brat jako odpovédi N, jedinc,
zda vcera poslouchali rddio R, potom je splnéno, ze z téchto N, jedinct jsme
do vybéru s vybrali jedince, ktery vcera radio R poslouchal, s pravdépodobnosti
pr. Tyto odpovédi budeme dale uvazovat jako odpovédi N, jedinct ze skupiny,
kterou ve vybéru s zastupuje jedinec k, tj. jedinci v této skupiné maji shodny
vektor pomocnych hodnot xy.

0. Vygenerovani populace.
Pro kazdého jedince k ve vybéru s vygenerujeme odpovédi N, jedinct ze
skupiny, které tento jedinec zastupuje (viz vyse). Soucet odpoveédi vsech
Ny, jedinct vyuzijeme k ziskani popula¢niho thrnu poslechovosti radia R.
Definujme

Ye=> Y,

kes

kde Y, = Zﬁ\l’ﬁ Zi, Zi ~ Alt(pr) a N, je (% . N) zaokrouhleno na jednotky.
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Budeme tedy predpokladat, ze skutecny thrn poslechovosti radia R v Ceské
republice je roven Yk.

Pro b =1, ...,10000 budeme provadét nasledujici kroky.

1. Vytvoreni vybéru s,.

Pro kazdé k =1, ...,n vybereme ze skupiny, kterd je ve vybéru s zastou-
pena jedincem k a obsahuje N}, jedinct z populace, ndhodné jedince, kterého
zatadime do vybéru s,. Timto ziskdme novy vybér s, o rozsahu n.

2. Vypocet charakteristik na zakladé vybéru s,.

Za pomoci vybéru s, nasledné odhadneme jednotlivé popula¢ni thrny na
zakladé metod spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK (pfistup M) a na
zékladé teorie kalibracnich odhadi (pristup DP, respektive DPg) a pro do-
plnéni také nevazeny populacni thrn poslechovosti radia R.

Pozndmka 13. Musime brat ovSem jesté v potaz, ze v kroku 0 kvuli zaokrouhlo-
vani cisel (% - N ), k € s, k vypoctu skutecného thrnu Yy vyuzivame populaci
vétsi o 388 jedincl, nez je velikost populace udavana spolec¢nostmi MEDIAN
a STEM/MARK.

A

7 dat ziskanych ze simulaci provedenych podle popisu vyse néasledné vypoci-
tame prumérné odhady popula¢niho tthrnu poslechovosti (nevazené , podle
pristupu M i DP (3.21)), dale pramérné délky a skutecné pravdépodobnosti
pokryti prislusnych asymptotickych intervalt spolehlivosti.

6.1 Vysledky simulaci

V této casti uvedeme skutecné pravdépodobnosti pokryti asymptotickych in-
tervalt spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 0.95 pro pét nejposlouchanéjsich
radii v Ceské republice. Pro vétsi prehlednost budeme pro odliSeni jednotlivych
pristupt pouzivat stejné znaceni jako v ¢asti[5.3] Vsechny vypoéty byly provedeny
ve statistickém softwaru R (R Core Team)| 2016)).

Jak muzeme vidét v tabulce [6.1 nevazené odhady P populaéniho thrnu po-
slechovosti jsou u vsech radii vyssi nez hodnota skutecného thrnu. Dale vidime,
ze prumérné odhady thrnu poslechovosti pro jednotliva radia vypocitané podle
pristupu M jsou az nédpadné blizko hodnotdam skuteé¢ného thrnu, coz je zaprici-
néno tim, ze jsme ,skutecné” hodnoty thrnu poslechovosti vypocitali za pomoci
vah wg, k € s, které tyto spolecnosti vyuzivaji pti vypocéty odhadi. Primérné
odhady thrnu vypocitané na zakladé teorie kalibra¢nich odhadi se jiz mirné lisi
od skutecnych hodnot thrnu. Vyraznéjsi rozdily mizeme vidét u radia Evropa 2
a u radia CRo Radiozurnal.

Nyni se zaméfime na pramérné délky prislusnych asymptotickych intervali
spolehlivosti (viz tabulka . Miizeme si vSimnout, ze délky intervalti vypoci-
tané na zakladé pristupu DP, jsou vyrazné mensi nez délky intervall vypocitané
na zakladé ostatnich pristupt. S tim souvisi i skute¢né pravdépodobnost pokryti
asymptotickych interval spolehlivosti sestrojenych na zakladé pristupu DP, ktera
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Tabulka 6.1: Primérnd hodnota odhadt populacnich tthrni péti nejposloucha-
néjsich radii v Ceské republice uvedené v tisicich obyvatel ziskané na zdkladé
simulaci. Pismeno P znac¢i pramérny nevazeny thrn, pismeno M znaci prumérny
tihrn podle metod spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK, zkratka DP znaci pri-
meérny uhrn vypocitany pomoci teorie kalibra¢nich odhadii.

Primérny

Radio Sk}ltecny ?dhad

thrn uhrnu

P M DP

Rédio Impuls 955.3 957.5 955.1 9574
Evropa 2 883.9 890.3 883.9 873.6
Frekvence 1 856.8 864.1 857.0 8&58.5
CRo Radiozurnél 789.2 822.0 789.4 796.0
Réadio Blanik 626.9 614.3 626.8 626.4

se pohybuje v rozmezi 0.91 — 0.93. Nyni porovname zbyvajici dva pristupy, jak
z pohledu primérné délky asymptotickych intervali spolehlivosti, tak z pohledu
skutecné pravdépodobnosti pokryti téchto intervalti. Mzeme si v§imnout, zZe nej-
vyraznéjsi rozdily jsou opét u radif Evropa 2 a CRo Radiozurnal. Z pohledu prii-
mérné délky intervalu spolehlivosti je v pripadé radia Evropa 2, respektive radia
CRo Radiozurnal, tato pramérna délka vétsi o 3.2, respektive o 2.9, u intervalu
sestrojeného podle pristupu M. Z pohledu skutecné pravdépodobnosti pokryti je
v pifpadé radia Evropa 2, respektive radia CRo Radiozurnal, skutecna pravdépo-
dobnost pokryti u intervalu sestrojeného podle pristupu DPg rovna 0.92, respek-
tive 0.94, zatimco u intervalu sestrojeného podle pristupu M jsou tyto hodnoty
roviy 0.95. U zbyvajicich radii si mizeme vsimnout, ze skute¢na pravdépodob-
nost pokryti je vzdy vyssi (a velmi blizko hodnoté 0.95) u intervalu sestrojeného
podle pristupu DPg, zatimco primérna délka intervalu je srovnatelnd u obou
pristupt.

Tabulka 6.2: Primérné délky a skutecné pravdépodobnosti pokryti asymptotic-
kych intervali spolehlivosti pro populac¢ni ithrnt péti nejposlouchanéjsich radii
v Ceské republice ziskané na zékladé simulaci. Pismeno M znadf vypocet danych
charakteristik podle metod spolecnosti MEDIAN a STEM/MARK, zkratka DP
znaci vypocet danych charakteristik pomoci teorie kalibrac¢nich odhadi. Vypocet
charakteristik DPg je motivovan poznamkou .

Primeérna délka Skutecna prav-
‘1 intervalu dépodobnost
Radio spolehlivosti pokryti

M DP DPg M  DP DpPg
Rédio Impuls 883 83.0 88.0  0.940 0.931 0.946

Evropa 2 85.5 78.6 82.3 0.949 0.905 0.919
Frekvence 1 84.4 80.0 84.5 0.939 0.933 0.947
CRo Radiozurnal 82.5 77.0 79.6 0.952 0.928 0.938
Raéadio Blanik 72.3 67.0 72.0 0.941 0.934 0.950
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Ackoliv vysledky ziskané na zakladé téchto simulaci nejsou jednoznacné, mu-
zeme si vSimnout, ze v pripadé radii, kdy mame u pristupti M a DPg srovnatelné
hodnoty primérnych odhadi dhrnu a srovnatelné primérné délky prislusnych
asymptotickych intervalti spolehlivosti, je pristup DPg k ziskdani odhadu popu-
la¢niho thrnu lepsi. Bohuzel toto nelze tict u pristupu DP bez vyuziti vah gy,
k € s.

6.2 Mozna vylepseni simulaci

V této casti zhodnotime vyse uvedené simulace a pokusime se navrhnout jejich
mozna vylepseni. Pi rozhodovani, jakym zptisobem simulace provést, jsme nara-
zeli na problém, ze pokud chceme porovnat pristupy DP a DPg popsané v této
diplomové préci s pristupem M spoleénosti MEDIAN a STEM/MARK, je tieba
pracovat presné s vybérem z datového souboru od téchto spolecnosti. V opac-
ném piipadé bychom totiz nebyli schopni presné dodrzet metody z pristupu M,
nebot spolecnosti neuvadéji presny postup pro vypocet vah wy. Jak jiz bylo zmi-
néné vyse, pri takto zvoleném pristupu nezname skutec¢nou hodnotu populac¢niho
thrnu. I pres veskerou snahu priblizit se skutecné hodnoté populacniho thrnu
muze byt dopocitana ,skutecna“ hodnota thrnu daleko od skutecnosti. Toto
muze byt divodem nejednoznacénych vysledkit simulaci.

Dalsim dtavodem, ktery mohl zptisobit nejednoznacnost vysledki simulaci, je
zpusob sbéru dat spolecnostmi MEDIAN a STEM/MARK. Zasadnim problémem
je neochota nékterych ndhodné vybranych obyvatel Ceské republiky odpovidat na
dotaznik. Ovsem vyskytuji se zde i dalsi problémy, naptiklad vybér telefonnich
¢isel. Z tohoto diivodu se nemusi jednat o prosty nahodny vybér, které tyto
spolecnosti predpokladaji.

Nyni se budeme zabyvat moznymi vylepsenimi simulaci v ptipadé, ze bychom
byli schopni dopocéitat vahy wy, k € s, pouzivané v pristupu M pro libovolny vybér
s. Jednou z moznosti by bylo povazovat jedince z vybéru s z datového souboru
spolecnosti za celou populaci U a z této populace nésledné vybirat nezavisle
vybéry s mensim rozsahem. Na zakladé téchto vybéra bychom nasledné mohli
odhadovat popula¢ni tthrn, jehoz skutecna hodnota by byla jiz znaméa, byla by
rovna poctu jedinct z ptvodniho vybéru, kteri poslouchali dané radio.

Dalsi variantou by mohlo byt generovani vlastni populace U. Na zakladé ne-
zavislych vybéri s z této populace U bychom nasledné odhadli pomoci vsech pri-
stupt populac¢ni ihrn a nasledné porovnali tyto pristupy obdobné jako v ¢asti[6.1]
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Z.aver

V této praci jsme predstavili nékolik moznosti, jak odhadnout popula¢ni tthrn.
Po zavedeni zakladnich pojmii a znaceni spojenych s vybérovymi Setfenimi jsme
v kapitole [2| v ptipadé prostého ndhodného vybéru uvedli asymptotickou nor-
malitu odhadu popula¢niho thrnu. Byla popsana varianta centralni limitni véty
vhodné pro tento pripad a také jsme se podrobné zabyvali tim, za jakych pred-
pokladtl je splnéna podminka z této centrdlni limitni véty. K tomu jsme mimo
jiné formulovali lemma o designové konzistenci vybérovych primeér.

Déle jsme jiz pro odhad populac¢niho thrnu vyuzivali pomocné informace.
Popsali jsme obecny regresni odhad popula¢niho tthrnu, u kterého jsme nejvetsi
pozornost vénovali jeho asymptotické normalité. Byly uvedeny predpoklady, za
kterych je tato normalita zarucena. Tuto ¢ast jsme nasledné aplikovali pro prosty
nahodny vybér a navic jsme se jesté zabyvali limitnim chovanim vah g;. Nasledné
jsme predstavili kalibra¢ni odhady popula¢niho tthrnu, jak obecné odvozeni, tak
nekteré konkrétni priklady téchto odhadta. Na zavér byly zminény predpoklady,
za jakych je asymptoticky rozptyl kalibracnich odhadt shodny s asymptotickym
rozptylem obecného regresniho odhadu, ktery je specidlnim pripadem kalibrac-
niho odhadu.

V nasledujici c¢asti byly predstaveny teoretické zavéry o kalibrac¢nich odha-
dech v kontingencnich tabulkach, ve kterych rozliSujeme, zda se jedna o tplnou,
¢i netplnou post-stratifikaci. Nedplna post-stratifikace byva c¢asto vyuzivana na
konkrétnich prikladech z praxe a stejné tomu bylo v této praci. Odvozené teore-
tické zaveéry jsme aplikovali na data z RADIOPROJEKTu, ktery se zabyva posle-
chovosti radif obyvatel Ceské republiky. Vysledky zaloZené na teorii piedstavené
v této praci jsme nasledné porovnali s vysledky zalozenymi na metodé spole¢nosti
MEDIAN a STEM/MARK. Dospéli jsme k zavéru, ze vysledky z téchto pristupt
se lisi, coz bylo ¢astecné zpusobeno tim, ze jsme od spole¢nosti neméli presné
informace o datech a z toho divodu byly odhady zalozené na této praci poci-
tany bez jedné kategorialni proménné a také z odhadnutych teoretickych cetnosti
u jednotlivych dvojnych kombinaci vybranych proménnych namisto skutec¢nych
teoretickych cetnosti. Porovnanim intervalii spolehlivosti zalozenych na teorii uve-
dené v této praci jsme zjistili, ze pro data z RADIOPROJEKTu vychézi intervaly
spolehlivosti vyuzivajici vahy g Sirsi.

V posledni ¢asti prace jsme se pokusili porovnat pristupy uvedené v této
praci a pristup pouzivany spolecnostmi MEDIAN a STEM/MARK. Bohuzel kvuli
nezname hodnoté skuteéného thrnu jsme nedospéli k jednoznaénym zavértim.
Nésledné jsme navrhli mozna vylepseni téchto simulaci.
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