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Uvod

V tejto praci sa budeme zaoberat jednou zo zakladnych statistickych metod
odhadu - intervalovym odhadom. Budeme sa zameriavat na konkrétny pripad
intervalu spolahlivosti pre rozdiel parametrov rozdeleni. Na tento problém sa
budeme pozerat zaujimavym a novatorskym pristupom uvedenym v Newcombe
(2013). Nasim cielom bude podat formalne spravny dékaz ¢o najvseobecnejsieho
tvrdenia, zalozeného na myslienke pochddzajicej z Newcombe, (2013)).

Pre rozdiel parametrov dvoch rozdeleni ale vo vSeobecnosti neexistuje mnoho
moznych pristupov, ako pre ne ziskat intervaly spolahlivosti. Budeme sa venovat
zaujimavej myslienke ako vytvorif takéto intervaly spolahlivosti, ktorda vyuziva
uz napocitané hranice intervalov spolahlivosti pre jednotlivé parametre.

V prvej kapitole sa zameriame na priklady intervalov spolahlivosti pre parame-
ter 0x alternativneho rozdelenia. Alternativne rozdelenie je rozdelenie ndhodnej
veli¢ciny X, pre ktoru plati

P(X =1) =0y
P(X =0)=1-0x,

pre 0x € (0,1). Pravdepodobnost fx sa nazyva aj pravdepodobnost tispechu. Al-
ternativne rozdelenie pouzivame vsade tam, kde sledovany pokus ¢i experiment
moze mat len dva stavy. St nimi dspech, ked X = 1 a neispech, ked X = 0.
Alternativnym rozdelenim sa riadi napriklad hod mincou (hlava, rub), ¢i tspes-
nost liechy (vylieceny, nevylie¢eny). Je zjavné, Ze toto rozdelenie mé vyuzitie v
mnohych oblastiach vedy.



1. Intervaly spolahlivosti pre
parameter alternativneho
rozdelenia.

Nech X, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi od parametra 6.
Nasou ulohou je podaf inferenciu o parametri 6x na zaklade nasho ndhodného
vyberu. Jednou z moznosti je najst interval, ktory tento parameter s nejakou vo-
pred ur¢enou pravdepodobnostou obsahuje. Takyto interval nazyvame intervalom
spolahlivosti pre parameter 6x s pravdepodobnostou pokrytia 1 — « pre nejaké
vopred urcené o € (0,1). Nech X je statistika spocitand z ndhodného vyberu,
ktorej rozdelenie zavisi od parametra fx. Formalne, interval (Cp(X),Cy(X)) je
interval spolahlivosti s (asymptotickou) pravdepodobnostou pokrytia 1 — « pre
parameter 0y, ak plati

P((CL(X)7CU(X)) 90){):1—& (-)1—05)

V nasej praci sa budeme zaoberaf intervalovym odhadom parametru 6y — 0y,
kde Ox a 6y st parametre rozdeleni, ktoré skimame. Zakladnym kamenom nasho
postupu bude vyuzitie intervalov spolahlivosti pre jednotlivé parametre Oy a 6y
k tvorbe intervalu spolahlivosti pre ich rozdiel 0y — 6y-.

Jednym z rozdeleni, ktoré ma bohatt rodinu intervalov spolahlivosti pre jeho
parameter Oy, je alternativne rozdelenie. KedZze toto rozdelenie je prakticky velmi
zaujimavé a vhodné na ilustrovanie nasej metody, uvedieme niekolko intervalov
spolahlivosti pre parameter fx alternativneho rozdelenia.

1.1 Jednovyberovy problém

V celej kapitole budeme uvazovat nahodny vyber Xy, ..., X, z alternativneho

rozdelenia s parametrom 6y a pouzivat znacenie Oy = X,, = %Zle Xi, z1-2 je
1 — $-kvantil normovaného normalneho rozdelenia.

1.1.1 Clopper-Pearsonov interval

Clopper-Pearsonov interval, alebo presng interval, je zalozeny na presnom
rozdeleni Statistiky T,, = Y7, X;, kde X; ~ Alt(0x). Z tebrie vieme, ze T,, ma
binomické rozdelenie s parametrami n a fx. Kedze binomické rozdelenie je tizko
spojené s Beta rozdelenim, Clopper-Pearsonov interval spolahlivosti sa da zapisat
ako

(B(‘;‘,Tn,n—TnJr 1), B(1- 5T+ 1,n—Tn)>,

kde B(y,n,k) je y-kvantil beta rozdelenia s parametrami n,k. Kedze Beta rozde-
lenie je dalej v spojeni s Fisherovym rozdelenim, iny tvar intervalu spolahlivosti
je

( Toqr(e) (Tn + 1)gu(e) )
Toqr(a) +n—T,+ 1" (T, + Vgu(a) + n—T, /)"



kde qr () je §-kvantil rozdelenia Fyr, 2(n—7,+1) @ qu(a) je 1— 5-kvantil rozdelenia
Fory11),2(0-13)> Fom je Fischerovo rozdelenie s n a m stupiiami volnosti.

1.1.2 Waldov interval

Waldov interval, alebo klasicky asymptoticky interval, je zalozeny na centralne;
limitnej vete. Z centralnej limitnej vety mame

s Sks SN TR Y

Ox(1—0x)
Kedze Ox je konzistentnym odhadom 6fx, tak z Cramér-Slutského vety mame, ze
Ox — 0
Vn——=_ B N(0,1).
Ox(1—0x)

Jednoduchym vyjadrenim fx potom dostavame Waldov interval spolahlivosti

A Ox(1—0x) Ox(1—0
(9X —zl_g«/X(nX),@x +zl_g«/X<nX)).

1.1.3 Waldov interval s korekciou na spojitost

Waldov interval s korekciou na spojitost je jednoducho Waldov interval natia-
hnuty na oboch koncoch o 1/2n. Teda mame

A Ox(1—0 1, Ox(1—0 1
(gx _Zl_g,/x(nx) - QX”“?"/X(nX)Un)'

Tento interval sa vyznacuje lepsimi vlastnostami ako klasicky Waldov interval.

1.1.4 Wilsonov interval

Wilsonov interval je, podobne ako Waldov interval, zalozeny na asymptotic-
kom vysledku s tym rozdielom, ze je pouzity skutoény (teoreticky) rozptyl a nie
odhad, ako v pripade vyssie. Teda vychadzame z

ﬂ D, N(0,1),
Ox(1—0x)

¢o vedie ku kvadratickej rovnici pre hranice Wilsonovho intervalu spolahlivosti.
Interval ma potom tvar

~ Z2_g QA 1—@ Z1_a
E <0X+ 122¥Zl—3\/ o X)+ -

n+zi a n n 2n
2




1.1.5 Logitova metéda

Logitovd metdda je zalozena na logite, teda logaritme sance. Sancou nazyvame

pomer —X—. Principom met6dy je odhad transformovaného parametru In 4%
1—9X ]__QX ?

pre ktory vytvorime interval spolahlivosti vdaka asymptotickej normalite Oy a
pouzitim A-vety. Z centralnej limitnej vety mame

Vn(ly —0x) 2 N(0,0x(1 — 6x)).

Kedze g(x) = In ;% je diferencovatelnd na okoli fx, kde 0x € (0,1), z A-vety
mame

Vi(g0x) = 9(0x)) B N (0, 5=+ =5 ).

Ox 1—0x
Dalej, z Cramér-Slutského vety méame
- - Ox Ox \ p
Ox(1—0 1 — —1 N(0,1
x( X)<n1—6X D1_0X>—> (0,1),

z ¢oho si vyjadrime In lf’gx a dostaneme interval spolahlivosti pre transformaciu

parametra fx. Tento interval spolahlivosti potom prevedieme na interval spolahli-

vosti pre fx aplikovanim inverznej transformacie k ln(lf—gx), ktora je monotonna.

Pretoze dosiahnuta pravdepodobnost pokrytia je len asymptoticka, logitovd me-
1

m. Potom interval

toda je znovu asymptotickd metéda. Nech D, =

spolahlivosti bude mat tvar

( I%X eXp(_Zlngn) 1%}( eXP(Zk%Dn) )

1+ 137)5)( exp(—z1-¢Dy) 1+ lfgx exp(z1-a Dy)

1.2 Dvojvyberovy problém

Ako referencny interval spolahlivosti pre rozdiel pravdepodobnosti budeme
pouzivat Waldov interval pre rozdiel parametrov, ktory sa casto oznacuje aj ako
klasicky asymptoticky interval spolahlivosti. Nech Xi,..., X, a Yi,...,Y,, su ne-
zavislé nahodné vybery z alternativneho rozdelenia s parametrom €y, resp. 6y.
Oznatme Oy = % X a by = % i21Y;. Potom interval spolahlivosti pre
0 X — ey je

(éx by 213\/0X(1 0x) n Oy (1 0Y))_
n m

Waldov pristup je jednou z méala jednoduchych metéd, ktoré mame k dispozi-
cii na hladanie intervalu spolahlivosti pre rozdiel parametrov. Intervaly spolahli-
vosti pre rozdiel parametrov dvoch alternativnych rozdeleni maju velké vyuzitie
v praxi.
Ako priklad mo6zeme uviest skiimanie tc¢innosti liecby novym liekom oproti sta-
rému. Prvej skupine jedincov bol podavany liek 1, druhej skupine, nezavisle od
prvej, podavany liek 2. Na jedincoch pozorujeme, ¢i liecba bola 1c¢inna, alebo
nie. Teda mame ndhodny vyber X, ..., X, z alternativneho rozdelenia s paramet-
rom fx a ndhodny vyber Y7, ..., Y,, z alternativneho rozdelenia s parametrom 6y .



Potom nds zaujima rozdiel y — 0x, ktory by predstavoval zvicsenie/zmensenie
ucinnosti nového lieku oproti starému.

N4&s pristup, ktorého hlavna myslienka je v |Newcombe| (2013), ndm déva nové
moznosti, ako sa na tento problém pozerat. Za urcitych podmienok dostavame
nové intervaly spolahlivosti pre rozdiel, ktoré, ako ukédzeme, sa spravajua lepsie, ¢o
sa tyka pravdepodobnosti pokrytia. Metdda je sice inspirovana prave pripadom
dvoch alternativnych rozdeleni, ale my dokazeme vetu vo vsSeobecnosti bez ob-
medzenia na alternativne rozdelenie. Ako uvidime, existuje velké mnozstvo inych
rozdeleni, ktoré budu nase podmienky spliovat.



2. MOVER

Nasim hlavnym cielom je podat formalny dokaz postupu uvedeného v [Ne-
wcombe| (2013)(str. 132-135). Hlavnou myslienkou je pouzitie uz napocitanych
intervalov spolahlivosti na vytvorenie intervalu spolahlivosti pre rozdiel paramet-
rov rozdeleni, ktoré nas zaujimaju. Tento spdsob nam umoznuje skonstruovat
nové intervaly spolahlivosti pre rozdiel, ktoré su casto efektivnejsie, resp. viac
vhodné pre dany problém. Postup je zalozeny na dualite testovania hypotéz a
intervalovych odhadov, ktord je zhrnuté v nasledujtcej vete.

Veta - dualita intervalovych odhadov a testovania hypotéz
Nech X je statistika, ktorej rozdelenie zdvisi od parametra 0x € © C R. Nech
je dany test hypotézy Hy : Ox = 0 proti alternative Hy : Ox # 0 na hladine
€ (0,1). Potom, vsetky hodnoty parametra 0, pre ktoré nezamietame nulovi
hypotézu, tvoria mnozinu spolahlivosti C'(X) s pravdepodobnostou pokrytia 1 — «
t.j. mnozinu C(X) s viastnostou P(C(X) 2 0x) = 1 — a. V pripade, Ze C(X)
je interval, dostdvame interval spolahlivosti s pravdepodobnostou pokrytia 1 — .

Obdobna veta plati aj pre test na asymptotickej hladine « a interval spolahlivosti
s asymptotickou pravdepodobnostou pokrytia 1 — a.. Tento poznatok vyuzijeme.
Nech Xy, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia s parametrom 6. Uvazujme oboj-
stranny Wilsonov test nulovej hypotézy Hy : 6x = 6 proti alternative H4 : 0x # 0
pre parameter fx na hladine . Potom H, nezamietame prave vtedy, ked

Oy — 0
\/_| al | 217%7
&(0)
kde Oy Je bodovy odhad HX, Je konzistentny odhad smerodajnej odchylky
Oy, teda &@ Je konz1stentnym odhadom rozptylu 0. Potom, pre vsetky @, pre
ktoré nezamletame nulovi hypotézu na hladine «, plati
A a(d a(f
ey 5(0)
n

Pre hranice intervalu spolahlivosti (Lx,Ux) potom plati

6(Lx) a A , a6(UX)
NG .

Z rovnosti (2.1)) by sme potom mohli uvazovat odhady rozptylov (na hrani-
ciach) tvaru

Lx = éx — k- (2-1)

A2 I N L 2 ~2 D)2
o*(Lx) _ (Ox : x) . “(Ux) _ (UX2 Ox)” (2.9)
n 7 a n %o

ktoré dostaneme jednoduchym vyjadrenim (55) resp. (\%() z (2.1) a umocnenim

tychto odhadov.
V rade pripadov, ked rozdelenie zévisi len od jedného parametra, plati 6(0) =




o(0). Pre rozdelenia, ktorych rozptyl zavisi od viacerych parametrov, je vyraz pre
4(0) rozdielny od vyrazu pre o(0), pretoze ostatné parametre, ktoré nie si nasim
primarnym cielom, odhadneme ich konzistentnym odhadom. Takymto rozdelenim
je napriklad Gamma rozdelenie.

Uvazujme teraz postup uvedeny v\Newcombe, (2013)(str.134). Tento postup sa
zameriava na rozdiel parametrov dvoch alternativnych rozdeleni. Nech nezavislé
ndhodné vybery Xi,..., X, ~ Alt(0x), Y1,....Ym ~ Alt(fy). Nech (Lx,Ux) a
(Ly,Uy) st intervaly spolahlivosti s pravdepodobnostou pokrytia 1 — « pre fx,
resp. fy. Potom interval spolahlivosti pre 6x — 0y s pravdepodobnostou pokrytia
1 — a dostaneme z . A

Ox _Afy _ (9)5 —0v) o, N(0,1). (2.3)
\/ a2(0x) | 62(0y)

n m

Vyraz (2.3) ziskame Standardnym postupom za platnosti predpokladov konzis-
tencie odhadov 6. Po dosadeni zodpovedajucich odhadov tvaru (2.2)) za zodpo-

vedajice odhady v (2.3) - pre dolnti hranicu &2(7];”‘ ) a ZW¥) bre hornd hranicu

m
% a % - a tUprave, dostdvame interval spolahlivosti (L,U) pre rozdiel

Ox — Oy, ktory ma tvar

L=0x—0y —\/(x — Lx)? + (Uy — 0y)2, (2.4)
U=0x — 0y +/(Ux — 0x)2 + (By — Ly )2. (2.5)

Pouzili sme dvojice odhadov 6(Lx),5(Uy) a 6(Ly),6(Ux), pretoze keby sme
chceli len jednoducho skombinovat jednotlivé intervaly spolahlivosti pre fx a 6y,
dostali by sme interval (Lx — Uy, Ly —Uy). Chceli by sme odhadnut rozptyly nie-
kde ’blizko’ potencialnych hranic intervalu spolahlivosti pre rozdiel. Pre dolnt hra-
nicu vyuzijeme teda odhady (Lx), 5(Uy ), pre hornt hranicu zase 6(Ly ), 5(Ux).
Teda, kombinaciou a sme dostali hladany vysledok. Lenze tento pri-
stup ma slabé miesta. Ani v texte Newcombe (2013)), ani v ¢lanku Zou a Donner
(2008), na ktory sa Newcombe (2013) odkazuje, sa nenachadza dokaz, ktory by
ukazal, Ze interval s hranicami a ma asymptoticky pravdepodobnost
pokrytia 1 — . DalSou slabinou je uvedenie intervalu spolahlivosti pre rozdiel
bez akychkolvek predpokladov. Takisto nie je detailnejsie, resp. forméalne zdo-
vodnené, preco odhady rozptylov su prave . Nasim cielom bolo preto najst
¢o najvseobecnejsie postacujuce predpoklady, aby veta platila a podat formalny
dokaz.

2.1 Formalne zdovodnenie MOVER-u

Nech Xy, ...,X, a Y1,....Y,, su nezavislé ndhodné vybery z rozdelenia zavisia-
ceho od parametra Oy, resp. 0y. Budte éX, Oy odhady parametrov 0y, fy. Nech
pre rozsahy vyberov plati > — ¢ > 0 pre m,n idiuce do +oo. Nech platia nasle-
dujice podmienky:

L.

ﬁw 2, N(0,1), V% BN, (20
X



kde o(fx),c(fy) st asymptotické smerodajné odchylky (druhé odmocniny
z rozptylov 0 X, éy), ktoré zavisia na hodnote parametra fx resp. fy.

Bud (Lx,Ux), resp. (Ly, Uy ) asymptoticky interval spolahlivosti pre para-
metre fx, resp. 0y s pravdepodobnostou pokrytia 1 — a. Nech intervaly sa
daju zapisat v tvare

I,
Ly =0y — 6,32 Uy = x + 6ux 2 (2.7)
X — VX LX\/EJ X — VX UX\/ﬁ, .
IL.

Z1—a Z1—a
2 2
vm’ vm’

kde 61 x,0ux, resp. dry,6yy su konzistentné odhady o(fx), resp. o(fy).

Ly = éy — 0Ly Uy = éY + ouy (28)

Potom interval (L,U), ktory je tvaru

L=0x—0y —\/(x — Lx)? + (Uy — 0y)2, (2.9)
U =0x — 0y +\/(Ux — 0x)2 + (By — Ly)2, (2.10)

je intervalom spolahlivosti pre rozdiel fx — 0y s asymptotickou pravdepodobnos-
tou pokrytia 1 — a.

Dokaz:

Z predpokladov (2.6) mame, ze Oy Lo \ a By Ei 0y . Vzhladom na vyjadrenie
intervalov spolahlivosti v podmienke pre jednotlivé parametre 0y, 6y mame
pre odhady rozptylov na hraniciach vztahy

R (Ox — Lx)? . Ux — 0x)?
G%X = 3 ) a UIQJX = (

, (2.11)
22 o s

ktoré st z predpokladov konzistentnymi odhadmi o?(6y). Rovnako dostaneme

2 (Oy — Ly)? 2 (Uy — by )?

Oy = 2, a vy = ; (2.12)
2

2
z
g

ktoré st z predpokladov konzistentnymi odhadmi o2 (fy). Potom z vety o spojitej
transformacii mame

7Ox) | 2(py)

m p
52 52
Orx— + 00y —
LX) Uy \/ q

Staci teda ukazat, ze

Jmbx — by — (0x —0y)) 2 N(O, "2(;X)

+ 0'2(9y)),



¢o ale mame z Cramér-Slutského vety, Cramér-Woldovej vety a nezavislosti na-
hodnych vyberov standardnym postupom. Teda,

(Ox — Oy — (0x — Oy))

2 N(0,1).

Po dosadeni odhadov rozptylov mame

(exj—ey-—(ex-—éyn 2y N(0,1). (2.13)
\/(9X2—Lx)2 + (UY2—6’Y)2

2l _a 2l _«a
1-g 1-%

Pouzivame prave 61 x a dyy, pretoze vysledok (2.13]) budeme pouzivat pri dolnej
hranici cielového intervalu. Inak povedané, keby len skombinujeme intervaly pre
jednotlivé parametre fx, 0y, tak by sme mali interval pre 0y — 6y tvaru

(Lx —Uy,Ux — Ly).

Z tohto dovodu pre horni hranicu pouzijeme 6y x a 61y a identickym postupom
dostaneme

(0x — By — (6x — by)) 2 N(0,1). (2.14)

Potom ale

P(Qx—gye(L,U)):1—P(ex—9ySL)—P(ex—QyZU):

« (6%
S1-S - =1-aq,
2 2

pretoze podla a maju vyrazy asymptoticky Standardizované nor-
mélne rozdelenie. Teda méme, ze (L,U) je interval spolahlivosti pre 6y — 0y s
asymptotickou pravdepodobnostou pokrytia 1 — a. O
Poznamka:

Nazov 'MOVER’, teda "Method of Variance Estimate Recovery’, je zalozeny na
rovnostiach , resp. . Odhad rozptylu dostaneme prave vyjadrenim z rov-
nic , teda 'znovuziskame’ odhad rozptylu, ktory dalej pouzivame. Volny pre-
klad by potom mohol byt 'metdéda znovuziskania odhadu rozptylu’.
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2.2 Dosledky a aplikacie

2.2.1 Asymptoticky normalne odhady

Uvazujme odhad Oy parametru 0y taky, ze

Vnlly —0x) B N(0,6%(0x)).

Potom vdaka vlastnosti norméalneho rozdelenia mame, ze

\/EM 2 N(0,1).
o(0x)

Tento vztah vyuzivame pri tvorbe Wilsonovskijch intervalov spolahlivosti, ktoré
maju prave hladany tvar ([). Keby sme nahradili o(#) jeho konzistentnym od-
hadom 6(§X), tak dostavame Waldove intervaly, ktoré znovu splnuju podmienky
na tvar intervalov spolahlivosti.

Asymptoticky normélne st napriklad odhady, ktoré pochadzaja z tedrie maxi-
malnej vierohodnosti. Pre tieto odhady za splnenych podmienok regularity plati

Vil — 0x) B N0, (0x)), (2.15)
kde J(fx) je Fisherova informacia. Ci uz zoberieme skutoént J(fx), alebo jej

odhad J (éx), dostaneme intervaly spolahlivosti, ktoré si pozadovaného tvaru.
Nasa metdda pokryva teda velké mnozstvo odhadov.

2.2.2 Waldov interval spolahlivosti pre alternativne roz-
delenie

Nech Xi,.. X, ~ Alt(0x), Yi,....,Y,, ~ Alt(0y). Potom z centrdlnej limitnej
vety mame
X, -0
vVt X 2 N(0,1).
o(0x)
Teda ak si oznacime Oy = X, = Iy, X, Oy =Y, = 1 T, Y;, tak médme
splnené (2.6). Zo slabého zakona velkych ¢isel mame navyse 0y 5 0. Potom,
vyuzitim vety o spojitej transformacii dostavame, ze

\/éx(l — éx> ﬂ) \/0)((1 — 0)() = 0'(9)().

Pomocou Cramér-Slutského vety dostavame pre hranice intervalu spolahlivosti

R 0x(1—6
(Lx,Ux) = (9)( + Z1-¢ X(X))

n
Teda méme 6.,x = 6yx = éX(l - éX) i o(0x), ¢ize 61 x a dyx su konzistentné
odhady o(fx). Podobne 61y = dyy = éy(l — éy) su konzistentné odhady

o (ey) .
Teda nam plati veta, a tak pre rozdiel 6x — fy mame asymptoticky interval
spolahlivosti tvaru ([2.10)).
Poznamka:
Tento vysledok je priamy désledok asymptotickej normality.
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2.2.3 Problémové miesto: Rovnomerné rozdelenie

Nasa veta ale nemusi platit pre tiplne Ilubovolny odhad, na ¢o chceme pouka-
zat. Nech X7, ..., X, je ndhodny vyber z rovnomerného rozdelenia R(0,0). Z tedrie
maximalnej vierohodnosti méme maximalne vierohodny odhad (MLE)

A

0, = max{Xy,..,X,}.

Rozdelenie vSak nespliia podmienky regularity, teda ndm neplatia asymptotické
vysledky pre MLE. Pre odvodeny odhad mame rozdelenie

Fy,(0) = Plin <) = (3

pre z € (0,0). Tento odhad ale nie je nestranny, pretoze Ef, = 50, Tym

padom odhad definovany 6, = ”TH max{Xj,...,X,} bude nestrannym odhadom s

rozdelenim
n rxr\"
0= () (5) (2.16)

n -6, > 7, (2.17)

Navyse méame

kde Z je ndhodné veli¢ina s distribuénou funkciou Fz(z) = 1 —e™'~% (posunuté
exponencialne rozdelenie). Aby sme mohli pouzit vetu, potrebovali by sme overit
asymptotickd normalitu 6, ako je v predpoklade (2.6). Lenze podla a
Cramér-Slutského vety mame, ze

Vvn(b, —6) = —\}ﬁn(e —0,) 20,
¢o je degenerovand ndhodna velicina, a teda odhad nespliia .

Je teda vidiet, Ze postup metody MOVER tu moze zlyhavat, kedze v dokaze
sme vyuzivali symetriu asymptotického rozdelenia statistiky, na ktorej je zalozZeny
interval spolahlivosti. V tomto pripade ale mame statistiku R,, = @, ktora
ma asymptoticky posunuté exponencialne rozdelenie s distribu¢nou funkciou 1 —

e 1% pre x > —1. Asymptoticky interval spolahlivosti je potom

0, 0,
(1—y ’1—?’1“5>’

n

ol

|

kde ¥, znaci a kvantil posunutého exponencialneho rozdelenia. Pre tieto kvantily
ale neplati (yo)?> = (y1_a)? (rozdelenie nie je symetrické), ¢o sme vyuZili pri
tvorbe a (2.10). Teda (1 —a)% interval spolahlivosti pre rozdiel parametrov
rovnomernych rozdeleni nemdéze mat pozadovany tvar.
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3. Porovnanie pravdepodobnosti
pokrytia

KTIicovym hodnotenim intervalu spolahlivosti je jeho pravdepodobnost pokrytia
CP(0), ktora je definovana ako

CP(0) = Py(0 € (CL(X), Cyy(X))),

kde (CL(X),Cy(X)) je (1 — a)% interval spolahlivosti pre parameter 6, X je
statistika, ktorej rozdelenie zavisi od 6. Zvycajne pouzivané hodnoty pre a su
0,1, 0,05, 0,01. Z definicie intervalu spolahlivosti by tato hodnota mala byt 1 —
«. 7 dovodov, ako st nespojitost rozdelenia, sposob vytvorenia intervalu alebo
asymptotickost intervalu spolahlivosti, tito hodnotu ale nedosahujeme presne.
Krivky spolahlivosti ndm priblizuji spréavanie sa C'P(#) pre rdzne hodnoty 6, a
teda si akymsi meradlom spravnosti pouzitého intervalu spolahlivosti.

Ako priklad si vezmime Waldov interval spolahlivosti pre parameter p alter-
nativneho rozdelenia. Potom pre rozne velkosti vyberov mame pravpodobnosti

pokrytia zobrazené na a[3.1b

Pre niektoré pripady sme schopni ’invertovat’ intervaly spolahlivosti tak, aby sme
dostali interval pre statistiku X, ktorej rozdelenie pozname. Formalne mame

CP(0) = Py(0 € (CL(X),Cu(X))) = Po(X € (An(0), Bu(0)))-

Toto invertovanie je ale v rade pripadov komplikované, resp. nie je vobec mozné
explicitne vypocitat A, (0), B,(6). Preto k tvorbe grafov pre intervaly spolahli-
vosti pre rozdiely pravdepodobnosti alternativnych rozdeleni pouzivame iny po-
stup. Grafy si zalozené na nasledujicej myslienke.

Mame nahodné vybery X, ..., X, ~ Alt(6x) a Y1, ..., Y., ~ Alt(fy). Vezmime si
pevny rozdiel fy —fy = 6. Dalej, nech fx je vhodné, t.j. také, Ze je mozné dostat
d =0x — Oy pre Oy € (0,1). Ox bude premennd, s ktorou budeme hybat.
Zatiname s CP(0) = 0. Vieme, ze >.i_; X; ~ Bi(n,0x) a Y7., Y; ~ Bi(m,fy).
Najprv pre jednotlivé hodnoty nahodnych velicin >3, X; = a, 37", Y; = b,
a €{0,...,n},be{0,..,m} spocitame intervaly spolahlivosti pre jednotlivé para-
metre O, 0y, kedze budeme potrebovat dolné a horné hranice tychto intervalov.
Potom si vytvorime interval spolahlivosti pre rozdiel parametrov a overime, ¢i §
don patri. Ak dno, pripo¢itame pravdepodobnost P(Z; = a, Zy = b) k hodnote
uz napocitanej C'P(§). Ak nie, pokracujeme s dalSou kombindciou a,b. Takto
opakujeme pre vSetky mozné hodnoty a,b. Tento postup je ale ¢asovo narocny,
je vhodné ho preto pouzivat len na malé az stredne velké ndhodné vybery. Pre
velké vybery by si ziadal nas postup optimalizaciu.
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Obr. 3.1: Pravdepodobnost pokrytia Waldovych intervalov pre parameter p al-
ternativneho rozdelenia s rozsahmi vyberov a) n =9 b) n = 86.
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3.1 Vyuzitie MOVER pre alternativne rozdele-
nie

Vzhladom na vyjadrenie Waldovho intervalu je klasicky asymptoticky interval
pre rozdiel totozny s intervalom vytvorenym metédou MOVER. Dalsie intervaly,
ktoré budeme pouzivat ako vstup, si Wilsonov, Clopper-Pearsonov a logitovy. Na
grafoch [3.2a] , [3.2D] a [3.2d] vidime pravdepodobnosti pokrytia pre 0x — 6y = 0,
kde Ox bezi cez vSetky mozné hodnoty. Metéda MOVER ocividne funguje, kedze
pravdepodobnosti pokrytia sa s rastticimi rozsahmi vyberov blizia k predpisanej
hodnote 0,95 (Cervena ¢iara). Waldov interval, ako vieme, pre malé vybery nedéva
ziadanu presnost, kedze pre malé rozsahy v [3.2al sa pravdepodobnost pokrytia
pre Waldov pripad nedostala ani nad hranicu 0,92 a pre stredné rozsahy sa len
zospodu blizi pozadovanej presnosti.

Dalej uvedieme aj grafy pravdepodobnosti pokrytia pre rozdiely § = 0,5 a § =
—0,25.

Celkovo mame za to, ze nami dokazana a pouzita metéda 'MOVER’ je funkc-
nym nastrojom, ktory ndm otvara nové moznosti tvorenia intervalov spolahlivosti
pre rozdiel parametrov rozdelenia. So zvicsujucimi sa rozsahmi ndhodnych vy-
berov sa pravdepodobnosti pokrytia pre vsSetky vstupné intervaly priblizuju k
ziadanej hodnote pokrytia 0,95. V nasom pripade sme sa zamerali na rozdiel pa-
rametrov alternativnych rozdeleni. Najlepsie fungovali Wilsonovské vstupné in-
tervaly, Co je vidiet na vSetkych grafoch[3.2][3.3]a[3.4] kedZe st vo vacsine pripadov
najblizsie k pozadovanej hranici 0,95. V literatire odporiacany logitovy interval
dava uspokojivé vysledky len pre stredne velké vybery, ¢o je vidiet na grafoch
[3.2B), [3.3b] a [3.4B] Takisto jeho pravdepodobnosti pokrytia silne zavisia na polohe
parametra fy. Uspokojivé vysledky st len okolo stredu intervalu moznych hod-
nét Ox pre dané §. Pre Clopper-Pearsonov vstupny interval spolahlivosti méame
dosiahnuté pravdepodobnosti pokrytia vysoko nad ziadanou hodnotou 0,95, inter-
valy st teda zbytocne dlhé. Waldov interval ako vstup déva uspokojivé vysledky
len pre velké rozsahy ako je vidiet na grafoch [3.2d], [3.3¢| a [3.4cl Je zjavné, Ze
oproti klasickému Waldovmu pristupu sme dosiahli vyrazné zlepsenie pravdepo-
dobnosti pokrytia dokonca aj pre malé vybery pri pouziti Wilsonovho intervalu
ako vstupu. Metéda MOVER je cennym nastrojom pre tvorbu intervalov spolah-
livosti pre rozdiel parametrov rozdeleni. Jej hlavnou vyhodou je moznost tvorit
takéto intervaly (na zaklade Wilsonovského pristupu), ktoré by inym spdsobom
nebolo mozné zostrojit.
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Obr. 3.2: Grafy pravdepodobnosti pokrytia pri zvacsujicom sa rozsahu vyberov
pre rozdiel pravdepodobnosti § = 0
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Obr. 3.3: Pravdepodobnosti pokrytia roznych vstupnych intervalov pre rozdiel
pravdepodobnosti 6 = —0,25 a rozsahy n, m
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Obr. 3.4: Pravdepodobnosti pokrytia roznych vstupnych intervalov pre rozdiel
pravdepodobnosti § = 0,5 a rozsahy n, m
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Zaver

V nasej praci sme sa venovali intervalom spolahlivosti pre rozdiel paramet-
rov dvoch rozdeleni. Na tento problém sme sa pozerali pristupom uvedenym v
Newcombe (2013)). Dostali sme teda nové intervaly spolahlivosti, ktoré by nebolo
mozné, resp. jednoduché, ziskat inymi spésobmi. Tieto intervaly spolahlivosti
pre rozdiel boli vytvorené pouzitim hranic intervalov spolahlivosti pre jednotlivé
parametre metodou zvanou MOVER. Na ilustrovanie pouzitia a vyhod metédy
MOVER sme pouzili konkrétny pripad rozdielu parametrov dvoch alternativnych
rozdeleni. Tento pripad je aj prakticky atraktivny, ako sme ukazali na priklade. Z
tohto dévodu je prva kapitola nasej prace venovana strué¢nému prehladu niekto-
rych intervalov spolahlivosti. Cielom druhej kapitoly bolo vysvetlenie myslienky
metoédy MOVER, poukézanie na nedostatky v textoch [Newcombe (2013) a |[Zou
a Donner| (2008)), ndjdenie nejakého stboru postacujicich podmienok, ktoré by
zahrnovali ¢o najvSeobecnejsie rozdelenia a formalny dokaz samotnej metddy.
Uplné vieobecnost metédy ale nie je zarucend, tak ako je prezentovand v Ne-
wcombe (2013)). Prikladom je rovnomerné rozdelenie, ktoré nesplita nage pred-
poklady a mdze nastat problém s vyjadrenim hranic intervalu spolahlivosti pre
rozdiel, vdaka asymptotickym vlastnostiam odhadu jeho parametra.

Na ilustrovanie efektivnosti a uc¢innosti metédy MOVER sme pouzili jedno
zo zakladnych hodnotiacich kritérii pre intervaly spolahlivosti, pravdepodobnost
pokrytia, ktorému sa venuje tretia kapitola. Ako vstupné intervaly boli pouzité
intervaly spolahlivosti pre parameter alternativneho rozdelenia, pretoze alterna-
tivne rozdelenie je prikladom rozdelenia s mnozstvom roznych intervalov spolahli-
vosti pre jeho parameter. Z grafov pokrytia je vidiet, Ze metdda najlepsie funguje
so vstupnym Wilsonovym intervalom spolahlivosti, ktory mé zjavne najblizsiu
pravdepodobnost pokrytia k ziadanej pravdepodobnosti pokrytia (v nasom pri-
pade 0,95). Celkovo ale metéda bola Géinnd, vytvorené intervaly spolahlivosti sa
so zvacsujucimi rozsahmi vyberov blizia k pozadovanej hladine 0,95.
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