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Abstrakt: Tato prace se zabyva popisem a odvozenim metody analyzy rozptylu s
nahodnymi efekty. Nejprve uvedeme souhrn poznatki z teorie pravdépodobnosti,
které budou dilezité v dalsim odvozovani. Poté zavedeme model jednoduchého
tridéni s pevnymi efekty a navrhneme testovou statistiku pro test shody strednich
hodnot skupin. V dalsi ¢asti zavedeme model jednoduchého tridéni s nahodnymi
efekty a odvodime vlastnosti pozorovani v tomto modelu. Za predpokladu vy-
vazeného tridéni definujeme soucty ¢tverci a odvodime jejich vlastnosti, diky
kterym je pak miizeme pouzit k sestaveni testové statistiky pro testovani shody
podminénych stfednich hodnot skupin. Na zavér prace budeme pomoci simulaci
v programu R ovérovat, jak test analyzy rozptylu s ndhodnymi efekty dodrzuje
hladinu pfi poruseni predpokladu normality.
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Abstract: The aim of this thesis is to describe and derive the test of analysis of
variance with random effects. At first we introduce a summary of results from the
theory of probability which will be important in future derivations. Then we define
the one-way classification model with fixed effects and propose the test statistics
to test the equality of group means. In the following part we define the one-way
classification model with random effects and derive properties of observations in
this model. Under the assumption of balanced data we define sums of squares and
derive their properties, which allow us to use them to create the test statistic.
Finally we will use simulations in R to verify whether the ANOVA test with
random effects observes the significance level when normality assumptions are
violated.
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Uvod

Analyza rozptylu, z anglického analysis of variance casto zkracovana jako
ANOVA, je hojné pouzivand metoda pro porovnavani skupinovych vybéri, re-
spektive testovani nulové hypotézy o rovnosti stfednich hodnot téchto skupin.
Princip této metody spociva v myslence, ze rozdélime celkovou variabilitu pozo-
rovanych dat na variabilitu mezi jednotlivymi skupinami a na variabilitu uvnitt
skupin. Tyto dvé veli¢iny pak vyuzivame k sestrojeni testové statistiky, na zakladé
které rozhodujeme o platnosti nulové hypotézy. Cilem této prace je podrobné od-
vozeni specidlniho typu, analyzy rozptylu s ndhodnymi efekty.

V prvni kapitole shrneme uziteéna tvrzeni a vztahy z teorie pravdépodobnosti,
jejichz vysledky pak budeme dale v praci pouzivat pti vypoctech a odvozenich.
Nejprve zavedeme podminénou stfedni hodnotu a rozptyl, uvedeme vlastnosti
stfedni hodnoty a vétu o rozkladu nepodminéného rozptylu. V dalsi ¢asti pak
pfipomeneme definci x? rozdéleni a zaméfime se na tvrzeni o rozdéleni a nezévis-
losti kvadratickych forem.

V druhé kapitole zavedeme a okomentujeme standardni model jednoduchého
tridéni s pevnymi efekty. Definujeme zakladni znaceni a odvodime vlastnosti
soucti ¢tverct, na zakladé kterych navrhneme testovou statistiku a kriticky obor
pro test shody strednich hodnot skupin.

V dalsi ¢asti néasleduje zavedeni modelu s ndhodnymi efekty na prikladu s
populaci mysi. Podrobné odvodime vztahy pro podminénou stredni hodnotu a
rozptyl v tomto rozdéleni, porovname je s predchozim pripadem. Za predpokladu
vyvazeného tridéni definujeme soucty ctverct a odvodime jejich vlastnosti, kon-
krétné stredni hodnotu a za dodateénych predpokladti i jejich rozdéleni. V zavéru
kapitoly vyuzijeme predchozich vysledki k navrzeni testové statistiky pro test
shody podminénych stfednich hodnot skupin.

Na zavér prace budeme pomoci simulaci v programu R zkoumat co se stane
pri poruseni zakladniho predpokladu normality pozorovani. Provedeme simulace
s riiznym poctem skupin a jinym nez normalnim rozdélenim a budeme sledovat,
zda test dodrzuje hladinu.



1. Souhrn z teorie
pravdépodobnosti

Pti odvozovani vlastnosti pozorovani a testovych statistik v dalsich kapito-
lach budeme casto pouzivat rizné zavéry z teorie pravdépodobnosti, které pro
prehlednost uvedeme v této kapitole.

1.1 Podminéna stredni hodnota a rozptyl

Nejprve shrneme zakladni poznatky o podminéné stredni hodnoté z teorie
pravdépodobnosti. Véty a tvrzeni v této ¢asti jsou prevzaty z knih Lachout| (2004)
a |Andel (2007a).

K zavedeni podminéné stfedni hodnoty budeme potfebovat nejprve definovat
podminénou hustotu.

Definice 1 (Podminénd hustota). Necht X,Y jsou redlné ndhodné veliciny, ddle
necht existuje spojité rozdéleni (X,Y) s hustotou f(x,y), absolutné spojitou vici
Lebesgueové mire, necht existuje f(y), margindlni hustota Y. Jako podminénou
hustotu x pri y oznacime takovou funkci f(x|y), kterd pro vsechna A, B € B, kde
B je borelovskd o-algebra, splnuje:

PiXeAYeB)= [ [ faydydr= [ | fly)f)dyda

Podminénou hustotu také muzeme pro s.v. x a y takova, ze f(y) # 0, zapisovat

ve tvaru f(z|y) = f](cfyg)

Nyni mtizeme zavést podminénou stredni hodnotu.

Definice 2 (Podminéné sttedni hodnota). Podminénou stredni hodnotu veliciny
X pri daném Y definujeme predpisem

ELX|Y] = [ af(aly)da

V nasledujici vété shrneme nékteré vlastnosti podminéné stfedni hodnoty,
které budeme pozdéji vyuzivat pti vypoctech.

Véta 1 (Zakladni vlastnosti podminéné sttedni hodnoty). Budte ndhodné veliciny
X, Y, 7€ Li(Q, A, P). Pak:

i)Va,b,c € R: E[aX +b0Y +|Z] =a E[X|Z] +bE[Y|Z] + ¢ s.j.

i) X <Y sj = E[X|Z] < E[Y|Z] s..

iii) E[E[X|Y]] = E[X]

i) Je-li 0(X) C 0(Z) pak E[X|Z] = X s.5.

v) BudY € L(Q,F) a XY € Li(Q, A, P), pak E[XY|F] = Y E[X]|F]

vi) Jsou-li X a Y nezdvislé veliciny, pak E[X|Y] = E[X] s.j.

Dikaz lze najit napi. v (Lachout| 2004).

Déle nas bude zajimat podminény rozptyl. Podobné jako je nepodminény
rozptyl definovan pomoci sttedni hodnoty, vyuzijeme k definici podminéného roz-
ptylu podminénou stfedni hodnotu.



Definice 3 (Podminény rozptyl). Necht S(Y,Z) je ndhodnd velicina a E[S?] < oo.
Pak podminény rozptyl definujeme predpisem var(S|Y) = E([S — E(S|Y)]?|Y).

Nyni uvedeme dtilezitou vétu o rozkladu nepodminéného rozptylu.

Véta 2. Pokud E[S?] < oo, pak var(S) = var|E[S|Y]] + E[var(S|Y)].

Diikaz.
V dikazu vyuzijeme vlastnosti podminéné stredni hodnoty z véty
Nejprve rozepiseme podminény rozptyl do vhodnéjsiho tvaru.

var(S|Y) = E([S — E(S|Y)]?|Y) = E(IS — E[S] + E[S] — E(S]Y))]Y) =
— E{[(S — E[S])* +2(5 — E[S(E[S] — E(S|V)]) + (E[S] — E(S|Y)))2IV} =

=E[(S—E[S])*|Y] +2[E[S] — E(SIY)E[(S — E[SDIY] + (E[S] - E(S|Y))* =
=E[(S—E[S])*|Y] +2(E[S] - E(SY))(E(S]Y) — E[S]) + (E[S] — E(S]Y))* =
=E[(S—E[S])*Y] - (E[S] — E(S]Y))”

Nyni aplikujeme na vysledek operator stfedni hodnoty.
Elvar(S|Y)] = E[E[(S — E[S])*Y] — (E[S] — E(SIY))"] =

—E[E[(S — E[S))?Y]) — E(E[S] — E(S|Y)) =
=E(S—E[S])* - E(E(S]Y) —E[S])* =
=var(S) — E(E(S]Y) — E[E(S|Y)])? = var(S) — var(S]Y)

Dohromady tedy ziskdvame vztah E [var(S|Y)] = var(S) — var(S|Y),
ze kterého plyne dokazovany vzorec.

1.2 % rozdéleni a kvadratické formy
Nejprve piipomenime definici x? rozdéleni.

Definice 4 (x? rozdéleni). Necht Xi,...X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny s
normovanym normdlnim rozdélenim N(0,1). Pak ndhodnd velicina Y = 37 ; X?
md x? rozdéleni s n stupni volnosti, piseme Y ~ x2.

V nasledujicich kapitolach budeme casto potiebovat zjistit rozdéleni nahod-
nych velicin ve tvaru kvadratickych forem. Shrime si proto nékolik uzite¢nych
vlastnosti, které pro né plati, v nasledujici véte.

Véta 3. i) Necht Y, Z jsou nezdvislé ndhodné veliciny takové, Ze Y ~ X%N
Z ~ X2, . Pak ndhodnd velicina Y + Z ~ x2 |,

it) Necht X ~ N, (u,Y), kde ¥ je requldrni variancéni matice. Pak

Y =(X-p)' S X —p) ~x;

it1) Necht X ~ N,(0,%) a A bud ctvercovd matice takovd, Ze AY je nenulovd
idempotentni matice. Pak'Y = XTAX ~ x2,+.
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Diikaz.
i) Veli¢iny Y a Z lze prepsat jako Y = Y72, X2, Z =312 | X2, kde X; jsou
vzéjemné nezavislé veli¢iny s N(0,1) rozdélenim. Pak z definice vyplyva, ze

n1+n2 ) )
Y+27= Z Xi NXn1+n2‘

i=1

ii) PouZijeme vlastnost, Ze X m4 stejné rozdéleni, jako pu+B X, kde BBT = &
a Xo ~ N,(0,1,). Z toho plyne, ze Y ma stejné rozdéleni jako

(BX,)TS ' (BX,) = X/B'BB" 'BX, = X X,.

Pak X[ X lze piepsat jako soucet kvadratii jednotlivych slozek ndhodného vek-
toru Xy, coz odpovid4 definici x? rozdéleni.

iii) Matice AY je nenulovd, z toho plyne rank(A) > 1, tedy existuje ske-
letn{ rozklad matice A = BBT. Pak X7TAX = XTBB'X = (B"X)!(B'X) =
(BT X)TT(BT X), pficemz B*X ~ N(0,BTYB). Nyn{ chceme pouzit tvrzenf ii),
k tomu potiebujeme ukézat, ze BT'YB je idempotentni.

Vyjdéme z predpokladu, ze AY je idempotentni a prepiSme ho pomoci ske-
letniho rozkladu A, tj. (BB')(BBTYX) = (BB'X). Nyni vyndsobime rovnici
zleva matici B!, z vlastnosti skeletniho rozkladu plyne, ze B~'B = 1. Pak
(B~'BBTY)(BBTY) = (B~'BB'X), neboli (BBTY)(BTYB) = (BTYB). Dokazali
jsme, ze je matice BXB idempotentni, tedy jeji pseudoinverzi je jednotkova matice
I. Tvrzeni pak vyplyva z ¢asti ii) a faktu, Ze rank(BXB) = tr(BXB) = tr(BB'Y) =
tr(AX).

O

Na zavér uvedeme uzitecéné tvrzeni o nezavislosti.

Véta 4. Necht X ~ N, (u,Y) a A je pozitivné definitni matice typu n X n.

i) Necht B je libovolnd obdelnikovd matice spliujici BEA = 0. Pak ndhodnd
velicina XTAX a ndhodnyj vektor BX jsou vzdjemné nezdvislé.

it) Necht B je ctvercovd pozitivné definitni matice spliujici BEA = 0. Pak
ndhodné veliciny XTAX a XTBX jsou vzdjemné nezdvislé.

Diikaz.

i) Vyuzijeme skeletni rozklad A = LL”. Pfedpokldddme BYLL” = 0 —
BYLLT(LY)™* = 0. Z toho plyne, Ze 0 = BYL = cov(BX,L”X). Normalita
vektoru X implikuje, Ze i vektory BX a L7 X maji normélni rozdéleni a protoze
jsou nekorelované, jsou i nezavislé. Z toho plyne i nezavislost vektori BX a
(LTX)TLTX = XT(LT)TLTX = XTAX.

ii) Opét vyjdeme ze skeletniho rozkladu matic A = LL” a B = PP’. Ana-
logicky dosadime do predpokladu skeletni rozklady a ziskdme vztah PTYL =
0 = cov(PTX,LTX). Z normality vektoria PT X, LT X a jejich nekorelovanosti
plyne, 7e jsou nezavislé. Pak jsou nezavislé i vektory (PTX)TPTX = XTBX a
(LTX)TLTX.

O



2. Analyza rozptylu s pevnymi
efekty

2.1 Jednoduché tridéni

Zékladni situaci v analyze rozptylu je takzvané jednoduché tiidéni. V tomto
pripadé uvazujeme situaci, kdy mame N vzajemné nezavislych nahodnych vybéra
Yii,..,Yin,t =1,...,N,kde Y;;,7 =1,...,n; pochazi z rozdéleni s distribucni
funkci F; s konecénou stfedni hodnotou p;. Zajima nas, zda je tato stfedni hodnota
stejnd pro vsechny vybéry. V pripadé zamitnuti nulové hypotézy také obvykle
chceme veédeét, které dvojice stiednich hodnot se od sebe statisticky signifikantné
lisi.

Prikladem muze byt situace, kdy méme N odrud ovocnych stromu (napt. jab-
loni), u kterych zjistujeme celkovou hmotnost trody. Chceme védét, jestli vSechny
odrudy maji shodnou stfedni hodnotu hmotnosti irody (neboli zda celkova hmot-
nost plodiu nezavisi na skupiné) a pokud ne, u kterych skupin nastévaji vyznamné
odlisnosti.

Model 1. Pro zbytek kapitoly predpokladejme, Ze jednotlivé nahodné vybery jsou
vzdjemné nezdvislé a pochdzi z normdlnich rozdéleni s nezndmymi strednimi hod-
notami j;,i = 1,..., N a shodnym rozptylem o2.

Tedy: YVi; " N(pui,02),j = 1,...,n;, pricem? Y; == (Yiy, ..., Yin)T jsou vzd-
jemné nezavislé proi=1,...,N.

Budeme testovat hypotézu Hy: 1y = ps = --- = uy proti alternativni hypo-
téze Hy: Existuje dvojice stfednich hodnot, které se nerovnaji.
Vy$e zavedeny model [1] je ekvivalentni nasledujicimu modelu:

Y;‘,j =u+ Bi + €i g kde €ij iLd. ]\/v(O7 0'2)

Toto vyjadreni ziskdme, polozime-li pu; = p + [5;, pricemz [; zde reprezentuje
odchylku mezi ;o a stfedni hodnotou p; v (4,j) - tém vybéru. Veli¢ina ¢;; pak
predstavuje variabilitu dat danou prirodnimi podminkami. Tento model se ozna-
cuje jako preparametrizovany, protoze mame zavedeno o parametr vice nez je
zapotiebi.

Nulovou hypotézu pak zapiseme v ekvivalentnim tvaru:

Hy:py=---=08n

. Za platnosti nulové hypotézy bude nds model tvaru: Y;; = p + 8 + €5, kde
B =p1 =--- = By. Misto porovnavani stredni hodnoty pu; se tedy zamérime na
porovnavani parametri ;.

Abychom sestavili testovou statistiku, zavedeme napred nékolik pojmii:

Definice 5 (Soucty ¢tvercit). Oznacme M = SN | n;.

Zavedeme znaceni pro soucet a vybérovy primer pozorovdni ve skupiné:
Yie =250 Y 0 Yy =355,
a ddle znaceni pro celkovy soucet a celkovy prumeér pozorovdni:



Y++:ZZ 12 zjay-l--‘r_MZ 12

Polozme: Y; = (Y;,l, ooy Vi)t vektor pozomvam ve skupindch,
Y = (Y,...,Yx)" vektor vsech pozorovdni a
Y =(Y14,...,.Yn)T vektor skupinovijch priméri.

Nyni poloéme: B
SS. =N, S (Yi; — Yi1)? celkovy soucet Etverct,

7=1
SS, = Zz ni(Yiy — Y, 1)? soucet ¢tverci skupin,
SS. =31, Z;“:l(Yw Y. +)? residudlni soucet ctvercil.

Takto zavedeny soucet ¢tvercti skupin reprezentuje rozptyl mezi jednotlivymi
skupinami, naopak residudlni soucet predstavuje rozptyl uvniti skupin. Soucty
¢tverct lze rozepsat jako kvadratické formy, které maji za platnosti uvazované
nulové hypotézy a vyse zavedeného modelu rozdéleni chi-kvadrat a jsou nestran-
nymi odhady rozptylu 2. Podrobnéji jsou tyto vztahy popsény v nasledujici vété.

SSe 2

Véta 5. i) Za platnosti modelu |1} mdme: ~ X3y a E 52 M N =0".
it) Za platnostz modelu |1 I a nulové hypotézy splnuje celkovy soucet ctvercu

& ~x3_,a E SSC = 02, pro soucet ctverci skupin mdme: SS“ ~ X1 @

E SSal _ 0.2

iii) SS, a SS. jsou nezdvislé.

Diikaz.

V dikazu budeme vyuzivat tvrzeni|3| o rozdéleni kvadratickych forem.

i) Plati 5;—52 = va , YA, YZ, kde A; je ctvercova matice, kterd ma na dia-
gonéle prvky 1 -+ a prvky ; mimo dlagonalu Vime, Ze 1 SYTAY, ~ x2 4,

XZZ (nie XM—N-

Stredni hodnota Vehcmy s x> rozdelenl je rovna poctu stupnt volnosti, tzn.
E SC% = M — N, z ¢ehoz plyne, ze po vydéleni M — N je residudlni soucet ¢tvercii
nestrannym odhadem rozptylu o2.

ii) Za platnosti nulové hypotézy lze vSechna pozorovani Y; ; uspofadat do vek-
toru Y ~ Ny (plys, 0%1yy), pak jde o vibér o rozsahu M. A§€1 je jeho vybérovy
rozptyl, z vlastnosti vybérového rozptylu pak plyne tvrzeni pro SS..

Déle definujme vektor Y = diag™'(n1,...,nn)(Yi4,..., Yn ). Pak

SSe 1 _

o o?
piicemz C = diag(n) — nn’. Vektor (Y — ply) ~ Ny(0,0%diag™ ' (n)), kde
n = (ny,...,ny), takZe pokud dokézeme, ze je matice Cdiag™*(n) idempotentni,
bude platit SUS; ~ XthCdia g 1(n)" Idempotenci snadno ovérime s pouzitim vztahu

- 1 . 1
Cdiag ' (n) = Iy — Mnanlag '(n) =1y — MnlN'

Tento prepis je také vhodny pro vypocet stopy matice,

1 1
tr(Iy — Mnaniagfl(n)) = trly — Mtr(nlN) =N-—1.

52‘1 ~ X% _1. Pro stfedni hodnotu opét plati, Ze E % =
2
=0°.

Dohromady dostavame
N —1, z ¢ehoz plyne E




iii) V predchozich ¢astech dikazu jsme ukazali, ze SS, i SS, lze prepsat jako
kvadratické formy, konkrétné

SS. =YTAY,

SS, =YTBY,
kde B = diag(nillm, e %1nN)(Cdiag(n%1£1, cee %15}\]). K ovéfeni nezavislosti
nam tedy podle véty [ stac¢i ukdzat, Ze BVarY A = 0?BA = 0. Nemusime pro-
vadét cely vypocet, staci si vSimnout, ze diag(n%lgl, o %1&)1&& = 0, pak je i

cely sou¢in nulovy a nezavislost veli¢in SS, a S.S. je dokazana.

O

Na zakladé vztaht z predchozi véty navrhneme testovou statistiku jako podil

nestrannych odhadt rozptylu:
55,
N—1
Fa= 33
M-N

Z véty [5|dale plyne, Ze za platnosti nulové hypotézy mé F4 Fisherovo rozdéleni
s N —1, M — N stupni volnosti.

Navrhli jsme testovou statistiku a nyni nas zajima, jak volit kriticky obor.
Pokud plati nulova hypotéza o rovnosti stfednich hodnot skupin, pak skupinovy
pramér Y; , predstavuje odhad stfednich hodnot skupin a celkovy primér Y,
predstavuje odhad celkové sttedni hodnoty, které by mély byt stejné. Ocekavame
tedy, Ze rozdil (Y;, — Y ,,) bude nabyvat velmi malych hodnot, a proto i sku-
pinovy soucet ¢tverc 5SS, bude nabyvat mensi hodnotu, nez residualni soucet
¢tverci S'S.. Platnost nulové hypotézy by se méla projevit v malych hodnotach
testové statistiky F4, velké hodnoty naznacuji platnost alternativni hypotézy. To
nas vede k myslence zvolit kriticky obor tak, aby test zamital nulovou hypotézu
pro vysoké hodnoty F4. Za ucelem ziskani testu s hladinou a pak Hy zamitdme
< Fy>Fy_1mu-n(1—a), kde Fy_1p-n(1 —a) je (1 — a) kvantil Fisherova
rozdéleni s N — 1, M — N stupni volnosti.

Pro zapis vysledkt jednoduchého t¥idéni se casto pouziva nésledujci tabulka:

Zdroj ménlivosti Soucet ¢tvercii Pocet stupna Podil Testova
volnosti statistika
Skupiny 5% N -1 e Y vy
Residudlni SS. M — N 1\551\/
‘ Celkovy SS. M -1 ‘

Tabulka 2.1: Analyza rozptylu jednoduchého tridéni



Alternativné se model jednoduchého tridéni zavadi s vyuzitim teorie linearnich
modelu. Tento pristup je popsan napt. v knize (Andel, 2007b, kapitola 9.2).
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3. Analyza rozptylu s nahodnymi
efekty

3.1 Jednoduché tridéni - zavedeni modelu

V minulé kapitole jsme zkoumali ptipad, kdy mame N vzajemné nezavislych
nahodnych vybéri, o kterych za platnosti nulové hypotézy predpokladame, ze po-
chézi z rozdéleni se stejnou distribuc¢ni funkci. Zavedli jsme model, ve kterém jsme
tyto vybéry popsali pomoci normalniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou
a pro vSechny vybéry shodnym nezndmym rozptylem o2. Jednotlivd pozorovani
jsme popsali pomoci plisobeni nékolika velic¢in, které byly vsechny az na clen ¢;
pevnymi neznamymi konstanty. Tento pripad se nazyval model s pevnymi efekty.

Nyni zavedeme mirné odlisnou situaci. Uvazujme, ze skupin, ze kterych be-
reme nase pozorovani (ruzné odrudy jabloni v ptikladu z predchozi kapitoly), neni
jen pevné dané N, ale muze jich byt az spocetné mnoho. Neptijde o pevné dany
pocet skupin, ale o ndhodny vybér z vétsi populace. Tato ivaha nas vede k zave-
deni jiného typu modelu (bude se jednat o specidlni ptipad linedrniho smiSeného
modelu). Novy model vysvétlime na piikladu.

Mé¢jme k laboratornich mysi, kazda z nich ma n;,¢ = 1, ...,k mladat. Budeme
merit rozdily ve hmotnosti mladat po dvou tydnech véku a zajima nas, jestli
mladata maji stejnou stfedni hodnotu hmotnosti nezavisle na matce.

V tomto pripadé predpokladame, ze nasich £ mysi bylo ndhodné vybrano
z populace mysi. Hmotnost mladéte pro danou i-tou mys méa stredni hodnotu
i+ B;. Predpokladdme, ze, nahodny vybér mysi se projevi jako jista variabilita
B;. Déle predpokladejme, ze E B; = 0, var B; = d®.

Zaroven hmotnosti vsech mladat dané matky maji také urcitou variabilitu.
Stejné jako v predchozim modelu jako ptivodce této variability oznac¢ime veli¢inu
€i.j, kterd reprezentuje odchylku hmotnosti konkrétniho mladéte od stfedni hod-
noty hmotnosti pro mladata dané mysi a budeme piedpoklddat, ze E g;; = 0,
varg; ; = o2, Hmotnost j-tého mladéte i-té mysi pak popiSeme vztahem
Yij=p+ Bi+ei

Narozdil od modelu s pevnymi efekty, kdy B;, resp. 3;, byla neznamou kon-
stantou, jde nyni o ndhodnou proménnou. Tato situace se proto oznacuje jako
model s pevnymi efekty. Obecné se podle knihy (Khuri, 2010, kapitola 1.5) jako
model s ndhodnymi efekty oznacuje model, kde jsou vsechny ¢leny kromé prvniho
nahodné.

Vy$e zminéné pozadavky spolecné s predpoklady o rozdéleni zformulujeme
jako nasledujici model.

Model 2. Méjme ndhodny vektor Y = (YL,...,Y,1)T, kde pro vSechna i =
L,....k jsouY; = (Yiy,...Yi,,)T vzdjemné nexdvislé skupiny pozorovdni. Rek-
neme, ze' Y se 1idi modelem s nahodnymi efekty, pokud lze psatY; ; = u+DB;+¢, ;,
kde €; ; < N(0,0%),0 < 0? < o0 a B; < N(0,d?), 0 < d* < oo, pricem? u,o?
a d? jsou nezndmé parametry.

Pro zbytek textu predpoklddejme, Ze B; a €; = (€i1,...,&in,)" jsou nezdvislé.
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3.2 0Odvozeni vlastnosti

Nejprve odvodime vlastnosti pozorovani pri pouziti naseho modelu, budou
nés zajimat hlavné stfedni hodnota a rozptyl (4,7) - tého pozorovani. Kromé toho
potfebujeme znat tyto hodnoty i pro (7,j) - té pozorovani podminéné veli¢inou
Bi-

V prubéhu odvozovani vychazime z modelu [2, budeme vyuzivat predpokla-
dané vlastnosti slozek Y; ; (zndmé rozdéleni a nezavislost B; a ¢; ;). Dale budeme
pouzivat vlastnosti podminéné stfedni hodnoty a podminéného rozptylu, které
byly uvedeny v kapitole 1.

Nejprve odvodime stredni hodnotu pro (i,7) - té pozorovani. Vyuzijeme linea-
rity stfedni hodnoty a toho, Ze uz zname stifedni hodnotu B; a ¢; ;.

EY,;)=E(p+Bi+¢e;)=p+E(B;)+E(e,)=p

Déle odvodime stredni hodnotu pro (i,j) - té pozorovani podminéné veli¢inou
B;. Vyuzivame znalosti o podminénych veli¢inach, zejména vztahli o linearité
podminéné stiedni hodnoty. Dilezity je také predpoklad, Ze €; ; a B; jsou na sobé
nezavislé veli¢iny.

E(Yi;|Bi) = E(u+ Bi +€i;B;) = E(u|B;) + E(Bi|Bi) + E (45| Bi) =
=p+ Bi+E(eij) = p+ B

Zajimé nés také podminény rozptyl (i,7) - tého pozorovani. Pii odvozeni pouzi-
jeme invariantnost rozptylu vici konstanté (pii podminéni veli¢inou B; vnimame
B; jako zafixovanou na urcité hodnoté) a dale predpoklad o nezavislosti ¢; ; a B;.

var(Y;,j\Bi) = var(u—l—Bi—i—ei,j]Bi) = var(Bi—l—em\Bi) = var(si,j]Bi) = var(em) = 0'2

Kdyz jsme odvodili podminény rozptyl, mizeme pouzit vzorec [2f o rozkladu
rozptylu a zjistit hodnotu nepodminéného rozptylu.

var(Y;) = E (var(Yy;|B:)) + var(E (Y;;|B:)) = E(0®) + var(u + B;) =
= 0% +var(B;) = 0% + d*

Nyni jsme odvodili vlastnosti pro jednotliva pozorovani, pro srovnani vysledki
s predchozim modelem uvadime nésledujici tabulku:

Model 1 Model 2

Yij=pu+08i+e;5i€R|Y,; =pu+B;+¢ ;B ~ N(0,d*
E(Yi;) =n+5i E(Y:,) =p

var(Y; ;) = o? var(Y; ;) = 0% + d?

Tabulka 3.1: Srovnéani vlastnosti Y;
Obdobné jako v pfechozi kapitole polozime Y = (Y{!, ..., Y;])T vektor vSech
pozorovani. Chtéli bychom s pouzitim predchozich vysledki sestrojit rozptylovou

matici Var(Y).
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Nejprve zjistime rozptylovou matici pro vektor Y;, ktery reprezentuje i-ty
nahodny vybér o rozsahu n;. Struktura rozptylové matice je znama.

Var(n,l% COV(Y;J; }/;',2)7 R} COV(K,17}{5,TLZ')
cov(Y;a, Y1), var(Y; ), ooy cov(Yio,Yin,
Var(Y;) = ( 2 1) (. 2) | ( 2 )
COV()/i,nia Y;,l)a COV(}/;,niy}/;,Q)a SR var(Ymi)

7 piedchozich vypoctl uz vime, Ze na diagondle budou hodnoty o2 + d? (tuto
hodnotu jsme odvodili pro libovolné (i,7) - té pozorovani). Zbyva uz zjistit jen
prislusné hodnoty kovariance. Pro nasledujici vypocet nas zajimaji pouze hodnoty
mimo diagonélu, tedy zkoumame jen situace kdy j # [.

cov(Yi, Yiy) = E (Y, Yig) —E (Yiy) E(Yig) = E((u+ Biteig)(ut+Bitey)) —p® =
= E (1*)+E (2uB;)+E (pei ) +E (B))+E (Bigig) +E (neig) +E (Bigi )+ E(eijein) — 1
= p? +var(B;) — p* = d*

V pribéhu odvozeni jsme opakované vyuzivali nezavislost veli¢in B; a ¢;; a
z toho plynouctho vztahu E (Be; ;) = 0. Diky zavedenému modelu jsme také
mohli vyuzit znalost momenti (nulova stfedni hodnota a zndmy rozptyl) u obou
veli¢in.

Dohromady dostavame, ze

2 d, &2 .. P

2, Rrd, ..., &

Var(Y;) = . . , .
&2, 2, ., P d

Rozptylovou matici miZzeme prepsat i pomoci vztahu Var(Y;) = oI, +d*J,,,
kde I,,, je jednotkova matice o délce hrany n; a J,, je ¢tvercova matice o délce
hrany n;, tvorena samymi jednickami. Tento tispornéjsi zapis vyuzijeme pro zapis
matice celkového rozptylu.

Nyni miiZeme pristoupit k odvozeni matice rozptylu vSech pozorovani Var(Y').
Zmame uz rozptyl a kovariance pro jeden nahodny vybér, zbyva nam zjistit me-
zivybérové kovariance. V modelu 2 jsme definovali, ze vSechny ndhodné vybéry
jsou vzdjemné nezavislé, z toho vyplyva dulezity vztah: cov(Y; ;, Yi;) = 0, kdyko-
liv i # k.

Vidime, Ze matice Var(Y') bude blokové diagondlni, diagondla obsahuje roz-
ptylové matice jednotlivych vybéra Var(Y;),i = 1,2,...,k, coz jsou ¢tvercové
matice s délkou hrany n;,i = 1,2,...,k a strukturou popsanou vyse. Zbytek
matice je tvoren nulami. Muzeme si rovnéz povsSimnout, ze hlavni diagonala je
tvofena hodnotami o2 + d?.

Matice vypadéd nasledovné (indexy nq,...,ng znaci rozméry bloki na diago-
néle, symboly 0 reprezentuji nulové bloky vhodnych rozméru):

7J,

o°L,, + d2J,, 0 . 0

0 o?l,, +d*J,., ... 0

Var(Y) = ) ? ) : _ ]
0 0 . 0%, + 2T,
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3.3 Soucty ctverci

Obdobné jako v kapitole 2 nejprve zavedeme soucty ¢tvercli, nyni ovsem bu-
deme predpokladat tzv. vyvazené tiidéni, tedy ze vsechny skupiny obsahuji stejny
pocet (n) vzorku.

Definice 6 (Soucty ¢tverci). Polozme:
SS, =%k, S5 1 (Yij — Y 14)? celkovy soucet ¢tverct,
SS, = Zk Y+ — Y 1)? soucet ¢tverci skupin,
SSe =iy X5 (Yiy; — Yig)? residudlni soucet Ctverci,
kde Yy aY i znaci skupinovy a celkovy primeér jako v definici E]

Opét plati, ze skupinovy soucet ¢tverci reprezentuje variabilitu mezi jednot-
livymi skupinami a residudlni soucet ¢tvrectu celkovou variabilitu uvnitt skupin.
Chceme zjistit, jakd je v novém modelu stfedni hodnota souctii ¢tverci.

Nejprve uvedeme nékolik pomocnych mezivysledki. K jejich vypoctu nam po-
mohly predpoklady o nezavislosti velicin B a € a z toho plynoucich vztaht pro
stredni hOdHOty: E (BZB]) = O, E (BlBl) = d2, E (Bigk,j) = O, E (51'7]'57;7[) = 0. Dale
vyuzivame znalosti o rozptylu a kovarianci pozorovani Y; ;, odvozené v predcho-
zich ¢astech.

E(Yi;)? =p*+d*+ o
E(Yi Yix) = 1% + &
E (Yi,qu,v) = :u2
., 1
E(Y, ) =p"+d*+ 502
E(VL) =iyt o
Nyni ptikroé¢ime k vypoctu sttednich hodnot jednotlivych souctit ¢tverci.

kK n k n
=B Y (Yiy = YVas)) =B Y (V2 = 2V, Vs +Y7,)) =

i=1 j=1 i=1j=1

zi: —2E(Z§:Y;J?++)+E(Zzn:72

i=1j=1 i=1j=1

IIMw

— knE(Yi;)? —2E(knY .Y 4y) + knE(YV,) =

1 1
= kn(p® + d* + o) — kn(p® + %dz + %02) = d*(kn —n) + o*(kn — 1)

k
E(SS) =E(> n(Yii — V)% =nE( Z Y Y 4V =
=nkE(Y,,) —2nE(KY 1Y 1) +knE(YV,) =nkE(Y,,) —knE(Y.,) =

1 1
= kn(p? +d* + EUQ) — kn(p? + EdQ + %) =d*(kn —n) +o*(k — 1)
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CE( Y - Vi) = E( (VR - 2V, Y, V) =

=lj=1 i=1j=1

.

z”: ) —2E Yz+Z”7i,+)+E(Zzn:7i+):

j=1 i=1 i=1j=1

M:&

Il
—

b3

M=

. — 1
= knE(Y;;)?-2) nE (Y?ﬁ)—f—k‘n E (Y?’Jr) = kn(p* +d*+0°) —kn(u2—|—d2+502)

1

.
I

= o%(kn — k)
Vysledky shrneme v tvrzeni.
Tvrzeni 6. z) Za platnosti zavedeného modelu je ( (is“l) — kn?fil)) nestranngm
odhadem d?, k o 1) 2 S5 ~ )

ii) Pokud navic plati d* = 0, pak E 552 = 62 ¢ 550 ~ X%—l‘
i) Plati-li d* = 0, jsou SS, a SS. nezamsle

Diikaz.

i) Diikaz nestrannosti odhadu plyne z predchazejicich vypocti, rozdéleni
pak bylo odvozeno v kapitole 2

ii) Pokud je ¢len d? nulovy7 pak E(SS,) = o%(k — 1) plyne z piedchozich
vypocti.

Pokusme se najit vyjadieni S5, jako kvadratické formy a potom vyuzit vétu/[3]
kters dava do souvislosti kvadratické formy a x? rozdéleni. Polozme M = kn.
Za predpokladu d? = 0 mizeme vSechna pozorovani Y;; upoiddat do vektoru
Y, pro ktery plati Y ~ Ny (ulyr, 0%ly). Struktura rozptylové matice se velmi
zjednodusila, nebof vymizely ¢leny d? a také mame vyvaZené tiidéni. Budeme
tedy postupovat analogicky jako u pevnych efektii. Nejprve zadefinujeme vektor
skupinovych priméra Y = (?1 4y, Y ), pro ktery plati, ze Y — pl; mé
rozdéleni Ni(0,o*diag(L,... 1)). Pro nésledujici vypocet ozna¢me n = nly.

SSe

_ — 71 7
=Y diag(n)Y — YTMnnTY ~Y'CY,

1
kde C = diag(n) — —nn’.
9(n) = 57
Nasli jsme vyjadieni 5SS, coby kvadratické formy, nyni staci ukazat, ze je matice
diag~ (n)C idempotentni. Ovéiime definici idempotence.

1
Ll -

1

(diag™" (n)C)(diag™" (n)C) = (Iy — -

2 1 1
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S vyuzitim véty o x? rozdéleni a stopé matice pak dostavame nésledujici vztah
pro rozdéleni S.S,.

SS, 1, )

— 2 —
5 ;O- ~ Xtr(diag—l(n)(C) = Xk-1-

o

iii) Soucty ¢tvercu SS, 1SS, lze prepsat jako kvadratické formy, ovéiime tedy
predpoklad véty

1
SS. =YTAY =Y'diag(I, — —1,12)Y,
n

SS, = Y'H" diag(n)Cdiag™ " (n)HY,

kde H = diag(1T, ... 1) je matice typu k x M.
Potom H”diag™!(n)Cdiag™" (n)Ho?I A = o*H diag~' (n)Cdiag™' (n)HA = 0,
nebot 17(T, — £1,17) = 0. Tim je podminka pro nezdvislost ovéfena.

U

3.4 Testovani pro analyzu rozptylu s nahodnymi
efekty

Chceme testovat, zda mezi (podminénymi) stfednimi hodnotami jednotlivych
skupin panuje shoda, nebo se statisticky vyznamné lisi. Odvodili jsme, Ze pro
danou ¢-tou skupinu je stfedni hodnota podminéna veli¢inou B; rovna p + B;,
kde nahodna veli¢ina B; nyni modeluje odlisnost mezi skupinami, navic predpo-
klddame, ze E B; = 0 a var B; = d?. Tedy v piipadé, Ze vSechny skupiny maji
skoro jisté shodnou stredni hodnotu, musi platit, ze B; = 0 Vi, coz je nyni vyjad-
feno stavem, kdy d? = 0. Vyslovime tedy nulovou hypotézu pomoci rozptylu d.
Budeme testovat:

Hy : d?> =0 proti H, : d* # 0.

Z tvrzeni @ plyne, Ze za platnosti Hy maji (po vydélen{ o2) skupinovy a residu-
alni soucet étvercli x? rozdéleni s piislusnymi stupni volnosti, navic jsou nezavislé.
Miuzeme je tedy vyuzit pro konstrukci testové statistiky

S84

-1 H
F= ]jci:si ~ kal,k:(nfl)'

k(n—1)

Stejné jako v pripadu s pevnymi efekty budou velké hodnoty F' svédcit pro neplat-
nost Hy. Nulovou hypotézu zamitneme pravé tehdy, kdyz F' je vétsi, nez (1 — «)
kvantil Fisherova rozdéleni s k — 1, k(n — 1) stupni volnosti.
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4. Simulace

Predchozi vysledky pro model s ndhodnymi efekty byly odvozeny za pred-
pokladu normality pozorovani Y; ;, kterou implikovalo normalni rozdéleni ¢, ; a
B;. Diky normalité jsme mohli odvodit x? rozdéleni souctit ¢tverclt a sestrojit
testovou statistiku. Co kdyz byl ale pfedpoklad normality chybny a €, ; md jiné
rozdéleni? Zajima nas, zda bude testova statistika (alespon asymptoticky) dodr-
zovat hladinu.

Provedeme simulace v programu R. Predpokladdme, Ze pro nase data plati:

Yij=p+ B +¢€i; 110 (t+ €4, bez tjmy na obecnosti polozime p = 0.

Porovname ptipad, kdy ¢;; pochdzi z normalniho rozdéleni s piipady, kdy
pochazi z rozdéleni s tézsim chvostem a Sikmého rozdéleni. Konkrétné budeme
simulovat nejprve piipad ¢;; ~ N(0,3), poté g, ; ~ t3 a In(e;;) ~ N(0,3). Pro
pottfeby simulace preskalujeme lognormalni rozdéleni (odec¢teme stfedni hodnotu
a vydélime smérodatnou odchylkou), aby E ¢; ; =0 a vare; j = 3.

Postupné budeme generovat data pro k = 10, 50,200,500 skupin a 10 po-
zorovani v kazdé skupiné, pro tato data pak spocitdme prislusnou F-statistiku.
Pro kazdy pripad vygenerujeme F-statistiku 10 000 krat, abychom méli repre-
zentativni pocet vysledkii. Dale budeme pocitat odhad pravdépodobnosti, ze za
platnosti nulové hypotézy hodnota testové statistiky F' prevysi (1 — «) kvantil
Fisherova rozdéleni s danymi stupni volnosti, neboli pravdépodobnost, Ze i za
platnosti Hy dojde k jejimu zamitnuti (chyba 1. druhu).

Pouzijeme hladinu o« = 0.05, vysledné empirické odhady této pravdépodob-
nosti jsou shrnuty v nasledujici tabulce. Vidime, zZe i pro ¢3 a lognorméalni rozdéleni
jsme obdrzeli vysledky blizké hodnoté 0.05, z toho usuzujeme, Ze test dodrzuje
hladinu i pfi nami uvazovaném poruseni normality.

Rozdéleni
Pocet skupin | N(0,3) t3 LN(0,3)
10 0.0512 0.0445 0.0311
50 0.0478 0.0474 0.0485
100 0.0475 0.0441 0.0469
500 0.0512 0.0483 0.054

Tabulka 4.1: Vysledné odhady na zakladé simulaci

Déle pro kazdy pripad porovname empirickou distribu¢ni funkci testové sta-
tistiky F s distribu¢ni funkci Fisherova rozdéleni s prislusnymi stupni volnosti.
Grafy s timto porovnanim jsou na nasledujicich strankach.

Vidime, ze v ptipadé N (0,3) i t3 rozdéleni empiricka distribu¢ni funkce testové
statistiky F témér splyva se skutecnou distribuc¢ni funkei Fisherova rozdéleni, a
to uz pro 10 skupin. V pripadé lognormalniho rozdéleni mezi nimi pozorujeme
rozdil, ale pro rostouci pocet skupin k se empirickd funkce svym tvarem vice
podoba skuteéné distribucni funkci F rozdéleni s prislusnymi stupni volnosti.

Mizeme tedy ucinit zavér, ze pro dostatecné velky pocet pozorovani dodrzuje
test analyzy rozptylu s ndhodnymi efekty hladinu i v pripadé, kdy pozorovani
nepochazi z normalniho rozdéleni.
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Obrézek 4.1: Porovnani distribu¢nich funkeci pro normalni rozdéleni
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Obrézek 4.2: Porovnani distribu¢nich funkei pro ¢3 rozdéleni
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Z.aver

V této préaci jsme se zabyvali analyzou rozptylu s nahodnymi efekty. Vysli jsme
ze zakladnich tvrzeni z teorie pravdépodobnosti, podrobnéji jsem se zamérili na
vztahy platici pro rozdéleni kvadratickych forem.

Déle jsme zavedli pripad jednoduchého tiidéni s pevnymi efekty. Podrobné
jsme definovali soucty c¢tverct a ukazali jejich vlastnosti, diky kterym jsme je
mohli pouzit k sestaveni testové statistiky.

V dalsi ¢asti jsme nejprve zavedli model jednoduchého tiidéni s ndhodnymi
efekty a podrobné jsme odvodili vlastnosti, kterd plynou pro pozorovani a sku-
piny pozorovani na zakladé tohoto modelu. S predpokladem vyvazeného tiidéni,
tj. vSechny skupiny maji stejny pocet pozorovani, jsme zavedli soucty Ctvercu,
pro které jsme ukazali, Ze (za platnosti dodatecného predpokladu na nulovost
rozptylu d?> a po vydéleni piislusnymi stupni volnosti) jsou skupinovy a resi-
dudlni soudet Gtvercii nezavislymi odhady rozptylu o?. V zévéru kapitoly jsme
se zabyvali testem na shodu podminénych stfednich hodnot skupin, na zakladé
vlastnosti souctii ¢tvercii jsme setrojili testovou statistiku a kriticky obor.

Na zavér jsme se zabyvali otazkou, jak test dodrzuje hladinu pfi poruseni
predpokladu normality. Provedli jsme simulace v programu R pro pevny po-
¢et pozorovani ve skupiné a rtizné pocty skupin, data jsme nejprve generovali
z normalniho rozdéleni a poté porovnavali jejich chovani s daty generovanymi z
t3 a lognorméalniho rozdéleni, coby reprezentanty rozdéleni s tézsim chvostem a
sikmého rozdéleni. Zjistili jsme, ze pro pripad vyvazeného tridéni test dodrzuje
hladinu velmi dobte i v pripadé uvazovaného poruseni normality.
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