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na zakladé cest definovany nahodné prochazky. Déle se zabyvame pravdépodob-
nostmi navratu k nulové ose a prvniho navratu k nulové ose v urcitém case,
pravdépodobnostmi poc¢tu zmén znaménka ¢i poctu navratia k nulové ose do ur-
¢itého casu. Definujeme také maximum cesty a prvni vstup do dané osy. V druhé
kapitole je vyfeSena fada problémi, které tvori dikazy vét z prvni casti prace
nebo ji jinak doplnuji. Jde napriklad o geometrické dikazy rovnosti poctu cest
urc¢itého typu nebo o vypocet pravdépodobnosti toho, ze do daného ¢asu nastane
uréity pocet zmén znaménka.

Klicova slova: cesta, nahodna prochazka, princip zrcadleni, navrat k pocatku

Title: Selected topics of random walks
Author: Anna Filipova
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: doc. RNDr. Daniel Hlubinka, Ph.D.; Department of Probability and
Mathematical Statistics
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Seznam pouzitych zkratek

Lz -
D -

U2y .-

Z( .

.. pocet vsech moznych cest do bodu (n,z)

pravdépodobnost prichodu bodem (n,z)

pravdépodobnost toho, ze v ¢ase 2n nastane navrat k pocatku

.. pravdépodobnost toho, ze v ¢ase 2n nastane prvni navrat k pocatku

“) ... pocet vSech cest spliujicich .,...“
2

Zn( ) ... poCet vSech cest délky n splnujicich ...«

Zpz( .. ) ... poCet vSech cest do bodu (n,x) spliwjicich ,,...«

&ront1 -.- pravdépodobnost toho, Ze do ¢asu 2n+1 nastane prave r-krat zména

Prmn -

Pr2n -

Zr2n -

znaménka

.. pravdépodobnost toho, Ze prvni vstup do r nastane v ¢ase n

. pravdépodobnost toho, ze v ¢ase 2n nastane r-ty navrat k nulové ose

. pravdépodobnost toho, ze do ¢asu 2n véetné nastane prave r-krat
navrat k nulové ose



Uvod

Tématem této prace jsou symetrické nadhodné prochazky. Jde o model chovani
v diskrétnim case, kde za¢indme obvykle ve stavu 0 a pii kazdém kroku (kazdé
¢asové jednotce) dojde k posunu o 1 nebo —1, oboji s pravdépodobnosti %

V prvni kapitole definujeme rtizné druhy cest a uvedeme diikaz véty o principu
zrcadleni. Dale se presuneme k nahodnym prochazkam a zakladnim pravdépodob-
nostem, které jsou s nimi spojeny. Naptiklad zkoumame pravdépodobnost navratu
k poc¢atku a prvniho navratu k pocatku v case 2n a uvadime jejich souvislosti
a vlastnosti. Také se zabyvame pravdépodobnosti urc¢itého poctu zmén znaménka
(nebo navrati k pocatku) do ¢asu n. Nakonec definujeme maximum prochazky
a vstup do urcitého bodu a uvadime s tim spojené véty.

V druhé kapitole fesime vybrané problémy, které tvori dikazy rtznych veét
z prvni kapitoly nebo tuto kapitolu jinym zptisobem doplnuji. Jde napriklad
o (z Casti geometrické) dikazy toho, Ze pocet cest jednoho typu je roven po-
¢tu cest jiného typu. Déle jde o vypocet riznych pravdépodobnosti, napriklad
pravdépodobnost toho, ze do daného casu nastane urcity pocet zmén znaménka.



1. Zakladni poznatky z teorie
o symetrickych nahodnych
prochazkach

1.1 Zakladni definice, princip zrcadleni

Prochézka po celych ¢islech je model chovani v diskrétnim case. Zac¢iname ve
stavu 0 a v kazdém okamziku k € Ny nastava krok o 1, nebo o —1. Stav s,_1 € Z
se tedy méni na stav si. Index k chapeme jako cas od zacatku prochazky, ma tedy
smysl mluvit o minulosti a budoucnosti. Nez se dostaneme k samotné nahodné
prochazce, ujasnime si presné, jak miuze vypadat jeji uskutecnéni. Méjme n € N
a p,q € Ny takové, ze n = p+ ¢, a uvazujme n hodnot ¢y, ..., €, takovych, ze kazda
z nich je rovna bud 1, nebo —1. Predpokladejme, ze pravé p z nich je rovno 1 a ¢
z nich je rovno —1. Céstecny soucet s, = €1 + ... + € udava rozdil mezi poctem
plus jednicek a minus jednicek na prvnich k£ mistech. Plati tedy

Sk — Sk—1 — € — :i:L S0 :0, Sp =P —4(q, k= 1,2,...,71. (11)

Budeme pouzivat i geometrickou predstavu s vyznacenym c¢asem a oznaceni po-
moci soutadnic ¢,s, kde osu t (zndzornujici ¢as) si lze predstavit jako vodorovnou
a osu s (znézornujici stavy) jako svislou. Usporadani (e,...,e,) si pak lze pred-
stavit jako lomenou c¢aru, jejiz k-ta strana ma sklon ¢, a jejiz k-ty vrchol ma
souradnice (k,sg).

S

(1‘1, 51‘1)

Obrazek 1.1: Cesta, uskutecnéni nahodné prochazky.

Definice 1. Budn € N a z € Z. Cesta (S9,51,..-,5n) 2z pocitku do bodu (n,z) je
lomend cara, jejiz vrcholy jsou body (0,s¢), (1,81),...,(n,8,), $n = x, a kterd spliuje
(1.1). Cislu n budeme vikat délka cesty.

Pozn.: Pojmem cesta budeme tedy chapat cestu z pocatku. Pokud bude cesta
zacinat v jiném bodé, bude to v textu uvedeno.



Je ztejmé, ze pocet vSech cest délky n je 2", protoze kazda cesta je jednoznacné
urcena pravé jednou n-tici (ey,...,6,) a kazdy prvek této n-tice je roven jedné ze
dvou riznych hodnot. Jestlize mezi ¢isly €y,...,6, je p z nich rovno 1 a ¢ z nich
rovno —1, pak

n=p+q, T=p-—q. (1.2)

Cesta z pocatku do bodu (n,z) existuje, pouze pokud n a z spliuji tyto podminky.

Znaceni
Symbolem Z,, ,, budeme znacit pocet vSech moznych cest z pocatku do bodu (n,z).

Pokud n,z spliuji podminky (1.2), plati

()8 e

v opacném piipadé je Z, , rovno 0. Mimo jiné dostavame pro n = 0, ze Zyj je
rovno 1 a Zyy je rovno 0 pro nenulova k. Posledni rovnost v (1.3) také dokazuje,
ze pocet cest do bodu (n,z) je stejny jako pocet cest do bodu (n, — x). Pfi po-
uziti tohoto faktu v dalsim textu budeme casto tikat, ze dana rovnost ,plyne ze
symetrie®.

V celé praci se budeme casto zabyvat cestami, které se dotykaji urcité osy
nebo ji protinaji. Cestou, kterd .se v case k dotykd osy x“ budeme rozumét
cestu, ktera splnuje s, = z. Cestou, ktera ,v case k protind osu x*, budeme
rozumeét cestu, ktera splnuje s = = a sp_1 # Sky1. Pokud se tedy cesta dotykd
osy x, neznamena to nutné, zZe ji neprotina. V tomto je nase pojmenovani odlisné
napriklad od ,dotyku primky a kruznice“ v béznych textech.

Véta 1 (Princip zrcadleni). Méjme body A = (a,a) a B = (b,3) takové, Ze
ab € No, a, 8 € Z a b > a. Ddle méjme osu ve vijsce x € Z, pro kterou plati
r < min{a, f} nebo x > mazx{a, 5}, tzn. neplati, Ze body A, B lezi na opacnych
strandch osy. Pak pocet cest z bodu A do bodu B takovijch, Ze se dotykaji osy x,
je roven poctu vsech cest z bodu A’ do bodu B, kde A’ je zrcadloviy obraz bodu A
podle osy z, tj. A’ = (a,20 — ).

B

osax

Obrézek 1.2: Princip zrcadleni.

Diikaz. Méjme cestu s = (s, = @,S441,...,5 = ) z bodu A do bodu B, kterd ma
alespon jeden z vrcholi na ose z. Bud (n,s,), a < n < b prvni z takovych vrchold,
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neboli s; # x Vi < n, s, = x. Pak (20— ,20— S411,.-,2T— Sp_1,50,Sn41,,Sp = )
je cesta z bodu A’ do bodu B, jejiz prvni bod, ktery lezi na ose x, je bod N = (n,z).
Protoze ¢asti AN a AN jsou si vzajemné zrcadlovym obrazem, existuje mezi mno-
zinou vsech cest z bodu A’ do bodu B a mnozinou vSech cest z bodu A do bodu
B takovych, ze maji alespon jeden bod na ose x, vzajemné jednoznacny vztah.
Pocty prvki téchto mnozin se tedy rovnaji.

[

Nyn{ se jiz pfesuneme k ndhodnym prochézkdm. Vsech cest délky N je 2.
Definujeme si tedy 2y jako mmnozinu vsech cest délky N, Ay jako mnozinu
vSsech podmnozin 2y a Py jako pravdépodobnostni miru na Qy takovou, ze
Py({w}) = 27 pro vSechna w € Qy. Takto dostdvdme pravdépodobnostni
prostor (Qy, Ay, Py). Kvili omezeni délky cesty vznikd otdzka, pro¢ bychom
nemohli vzit N = oco. To by ale 2 obsahovala nekonecné mnoho cest a pravde-
podobnost kazdé z nich (protoze pro né potrebujeme rovnomérné rozdéleni) by
byla nulovi. Toto tedy (stejné jako jakékoliv rovnomérné diskrétni rozdéleni na
nekone¢né mnoha bodech) neni dobfe definovano, a proto si ponechdme N € N.
Zévislost na N neboli to, Ze mame prostor omezeny pouze na cesty urcité délky,
se muze zdat znepokojujici, ale vSimnéme si, ze pravdépodobnost jevi, které bu-
deme v této praci zkoumat, na tomto N nezavisi. Vezméme napriklad takovy jev,
7e cesta prochézi bodem (1,1). Tomu odpovida 2V~ cest, protoZe prvni krok cesty
je podminkou pevné dan. Pravdépodobnost takové cesty je pak 2V-1. 27N = %,
coz nezavisi na N. Obecnéji, pro jakékoliv prirozené k < N lze presné prede-
psat prvnich k kroki cesty. Pak pravdépodobnost toho, ze takova cesta nastane,
je rovna 2V7F . 27N = 927F oy opét nezavisi na N. Proto pro nase tcely fek-
néme, ze si zvolime N dostateéné velké (vétsi nez vSechna prirozend cisla, kterd
budou v praci ve spojitosti s délkou cesty zminéna). Pak se budeme vzdy pohy-
bovat v tomto pravdépodobnostnim prostoru (y, Ay, Py), ale nebudeme to jiz
zminovat a pravdépodobnostni miru Py budeme znacit pouze pismenem P.

Podobné jako jsme definovali cesty, zavedeme pro n € N, n < N i nasledujici
nahodné velic¢iny:

X1,..,X, ~ R{—1,1} nezavislé,

1.4

Pozn.: Nahodnou prochézku ¢i cestu si lze predstavit jako postupny zaznam hry,
pri které si dva hraci hézeji minci a pti kazdém hodu dostane vyherce od druhého
hrace 1 Ké. Pokud budeme ndhodnou prochazku chépat jako zaznam této hry
z pohledu prvniho hrace, odpovida X, tomu, zda po k-tém hodu prvni hrac
prisel o 1 K¢, nebo zda po tomto hodu 1 K¢ ziskal. Sy je pak jeho penézni stav
po k-tém hodu.

Znaceni

Pti popisovani jevii budeme pouzivat jiz jen nahodné veli¢iny Sk, tedy napt. jev
scesta prochdzi bodem (n,z)“ budeme znacit {S, = z}. Pravdépodobnost tohoto
jevu je P(S, = z), ale protoze se bude v textu vyskytovat ¢asto, zavedeme pro
ni oznaceni py, ;.

Pocet cest do bodu (n,z) je dan vzorcem (1.3), a proto plati

n —n
2
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Cisla (nﬁz) tvori n-ty raddek Pascalova trojuhelnika, pro x = £n jsou rovna 1
2

a smérem k x = 0 (tedy doprostied n-tého radku) rostou.

1.2 Navraty k pocatku a zmény znaménka

V této podkapitole se budeme zabyvat tim, kdy se ndhodna prochazka vraci
k nulové ose. Zkoumani téchto jevii prinasi pomérné zajimavé vysledky, které nas
pak budou provazet po zbytek textu.

Budeme tikat, ze v case 2n nastal navrat k pocatku ¢i k nulové ose nebo také
ze v case 2n nastala ndvstéva nulové osy nebo wvstup do nuly, pokud S,, = 0.
Vsimnéme si, ze protoze cesta zac¢ind v bodé (0,0), muze navrat k poc¢atku nastat
opravdu jen v sudém case. Dale nés bude zajimat, kdy tento jev nastal poprvé.
Proto fekneme, ze v case 2n nastal proni ndvrat k nulové ose (k pocdtku), pokud

Sl 7£ O, SQ 7é 07---75271—1 7é 0a Sgn =0.

Znaceni
Pravdépodobnost pa, 0, Ze v case 2n nastane navrat k pocatku, budeme znacit
také usq,. Pravdépodobnost, Ze v ¢ase 2n nastane prvni navrat k poc¢atku, budeme

znacit fo,.
2n
Uop — < ) . 2—271‘
n

Pozn.: Tento vzorec je spravny i pro n = 0: P(Sy = 0) = 1 = ug. Naopak pro
prvni navrat k pocatku v case 0 z definice plati fy = 0.
Za zminku stoji, ze se stoupajicim n klesa pravdépodobnost usg,:

Podle (1.5) pro usg, plati:

1> (2n+2)-(2n+1) 1

(n+1)2 4
2n 2n + 2
. = . 27271 > . 272n72 — "
Ug (n) (n—i—l) U2n+2,

n
kde prvni (trividlni) nerovnost jsme z obou stran vynasobili vyrazem ( ) .o,
n

Znaceni

Zapisem Z( ,....“) budeme znadit pocet cest spliujicich ,,...«.

Pocet cest délky n splnujicich ,,...“ budeme znacit Z,(,,...).

Pocet cest do bodu (n,x) splijicich ,,...“ budeme znacit Z, ,(,,...<).

Pokud neni v zavorce uvedeno jinak, budeme ve vsech z téchto pripadi uvazovat
cesty zacinajici v bodé (0,0).

Nyni si ukdzeme vztah mezi ug, a fo,. Jev {Sa, = 0} je sloZenim disjunktnich
jevi {Sy # 0,...,S9k—1 # 0,59, = 0,59, = 0} (neboli ,pruni ndvrat k pocdatku
je v case 2k a v case 2n je (také) ndvrat k pocdtku*) pro vsechna 1 < k < n.
Kazdou cestu, ktera toto spliuje, lze rozdélit na dvé cesty — jedna je dlouha 2k



a ma v case 2k prvni navrat k pocatku, druhd je dlouha 2n — 2k a ma v case
2n — 2k navrat k pocatku. Proto
Zon(51 # 0,..., 8051 # 0, 591, = 0, 52, = 0)
=Zok(51 # 0,y 5281 # 0, 80 = 0) - Zoy ok (52021 = 0).

Pomoci uvedeného rozlozeni na disjunktni jevy (podle véty o iplné pravdépodob-
nosti) tedy mizeme us, vyjadrit takto:

|
NE

P(S1 #0,..., 89,1 # 0, Sap = 0, Sz, = 0)

Uon =

B
Il
—

2—2n . ZQn(Sl 7é 0,..., Sok—1 7é 0, So — 0, Son = 0)

I
M=

B
Il
—

[272%+ Zop(s1 # O,y St # 0, 59, = 0)] - 27" - Zy, o (50001, = 0)]

I
M=

i
I

I
M=

f 2k * U2n—2k

i
I

= foUon—2 + fallan—a + ... + fon—2ua + fonuo.

Nyni se dostavame ke klicové vété, ktera se vyuziva v mnoha dalsich poznatcich
o ndhodnych prochézkéch.

Véta 2. Pravdépodobnost toho, Ze do casu 2n vcetne nenastane Zadny ndvrat
k nulové ose, je rovna pravdépodobnosti toho, Ze v case 2n ndvrat nastane, neboli

Diikaz. Pokud v prvnich 2n krocich nesmi nastat navrat k nule, nesmi byt nulova
osa ani protnuta. Jinymi slovy, bud musi byt vSechna S;, 1 < ¢ < 2n kladna,
nebo musi byt vSechna zaporna. Protoze tyto dvé moznosti jsou symetrické, maji
stejnou pravdépodobnost a nam tedy staci dokazat pouze

1

P(Sl > O,...,Sgn > O) = §U2n. (17)
V druhé kapitole (problém 8) bude dokazano, ze
1
P(Sl > 0,...,Sgn > O) = §P(Sl > 07---75271—1 > 0) (18)

2n — 1 je liché ¢islo, proto Sy,_1 # 0 skoro jisté. Z toho plyne, ze
P(S; > 0,....,8,-1 > 0) = P(S; >0,...,5,-1 > 0,5, > 0), a proto k dokonéeni
diukazu staci jen ukézat, ze

P(S1 > 0,...,59,-1 > 0, Sa, > 0) = ugy, (1.9)
coz je obsahem problému 7 v druhé c¢asti prace.
O
Lemma 3. Pro pravdépodobnost prvniho ndvratu v case 2n plati
fon = S (1.10)
2n = U2p—2 — U2n = o — 1U2n- .



Diikaz. Provedeme rozlozeni jevu na disjunktni sjednoceni:
{51 #0,...,89, 9 #0} = {S1 #0,...,5, #0} U{S; #0,...,5,_1 # 0,5, = 0}.
Pokud témto jeviim priradime pravdépodobnosti a pouzijeme vétu 2, ziskame
Ugp—2 = Ugn + fon-

Po jednoduché upravé pak dostaneme

2n — 2 2
f2n = Ugp—2 — U2pn = ( " ) : 2—2n+2 - ( n) : 2—2n

n—1 n
B (2n — 2)! (2n)!  (2n—2)!- (4n* —2n(2n — 1))
((n—1)H2. 2202 (pl)2.22n (n!)2 . 220
1 2n 1
— . .97 _ .
2n — 1 (n) on—1"
O

Pozn.: Ze vzorce (1.10) lze vidét, ze fo+ fi+ ... = 1: vyjaddieme si ¢astecny soucet

Sp = fot fat..F fon = o — U2+ Uy —UgF ... + U2 — Uoy, = Uy — U, = 1 — Uy,

Jak jiz vime, ug, monoténné klesa s rostoucim n a navic je kladné pro vsechna
n € Ny. Proto ug, — 0 a tedy s,, — 1 pro n jdouci do nekonecna.

Kromé toho, kdy nastane prvni navrat k nulové ose, nds miize zajimat i to,
kolikrat v ur¢itém casovém useku takovy navrat nastane. Rozdéleni po¢tu navrati
je odvozeno v nasledujicim lemmatu.

Lemma 4. Pravdépodobnost, Ze do casu 2n vcetné nastane prave r ndvrati k nu-
lové ose, je rovna

1 (2n—
o < nn r) = Ponrey T =0,1,..10. (1.11)

Toto lemma bude dokézano v druhé kapitole (problémy 9 a 10).

Vratme se k predstavé o dvou hracich hazejicich si minci. Pokud je Sj kladné,
znamena to, ze prvni hrac¢ v case k vede, pokud je Si rovno 0, je hra vyrovnana,
a pokud je Sy zaporné, vede druhy hrac. S touto predstavou se nabizi otazka —
kolikrat v urcitém casovém tseku probéhne zména vedeni (vedouciho hréace)?
Geometricky si tuto zménu miizeme predstavit jako protnuti nulové osy. Budeme
tedy tikat, ze v case 2n doslo ke zmeéné znaménka, pokud S, 1 a So,i1 maji
opa¢né znaménko. Zjevné pak plati, ze Sy, =0 a Sa,_1 = —Sony1 € {—1,1}.

Znaceni
Pravdépodobnost, ze do ¢asu 2n + 1 nastane pravé r-krat zména znaménka, bu-
deme znacit & 2p41.

Véta 5. Pravdépodobnost, Ze do casu 2n + 1 nastane prdvée r-krdat zmeéna zna-
ménka, je rovna 2P(Sa,11 = 2r + 1). Jingmi slovy

fr,2n+1 = 2p2n+1,2r+17 r= 07 17 27 (112)
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Dukaz této véty je proveden v druhé ¢éasti prace (problém 11).

Lemma 6. Pravdépodobnost & on41, Ze do casu 2n + 1 probéhne prave r-krdt
zmeéna znaménka, klesa s rostoucim r, neboli

£0.2n+1 > &1 2n41 > 22041 > oo > Enont1, N € Ny pevné.

Diikaz. Ze ztejmé nerovnosti

n+r+2
—>1
n—r
2n + 1 2n + 1
1 oy = 2727 > 27, =&1om
plyne & 2,41 <n+r+1> <n+r+2> §+1,2+1
(2n+1)!

vynasobenim obou stran vyrazem )
Y Y 22 (ntr+2)-(n—r—1)

m
Ukéazali jsme si tedy, ze pravdépodobnost toho, Ze pri hie s hdzenim minci dlouhé
2n + 1 hodt celou dobu povede jeden hrac, je vétsi nez pravdépodobnost toho, ze
se vedeni vyméni r-krat, a to pro kazdé r kladné. Zajimavéjsi by ale bylo védét,
jaka je vlastné stfedni hodnota poc¢tu zmén znaménka. Oznac¢me si ndhodnou
veli¢inu poctu zmén znaménka pti prochazce dlouhé 2n + 1 jako Cs,, 1. Pak

" " ” 2n+1
ECoi1 =Yk ~&ont1 =Dk - 2pan => k- 272",
2n+1 kz::o fk,z +1 kz::l Pon+1,2k+1 kz::l (n—l— kot 1>
To uz nelze upravit do jednodussiho tvaru, a proto tu uvedeme tabulku se zao-
krouhlenymi hodnotami ECy, 1 pro nékolik urcitych n. Ta nam déva zajimavé
vysledky — napriklad pti prochazce dlouhé 1001 kroki je stfedni hodnota poctu
zmén znaménka priblizné 12, coz je vzhledem k délce prochazky malé ¢islo.

Tabulka 1.1: Sttedni hodnota poc¢tu zmén znaménka na prochézce dlouhé 2n + 1
pro rtzna n.

n | délka prochazky | ECy, 1
1 3 0,25

3 7 0,59

5 11 0,85

50 101 3,52
250 501 8,43
500 1001 12,13

1.3 Maxima a prvni vstupy

Prozatim jsme se zabyvali hlavné tim, kdy (a kolikrat) nastane navrat k nulové
ose. Nynf se pfesuneme i k osam ostatnich celyrch ¢sel. Rekneme, 7e v case n nastal
vstup do r, pokud S,, = r. Obdobné jako v predchozi podkapitole definujeme proni
vstup do r. Nezapomenme, zZe P(S, =) = p,, = 0, pokud n a r nemaji stejnou
paritu. Dale budeme prirozené tikat, ze mazimum do casu n vcetné je rovno r,
pokud max{Sy,...,S,} = r. Podivejme se na pravdépodobnost toho, Ze prochazka
vede do urcitého bodu a v pribéhu dosahne meze r.
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Lemma 7. Budte n,r € Ny a k <r celé. Pravdépodobnost, Ze prochazka délky n
vede do bodu A = (n,k) a jeji maximum je vétsi nebo rovno r, je rovna p, o =
P(S, =2r —k).

Diikaz. Maximum je vétsi nebo rovno r pravé tehdy, kdyz nastane vstup do r.
Proto stac¢i pouZit vétu 1 (princip zrcadleni) a dostavame:

P(S, = k,max{5;,....5,} >r) =2""- Z, y(max{Si,....S.} >r)
=2"". Z, k(dotyka se osy r) = 27" - Z, p(zacind v bodé (0,2r))
=2"". Zn,k72r = Pnk—2r = Pn,2r—k>
posledni rovnost plyne ze symetrie cest do bodu (n,k — 2r) a (n,2r — k).
O
Casto se miizeme ptét, jaké je maximum cesty (délky n), aniz bychom chtéli spe-
cifikovat, do jakého bodu povede. Tak se dostavame k vété, kterou nam predchozi

lemma umozni dokazat.

Véta 8. Bud r > 0. Pravdépodobnost, Ze mazximum prochadzky délky n je rovno
T, j€ TOUNA Ppy + Pyl

Pozn.: Jeden ze ¢lenii tohoto souctu je roven nule. Proto bychom mohli tuto
vetu také formulovat tak, ze dand pravdépodobnost je rovna kladnému z obou
¢lenu.

Diikaz. Nejprve spoc¢téme pravdépodobnost pro maximum pfi daném koncovém
bodu. Jev ,mazimum je vétsi nebo rovno r“ je sjednocenim disjunktnich jevi

smazimum je rovno r* a ,maximum je vétsi nebo rovno r+1¢. Proto (dle lemmatu
7) plati:

P(S,, = k,max{S;,...,S,
=P(S, = k,max{51,...,5,

=Pn2r—k — Pn2r+2—k-

.
>r)— P(S, = k,max{S,....,S,} >r+1) (1.13)

Nyni staci toto secist pres vsechna k, —n + 2r < k <r.
P(max{Si,...,S,} =71) = i P(S,, = k,max{5,...,.5,} =r) =
k=—n+2r
= Pn,n — Pn,n+2 + Pnn—1 = Pnn+1 + Pnn—2—
— Pnn T Pnn-3 — Pnn-1t Pnn-a —Pnn-2+ ..
et Pnr+2 — Pnr+4 + Prngr+1 — Pnr+3 + Pnyr — Pngr+2-

Kazdy clen, pred kterym je znaménko +, se o pét ¢lenti dale opakuje, tentokrat
se znaménkem —. Proto se vétSina Cleni navzdjem odecte a zbydou jen tyto:
—Dnn+2; —Pnn+1> FPnr+1, +Pnr. Prvni dva z téchto clent jsou rovny 0, protoze
n+2>n+1>n (takova cesta tedy neexistuje). Takto dostdvame pozadovany
vzorec

P(max{Si,...,Sn} =7) = Dnyr + Pnrt1- (1.14)

[
Na zacatku této podkapitoly bylo zminéno, co je proni vstup do r. Tomu se vénuje
nasledujici véta.

11



Véta 9. Pravdépodobnost ¢,.,, Ze pruni vstup do r nastane v case n, je rovna
1 r{n n
Prn = §(pn—1,r—1 - pn—l,r—i-l) = — <n+r>2 . (115)
A\

Diikaz.  Cesta, kterd do r poprvé vstupuje v case n, musi prochazet i bodem
(n — 1,7 — 1), proto plati:

1
Orn = §P(Sn_1 =r —1,max{Sy,..,S,—1} =1 —1),

kde % reprezentuje pravdépodobnost, Ze po vstupu do bodu (n — 1,r — 1) bude
nasledovat vstup do bodu (n,r). Déle pouzijeme vzorec (1.13) z dikazu véty 8
a vzorec (1.5) ze zakladnich poznatkt o cestdach a ndhodnych prochazkach:

1 1 n—1 . n—1 .
Prn = *(pn—l,r—l - pn—l,r—i—l) =3 ntr—2 | ° 2 i ntr -2 +1
2 2 \Fo B

R TS
n(EOL (GO T n\ne

m
Dalsi véta ukazuje, jak prvni vstup do r souvisi s r-tym navratem k pocatku.

Véta 10. Pravdépodobnost, Ze v case n nastane r-ty ndvrat k nulové ose, je rovna
Prn—r-

Diikaz. Uvazujme cestu do bodu (n,0), kterd ma pravé r — 1 vnitinich bodu na
nulové ose a jejiz vsechny body jsou pod nulovou osou nebo na ni. Takové cesté
budeme v tomto dukazu fikat reprezantativni. Reprezentativni cesta se sklada
z r mensich cest, kde kazda z nich méa oba koncové body na nulové ose. Kazdou
z téchto r mensich cest miuzeme (a nemusime) zrcadlové prevratit podle nulové
osy. Timto zpusobem dostavame 2" cest do bodu (n,0) takovych, ze maji body na
nulové ose na stejnych mistech jako ptivodni reprezentativni osa. Nyni ukazeme,

Obrézek 1.3: Reprezentativni cesta a prevracenim ziskana nova cesta.

ze pocet reprezentativnich cest je stejny jako pocet cest takovych, ze prvni vstup
do r u nich nastava v ¢ase n—r. Mezi témito dvéma mnozinami cest totiz existuje
bijektivni zobrazeni, které lze popsat nasledovné. Méjme reprezentativni cestu.
Pro kazdy bod na nulové ose (véetné poc¢atecniho a kromé koncového) — oznaéme
je Ay = (ix,0), k = 0,...,r — 1 — a jeho nésledujici bod By = (i, + 1, — 1)
vymazme tsecku Ap By (neboli ztotoznéme body Ay a By). Takto dostaneme
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cestu, kterd poprvé vstoupi do r v ¢ase n—r. Toto zobrazeni oznacime ;. Inverzni
zobrazeni, které zatim oznacime 1o, 1ze popsat nasledovné. Méjme cestu, ktera
poprvé vstupuje do r v ¢ase n — r. Mezi pocatek a nasledujici bod vlozime jednu
pricku cesty se zapornym sklonem. Takto vznikne dal$i bod na nulové ose (od
pocatku je to hned prvni dal$i bod na nulové ose). Mezi néj a dalsi bod vlozime
pricku, stejné jako jsme to udélali s pocatkem, a takto provedeme vlozeni pricky
dohromady r-krat. Tim dostavame reprezentativni cestu.

Obrazek 1.4: Bijekce mezi mnozinami cest.

Kratce ovérime vlastnosti popsaného zobrazeni. Pro toto ovéreni ozna¢me mno-
zinu vsSech reprezentativnich cest jako R a mnozinu vsech cest délky n — r, které
do r poprvé vstupuji v ¢ase n — r, oznacme jako V.

o 1y piitadi kazdému s € R pravé jedno ¢y (s) € V.
Ze 9, je opravdu zobrazeni, je z popisu zfejmé. Dale plati (¢1(s))p_r = 7,
protoze s, = 0 a v prubéhu zobrazeni r-krat vymazeme pricku se sklonem
—1. Pokud navic zachovame indexy z popisu zobrazeni, jsou pfi zobrazeni
Yy body sg,...,s;, posunuty maximalné o r — 1 vys, a proto ma cesta 1) (s)
v ¢ase n — r opravdu prvn{ vstup do r. Tedy 1;(s) € V.

o 1y piitadi kazdému t € V pravé jedno 15(t) € R.

Ze 1)y je opravdu zobrazeni, je z popisu opét ziejmé. Protoze zobrazeni 1),
prida k cesté z mnoziny V' praveé r pricek se sklonem —1, plati

(12(t)), = 0. Navic at cesta t zac¢ina jakymkoli smérem, pfidanim pricky se
sklonem —1 hned na zacatek vznika o nékolik krokt dale novy bod na nu-
lové ose. Ten muzeme chapat jako novy pocatek a pridani pricky opakovat.
Z popisu zobrazeni vime, ze to se opakuje celkem r-krat. Navic to, ze mezi
navratem s poradim r — 1 a mezi bodem (n,0) jiz zadny bod na ose neni,
je zajisténo tim, ze ptivodni cesta ma v ¢ase n — r prvni vstup do r. Proto
19(t) bude mit celkem r ndvrati k nulové ose a tedy 15(t) € R.

e 19 je opravdu zpétna transformace k ).
Méjme s € R a uplatnéme na ni zobrazeni ;. Z urcitych mist jsme tedy
vymazali r pricek se sklonem —1 a cestu s znovu dostaneme, pokud tyto
pricky vlozime zpét na spravna mista. Presné to ale déla zobrazeni 15. Vime
totiz, ze prvni pricku jsme odebrali hned u pocatku. Zobrazeni 1 hned za
pocatek jednu pricku vraci. Tim vznikd novy bod na nulové ose, ktery je
navic totozny s bodem prvniho navratu k nulové ose cesty s — je to bod
(11,0). Proto vime, kde byla pri zobrazeni ¢ odebréna dalsi pricka a mizeme
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ji tam vratit, coz zobrazeni vy déla. Takto postup pokracuje a dostavame
puvodni cestu s.

Nyni uz je jednoduché odvodit, ze v, je bijekce:

e 1 je prosté: méjme s,z € R takova, ze ¢y (s) = ¢1(z). Aplikujeme-li na
tuto rovnost zobrazeni 1o, dostavame

s = Pa(Y1(8)) = 12(¥i(2)) = 2.

e 11 je na: méjme t € V. Pak pro s := 1(t) plati ¢ (s) = t.
Pravdépodobnost, ze v ¢ase n nastane r-ty navrat k nulové ose, je tedy rovna

27" Z, o(pravé r — 1 vnitinich bodi lezi na nulové ose) =
=2"".2"- Z, o(je to reprezentativni cesta)

=2~ (n=7), Zp—rr(prvai vstup do r nastdva v ¢ase n — 1) = @y
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2. Vybrané tulohy

V této kapitole jsou uvedena teseni nékterych problémii navrzenych na konci
treti kapitoly knihy Williama Fellera: An Introduction to Probability Theory
and Its Applications - Volume I (John Wiley & Sons, 1968). Cislovani problémi
z knihy ztistalo zachovano.

Problém 6. Dokazte, Ze pocet vSech cest do bodu (2n+2,0), jejichz vsechny vniting
body jsou nad osou, je roven poctu vsech cest do bodu (2n,0), jejichz vnitrni body
jsou nad osou nebo na ose.

Diikaz. Necht A je mnozina vsech cest (sg, $1,..., Sont2) do bodu (2n + 2,0) ta-
kovych, Ze vSechny jejich vnitini body jsou nad osou, a B je mnozina vsech cest
(S5, STyees S3,) do bodu (21,0) takovych, ze vSechny jejich body jsou nad osou nebo
na ose. Nyni definujeme zobrazeni f : A — B predpisem

F((50, 81500 S2n42)) = (51 — 1,82 — 1,..., 89541 — 1).

Obrazek 2.1: Zobrazeni f, (s§, s7,...,85,) = s1 — 1,82 — 1,..., Sop1 — 1.

« Toto zobrazeni je prosté: méjme cesty s* = (sg, s,...,s5,) € Bas,t € A
takové, ze f(s) = f(t) = s*. Protoze s,t € A, nutné sp =ty =0 a Sg,10 =
tont+2 = 0. Z povahy zobrazeni f pro: = 1,....2n+1platis,—1 = s} | =t,—1,
tedy s;, =t; as =t.

o Toto zobrazeni je na: méjme cestu s* € B. Potom pro
s=(0,s5+1,s7+1,...,s5,+1,0) € Aplati f(s) =s*.

Zobrazeni f je tedy bijekce, navic jsou mnoziny A i B konecné, a proto maji tyto
mnoziny stejny pocet prvki.

]

Problém 7. Dokazte geometricky, zZe P(S; > 0,...,5, > 0) = ug,. PouZijte
ndsledugici zobrazeni: Méjme cestu do bodu (2n,0). Bod jejiho minima, ktery lezi
nejvice vlevo, oznacime M = (k,m). K casti od pocdtku do bodu M vytvorime
zrecadlovy obraz podle osy t = k a tento obraz navdZeme na konec cesty (2n,0).
Pokud za pocdtek nové cesty a mového systému os vezmeme bod M, dostaneme
cestu, kterd vede do bodu (2n, — 2m) a md vsechny body nad osou nebo na ose.

Diikaz. Popsané zobrazeni lze formalné zapsat nasledovné. Mnozinu vSech cest

15



(0,0)
& /.‘ ™
. e (2n, —2m)

(0,0)

Obrazek 2.2: Zobrazeni f.

do bodu (2n,0) ozna¢me A a mnozinu vSech cest délky 2n, jejichz body jsou nad
osou nebo na ose, oznac¢me B. Nyni si definujeme zobrazeni f : A — B predpisem

F(805-yS2n) = (Sg — M, Sp1 — My, Sop — My Sp_1 — 2M, Sg_g — 2M,,...,S9 — 2M),

s € A,m = min{sg,...,So, }, k := min{i : s; = m}.
Ovérime nékolik vlastnosti zobrazeni f.

» f(s) opravdu patii do B pro vSechna s z A:
pokud s; > 0V i€ {0,....2n}, pak m =0 a k = 0, tedy
f(S) = (So,...,Sgn) € B.
Pokud m < 0, pak min{s, — m,....S2, — m,S_1 — 2m,...,S0 — 2m} =
= MIN{Sk,...,Son,Sk—1 — M,y...,S0 — M} —m >
> min{Sk,...,Son,Sk—1,--,50} —m = s —m = 0, tedy f(s) patii do B.

o f je prosté:
necht

f(8) = (sk — M, Skr1 — MyeerySop — My Sp—1 — 2M, Sp_9 — 2M,...,.Sg — 2m,)
= F(6) = (t = Jotisr — Joeooston — Gitict — 24, tio — 2j,to — 25)
= (bo,---,b2n)
pro néjaka s, t z A; k,m, [, j odpovidaji definici zobrazeni f.
Pokud by, = 0, nutné m = 350 = 0 = 3t = j, tedy s = f(s) = f(t) =t.
Pokud je by, > 0, pak 0 — 2m = sg — 2m = t; — 25 = 0 — 27, nutné tedy
m = j. Uvédomme si, ze

80y+Sk—1 > Sk = M = S, + M, tedy

Sp — 2m,...,Sp_1 — 2m > S — 2m = —m = Sg, — M.

Oznacme si x := max{i : b = —m}. Z predchozi nerovnosti vyplyvd, ze
r=2n—k=2n—1, tedy k = 1.

Protoze vime, ze m = j a k = [, je lehké odvodit, ze s; = t; Vi € {0, ..., 2n},
tedy s = t.
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o fje na:
méjme b € B. Uz vime, ze pokud by, = 0, pak f(b) =b.
Bud by, > 0. Ozna¢me si m := —%bgn a stejné jako v predchozi casti
x :=max{i: b; = —m}. Pak pro
S = (an + 2m,b2n_1 + 2m,...,bm+1 + Qm,bo + m,b1 + m,...,bz + m)
je f(S) = (bo,...,bgn).

Protoze mnoziny A a B jsou konecné a f : A — B je bijekce, maji mnoziny A
a B stejny pocet prvku. Navic délka cest z mnoziny A je stejnd jako délka cest
z mnoziny B. Proto P(S; > 0,...,5, > 0) = P(S,, = 0).

O

Problém 8. Uvazujte cesty, které se nedotykaji osy -1, a pomoci toho dokazle,
ze plati

1
P(Sl > 0;‘--7S2n > 0) - §P(Sl Z 0,...,Sgn_1 Z 0) (]_8)

Dukaz. 'V tomto ditkazu budeme kazdou cestu chapat dvéma zptisoby, a to podle
dvou ruznych pojmenovani os (viz Obrazek 2.3).

(0,0) =(1,1)*
osa 0 \ osa 1*
osa — 1 ,"' osa 0*
(0,0)

Obréazek 2.3: Riizné pojmenovani os.

Plati: Z5,1(S1 > 0,...,89,-1 > 0) = Zy,_1(nedotykd se osy -1). Nyni lze osy
vnimat druhym zpusobem (v obrazku oznaceno symbolem *) a rovnost doplnit
takto:

Zon—1(nedotyka se osy -1) = Za,_1(zacind v bodé (1,1)* a nedotyka se osy 0)
= Zon(prochézi bodem (1,1)* a nevraci se do osy 0%)

= Zgn(Sl > O,..., Szn > 0)
Protoze Z;, = 2*, plati

1 1
§P(Sl > O>"'a52n71 > O) = 5 : Zanl(Sl > O,...,Sgn,1 > O) . 27(27171)
= Zon(S1>0,..., 85, > 0)- 272" = P(S; > 0,..., S9p, > 0).

]

Znaceni

Pravdépodobnost toho, ze v case 2n nastane r-ty navrat k nulové ose, budeme
znacit pyop.

Pravdépodobnost toho, ze do ¢asu 2n (véetné) nastane pravé r navratu k nulové
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ose, budeme znacit z; o,.

Problém 9. Pravdépodobnost, Ze pred casem 2n nastane prdvé r ndvratu k nule,
je rovna pravdépodobnosti toho, Ze v case 2n nastane ndvrat k nule a predchdzi
mu alespon r ndvrati.

Diikaz. Jev A:  do casu 2n (véetné) nastane prdavé r navrati k nulové ose*
je sjednocenim disjunktnich jeva Ay: ,v case 2k nastal r-tij ndvrat k nulové ose
a pak aZ do casu 2n (véetné) Zadny nenastal . Proto plati:

P(pred casem 2n nastane prdvé r ndvrati k nulové ose)

=P(do casu 2n (vietné) nastane pravé r ndvrati k nulové ose) — pyan

Ak pr 2n

prok - P(na cesté délky 2n — 2k nenastane ndavrat k nulové ose) — py.ap,

£

Nynl vyuzijeme vétu 2 a fakt, Ze ug se rovna 1, a rovnost pokracuje:

n n—1
= Z Pr2k * Uan—2k — Pr2o2n = Z Pr.2k * U2n—2k + Pr2on — Pr2n
k=1 k=1

=P(v case 2n nastane ndvrat k nulové ose a predchdzi mu alespon r ndvrati).

O]
Problém 10. Pomoci vysledki z problému 9 dokazte, Ze
Zr2n = Pr2n + Pr+1,2n + ...+ Pn,2n (21>
Potom pouzijte vetu 10 a dokazte, Ze
1 2n—r
Zr2n = W . < n ) (111)

Diikaz. Uvédomme si, ze jev v case 2n nastane ndvrat k nulové ose a predchdzi
mu alespon r ndvrati “ je sjednocenim disjunktnich jevia ,v case 2n nastane k-ty
ndvrat k nulové ose“prok =r+1r+2,....,n — 1.
Zron = Pron + P(pred casem 2n nastane prdve r ndvrati k nulové ose),
nyni pouzijeme vysledky z problému 9:
= pron + P(v case 2n nastane ndvrat k ose a predchdzi mu alespon r ndvrati)
= Pr2n + Pr+1.2n + ...+ Pn2n-

V diikazu dalsi rovnosti pouzijeme vétu 10 (p,., = @rn—r) a vétu 9, kterou lze
upravit takto:

1 1 1 1
Prn = §pn—1,7’—1 - §pn—1,r+1 — ipn—l,r—l + ipn—l,r—i—l —Pn—17r41 = Pnyr — Pn—1r+1,

protoze jev ,cesta prochdzi bodem (n,r) “je sjednocenim disjunktnich jevi , cesta
prochdzi bodem (n — 1,r — 1) a pak pokracuje do (n,r)“a ,cesta prochdzi bodem
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(n—1,r+ 1) a pak pokracuje do (n,r) “.
Pokud uvézime tyto dvé véty a navazeme na vzorec (2.1), dostaneme:

Zron =Pr2n—r + Pr41,2n—(r+1) + ...+ Pn.n

1
:i(p%z—r—l,’r—l — Pon—r—1,r4+1 + Pon—r—2r — p2n—r—2,r+2+

+p2n—r—3,r+1 T +pn—1,n—1 - pn—l,n—l-l)
:p2nfr,r - anfrfl,r+1 + p2nfr71,r+1 - p2n7r72,7"+2 + p2n7r72,r+2_
— P2n—r—3,+3 + ...+ Pnn — Pn—1n+1

=Pon—ryr — Pn—1n+1 = Po2n—ror — 0= Pon—rr-

Protoze ze vzorce 1.5 jiz vime, ze

dostavame pak pozadovanou rovnost.

O

Problém 11: Alternativni odvozeni vzorce pro pravdépodobnosti poctu
zmén znaménka. Pomoci indukce dokazte, Ze pravdépodobnost &.9,_1, Ze do
casu 2n — 1 nastane pravé r-krdt zména znaménka, je rovna 2P(Sa,_1 = 2r +1).
Jingmi slovy:

fr,zn—l = 2p2n—1,2r+1, r=20,1,.. (1-12)
Pritom pouzijte a dokazte pomocny vzorec

1 n—1

Eron—1 = 5 Z for - [Eron—1-26 + &r—1.0n-1-2k]- (2.2)
k=1

Diikaz. Necht r = 0. Z problému 8 a vzorce (1.7) plyne:
Eo2n—1 = P(51 <0,...,5,-1 <0)+ P(S1 >0,...,5,-1 > 0) =
=2 P(Sl > 07---,5271—1 > 0) =22 P(Sl > 07-“75271 > 0) =
=2 Uy = 2" Ponyp-
Jev A: | cesta prochdzi bodem (2n,0)“ je sjednocenim dvou disjunktnich jevi Aj:

scesta prochazi bodem (2n-1,1) a pak pokracuje do (2n,0)“ a As: ,cesta prochdzi
bodem (2n-1,-1) a pak pokracuje do (2n,0)*. Proto

1 1
2 pano=2- P(A) =2 (P(Al) + P(A2)) =2 (P2n—1,1 : 5 + Pon—1,-1 - 5)

A protoze ze symetrie cest je pa,—11 TOVRO Pa,—1 1, plati
50,27171 =2 *Pon—1,1-

Nyni bud r € N. Oznac¢me si nasledujici jevy:
B: ,do casu 2n-1 nastala prdave r-krat zména znaménka “,
Fy: ,pruni ndvstéva nulové osy nastala v case 2k,
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Fif: prond ndvstéva nulové osy nastala v case 2k a sgn(Sax_1) = sgn(Sari1)
F . ,proni ndvstéva nulové osy nastala v case 2k a sgn(Sak—1) = —sgn(Sak41)
k=1,..n—1.

Je vidét, ze jev B je sjednocenim disjunktnich jevi (BNFY), (BNFy),....(B N F,_1)
a 7e kazdy jev Fy, k = 1,...,n—1, je sjednocenim disjunktnich jevii F;" a F . Pod-
minky sgn(Sox—1) = sgn(Sok+1) a sgn(Sak—1) = —sgn(Sexr1) rozlisuji piipady,
kdy po navstévé nulové osy nedoslo nebo doslo k jejimu protnuti (tedy zméné
znaménka). Uvédomme si, ze pokud v ¢ase 2k dojde k prvnimu navratu k nulové
ose, ale nenastane zména znaménka, je pro naplnéni jevu B tieba, aby ve zbylém
case nastala zména znaménka jesté r-krat. Pokud ale pti prvni navstéveé nulové
osy dojde i ke zméné znaménka, je pro naplnéni jevu B tireba, aby k ni ve zbylém
case doslo jesté (r — 1)-krat. Proto plati, ze

1 1
P(BNF) = fa - 5 Eron—1—2k & P(BNEF, ) = fo - R Er—1.2n—1—2k,

kde % predstavuje pravdépodobnost, ze po navstiveni nulové osy bude cesta po-
kracovat zménou (nebo zachovanim) sméru. Nyni tedy méame:

n—1 n—1 n—1

P(B)=) P(F,NB)=> P(FUF,)NB)=> P(F NnB)U(F, NB))
k=1 k=1 k=1
= S (P(FY 1 B) + P(F; 1 B))
k=1
= ;Lz:l(f% : ; “Eron—1-2k + Jor ; “§r12n—1-2k)-

To nam dava vzorec (2.2):

1 n—1
Sron—1 = B Z for - [&ron—1—26 + &—1,2n—1-2k]-
k=1

Nyni rovnost (1.12) &.9,-1 = 2p2;_1.2,+1 dokazeme indukel.

Nejprve bud ¢ = 1. Pak &1 = 0 = 2p; 9,41. Dale necht dana rovnost plati pro
vsechna prirozena ¢ < n. Plati tedy pro vSechnat=n—%k, k=1,...,n— 1. Ze
vzorce (2.2) takto dostdvame

n—1

§ron—1 = B Z for - [2P2n—1—2k,2r—1 + 2P2n—1-2k 2r+1]
k=1

n—1
1 1
=2 E ka : [* “Pon—1-2k2r—1 + = 'p2n—1—2k,2r+1] = (*)
1 2 2

Podle stejného principu jako v ¢asti dikazu pro r =0 je
1 1
5 " DPon—1-2k2r—1 T 5 * D2n—1-2k,2r+1 YOVIIO Pap_2k 2r, proto

n—1
(¥) =2 Z fok = Dan—2k.2r-
k=1

Kazdy sc¢itanec této sumy predstavuje pravdépodobnost jevu, ze se cesta v case
2k poprvé dotkne nulové osy a za dalsich 2n — 2k casovych jednotek se ocitne
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na ose 2r. Tyto jevy jsou nezavislé a celd suma je pravdépodobnosti jevu, Ze se
cesta alespon jednou dotkne nulové osy a pak se dostane do bodu (2n,2r). Tento
posledni zminény jev si ozna¢me C'. Plati:

P(C) = Zyy, 2, (alespoi jednou se dotkne nulové osy) - 272"

a také

Zan 2r(alespont jednou se dotkne nulové osy) =: (O)
=Z(za¢ina v (1,1), konéi v (2n,2r) a alespon jednou se dotkne nulové osy)+

+Z(za¢ind v (1, — 1), koné¢i v (2n,2r) a alespon jednou se dotkne nulové osy).

Pokud na prvni ze s¢itancti uplatnime princip zrcadleni a u druhého si uvédomime,
ze kazd4 cesta z bodu (1, — 1) do bodu (2n,2r) protind nulovou osu, dostaneme:

(0) =2-Z(z bodu (1,-1) do bodu (2n,2r)).

To jerovno 2-Z(z bodu (0,0) do bodu (2n-1,2r+1)) = 2-Zs,,_1 9741, cOz vyplyva

z podobné tvahy jako v dikazu problému 8 — staci za novy pocatek (0,0)* brat

puvodni bod (1, — 1). Nyni tento vysledek shrneme s predchozimi a dostavame:
n—1

Eron—1 =2 Z for * Pon—okor = 2+ Zonor(alespoti jednou se dotkne nulové osy) - 272"
k=1

=22 -Zop—12r+1 - 27 =2. (Zon-1.2r41 - 27(%71)) = 2P2n—12r+1-

m
Problém 12. Pravdépodobnost, Ze S, = 0 a maximum z Si,...,5,_1 je rovno k,
k=0,1,2,..., je rovna pap 2k — Pan2kt+2- Dokazte pomoct principu zrcadlent.

Dikaz Je videét, ze

ZZn7O(ma/x{81’...782n_1} = kj) —
=Zono(nedotykd se osy k + 1) — Zon o(nedotyké se osy k) (2.3)
=Zon0 — Zano(dotykd se osy k + 1) — (Zan,0 — Zano(dotyka se osy k)).

(0,2k)

Obrazek 2.4: Cesta se dotyka osy k; princip zrcadleni.
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Cleny Zan se odectou a na zbylé dva pouzijeme princip zrcadleni, rovnost (2.3)
tedy pokracuje:

ngo(maac{sl,...,s%,l} = k’) = ng(_)(é’o = 2]€> — ZQn,O(SO = 2k + 2),
coz je ze symetrie Tovno Za, ok — Zop 2k+2. Koneéné dostavame:

P(Sgn = 0, max{Sl,...,Sgn,l} = k) = 27271 . Zgn’g(ma:c{sl,...,s%,l} = k‘)

2
= 27" (Zanok — Zon2k+2) = Pan2k — D2n.2k+2-

]
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali symetrickymi ndhodnymi ndhodnymi prochaz-
kami.

V prvni kapitole jsme za pomoci knihy Williama Fellera: An Introduction to
Probability Theory and Its Applications - Volume I (John Wiley & Sons, 1968)
zpracovali teorii tykajici se nahodnych prochazek. Predevsim jsme zkoumali jevy
navratu k pocatku, zmény znaménka nebo vstupu do urcitého bodu a u toho jsme
podrobnéji rozepsali nékteré ditkazy nebo uvedli navic nékteré vlastnosti téchto
jevi a pravdépodobnosti.

V druhé kapitole jsme vyresili nékolik problému navrzenych v uvedené knize.
Napriiklad jsme pomoci zobrazeni (a jeho geometrické interpretace) dokézali, ze
pravdépodobnost, ze prochazka se az do ¢asu 2n nedostane pod nulovou osu, je
rovna pravdépodobnosti, Zze v case 2n nastane navrat k nulové ose. Déle jsme
dokéazali vzorce pro pravdépodobnost toho, ze do ¢asu 2n resp. 2n + 1 nastane
pravé r navratli k nulové ose resp. r zmén znaménka.
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