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fech pro kubické grafy spliuje p vztah Y453 (6 — k)pr = 12. Je celkem pfirozené
ptat se, jak vypadaji p, pro ktera existuje odpovidajici graf. Eberhard ukazal, ze
pokud p splnuje vyse uvedenou rovnost, pak existuje rovinny kubicky graf, ktery
odpovida p az na pocet Sestitthelnikti. DeVos a kol. dokéazali obdobu véty, kde je
povoleno k p pridat pétithelniky a sedmithelniky. V této préaci na jejich vysledky
navazujeme, vyuzijeme jejich diikazové strategie a diky navrzenému programu na-
jdeme stavebni bloky, které autorim k zobecnéni véty chybély. Vysledkem prace
je nasledujici véta: pro kazdou dvojici r,s € N splnujici s < 6 < r < 14, s, nesou-
délné, plati nasledujici véta: pro kazdou posloupnost p nezapornych celych ¢isel
spliujici 3°;~3 (6 — k)pr = 12 existuje nekonecné mnoho kubickych rovinnych
grafii, které p odpovidaji az na r-ihelniky a s-ithelniky.
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Abstract: Define sequence (px) = (p3,p4, . .. ) as numbers of k-sized faces — k-gons
— of an embedding of a planar graph. A corollary to Euler’s formula for planar
graphs states that for cubic graphs >7;~3 (6 — k)pr = 12 holds. Naturally, this
leads us to explore the nature of p for which a corresponding cubic planar graph
exists. Eberhard proved that if p satisfies the equality above then a cubic planar
graph that corresponds to p except for the number of hexagons, exists. DeVos et
al. show similar theorem, but instead of hexagon, both pentagons and heptagons
can be added. In this thesis, we extend their result by using their proof strategy
and designing a program to find graphs needed in such proof. We were able to
prove that for every pair r,s € N where s < 6 < r < 14 and r,s are coprime
the following theorem holds: for each sequence of nonnegative integers satisfying
> k>3 (6 — k)pr = 12 there are infinitely many cubic planar graphs corresponding
to p except for the number of both r-gons and s-gons.
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Uvod

Zkusime-li upravovat Eulertv vzorec pro souvislé rovinné grafy |V| — |E| +
|S| = 2, muZeme pro kubické grafy dospét do tvaru

> (6—Fk)pp =12, (1)

k>3

kde py znaci pocet k-hrannych stén grafu. Vyraz (1) je nutnou podminkou exis-
tence rovinného kubického grafu s danym poctem stén. Pozoruhodné, pocet Sesti-
hrannych stén v této podmince nehraje Zadnou roli. Toho si v§iml Eberhard [I],
ktery v roce 1891 formuloval a dokazal, ze pokud muzeme volit ps, dokazeme
najit kubicky graf zadany poctem ostatnich stén, ktery je rovinny.

Véta 1 (Eberhardova véta). Pro kaZdou posloupnost (py | 3 < k # 6) kladngch ce-
lych cisel, splnujict existuje takova hodnota pg, Ze existuje rovinny 3-requldarni
3-souvisly graf, ktery md pravé py k-hranngch sten pro kazdé k € N, k > 3.

Na vétu navazali dalsi a dnes je zndma celd fada jejich obmén. Fisher [2]
dokéazal silnéjsi verzi Eberhardovy véty, kde pocet potiebnych 6ti-hrannych stén
shora omezil poctem ostatnich stén chténého grafu. Griinbaum [3] predstavuje

DeVos a kol. [4] predstavuje obdobu Eberhardovy véty, kde misto pg miuzeme
volit ps a pr. Clanek také ukazuje, Ze strategie ditkazu, kterou autoii pouzili, by
mohla jit uplatnit i pro dalsi velikosti stén, které mohou splnit .

V tomto textu nejprve zavedeme potrebnou terminologii a predstavime zmino-
vanou strategii dikazu, ktera pro dokonceni potfebuje najit pomocné grafy. Cilem
prace bylo tyto grafy ziskat. V zavérecnych kapitolach navrhneme program, ktery
bude pottebné grafy hledat, navrhneme zptsoby, jak grafy vizualizovat, a nako-
nec predstavime, pro které velikosti stén jsme grafy ziskali a tedy dokoncili diikaz
dalsich variant Eberhardovy véty.



1. Pojmy a definice

Pokud ¢tenar neni seznamen se zaklady teorie grafii, doporucujeme zacit tieba

knihou Kapitoly z diskrétni matematiky [5]. Pred zadefinovanim zakladni termi-
nologie pro tuto praci dokazme nejprve, jak z Eulerova vzorce ziskdme (I]). Do-
plnmé navic, ze — pokud neni feceno jinak — uvazujeme pouze souvislé grafy a to
ve vsech vétach i dikazech.
Diikaz. Pro kazdy kubicky graf G = (V,E) plati 3|V| = 2|E|. Obecné plati,
ze poCet stén s miZeme piepsat ndsledovné s = > ,-3pr a pro rovinné grafy
platii ;>3 k - pr = 2|E|, protoze pokud pro kazdou sténu zapoc¢teme kazdou jeji
hranu, ziskdme pravé 2|F|. Upravou a dosazenim do vzorce ziskdme pozadovany
vyraz:

VI =Bl +]5] =2

1
1
_6Zk'pk+zpk:2
k>3 k>3
> (6= k)py =12

k>3
0J

Zavedme nyni zakladni pojmy. Sténé rovinného grafu, ktera se sklada z k hran,
budeme tikat jednoduse k-tthelnik. Pokud mame posloupnost (px) = (p3,p4, - - . ),
kterd bude predstavovat pocty k-uthelnika v grafu, definujme P = {k | p;, # 0}
jako jejl mnozinu stén.

Klasifikujme posloupnosti (px) = (ps,ps, - - - ) podle jejich vlastnosti.

Definice 1 (Neutralni posloupnost). Posloupnost (px) = (ps,pa, - - . ) nezdpornych
celyich cisel je neutrdlnt, pokud ;>3 (6 — k)pr = 0.

Definice 2 (Ptipustnd posloupnost). Posloupnost (py) = (ps,pa, - - - ) nezdapornych
celyich cisel je pripustnd, pokud Y y>3 (6 — k)pr = 12.

Definice 3 (Realizovatelna posloupnost). Posloupnost (px) = (ps,pa,-..) nezd-
porngch celych cisel je realizovatelnd, pokud existuje konecny rovinny kubicky graf,
ktery ma prave py k-uhelniki.

Vsimnéme si, ze pivodni Eberhardova véta, a i mnoho jejich variant, byla for-
mulovana pro 3-souvislé grafy, tedy presnéji pro jednoduché konvexni 3-polytopy.
Bijekci mezi témito dvéma strukturami dokéazal az o nékolik desitek let pozdéji
Steinitz [6].

Pro ujisténi pojmu uvedme nasledujici jednoduché vlastnosti neutralnich, pri-
pustnych a realizovatelnych posloupnosti, které vyuzijeme pozdéji.

Pozorovani 2. Pro kaZdou neutrdlni (¢i pripustnou nebo realizovatelnou) po-
sloupnost p = (ps,pu, - .. ) existuje h € N, Ze Vk € Nk > h plati p, = 0.



Driikaz. Neutralni posloupnost p spliuje -~ (6 — k)pp = 0, coz miiZeme upravit
na 3ps + 2ps + ps = Yp>7 (K — 6)pr. VSechny sc¢itance na obou stranich vyrazu
jsou kladné. Hodnota levého souctu tii s¢itanct je koneéna. Pravy soucet ma tedy
také konecnou hodnotu a navic maji vsechny jeho nenulové s¢itance hodnotu ale-

spon 1. Nenulovych hodnot v posloupnosti je tedy pouze konec¢né.
O

Pozorovani 3. Pro kaZdou q neutrdlni posloupnost da.b € ) : a < 6 Ab > 6.

Soucet dvou neutralnich posloupnosti je neutrdlni posloupnost. Soucet neutrdlni
a pripustné posloupnosti je pripustnd posloupnost.

Pro kazdou pripustnou posloupnost (px) = (ps,pa, - .. ) ezistuje neutrdlni posloup-
nost q, Ze p + qn je realizovatelnd pro néjaké n € N.

Diikaz. Pro ukazani prvni vlastnosti postaci, kdyz si uvédomime, ze chceme
>k>3 (6 —k)pr = 0, kde pro k < 6 je scitany clen kladny, zato pro k > 6 je
sCitany clen zaporny. Druha vlastnost plyne z definice a distributivity nésobeni.
Ttet{ tvrzeni pro je slabsi verze Véty [1]

O
K posledni vlastnosti se nabizi otazka, jak lze ¢ omezit, aby porad p + qn byla
realizovatelnd. Eberhard ukazal, ze stac¢i ¢ = (0,0,0,gs = 1,0,...), tedy pridat
sestitthelniky. DeVos a kol. ukézali Ze i omezeni na ¢ = (0,0,1,0,1,0,...) funguje.
V této praci ukazeme, ze posloupnosti s pouze dvéma nenulovymi hodnotami,
které v tomto sméru vyhovuji, existuje vyrazné vic.



2. Strategie dikazu

Predstavme hypotézu, kterou se snazime oveérit.

Hypotéza 4. Méjme pripustnou posloupnost (px) = (p3,p4, ... ) a neutrdlni po-
sloupnost (qx) = (43,44, - - - ), pak existuje takové prirozené n, Ze p+ nq je realizo-
vatelnd.

V ¢lanku [4] autofi naznacuji strategii dukazu, za predpokladu, Ze existuji
néjaké pomocné grafy. V dalsi kapitole predstavime zptlisob, jak takové grafy
hledat. Ted se zamétime na diikaz samotny, respektive nejprve predstavime graf,
ktery v diikazu pomahal jiz Eberhardovi.

2.1 Triarky a operace s nimi

Definice 4 (Triark). Triark je takovy rovinnyg graf T', Ze vrcholy jeho vnéjsi stény
tvori cyklus C, kaZdy vnitind vrchol (tj. vrcholy T — C') md v T' stupern prave 3
a v C jsou tri navzdjem ruzné vrcholy x, y, z stupné 2 — rohy, Ze vrcholy kaZdé
ze tri cest v C) které vzniknou odstranénim rohi z C, maji stridavé stupen 2 a 3,
pocinaje i konce stupném 2.

Strana triarku je kazda z vyse zminénych cest v C, ke které na oba konce
pripojime i ptislusny roh. Délka strany triarku odpovida poctu jejich vnitinich
vrcholi stupné 2 v T. O triarku se stranami délky a, b, ¢ mluvime jako o (a, b,
c)-triarku. Poznamenejme, 7e na poradi stran v ndzvu nezalezi (odpovidaji ro-
tacim a zrcadleni). Pozdéji vyuzijeme jesté dalstho znaceni. M-triark m4 vnitini
strany pouze velikosti z mnoziny M. (a, b, ¢) M-triark je zarover (a, b, ¢)-triark
a M-triark. Tato znaceni vyuzivame i pro dalsi typy grafii a jejich vyznam je ana-
logicky. U triarku prejimame nékteré terminy pouzivané pro trojihelniky a jejich
vyznam bude vzdy intuitivni.

Obréazek 2.1: (4,4,3){4,7}-triark.

Zminme velmi uzitecnou vlastnost triarkt: pokud mame dva triarky, oba ma-
jici stranu stejné délky, mizeme je za tuto stranu slepit jako na Obrazku



a ziskdme opét graf, jehoz vnitini vrcholy maji stupen 3. (Pfi slepovani se zto-
tozni vzdy vrchol stupné 2 s vrcholem stupné 3.) Pokud slepime triarky tak, ze
protéjsi strany vysledného grafu budou stejné dlouhé (tedy specidlné pri slepeni
dvou stejny triarki), budeme podle jeho tvaru mluvit o rovnobézniku. Rovno-
bézniky jdou navic slepovat podobné jako triarky a mizeme tim kazdy jiz existu-
jici rovnobéznik zvétsit na libovolny rozmér, ktery je nasobkem jeho piivodnich
rozmert.

9 a+1
%ﬂ%
a+1
a

Obrazek 2.2: Spojeni dvou triarkt za vzniku rovnobézniku.

Mohli bychom ale chtit spojovat triarky tak, aby vysledkem byl opét triark.
Mgjme (aq, by, c1)-triark a (ag, by, cz)-triark a vhodny rovnobéznik. Slepenim,
jako na Obrazku , vznikne (a; + ag, by + by, ¢1 + co)-triark.

—D> 1+ by + by

:

a a2 a1 + a2

Obrazek 2.3: Spojeni triarka spolu s rovnobéznikem za vzniku triarku.

A zavérem budeme chtit spojit dva triarky tak, aby vysledkem byl kubicky
graf (tedy aby nevznikly zadné nové stény s vrcholy stupné dva). Graf, ktery ma
tuto funkci oznacime za prstenec. Pro lepsi predstavu si prstenec predstavujme
jako plast trojbokého hranolu, triarky jako dolni a horni podstavu. Na vSech pod-
stavnych hranach dojde ke splynuti vrchola triark s vrcholy prstence a vznikne
graf nakreslitelny na hranol (tedy tedy i na sféru), takze vysledkem je rovinny
graf. Zadefinujme prstenec formalné. Prstenec je souvisly kubicky rovinny graf,
ve kterém miizeme vyznacit dva disjunktni cykly tak, ze stupné vrcholt kazdého
cyklu jsou opacné nez stupné prislusnych triarki, které chceme spojit. Kde opacné
znamend zameéna dvoj- a tfivaznosti vrcholid. Pro dokresleni mtizeme pouzit Ob-
rézek [3.3] na kterém je specidlni druh prstence znézornén.



2.2 Dikaz za predpokladu existence pomocnych
grafi

Prevedme hypotézu ve vétu.

Véta 5 (DeVos a kol. [4] Sekce 4). Méjme pripustnou posloupnost (px) = (p3,pa, - - )
a neutrdlni posloupnost (qx) = (q3,qa,-..) a ndsledujici grafy pro néjaké priro-
zené k:

(1) (k, k, k)Q-triark;
(ii) (k, k, k — 1)Q-triark;

(iii) Vp; # 0 rovnoramenny Q U {l}-triark, délky jehoZ stejnych stran jsou dé-
litelné k a ktery obsahuje prdvé jednu sténu velikosti [, této sténe rikejme
jadro triarku;

(iv) Vvt € Nt > 1 Q-prstenec, ktery dokdze spojit dva (t, t, t)-triarky.

Pocet sten Q v kazdém z grafi (i) — (iv) navic musi zachovat pomeér z q. Pak
existuje takové prirozené n, Ze p 4+ nq je realizovatelnd.

Myslenka diikazu pak neni prilis slozita: kazdou sténu ze zadané posloupnosti
p zabalime do triarku (iii), pfipravime si pomocné lepici a zkraslujici prvky (ii),
diky kterym ziskdme jediny velky rovnostranny triark. K nému zkonstruujeme
jesté jeden se stejné dlouhymi stranami (i) a pomocnym prstencem je spojime
v kyzeny graf (iv). VSechny tyto pomocné objekty jsou totiz rovinné a (kromé
jader) jen ze stén, které jsou v zadané neutrdlni posloupnosti. Lepici operace
zachovavaji kubicnost uvniti grafu a prstenec pak spoji dva triarky v hledany
kubicky graf.

Diikaz. Nejprve slepime dva (k, k, k — 1)-triarky za sténu délky k a ziskdme rov-
nobéznik se vsemi stranami délky k. A diky slepovani miizeme ziskat i libovolny
rovnobéznik o rozmérech mk, lk pro m, [ prirozena. Poté postupné spojujeme
jednotlivé jadrové triarky za pomoci prislusného lichobézniku, dokud neziskame
jediny triark, ktery obsahuje vsechny stény z P.

Zkusme vznikly triark upravit na rovnostranny. Pii slepovani triarkt se veli-
kosti vyslednych stran rovnaji sou¢tim ptvodnim. Pokud tedy slepujeme s (k, k,
k — 1)-triarkem, zmensime vzdy tu sténu, na kterou pripadne rozmér k — 1, vuéi
ostatnim. Takze pokud budeme opakovat lepeni vysledného triarku, v kazdém
kroku se soucet rozdili mezi stranami zmensi a tedy nutné ziskame rovnostranny
triark. Modifikujme ho stejnou operaci, aby ztistal rovnostranny, ale navic délka
jeho stran byla nasobkem £ a oznac¢me vysledny triark 7.

Slepovanim (k, k, k)-triarku z (i) spolu s (k, k) rovnobézniky ziskdme druhy
triark T5 o stejném rozmeéru jako T;. Kdybychom cely problém fesili na toru, sta-
c¢ilo by 17 a T, spojit do rovnobézniku a sjednotit odpovidajici strany. Na kouli
misto toho pouzijeme prstenec z (iv). Tim ziskdme graf, ktery je kubicky, rovinny
a obsahuje pozadované stény.

OJ



Vsimnéme si, ze vétu jde jednoduse zesilit: nejen Ze za splnéni predpokladi
existuje néjaké n € N, pro které je p + nq realizovatelnd; existuje jich libovolné
mnoho. V diikazu stac¢i pred spojenim 717 a T5 prstencem nejprve oba triarky slepit
s dalsimi instancemi 75 tak, aby vznikly nové, stejné velké rovnostranné triarky
17 a Ty. Timto zpiusobem lze libovolné zvétsit n. 77 a T pak opét spojime
prstencem.



3. Resitko

Abychom mohli dokonc¢it dikaz nékterych instanci Hypotézy 4] potfebujeme
ziskat pozadované stavebni bloky. Nabizi se naprogramovat fesitko, které bude
umét alespon nékteré typy hledanych grafi najit. Hlavnim cilem této préace bylo
takovy program pripravit a pomoci néj ziskat lepsi predstavu o potencialu uve-
dené strategie dukazu.

3.1 Algoritmus

Program na vstupu ocekava zadani vnéjsi stény: kazdy vrchol je zastoupen
jednim bitem, ktery urcuje, zda ma byt ve vysledném grafu stupné 2 nebo 3.
Navic ocekava seznam velikosti stén, které ma vyuzit. Na vystupu informuje, zda
se mu dany graf podarilo najit (fikejme vyplnit), a umozni jej exportovat.

Postup hledani pivodné imitoval lidské pokusy o feseni problému:

1. nakreslit si vnéjsi sténu,

2. vybrat si dvojici vrcholl, kterym jesté chybi soused, a spojit je fetizkem
vhodné délky (aby nové vznikla oblast byla sténa a méla velikost z neutralni
posloupnosti)

3. krok 2 opakovat, dokud je misto na papire.

4. Kdyz misto dojde, prekreslit si nejvnitinéjsi, zatim neuzavienou sténu (bu-
deme mluvit o hranici). Ta se stane ,,vnéjsi sténou* na novém papite a po-
kracovat od kroku 1.

5. V situaci, kdy nelze dal nic spojit, nebo je jasné, ze graf nemuze vyhovovat
parametrim, se vratit podle uvazeni zpét.

Vysledek béhu algoritmu je znazornéna na Obrazku

Kdybychom chtéli znat jen ,ano/ne“ odpovéd, jestli graf existuje, nebylo by
viibec treba si pamatovat cely rozpracovany graf, stacilo by pracovat s hranicemi,
které navic staci reprezentovat jako binarni ¢islo. Vysledkem by pak mohla byt
jen posloupnost hranic, kterymi se proslo pred uzavienim grafu, nebo samotné
~ano/ne*. Prekvapivé obtizné je pak z této posloupnosti nestrojové ziskat sku-
tecny graf, proto program nabizi i moznost graf dodatecné rekonstruovat podle
proslych stavi.

V tento okamzik je jasné, ze problém je vlastné prohledavani v binarnich retéz-
cich (které reprezentuji hranice). Je proto vhodné zminit, podle jakého kritéria se
program rozhoduje, kterym smérem hledat dale. Implementace vzdy uptrednost-
nuje ke zpracovani jiz nalezeny retézec nejmensi hodnoty, a pro néj najde vsechny
dalsi sousedy. Pro nézornost prikladame i pseudokdéd Vypli. Vzhledem k navrhu
lze algoritmus implementovat vicevlaknové — kazdou nezpracovanou hranici lze
zpracovavat v jiném vlakné, staci zajistit bezpecnost sdilenych datovych struktur.

Aby toto prohledavani fungovalo dobre, je tfeba trochu zkomplikovat repre-
zentaci hranice. Hlavnim pozadavkem bude identita mezi reprezentaci (jedinym



bindrnim retézcem) a vSemi hranicemi (tedy cykly, na kterych vyznacené vrcholy
jesté vyzaduji dalsiho souseda), které jsou pro algoritmus izomorfni — tedy vsechny
rotace a prevraceni hranice.

>
7>
>

1010100010101000101000 110010100010101000100 11001010001010011000

=
=
=

1101001010001010010 11010010100010000 10101001010000

=
=
=

10100100100 100100000

Obrazek 3.1: Mozny postup vyplnéni (4,4,3){4,7}-triarku. Hodnota pod grafem
vzdy odpovida reprezentaci aktualni, tuéné zvyraznéné, hranice.

Definice 5 (Hranice a jeji reprezentace). Dvojici cyklu C' a mnoziny I C V(C)
nazveme hranici H. Mnozina I jsou prdve ty vrcholy, které ve vysledném vyplneni
musi mit dal$tho souseda. Pokud I = (), mluvime o hranici primo jako o sténé
a nedefinujeme pro ni reprezentaci.

Definujme funkci f(H,(u,v)) jako charakteristicky vektor mnoziny I ndslednée:
kazdy vrchol H popisme bud znakem 1 (jako I v in“ podle orientace pomyslené
hrany) nebo 0 (jako O v ,out®). Hodnota f(H,(u,v)), kde H = (C,I), u,v €
V(C) a{u,v} € E(C), se pak ziskd zaznamendnim popiski vrcholi H, zacinaje
vrcholem w, pokracujice vrcholem v a ddle po hrandch C'.

Reprezentaci hranice je hodnota maxy, wepc) f(H,(u,v)).
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Objasnéme pojem opét jednoduchym pozorovanim a Obrazkem |3.1] - posloup-
nosti hranic s jejich reprezentacemi, kterd resi (4,4,3){4,7}-triark.

Pozorovani 6. Pri vypoctu reprezentace podle definice hledame mazimum pres
2|V (C)| hodnot a reprezentace kazdé hranice zacind znakem 1.

Diikaz. Kazdy vrchol v .C ma dva sousedy, tedy v (multi)mnoziné, ze které hle-
dédme fetézce je 2|V (C)| (ne nutné riznych) hodnot. Odpovidé to predstave, ze
zkousime zacit v kazdém vrcholu a ¢teme v obou smérech. Vzhledem k tomu, ze
I # 0, je v kazdém precteném Tetézci alespon jedna jednicka. Hleddni maxima
zajisti, Ze se upfrednostni fetézec, ktery jednickou zacind (ten je dostupny, protoze
se zacinalo Cist i z vrcholu, které jsou v I).

O

procedure VYPLN(reprezentace vnéjsi hranice vnéjsiHraniceStdRep, velikosti povolenych
stran stény, limit)
nevyresenéHranice < vnéjsiHraniceStdRep
prechody < ()
while prechody.Pocet < limit AND nevyresenéHranice.Pocet # 0 do
hranice < nevyresené.Nejmensi
rotace < RotaceHraniceZacinajicilnVrcholem(hranice)
for all h in rotace do
for all s in stény do
novdHraniceStdRep <+ ZkusSpojitPrvniDvaInVrcholy(h, s)
if novdHraniceStdRep.MaHodnotu then
nevyresenéHranice.P¥idej(novd HraniceStdRep)
prechody.Pridej(novd HraniceStdRep, hranice)

if JeSténa(novdHraniceStdRep, stény) then
vrat Cesta(prechody, novdHraniceStdRep, vnéjsiHraniceStdRep)
oznam nenalezeni
end procedure

Pro jistotu poznamenejme, ze pokud program hledany graf nenasel, miize, ale
nemusi to znamenat, Ze neexistuje.

Podle predchozi kapitoly pro dokonceni ditkazu pro konkrétni dvojici p a ¢
a néjaké prirozené k potirebujeme tyto ¢tyti typy grafi:

(i) (k, k, k)Q-triark;

(ii) (k, k, k — 1)Q-triark;

(iii) (mk, mk, )Q U {l}-triark, kde je pravé jedna sténa velikosti [;

(iv) prstenec, ktery dokaze spojit dva stejné velké, rovnostranné triarky.

Pro dané k ziskdme grafy (i) a (ii) z fesitka hned. Pro zbylé je nutné pomoci
si konstrukei, ktera se ukazala jako uspésna pro nékteré neutralni posloupnosti.
O vysledcich ziskanych z programu piseme v Kapitole [5]

Na graf (iii) se neumime zeptat primo, protoze potrebujeme v grafu mit pravé
jednu sténu délky p;. Spojme proto sténu s vnéjsi sténou triarku rucéné a ptejme
se na vypln vzniklych oblasti A a B. Ke spojeni pouzijeme [ kopii fetizku R,
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o R

Obrazek 3.2: Konstrukee grafu typu (iii) pomoci fetizku R, konkrétné (mk, mk,
[ + 1)-triarku s [-thelnikem P, jako jadro.

kazdy napojime na jeden z vrcholi jadra a druhé konce spojime s ,,in“ vrcholy
zakladny triarku. V tetizku navic fixujeme, na které strané od néj budou mit
které jeho vrcholy tietiho souseda (zndzornéno sedé v Obrazku . Konstrukce
je obecna pro vsechny pripustné hodnoty [, tedy neni zavisla na volbé p. Nevime
ani o divodu, ktery by implikoval nemoznost jejiho vyuziti pro libovolné q.

Podobnou konstrukei tvorime i pro graf typu (iv). V tomto piipadé za pomoci
retizkd spojujeme odpovidajici vrcholy rovnostrannych, stejné velkych triarka T}
a Ty. Vzniknou dva typy oblasti — C' pfi rozich triarku a D mezi odpovidajicimi
tseky stran triarku. Presny ndkres je na Obrézku [3.3] Poznamenejme, ze pokud
jde graf nakreslit na povrch hranolu, je rovinny.

-——— -

Obrézek 3.3: Konstrukce grafu typu (iv), slepované triarky jsou vyznacené Sedé,
prstenec odpovida plasti.

Tyto konstrukce jsou v resitku implementovany, pro ukazku prikladame pseu-
dokéd Dokaz. Vyslednému program staci zadat seznam velikosti stén, které mo-
hou tvorit neutralni posloupnost. Pokud pro dany seznam stén existuje vice neut-
ralnich posloupnosti, vyuzije program pro kazdy pomocny graf libovolnou z nich.

3.2 Program a vystupy

Implementaci vyse popsaného algoritmu k préci prikladame, Piiloha jako
spustitelny program (pro Windows) i zdrojové kédy. Jde o standardni konzolo-

12



procedure DokAZ(velikosti povolenych stran stény, limit)
retizky > Preddefinovana mnozina retizka
velikostiStran > Preddefinovand mnozina velikosti stran

iGraf < velikostiStran.Kde(k = JdeVyplnit(HraniceTriarku(k, k, k), stény, limit))

itGraf «+ iGrafKde(k = JdeVyplnit(HraniceTriarku(k, k, k-1), stény, limit))

retizkyA < vetizky.Kde(r = iiGrof.Existuje(k = JdeVyplnit(HraniceA(r, k), stény,
limit)

itiGraf «+ rtetizkyA.Kde(r = JdeVyplnit(HraniceB(r), stény, limit))

retizkyC <« retizky.Kde(r = JdeVyplnit(HraniceC(r), stény, limit))

wGraf < TetizkyC.Kde(r = JdeVyplnit(HraniceD(r), stény, limit))

vrat #iGraf.Pocet # 0 AND wGraf.Pocet # 0
end procedure

vou aplikaci, véetné napovédy pro pouziti v podobé -h argumentu pri spusténi.
Napriklad Priloha véetné dat pro Tabulku [5.2]1ze vygenerovat argumenty -r
-1 100000 --ExportAsAll.

Zastavme se u typu soubort, které program miize generovat:

Graf vypise nalezeny graf jako seznam hran.

Hranice vypise posloupnost hranic, podle kterych je graf sestaven, prikladem
muze byt Obrazek [3.1]

Stény vypise vnitini stény grafu, které odpovidaji chodu algoritmu a které jinak
nemusi byt dany jednoznacné.

Graphviz — neato vypise graf v jazyku DOT, navic rozmisti vrcholy vnéjsi hra-
nice grafu na kruznici.

Tuttovo kresleni vypise skript pro SageMath, ktery graf vykresli podle bary-
centrické metody, je v ném pripravena funkce pro zménu vah vrcholi.

13



4. Kresleni

Ptirozenou snahou pro studovani nalezenych grafii, a pochopeni, pro¢ nékteré
nelze najit, je hledat jejich zobrazeni, které je pro clovéka dostatecné citelné.
Prekvapivé, i pres rovinnost grafii a celkem dobré znalosti jejich struktury, neni
jednoduché hezké rovinné nakresleni najit.

Zamysleme se, jak graf bude vypadat. Vrcholy, které maji lezet na vnéjsi
sténé, rozmistéme po kruznici a pak — podle jednotlivych hranic, které graf resi
— vzdy vrcholy nové uzaviené stény nakresleme na soustfednou, mensi kruznici
tak, aby spojnice zadného bodu hranice se stfedem kruznic neprotinala jiny bod
hranice. Timto zptusobem urcité ziskame rovinné nakresleni (ale hrany mohou byt
libovolné kiivky), protoze v kazdém kroku je mozné spojit libovolné dva vrcholy,
které mohou byt v feseni zrovna spojovany, tak, abychom zachovali pozadovanou
vlastnost tvaru hranice.

Problémem takového nakresleni je pocet soustiednych kruznic, které bychom
potiebovali, ktery odpovida poctu stén grafu. Mnozstvi potfebnych kruznic by
slo celkem jednodusSe snizit. Nové pridavané vrcholy nakreslime vzdy na nejvetsi
kruznici, na které v prislusné vyseci jesté zadny vrchol nelezi. Dalsim problémem
by bylo rozlozeni vrcholi do vysec¢i. Predstavme si tfeba zadani, ve kterém znacny
podil tvori souvisla posloupnost ,out* vrcholi. Pokud ve vypoctu dojde k uza-
vieni stény, kterd tyto vrcholy obsahuje, az na zavér, bude vysec¢, ve které lezi,
jinak zcela prazdna.

Dalsi moznosti jsou bézné dostupné programy ¢i funkce na kresleni grafi. Po-
souzeni jejich kvality na ndhodném z malych nalezenych grafii nechavame na cte-
NAri.

Obréazek 4.1: Automatické nakresleni SageMath [7]. VSimnéme si, pokud bychom
si zkusili predstavit, ze cyklus vrcholi 0, 1, ..., 16 je ona vnéjsi kruznice z vylep-
sené¢ho prvniho popsaného kresleni a navic necht je zakladnou kuzele a vSechny
dalsi kruznice necht jsou vzdy v tomto kuzelu vys (tak, aby mohly lezet na plasti),
pak (s mnozstvim fantazie) se koukdme na podobné prostorové nakresleni, jen
z ruznych uhli. Pii nakresleni vétsiho grafu je tato myslenka viditelnéjsi.

......

vvvvv

delit vrcholy do dvou skupin: pevné a volné. Pevné vrcholy jsou rozestaveny, aby
tvorily konvexni n-tthelnik. Pozice volnych vrcholt se pak dopocita jako vazeny
primeér sousednich vrcholti, tedy staci fesit soustavu linearnich rovnic.
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Obréazek 4.2: Rovinné nakresleni SageMath.

e

Obrazek 4.3: Graphviz [§] — Neato s preddefinovanymi pozicemi vnéjsi stény.

Aby mohl algoritmus dobfe fungovat, je nutné, aby graf byl 3-souvisly (ze
jde i o postacujici podminku ukazuje ¢lanek [9]). Pokud by nebyl 3-souvisly, pak
vrcholy komponenty, ktera by po odebrani dvou vrcholl byla oddélena od zbytku
grafu a neobsahovala by pevné vrcholy, budou lezet v jedné pirimce.

Pozorovani 7. Mejme graf G = (V,E) a seznam jeho stén F, oboje ziskané
algoritmem z Kapitoly @ Pro kazdou sténu f € F vytvorme novy vrchol vy a bud
V* mnoZina téchto vrcholi. Pak graf G* = (V UV* EU {{u,v} | vy € V¥, u €
f, f € F} je 3-souvisly.

Dukaz. Pro spor nechf jsou vrcholy u,v € V. UV™* takové, Ze po jejich odebrani se
graf G* rozpadne na vice komponent. Ze zptusobu, kterym graf vznika, vime, ze je
2-souvisly, a proto ani jeden z u,v neni z V*. Oznac¢me vrcholy a,b, mezi kterymi
po odebrani u,v nevede cesta, necht P je cesta, ktera je spojuje v G a bez ujmy
na obecnosti diky 2-souvislosti necht u € P a v ¢ P. Pak vrcholy tésné pred
a pou v P sdili v G néjakou sténu f (protoze v G maji vrcholy stupen nejvyse 3)
a tedy lze P upravit vyménénim u za vy, aby spojovala a a b v grafu po odebrani
u,v, coz je spor s volbou a a b.

O

Pro prevedeni grafu na 3-souvisly staci tedy do kazdé stény vlozit novy vrchol
a spojit ho se vSemi vrcholy dané stény. Aby nakresleni odpovidalo predstave,
nemuzeme pridat vrchol pro vnéjsi sténu. I po této modifikaci ztistane novy graf
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3-souvisly, v dikazu by stacilo uvazit specialné pripad, kdy vrchol u lezi na vnéjsi
sténé a tedy nelze pouzit k ndhradé v cesté vrchol vnéjsi stény. Pokud je v G vrchol
u dvojvazny, pouzijme vrchol prislusné vnitini stény. Pokud je trivazny, je tieba
rozlisit jestli jeho sousedni vrcholy v cesté jsou oba na vnéjsi hrané. Pokud ano,
obejdeme u pomoci vrcholli vnitinich stén a vnitiniho souseda u. Pokud ne, staci
pouzit odpovidajici vnitini sténu.

Pak zbyva zvolit pevné vrcholy — v nasem pripadé volime vrcholy puvodni
vnéjsi stény, které rozmistime na kruznici a podle konkrétniho grafu je pak mozné
nastavit vahy jednotlivych vrcholi. Obecné se pro dostatecné malé grafy (do 40-
ti vrchol) osvédéila linedrni zévislost vahy na potadi ptidani vrcholu do grafu,

Obrazek 4.4: Tuttovo nakresleni.
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5. Vysledky

Diky programu popsanému v predchozi kapitole bylo mozné zkusit dokoncit
dikaz Hypotézy || pro nékteré neutralni posloupnosti ¢ (na volbé posloupnosti p
nezalezi, protoze konstrukce pro jadrovy triark nezavisi na velikosti jadra).

Vzhledem k vypocetnim omezenim programu jsme zkusili dokon¢it dikaz véty
pouze pro takové neutrdlni posloupnosti ¢, ze @@ = {r, s} a navic r < s < 18.
Seznam posloupnosti, pro které program nalezl potiebné grafy je v Tabulce [5.1}
Pokud bychom se omezili na rozsah r < s < 14, pak program grafy nalezl pravé
tehdy, kdyz r a s jsou nesoudélna cisla.

r\s|7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
3 e o ° ° ° ° ° .
4 ° ° °

5 e o o e o o

Tabulka 5.1: Uplny vycet dvojic stran, pro které se podafilo dokonéit dikaz
Véty [

Formulujme vysledek do véty.

Véta 8. Pro kaZdou neutrdlni posloupnost q, ktera mad nenulové hodnoty pouze
pro q. a qs, kde r,s je vyznacend dvojice z Tabulky plati ndsledujici: méjme
pripustnou posloupnost (pr) = (p3,pa, - ..), pak ezistuje nekonecné takovych pri-
rozenych n, Ze p + nq je realizovatelnd.

VSechny pottebné grafy pro dolozeni diikazu jsou v Piiloze [A.2]
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(i): 3,4,5,6,7,8,9,10
(ii):
AB:
CD : 1010

(i): 3.4,5,6,7,8,9,10
(ii):
AB:
CD:

(i): 3,4,5,6,7,8,10
(ii):
AB:
CD : 1010

Tabulka 5.2: Prehled nalezenych grafi. Ohranicené bunky kéduji vysledek pro
danou dvojici r, s. Pokud jsou grafy nalezené, je bunka seda. Prvni radek bunky:
k pro nalezené (k, k, k)-triarky; druhy: k& pro nalezené (k, k, k)- a zaroven (k, k,
k — 1)-triarky; tteti: Tetizek pro konstrukei grafu (iii), kde mk odpovida posledni
hodnoté v druhém tadku; ¢tvrty: fetizek pro graf (iv).

18



Z.aver

V préaci se podarilo dokon¢it dikaz nékolika instanci Hypotézy 4], konkrétné
pro neutralni posloupnosti, které maji jen dvé nenulové hodnoty, velikosti jejich
stén jsou nesoudélné a dostatecné malé. Vycet vsech dvojic téchto hodnot je
v Tabulce .1} Vysledek je schrnut do Véty [§

Kromé teoretického vysledku poskytujeme implementaci algoritmu z Kapi-
toly [3] kterd muze slouzit pti hleddni 3-reguldrnich grafi, specilné i s konkrétné
zadanymi velikostmi stén.

Na zakladé ziskanych vysledki bychom v budoucnu radi zjistili, jestli Hypo-
téza 4| plati i pro néjaké posloupnosti, jejichz mnozina stén ma soudélné prvky.
Také bychom radi ovérili, ze pokud jsou nesoudélné, plati hypotéza vzdy.

Vedle hlavniho tématu prace bychom radi ziskali vhodnéjsi algoritmy pro kres-
leni rovinnych grafii do lidsky dobie citelné podoby.
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A. Prilohy

Prilozeny disk obsahuje zdrojové kody aplikace, spustitelnou aplikaci a vy-
sledky, které jsme ziskali.

A.1 Program

Prikladdame zdrojové kédy v C# (NET Framework 4.6.1) v podobé komplet-
niho projektu pro Visual Studio 2015. A také spustitelny soubor Triarc.exe,
ktery zpristupnuje uzivatelim Windows aplikaci bez nutné kompilace.

A.2 Ziskané vysledky

Prikladdme grafy, které dokazuji pravdivost hlavniho vysledku, Véty [§| Pro
kazdou dvojici stén r, s, kterd je v Tabulce oznacena, je ve slozce grafy
priloZena slozka s velikostmi stén v ndzvu. V ni jsou shrnuté parametry nalezenych
grafi a podadresare s jednotlivymi grafy ve vsech forméatech popsanych v Sekci
0.2
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