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Uvod

[tera¢ni metody nejsou samy o sobé prilis spolehlivé ve smyslu konvergence,
proto se dfive pro Teseni velkych soustav linearnich algebraickych rovnic casto
nevyuzivali. K vyznamné zméné nazoru na jejich praktickou pouzitelnost doslo
po objeveni predpodminéni a v souvislosti s rozvojem vypocetni techniky. Jedna
z nejpouzivanéjsich metod predpodminéni pro tlohy s hermitovskymi a pozitivné
definitnimi maticemi je naplni této bakalarské prace. Neuplna Choleského fak-
torizace se pouziva zejména k predpodminéni metody sdruzenych gradienttt, coz
je itera¢ni metoda, kterd fesi takovyto typ tuloh. V préci se sezndmime s uvede-
nymi pojmy a blize nahlédneme do problematiky netiplné Choleského faktorizace
a jejich variant. Omezime se pritom na realné symetrické a pozitivné definitni
matice.

Préace je strukturovana nésledujicim zptisobem. Prvni kapitola je vénovana
standardni Choleského faktorizaci, zptisobtim jejiho vypoctu a aplikaci na sou-
stavu linedrnich algebraickych rovnic s hustou a fidkou matici. U fidkych matic
jsou vysvéetleny problémy, které mohou v pribéhu vypoctu nastat, zejména zapl-
néni faktoru L. V druhé kapitole srovnavame primé a iteracni metody, vystihu-
jeme jejich klady a zapory. V dalsi kapitole pokracujeme predstavenim jedné z
nejpouzivanéjsich itera¢nich metod - metody sdruzenych gradienti. Po odvozeni
algoritmu sdruzenych gradient stru¢né zminime znama fakta o jeho konvergenci
a na konec uvedeme téma predpodminéni, které je naplni ¢tvrté kapitoly. Zde si
vysvétlime hlavni ideu predpodminéni, jeho potencial pro iteracni metody a zpi-
soby jeho aplikace. Jako ptiklad je pak uvedena neiplnd LU faktorizace (ILU)
a jeji specialni pripad, neuplna Choleského faktorizace (IC). Paté kapitola tvori
jadro prace. Nejprve se zabyvame samotnou existenci IC, ktera vyplyne z dikazu
véty o existenci ILU, k niz bude za potiebi zavést nékolik definic a pomocnych
vét. Dozvime se tak, ze existenci IC lze zatim dokazat jen pro H-matice a ze u
obecnéjsich matic mize dojit k tzv. zlomu. Uvedeme par navrhi, jak tomuto pro-
blému zamezit. Dale pokracujeme predstavenim dvou zakladnich algoritmi IC,
ze kterych jsou posléze odvozeny jejich rtizné varianty. Ty si rozdélime v dalsi
sekci do trech tTid podle jejich charakteristik a uvedeme si v kazdé tridé alespon
jednu nejpouzivanéjsi variantu, kde zaroven ohodnotime jeji potencial. Na zaveér
navrhneme novou variantu IC, jez se snazi o novy pohled na problém hledani op-
timalni matice predpodminéni pro CG. Popiseme si jeji navrzeni a pouzijeme ji
pro par vybranych ridkych matic. Vysledky zkoumani poté vyhodnotime a strucné
shrneme v zavéru prace.

Jelikoz je prace zamérena predevsim na predstaveni netplné Choleského fakto-
rizace a jejich variant, zvidavy ¢tenar je odkazan k bliz§imu seznameni s nékterymi
problémy, které jsou v praci jen strucné zminény, k dalsi literatute.



1. Choleského faktorizace

1.1 Husté matice

Choleského faktorizace je varianta Gaussovy eliminace urcena specialné pro
symetrické a pozitivné definitni matice (SPD), ktera danou matici rozlozi na sou-
¢in dvou matic, kde jedna je dolni trojihelnikova s kladnymi prvky na diagonale
a druhd je k ni transponovana matice, tj.

A=LL" (1.1)

Véta 1. Necht A € R™™" je symetrickd a pozitivne definitni matice. Pak existuje
pravé jedna dolni trojuhelnikovd matice L s kladnymi prvky na diagondle takovd,
Je A= LL".

Prestoze matice L je jednoznac¢né urcena dle Véty 1, existuje vice variant al-
goritmt, kterymi mizeme L vypocitat. Tyto varianty se lisi pfedevsim zptisobem
vypoctu a vzajemnym poradim, v jakém prvky matice L ziskavame.

1.1.1 Zputsoby faktorizace

Prvni variantu, kterou uvedeme, je varianta sloupcova. Zde v kazdém kroku
pocitame prave jeden sloupec matice L, a k tomu vyuzivame piivodniho sloupce
matice A a kombinace jiz vypocitanych sloupcii matice L. Schéma algoritmu
vypadd takto (pouzivame standardni algoritmické znaceni programu MATLAB)

1.

j—1

Wi.p = Aj:n,j - Z Lj,ij:n,k

k=1

2.
Lj; = wj
3. ]
Lj+1:n,j = —Wjtin-

VWi

Druhou variantou je vypocet po fadcich. Uvazujme blokové rozdéleni matice
A tvaru

A= <3§ z> , (1.2)

kde M € Rv=Dx(=1) 4 ¢ R*1 a 5 € R je kladné &slo. Nejprve si ukdzeme, Ze
plati nasledujici lemma.

Lemma 2. Necht A € R™™" je symetrickd a pozitivne definitni matice a bud
jeji blokové rozdeleni. Pak submatice M je také SPD.



Diikaz. Bud z € R"! libovolny vektor. ProtoZe A je SPD, tak plati

My vsak chceme 27 Mz > 0. To jde ale snadno odvodit, neb % je zfejmé neza-
porné realné ¢islo, tedy

0<al (M — uzT> r=x" Mz — xTusz =o' Mz — M;TxTx <z'Mz
O
Dle Véty 1 existuje dolni trojuhelnikova matice Lj; takova, ze
M = LyLY,.
Odsud LN (LT w
A:(u% t)(é” t), (1.3)
kde w = Lyju at = (s — wTw)/2. Oznaéme L = (fl% g , pak A = LLT.

Je jasné, ze matici Ly, lze ziskat stejnym zptsobem jako jsme ziskali L a takto
muzeme pokracovat rekurzivné dal. V tomto schématu tedy sestavujeme matici
L po tadcich a to bez toho, ze bychom vyuzivali a jakkoli ménili strukturu dolni
trojihelnikové ¢asti matice pod modifikovanym radkem.

Treti varianta, nazyvana submaticova varianta, je nejblizsi predstave o klasické
Gaussové eliminaci.
Da se ukazat, ze matici L lze dostat jako sou¢in n dolnich trojihelnikovych matic
s kladnymi prvky na diagonale [§], tj.

L=1ILLy..Ly, (1.4)

kde tyto matice pro kazdé ¢ = 1,...,n maji tvar




Pfitom d; € RT,v; € R a I,,_;, € R~ je jednotkova matice.
Odsud déle dostavame (viz [6])

L=Li+Ly+..+L,—(n—1)I,. (1.5)

Tedy i-ty sloupec matice L je stejny jako i-ty sloupec matice L;.

V kazdém kroku jsme vytvorili Schuriv doplnék, ve kterém jsme provadéli
dalsi zmény, aniz bychom zasahovali do zbylé ¢asti matice. Ve sloupcovém algo-
ritmu jsme naopak vyuzivali jiz vypocitanych sloupcii a v ¢asti dolniho trojihel-
nika napravo od sloupce, ktery v daném kroce modifikujeme, jsme neprovadéli
zadné zmeény.

Pro nazornost si uvedeme schématické znazornéni zminénych tii variant Cho-
leského rozkladu.

vypoctené, ddle neménime

vypoctené, pouiivame

— jesté nevypoctené

T

pocitany sloupec

Obrézek 1.1: sloupcova varianta

vypoctené, pouZivame

g pocitany radek

jesté nevypoctené

Obrazek 1.2: fadkova varianta



uZ vypoftené, nepouiivame, neménime

Schuritv doplnék

!

pocditany sloupec

Obrazek 1.3: submaticova varianta

Uvedené t1i varianty nam davaji rtizné nahledy na Choleského faktorizaci matice
A, coz lze vyuzit pri zkoumani rychlosti vypoctu faktoru L. Neda se jednoznacéné
rict, ze je jeden algoritmus lepsi nez druhy. Pti porovnani zélezi na ridkosti matice,
strukture jejich nenulovych prvk nebo na konkrétni implementaci a pocitacové
architekrure.

1.1.2 ResSeni soustavy

Mé¢jme linedrni soustavu rovnic
Az = b, (1.6)

kde A € R™"™ je SPD matice, b € R™ a x € R" je hledany vektor feseni. Po
aplikaci Choleského faktorizace na matici A dostavame

LL "z = b, (1.7)

coz lze napsat jako
Ly =1, (1.8)
kde y = L"x. Resime nejprve soustavu 1) a az poté soustavu

L'z =y. (1.9)



1.2 Ridké matice

Ridka matice je obvykle definovana jako matice, kterd obsahuje velmi malé
mnozstvi nenulovych prvki. Korektnéjsi je vsak tato formulace.

Definice 1 ([15]). Ridkd matice je takovd matice, jejiz rozloZeni nulovych a nenu-
lovyjch prvki nam umozZnuje vyuzit specidlnich technik pri maticovijch operacich.

U hustych matic je obecné schéma hledani vektoru feseni pomoci soustav
a podle predeslého algoritmu vyhovujici. P¥i praci na paralelnich po-
¢itacovych architekturach se ale proces reseni také zkomplikuje. U ridkych matic
nastava v prubéhu Choleského faktorizace problém se zaplinovanim matice A, coz
vede ke ztraté ridkosti matice L. Jinak Tfec¢eno ma matice L nenulové prvky i
na mistech, kde matice A ne (brano v dolni trojihelnikové casti). Rozdil mezi
poctem operaci potfebnych k vypoctu dolni trojihelnikové matice L u fidkych a
hustych matic je razantni, co se tyce paméti a ceny vypoctu. Tento problém se da
resit pomoci tzv. preusporadani, ktery nam umozni pracovat s novou ekvivalentni
soustavou

Az =, (1.10)
jez vznikla vhodnym preusporadanim rovnic a poradim neznamych v soustave
. Vhodnym preusporadanim se mysli to, ze matice A je nejen SPD, ale
pustime-li na ni Choleského faktorizaci, pak se oproti ptivodni matici zaplnuje
mnohem méné. Soustavu pak Tesime stejné jako bylo uvedeno u hustych
matic. Problém vhodného vybéru typu preusporadani matice A (transformace
pomoci néjaké permutacni matice) je velmi obsahlé a diskutované téma, které

je nad rdamec této bakalarské prace. Pro ilustraci si ale uvedeme alespon jeden
priklad z [§].

Necht
412 1 2 7
1 % 00 0 3
A=12 0 3 0 0]|,b=|T7
5 002 0 —4
2 0 0 0 16 —4
a méjme soustavu Az = b. Matice L z Choleského rozkladu ma tvar
2 0 0 0 0
3 0 0 0
L={1 -1 1 0 O
11 1 1
4 "1 T2 2
1 -1 -2 =31

Zde vidime, ze doslo k zaplnéni dolni trojihelnikové ¢asti matice A na Sesti mis-
tech: agy, asz, a3, asz, as3, ass.

Bud

s

I
_ o O O O
o= O OO
OO = OO
o O O = O
OO OO =



Pfendsobenim matice A zleva matici P a zprava matici P7 dostaneme

16 000 2
0 200 3
A=PAPT =10 0 3 0 2
000 %1
2 1214

Spustime-li na tuto matici Choleského faktorizaci, dostaneme A= [A/IA/T, kde

4
0 0,791

L=1|0 0 1,73
0 0 0 0,707
05 0,632 1,15 141 1,29

Vsimnéme si, ze nedoslo k zadnému zaplnéni dolni trojihelnikové casti matice
A. Déle P je unitarni matice, tedy plati PT = P~!. Nyni miZzeme Tesit novou
soustavu Az = 13, pricemz & = Px a b = Pb. Lze snadno nahlédnout, Ze tato
soustava je ekvivalentni ptivodni soustavé. Spravny vybér permutacni matice P
tedy muze drasticky zlepsit efektivitu vypoctu reseni .



2. Primé metody vs iteracni
metody

Pro teseni soustav typu
Ar=b, AecR™ beR" ze€R" (2.1)

je mozné pouzit dva zdkladni typy metod, a to primé a iteracni. Typickym pti-
kladem pirimé metody je Gaussova eliminace. Jeji specidlni ptipad, kterym je
Choleského faktorizace, jsme diskutovali vyse. Prikladem iterac¢ni metody pro Te-
seni soustavy se symetrickou a pozitivné definitni matici je metoda sdruzenych
gradienti, kterou si odvodime v dalsi kapitole. Tyto metody jsou velmi odlisné a
opét nelze tict, kterd z nich je lepsi, nebot zalezi na mnoha faktorech.

Iteracni metody jsou zaloZeny na tom, ze se zvoli néjaka vhodna pocatecni
aproximace presného feseni x, oznaCme xg, a urc¢i se posloupnost aproximaci
{@n},en tak, ze

lim x, = z. (2.2)

n—oo
V metodé sdruzenych gradientt je napriklad xy = 0 a rekurentni predpis k vypo-
¢tu k-té aproximace je dan vzorcem xy := x_1 + Yp—1Pk—1 (viz tfeti kapitola).

Problémem iteracnich metod je to, Ze jsou obecné nespolehlivé, nebot nevime,
jestli viibec dokonvergujeme k presnému teseni. V teorii doséhneme presného
feseni rovnice pouzitim itera¢ni metody po nekoneéné mnoha krocich. V
praxi pak mame zastavovaci kritéria, podle kterych urcujeme, kdy pro nas ma
vypocet jesté smysl [§]. U primych metod je naopak zaruceno jejich zastaveni po
kone¢né mnoha krocich.

Dalsim rozdilem je potfebny prostor v paméti pocitace. Zatimco u primych
metod provadime maticové operace, k ¢emuz je potieba si vzdy uchovavat v pa-
meti celou matici, iteracni metody vyuzivaji ¢asto pouze operace typu matice
krat vektor, coz je znacné levnéjsi a efektivnéjsi na provedeni, nebof u matic se
specialni strukturou staci znat zpusob, jak vypocitat matice krat vektor. Pri-
kladem ndm bud cirkulantni matice (¢tvercova matice, jejiz (j + 1)-ty sloupec
vznikl z j-tého sloupce cyklickou zaménou, tj. a; — a,,as — ay, atd. pro kazdé
j=1..,n-1)

ay anp ... Q9
[25) ay ... as
A= ,

ayp Ap—1 ... QA1
ai
. vy .. P . . )

kde si staci ulozit pouze prvni sloupec matice, tj. vektor a =

Qn,

Komplikovanéjsi je srovnani podle rychlosti vypoctu. Ptimé metody jsou velmi
zavislé na strukture matice, to jsme mohli vidét v predeslé kapitole u ridkych
matic, kde dochazelo k jejich zaplnéni. U iteracnich metod je zase pocet iteraci
zavisly na povaze matice A a na zastavovacim kritériu.
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3. Metoda sdruzenych gradienti

V této kapitole se budeme vénovat nejpouzivanéjsi iteracni metodé pro feseni
soustavy linedrnich rovnic Ax = b s realnou symetrickou a pozitivné definitni
matici - metodé sdruzenych gradienti (CG), jez je metodou Krylovovych pod-
prostort.

Princip CG spociva v tom, ze se v kazdém kroku algoritmu chceme co nejvice
priblizit k presnému reseni z vzhledem k energetické normé A a tato aproximace
ma v k-tém kroku lezet ve varieté xo + Ki(A,ro), tj.

min ||x — x|l 4, Tk € xo + Ki(A,r0),

kde zq je pocateéni aproximace a rg je poc¢atecni reziduum.

3.1 Odvozeni algoritmu

Reseni soustavy linearnich rovnic

Az =10 (3.1)
Ize ztotoznit s ilohou minimalizace funkciondlu energie
L 7 T
F(z) = 3% Az — 27 b. (3.2)

Staci tedy polozit grad(F(x)) = Az —b=: 0.
Definice 2. Bud A symetrickd a pozitivné definitni matice. Skaldrni soucin na A
definujeme predpisem (x,y)4 = 2T Ay a energetickou normu indukovanou (x,y) 4

jako [|z[, = \/(z,x) .

. 2 2

Dosazenim bodu zj, do F dostaneme F(zy) = % ||z — 2|3 — 3 |z Odsud
vidime, Ze je nutné minimalizovat z —x v A-normé. Konstruujeme tedy postupné
posloupnost aproximaci {xy}, .y tak, ze

T = Tp—1 + Vh—1Pk—1, (3.3)

kde pr_1 je smér minimalizace (zatim predpokladdme, ze ndm ho nékdo dal) a
Ye—1 je tzv. krok minimalizace zvoleny jako

T
Pr—1Tk—1

=T (3.4)
Di—14Pk-1

Pfendsobenim rovnice (3.3)) matici A zleva a odec¢tenim od vektoru b dostaneme

rekurentni vztah pro reziduum

Vk—1

Tk = Th-1 — Ve—1ADk—1. (3.5)
Lze jednoduse ukazat, ze plati r, L pp_1 pro kazdé k € N :

T
Pr—1Tk-1

T
7 Pr_1Apr—1 = 0.
pfflApkq ot !

T T T T
Pr_1Tk = Pp—1Tk—1 — ’Vk—lpk_1Apk:—1 = Pr—1Tk-1 —

10



Nyni uz mame aparat na sestaveni sméru minimalizace. Volme pg = r¢ (tj. budeme
opravovat pocCate¢ni aproximaci ve sméru rezidua) a pro k € N polozme

Pr =Tk + OkPr-1, (3.6)

kde oy je cislo definované tak, aby pr L4 pr_1.
Tedy

0= pr_ 1 Apr, = p_1(Ary + 0xApi_1),

coz dava

I Ar
by = ——Dht Tk (3.7)
Pr_1APr—1
Lemma 3. Pro vyse definované skaldry plati
s = i TE 5 — rLrg
k=1= 7 4 s k= -
Ph_1APE-1 ThoTk-1
Diikaz. Dosazenim vztaht z (3.6), (3.5) do (3.4), (3.7) a naslednymi dpravami
dostaneme pozadované rovnosti. O

Algorithm 1 Metoda sdruzenych gradienti
1: input A, b, x
2: rg:=b— Axg

3: Poi=To
4: for k =1,2,... do
T
. P e
o Th=1 pl | Apr_1

6: T = Tp—1 + Vk—1Pk—1
T Tk = Th—1 — Ve—1APr_1
8

T
5 — T Tk
K Tho1Tk—1
9: Pk =Tk + OkPr—1

10: end for

Z lokalni A-ortogonality smérovych vektort, kterou jsme dostali specialni vol-
bou 9y, lze matematickou indukci dokézat i jejich globalni A-ortogonalitu, a navic
globalni ortogonalitu rezidui vzhledem k eukleidovskému skalarnimu soucinu, tj.

pi Lapjar, L rjVi#j.

Jelikoz pracujeme v koneénérozmérném prostoru (A € R™*™), tak muzeme Algo-
ritmem 1 zvolit maximalné n smérovych vektoru. Z tohoto faktu plyne, ze me-
todou sdruzenych gradienti dokonvergujeme k pfesnému feseni (v matematicky
presné aritmetice [12]) maximalné po n krocich. D4 se totiz ukazat, ze plati

Lemma 4. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

i) Triclennd rekurence se zastavi, tj. nastane xy = Tp_1;
i1) v, = x, kde x je presné reseni soustavy (3.1);

it1) pr—1 = 0 nebo yx—1 = 0.
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Diikaz. Predpokladejme, ze plati x; = x;_1. Pak z rovnice (3.3]) vyplyva, Ze toto
nastane pravé tehdy, kdyZ pp_; = 0nebo v,y =0<=pl 11 =0<= 11 =
0. Tedy dostavame, ze reziduum je nulové, tedy jsme dokonvergovali k presnému
feseni x. O]

3.2 Konvergence CG

Odvozenim vyse uvedenych vztahi ziskavame rovnosti

Span{pmpla e >Pk71} = Span{roﬂ”la ce 77nk71} = Kk(Aﬂ“o)-

Zaroven si xj muzeme vyjadrit jako

k
Tk = To + Z’Yj—lpj—h
i=1

tedy xy, lezi ve varieté xg + Kj(A,ro). Odsud

Tr—x = min T — :
o —al = min ey,
Nejpouzivanéjsim odhadem pro konvergenci CG je odhad, ktery je zalozen na
odhadu pro CebySevovu semiitera¢ni metodu [12]

@], _, (ra) - 1) .
1O, ="\ ey +1)

kde e®) = 2 — 2, je chyba k-té aproximace a x(A) je ¢islo podminénosti matice
A. Tento odhad ndm déava rychlou konvergenci CG pro k(A) ~ 1, naopak pro
velké k(A) neni odhad v praxi prilis zajimavy. Konvergence CG zavisi predevsim
na rozlozeni vsech vlastnich ¢isel matice A a na zaokrouhlovacich chybach.
Zlepseni konvergence muzeme dosahnout pomoci predpodminéni matice A né-
jakou ji blizkou, symetrickou a pozitivné definitni, hezkou matici v tom smyslu, ze
jejl konstrukce a aplikace budou levné. Zaroven se vyzaduje, aby predpodminény
systém byl snadno fesitelny. V 70. letech 20. stoleti predstavili Meijerink a Van
der Vorst netplnou Choleského faktorizaci pro sdruzené gradienty (ICCG), jez
prave Tesi tento problém nalezeni matice splnujici vyse uvedené pozadavky.
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4. Predpodminéné iteracni
metody

V matematickém modelovani fyzikalnich jevi se ¢asto setkame s parcidlnimi
diferencidlnimi rovnicemi, k jejichz vyTeSeni je potfeba numerickych schémat,
které vedou k soustavam linearnich rovnic s velkou fidkou matici. K teSeni téchto
soustav se vyuzivaji predevsim iteracni metody, nebot (jak jsme jiz vidéli v kapi-
tolach 1-2) u primych metod dochazi k zaplnovani matice, a tedy k podstatnému
zvyseni ceny vypoctu. Problémem itera¢nich metod je vSak jejich nespolehlivost.
V 70. letech 20. stoleti se zjistilo, ze 1ze dosdhnout zrychleni konvergence iterac-
nich metod vyuzitim tzv. pfedpodminéni, vice o historii predpodminéni v [1].

Hlavni ideou predpodminéni je modifikace dané tlohy

Az =10 (4.1)

na ,hezét“ dlohu

Az =b, (4.2)

kterd je 1épe Tesitelna a vypocetné méné nakladna nezli . Chceme tedy matici
A aproximovat néjakou matici M, ktera je ji v néjakém smyslu blizka
(tj. M =~ A, M~'A =~ I), Ize snadno zkonstruovat a vypocet s ni je levny. Tato
matice je vzdy regularni a umoznuje nam transformaci na a nazyva se
matice predpodminéni.

Matici predpodminéni M lze aplikovat tfemi zptisoby:

o zleva
M YAr = M~ (4.3)
e zprava
AM'y=b, z=My (4.4)
e oboustranné
M{YAMy Yy = M7, o= My'y, M = MM,. (4.5)

Je dilezité, kterou z téchto moznosti zvolime, nebof se dle typu matic A a M
muze konvergence itera¢ni metody chovat rtzné v , , jako je tomu
napiiklad u matic daleko od normalnich aplikaci GMRES [1].

Z odhadu (3.8) z kapitoly 3 vime, ze u SPD matic zalezi rychlost konvergence CG
na rozlozeni vlastnich cisel matice A. Jsou-li vlastni ¢isla rovnomeérné rozlozena,
pak CG konverguje obecné Spatné.

Uvazujme nyni soustavu s velkou fidkou matici A. Jeden z nejpouzi-
vanéjsich postupt k nalezeni matice predpodminéni je neuplna LU faktorizace
(ILU) matice A, ktera vznikla modifikaci Gaussovy eliminace. Jelikoz chceme,
aby matice L a U byly také ridké a operace s nimi byly levné, tak definujeme
mnozinu S jako mnozinu obsahujici vsechny pozice prvka matice A, kterym do-
volime se v pribéhu Gaussovy eliminace ménit. Obvykle sem patii i diagonalni
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prvky. Mnozinu S volime podle néjakych kritérii zohlednujicich strukturu matice
A nebo velikost jejich prvku (viz nasledujici kapitola). Specialnim pripadem ILU
pro symetrickou a pozitivné definitni matici A je nedplné Choleského faktorizace
(IC), kde matice predpodminéni je tvaru

M=LL" = A.
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5. Neuplna Choleského
faktorizace

5.1 Existence

Neuplna Choleského faktorizace (IC) se zahy po svém uvedeni stala nejslib-
néjsim typem predpodminéni pro metodu sdruzenych gradientti. Bylo prirozené
klast si otdazku, kdy a za jakych okolnosti existuje neidplna Choleského faktori-
zace. Touto problematikou se zabyvali v 70. letech 20. stoleti Meijerink a Van der
Vorst, ktefi v [14] dokézali existenci netplné LU faktorizace (ILU) s libovolnym
zaplnénim pro M-matice. Odtud nasledné vyplyva existence IC pro symetrické
M-matice. Neni potieba zvlast vyzdvihovat pozitivni definitnost, nebot kazda sy-
metrickd M-matice je pozitivné definitni dle |2, [10]. Na zdkladé téchto a dalsich
vysledkii Meijerinka a Van der Vorsta se zacalo pocitani pomoci predpodminé-
nych sdruzenych gradientu (PCG) intenzivné rozvijet. Ukazme si nyni nékolik
teoretickych tvrzeni.

Definice 3. Rekneme, Ze matice A = (a;;) € R™" je M-matice, jestliZe plati
a;; <0 Vi # j,
CLZ'Z'>O ViE{l,...,n},

A je regquldrni a A=t > 0.

Poznamka: Takovyto typ matic ziskavame casto diskretizaci eliptickych a para-
bolickych parcidlnich diferencialnich rovnic.

Definice 4. Rekneme, Ze stépeni A = B — C' je requldrni, pokud B~' > 0 a
C >0.

K dtkazu véty o existenci netiplné LU faktorizace budeme potiebovat nasledujici
dvé véty, které nebudeme dokazovat. Dikazy lze najit v [14) [7) 16].
Prvni véta nam tika, ze aplikaci jednoho kroku Gaussovy eliminace na M-matici

dostaneme opét M-matici.

Véta 5 (Ky Fan [7, strana 44]). Bud A = (a;;) € R™" M-matice. Oznacme
AW matici ziskanou z A eliminaci pruniho sloupce pomoci prontho tddku. Pak
A = (ag)) je také M-matice.

Nésledujici vétu pouzijeme k tomu, abychom mohli vynechat nékteré mimodia-
gonalni prvky béhem konstrukce netiplné LU faktorizace matice A ve Vété 7.

Véta 6 ([14) strana 150], [I6]). Necht A = (a;;) € R™™ je M-matice a B =
(bij) € R™™ je matice spliujici

Cbij S bij S 0 VZ 7&],
O<aii§bii VZG{l,,n}

Pak je B také M-matice.
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Nyni uz méame nastroje k dokazani véty o existenci ILU. Pted tim ale jesté
definujme mnozinu S takovymto zptisobem

SCnxmn A {(i,j) enxn; i=j}CS. (5.1)

Véta 7. Necht A = (a;;) € R™™ je M-matice. Pro kaZdou mnoZzinu S definovanou
vyse pak existuji dolni trojihelnikovd matice L = (I;;) s jednickami na diagondle,
horni trojihelnikovd matice U = (w;;) a matice R = (r;;) spliujici

lij=0 pro (i,j) &5,
uij =0 pro (i,j) & 5,
ri; =0 pro (i,j) €S,
A=LU — R je reqularni stépeni.

Matice L a U jsou navic urcené jednoznacné.

Diikaz. Na zacatek shrnme v nékolika vétach, jak budeme v dikazu postupovat.
Matice L, U a R zkonstruujeme v (n — 1) krocich. V k-tém kroku odec¢teme od
matice A®V jeji prvky na pozicich (k,j), (i,k), pokud nelezi v mnoziné S, a
dostaneme tak matici A®). Ode¢tené prvky budou na stejnych pozicich s opad-
nym znaménkem v matici R*) a ostatni hodnoty této matice nastavime na nulu.
Poté spustime jeden krok Gaussovy eliminace na matici A®). Po (n — 1) krocich
bychom tak méli dostat horni trojihelnikovou matici A=, coz bude nase ma-
tice U, dolni trojihelnikovou matici L = (L(”_I)L("_Q) e L(l))_l a nezapornou
matici R := RM + R® + ... + R glozenou z piispévki k celkové chybé tak,
ze A= LU — R.

Nejdrive si zavedeme znaceni
AB = (), AW = (aB), L0 = (19), RO = (1O)

Definujme proVk=1,...,n—1

kde matice R®) vypada takto

Tlg;kg) _ _a]g"f]fl), pokud (k,j) & S,

rgz) = —agi_l), pokud (i,k) & S,
rl(’kj) =0, jinak.

Matice L™* je matice z Gaussovy eliminace aplikovand na fl(k), ktera vynuluje
prvky v k-tém sloupci matice A®) pod prvkem a;’;) pomoci k-tého radku. Tedy
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matice L*) je tvaru

=T+ 1Wel ®

A = A byla dle predpoklad@ M-matice, tedy vsechny jeji mimodiagonalni
prvky jsou nekladné. Z tohoto faktu a z definice RV plyne, ze RV > 0, tj.

vSechny prvky matice R jsou nezaporné.

Pouzitim Véty 6 na matice A© a AD = AO 4+ RM dostaneme, 7e AD je M-

matice, nebof

Tedy musi platit

i)
O]
a1

Déle aplikaci Véty 5 na A® = LO AWM dostavame, ze AD je také M-matice.
Stejnym postupem ukazeme, ze

je

M — matice,

M — matice,

Je jednoduché odvodit, ze plati

L&) pm) — p(m)

pro k <m.



Odtud a z definic uvedenych na zacatku dikazu plyne
Am=1) _ (n=1) f(n—1)
— (=D p(n=2) | [ (n-1) p(n-1)
= (=) (n=2) f(n=2) 4 [(n-1) p(n—1)
= (=D (=2 g(n=3) | 1 (n=1) [ (n=2) p(n=2) | 1(n=1) p(n-1)

= =D m=2) M AO0 L gl pORM 4 ) () RE)
+ .o 4 L) 1)

Le=DLeD L0 (A4 RV 4 R 4. ROV,

1
Oznaéime-li nyni U := A®=D [ := (L("fl)L("*Q) e L(l)) aR:=RW4+R® 4
-4+ RV pak A = LU — R. Mame tedy dokazanou existenci matic L, U a R.

Navic plati

(LU) " = UL = (A L >0, R0,

a tedy stépeni A = LU — R je regularni.

Jednoznacnost matic L a U vyplyva z jejich konstrukce a z toho, Ze L ma na
diagonale samé jednicky.
O

7 této véty uz primo plyne jeji specidlni verze pro symetrické M-matice, ktera
nam dava existenci netplné Choleského faktorizace.

Véta 8. Bud A symetrickd M-matice. Pak pro kaZdou mnozinu S splnugjici
existuje jednoznacné urcend dolni trojiuhelnikovd matice L s kladnymi proky na
diagondle a symetrickda nezapornd matice R tak, Ze

lij=0 pro (i,j) &5,
rij =0 pro (i,j) €S
a §tépeni A = LLT — R je requldrni.

Dukaz. Stejné jako v dikazu Véty 7 dostaneme A = LU — R, kde U = DLT
a D je diagonalni matice s kladnymi prvky na diagondle. Tedy L := LD, kde

D = diag(\/dyy, . ..,/ o). O

Definice 5 ([9]). Matice A € R"*™ je ostre diagondlné dominanini, jestlize plati
Z la;;| < laiu| pro Vied{l,...,n}.
—
i
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Definice 6 ([11]). Matici A € R™™ nazveme H-matici, pokud je A zobecnénd
ostre diagondlne dominantni matice, tj. existuje vektor x € R™, x > 0 takovy, Ze
A = Adiag(zy,...,x,) je ostre diagondlné dominantni matice.

Nedlouho poté Varga, Saff a Mehrman rozsitili ve své praci ditkaz na existenci
ILU (resp. IC) pro obecnéjsi typ matic, a to H-matice. Nanestésti pak ale Kershaw
ukazal, ze pro SPD matice IC obecné nemusi existovat, nebof muize nastat tzv.
zlom (ang. pivot breakdown). Tato situace vznika tehdy, kdyz se nam ve faktoru
L objevi na diagonale nula nebo zaporné ¢islo. To vede k zavaznému problému,
kdy nase matice predpodminéni uz neni pozitivné definitni, a nemtzeme ji tak
pouzit k predpodminéni metody sdruzenych gradientii. Zacalo se tedy zkoumat,
jak netplnou Choleského faktorizaci zlepsit, aby nedoslo ke zlomu.

S navrhem prisel nejdiive Kershaw, ktery zaporné a malé pivoty nahradil v
kazdém kroku néjakym kladnym ¢islem p;. Ukazalo se, ze pro maly pocet tako-
vychto pivotid, ndm dava tato metoda porad uspokojivou matici predpodminéni.
Problém ale nastane pri vybéru ¢isla p; [1].
takové cislo a > 0, aby probéhla netplna Choleského faktorizace matice A =
A + adiag(A) bez zlomu. Jelikoz se ale ¢islo a ziska zkouSenim, mize se ndm
vypocet znacné prodrazit.

Nakonec jesté uvedeme navrh prezentovany Ajizem a Jenningsem, ktery spo-
¢ivad v tom, zZe vynulujeme-li béhem IC prvek a;;, pak musime nasledné jeho
absolutni hodnotu pficist k diagondlnim prvkim a;; a a;;. Vysledek IC, tj. dolni
trojuhelnikova matice L, je pak presné matice ziskand Choleského faktorizaci
matice A = A + C, kde C je pozitivné definitni matice nazyvand matice vyru-
seni (ang. cancellation matrix). Velkym kladem tohoto postupu je, ze dostaneme
p(I — A*A) < 1. Ziskand matice pfedpodminéni A viak mize byt daleko od
matice A.

5.2 Zakladni algoritmy

Uvedeme si nyni dva zakladni algoritmy netplné Choleského faktorizace, jeji
klasickou a modifikovanou verzi. Z téchto dvou algoritmii jsou pak volbou kritérii
na mnozinu S z (5.1) odvozeny ruzné varianty IC, o kterych budeme mluvit v
sekei 5.3.

5.2.1 Kilasicka neuplna Choleského faktorizace

O Kklasické netiplné Choleského faktorizaci (déle jen IC) jsme jiz kratce mlu-
vili v kapitole o predpodminénych iteracnich metodach. IC je takovou modifikaci
standardni Choleského faktorizace, ze zapliuje pouze predem urcend mista vy-
sledné matice L (resp. LT), nebot chceme, aby i tento faktor L udrzoval f{dkou
strukturu puvodni matice A. Mnozinu obsahujici tato mista jsme oznacili S, viz

(5.1). Pozadujeme tedy, aby
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Algorithm 2 IC
1. input A = (a;;) € R, SPD
2: for k=1:ndo

3: Ak, = \/m

4: forio=k+1:ndo

5: if (i,k) € S then

6: ai,k = 227’712

7 end if

8: for j=k+1:ndo

9: if (i,j) €S and (j,k) € S then
10: Qi = Qi — Qj kA5 K
11: end if

12: end for

13: end for

14: end for

Pokud mnozina S obsahuje vSechny mozné pozice matice A, tj. S = {(i,j) €
n X n}, pak dostaneme standardni iplnou Choleského faktorizaci. Zvolime-li S =
{(i,5) € n x n; a;; # 0}, pak ma matice L nuly na stejnych mistech jako dolni
trojuhelnikova ¢ast matice A. Pro takto zvolenou mnozinu S rikdme, Ze mame ne-
tplnou Choleského faktorizaci s nulovym zaplnénim a znacime ji zkratkou IC(0).
Lze ukézat, Ze Algoritmem [2| dostaneme pro matici M = LLT rovnost

mi; = ai;, pokud (ij) € S. (5.4)

Tato podminka ndm v nékterych pripadech muze zarucit dobrou matici predpod-
minéni. Postupovat jde ale i obracené. Chceme-li splnit (5.3) a (5.4)), dostaneme
presné Algoritmus 2]

5.2.2 Modifikovana neaplna Choleského faktorizace
Misto podminky (5.4) mizeme od matice M pozadovat, aby platilo

me = Zam VZ a mi,j = am-, pokud 7 #] A\ (Z,]) € S (55)
7=1 7=1

pro néjakou volbu S. V tom tedy spociva hlavni rozdil mezi modifikovanou net-
plnou Choleského faktorizaci (dale jen MIC) a IC.

Predpokladejme nyni splnéni podminky . To jest, chceme, aby soucet kaz-
dého radku matice M byl stejny jako soucet daného radku matice A a také aby
mimodiagonalni prvky matice M, jejichz pozice lezi v mnoziné S, mély stejnou
hodnotu jako jim pfislusné prvky matice A. Pak musime v kazdém kroku algo-
ritmu, kdy nulujeme néjaky prvek, pricist jeho zménu k diagonalnimu prvku na
témze Tadku. Lépe je to vidét z Algoritmu [3]
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Algorithm 3 MIC

1: input A = (a;;) € R, SPD
2: for k=1:ndo
3 Ak = /Qk.k
4: fori=k+1:ndo
5: if (i,k) € S then
Aj ke
6 ik = o
7 end if
8 for j=k+1:ndo
9: if (j,k) € S then
10: if (i,j) € S then
11: Q; 5 = Qi 5 — Q3 kA5 k
12: else
13: Qi = Qi — A kAjk
14: end if
15: end if
16: end for
17: end for
18: end for
102 T T T T T T T T T
. MNo Preconditioner
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Obrézek 5.1: Srovnani CG s PCG, kde jsme matici predpodminéni ziskali pomoci
IC(0) a MIC(0)
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5.3 Varianty

Existuje mnoho variant neiplné Choleského faktorizace, které se lisi volbou
mnoziny S. V této sekci si predstavime ty nejpopularnéjsi z nich a nakonec zku-
sime otestovat nové navrzenou variantu.

P1i predstavovani klasické verze IC jsme si jiz uvadéli jeden priklad, jak mno-
zinu S volit. Pozadovali jsme, aby matice pfedpodminéni M = LLT méla stejnou
strukturu (tj. méla stejny pocet nenulovych prvki na stejnych pozicich) jako ma-
tice A. Toho jsme doséhli volbou S = {(4,j) € n x n; a;; # 0}. Tuto variantu
jsme poté oznacili IC(0) a nazvali ji IC s nulovym zaplnénim.

Varianty netplné Choleského faktorizace se daji rozdélit do t¥i skupin podle
zpusobu volby S:

o podle struktury ptvodni matice A
e podle velikosti prvkt matice A
e kombinace predchazejicich dvou pohledu, tzv. soucasné praktické strategie.

Je jasné, ze IC(0) bude spadat pod prvni skupinu, nebot ndm staci znat strukturu
matice A. Hezké na této varianté je to, ze funguje velmi jednoduse a rychle, avsak
je efektivni jen pro néjaké druhy problému (napt. pro diskretizace eliptickych
PDR nizkych tadi vedouci k SLR s M-maticemi nebo diagonalné dominantnimi
maticemi), nebot ndm dava velmi hruby odhad matice A. Chceme tedy néjak
vylepsit tuto variantu tim, ze dovolime vice nenulovych prvka v matici M. To je
spojené s pojmem level-of-fill, tj. stupném zaplnéni.

5.3.1 Podle struktury

Do této skupiny se fadi varianty, jez jsou zalozené pouze na znalosti struktury
matice A. Kazdému prvku matice A je na zac¢atku prirazeno ¢islo

(5.6)

{0, pokud a;; # 0
levij = .

oo, jinak,

které postupné pri kazdé zméné hodnoty tohoto prvku, ke které dochazi béhem
IC (cyklus j v Algorimu 2), aktualizujeme vzorcem

lev;; = min{levy;, levy, + levy; + 1}. (5.7)

Predpokladejme nyni, Ze jsme si na zacatku zvolili ¢islo I € N U {0}, kterému
budeme fikat stupen zaplnéni. S jsme pak definovali jako mmnozinu {(i,j) €
n x n; lev;; < l}. V Algoritmu 2 tedy navic pod osmym fadkem piibude pii-
kaz: spocitej lev;;. Tuto variantu ozna¢ime IC(7). Nyni uz tedy kone¢né vime, co
doopravdy znacilo ¢islo 0 v IC(0).

Kromé velmi slozitych problémi je rozumné zvolit ¢islo [ malé, nebof chceme co
nejvice zachovat efektivnost vypoctu faktoru L a operaci s nim spojenych. V radé
pripadu je uz algoritmus IC(1) povazovan za prijatelné zlepseni IC(0).

Tento pristup funguje dobie pro diagonalné dominantni matice. Naopak pro ma-
tice daleko od diagonalné dominantnich muze varianta selhat, nebof neméme
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zadné informace o velikosti prvki a miize se tak stat, ze si v paméti ukladame
velké mnozstvi malych prvkt v absolutni hodnoté, které jsou nezajimavé pro
kvalitu matice predpodminéni a bylo by lepsi je vynulovat. Nasledujici pristup je
zalozen na prijimani novych prvkl zaplnéni a nulovani jinych prvki na zakladé
jejich velikosti.

5.3.2 Podle velikosti prvka

Klicovym slovem je zde tzv. dropping tolerance (déle jen tolerance), coz je
nami zvolena kladné konstanta 7, jez bude urcovat, kdy novou hodnotu prvku
a;; vznikajici béhem procesu IC, pocitame. Srovnani velikosti prvku s ¢islem 7
muzeme délat dvéma zakladnimi zptsoby.

Prvni zptisob je tzv. absolutni nulovani (ang. absolute dropping strategy), kde
dovolime zaplnéni na misté (i,7) pouze v pripadé, Ze absolutni hodnota nové vy-
pocitaného prvku a,; je vétsi nez tolerance 7. Vyhodou této strategie je moznost
kontroly rtstového faktoru, ktery rozhoduje o zpétné stabilité daného vypoctu.
Z praktického pohledu ale matice musi byt dobre skalovana. V jinych ptipadech
je lepsi pouzit druhy zptsob, tzv. relativni nulovani (ang. relative dropping stra-
tegy).

U relativniho nulovani opét bereme absolutni hodnotu nové vypocitaného
prvku, ktery lezi na i-tém radku a v j-tém sloupci a srovnavame ho nyni s ¢islem
7|lail|2, kde a; je i-ty fadek matice A. Je-li |a;;| > 7|ail|2, pak aktualizujeme
hodnotu tohoto prvku, jinak nechame prvku jeho starou hodnotu. Vyhodou této
strategie je udrzeni ridkosti faktoru L, zatimco vSak jeho ristovy faktor neméa
velky vliv na proces nulovani.

Problémem tohoto postupu je uréeni dobrého cisla 7. Jelikoz je jeho vybér
dosti ndhodny, nemusi byt tato metoda efektivni volbou. Ukézalo se, ze optimalni
tolerance T se nejcastdji pohybuje v rozmezi 1074 — 1072, Neni tomu tak ale vZdy,
nejvetsi roli zde stale hraje zadand tloha, jako ostatné ve vsech variantach. Dalsim
velkym problémem je to, Ze nevime predem, kolik bude potieba paméti na ulozeni
faktoru L.

5.3.3 Soucasné praktické strategie

Zajimavéjsim pristupem jsou varianty vzniklé zkombinovanim predeslych dvou
anty IC v soucasnosti, nebot se snazi vybalancovat klady a zapory téchto dvou
pohledi.

Saad navrhl strategii zvanou dudlni prahové strategie (ang. dual threshold
strategy) - ICT(7,p), kde volime na zacatku procesu IC toleranci 7 a nezdporné
¢islo p, které nam dovoluje mit v kazdém radku faktoru L nejvice p prvka. Mys-
lenka této metody je nasledujici: Béhem eliminace kazdého fadku matice A vy-
nuluj vsechny prvky, jejichz absolutni hodnota je vétsi nezli 7||a;l|2 a je-li pocet
zbyvajicich nenulovych prvka v radku vétsi nez p, pak vyber z téchto prvka p
nejvetsich v absolutni hodnoté a ostatni nastav na nuly. Pozor, diagonalni prvky
nikdy nenulujeme. V literatufe se casto setkdme se znacenim ICT(7), coZ ozna-
cuje relativni nulovani popsané vyse.

Selze-li ICT(7,p) pro dané parametry, pak lze vysledek zlepsit zvysenim ¢isla
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p nebo snizenim tolerance 7. Pro obtizné problémy lze vidét, Ze ke konvergo-
vani PCG (pfedpodminéné metody sdruzenych gradientil) predpodminéné matici
M = LL” ziskanou ICT(7,p) dojde mnohem dfive nez u PCG predpodminéné
matici M z 1C(0).
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Obrazek 5.2: Konvergence PCG s ICT s riznymi hodnotami 7

Jind varianta vznikld z ICT(7,p), kterd také pracuje se zadanymi ¢isly 7 a p,
je zalozena na tom, ze v kazdém tadku IC nechame aktualizovat vSechny prvky,
jejichz pozice se shoduji s pozicemi nenulovych prvkia puvodni matice A a navic
dovolime zaplnéni fadku maximalné dalsimi p nenulovymi prvky, které byly stejné
jako v ICT(7,p) zvoleny podle své velikosti.

Jak uz jsme konstatovali drive, znacnym problémem téchto strategii je volba

tolerance 7 a to, ze nevime, jak velky bude faktor L. To vedlo Jonese a Plassmanna
k navrzeni varianty, kde neni potieba ¢isla 7 a je nam predem znamo, kolik bu-
deme potiebovat paméti k vypoctu L.
Necht ¢islo ng predstavuje pocet nenulovych prvki dolni trojihelnikové ¢asti ma-
tice A v k-tém tadku. Pak stejné jako u IC(0) dovolime, aby faktor L mél na
kazdém tadku stejny pocet nenul jako v A, avSsak budeme ignorovat distribuci
téchto nenulovych prvka matice A a vybereme v kazdém kroku eliminace radku
ny nejvetsich prvki v absolutni hodnoté. Bude potteba tedy presné tolik paméti
jako u IC(0), a navic se ndm ve srovnani s IC(0) muze zlepsit konvergence pred-
podminéné ulohy, nebot uz nebereme v potaz jen strukturu ptvodni matice, ale
také velikost jejich prvki.

Stejné jako jsme dosli k vylepseni Saadovy dudlni prahové strategie, tak jde i
zde poupravit metodu tak, ze dovolime v k-tém radku nj 4+ p nenulovych prvki,
kde p je nezaporné ¢islo. Pro p > 0 pak bude potieba vice mista na ulozeni matice
L nez u IC(0), avsak stile dokdzeme predvidat kolik.
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5.4 Nova varianta

Jak jsme jiz vidéli v teoretické ¢asti prace, nejlepsi vyhled do budoucnosti
maji pravé varianty, jez zohlednuji jak pocet, tak i pripadné distribuci nenulo-
vych prvkia v pavodni matici A a také velikost téchto prvki. Standardni postupy
jsou Casto zalozeny na kombinaci tolerance 7 a poctu prvkua ve sloupci/tadku,
ktery je uréen uniformné vzhledem k poctu nenulovych prvka v jednotlivych
sloupcich/fadcich dolni trojihelnikové casti matice A (viz Jonesova a Plassman-
nova metoda). To dalo podnét k ndvrhu nasi nové varianty, kde jsme se snazili o
flexibilnéjsi postup.

5.4.1 Popis nové varianty

Na zacatku si zvolime néjakou kladnou konstantu p a drop toleranci 7. V
novém faktoru W budeme mit predem urceny pocet nenulovych prvku (v praxi se
bude hodnota lisit jen o par ¢isel v pripadech, kde nam nékde planované zaplnéni
nevznikne)

nnz(W) = nnz(B) + np, (5.8)

kde B je dolni trojihelnikova ¢ast matice A (typu n X n), nnz(B) je pocet jejich
nenulovych prvki a nnz(W) pocet nenulovych prvkia matice W. Novou variantu
jsme navrhli pro sloupcovy i tadkovy pristup. V dalsim odstavci budeme popisovat
sloupcovy pristup, radkovy by se délal analogicky:.

Prvni rozdil nového postupu (oproti Jonesové a Plassmannové metodé) uz
spoCiva v tom, ze nyni budeme srovnavat pocty nenulovych prvka ve sloupcich
nového faktoru W primo se strukturou faktoru L, jenz vznika iplnou Choleského
faktorizaci. Dale chceme nenulové prvky v matici W rozdélit nikoli uniformné, ale
proporcionalné podle pocti prvki ve sloupcich presného faktoru L. Tyto pocty je
mozné ziskat pro SPD matice velmi levné (viz [4], [5]). Problémem jejich vypoctu,
za kterym stoji cela teorie ridkych rozkladt, se zde ale nebudeme zabyvat. V
zavéru tedy chceme dostat matici W takovou, ze graf funkce, ktera prirazuje
jednotlivym sloupciim matice W jejich pocet nenul, se tvarové podobé grafu téze
funkce aplikované na matici L, jen je na ose y jinak skalovan.
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Poéet nenulovych prvki ve sloupcich matice L

35 T

* #+
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Obréazek 5.3: Rozlozeni prvki faktoru L vzniklé z matice besstk01

Poéet nenulovych prvki ve sloupcich matice W
18 T T T T T T T T T

Obréazek 5.4: Rozlozeni prvkl nového faktoru W vzniklé z matice besstk01

Nulovani prvki probiha klasicky srovnanim s ¢islem 7 a pouzivame k tomu abso-
lutni nulovani, tj.
_{ 0 pokud |a;| <7
Q5 = ..
a;; jinak.

Funkce VyberRadek na konci kazdého k-tého cyklu algoritmu vezme spocitany
k-ty tadek matice W, vybere z ného maximalné 7, nejvétsich prvka v absolutni
hodnoté a ostatni nastavi na nuly. Zpatky tedy dostaneme novy k-ty radek matice
W, ktery v dalsich krocich uz nevystavujeme zménam. Samotny algoritmus roz-
kladu pouzity na experimentech je zalozen na submaticovém zptisobu faktorizace
- viz 1.kapitola (Zpusoby Choleského faktorizace).
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Algorithm 4 Nova varianta IC

NN DN NN NN~ /= = e = s = s

27:
28:
29:

input A= (a;;) e R —SPD,p> 0,7
nenulL = nnz(L)
nenul B = nnz(B)
N = nenulB + np
for:=1:ndo
l; = nnz(L(: 7))
o o— LN
g nenullL
end for
W=A
for k=1:ndo
Wkl = \/Wk,k

form=k+1:ndo

_ Wg,m
Wk,m = Wk

if |wy,m| < 7 then
Wk,m = 0
end if
end for
fori=k+1:ndo
€= wz‘,k/wk,k
for j =k:ndo
Wy ;3 = Wi j — €Wk 5
if ’wl,]l <rT then
Wi, ; = 0
end if
end for
end for
W(k, :) = Vyber Radek(W (k, :),rg,n)
end for
wW=wT

5.4.2 Vysledky zkoumani

Testy jsme provadéli na SPD maticich z kolekce fidkych matic z [3], a to
konkrétné s maticemi besstk01, besstk03, besstk04, besstk05, besstk22, lund - a
a meshlel, které vsechny pochézeji ze strukturalnich problémi. Zkoumali jsme

¢tyti indikatory:

o pocet nenulovych prvka faktoru L vzniklého danou variantou 1C

o presnost faktoru L, tj. || A — LLT ||»

stabilitu L, tj. || [ — LT*AL™T ||p

konvergenci PCG s matici pfedpodminéni M = LLT.

Nova sloupcova varianta, kterou jsme nazvali NCIC, byla srovnana v téchto
¢tyfech ohledech se standardni Choleského faktorizaci, IC(0), IC(1), ICT(7) a jeji

radkovou verzi (NRIC).
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Doposud nejlepsi vysledky prokdzala NCIC s volbou p = 7, 7 = 1072 u matice
besstk22, kde prekonala ostatni varianty nedplné Choleského faktorizace jak v
presnosti a stabilité faktoru L, tak v rychlosti konvergence PCG. Pritom podil
poc¢tu nenul v L a B se pohyboval stale pod 2. Vysledky NRIC dopadly prop =7
uplné stejné jako u NCIC.

Tabulka 5.1: Testovani metod IC na matici besstk22

Metoda | nnz(L) | presnost | stabilita
Choleského faktorizace 1365 | 1.9801 % 1079 | 8.3286 * 10~
IC(0) 417 | 6.5102 % 10° 5.4803
IC(1) 506 | 2.7931 % 10° 2.7839
ICT(107°) 784 120.3503 0.0050
ICT(107°) 882 11.2618 | 5.7054 x 1074
NCIC(7, 1072) 788 38.9138 0.0020
NCIC(7, 1073) 875 3.1718 | 2.4383 %1074

Hodnoty v Tabulce [5.1] ukazuji, ze pii standardni Choleského faktorizaci do-
chazi k obrovskému zaplnéni faktoru L a u IC(0) a IC(1) je zase problémem
nepresnost matice predpodminéni. Je tedy potieba najit lepsi metody. ICT a
NCIC jsou v tomto konkrétnim pripadé konkurenti. Zkusme se na né podivat
podrobné&ji. U ICT uvazujme dvé tolerance: 107> a 107%. U NCIC vezméme ¢islo
zaplnéni p = 7 v kombinaci se dvéma tolerancemi 1072, 1073, Jak je vidét z
Tabulky [5.1], srovnatelné jsou

(a) ICT(107°) x NCIC(7, 1072)

(b) ICT(10-%) x NCIC(7, 1073).
Zatimco je stabilita obou metod v (a) i (b) podobnd, presnost NCIC je v (a) i
(b) vyrazné lepsi nezli u ICT.

Tabulka 5.2: Konvergence PCG na SLR s matici besstk22 a jednotkovou pravou
stranou

Typ predpodminéni | pocet iteraci | hustota
IC(0) 35 1
IC(1) 23| 1.2134
ICT(107°) 3| 1.8801
NCIC(7, 1072) 3| 1.8897
ICT(1079) 2| 21151
NCIC(7, 1072) 2| 2.0983

¢ v nnz(L)

Hustotou se mysli ¢islo e (B)

Prislusné varianty ICT a NCIC konverguji v nasem pripadé podobné rychle. Pred-
podkladame ale, ze presnost, ktera je vyrazné lepsi u NCIC, se u vyssich dimenzi
matic projevi. Navrhli jsme tedy novou metodu, kterd (podle nasich omezenych
experimenttl) se pfi predpodminéni chova podobné jako ICT, ale rozklada matici

blizsi puvodni matici.
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U ostatnich matic byly NCIC a NRIC horsi nez ICT a jen o trosku lepsi

nez 1C(0) a IC(1). V pripadech, kdy jsme uz dostali celkem dobrou aproximaci
Choleského rozkladu matice A, byl faktor L uz prilis zaplnény. Ukéazalo se, ze
nejlepsi volba p jsou é&isla 5,6,7 a 7 je nejlepsi volit v rozmezi 1072 — 107°.
Celkoveé hodnotime vysledky experimentii, kde jsme ukazali, ze novy ptistup muze
byt vyhodny, jako povzbuzujici z néasledujicich divodi.
Ztejma tendence pouzivani netuplného rozkladu v praxi totiz jednoznacné vede
smérem k adaptivnim metoddm. Jsme-li tak schopni v pribéhu vypoctu reseni
poznat, ze predpodminéni nemusi byt optimélni, mizeme rozklad modifikovat,
napriklad zménou tolerance. Druhy divod, pro¢ je vyhodné hledat nové postupy,
je dan tim, ze predpodminéni mohou mit podobné vlastnosti pro celou tridu
uloh z néjaké aplikace. Proto se vyplati zkouset vhodnost riznych postupt v
konkrétni aplikaci. Treti divod spociva v tom, ze praktické feseni nelinearnich
problémt vede casto k celé sekvenci linedrnich algebraickych soustav. Nalezeni
vhodné varianty pro nékolik prvnich soustav mizeme poté s vyhodou uplatnit
pro feSeni celého nelinearniho problému.
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Z.aver

V této bakalarské praci jsme se snazili predstavit nedplnou Choleského fak-

torizaci jako metodu vyuzivanou k predpodminéni tloh s SPD maticemi. Tato
metoda, jako ostatné mnoho dalsich, jesté neni dostatecné probadana a lze zde
stale vyuzit autorské kreativity.
V préaci jsme ze zacatku shrnuli zdkladni poznatky o standardni Choleského fak-
torizaci, kde jsme nejvice ¢asu vénovali tfem zpusobtim faktorizace a problému
zaplnéni faktoru L u tidkych matic. Jelikoz se netplné faktorizace hlavné pouzi-
vaji ve spojeni s itera¢nimi metodami jako zpusob predpodminéni ptivodni zadané
ulohy, zabyvali jsme se v nasledujicich trech kapitolach pojmum iterac¢ni metoda,
CG a predpodminéni. Itera¢ni metody jsme predevsim srovnavali s pfimymi me-
todami. Zjistili jsme, ze hlavni vyhodou iterac¢nich metod jsou levnéjsi operace v
krat vektor. Naopak problémem byla nejistota jejich konvergence v rozumném
case. Jako priklad iteracni metody, jez se hojné pouziva pri feseni tiloh s SPD
maticemi, jsme uvedli metodu sdruzenych gradient. Nejprve jsme odvodili jeji
algoritmus, ktery spoc¢ival v minimalizaci chyby aproximace presné¢ho reseni v
energetické normé A v kazdém iteracnim kroku. Poté jsme kratce diskutovali o
konvergenci CG. V dalsf kapitole jsme piedstavili pojem predpodminiovani. Rekli
jsme si, ze takto muzeme tlohu prevést na jinou, ktera je mnohem lépe reSitelna
a pritom je blizka nasi ptvodni tloze. Zaroven predpodminénim iterac¢nich me-
tod zlepsime rychlost jejich konvergence. Predpodminovat se dalo zleva, zprava a
oboustranné. Jako ptiklad jsme si uvedli ILU a jeji specialni ptipad, IC. U SPD
matic je vhodné pouzit matici predpodminéni M ve tvaru IC, kde pfimo vidime
pozitivni definitnost matice LY AL~T. Kone¢né jsme se tak dostali k hlavn{ ¢4sti
této prace, jez je pravé neuplna Choleského faktorizace.

Nejprve jsme se zabyvali existenci tohoto netuplného rozkladu. Zjistilo se, ze
existence je zajiSténa pro symetrické M-matice, pozdéji dokonce pro SPD H-
matice, a ze obecné miuze IC selhat kvili zlomu. Poté jsme si uvedli nékolik
navrhi, jak této situaci predejit. Dale jsme predstavili dva zakladni algoritmy
IC, jez jsou hlavnim pilifem raznych variant IC. Tyto varianty jsme rozdélili do
ti1 skupin podle konkrétni volby mnoziny S. S kazdou skupinou jsme se nejprve
kratce seznamili, a pak uvedli nékolik nejpouzivanéjsich prikladii.

U metod zalozenych na struktuie matice A jsme si Tekli, ze pro malé stupné
zaplnéni je vypocet levny, avsak do potizi se dostavame u matic daleko od diago-
nalné dominantnich, protoze zanedbavame velikost nulovanych prvki. To vedlo
k zavedeni druhé skupiny, jez byla uréena na zakladé zvoleni vhodné tolerance.
Uvedli jsme si dvé strategie a rozdil mezi nimi. Nevyhodou tohoto postupu ale
bylo, ze predem nevime, kolik paméti je potfeba na ulozeni faktoru L. Ve treti
skupiné jsme si popsali nékteré soucasné praktické strategie. Nakonec jsme si sami
navrhli novou metodu a vyzkouseli si ji na nékolika ridkych maticich. Pritom jsme
si zkusili na téchto prikladech i nékteré metody popsané v predchozich sekcich
a vysledky experimentti jsme mezi sebou porovnali. Detailnéjsi rozbor jsme pak
udélali u matice besstk22, kde nase nova varianta dosahla skvélych vysledkt a
ukazala se jako dobry zpiisob predpodminéni pro CG.

Diky tomuto vysledku hodnotime novou variantu pozitivné, nebot funguje-li
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tato metoda dobre na urc¢itou matici, je mozné, ze je jeji pouziti vyhodné pro
celou tiidu podobnych tloh. Prace tak splnila sviij ptivodni tcel a dalo by se v
ni pokracovat rtuznymi smeéry. Zaobirat bychom se mohli dalsimi postupy pred-
podminéni sdruzenych gradientt ¢i jinych iteracnich metod, nebo také hloubéji
nahlédnout do samotné problematiky existence ILU a jejich feseni.
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