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1 Úvod

Majme Ω ⊂ Rn otvorenú množinu, n ≥ 1. Pripomeňme, že vektorová funkcia
f ∈ L1(Ω,Rn) je funkcia s konečnou variáciou, značíme f ∈ BV (Ω,Rn), ak jed-
notlivé zložky fi : Ω → R, i = 1, 2 . . . , n, patria do priestoru BV (Ω). To znamená,
že distributívne parciálne derivácie každej zložky fi sú miery s konečnou totálnou
variáciou v Ω: existujú znamienkové Radonove miery µi

1, . . . , µ
i
n definované na Ω

tak, že pre j = 1, 2, . . . , n máme |µi
j|(Ω) <∞ a�

Ω

fiDjϕdx = −

�
Ω

ϕdµi
j

pre každú ϕ ∈ C∞
0 (Ω), značíme Djfi = µi

j. Distributívny gradient Df = (Djfi)ni,j=1
je potom matica znamienkových Radonových mier. Môžeme ju tiež brať ako Rn×n-
rozmernú vektorovú Radonovu mieru.
Ďalej f ∈ BVloc(Ω,Rn), ak f ∈ BV (Ω̃,Rn) pre každú otvorenú Ω̃ ⊂⊂ Ω.

V dimenzii n = 1 patrí každá monotónna funkcia f ∈ L1(Ω,R) do priestoru
BVloc(Ω,R). Pre každý homeomorfizmus f ∈ BVloc(Ω,R) teda aj inverzia f−1 ∈
BVloc(f(Ω),R). Prednedávnom bolo v článku [16] ukázané, že toto platí aj v dimen-
zii n = 2:

Veta 1.1 ([16], Veta 1.1). Nech Ω, G ⊂ R2 sú otvorené a f : Ω→ G je homeomor-
fizmus. Potom f ∈ BVloc(Ω,R2) práve vtedy, keď f−1 ∈ BVloc(G,R2).

Tento výsledok zobecníme tým, že dokázeme úzky vzťah medzi distributívnymi de-
riváciami Df a Df−1:

Veta 1.2. Majme oblasť Ω ⊂ R2 a homeomorfizmus f ∈ BV (Ω,R2), G = f(Ω) ⊂
R2. Predpokladajme, že f je kladne orientovaný, viď Definíciu 3.3. Potom f−1 ∈
BVloc(G,R2) a pre každú E ⊂ Ω borelovskú platí

Df−1(f(E)) = adjDf((E)). (1)

V dimenzii n ≥ 3 už veta analogická k Vete 1.1 neplatí. Pre každé n ≥ 3 a 0 <
ǫ < 1 totiž existuje homeomorfizmus f ∈ W 1,n−1−ǫ((−1, 1)n,Rn), pre ktorý f−1 /∈
BVloc(f(Ω),Rn), viď [16], Príklad 3.1. V článku [5] sa na druhú stranu podarilo
ukázať, že f ∈W 1,n−1 už stačí:

Veta 1.3 ([5], Veta 1.1). Majme n ≥ 3. Nech Ω ⊂ Rn je otvorená množina a
f ∈W 1,n−1

loc (Ω,Rn) je homeomorfizmus. Potom f−1 ∈ BVloc(f(Ω),Rn).

Aj v tomto prípade dokážeme vzťah analogický k (1):

Veta 1.4. Majme n ≥ 3, oblasť Ω ⊂ Rn a homeomorfizmus f ∈ W 1,n−1(Ω,Rn),
G = f(Ω) ⊂ Rn. Predpokladajme, že f je kladne orientovaný, viď Definíciu 4.2.
Potom pre každú E ⊂ Ω borelovskú platí

Df−1(f(E)) =
�

E

adjDf. (2)
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Vzťahy (1), (2) nie je ťažké odvodit, ak sú obe funkcie f , f−1 hladké. Podobné
vzťahy boli v literatúre dokázané aj pre slabo diferencovateľné f , f−1, vždy však za
silnejších predpokladov na regularitu homeomorfizmu f , ako máme vo Vete 1.2 a
Vete 1.4. Uveďme asi najzaujímavejšie z týchto známych výsledkov. Oba sa týkajú
zobrazení s konečnou distorziou, viď Definíciu 5.4.

Veta 1.5 ([14], Veta 1.2). Nech Ω ⊂ R2 je oblasť a f ∈ W 1,1
loc (Ω,R

2) je homeo-
morfizmus s konečnou distorziou. Potom f ∈ W 1,1

loc (f(Ω),R
2), f−1 je s konečnou

distorziou a platí �
f(Ω)

|Df−1(y)| dy =
�
Ω

|Df(x)| dx. (3)

Veta 1.6 ([15], Veta 1.2). Nech n ≥ 3, Ω ⊂ Rn je otvorená množina a f : Ω→ Rn

je homeomorfizmus s konečnou distorziou taký, že |Df | ∈ Ln−1,1(Ω). Potom f−1 ∈
W 1,1
loc (f(Ω),R

n), f−1 je s konečnou distorziou a platí�
f(Ω)

|Df−1(y)| dy =
�
Ω

| adjDf(x)| dx. (4)

Priestor Ln−1,1(Ω) vo Vete 1.6 je Lorentzov priestor, pre ktorý v prípade n > 2 platí
Ln−1,1(Ω) $ Ln−1(Ω). Predpoklady Vety 1.6 sú teda silnejšie, ako náš predpoklad
f ∈W 1,n−1(Ω) vo Vete 1.4.
Ďalšou výhodou našich vzťahov (1), (2) oproti vzťahom (3), (4) dokázaným vo

Vete 1.5 a Vete 1.6 je absencia ”absolútnej hodnoty”, t. j. normy príslušných matíc
resp. variácie príslušných mier. Za predpokladov Vety 1.2 resp. Vety 1.4 dostaneme
vzťah (3) resp. (4) zo vzťahu (1) resp. (2) ľahko – ak sa totiž dve miery zhodujú,
potom sa zhodujú aj ich variácie. Pritom uvažovaním rozkladu na jednotlivé kom-
ponenty si ľahko rozmyslíme, že vzťah (3) resp. (4) dostaneme v našom prípade aj
bez predpokladu súvislosti množiny Ω a kladnej orientácie homeomorfizmu f .

V článkoch [14], [15] sa ďalej študuje otázka, či za istých predpokladov na integrabi-
litu distorzie (viď Definíciu 5.4) homeomorfizmu f (a samozrejme istých predpokla-
dov na regularitu f) dostaneme pre inverziu f−1 lepšiu regularitu ako W 1,1. Tieto
výsledky vylepšíme v kapitole 5.

Na záver ešte podotknime, že články [14], [15], [16], [5], z ktorých v tejto práci
vychádzame, nie sú zďaleka jediné články súvisiace s problematikou, za akých pred-
pokladov na homeomorfizmus f : Ω → Rn vieme usúdiť f−1 ∈ W 1,1

loc (f(Ω),R
n)

resp. f−1 ∈ W 1,q
loc (f(Ω),R

n) pre nejaké q > 1. V rovinnom prípade bolo napríklad
už v článku [13] ukázané, že f ∈ W 1,2

loc (Ω,R
2) a integrabilita distorzie f implikuje

f−1 ∈W 1,2
loc . Relatívne silný predpoklad f ∈W 1,2

loc (Ω,R
2) bol jemne zoslabený v [19].

Ďalej z výsledkov v [27] plynie, že ak homeomorfizmus f ∈W 1,p(Ω,Rn) pre p > n−1
a f spĺňa Luzinove (N) a (N−1) podmienky, potom f−1 ∈W 1,1

loc (f(Ω),R
n). Problémy

nášho typu vyvstávajú aj pri štúdiu nelineárnej elasticity, viď [3], [26], [23], [10] a
Beltramiho rovnice, viď [7], [4], [25], [12], [17] a [18].
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1.1 Základné značenie

Jednotkové vektory štandardnej kanonickej bázy v Rn budeme značiť e1, e2, . . . , en.
Pre bod x ∈ Rn bude xi vždy značiť jeho i-tu súradnicu, t. j. xi = x · ei. Ďalej λn

bude Lebesgueova miera v Rn, Hn−1 bude (n − 1)-rozmerná Hausdorffova miera v
Rn.

Otvorenú guľu v Rn so stredom x a polomerom r značíme B(x, r). Objem gule s
polomerom 1 v Rn značíme αn. Konštantu αn vieme vyjadriť pomocou Γ-funkcie:

αn =
π

n
2

Γ(n
2
+ 1)

.

Pripomeňme, že pre každú merateľnú funkciu v na (0,∞) platí�
Rn

v(|x|) dx = nαn

� ∞

0

rn−1v(r) dr,

ak niektorý z integrálov má zmysel, viď napr. [20], cvičenie 26.17(a) (s návodom)
alebo [21], kapitola 1, cvičenie 10.

Majme množiny A,B ⊂ Rn. Značením A ⊂⊂ B budeme myslieť, že A je kompaktná
a A ⊂ B. Ďalej Ac = Rn \ A je doplnok množiny A, ∂A = A \ IntA je topologická
hranica množiny A.

Charakteristickú funkciu merateľnej množiny A značíme χA, t. j. χA : Rn → {0, 1},

χA(x) =

{

1, x ∈ A,

0, x /∈ A.

Ďalej identické zobrazenie značíme id, t. j. id : Rn → Rn, id(x) = x.

Pre maticu M ⊂ Rn×n značíme adjM jej adjungovanú maticu. Pripomeňme, že
adjM je až na znamienka tvojená všetkými (n− 1)× (n − 1)-minormi (t.j. subde-
terminantmi) matice M a pre regulárne matice M platí

adjM =M−1 detM.

Majme otvorenú podmnožinu Ω ⊂ Rn a zobrazenie Φ ∈ L1loc(Ω,R
n). Pod distri-

butívnou divergenciou DivΦ budeme chápať súčet distributívnych derivácií DiΦi,
t. j. prvok z (C∞

c )∗ definovaný ako

〈DivΦ, ϕ〉 = −

�
Ω

Φ · ∇ϕ pre ϕ ∈ C∞
c .

Ak je Φ ∈ W 1,1
loc (Ω,R

n), potom DivΦ vieme stotožniť s funkciou div Φ, ak je Φ ∈
BVloc(Ω,Rn), potom DivΦ je miera.
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2 Pomocné tvrdenia

2.1 Gauss – Greenova veta pre hladké funkcie a množiny
s konečným perimetrom

V tejto podkapitole pripomenieme známu Gauss – Greenovu vetu pre množiny s ko-
nečným perimetrom. Uvedené tvrdenia je možné nájsť v [1] v kapitolách 3.3 a 3.5
alebo v [9]. Uvedieme ich najmä kvôli zjednoteniu značenia.

Definícia 2.1. Majme merateľnú množinu E ⊂ Rn a bod x ∈ Rn, definujme

d(x,E) := lim sup
r→0+

|B(x, r) ∩ E|
|B(x, r)|

.

Povieme, že bod x ∈ Rn je bodom hustoty množiny E ⊂ Rn, ak d(x,Rn \ E) = 0.
Ďalej x má nulovú hustotu voči E, ak d(x,E) = 0. Konečne definujme esenciálnu
hranicu množiny E ako

∂∗E := {x ∈ Rn : d(x,E) > 0, d(x,Rn \ E) > 0}.

Potom ∂∗E ⊂ ∂E je borelovská množina.
Ďalej povieme, že v bode x ∈ Rn existuje (vonkajšia) Federerova normála, zna-

číme νE , ak pre polpriestor HνE = {h ∈ Rn : h · νE < 0} a funkciu

χE−x
δ
: h 7→ χE(x+ δh)

(δ > 0) platí
χE−x

δ
→ χH

νE
v L1loc(R

n) pre δ → 0+.

Označme ešte

FE := {x ∈ Rn : v x existuje Federerova normála}.

Zrejme FE ⊂ ∂∗E, platí navyše Hn−1(∂∗E \ FE) = 0. Ďalej zrejme každý bod
x, v ktorom existuje klasická normála, patrí do FE a νE sa zhoduje s klasickou
normálou v x.

Definícia 2.2. Povieme, že E ⊂ Rn je množina s konečným perimetrom, ak χE ∈
BV (Rn).

Veta 2.3. Nech E ⊂ Rn je merateľná, |E| <∞. Potom

E je množina s konečným perimetrom ⇔ Hn−1(∂∗E) <∞.

Špeciálne, ak Hn−1(∂E) <∞, potom E je množina s konečným perimetrom.

Veta 2.4 (Gauss – Greenova veta pre množiny s konečným perimetrom). Nech
E ⊂ Rn je merateľná množina konečnej miery s konečným perimetrom. Potom Pre
každú funkciu Φ ∈ C1c (R

n,Rn) platí�
E

div Φ dx =
�

∂∗E

Φ · νE dHn−1.
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2.2 Zhladzovanie a Gauss – Greenova veta pre spojité BV -
funkcie

Značenie 2.5. Dôležitou metódou, ako budeme niečo dokazovať pre nehladké fun-
kcie, bude ich “zhladenie”, teda konvolúcia s hladkými funkciami. Budeme používať
štandardné zhladzovacie funkcie ρk ∈ C∞

c (R
n) definované ako

ρ1(x) :=

{

C0e
1

|x|2−1 , ak |x| < 1,

0, ak |x| ≥ 1,

ρk(x) := knρ1(kx),

kde konštantu C0 volíme tak, aby
�

Rn ρ
1 = 1. Potom supp ρk = B(0, 1

k
) a

sup
x∈Rn

|∇ρk(x)| = kn+1 sup
x∈Rn

|∇ρ1(x)| = C1kn+1,

kde 0 < C1 <∞ je konštanta.

Nasledujúcu lemu využijeme nielen pri dôkaze Tvrdenia 2.7, ale aj neskôr pri
dôkaze Vety 1.4.

Lema 2.6. Majme V otvorenú podmnožinu Rn, bod x ∈ V a merateľnú funkciu
Φ : V → Rn, ktorej distributívna divergencia DivΦ je Radonova miera na V . Uva-
žujme štandardnú rodinu zhladzovacích funkcií ρk a zhladenia Φk = Φ∗ ρk (mimo V
dodefinujeme Φ nulou). Potom pre k ∈ N také, že B(x, 1

k
) ⊂ V , platí

div Φk(x) =
�

V

ρk(x− y) dDivΦ(y).

Dôkaz. Označme ρk,x := ρk(x− y). Potom ρk,x ∈ C∞
c (R

n), supp ρk,x = B(x, 1
k
) ⊂ V ,

a teda

div Φk(x) =
�

Rn

∇ρk(x− y) · Φ(y) dy = −

�
V

∇ρk,x(y) · Φ(y) dy =

= 〈DivΦ, ρk,x〉 =
�

V

ρk(x− y) dDivΦ(y).

Tvrdenie 2.7 (Gauss – Greenova veta pre spojité BV funkcie). Majme V , Ṽ ot-
vorené podmnožiny Rn také, že V ⊂⊂ Ṽ a Hausdorffova miera Hn−1(∂V ) < ∞.
Nech Φ je spojitá funkcia z Ṽ do Rn a distributívna DivΦ je Radonova miera na Ṽ ,
pričom DivΦ(∂V ) = 0. Potom platí�

V

dDivΦ =
�

∂∗V

Φ · νV dHn−1, (5)

kde νV je Federerova normála k množine V .
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Poznámka 2.8. Ak je Φ ∈ BV (Ṽ ,Rn), potom predpoklad DivΦ(∂V ) = 0 v Tvrdení
2.7 plynie z ostatných predpokladov. Keďže Φ je spojitá na Ṽ a Hn−1(∂V ) < ∞,
máme totiž DΦ(∂V ) = 0, viď Definíciu 3.63 a Lemu 3.76 v [1].

Dôkaz Tvrdenia 2.7. Uvažujme štandardnú rodinu zhladzovacích funkcií ρk. Potom
zhladenia Φk = Φ ∗ ρk (berieme Φ = 0 mimo Ṽ ) sú C∞(Rn,Rn) a keďže Φ je
spojitá na Ṽ , na kompakte V ⊂ Ṽ funkcie Φk rovnomerne konvergujú k Φ. Keďže
Hn−1(∂V ) < ∞, je V množina s konečným perimetrom a platí na nej Gauss -
Greenova veta pre C1 funkcie Φk (tie sa mimo kompaktu V dajú predefinovať tak,
aby Φk ∈ C1c (R

n,Rn)): �
V

div Φk =
�

∂∗V

Φk · νV dHn−1. (6)

Keďže Φk na ∂V ⊃ ∂∗V rovnomerne konvergujú k Φ, |νV | = 1 a Hn−1(∂∗V ) < ∞,
pravá strana (6) konverguje pre k → ∞ k pravej strane (5). Aby sme teda dokázali
(5), stačí dokázať konvergenciu ľavej strany (6) k ľavej strane (5):

lim
k→∞

�
V

div Φk dλn =
�

V

dDivΦ,

teda limk→∞DivΦk(V ) = DivΦ(V ), kde DivΦk = div Φkλn. To bude platiť, ak

DivΦ(∂V ) = 0 a DivΦk → DivΦ vágne na V,

viď Veta 17.4.(e) v [20]. Prvú časť máme v predpokladoch vety, zostáva teda ukázať
vágnu konvergenciu DivΦk → DivΦ. Majme ľubovoľnú ϕ ∈ Cc(V ), dodefinujme
ju nulou mimo V . Ukážeme

�
V
ϕdDivΦk →

�
V
ϕdDivΦ. Pre dostatočne veľké k

máme {y ∈ Rn : dist (y, V ) < 1
k
} ⊂ Ṽ . S využitím Lemy 2.6, Fubiniho vety (integ-

rovateľnosť podľa súčinovej miery je v poriadku, lebo integrujeme spojitú funkciu s
kompaktným nosičom v Rn × Rn ) a toho, že ρk(x) = ρk(−x) pre všetky x ∈ Rn,
máme �

V

ϕdDivΦk =
�

V

ϕ(x)
�

Rn

ρk(x− y) dDivΦ(y) dx =

=
�

Rn

�
V

ϕ(x)ρk(x− y) dx dDivΦ(y) =

=
�

Rn

(�
Rn

ϕ(x)ρk(y − x) dx
)

dDivΦ(y) =

=
�

Rn

ϕ ∗ ρk(y) dDivΦ(y).

Keďže ϕ ∈ Cc(V ), funkcie ϕ∗ρk rovnomerne konvergujú k ϕ. Ďalej Div Φ je konečná
miera, takže�

V

ϕdDivΦk =
�

Rn

ϕ ∗ ρk(y) dDivΦ(y)→
�

Rn

ϕ(y) dDivΦ(y) =
�

V

ϕdDivΦ,

čo sme chceli dokázať.

6



2.3 Aproximatívna derivácia a area formula

Definícia 2.9. Majme otvorenú množinu V ⊂ Rd, bod x ∈ V a funkciu g : V → Rm,
d,m ∈ N. Povieme, že matica L ∈ Rm×d je aproximatívnou deriváciou g v bode x,
ak platí

ap-limy→x

g(y)− g(x)− L(y − x)
|y − x|

= 0,

pričom pre funkciu F : V → Rm máme

ap-limy→x F (y) = a ⇔ ∀ǫ > 0 x je bodom hustoty množiny F−1(B(a, ǫ)).

Poznámka 2.10. Ak existuje aproximatívna limita ap-limy→x F (y), potom je ur-
čená jednoznačne. Existuje teda nanajvýš jedna matica L, ktorá je aproximatívnou
deriváciou g v bode x. Ak je g v bode x klasicky diferencovateľná, potom L = g′(x).

Veta 2.11 (Calderón – Zygmund). Nech V ⊂ Rd je otvorená a g ∈ BVloc(V ).
Potom g je aproximatívne diferencovateľná v skoro všetkých bodoch V . Navyše ap-
roximatívny diferenciál ∇g je hustotou absolútne spojitej časti Dg vzhľadom k λn.
Špeciálne, ak g ∈W 1,1

loc (V ), potom slabá derivácia Dg je aproximatívnou deriváciou
g v λd-skoro všetkých bodoch V .

Dôkaz. Táto veta sa dá nájsť napr. v [1] ako Veta 3.83.

Tvrdenie 2.12. Majme V ⊂ Rd otvorenú a g ∈ BVloc(V ). Nech g je aproximatívne
diferencovateľná na na množine Ṽ ⊂ V (z Vety 2.11 |V \ Ṽ | = 0). Potom existuje
rozklad Ṽ na spočítateľne veľa disjunktných merateľných množín Vi (Ṽ = ∪∞

i=1Vi)
a existujú Lipschitzovské funkcie Gi : Rd → R tak, že

g = Gi na množine Vi.

Dôkaz. Z Vety 3.1.8 v [11] dostávame, že existuje vyjadrenie Ṽ = ∪∞
i=1Vi tak, že

Vi sú λd-merateľné a g⌊Vi
je Lipschitzovská, bez ujmy na obecnosti môžeme pred-

pokladať disjunktnosť množín Vi (inak nie je problém systém {Vi} zdisjunktniť).
Podľa Kirszbraunovej vety (viď [11], Veta 2.10.43) vieme každé Lipschitzovské g⌊Vi

Lipschitzovsky rozšíriť na celé Rd, čím dostaneme hľadané Gi.

Definícia 2.13. Majme otvorenú V ⊂ Rd, g ∈ W 1,1(V,Rm), m ≥ d. Potom vekto-
rový Jakobián Jg je vektor v R(

m
d
) tvorený všetkými d-minormi matice Dg, t. j. de-

terminantmi (d × d) matíc, ktoré vzniknú z m× d matice Dg vynechaním (m− d)
riadkov. Jakobián |Jg| je Eukleidovskou normou vektoru Jg v R(

m
d
).

Pre g ∈ BV (V,Rm) definujme Jg, |Jg| analogicky, namiesto matice slabých deri-
vácií (Dg) použijeme hustotu Dag absolútne spojitej časti miery Dg.

Pozorovanie 2.14. Pre P ⊂ Rn−1 otvorenú, g ∈W 1,n−1(P,Rn) máme

|Jg| ∈ L1(P,R).
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Dôkaz. Z definície sa i-ta zložka vektoru Jg rovná

det



















D1g1 D2g1 . . . Dn−1g1
...

...
...

D1gi−1 D2gi−1 . . . Dn−1gi−1

D1gi+1 D2gi+1 . . . Dn−1gi+1
...

...
...

D1gn D2gn . . . Dn−1gn



















=
∑

π

(−1)sgnπ

i−1
∏

j=1

Dπ(j)gj

n−1
∏

j=i

Dπ(j)gj+1,

kde sčítame cez všetky permutácie π množiny {1, 2, . . . n− 1}. Pritom pre každú π
máme Dπ(j)gj, Dπ(j)gj+1 ∈ Ln−1(P,R), a teda z Hölderovej nerovnosti

i−1
∏

j=1

Dπ(j)gj

n−1
∏

j=i

Dπ(j)gj+1 ∈ L1(P,R).

Definícia 2.15. Majme otvorenú množinu V ⊂ Rd, funkciu g ∈ BVloc(V,Rm) a
E ⊂ V merateľnú. Označme N(g, E, y) počet prvkov množiny g−1(y)∩E. Povieme,
že pre g na E platí area formula, ak�

E

v(g(x))|Jg(x)| dx =
�

Rm

v(y)N(g, E, y) dHd(y)

pre každú nezápornú borelovsky merateľnú funkciu v na Rm. Ďalej povieme, že g na
E spĺňa Luzinovu (N)-podmienku, ak pre každú merateľnú množinu F ⊂ E platí

λd(F ) ⇒ Hd(g(F )) = 0.

Je známe, že area formula platí na každej množine, na ktorej g spĺňa Luzinovu
(N)-podmienku. Plynie to napríklad z Tvrdenia 2.12 a z toho, že pre Lipschitzovské
funkcie area formula platí, viď [11], Veta 3.2.5. Opačná implikácia (teda pre g platí
area formula ⇒ g spĺňa (N)-podmienku) je triviálna.
Z Tvrdenia 2.12 a Vety 3.2.5 v [11] tiež plynie, že pre každú g ∈ BVloc(V,Rm)

existuje množina N ⊂ V miery 0 tak, že pre g platí area formula na množine V \N .
Ak nešpecifikujeme monožinu, na ktorej tvrdíme, že g spĺňa area formulu, mys-

líme tým, že g spĺňa area formulu na (celej) množine V , a teda aj na každej mera-
teľnej podmnožine E ⊂ V .
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3 Homeomorfizmy s konečnou variáciou v rovine

V tejto kapitole sa budeme zaoberať dôkazom Vety 1.2.
Zafixujme si teda oblasti Ω, G ⊂ R2 a BV -homeomorfizmus f zobrazujúci Ω na

G. Inverzné zobrazenie k f budeme značiť u. Z Vety 1.1 vieme, že u ∈ BVloc(G,R2).

3.1 Orientácia zobrazenia f

Pripomeňme, že Jordanova krivka je spojité zobrazenie γ : [a, b] ⊂ R → R2 také, že
γ(a) = γ(b) a γ je prostá na [a, b). Takáto krivka rozdeľuje rovinu na dva komponenty
Int γ, Ext γ . Ak stotožníme R2 s komplexnou rovinou, potom pre každé z ∈ Ext γ
je index Indγ(z) = 0 a pre každé z ∈ Int γ je buď Indγ(z) = 1 alebo Indγ(z) = −1,
nezávisle na z. Ak platí prvá možnosť (teda Indγ(z) = 1 pre každé z ∈ Int γ), potom
je γ kladne orientovaná, v opačnom prípade je záporne orientovaná.
Ďalej pripomeňme, že krivky krivky γ0, γ1 : [0, 1] → Ω̃ ⊂ C sú Ω̃-homotopické,

ak existuje spojité zobrazenie H jednotkového štvorca [0, 1]× [0, 1] do Ω̃ také, že pre
všetky s, t ∈ [0, 1] platí

H(s, 0) = γ0(s), H(s, 1) = γ1(s), H(0, t) = H(1, t).

V nasledujúcej leme využijeme nasledovné známe tvrdenie (viď napr. [24],Veta 10.40
a poznámku za touto vetou, alebo tiež [6], Veta 123):

Tvrdenie 3.1. Nech γ0, γ1 sú Ω̃-homotopické uzavreté krivky v oblasti Ω̃. Ak platí
α /∈ Ω̃, potom

Indγ1(α) = Indγ2(α).

Lema 3.2. Majme dva obdĺžniky O1, O2 ⊂⊂ Ω. Ich hranice majme parametrizované
kladne orientovanými Jordanovými krivkami γ1 : [0, 1] → ∂O1, γ2 : [0, 1] → ∂O2.
Potom Jordanove krivky f◦γi : [0, 1]→ ∂f(Oi), ktoré parametrizujú ∂f(Oi), i = 1, 2,
sú rovnako orientované.

Dôkaz. Označme x resp. y stred obdĺžnika O1 resp. O2. Zo súvislosti množiny Ω
existuje krivka ϕ a ǫ > 0 tak, že

ϕ(0) = x, ϕ(1) = y, B(ϕ(0), 2ǫ) ⊂ O1, B(ϕ(1), 2ǫ) ⊂ O2

a B(ϕ(t), 2ǫ) ⊂⊂ Ω pre každé t ∈ [0, 1].

Zvolíme postupnosť bodov 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 tak, aby |ϕ(tj−1)− ϕ(tj)| < ǫ
pre každé j = 1, 2, . . . , k. Označme Bj := B(ϕ(tj), ǫ) a nech γ̃j je kladne oriento-
vaná krivka parametrizujúca ∂Bj , j = 0, 1, . . . , k. Pre zjednodušenie značenia ďalej
označme γ̃−1 := γ1, γ̃k+1 := γ2, zj := ϕ(tj) pre j = 0, 1, . . . , k, zk+1 := y(= zk).
Pre k = 0, 1, . . . , k+1 je vďaka rovnakej orientácii krivka γ̃j−1 homotopická s γ̃j

v Ω\{zj}. Pre j = 0 ide totiž o rovnako orientovaný obvod obdĺžnika O1 a kružnicu
γ0 vo vnútri O1, oboje so stredom z0, ktoré sú zrejme homotopické. Podobne pre
j = k + 1. Pre 1 ≤ j ≤ k stačí kružnicu γ̃j−1 posunúť o vektor zj − zj−1 a správne
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otočiť; v množine Ω zostaneme vďaka tomu, že B(zj−1, 2ǫ) ⊂⊂ Ω. Ak označíme
Hj homotópiu kriviek γj−1 a γj, j = 0, 1, . . . , k + 1 , potom f ◦ Hj je homotópia
Jordanových kriviek f ◦ γ̃j−1, f ◦ γ̃j v f(Ω)\{f(zj)}. Z Tvrdenia 3.1 teda dostávame

Indf◦γ̃j−1
(f(zj)) = Indf◦γ̃j

(f(zj))

a keďže zrejme f(zj) ∈ Int(f ◦ γ̃j−1)∩ Int(f ◦ γ̃j), sú krivky f ◦ γ̃j−1 a f ◦ γ̃j rovnako
orientované, j = 0, 1, . . . , k + 1. Aj f ◦ γ̃−1 = f ◦ γ1 a f ◦ γ̃k+1 = f ◦ γ2 sú teda
rovnako orientované, čo sme chceli dokázať.

Definícia 3.3. Povieme, že náš homeomorfizmus f je kladne (resp. záporne) orien-
tovaný, ak pre každý obdĺžnik O ⊂⊂ Ω parametrizovaný kladne orientovanou Jor-
danovou krivkou γ je krivka f ◦ γ kladne (resp. záporne) orientovaná.

Poznámka 3.4. Z Lemy 3.2 dostávame, že každý homeomorfizmus f na oblasti Ω je
buď kladne alebo záporne orientovaný. Predpoklad vo Vete 1.2, že f je kladne orien-
tovaný, teda nie je nijako obmedzujúci. Ak máme záporne orientovaný homeomor-
fizmus f , môžeme totiž výsledky pre kladne orientované homeomorfizmy aplikovať
na kladne orientovaný homeomorfizmus

(x1, x2) 7→ f(−x1, x2),

čím pre záporne orientovaný f dokážeme vzťah (1) so znamienkom mínus na pravej
strane.

Tvrdenie 3.5. Majme ohraničenú oblasť U ⊂ R2 a kladne orientovanú Jordanovu
krivku γ : [0, 1] → ∂U parametrizujúcu ∂U . Nech γ je diferencovateľná v bode t0 ∈
(0, 1) a γ′(t0) 6= (0, 0). Potom vektorový súčin k γ′(t0), t. j. vektor (γ′2(t0),−γ

′
1(t0)),

má smer vonkajšej normály k U v bode γ(t0).

Dôkaz. Rovinu R2 máme stotožnenú s komplexnou rovinou C. Z kladnej orientácie
γ vieme, že Indγ(z) = 1 pre každé z ∈ U = Int γ a Indγ(z) = 0 pre každé z ∈
C \ U = Ext γ.
Bez ujmy na obecnosti možeme predpokladať γ(t0) = 0, γ′(t0) = ae2, kde a > 0.

Chceme dokázať, že e1 je vonkajšia normála k U v bode 0.
Majme 0 < ǫ < a. Z derivácie γ v bode 0 existuje δ > 0 tak, že [t0 − δ, t0 + δ] ⊂

(0, 1) a pre t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] platí

|γ(t)− (t− t0)ae2| ≤ ǫ|t− t0|,

a teda bod γ(t) leží medzi priamkami prechádzajúcimi počiatkom a zvierajúcimi s
osou y uhol ±α, pre ktorý platí sinα = ǫ

a
. Presnejšie po označení αǫ := arcsin ǫ

a
,

K+ǫ : = {z ∈ R2 : z1 > 0,
∣

∣

∣

∣

z1
z2

∣

∣

∣

∣

> tanαǫ},

K−
ǫ : = {z ∈ R2 : z1 < 0,

∣

∣

∣

∣

z1
z2

∣

∣

∣

∣

> tanαǫ},

Kǫ : = K+ǫ ∪K−
ǫ
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máme

t ∈ (t0, t0 + δ] ⇒ γ(t) ∈ (Kǫ)c ∩ {z ∈ R2 : z2 > 0},

t ∈ [t0 − δ, t0) ⇒ γ(t) ∈ (Kǫ)c ∩ {z ∈ R2 : z2 < 0}.

αǫ

ǫ(t − t0)

a(t − t0)e1

K+
ǫ

K−

ǫ

z1

z2

0

Všimnime si, že pre ǫ→ 0 aj αǫ → 0, a teda prienikom ∩0<ǫ<a(Kǫ)c je os z2.
Označme t+ := t0 + δ, t− := t0 − δ. Keďže γ je spojitá a prostá (až na bod

γ(0) = γ(1)) a [0, 1] \ (t−, t+) je kompaktná, máme

dist
(

γ(t0), γ([0, 1] \ (t−, t+))
)

= d > 0,

a teda
B(0, d) ∩ γ([0, 1]) ⊂ γ((t−, t+)) ⊂ (Kǫ)c. (7)

Majme body z+ ∈ B(0, d)∩K+ǫ , z
− ∈ B(0, d)∩K−

ǫ . Z (7) vieme z
+, z− /∈ γ([0, 1]).

Ukážeme
Indγ z

+ = 0, Indγ z
− = 1, (8)

a teda

B(0, d) ∩K+ǫ ∩ U = ∅,

B(0, d) ∩K−
ǫ ⊂ U.

Keďže ǫ môžeme voliť ľubovoľne malé, bude odtiaľ plynúť, že e1 je vonkajšia normála
k U v bode 0, čo chceme.
Keďže index je konštantný na všetkých komponentách R2 \ γ([0, 1]), vďaka (7)

stačí (8) dokázať pre z+ = d
2
e1, z− = −d

2
e1. Ďalej z kladnej orientácie γ vieme

Indγ z
+, Indγ z

− ∈ {0, 1}, a teda stačí dokázať Indγ z
− − Indγ z

+ = 1. To plynie z
Maříkovej vety (viď [6], Veta 126). Krivka γ totiž pretína úsečku z−, z+ v jedinom
bode 0, v ktorom je funkcia Im γ = γ2 rýdzo rastúca.
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Dôsledok 3.6. Majme ohraničenú oblasť U ⊂ R2 a lipschitzovskú kladne oriento-
vanú Jordanovu krivku γ : [0, 1] → ∂U parametrizujúcu ∂U . Potom pre H1-skoro
všetky x ∈ ∂U , x = γ(t), je (γ′2(t),−γ

′
1(t)) vonkajšou normálou k U v bode x.

Dôkaz. Lipschitzovská funkcia γ je skoro všade diferencovateľná a spĺňa Luzinovu
(N)-podmienku, a teda obraz λ1-nulovej podmnožiny (0, 1), kde γ nie je diferencova-
teľná, je H1-nulový. Ďalej zo Sardovej vety pre lipschitzovské funkcie (viď napr. [20],
Veta 34.17) je obraz množiny {t ∈ (0, 1) : γ′(t) = 0} tiež H1-nulový. H1-skoro
všetky body ∂U teda spĺňajú predpoklady Tvrdenia 3.5.

3.2 f-regulárne množiny

Značenie 3.7. Majme reálne čísla α < β a k ∈ N. Povieme, že (ξi)ki=0 je delenie
intervalu [α, β], značíme (ξi)ki=0 ∈ D(α, β), ak

α = ξ0 < ξ1 < · · · < ξk−1 < ξk = β.

Ďalej variáciu funkcie h ∈ BV ([α, β]) budeme značiť

V (h;α, β) = sup

{

k
∑

i=1

|h(ξi)− h(ξi−1)| : (ξi)ki=0 ∈ D(α, β)

}

.

Pre α = β ešte z formálnych dôvodov položme V (h;α, α) = 0.
Podobne pre otvorenú množinu P ⊂ R povieme, že (ξi)ki=0 ∈ D(P ) je delenie, ak

ξi ∈ P a ξ0 < ξ1 < · · · < ξk−1 < ξk. Pre body a, b ∈ P , a < b a funkciu h ∈ BV (P )
potom definujeme variáciu

VP (h; a, b) = sup

{

k
∑

i=1

|h(ξi)− h(ξi−1)| : (ξi)ki=0 ∈ D(P ), ξ0 = a, ξ1 = b

}

.

Definícia 3.8. Uvažujme množinu Γ ⊂ R2 parametrizovateľnú Jordanovou kriv-
kou konečnej dĺžky a nejakú takúto jej parametrizáciu ϕ : [a, b] → Γ. Povieme, že
zobrazenie g : Γ→ R2 je BV , ak zloženie g ◦ ϕ : [a, b]→ R2 má konečnú variáciu.

Ukážeme, že táto definícia nezávisí na zvolenej parametrizácii množiny Γ. Uva-
žujme dve Jordanove krivky konečnej dĺžky ϕ : [a, b] → R2, ψ : [c, d] → R2 para-
metrizujúce Γ a nech g ◦ ϕ je BV , t.j. variácia V (g ◦ ϕ; a, b) je konečná. Ukážeme,
že potom aj g ◦ ψ je BV . Zrejme stačí ukázať, že pre každé delenie (ζi)ki=0 ∈ D(c, d)
platí

k
∑

i=1

|g ◦ ψ(ζi)− g ◦ ψ(ζi−1)| ≤ V (g ◦ ϕ; a, b), (9)

potom už totiž nutne V (g◦ψ; c, d) ≤ V (g◦ϕ; a, b). Uvažujme teda delenie ζ intervalu
[c, d]. Bez ujmy na obecnosti môžeme predpokladať ϕ(a) = ψ(ζj) pre nejaké j ∈
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{0, 1, . . . , k−1} – inak bod ψ−1(ϕ(a)) do delenia (ζi) pridáme a ľavú stranu (9) tým
nezmenšíme. Potom

k
∑

i=1

|g ◦ ψ(ζi)− g ◦ ψ(ζi−1)| =

=
j
∑

i=1

|g ◦ ψ(ζi)− g ◦ ψ(ζi−1)|+
k
∑

i=j+1

|g ◦ ψ(ζi)− g ◦ ψ(ζi−1)| ≤

≤ V (g ◦ ϕ;ϕ−1(ψ(c)), b) + V (g ◦ ϕ; a, ϕ−1(ψ(c))) = V (g ◦ ϕ; a, b),

kde v prípade ψ(c) = ϕ(a) = ϕ(b) berieme ϕ−1(ψ(c)) = a.

Definícia 3.9. Povieme, že množina U ⊂⊂ Ω je f -regulárna, ak je otvorená, hra-
nicu množiny U tvorí Jordanova krivka konečnej dĺžky a reštrikcia f |∂U je BV .
Analogicky u-regulárnosť.

Lema 3.10. Ak je U f -regulárna, potom f(U) je u-regulárna. Navyše existuje pa-
rametrizácia γ množiny ∂U tak, že γ aj f ◦ γ sú lipschitzovské.

Dôkaz. Uvažujme najprv ľubovoľnú parametrizáciu ϕ : [0, 1] → Ω množiny ∂U .
Keďže f je na Ω spojité a prosté, je f ◦ ϕ : [0, 1] → G parametrizáciou množiny
∂f(U) = f(∂U) a zároveň je to Jordanova krivka. Keďže f |∂U je BV, tak naša
parametrizácia f ◦ϕ má konečnú variáciu, t. j. je konečnej dĺžky. Reštrikcia u|∂f(U)
je BV , pretože zloženie s parametrizáciou u ◦ (f ◦ ϕ) = ϕ : [0, 1] → Ω má konečnú
variáciu (z predpokladov má krivka ∂U parametrizovaná ϕ konečnú dĺžku).
Lipschitzovské parametrizácie ∂U , ∂f(U) dostaneme, ak tieto krivky parametri-

zujeme súčtom ich dĺžok. Uvažujme prostú spojitú funkciu

v : [0, 1]→ [0, V (ϕ; 0, 1) + V (f ◦ ϕ; 0, 1)],

v(t) = V (ϕ; 0, t) + V (f ◦ ϕ; 0, t).

Potom stačí zobrať γ := ϕ ◦ v−1; obe parametrizácie γ, f ◦ γ množín ∂U , ∂f(U)
budú 1-lipschitzovské.

Značenie 3.11. Pre i = 1, 2 a t ∈ R označme

Ωi
t := {x ∈ Ω : xi = t}.

Množina Ωi
t leží na priamke {xi = t} ⊂ R2. Túto priamku stotožníme s reálnou

osou R a priestorom BV (Ωi
t) budeme chápať klasický priestor funkcií s konečnou

variáciou jednej premennej, teda

f ∈ BV (Ωi
t)⇔ f ◦ ϕi

t ∈ BV (P i
t ),

kde
P 1t := {s ∈ R : (t, s) ∈ Ω} a ϕ1t (s) = (t, s),
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podobne P 2t , ϕ
2
t (P

i
t je teda otvorená podmnožina R). Ďalej pre body A,B ∈ Ω1t ,

A2 < B2, označme variáciu

V (f⌊Ω1t ;A,B) := VP 1t
(f ◦ ϕ1t ;A2, B2),

podobne V (f⌊Ω2t ;A,B) pre A,B ∈ Ω2t , A1 < B1.

Lema 3.12. Pre λ1-skoro všetky t ∈ R platí f⌊Ωi
t
∈ BV (Ωi

t) (i = 1, 2).

Dôkaz. Toto známe tvrdenie plynie napr. z úvodu kapitoly 3.11 (strany 193-196) v
[1].

Označme R := {t ∈ R : f⌊Ωi
t
∈ BV (Ωi

t), i = 1, 2}. Z Lemy 3.12

λ1(R \R) = 0, (10)

a teda ”skoro každý” otvorený obdĺžnik O ⊂⊂ Ω so stranami rovnobežnými s osami
x, y je f -regulárna množina. Skutočne, nech A,B,C,D sú vrcholy obdĺžnika O (za-
číname v ľavom dolnom rohu a pokračujeme v kladnom smere) a ich súradnice
A1 = D1, A2 = B2, B1 = C1, C2 = D2 padnú do množiny R. Jednoduchá paramet-
rizácia ϕ : [0, 4]→ R2 krivky ∂O

ϕ(t) =



















A+ t(B − A), t ∈ [0, 1]

B + (t− 1)(C −B), t ∈ (1, 2]

C + (t− 2)(D − C), t ∈ (2, 3]

D + (t− 3)(A−D), t ∈ (3, 4]

zaručuje f -regularitu obdĺžnika O: variácia

V (f ◦ϕ; 0, 4) = V (f⌊Ω2
A2
;A,B)+V (f⌊Ω1

B1
;B,C)+V (f⌊Ω2

C2
;D,C)+V (f⌊Ω1

A1
;A,D)

je totiž konečná.

Lema 3.13. Majme otvorenú množinu O ⊂ Ω a konečnú Radonovu mieru µ na O.
Potom pre každé ǫ > 0 existuje k ∈ N a disjunktný systém f -regulárnych obdĺžnikov
{Oj}

k
j=1 takých, že Oj ⊂⊂ O a

µ(O \ ∪k
j=1Oj) < ǫ.

Dôkaz. Pre i = 1, 2, t ∈ R označme

Oi
t := {x ∈ O : xi = t}.

Množiny Oi
t sú borelovské, teda µ-merateľné. Keby nespočítateľne veľa z nich (napr.

spomedzi O1t ) malo kladnú mieru µ, potom pre nejaké l ∈ N by nekonečne veľa
množín O1t malo mieru väčšiu ako

1
l
, a teda ich (disjunktné) zjednotenie by malo

nekonečnú mieru, čo je spor (µ je konečná). Pre λ1-skoro všetky t ∈ R teda platí
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µ(Oi
t) = 0 (i = 1, 2), označme R̃ := {t ∈ R : µ(Oi

t) = 0, i = 1, 2}. Spolu s (10) teda
máme λ1(R \ (R̃ ∩R)) = 0.
Uvažujme všetky otvorené obdĺžniky U ⊂⊂ O s hranami vodorovnými s osami

x, y a s vrcholmi s racionálnymi súradnicami. Tieto obdĺžniky tvoria spočítateľnú
bázu otvorených podmnožin O, takže množina O sa dá napísať ako ich zjednotenie
O = ∪∞

j=1Uj (Uj sú bázové obdĺžniky). Existuje teda k1 ∈ N také, že

µ(O \ ∪k1
j=1Uj) < ǫ.

Keďže λ1(R \ (R̃∩R)) = 0, každý obdĺžnik Uj vieme mierne zväčšiť na obdĺžnik Ũj

tak, že stále Ũj ⊂⊂ O, Ũj má hrany rovnobežné s osami x, y, Uj ⊂ Ũj a súradnice
vrcholov obdĺžnika Ũj padnú do množiny R ∩ R̃. Samozrejme stále platí

µ(O \ ∪k1
j=1Ũj) < ǫ.

Na záver ešte tieto obdĺžniky zdisjunktníme. Označme U1 resp. U2 projekciu všet-
kých vrcholov obdĺžnikov Ũj , j = 1, 2, . . . , k1, na osi y resp. x. Do roviny si zakreslíme
všetky priamky prechádzajúce bodmi z U1 resp. U2 kolmé na os y resp. x. Tieto
priamky nám rozdelia systém obdĺžnikov Ũj, j = 1, 2, . . . , k1, na disjunktný sys-
tém obdĺžnikov Oj, j = 1, 2, . . . , k. Keďže súradnice vrcholov obdĺžnikov Ũj ležali
v R̃, prienik našich deliacich priamok s množinou Ω má nulovú mieru µ. Ich vyne-
chaním zo systému (uvažujeme totiž vždy otvorené obdĺžniky) teda nič nestratíme:
µ(∪k1

j=1Ũj \ ∪
k
j=1Oj) = 0, a teda stale

µ(O \ ∪k
j=1Oj) < ǫ.

Keďže súradnice vrcholov obdĺžnikov Oj ležia rovnako ako súradnice vrcholov Ũj v
R, sú obdĺžniky Oj f -regulárne.

Lema 3.14. Nech U ⊂ Ω je f -regulárna množina. Potom pre i, j ∈ {1, 2} platí�
U

dDjfi =
�

∂U

fiν
U
j dH

1.

Dôkaz. V Tvrdení 2.7 stačí zvoliť n = 2, Ṽ = Ω, V = U a Φ = (fi, 0) resp. Φ =
(0, fi). Predpoklad H1(∂U) < ∞ je splnený vďaka f -regularite množiny U , pred-
poklad div Φ(∂U) = 0 vďaka tomu, že f ∈ BV (viď Poznámka 2.8). Pritom vďaka
Dôsledku 3.6 a Leme 3.10 vieme, že H1-skoro všade na ∂U existuje klasická normála
νU , a teda ∂∗U = ∂U .

Definícia 3.15. Nech U ⊂ Ω je f -regulárna množina a γ : [a, b]→ ∂U je paramet-
rizácia ∂U . Definujme vynesenú krivku ϕ : [a, b]→ Ω×G ako

ϕ1(t) = x1 = γ1(t),

ϕ2(t) = x2 = γ2(t),

ϕ3(t) = y1 = f1(γ(t)),

ϕ4(t) = y2 = f2(γ(t)).
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Tvrdenie 3.16. Nech U je f -regulárny obdĺžnik, f je kladne orientovaná. Potom
platí

D2u2(f(U)) = D1f1(U),

D1u2(f(U)) = −D1f2(U),

D2u1(f(U)) = −D2f1(U),

D1u1(f(U)) = D2f2(U).

Dôkaz. Z Lemy 3.10 existuje γ : [a, b] → ∂U kladná lipschitzovská parametrizácia
∂U taká, že f ◦ γ je lipschitzovská parametrizácia ∂f(U). Potom z Dôsledku 3.6
dostávame, že pre skoro všetky x ∈ ∂U , x = γ(t) platí

νU(x)|γ′(t)| = (γ′2(t),−γ
′
1(t)).

Nech ϕ : [a, b] → Ω × G je príslušná vynesená krivka. Potom ϕ je skoro všade
diferencovateľná a s využitím Lemy 3.14 máme

D1f1(U) =
�

∂U

f1ν
U
1 dH

1 =
�

γ

f1ν
U
1 ds =

� b

a

f1(γ(t))γ′2(t) dt =

=
� b

a

ϕ3(t)ϕ′
2(t) dt =

�
ϕ

y1 dx2.

(11)

Pre u-regulárnu množinu f(U) a jej kladnú (vďaka kladnej orientácii f) lipschitzov-
skú parametrizáciu γ̃ : [a, b]→ ∂f(U), γ̃(t) = f(γ(t)) platí analogicky

D2u2(f(U)) =
�

∂f(U)

u2ν
f(U)
2 dH1 =

�
γ̃

u2ν
f(U)
2 ds = −

� b

a

u2(γ̃(t))γ̃
′
1(t) dt =

= −

� b

a

ϕ2(t)ϕ′
3(t) dt = −

�
ϕ

x2 dy1.

(12)

Pritom�
ϕ

y1 dx2 +
�

ϕ

x2 dy1 =
� b

a

ϕ3(t)ϕ
′
2(t) + ϕ2(t)ϕ

′
3(t) dt =

� b

a

(ϕ3ϕ2)
′ dt = 0,

takže z (11) a (12) dostávame

D1f1(U) =
�

ϕ

y1 dx2 = −

�
ϕ

x2 dx1 = D2u2(f(U)),

čo sme chceli. Pre ostatné kombinácie indexov dostávame analogicky

D1f2(U) =
�

γ

f2 dx2 =
�

ϕ

y2 dx2 = −

�
ϕ

x2 dy2 = −

�
γ̃

u2 dy2 = −

�
f(U)

D1u2,

D2f1(U) = −

�
γ

f1 dx1 = −

�
ϕ

y1 dx1 =
�

ϕ

x1 dy1 =
�

γ̃

u1 dy1 = −

�
f(U)

D2u1,

D2f2(U) = −

�
γ

f2 dx1 = −

�
ϕ

y2 dx1 =
�

ϕ

x1 dy2 =
�

γ̃

u1 dy2 =
�

f(U)

D1u1,
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t. j.
(

D1u1(f(U)) D2u1(f(U))
D1u2(f(U)) D2u2(f(U))

)

= adj

(

D1f1(U) D2f1(U)
D1f2(U) D2f2(U)

)

.

Dôkaz Vety 1.2. Dokazujme D1f1(E) = D2u2(f(E)), pre ostatné kombinácie in-
dexov je dôkaz analogický.
Pre každú A ⊂ Ω borelovskú je jej homeomorfný obraz f(A) borelovská pod-

množina G, položme µ̃(A) := D2u2(f(A)). Potom µ̃ je znamienková miera na bo-
relovských podmnožinách Ω, pričom z regularity D2u2 a spojitosti f, u dostávame
regularitu µ̃, teda µ̃ je Radonova miera.
Dokazujeme teda

D1f1(E) = µ̃(E) pre každú E ⊂ Ω borelovskú. (13)

Z regularity Radonových mier Df , µ̃ stačí dokázať vzťah (13) pre každú E = K ⊂ Ω
kompaktnú. Keďže pre každú Radonovu mieru m na Ω platí navyše

m(K) = inf{m(V ) : K ⊂ V ⊂⊂ Ω},

vzťah (13) stačí dokázať pre každú E = Ω̃ ⊂⊂ Ω otvorenú.
Ďalej µ := |D1f1| + |µ̃| je konečná Radonova miera na Ω̃ a z Lemy 3.13 pre

ľubovoľné ǫ > 0 dostávame disjunktný systém f -regulárnych obdĺžnikov {Oj}
k
j=1

takých, že Oj ⊂⊂ Ω̃ a µ(Ω̃\∪k
j=1Oj) < ǫ. Z f -regularity obdĺžnikov Oj a z Tvrdenia

3.16 máme D1f1(Oj) = D2u2(Oj), a teda

|D1f1(Ω̃)−D2u2(f(Ω̃))| ≤
k
∑

j=1

|D1f1(Oj)−D2u2(f(Oj))|+

+ |D1f1(Ω̃ \ ∪k
j=1Oj)|+ |D2u2(f(Ω̃)) \ ∪

k
j=1f(Oj))| ≤

≤0 + µ(Ω̃ \ ∪k
j=1Oj) + µ(Ω̃ \ ∪k

j=1Oj) < 2ǫ.

Keďže ǫ môžeme voliť ľubovoľné, dostávame D1f1(Ω̃) = D2u2(f(Ω̃)) = µ̃(Ω̃), čo sme
chceli.
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4 Homeomorfizmy v priestore W 1,n−1

V tejto kapitole sa budeme zaoberať dôkazom Vety 1.4.
Majme teda n ≥ 3, zafixujme si oblasti Ω, G ⊂ Rn a homeomorfizmus f ∈

W 1,n−1(Ω,Rn) zobrazujúci Ω na G. Inverzné zobrazenie k f budeme značiť u. Z
Vety 1.1 vieme, že u ∈ BVloc(G,R2).

4.1 Orientácia zobrazenia f

Orientáciu homeomorfizmu f : Ω→ G určíme pomocou topologického stupňa. Pri-
pomeňme, že stupeň deg(g, V, y) je definovaný pre V ⊂ Rn otvorenú ohraničenú,
g : V → Rn spojitú a y ∈ Rn \ g(∂V ). Ak teda o Ω nechceme predpokladať, že
je ohraničená, no najmä že f je spojitá až do hranice Ω, budeme stupeň uvažo-
vať na súvislých otvorených podmnožinách V ⊂⊂ Ω. Základné vlastnosti stupňa
(d1) − (d7) pre takéto množiny V nájdeme napr. v [8], Veta 3.1. Vypíšeme tie, na
ktoré sa budeme v ďalšom odvolávať:

(d1) deg(id, V, y) = 1 pre y ∈ V .

(d4) deg(f, V, y) 6= 0 implikuje f−1(y) 6= ∅.

(d5) deg(., V, y) a deg(f, V, .) sú konštantné na {g ∈ C(V ) : |g − f |∞ < r}
resp. B(y, r) ⊂ Rn, kde r = dist (y, f(∂V )). Navyše deg(f, V, .) je kon-
štantný na každom komponente Rn \ f(∂V ).

(d7) deg(f, V, y) = deg(f, V1, y) pre každú otvorenú V1 ⊂ V takú, že y /∈ f(V \ V1).

Majme súvislú otvorenú V ⊂⊂ Ω. Potom f : V → f(V ) je homeomorfizmus,
f(V ) je súvislá a z vlastnosti (d5) je deg(f, V, .) konštantný na f(V ), túto konštantu
budeme značiť deg(f, V, f(V )) (zhoduje sa so značením v [8]). Z (d4) je deg(f, V, y) =
0 pre y ∈ Rn \ f(V ).
Pre x ∈ V dostávame z vlastnosti (d1) a z Vety 5.1 (Retiazkové pravidlo) v [8]

(inverzné zobrazenie u = f−1⌊f(V ) sa dá z kompaktnej množiny f(V ) spojito rozšíriť
na celé Rn)

1 = deg(id, V, x) = deg(u ◦ f, V, x) = deg(f, V, f(V )) deg(u, f(V ), x).

Keďže deg(f, V, f(V )), deg(u, f(V ), x) sú celé čísla, nutne

deg(f, V, f(V )) = ±1. (14)

Lema 4.1. Pre každé dve súvislé otvorené množiny V1, V2 ⊂⊂ Ω platí

deg(f, V1, f(V1)) = deg(f, V2, f(V2)).
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Dôkaz. Zvoľme x ∈ V1, y ∈ V2. Zo súvislosti Ω existuje krivka γ : [0, 1]→ Ω a ǫ > 0
tak, že

γ(0) = x, γ(1) = y, B(γ(0), ǫ) ⊂ V1, B(γ(1), ǫ) ⊂ V2

a B(γ(t), ǫ) ⊂⊂ Ω pre každé t ∈ [0, 1].

Zvolíme postupnosť bodov t0 = 0 < t1 < · · · < tk = 1 tak, aby B(γ(tj), ǫ) ∩
B(γ(tj), ǫ) 6= ∅ pre každé j = 1, 2, . . . , k. Označme Bj := B(γ(tj), ǫ). Potom z
vlastnosti (d7) a s využitím konštantnosti stupňa na súvislých množinách (značenie
ako vyššie) máme pre j = 1, 2, . . . , k

deg(f, Bj, f(Bj)) = deg(f, Bj ∩Bj+1, f(Bj ∩ Bj+1)) = deg(f, Bj+1, f(Bj+1)),

a teda (opäť z (d7) a konštantnosti stupňa na súvislých množinách)

deg(f, V1, f(V1)) = deg(f, B0, f(B0)) = deg(f, Bk, f(Bk)) = deg(f, V2, f(V2)).

Definícia 4.2. Majme Ω ⊂ Rn oblasť. Povieme, že homeomorfizmus f : Ω → G je
kladne orientovaný, ak pre každú oblasť V ⊂⊂ Ω platí

deg(f, V, f(V )) = 1.

Povieme, že f je záporne orientovaný, ak pre každú oblasť V ⊂⊂ Ω platí

deg(f, V, f(V )) = −1.

Poznámka 4.3. Zo vzťahu (14) a Lemy 4.1 dostávame, že každý homeomorfizmus
na oblasti Ω je buď kladne alebo záporne orientovaný. Predpoklad vo Vete 1.4, že f
je kladne orientovaný, teda nie je nijako obmedzujúci. Ak máme záporne orientovaný
homeomorfizmus f , môžeme totiž výsledky pre kladne orientované homeomorfizmy
aplikovať na kladne orientovaný homeomorfizmus

(x1, x2, x3, . . . , xn) 7→ f(−x1, x2, x3, . . . , xn)

a pre záporne orientovaný f dostaneme vzťah (2) so znamienkom mínus na pravej
strane.

4.2 Priestor W 1,n−1 a rezy množiny Ω

Značenie 4.4. Podobne ako v dimenzii 2, pre i ∈ {1, 2, . . . , n} a t ∈ R označme

Ωi
t := {x ∈ Ω : xi = t}.

Množina Ωi
t leží v nadrovine Rn, mieru Hn−1 na nej budeme stotožňovať s λn−1.
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Slabé derivácie Djfi, i, j = 1, 2, . . . , n sú definované λn-skoro všade na Ω. Zafi-
xujme si reprezentanta týchto funkcií, ktorý bude definovaný všade na Ω. Ďalej kvôli
tomu, aby sme mali definovanú konvolúciu funkcií f ,Djf so zhladzovacími funkciami
ρk, mimo Ω dodefinujme f = 0, Djf = 0. Máme potom f,Djf ∈ Ln−1(Rn,Rn). Uve-
domme si však, že takto definovaná Djf nie je slabá derivácia f na celom Rn. Stále
je to však slabá derivácia f na Ω, t. j. pre všetky ϕ ∈ C∞

c (R
n) s kompaktným

nosičom v Ω platí �
Rn

Djfϕ = −

�
Rn

fDjϕ.

Lema 4.5. Majme všade definovaného reprezentanta g ∈ Lp(Rn,Rn), p ≥ 1 a uva-
žujme štandardné zhladenia gk = g ∗ ρk. Potom existuje postupnosť vybraná z {ρk}
(značíme opať {ρk}, {gk}) tak, že pre každé i = 1, 2, . . . , n a skoro všetky t ∈ R

gk⌊Ωi
t
→ g⌊Ωi

t
v priestore Lp(Ωi

t,R
n).

Špeciálne g⌊Ωi
t
∈ Lp(Ωi

t,R
n).

Dôkaz. Vieme, že gk → g v Lp(Ω,Rn), t. j.�
Ω

|g − gk|p =
�

R

(�
Ωi

t

|g − gk|p dλn−1

)

dλ1 → 0.

Funkcie Gk(t) =
�
Ωi

t
|g−gk|p dλn−1 teda konvergujú k 0 v L1. Existuje teda vybraná

postupnosť z {Gk}, ktorá konverguje k 0 skoro všade. Príslušná vybraná postupnosť
z {gk⌊Ωi

t
} teda konverguje ku g⌊Ωi

t
v Lp(Ωi

t,R
n).

Dôsledok 4.6. Existuje (pod)postupnosť {ρk} štandardných zhladzovacích funkcií
tak, že pre i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j a skoro všetky t ∈ R platí

f ∗ ρk → f⌊Ωi
t

v Ln−1(Ωi
t,R

n),

Djf ∗ ρk → Djf⌊Ωi
t

v Ln−1(Ωi
t,R

n).
(15)

Pre takéto t sú pritom (Djf)⌊Ωi
t
zároveň slabými deriváciami funkcie f⌊Ωi

t
, špeciálne

f⌊Ωi
t
∈W 1,n−1(Ωi

t,R
n).

Dôkaz. Prvá čast plynie z Lemy 4.5 použitej n-krát za sebou na funkcie g = f ,
g = Djf , j = 1, 2 . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n (pri (l + 1)-vom použití Lemy 4.5 vyberáme
podpostupnosť z postupnosti vybranej pri l-tom použití Lemy 4.5).
Majme ďalej také t, pre ktoré platí (15), j 6= i a ϕ ∈ C∞

c (Ω
i
t). Potom pre

1
k
<

dist (suppϕ,Ωc) a x ∈ suppϕ máme Dj ∗ ρ
k(x) = Dj(f ∗ ρk), a teda�

Ωi
t

Djfϕ = lim
k→∞

�
Ωi

t

Djf
kϕ = − lim

k→∞

�
Ωi

t

fkDjϕ = −

�
Ωi

t

fDjϕ,

takže (Djf)⌊Ωi
t
je slabá derivácia f⌊Ωi

t
. Pritom f⌊Ωi

t
, (Djf)⌊Ωi

t
∈ Ln−1(Ωi

t,R
n) máme

z (15).
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Značenie 4.7. Funkciami {ρk} budeme odteraz vždy myslieť (pod)postupnosť štan-
dardných zhladzovacích funkcií, pre ktorú platí tvrdenie v Dôsledku 4.6. Ďalej bu-
deme značiť fk := f ∗ ρk.

Veta 4.8. Pre každé i = 1, 2, . . . , n a skoro všetky t ∈ R platí pre f⌊Ωi
t
area formula

(nadrovinu Rn, v ktorej leží Ωi
t, stotožňujeme s Rn−1 a Hausdorffovu mieru Hn−1 na

nej s Lebesgueovou mieru λn−1).

Dôkaz. Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladať i = n (inak iba zameníme
súradnice). Veta 1.3 v článku [5] hovorí, že pre homeomorfizmus

g ∈W 1,n−1
loc ((−1, 1)n,Rn)

toto platí: pre skoro všetky y ∈ (−1, 1) zobrazenie g⌊(−1,1)n−1×{y} spĺňa Luzinovu
(N)-podmienku. Majme ďalej obecnú otvorenú kocku Q ⊂ Ω so stenami rovnobež-
nými s nadrovinami {xi = 0}. Zložením s lineárnym zobrazením, ktoré zobrazuje Q
na (−1, 1)n a zobrazuje Hn−1-nulové množiny na Hn−1-nulové, dostaneme, že naše
tvrdenie platí pre každé h ∈ W 1,n−1

loc (Q,Rn). Našu otvorenú množinu Ω si môžeme
napísať ako spočítateľné zjednotenie kociek Ω = ∪∞

j=1Qj . Označme Zj množinu
tých t ∈ R, pre ktoré f⌊Qj∩{xn=t} nespĺňa (N)-podmienku, Z := ∪∞

j=1Zj . Potom
λ1(Zj) = 0, λ1(Z) = 0 a pre t /∈ Z (t. j. pre skoro všetky t ∈ R) f⌊Ωn

t
spĺňa

(N)-podmienku.

Dôsledok 4.9. Pre každé i = 1, 2, . . . , n a skoro všetky t ∈ R platí

Hn−1(f(Ωi
t)) <∞.

Dôkaz. Z Dôsledku 4.6 a Vety 4.8 pre každé i a skoro všetky t je funkcia f⌊Ωi
t
∈

W 1,n−1(Ωi
t,R

n) a platí pre ňu area formula. Pre takéto i, t máme s využitím Pozo-
rovania 2.14

Hn−1(f(Ωi
t)) =

�
f(Ωi

t)

1 dHn−1 =
�
Ωi

t

|Jf⌊
Ωi

t

| <∞.

Poznámka 4.10. Analogické tvrdenie platí aj po zámene funkcie f za u za predpo-
kladu, že f ∈ W 1,1(Ω,Rn) (to v našom prípade f ∈ W 1,n−1 platí, ak je Ω množina
konečnej miery). Ak pre i = 1, 2, . . . , n a t ∈ R označíme Gi

t := {y ∈ G; yi = t},
potom pre každé i a skoro všetky t platí

Hn−1(u(Gi
t)) <∞.

Dôkaz. Pre skalárne funkcie fi ∈W 1,1(Ω,R) platí coarea formula�
Ω

|Jfi
| =

�
R

Hn−1((fi)−1(t)) dt, (16)

viď [11] (Veta 4.5.9, (14)) alebo [22]. Pritom pre fi ∈W 1,1(Ω,R), u = f−1 máme�
Ω

|Jfi
| =

�
Ω

√

(D1fi)2 + (D2fi)2 + · · ·+ (Dnfi)2 <∞,

(fi)−1(t) = {x ∈ Rn : fi(x) = t} = f−1({y ∈ Rn : yi = t}) = u(Gi
t),

takže z (16) máme Hn−1(u(Gi
t)) <∞ pre skoro všetky t ∈ R.
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4.3 Vzťah na f-regulárnych kvádroch

Definícia 4.11. Povieme, že U ⊂⊂ Ω je f -regulárny kváder, ak U = (a1, b1) ×
(a2, b2)×· · ·× (an, bn), kde ai, bi ∈ Rn, ai < bi, i = 1, 2, . . . , n a steny kvádru U ležia
v rezoch Ωi

t, pre ktoré platí:

• f⌊Ωi
t
∈W 1,n−1(Ωi

ti
,Rn),

• Dj(f⌊Ωi
t
) = (Djf)⌊Ωi

t
λn−1-skoro všade pre všetky j 6= i,

• (f ∗ ρk)⌊Ωi
t
→ f⌊Ωi

t
v Ln−1(Ωi

t,R
n),

• (Djf ∗ ρk)⌊Ωi
t
→ (Djf)⌊Ωi

t
v Ln−1(Ωi

t,R
n) pre všetky j 6= i,

• pre f⌊Ωti platí area formula

• Hn−1(f(Ωi
t)) <∞.

Poznámka 4.12. Prvý a druhý bod plynú z tretieho a štvrtého (viď Dôsledok 4.6),
posledný bod vyplýva z prvého a piateho (viď Dôsledok 4.9).

Lema 4.13. Majme otvorenú množinu O ⊂ Ω a konečnú Radonovu mieru µ. Potom
pre každé ǫ > 0 existuje k ∈ N a disjunktný systém f -regulárnych kvádrov {Oj}

k
j=1

takých, že Oj ⊂⊂ O a
µ(O \ ∪k

j=1Oj) < ǫ.

Dôkaz. Analogicky ako dôkaz Lemy 3.13. Namiesto Lemy 3.12 využijeme Dôsledok
4.6, Vetu 4.8 a Dôsledok 4.9, ktoré hovoria, že “skoro každý” kváder je f -regulárny.

Značenie 4.14. Majme f -regulárny kváder O a jeho obraz U = f(O). Jeho otvorené
steny ((n−1)-rozmerné kvádre) označme S+j , S

−
j tak, že vonkajšia normála je rovná

νO(x) =

{

ej , x ∈ S+j ,

− ej , x ∈ S−
j .

Ak niečo budeme tvrdiť pre S+j aj S
−
j , budeme písať S

±
j . Z regularity O vieme, že

slabé derivácie
D1f, . . . , Dj−1f,Dj+1f, . . . , Dnf

sú zároveň slabými deriváciami funkcie f⌊S±
j
∈ W 1,n−1(S±

j ,R
n), ak S±

j berieme ako

podmnožinu Rn−1. Označme J j
f Jakobián takto branej funkcie f⌊S±

j
, máme

|J j
f | = |D1f × · · · ×Dj−1f ×Dj+1f × · · · ×Dnf |.

Z Pozorovania 2.14 vieme |J j
f | ∈ L1(S±

j ).
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Keďže O je f -regulárny, je obraz Hn−1-nulovej množiny

∂O \

(

n
⋃

j=1

S+j ∪
n
⋃

j=1

S−
j

)

opäť Hn−1-nulová. Ďalej pre množinu N±
j := {x ∈ S±

j : |J
j
f | = 0} platí “Sardova

veta”: z area formule totiž dostávame

Hn−1(f(N±
j )) =

�
N±

j

|J j
f | dλn−1 = 0.

Pre Hn−1-skoro všetky y ∈ ∂U teda máme y = f(x), kde x leží v niektorej S+j alebo
S−

j , a |J
j
f(x)| 6= 0. Pre takéko y = f(x) položme

ν̃U (f(x)) :=



















(−1)j+1

|J j
f (x)|

D1f × · · · ×Dj−1f ×Dj+1f × · · · ×Dnf (x), ak x ∈ S+j ,

(−1)j

|J j
f(x)|

D1f × · · · ×Dj−1f ×Dj+1f × · · · ×Dnf (x), ak x ∈ S−
j .

Všimnime si, že |ν̃U(y)| = 1 vo všetkých bodoch y, kde je ν̃U definovaná.

Tvrdenie 4.15. Majme O ⊂⊂ Ω f -regulárny kváder, U = f(O). Potom

ν̃U = νU Hn−1-skoro všade na ∂U.

Špeciálne Federerova normála νU existuje skoro všade na ∂U .

Dôkazu Tvrdenia 4.15 je venovaná kapitola 4.4. Keď budeme toto tvrdenie využívať
predtým, ako ho dokážeme, explicitne to napíšeme.

Značenie 4.16. Označme

(Df)ĵ
l̂
:=



















D1f1 . . . Dj−1f1 Dj+1f1 . . . Dnf1
...

...
...

...
D1fl−1 . . . Dj−1fl−1 Dj+1fl−1 . . . Dnfl−1

D1fl+1 . . . Dj−1fl+1 Dj+1fl+1 . . . Dnfl+1
...

...
...

...
D1fn . . . Dj−1fn Dj+1fn . . . Dnfn



















,

podobne nech (Dfk)ĵ
l̂
je (n− 1)× (n− 1) matica, ktorá vznikne z matice derivácií

(a zároveň slabých derivácií) (Dfk) vynechaním l-tého riadku a j-teho stĺpca.
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Ďalej uvažujme f -regulárny kváder O, funkciu Ψ ∈ C(∂O) a 1 ≤ l ≤ n. Budeme
značiť�

∂O

Ψ df1 ∧ . . . ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn :=�
∂O

Ψ
n
∑

j=1

det(Df)ĵ
l̂
dx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn =�

∂O

Ψ
n
∑

j=1

(−1)j+1 det(Df)ĵ
l̂
νO

j dH
n−1.

Lema 4.17. Pre f -regulárny kváder O ⊂ Ω so stenami S±
j , jeho obraz U = f(O),

l ∈ {1, 2, . . . , n} a Φ ∈ C(∂U) platí

(−1)l+1
�

∂O

Φ ◦ f df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn =
�

∂U

Φ ν̃U
l dH

n−1.

Dôkaz. Keďže O je f -regulárny kváder, pre f⌊S±
j
platí area formula. Máme teda�

f(S+j )

Φ ν̃U
l dH

n−1 =
�

S+j

(Φ ◦ f)(ν̃U
l ◦ f)|J j

f | dH
n−1 =

=
�

S+j

(−1)j+1(Φ ◦ f)(D1f × · · · ×Dj−1f ×Dj+1f × · · · ×Dnf)l dHn−1 =

=
�

S+j

(−1)j+l(Φ ◦ f) det(Df)ĵ
l̂
dHn−1.

Analogický vzťah dostávame pre integráciu cez S−
j (resp. f(S

−
j )), takže�

∂U

Φν̃U
l dH

n−1 =
n
∑

j=1

�
f(S+j )

Φν̃U
l dH

n−1 +
n
∑

j=1

�
f(S−

j )

Φν̃U
l dH

n−1 =

=
n
∑

j=1

(�
S+j

(−1)j+l(Φ ◦ f) det(Df)ĵ
l̂
dHn−1 +

�
S−

j

(−1)j+l+1(Φ ◦ f) det(Df)ĵ
l̂
dHn−1

)

=
n
∑

j=1

�
∂O

(−1)j+l(Φ ◦ f) det(Df)ĵ
l̂
νO

j dH
n−1 =

= (−1)l+1
�

∂O

Φ ◦ f df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn.

Lema 4.18. Majme d,m ∈ N, p ≥ 1 a V ⊂ Rd merateľnú ohraničenú. Nech F :
Rm → R je spojitá funkcia a nech existuje konštanta C > 0 tak, že

|F (ξ)| ≤ C (1 + |ξ|p) .
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Potom operátor g 7→ F (g) je spojitý operátor z Lp(V,Rm) do L1(V,R), t. j. pre
každú postupnosť {gk}

∞
k=1 ⊂ Lp(V,Rm) konvergujúcu ku g ∈ Lp(V,Rm) v Lp(V,Rm)

platí
F (gk)→ F (g) v L1(V,R).

Toto je známe tvrdenie. Pre m = 1 ide o špeciálny prípad Nemytského operátoru,
ktorého spojitosť je ukázaná napr. v [2], Veta 3.1 a Veta 3.7. Pre úplnosť uvedieme
dôkaz pre obecné m.

Dokaz Lemy 4.18. Tvrdenie dokážeme sporom. Predpokladajme teda, že existuje
postupnosť funkcií {gk}

∞
k=1 ⊂ Lp(V,Rm), funkcia g ∈ Lp(V,Rm) a ǫ > 0 tak, že

gk → g v Lp(V,Rm), (17)

lim sup
k→∞

�
V

|F (gk)− F (g)| ≥ ǫ.

Bez ujmy na obecnosti (inak vyberieme podopostupnosť z gk) teda môžeme pred-
pokladať �

V

|F (gk)− F (g)| ≥ ǫ pre všetky k ∈ N. (18)

Označme
Ek := {x ∈ V : |gk(x)| ≤ 2 + 3|g(x)|},

máme�
V

|F (gk)− F (g)| =
�

V

|F (gk)− F (g)|χEk
+
�

V

|F (gk)− F (g)|χEc
k
. (19)

Pre x ∈ V \ Ek pritom platí

2|gk − g| ≥ 2|gk| − 2|g| ≥ |gk|+ |g|+ 2,

a teda s využitím p ≥ 1 a konvexity funkcie t 7→ tp�
V

|F (gk)−F (g)|χEc
k
≤ C

�
V

(2+|gk|
p+|g|p) ≤ C

�
V

(2+|gk|+|g|)p ≤ 2pC
�

V

|gk−g|
p.

Z (17) teda dostávame

lim
k→∞

�
V

|F (gk)− F (g)|χEc
k
= 0. (20)

Ďalej z (17) existuje vybraná postupnosť {gkj
} z {gk}, ktorá konverguje ku g

skoro všade na V . Keďze na množine Ekj
máme integrovateľnú majorantu

|F (gkj
)− F (g)| ≤ C(2 + |gkj

|p + |g|p) ≤ C(2 + (2 + 3|g|)p + |g|p),

dostávame s využitím spojitosti F

lim
j→∞

�
V

|F (gkj
)− F (g)|χEkj

=
�

V

lim
j→∞

|F (gkj
)− F (g)|χEkj

= 0.

Spolu s (20) a (19) tak dostávame spor s (18).
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Lema 4.19. Uvažujme f -regulárny kváder O ⊂ Ω so stenami S±
j . Potom pre každé

j, l ∈ {1, 2, . . . , n}

det(Dfk)ĵ
l̂
→ det(Df)ĵ

l̂
v L1(S±

j ),

det(Dfk)ĵ
l̂
→ det(Df)ĵ

l̂
v L1(O).

Dôkaz. Ak matice (Dfk)ĵ
l̂
, (Df)ĵ

l̂
berieme ako zobrazenia z S±

j do R(n−1)
2
, potom z

f -regularity O máme

(Dfk)ĵ
l̂
→ (Df)ĵ

l̂
v Ln−1(S±

j ,R
(n−1)2).

Ďalej pre spojitú funkciu det : R(n−1)
2
→ R dostávame z Hadamardovej nerovnosti

| det(ξ)| ≤ |ξ|n−1 pre všetky ξ ∈ R(n−1)
2

.

Z Lemy 4.18 teda máme

det(Dfk)ĵ
l̂
→ det(Df)ĵ

l̂
v L1(S±

j ).

Dôkaz konvergencie v L1(O) je analogický,

(Dfk)ĵ
l̂
→ (Df)ĵ

l̂
v Ln−1(O,R(n−1)

2

).

máme z toho, že f ∈W 1,n−1(Ω).

Lema 4.20. Pre O ⊂⊂ Ω f -regulárny kváder a m, l ∈ {1, 2, . . . , n} platí

(−1)l+1
�

∂O

xm df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn =

=
�

O

(−1)m+l det(Df)m̂
l̂
.

Dôkaz. Z Lemy 4.19 vieme (Dfk)ĵ
l̂
→ (Df)ĵ

l̂
v L1(S±

j ), a teda�
∂O

xm df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn =

=
n
∑

j=1

(−1)j+1
�

S+j ∪S−
j

xm det(Df)
ĵ

l̂
νO

j dH
n−1 =

= lim
k→∞

n
∑

j=1

(−1)j+1
�

S+j ∪S−
j

xm det(Dfk)ĵ
l̂
νO

j dH
n−1 =

= lim
k→∞

�
∂O

xm df
k
1 ∧ · · · ∧ dfk

l−1 ∧ df
k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n .

(21)
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Zo Stokesovej vety pre hladkú diferenciálnu formu xm df
k
1 ∧· · ·∧df

k
l−1∧df

k
l+1∧· · ·∧df

k
n

dostávame�
∂O

xm df
k
1 ∧ · · · ∧ dfk

l−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfk
n =

=
�

O

dxm ∧ dfk
1 ∧ · · · ∧ dfk

l−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfk
n =

=
�

O

det























0 . . . 0 1 0 . . . 0
D1f

k
1 . . . Dm−1f

k
1 Dmf

k
1 Dm+1f

k
1 . . . Dnf

k
1

...
...

...
...

...
D1fl−1k . . . Dm−1f

k
l−1 Dmf

k
1 Dm+1f

k
l−1 . . . Dnf

k
l−1

D1f
k
l+1 . . . Dm−1fl+1k Dmf

k
1 Dm+1f

k
l+1 . . . Dnf

k
l+1

...
...

...
...

...
D1f

k
n . . . Dm−1f

k
n Dmf

k
1 Dm+1f

k
n . . . Dnf

k
n























dx

= (−1)m+1
�

O

det(Dfk)m̂
l̂
dx.

Spolu s (21) a Lemou 4.19 teda dostávame

(−1)l+1
�

∂O

xm df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn =

= (−1)l+1 lim
k→∞

�
∂O

xm df
k
1 ∧ · · · ∧ dfk

l−1 ∧ df
k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

= (−1)m+l lim
k→∞

�
O

det(Dfk)m̂
l̂
dx =

= (−1)m+l

�
O

det(Df)m̂
l̂
dx.

Lema 4.21. Nech U ⊂⊂ G je otvorená množina a Hn−1(∂U) < ∞. Potom pre
m, l ∈ {1, 2, . . . , n} platí �

U

dDlum =
�

∂∗U

umν
U
m dH

n−1, (22)

kde νU je Federerova normála.

Dôkaz. Rovnako ako v dimenzii 2 (Lema 3.14) plynie z Tvrdenia 2.7.

Tvrdenie 4.22. Nech O ⊂ Ω je f -regulárny kváder. Potom platí

Du(f(O)) =
�

O

adjDf.
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Dôkaz. Označme U := f(O). Použitím Lemy 4.21 (predpoklady na U sú splnené
vďaka f -regularite O) a Tvrdenia 4.15 (využívame kapitolu 4.4) dostávame

Dlum(U) =
�

∂U

umν
U
l dH

n−1 =
�

∂U

umν̃
U
l dH

n−1. (23)

Ďalej použijeme Lemu 4.17 pre Φ = um a Lemu 4.20:�
∂U

umν̃
U
l dH

n−1 = (−1)l+1
�

∂O

xm df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn =

=
�

O

(−1)m+l det(Df)m̂
l̂
.

(24)

Z (23) a (24) plynie dokazované tvrdenie (po zložkách).

Dôkaz vety 1.4. Dôkaz je rovnaký ako v dimenzii 2 (Dôkaz Vety 1.2). Jednotlivé
zložky (adjDf)i,j totiž môžeme stotožniť so znamienkovými Radonovými mierami
(adjDf)i,jλn. Namiesto Lemy 3.13 potom použijeme jej n-rozmernú analógiu, Lemu
4.13, a namiesto Tvrdenia 3.16 pre f -regulárne obdĺžniky použijeme Tvrdenie 4.22
pre f -regulárne kvádre (využívame teda kapitolu 4.4).

4.4 Stotožnenie normál νU a ν̃U – dôkaz Tvrdenia 4.15

V tejto kapitole sa budeme venovať dôkazu Tvrdenia 4.15. Budeme mať teda zafi-
xovaný f -regulárny kváder O ⊂⊂ Ω a jeho obraz U = f(O). Chceme dokázať, že
pre Hn−1-skoro všetky body y ∈ ∂U existuje Federerova normála νU(y) a platí

νU (y) = ν̃U(y). (25)

Značenie 4.23. Označme S := Hn−1⌊∂U . Potom S je Radonova miera v Rn s
nosičom ∂U .

Tvrdenie 4.24. Pre Hn−1-skoro všetky y ∈ ∂U platí:

(i) y = f(x), x ∈ P , kde P = S+j alebo P = S−
j pre nejaké j. Množinu P

budeme ďalej chápať ako podmnožinu Rn−1, bod x ako bod z Rn−1;

(ii) |J j
f(x)| 6= 0 pre to j, pre ktoré x ∈ S+j ∪ S−

j . Označme J
P
f := J

j
f ;

(iii) ν̃U(y) je definovaná;

(iv) x je Lebesgueov bod zobrazenia |JP
f | ∈ L1(P );

(v) y je S-Lebesgueov bod zobrazenia ν̃U : ∂U → Rn, t. j.

lim
r→0+

�
B(y,r)

|ν̃U(z)− ν̃U(y)| dS(z)

S(B(y, r))
= 0; (26)
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(vi) slabá derivácia Df⌊P je zároveň aproximatívnou deriváciou f⌊P v bode x;

(vii) Existuje množina Z ⊂ Rn−1 hustoty 0 v x a Lipschitzovské zobrazenie F :
Rn−1 → Rn tak, že f⌊P= F na množine P \ Z, F (x) = f(x) a F je v bode
x diferencovateľné. Navyše

lim
r→0+

Hn−1(B(y, r) ∩ F (P \ Z))
αn−1rn−1

= 1;

(viii)

lim
r→0+

S(B(y, r))
αn−1rn−1

= 1. (27)

Dôkaz. To, že pre Hn−1-skoro všetky y ∈ ∂U platí (i)− (iii), je dokázané v závere
Značenia 4.14 pri definícii ν̃U .
Dôkaz ďalších bodov budeme robiť zvlášť pre každú “stenu” ∂U - dokážeme, že

tvrdenia platia pre skoro všetky y ∈ ∂U také, že y = f(x), x ∈ P , kde P je ako
v znení (i). Keďže pre f⌊P platí area formula, stačí, keď tvrdenia dokážeme pre
λn−1-skoro všetky x ∈ P (a príslušné y = f(x)). Obraz λn−1-nulovej množiny, kde
tvrdenie neplatí, totiž bude Hn−1-nulový.
Bod (iv) plynie zo známeho tvrdenia, že pre každú integrovateľnú funkciu je skoro

každý bod jej Lebesgueovým bodom. Toto platí nielen pre Lebesgueovu mieru, ale
aj pre každú Radonovu mieru, viď Dôsledok 1 v kapitole 1.7.1 v [9]. Odtiaľ teda
plynie aj bod (v): funkcia ν̃U je definovaná S-skoro všade na Rn, je S-merateľná a�

Rn |ν̃
U | dS = Hn−1(∂U) <∞.
Z Vety 2.11 vieme, že f⌊P je aproximatívne diferencovateľná na množine R ⊂

P , pričom λn−1(P \ R) = 0. Odtiaľ dostávame bod (vi). Ďalej z Tvrdenia 2.12
dostávame, že existujú Lipschitzovské funkcie F i : Rn → Rn a vyjadrenie R =
∪∞

i=1Ri tak, že Ri sú λn−1-merateľné a f = F i na Ri. Skoro každý bod Ri je bodom
hustoty Ri a v skoro všetkých bodoch Rn−1 je F i diferencovateľná. Označme Zi

množinu tých x ∈ Ri, ktoré nie sú bodom hustoty Ri alebo v nich neexistuje derivácia
F i. Potom

λn−1((P \R) ∪∞
i=1 Zi) = 0,

a teda skoro každý bod x ∈ P leží v niektorej Ri, je bodom hustoty Ri a F i je v
ňom diferencovateľná, túto “dobrú” množinu označme P̃ . Z area formule

Hn−1(f(P ) \ f(P̃ )) = 0.

Ďalej máme Hn−1(F i(Ri)) ≤ Hn−1(∂U) < ∞, a teda množina F i(Ri) ⊂ Rn

je (Hn−1, n− 1)-rektifikovateľná, viď Definíciu 3.2.14 v [11]. Z Vety 3.2.19 v [11]
potom plynie

lim
r→0+

Hn−1(B(y, r) ∩ Fi(Ri))
αn−1rn−1

= 1 (28)

pre Hn−1-skoro všetky y ∈ F i(Ri). Bod (vii) teda platí pre všetky y ∈ f(P̃ ) také,
že y ∈ F i(Ri) pre nejaké i (plynie z y ∈ f(P̃ )) a pre toto i platí (28) - stačí potom
zvoliť F = F i a Z := P \Ri. Tieto podmienky spĺňajú skoro všetky y ∈ P .
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Z toho, že reštrikcie f⌊Ri
sú Lipschitzovské, Hn−1(P \∪∞

i=1Ri) = 0 a Hn−1(∂U) <
∞ dostávame, že ∂U je (Hn−1, n−1)-rektifikovateľná, viď definíciu 3.2.14 v [11]. Bod
(viii) potom plynie z Vety 3.2.19 v [11].

Vzťah (25) teda stačí dokázať pre tie body y ∈ ∂U , ktoré spĺňajú body (i) −
(viii) v Tvrdení 4.24. Zafixujme si takýto y0 ∈ ∂U . Bez ujmy na obecnosti môžeme
predpokladať

y0 = 0 = f(x0), ν̃U(y0) = e1.

Značenie 4.25. Majme 0 < δ < 1, r > 0. Označme

H := {y ∈ Rn : y1 = 0},

H+ := {y ∈ Rn : y1 > 0}, H− := {y ∈ Rn : y1 < 0},

D+r,δ := {y ∈ B(0, r) : y1 > δr}, D−
r,δ := {y ∈ B(0, r) : y1 < −δr}.

Lema 4.26. Ak pre každé 0 < δ < 1 platí

lim
r→0+

1
rn

(

|D−
r,δ ∩ U | − |D+r,δ ∩ U |

)

= |D−
1,δ|, (29)

potom e1 = νU (0) (čo chceme v tejto kapitole dokázať).

Dôkaz. Podľa definície Federerovej normály chceme ukázať

χU
r
→ χH− v L1loc(R

n),

čo je ekvivalentné s

lim
r→0+

|B(0, r) ∩H− ∩ U |

|B(0, r) ∩H−|
= 1, lim

r→0+

|B(0, r) ∩H+ ∩ U |

|B(0, r) ∩H+|
= 0. (30)

Keďže
lim sup

r→0+

1
rn

|D−
r,δ ∩ U | ≤ lim

r→0+

1
rn

|D−
r,δ| = |D−

1,δ|,

z (29) dostávame

lim
r→0+

1
rn

|D−
r,δ ∩ U | = |D−

1,δ|, lim
r→0+

1
rn

|D+r,δ ∩ U | = 0.

Pre každé 0 < δ < 1 teda máme

lim inf
r→0+

|B(0, r) ∩H− ∩ U |

|B(0, r) ∩H−|
≥ lim

r→0+

|D−
r,δ ∩ U |

|B(0, r) ∩H−|
=
2
αn

lim
r→0+

|D−
r,δ ∩ U |

rn
=
2
αn

|D−
1,δ|.

Keďže limδ→0+
2

αn
|D−
1,δ| = 1, dostávame tak prvú časť (30). Podobne

lim sup
r→0+

|B(0, r) ∩H+ ∩ U |

|B(0, r) ∩H+|
≤ lim

r→0+

(

|{z ∈ B(0, r) : 0 < z1 < δr}|

|B(0, r) ∩H+|
+
2|D+r,δ ∩ U |

αnrn

)

=

(

1−
|D+1,δ|

|B(0, 1) ∩H+|

)

+ 0,

pričom limδ→0+

|D+1,δ|

|B(0,1)∩H+|
= 1, odkiaľ plynie druhá časť (30).
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Do konca kapitoly si zafixujme 0 < δ < 1, chceme dokázať vzťah (29).

Lema 4.27. Pre funkciu η(y) := y

|y|n
platí

η ∈ C1(Rn \ {0}), div η(y) = 0 pre y 6= 0. (31)

Ďalej

η ∈ L1loc(R
n),

�
B(0,R)

|η| = nαnR

a Div η = nαnδ0 v distribúciách. (32)

Dôkaz. Zrejme η ∈ C1(Rn \ {0}), pre y 6= 0 máme

∂ηi(y)
∂yi

=
1

|y|n
− n

y2i
|y|n+2

,

sčítaním cez i = 1, 2, . . . , n dostávame (31). Ďalej z rotačnej symetrie funkcie |η(y)|�
B(0,R)

|η| =
�

B(0,R)

1
|y|n−1

= nαn

� R

0

rn−1 1
rn−1

= nαnR.

Distributívna derivácia funkcie η je spočítaná v [20], príklad 32.5.10.

Lema 4.28. Majme otvorenú ohraničenú množinu D ⊂ Rn, |∂D| = 0 a funkciu

Φ(y) =
�

D

y − z

|y − z|n
dz.

Potom Φ je spojitá na Rn a

DivΦ = nαn χD v distributívnom zmysle.

Dôkaz. Nájdime r > 0 tak, že D ⊂ B(0, r). Pre R > 0 a y ∈ B(0, R) máme

Φ(y) =
�

D

y − z

|y − z|n
dz = (−1)n

�
B(0,R+r)

w

|w|n
χ{w∈Rn: y−w∈D} dw,

takže spojitosť Φ dostávame z Lebesgueovej vety (majoranta 1
|w|n−1 , bodová konver-

gencia skoro všade vďaka |∂D| = 0). Máme teda aj Φ ∈ L1loc(R
n,Rn).

Pre funkciu ηz(y) := y−z

|y−z|n
dostávame z Lemy 4.27 Div ηz = nαn δz v distribu-

tívnom zmysle, a teda pre distribúciu DivΦ a testovaciu ϕ ∈ C∞
c máme

〈DivΦ, ϕ〉 = −

�
Rn

Φ · ∇ϕ = −

�
Rn

(�
D

y − z

|y − z|n
∇ϕ(y) dz

)

dy =

= −

�
D

(�
Rn

y − z

|y − z|n
∇ϕ(y) dy

)

dz =
�

D

〈Div ηz, ϕ〉 = nαn

�
D

ϕ(z) dz,
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čo sme chceli. Fubiniho vetu sme mohli použiť vďaka integrovateľnosti funkcie

|∇ϕ(y)|
|y − z|n−1

podľa súčinovej miery (vďaka kompaktnému nosiču ϕ totiž integrujeme cez kom-
paktnú množinu).

Značenie 4.29. Pre r > 0 a y ∈ Rn označme

Φr(y) :=
1
rn

(�
D−

r,δ

y − z

|y − z|n
dz −

�
D+

r,δ

y − z

|y − z|n
dz

)

.

Lema 4.30. �
∂U∗

ΦrνU dHn−1 =
nαn

rn

(

|D−
r,δ ∩ U | − |D+r,δ ∩ U |

)

.

Dôkaz. Z Lemy 4.28 a definície Φr dostávame Φr ∈ C(Rn),

Div Φr =
nαn

rn

(

χD−
r,δ

− χD+
r,δ

)

v distributívnom zmysle.

Ak teda DivΦr berieme ako Radonovu mieru, máme DivΦr << λn, a teda

DivΦr(∂U) = 0.

Ďalej Hn−1(∂U) <∞ z f -regularity O a z Tvrdenia 2.7 dostávame�
∂U∗

ΦrνUdHn−1 =
�

U

dDivΦr =
nαn

rn

(∣

∣D−
r,δ ∩ U

∣

∣−
∣

∣D+r,δ ∩ U
∣

∣

)

. (33)

Dôsledok 4.31. Ak platí

lim
r→0+

�
∂∗U

ΦrνU dHn−1 = nαn|D
−
1,δ|, (34)

potom e1 = νU (0) (čo chceme v tejto kapitole dokázať).

Dôkaz. Plynie ihneď z Lemy 4.26 a Lemy 4.30.

Keďže o Federerovej normále νU toho zatiaľ veľa nevieme, chceli by sme ju vo
vzťahu (34) nahradiť našou “normálou” (zatiaľ nevieme, že to je normála) ν̃U defino-
vanou v Značení 4.14. To sa nám podarí, ak pre νU a Φr dokážeme vzťah analogický
k vzťahu v Leme 4.17 pre ν̃U a obecné Φ.

Lema 4.32. Uvažujme Φ ∈ C1(Rn,Rn) takú, že div Φ = 0 na okolí ∂U . Potom platí

n
∑

l=1

(−1)l+1
�

∂O

Φl ◦ f df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn =
�

∂∗U

Φ · νU dHn−1.
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Dôkaz. Keďže Φ ∈ C1, fk ∈ C2 na okolí U ,

ω := Φl ◦ f
k dfk

1 ∧ · · · ∧ dfk
l−1 ∧ df

k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n

je C1-hladká diferenciálna forma na okolí U . Máme

dω =

(

n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

(

∂Φl

∂yj

◦ fk

)

∂fk
j

∂xi

)

dxi

)

∧ dfk
1 ∧ · · · ∧ dfk

l−1 ∧ df
k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

=
n
∑

j=1

(

∂Φl

∂yj

◦ fk

)

dfk
j ∧ dfk

1 ∧ · · · ∧ dfk
l−1 ∧ df

k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

= (−1)l+1
(

∂Φl

∂yl

◦ fk

)

dfk
1 ∧ · · · ∧ dfk

n .

Zo Stokesovej vety teda dostávame

n
∑

l=1

(−1)l+1
�

∂O

Φl ◦ f
k dfk

1 ∧ · · · ∧ dfk
l−1 ∧ df

k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

=
�

O

(

div Φ ◦ fk
)

dfk
1 ∧ · · · ∧ dfk

n =
�

O

(

div Φ ◦ fk
)

Jfk dx,

(35)

kde Jfk je Jakobián fk, t. j. determinant matice ∇fk.
Nájdime ǫ > 0 tak, aby

dist (y, ∂U) < ǫ ⇒ div Φ(y) = 0. (36)

Zhladenia fk konvergujú na kompakte O rovnomerne k spojitej funkcii f , takže
existuje k0 ∈ N také, že pre k ≥ k0 a x ∈ O platí |f(x)− fk(x)| < ǫ. Zo základných
vlastností stupňa (viď napr. (d5) v podkapitole 4.1) teda

k ≥ k0, dist (y, ∂U) ≥ ǫ ⇒ deg(fk, O, y) = deg(f, O, y).

Keďže predpokladáme, že f je kladne orientovaný (viď Definíciu 4.2), dostávame

k ≥ k0, dist (y, ∂U) ≥ ǫ ⇒ deg(fk, O, y) =

{

1 pre y ∈ U,

0 pre y /∈ U.
(37)

V ďalšom budeme uvažovať zhladenia fk len pre k ≥ k0. Pre x ∈ ∂O máme

dist (fk(x), ∂U) ≤ |f(x)− fk(x)| < ǫ,

a teda z (36) dostávame
div Φ ◦ fk = 0 na ∂O.

Máme teda splnené predpoklady vety 35.8. o substitúcií v [20] a spolu s (36), (37)�
O

(

div Φ ◦ fk
)

Jfk dx =
�

Rn

deg(fk, O, y) divΦ dy =
�

U

div Φ dy. (38)
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Z Gauss - Greenovej vety pre množiny s konečným perimetrom (U) a C1 funkcie (Φ)
pritom máme

�
U
div Φ dy =

�
∂U
Φ · νU dHn−1, takže spolu s (35) a (38) dostávame

n
∑

l=1

(−1)l+1
�

∂O

Φl ◦ f
k dfk

1 ∧ · · · ∧ dfk
l−1 ∧ df

k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

=
�

O

(

div Φ ◦ fk
)

Jfk dx =
�

U

div Φ dy =
�

∂∗U

Φ · νU dHn−1.

(39)

Ďalej�
∂O

Φl ◦ f
k dfk

1 ∧ · · · ∧ dfk
l−1 ∧ df

k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

=
�

∂O

(Φl ◦ f
k)

n
∑

j=1

det(∇fk)ĵ
l̂
dx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn =

=
n
∑

j=1

(−1)j+1
�

S+j ∪S−
j

(Φl ◦ f
k) det(Dfk)ĵ

l̂
νO

j dH
n−1.

(40)

Z Lemy 4.19
det(Dfk)ĵ

l̂
→ det(Df)ĵ

l̂
v L1(S±

j ).

Ďalej fk
⇉ f na kompakte ∂O, fk(∂O) ⊂ {y ∈ Rn−1 : dist (y, ∂U) ≤ ǫ} = K a Φl

je rovnomerne spojitá na kompakte K, takže (Φl ◦ f
k)→ (Φl ◦ f) v L∞(∂O). Z (40)

teda dostávame

lim
k→∞

�
∂O

Φl ◦ f
k dfk

1 ∧ · · · ∧ dfk
l−1 ∧ df

k
l+1 ∧ · · · ∧ dfk

n =

= lim
k→∞

n
∑

j=1

(−1)j+1
�

S+j ∪S−
j

(Φl ◦ f
k) det(Dfk)ĵ

l̂
νO

j dH
n−1 =

=
n
∑

j=1

(−1)j+1
�

S+j ∪S−
j

(Φl ◦ f) det(Df)
ĵ

l̂
νO

j dH
n−1 =

=
�

∂O

Φl ◦ f df1 ∧ · · · ∧ dfl−1 ∧ dfl+1 ∧ · · · ∧ dfn.

Prechodom k limite v (39) teda dostávame, čo sme chceli.

Dôsledok 4.33. Pre Φ ∈ C1(Rn,Rn) takú, že div Φ = 0 na okolí ∂U , platí�
∂U

Φ · ν̃U dHn−1 =
�

∂∗U

Φ · νU dHn−1.

Dôkaz. Plynie ihneď z Lemy 4.32 a z Lemy 4.17 použitej na jednotlivé zložky Φl.

Značenie 4.34. Majme ǫ > 0, definujme nasledovné okolie ∂U :

∂ǫU := {y ∈ Rn : dist (y, ∂U) < ǫ}.
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Lema 4.35. Majme ǫ > 0 a ∂ǫU okolie ∂U . Nech Φ : Rn → Rn je merateľná,
Φ ∈ C1(∂ǫU,Rn), div Φ = 0 na ∂ǫU . Potom�

∂U

Φ · ν̃U dHn−1 =
�

∂U

Φ · νU dHn−1.

Dôkaz. Uvažujme zhladenia Φk = Φ ∗ ρk, bez ujmy na obecnosti môžeme predpo-
kladať supp ρk ∈ B(0, ǫ

2
) (inak uvažujeme len k ≥ k0 pre nejaké k0 ∈ N). Potom

Φk ∈ C1(Rn,Rn) a pre y ∈ ∂ ǫ
2
U platí

div Φk(y) = div
�

B(0, ǫ
2
)

Φ(y − z)ρk(z) dz =
�

B(0, ǫ
2
)

div Φ(y − z)ρk(z) dz = 0,

pretože pre z ∈ B(0, ǫ
2
) máme (y− z) ∈ ∂ǫU , kde je funkcia Φ triedy C1 a div Φ(y−

z) = 0. Z Dôsledku 4.33 teda máme�
∂U

Φk · ν̃U dHn−1 =
�

∂U

Φk · νU dHn−1.

Keďže na okolí kompaktu ∂U je funkcia Φ spojitá, máme Φk
⇉ Φ na ∂U , a teda

prechodom k limite dostávame naše tvrdenie.

Lema 4.36. Pre každé r > 0 platí�
∂U

Φr · ν̃U dHn−1 =
�

∂∗U

Φr · νU dHn−1.

Dôkaz. Pre r, ǫ > 0 a y ∈ Rn označme

Φr,ǫ(y) :=
1
rn

(�
D−

r,δ
\∂ǫU

y − z

|y − z|n
dz −

�
D+

r,δ
\∂ǫU

y − z

|y − z|n
dz

)

.

Podľa Lemy 4.28 je Φr,ǫ spojitá funkcia na Rn. Ukážeme, že Φr,ǫ je dokonca triedy
C1 na množine ∂ ǫ

2
U a na tejto množine platí div Φr,ǫ = 0.

Podľa Lemy 4.27 je funkcia

ηz(y) :=
y − z

|y − z|n

triedy C1 na Rn \ {z}, pričom div ηz(y) = 0 pre y 6= z.
Majme y ∈ ∂ ǫ

2
U . Pre z ∈ Rn \ ∂ǫU potom máme |y − z| ≥ ǫ

2
a z vyjadrenia

derivácií funkcie η v dôkaze Lemy 4.27 plynie
∣

∣

∣

∣

∂ηz
i (y)
∂yi

∣

∣

∣

∣

≤ (n+ 1)
( ǫ

2

)−n

.
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Máme teda integrovateľnú majorantu a podľa vety o derivovaní integrálu závislého
na parametri dostávame

∂Φr,ǫ
i (y)
∂yi

=
1
rn

(�
D−

r,δ
\∂ǫU

∂

∂yi

yi − zi

|y − z|n
dz −

�
D+

r,δ
\∂ǫU

∂

∂yi

yi − zi

|y − z|n
dz

)

,

div Φr,ǫ(y) =
1
rn

(�
D−

r,δ
\∂ǫU

div
y − z

|y − z|n
dz −

�
D+

r,δ
\∂ǫU

div
y − z

|y − z|n
dz

)

= 0.

Z analogických vyjadrení pre obecné ∂Φr,ǫ
i

∂yj
a z vety o spojitosti integrálu závislého

na parametri Φr,ǫ ∈ C1(∂ ǫ
2
U,Rn). Ak v Leme 4.35 zvolíme za ǫ naše ǫ

2
, spĺňa funkcia

Φ = Φr,ǫ predpoklady tejto lemy a�
∂U

Φr,ǫ · ν̃U dHn−1 =
�

∂∗U

Φr,ǫ · νU dHn−1. (41)

Majme teraz pevné y ∈ ∂U , ukážeme limǫ→0Φr,ǫ(y) = Φr. Opäť použijeme vetu
o spojitosti integrálu závislého na parametri. Keďže λn(∂U) = 0, máme

y − z

|y − z|n
χ(Uǫ)c →

y − z

|y − z|n
skoro všade v Rn.

Za majorantu môžeme zobrať 1
|y−z|n−1 :

Φr(y) =
1
rn

(�
D−

r,δ

y − z

|y − z|n
dz −

�
D+

r,δ

y − z

|y − z|n
dz

)

=

= lim
ǫ→0

1
rn

(�
D−

r,δ

y − z

|y − z|n
χ(Uǫ)c dz −

�
D+

r,δ

y − z

|y − z|n
χ(Uǫ)c dz

)

=

= lim
ǫ→0
Φr,ǫ(y).

Na záver ešte raz veta o spojitosti integrálu závislého na parametri. Pre ǫ→ 0 máme
bodovú konvergenciu Φr,ǫ → Φr. Ďalej U je ohraničená, a teda ∂U ⊂ B(0, R) pre
nejaké 0 < R <∞. Potom

C̃ =
1
rn

�
B(0,R+r)

1
|z̃|n−1

dz̃ ≥
1
rn

�
D−

r,δ
∪D+

r,δ

1
|y − z|n−1

dz ≥ |Φr,ǫ(y)|,

takže konštanta C̃ je integrovateľnou (Hn−1(∂U) < ∞) majorantou pre Φr,ǫνU

resp. Φr,ǫν̃U a

lim
ǫ→0

�
∂U

Φr,ǫ · ν̃U dHn−1 =
�

∂U

Φr · ν̃U dHn−1,

lim
ǫ→0

�
∂∗U

Φr,ǫ · νU dHn−1 =
�

∂∗U

Φr · νU dHn−1.

Prechodom k limite pre ǫ→ 0 v (41) teda dostávame dokazované tvrdenie.
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Dôsledok 4.37. Ak platí

lim
r→0+

�
∂U

Φrν̃U dHn−1 = nαn|D
−
1,δ|, (42)

potom e1 = νU (0) (čo chceme v tejto kapitole dokázať).

Dôkaz. Plynie ihneď z Dôsledku 4.31 a Lemy 4.36.

Pri dokazovaní (42) aproximujeme najprv ν̃U konštantou ν̃U(0) = e1. Potom
využijeme area formulu�

∂U

Φr
1 dH

n−1 =
�

∂O

Φr
1 ◦ f |J̃f | dH

n−1,

kde J̃f(x) = J
j
f (x) pre x ∈ S±

j , t. j. |J̃f | je Jakobián f , ak f na jednotlivých stenách
O berieme ako zobrazenie z Rn−1 do Rn. Na záver ešte aproximujeme zobrazenie f
pomocou lineárneho zobrazenia L, ktoré je aproximatívnou deriváciou f⌊P v bode
x0.

Lema 4.38.

lim
r→0+

�
Rn

|Φr(y)(ν̃U(y)− e1)| dS(y) = 0.

Dôkaz. Pripomeňme, že ν̃U(0) = e1. Z bodov (v) a (viii) v Tvrdení 4.24, ktoré bod
y = 0 spĺňa, máme

lim
r→0+

�
B(0,2r)

|ν̃U(y)− e1| dS

rn−1
= 0. (43)

Keďže pre y ∈ B(0, 2r) máme

|Φr|(y) ≤
1
rn

�
B(0,r)

1
|y − z|n−1

dz ≤
1
rn

�
B(0,3r)

1
|z̃|n−1

dz̃ =
3nαn

rn−1
, (44)

dostávame

lim
r→0+

�
B(0,2r)

|Φr(y)(ν̃U(y)− e1)| dS(y) = 0. (45)

Uvažujme ďalej y ∈ B(0, 2r)c, t. j. |y| ≥ 2r. Z definície Φr máme po jednoduchej
substitúcií

|Φr(y)| =

∣

∣

∣

∣

∣

�
D+1,δ

(

y + rz
|y + rz|n

−
y − rz

|y − rz|n

)

dz

∣

∣

∣

∣

∣

≤ αn sup
|z|≤1

∣

∣

∣

∣

y + rz
|y + rz|n

−
y − rz

|y − rz|n

∣

∣

∣

∣

.

(46)
Pre |z| ≤ 1 pritom máme |y ± rz| ≥ |y| − r ≥ 1

2
|y|, a teda

∣

∣

∣

∣

rz

(

1
|y + rz|n

+
1

|y − rz|n

)∣

∣

∣

∣

≤ 2n
r

|y|n
. (47)
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Ďalej z vety o strednej hodnote
∣

∣

∣

∣

1
|y + rz|n

−
1

|y − rz|n

∣

∣

∣

∣

≤ 2r|z| sup
t∈[−1,1]

n

|y + trz|n+1
≤ 2n+2n

r

|y|n+1
,

a teda spolu s (47) máme
∣

∣

∣

∣

y + rz
|y + rz|n

−
y − rz

|y − rz|n

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

rz

(

1
|y + rz|n

+
1

|y − rz|n

)∣

∣

∣

∣

+|y|

∣

∣

∣

∣

1
|y + rz|n

−
1

|y − rz|n

∣

∣

∣

∣

≤
C

αn

r

|y|n
,

kde C = αn2n(4n+ 1) je konštanta. Z (46) pre |y| ≥ 2r dostávame

|Φr(y)| ≤ C
r

|y|n
, (48)

a teda s využitím Fubiniho vety pre nezáporné funkcie�
B(0,2r)c

|Φr(y)(ν̃U(y)− e1)| dS(y) ≤ Cn

�
B(0,2r)c

(

r|ν̃U(y)− e1|

� ∞

|y|

dt

tn+1

)

dS(y) ≤

≤ Cn

� ∞

2r

(�
B(0,t)

r|ν̃U(y)− e1| dS(y)

)

dt

tn+1
=

= Cn
� ∞

2

�
B(0,rs)

|ν̃U(y)− e1| dS(y)

(rs)n−1
ds

s2
.

Pre funkciu

F (t) :=

�
B(0,t)

|ν̃U (y)− e1| dS(y)

tn−1

z (43) dostávame limt→0 F (t) = 0, a teda existuje ǫ > 0 tak, že F (t) ≤ 1 pre
0 < t < ǫ. Pre t ≥ ǫ zase F (t) ≤ 2

ǫn−1S(Rn), takže F je ohraničená na celom R+.

Z vety o spojitosti integrálu závislého na parametri (majoranta
sup

t∈R+ F (t)

s2
) teda

dostávame

lim
r→0

� ∞

2

�
B(0,rs)

|ν̃U(y)− e1| dS(y)

(rs)n−1
ds

s2
=
� ∞

2

lim
r→0

�
B(0,rs)

|ν̃U(y)− e1| dS(y)

(rs)n−1
ds

s2
= 0,

a teda aj

lim
r→0

�
B(0,2r)c

|Φr(y)(ν̃U(y)− e1)| dS(y) = 0.

Spolu s (45) dostávame naše tvrdenie.

Lema 4.39. Majme parameter p > 0, pre k ≥ 2 označme

Ik(p) :=
� ∞

0

ρk−2

(ρ2 + p2)
k
2

dρ.

Potom platí

Ik(p) =
kαk

2p(k − 1)αk−1
. (49)
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Dôkaz. Vzťah (49) dokážeme indukciou podľa k. Pre k = 2 máme

Ik(p) =
� ∞

0

1
ρ2 + p2

dρ =
1
p

� ∞

0

1
(ρ

p
)2 + 1

dρ

p
=

π

2p
=

=
2 · π
2p · 1 · 2

=
kαk

2p(k − 1)αk−1
,

pre k = 3 máme s využitím substitúcie ρ̃ = ρ2 + p2

Ik(p) =
� ∞

0

ρ

(ρ2 + p2)
3
2

dρ =
� ∞

p2

1
2
ρ̃−

3
2 dρ̃ =

[

−ρ̃−
1
2

]∞

p2
=
1
p
=

=
3 · 4
3
π

2p · 2 · π
=

kαk

2p(k − 1)αk−1

.

Ďalej predpokladajme, že vzťah (49) platí pre k = k̃, k̃ ≥ 2, dokážeme ho pre
k = k̃ + 2 a budeme hotoví. Použitím per partes a indukčného predpokladu

Ik̃+2(p) =
� ∞

0

ρk̃

(ρ2 + p2)
k̃+2
2

dρ =

=
[

ρk̃−1 ·

(

−
1

k̃
(ρ2 + p2)−

k̃
2

)]∞

0

+
� ∞

0

(k̃ − 1)ρk̃−2 ·
1

k̃
(ρ2 + p2)−

k̃
2 =

= 0 +
k̃ − 1

k̃
Ik̃(p) =

k̃ − 1

k̃

k̃αk̃

2p(k̃ − 1)αk̃−1

=
αk̃

2pαk̃−1

=

=
1
2p

π
k̃
2

Γ( k̃
2
+1)

π
k̃−1
2

Γ( k̃−1
2
+1)

=
1
2p

(

k̃
2
+ 1
)

π
k̃+2
2

Γ( k̃+2
2
+1)

(

k̃−1
2
+ 1
)

π
k̃+1
2

Γ( k̃+1
2
+1)

=
(k̃ + 2)αk̃+2

2p(k̃ + 1)αk̃+1

.

Lema 4.40. Pre každé r > 0 platí�
H

Φr
1 dH

n−1 = nαn|D
+
1,δ|.

Dôkaz. Nadrovinu H = {y ∈ Rn : y1 = 0} stotožníme s Rn−1, mieru Hn−1 s λn−1.
Potom pre y ∈ H a z = (z1, z̃) ∈ Rn máme

|y + z|2 = |y + z̃|2 + z21 ,

kde normu |.| berieme prvýkrát v Rn a druhýkrát v Rn−1. Po substitúcii ako v (46)
a využití symetrie

(z1, z̃) ∈ D+1,δ ⇔ (z1,−z̃) ∈ D+1,δ
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množiny D+1,δ teda máme�
H

Φr
1 dH

n−1 =
�

H

�
D+1,δ

(

rz1
|y − rz|n

+
rz1

|y + rz|n

)

dz dHn−1(y) =

=
�

Rn−1

�
D+1,δ

(

rz1

(|y − rz̃|2 + r2z21)
n
2

+
rz1

(|y + rz̃|2 + r2z21)
n
2

)

dz dy =

=
�

Rn−1

�
D+1,δ

2rz1
(|y − rz̃|2 + r2z21)

n
2

dz dy =

= 2r
�

D+1,δ

(

z1

�
Rn−1

1

(|y − rz̃|2 + r2z21)
n
2

dy

)

dz =

= 2r
�

D+1,δ

(

z1

�
Rn−1

1

(|y|2 + r2z21)
n
2

dy

)

dz =

= 2r
�

D+1,δ

(

z1(n− 1)αn−1

� ∞

0

ρn−2

(ρ2 + r2z21)
n
2

dρ

)

dz =

= 2r(n− 1)αn−1

�
D+1,δ

z1In(rz1) dz = nαn|D
+
1,δ|,

kde sme využili Lemu 4.39 (vrátane značenia In(p), kde p = rz1). Fubiniho vetu sme
v priebehu výpočtu mohli použiť, pretože integrand bol nezáporný.

Lema 4.41. Existuje konštanta 0 < C <∞ tak, že pre každé κ > 0 platí�
B(0,κr)c∩H

|Φr| dHn−1 ≤
C

κ
pre každé r > 0, (50)

lim sup
r→0+

�
B(0,κr)c∩∂U

|Φr| dHn−1 ≤
C

κ
. (51)

Dôkaz. Z odhadov (44) a (48) máme pre každé y 6= 0

|Φr(y)| ≤
C̃r

|y|n
, (52)

kde C̃ = αn2n(4n+ 1) je konštanta, a teda�
B(0,κr)c∩H

|Φr| dHn−1 ≤ C̃r

�
B(0,κr)c∩H

1
|y|n

dHn−1 = C̃r
�

B(0,κr)c

1
|y|n

dλn−1(y) =

= C̃r(n− 1)αn−1

� ∞

κr

ρn−2 1
ρn
dρ =

C ′

κ
,

kde C ′ = (n − 1)αn−1C̃ (v treťom integrále sme brali B(0, κr)c ako podmnožinu
Rn−1).
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Pri dokazovaní (51) opäť využijeme (52). Podobne ako v dôkaze Lemy 4.38�
B(0,κr)c∩∂U

|Φr| dHn−1 ≤ C̃r

�
B(0,kr)c

1
|y|n

dS(y) = C̃nr
�

B(0,κr)c

� ∞

|y|

dt

tn+1
dS(y) ≤

≤ C̃nr

� ∞

κr

�
B(0,t)

dS(y)
dt

tn+1
= C̃n

� ∞

κ

S(B(0, rs))
(rs)n−1

ds

s2
.

Z (27) vieme limt→0+
S(B(0,t))

tn−1 = αn, a teda podobne ako funkcia F v dôkaze Lemy
4.38 je funkcia s 7→ S(B(0,rs))

(rs)n−1 ohraničená na R+. Máme teda integrovateľnú majo-
rantu a z Lebesgueovej vety

lim sup
r→0+

�
B(0,κr)c∩∂U

|Φr| dHn−1 ≤ lim
r→0+

C̃n

� ∞

κ

S(B(0, rs))
(rs)n−1

ds

s2
=

= C̃n
� ∞

κ

lim
r→0+

S(B(0, rs))
(rs)n−1

ds

s2
= C̃n

� ∞

κ

αn

ds

s2
=
C ′′

κ
,

kde C ′′ = C̃nαn. Ak teda položíme C = sup(C ′, C ′′), dostaneme (50) aj (51).

Značenie 4.42. Množinu P berme ako podmnožinu Rn−1. Keďže x0 spĺňa (iv) v
Tvrdení 4.24, existuje aproximatívna derivácia zobrazenia f⌊P : P → Rn v bode
x0 (a rovná sa slabej derivácii Df⌊P ), označme ju L. Ďalej označme |JL| veľkosť
(konštantného) Jakobiánu lineárneho zobrazenia L : Rn−1 → Rn. S využitím (ii)
z Tvrdenia 4.24 pre náš x = x0 vieme

|JL| = |JP
f (x0)| 6= 0,

a teda L je regulárne (matica L má hodnosť (n − 1)). Ďalej z definície je vektor
ν̃U (x0) = e1 kolmý na všetky zložky Df⌊P (x0) = L, takže L je prosté zobrazenie
Rn−1 na nadrovinu H ⊂ Rn.
Označme ešte L̃(x) := L(x− x0). Potom L̃ je afinné zobrazenie Rn na H ⊂ Rn,

L̃(x0) = 0 a JL̃ = JL.

Lema 4.43.

lim
r→0+

(�
Rn

Φr
1 dS −

�
H

Φr
1 dH

n−1

)

= 0. (53)

Dôkaz. Zo spojitosti u = f−1 a kompaktnosti množiny ∂O \ P , ktorá neobsahuje
bod x0 = u(0), existuje R > 0 tak, že

P̃ = (u(B(0, R)) ∩ ∂O) ⊂ P.

Množinu P̃ budeme rovnako ako P chápať ako podmnožinu Rn−1. Potom zo spoji-
tosti f je P̃ otvorená v P , a teda P̃ je okolie x0 v Rn−1.
Keďže pre každé 0 < κ < ∞ platí B(0, R)c ⊂ B(0, κr)c, ak 0 < r < R

κ
, z Lemy

4.41, (51) dostávame

lim sup
r→0+

�
B(0,R)c

|Φr| dS ≤ lim sup
r→0+

�
B(0,κr)c∩∂U

|Φr| dHn−1 ≤
C

κ
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pre každe κ > 0, pričom C je konštanta, a teda

lim
r→0+

�
B(0,R)c

|Φr| dS = 0. (54)

Keďže O je f -regulárny, pre f⌊P platí area formula, a teda�
B(0,R)∩∂U

Φr
1 dH

n−1 =
�

P̃

Φr
1(f(x))|J

P
f (x)| dλn−1(x). (55)

Pre afinné zobrazenie L̃ platí tiež area formula, a teda�
H

Φr
1 dH

n−1 =
�

Rn−1

Φr
1(L̃(x))|JL| dx. (56)

Z (54), (55) a (56) plynie, že stačí dokázať

lim
r→0+

(�
P̃

Φr
1(f(x))|J

P
f (x)| dx−

�
Rn−1

Φr
1(L̃(x))|JL| dx

)

= 0. (57)

Majme ľubovoľné k > 0. Potom pre dostatočne malé r > 0 máme

B(x0, kr) ⊂ P̃ (58)

Z odhadov (44) a (48) existuje konštanta C̃(= αn(4n + 1)) tak, že |Φr(y)| ≤ C̃
rn−1

pre každé y ∈ Rn. Keďže x0 spĺňa (v) v Tvrdení 4.24, je x0 Lebesgueovým bodom
zobrazenia |JP

f |, a teda

lim sup
r→0+

�
B(x0,kr)

|Φr
1(f(x))

(

|JP
f (x)| − |JL|

)∣

∣ ≤

≤ C̃αnk
n−1 lim

r→0+

 
B(x0,kr)

∣

∣|JP
f (x)| − |JP

f (x0)|
∣

∣ = 0.
(59)

Majme ďalej ľubovoľné 0 < ǫ < δ
2k
. Z aproximatívnej derivácie f⌊P v bode x0

vieme, že množina

Zǫ :=
{

x ∈ P̃ :
|f(x)− L(x− x0)|

|x− x0|
≥ ǫ

}

(60)

má v bode x0 hustotu 0, a teda

lim sup
r→0+

�
B(x0,kr)∩Zǫ

|Φr
1(f(x))− Φ

r
1(L̃(x))||JL| dx ≤

≤ 2C̃αnk
n−1|JL| lim

r→0+

|B(x0, kr) ∩ Zǫ|

|B(x0, kr)|
= 0.

(61)
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Pre x ∈ B(x0, kr) \ Zǫ odhadneme rozdiel

Φr
1(f(x))− Φ

r
1(L̃(x)) =

�
D+1,δ

[

rz1

(

1
|rz + f(x)|n

−
1

|rz + L̃(x)|n

)

+

+rz1

(

1
|rz − f(x)|n

−
1

|rz − L̃(x)|n

)

+ f1(x)
(

1
|rz + f(x)|n

−
1

|rz − f(x)|n

)]

.

Pre takéto x totiž máme

|f(x)− L̃(x)| < ǫ|x− x0| ≤ ǫkr,

|f1(x)| = |f1(x)− L̃1(x)| ≤ |f(x)− L̃(x)| ≤ ǫkr ≤
δ

2
r.

S využitím týchto vzťahov dostávame pre z ∈ D+1,δ, teda δ < z1 < 1

rz1

∣

∣

∣

∣

1
|rz + f(x)|n

−
1

|rz + L̃(x)|n

∣

∣

∣

∣

≤

≤ r|f(x)− L̃(x)| sup
t∈[0,1]

n

|rz + f(x) + t(L̃(x)− f(x))|n+1
≤

≤ ǫkr2 sup
t∈[0,1]

n

|rz1 + (1− t)f1(x)|n+1
≤ ǫkr2n

(

2
δr

)n+1

= Cδ,k

ǫ

rn−1
,

kde Cδ,k je konštanta závislá len na δ,k a dimenzii n. Analogicky

rz1

∣

∣

∣

∣

1
|rz − f(x)|n

−
1

|rz − L̃(x)|n

∣

∣

∣

∣

≤ Cδ,k

ǫ

rn−1
,

|f1(x)|

∣

∣

∣

∣

1
|rz + f(x)|n

−
1

|rz − f(x)|n

∣

∣

∣

∣

≤ ǫkr · 2

(

2
δr

)n

≤ Cδ,k

ǫ

rn−1
.

Z vyjadrenia Φr
1 ◦ f − Φr

1 ◦ L̃ teda dostávame

lim sup
r→0+

�
B(x0,kr)\Zǫ

|Φr
1(f(x))− Φ

r
1(L̃(x))||JL| ≤ 3αn−1(kr)n−1|JL|Cδ,k

ǫ

rn−1
= C̃δ,kǫ,

kde C̃δ,k = 3αn−1k
n−1Cδ,k|JL|. Spolu s (61) teda dostávame

lim sup
r→0+

�
B(x0,kr)

|Φr
1(f(x))− Φ

r
1(L̃(x))||JL| dx ≤ C̃δ,kǫ,

keďže ǫ môže byť ľubovoľne malé, dostávame

lim
r→0+

�
B(x0,kr)

|Φr
1(f(x))− Φ

r
1(L̃(x))||JL| dx = 0. (62)

Chýba nám ešte odhad na množine B(x0, kr)c. Zo spojitosti afinného zobrazenia
L̃−1 : H → Rn−1 existuje 0 < τ < ∞ tak, že L̃−1(B(0, 1) ∩ H) ⊂ B(x0, 12τ ). Z
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linearity L potom dostávame L̃−1(B(0, 2τkr) ∩H) ⊂ B(x0, kr) pre každé k, r > 0 ,
a teda

L̃(B(x0, kr)c) = L̃(B(x0, kr))c ∩H ⊂ B(0, 2τkr)c ∩H pre každé k, r > 0. (63)

Z Lemy 4.41, (50) tak po použití area formule pre L̃ dostávame�
B(x0,kr)c∩Q

|Φr
1(L̃(x))||JL| dx ≤

�
B(0,τkr)c∩H

|Φr| dHn−1 ≤
C

τk
. (64)

Podobne z Lemy 4.41, (51) máme

lim sup
r→0+

�
P̃\f−1(B(0,τkr))

|Φr
1(f(x))||J

P
f (x)| dx ≤

≤ lim sup
r→0+

�
B(0,τkr)c∩∂U

|Φr| dHn−1 ≤
C

τk
.

(65)

Zostáva odhadnúť�
P̃∩B(x0,kr)c∩f−1(B(0,τkr))

|Φr
1 ◦ f ||J

P
f | ≤

�
B(0,τkr)\f(B(x0 ,kr))

|Φr| dS ≤

≤
C̃

rn−1
[S(B(0, τkr))− S(B(0, τkr) ∩ f(B(x0, kr)))] .

(66)

Z bodov (vii), (viii) v Tvrdení 4.24 pre y = 0 máme

lim
r→0+

1
rn−1

Hn−1(B(0, τkr) ∩ F (P \ Z)) = αn−1(τk)n−1, (67)

lim
r→0+

1
rn−1

S(B(0, τkr)) = αn−1(τk)
n−1. (68)

Podľa (vii) v Tvrdení 4.24 existuje derivácia F ′(x0); keďže x0 je bod hustoty P \Z,
kde F splýva s f , nutne F ′(x0) sa rovná aproximatívnej derivácii L funkcie f v x0.
Existuje teda polomer d > 0 a guľa B = B(x0, d) tak, že

|F (x)− L̃(x)| ≤ τ |x− x0| pre každé x ∈ B.

Keďže z (63) plynie |L̃(x)| ≥ 2τ |x− x0|, dostávame tak

|F (x)| ≥ τ |x− x0| pre každé x ∈ B. (69)

Keďže f⌊P je spojité a prosté, má obraz kompaktu P \ B kladnú vzdialenosť od
bodu 0 = f(x0), a teda existuje d̃ > 0 tak, že pre τkr < d̃ máme

B(0, τkr) ∩ F (Bc ∩ P \ Z) = B(0, τkr) ∩ f(Bc ∩ P \ Z) = ∅.
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Spolu s (69) teda pre r < d̃
τk
dostávame

B(0, τkr) ∩ F (P \ Z) = B(0, τkr) ∩ [F (B(x0, kr) ∩ P \ Z) ∪ F (Bc ∩ P \ Z)] =

= B(0, τkr) ∩ F (B(x0, kr) ∩ P \ Z),

[∂U ∩B(0, τkr)∩ f(B(x0, kr))] ⊃ [B(0, τkr) ∩ f(B(x0, kr) ∩ P \ Z)] =

= [B(0, τkr) ∩ F (B(x0, kr) ∩ P \ Z)] = [B(0, τkr) ∩ F (P \ Z)] .

S využitím (67) teda máme

lim inf
r→0+

1
rn−1

S(B(0, τkr) ∩ f(B(x0, kr))) ≥

≥ lim
r→0+

1
rn−1

Hn−1(B(0, τkr) ∩ F (P \ Z)) = αn−1(τk)n−1,

spolu s (66) a (68) dostávame

lim
r→0+

�
P̃∩B(x0,kr)c∩f−1(B(0,τkr))

|Φr
1 ◦ f ||J

P
f | = 0

a v kombinácii s (65) dostávame chýbajúci odhad

lim sup
r→0+

�
P̃∩B(x0,kr)c

|Φr
1 ◦ f ||J

P
f | ≤

C

τk
. (70)

Keďže pre dostatočne malé r > 0 máme B(x0, kr) ⊂ P̃ (viď (58)), z odhadov (59),
(62), (64) a (70) máme

lim sup
r→0+

∣

∣

∣

∣

�
P̃

Φr
1(f(x))|J

P
f (x)| dx−

�
Rn−1

Φr
1(L̃(x))|JL| dx

∣

∣

∣

∣

≤

lim
r→0+

�
B(x0,kr)

∣

∣Φr
1(f(x))

(

|JP
f (x)| − |JL|

)∣

∣+ lim
r→0+

�
B(x0,kr)

|Φr
1(f(x))− Φ

r
1(L̃(x))||JL|

+ lim sup
r→0+

�
B(x0,kr)c

|Φr
1(L̃(x))||JL| dx+ lim sup

r→0+

�
P̃∩B(x0,kr)c

|Φr
1 ◦ f ||J

P
f | ≤

≤
2C
τk
.

Keďže τ je pevné a k môžeme voliť ľubovoľne veľké, dostávame tak (57), čo sme
chceli dokázať.

Tvrdenie 4.44.
ν̃U (0) = e1.

Dôkaz. Z Lemy 4.38, Lemy 4.43 a Lemy 4.40 máme

lim
r→0+

�
∂U

Φrν̃U dHn−1 = lim
r→0+

�
Rn

Φr
1 dS = lim

r→0+

�
H

Φr
1 dH

n−1 = nαn|D
+
1,δ|,

z Dôsledku 4.37 dostávame naše tvrdenie.
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5 Homeomorfizmy s konečnou distorziou

5.1 Derivácia inverznej funkcie bodovo

Majme Ω ⊂ Rn a homeomorfizmus f : Ω → Rn. Ak je f v bode x ∈ Ω klasicky
diferencovateľná, f−1 je klasicky diferencovateľná v bode f(x) a matica Df má plnú
hodnosť, t. j. Jakobián Jf 6= 0, potom z derivácie zloženej funkcie Id = f ◦f−1 vieme

Df−1(f(x)) = (Df(x))−1,

kde (Df(x))−1 je matica inverzná k Df(x). Takýto vzťah pre deriváciu inverznej
funkcie dokážeme aj pre absolútne spojité časti derivácií funkcií f , f−1, ak f je
homeomorfizmus a obe f, f−1 sú funkcie s konečnou variáciou.

Veta 5.1. Majme n ≥ 2, Ω ⊂ Rn otvorenú množinu a f ∈ BVloc(Ω,Rn) home-
omorfizmus. Predpokladajme, že f−1 ∈ BVloc(f(Ω),Rn), teda napríklad n = 2 alebo
f ∈ W 1,n−1

loc (Ω,Rn) (viď Vetu 1.1 a Vetu 1.3). Označme Daf resp. Daf−1 hustotu
absolútne spojitej časti miery Df resp. Df−1 vzhľadom k Lebesgueovej miere (ide
o (n × n)-rozmerné vektorové funkcie). Zafixujme si všade v Ω definovaných repre-
zentantov Daf , Daf−1 a príslušného Jakobiánu Jf = det(Daf). Potom pre skoro
všetky body x z množiny

Ωr := {z ∈ Ω : |Jf(z)| 6= 0}

platí
Daf−1(f(x)) = (Daf(x))−1. (71)

Pritom v článku [5] je uvedený nasledovný príklad:

Príklad 5.2 ([5], Príklad 5.2). Pre každé n ≥ 3 existuje homeomorfizmus s konečnou
distorziou f ∈ W 1,n−1

loc ((−1, 1)n,Rn) taký, že obe funkcie f , f−1 nie sú diferencova-
teľné v žiadnom bode.

Veta 5.1 teda pre n ≥ 3 nie je zrejmá ani vtedy, keď f ∈ W 1,n−1
loc (Ω,Rn) je homeo-

morfizmus s konečnou distorziou (viď Definíciu 5.4).

Lema 5.3. Majme Ω ⊂ Rn, homeomorfizmus f : Ω → Rn a Ωr ⊂ Ω ako v znení
Vety 5.1. Potom Jakobián Jf ∈ L1loc(Ω) a pre každú N ⊂ f(Ω), |N | = 0 platí

|f−1(N) ∩ Ωr| = 0.

Dôkaz. Dokážme najprv Jf ∈ L1loc(Ω). Vieme, že existuje množina Ω̃ ⊂ Ω tak, že
|Ω \ Ω̃| = 0 a na Ω̃ platí pre f area formula, viď záver kapitolky 2.3. Pre každú
otvorenú množinu B ⊂⊂ Ω je f(B) ohraničená podmnožina f(Ω), a teda�

B

|Jf(x)| dx =
�

B∩Ω̃

|Jf(x)| dx =
�

f(B∩Ω̃)

1 dy ≤ |f(B)| <∞,
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takže skutočne Jf ∈ L1loc(Ω).
Majme ďalej N ⊂ f(Ω), |N | = 0. Potom

0 = |N | =
�

N

1 dy ≥
�

N∩f(Ω̃)

1 dy =
�

f−1(N)∩Ω̃

|Jf(x)| dx,

a teda Jf = 0 skoro všade na množine f−1(N)∩ Ω̃. Keďže |Ω \ Ω̃| = 0, máme Jf = 0
skoro všade na množine f−1(N), čo sme chceli dokázať.

Dôkaz Vety 5.1. Označme u := f−1, G := f(Ω).
Z Vety 2.11 a Tvrdenia 2.12 analogicky ako v dôkaze Tvrdenia 4.24 dostávame,

že pre skoro každé x ∈ Ω platí:

(i) Daf(x) je aproximatívna derivácia f v bode x;

(ii) existuje množina Zx ⊂ Rn hustoty 0 v x a Lipschitzovské zobrazenie Fx :
Rn → Rn tak, že f = Fx na množine Ω \Zx, f(x) = Fx(x) a Fx je v bode x
diferencovateľná; potom už zrejme nutne F ′

x(x) = Daf(x). Ďalej bod x je
Lebesgueovým bodom jakobiánu |JFx

|.

Množinu “dobrých” bodov x ∈ Ωr, pre ktoré platia tieto dva body, označme Ω̃r.
Máme teda |Ωr \ Ω̃r| = 0.
Podobne označme G̃ množinu tých y ∈ G, pre ktoré platí

(̃i) Dau(y) je aproximatívna derivácia u v bode y;

(ĩi) existuje množina Z̃y ⊂ Rn hustoty 0 v y a Lipschitzovské zobrazenie vy :
Rn → Rn tak, že u = vy na množine G\ Z̃y, u(y) = vy(y) a v′y(y) = D

au(y).

Máme |G \ G̃| = 0, a teda z Lemy 5.3 |u(G \ G̃) ∩ Ωr| = 0. Pre skoro všetky x ∈ Ωr

tak dostávame x ∈ Ω̃r, f(x) ∈ G̃. Zafixujme si takýto bod x = x0, dokážeme preň
(71) a budeme hotoví. Pre jednoduchosť označme F := Fx0 , v := vf(x0). Z bodov
(ii) a (ĩi) dostávame, že existujú klasické derivácie funkcií F resp. v v bodoch x0
resp. f(x0) = F (x0), a teda existuje aj derivácia zloženej funkcie v ◦ F : Rn → Rn v
bode x0:

(v ◦ F )′(x0) = v′(f(x0))F ′(x0) = Dau(f(x0))Daf(x0). (72)

Vzápätí ukážeme, že vzor Z := f−1(Z̃f(x0)) má hustotu 0 v bode x0. Potom pre
x ∈ Ω \ (Zx0 ∪ Z) máme F (x) = f(x), v(f(x)) = u(f(x)), a teda v ◦ F = u ◦ f = id
na množine Ω \ (Zx0 ∪ Z). Pritom (Zx0 ∪ Z) má hustotu 0 v bode x0 a Ω je okolie
bodu x0, takže existuje aproximatívna derivácia v ◦ F a rovná sa identickej matici.
Z (72) vieme, že existuje dokonca klasická derivácia (v ◦ F )′, táto sa musí rovnať
aproximatívnej. Máme teda

Dau(f(x0))Daf(x0) = (v ◦ F )′(x0) = id

a keďže Daf(x) je regulárna matica (máme x0 ∈ Ωr, teda Jf (x0) 6= 0), dostávame
tak (71).

47



Zostalo ukázať, že Z = f−1(Z̃f(x0)) má hustotu 0 v bode x0. Keďže f
−1(Z̃f(x0)) ⊂

F−1(Z̃f(x0))∪Zx0 a Zx0 má hustotu 0 v x0, stačí dokázať, že F
−1(Z̃f(x0)) má hustotu

0 v x0. Pritom F je Lipschitzovské, a teda existuje konštanta K > 0 tak, že |F (x)| ≤
K|x|. Pre F ďalej platí area formula, a teda

|Z̃f(x0) ∩B(f(x0), Kr)| ≥ |Z̃f(x0) ∩ F (B(x0, r))| =
�

B(x0,r)∩F−1(Z̃f(x0)
)

|JF |.

Keďže Z̃f(x0) má hustotu 0 v bode f(x0) a na druhej strane x0 je Lebesgueov bod
Jakobiánu |JF |, dostávame

0 = lim
r→0+

1
rn

|Z̃f(x0) ∩B(f(x0), Kr)| = lim
r→0+

1
rn

�
B(x0,r)∩F−1(Z̃f(x0)

)

|JF | =

= lim
r→0+

1
rn

�
B(x0,r)∩F−1(Z̃f(x0)

)

|JF (x0)| = |JF (x0)| lim
r→0+

1
rn

|B(x0, r) ∩ F−1(Z̃f(x0))|.

Keďže Daf(x0) = F ′(x0), a teda |JF (x0)| = |Jf(x0)| 6= 0, dostávame tak

lim
r→0+

1
rn

|B(x0, r) ∩ F−1(Z̃f(x0))| = 0,

teda F−1(Z̃f(x0)) má hustotu 0 v bode x0, čo sme chceli dokázať.

5.2 Lepšia regularita f−1 za predpokladov na distorziu f

Definícia 5.4. Majme Ω ⊂ Rn otvorenú a f ∈ W 1,1
loc (Ω,R

n). Povieme, že f je
zobrazenie s konečnou distorziou, ak Jakobián Jf je striktne kladný skoro všade na
množine, kde Df 6= 0.
Pre takéto f ďalej povieme, že funkcia K : Ω → R+0 je distorziou f , resp. že f

má (konečnú) distorziu K, ak platí

|Df(x)|n ≤ K(x)Jf (x)

skoro všade na Ω.

Poznámka 5.5. Normu |Df | berieme v priestore matíc n×n, pre maticuM ∈ Rn×n

máme
|M | = sup

{ξ∈Rn:|ξ|=1}

|Mξ|

(normu vektorov ξ, Mξ berieme Eukleidovskú).

| adjM | ≤ n|M |n−1.

V rovine platí nasledujúca veta:

Veta 5.6 ([14], Veta 1.3). Majme oblasť Ω ⊂ R2. Nech f ∈ W 1,1
loc (Ω,R

2) je homeo-
morfizmus s konečnou distorziou K, pričom K ∈ L1(Ω). Potom inverzné zobrazenie
f−1 ∈W 1,2

loc (f(Ω),R
2) a f−1 je zobrazenie s konečnou distorziou.
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Pre n ≥ 3 je sú známe nasledovné výsledky:

Veta 5.7 ([15], Veta 4.1). Majme n ≥ 3, otvorenú množinu Ω ⊂ Rn a nech f :
Ω → Rn je homeomorfizmus s konečnou distorziou K, pričom |Df | ∈ Ln−1,1(Ω)
a K ∈ Ln−1(Ω). Potom f−1 ∈ W 1,n

loc (f(Ω),R
n) a f−1 je zobrazenie s konečnou

distorziou.

Príklad 5.8 ([15], Príklad 6.3). Majme n ≥ 3 a ǫ > 0. Potom existuje homeomor-
fizmus f : [−1, 1]n → [−1, 1]n s konečnou distorziou K tak, že K ∈ Ln−1−ǫ([−1, 1]n)
a f ∈W 1,n−1−ǫ([−1, 1]n,Rn), ale f−1 /∈W 1,1

loc ([−1, 1]
n,Rn).

Pre kritický exponent p = n− 1 bola nedávno dokázaná nasledujúca veta:

Veta 5.9 ([5], Veta 1.2). Majme n ≥ 3, Ω ⊂ Rn je otvorenú a f ∈ W 1,n−1
loc (Ω,Rn)

homeomorfizmus s konečnou distorziou. Potom f−1 ∈ W 1,1
loc (f(Ω,R

n) a f−1 má ko-
nečnú distorziu.

Z uvedených viet nie je jasné, či pre n ≥ 3 v kritickom prípade f ∈ W 1,n−1
loc (Ω,Rn),

K ∈ Ln−1 dostaneme f−1 ∈W 1,n tak, ako tomu je pre n = 2 (Veta 5.6). Dokážeme,
že to platí, čím dostaneme pekné zobecnenie Vety 5.6 (aj) do dimenzie n ≥ 3.

Veta 5.10. Majme n ≥ 3, oblasť Ω ⊂ Rn a homeomorfizmus f ∈ W 1,1
loc (Ω,R

n)
s konečnou distorziou K, pričom K ∈ Ln−1(Ω). Potom f−1 ∈W 1,n(f(Ω),Rn) a f−1

je zobrazenie s konečnou distorziou.

Dôkaz. Označme u := f−1, G := f(Ω). Z Vety 5.9 vieme, že u ∈ W 1,1
loc (G,R

n) a u
má konečnú distorziu.
Funkcia f spĺňa predpoklady Vety 5.1, a teda po zafixovaní všade definovaných

reprezentantov slabých derivácií Df = Daf , Du = Dau dostávame, že pre skoro
všetky x ∈ Ωr = {z ∈ Ω : |Jf(z)| 6= 0} platí (71), označme Ω̃r množinu týchto
bodov x. Zároveň existuje množina Ω̃ ⊂ Ω, pre ktorú |Ω \ Ω̃| = 0 a pre f platí area
formula na Ω̃. Máme teda

|(Ω \ Ω̃) ∪ (Ωr \ Ω̃r)| = 0.

Keďže predpoklady Vety 5.1 spĺňa aj množina G a zobrazenie u ∈ W 1,1
loc (G,R

n)
(inverzia u−1 = f je totiž v BV ), z Lemy 5.3 dostávame Ju = 0 skoro všade na
množine

u−1((Ω \ Ω̃) ∪ (Ωr \ Ω̃r)) = f(Ω \ Ω̃) ∪ f(Ωr \ Ω̃r).

Z konečnej distorzie u máme aj Du = 0 skoro všade na tejto množine. S využitím
area formule na množine Ω̃ a vzťahu (71) na množine Ω̃r tak dostávame�

f(Ωr∪(Ω\Ω̃))

|Du|n ≤

�
f(Ω̃r∩Ω̃)

|Du|n +
�

f(Ωr\Ω̃r)

|Du|n +
�

f(Ω\Ω̃)

|Du|n =

=
�
Ω̃r∩Ω̃

|Du ◦ f |n|Jf |+ 0 + 0 =
�
Ω̃r∩Ω̃

|(Df)−1|n|Jf | =

=
�
Ω̃r

∣

∣

∣

∣

adjDf
Jf

∣

∣

∣

∣

n

|Jf | ≤ nn

�
Ω̃r∩Ω̃

(

|Df |n

|Jf |

)n−1

= nn

�
Ω̃r∩Ω̃

Kn−1 <∞.
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Pre zostávajúcu množinu f(Ω̃ \ Ωr) máme z area formule a definície Ωr

|f(Ω̃ \ Ωr)| =
�
Ω̃\Ωr

|Jf | =
�
Ω̃\Ωr

0 = 0,

a teda �
f(Ω)

|Du|n =
�

f(Ωr∪(Ω\Ω̃))

|Du|n +
�

f(Ω̃\Ωr)

|Du|n <∞,

čo sme chceli dokázať.
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Register

f -regulárnosť
v R2, 13
v Rn, 22

adjungovaná matica, 3
aproximatívna derivácia, 7
aproximatívna limita, 7
area formula, 8
area formula na skoro všetkých rezoch

Ω, 21

bod hustoty, 4

delenie, 12
distorzia, 48
distributívna divergencia, 3

esenciálna hranica, 4

funkcia
Φr, 32
η, 31
s konečnou variáciou, 1

integrál Ik(p), 38

Jakobián, 7
Jakobián na stenách kvádru, 22
Jordanova krivka, 9

Luzinova (N)-podmienka, 8

množina s konečným perimetrom, 4
množiny D+r,δ, D

−
r,δ, 30

nadrovina H , 30
normála

ν̃U , 23
Federerova, 4

nulová hustota, 4

okolie ∂ǫU , 34
orientácia
homeomorfizmu v R2, 10
homeomorfizmu v Rn, 19

krivky, 9

polpriestory H+, H−, 30

stotožnenie normál νU a ν̃U , 28

topologický stupeň, 18

vektorový Jakobián, 7
veta
Calderón – Zygmundova, 7
Gauss – Greenova
pre množiny s konečným perimet-
rom, 4
pre spojité BV funkcie, 5

zobrazenie k konečnou distorziou, 48
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