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Abstrakt: Kdekoliv se prenasi néjaka informace, jsou pritomny samooopravné
kédy. Mezi nejpouzivanéjsi tridy kédu patii LDPC (low density parity check)
kédy. Expanderové kédy jsou jednou z nadéjnych tiid LDPC kodia. V této praci
vysvétlujeme, co to expanderové kody vlastné jsou, a ukazujeme, Ze je lze opravdu
konstruovat tak, aby dosahovaly asymptoticky optiméalnich parametri a zaroven
je slo dekodovat v case linearnim s délkou zpravy. Bohuzel uvedené konstrukce
vytvareji hodné dlouhé kddy, takze jsou v bézném provozu (naptiklad pro prenos
paketi1) prakticky nepouzitelné. Vérime ale, ze s vyuzitim lepsi konstrukce expan-
dertt budeme schopni sestrojit dobré kratké kédy, které najdou mnoha vyuziti.
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Abstract: Wherever information is transmitted we can find error-correcting codes.
LDPC (low density parity check) codes are one of frequently used classes of codes
and expander codes are promising members of this class. In this work, we explain
what expander code are. We also show that expander codes simultaneously have
both asymptotically optimal parameters and linear-time encoding and decoding.
Unfortunately, our constructions grant us codes, which are too big for regular
use, for example for packet transmission. However, we believe that with better
construction of expander graphs we will be able to construct short codes with
significant practical applications.
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Uvod

Kdekoliv se prenasi nebo uchovava néjaka informace, jsou pritomny i chyby.
7 toho duvodu se pouzivaji samoopravné kody, které umi chyby detekovat a pti-
padné je i opravit. Zname mnoho trid kédi, jedny z nejpouzivanéjsich jsou LDPC
kédy (zkratka z Low-Density Parity-Check), které vypadaji tak, ze se vezme né-
jaky bipartitni graf, jedna partita jsou bity zpravy a druhd partita jsou paritni
bity. Low-density je v ndzvu proto, ze tyto kédy maji ridkou kontrolni matici (to
znamena, ze vrcholy z kontrolni partity maji pomérné nizky stupen, tedy graf je
celkové 1idky). Dlouho ale nebyl znam zadny postup, jak je zkonstruovat, vétsinou
se jen vzal néjaky ridky graf a az pouzivanim se zjistilo, co ma kéd za parametry.

Ma-li mit LDPC kéd dobré vlastnosti, je potfeba, aby byl celkové ,dobie
propojeny . Grafy s témito vlastnostmi se zkoumaji i z jinych divodu a pouzivaji
se v mnoha odvétvich matematiky. Rika se jim expandery a difve byla jejich
existence dokazana pouze nekonstruktivné. Nyni je jiz znamo nékolik konstrukei,
mimo jiné zalozenych na cikcakovém soucinu grafi.

Kdyz uz umime konstruovat expandery, ptrichazeji na fadu expanderové kody,
o kterych se vi, ze mohou dosahovat hodné dobrych parametri, specialné, ze jsou
asymptoticky optimélni (tedy pro dlouhé zpravy dosahuji parametri blizkych
optimu). Veskeré znalosti o nich jsou ale roztrouseny v nékolika ¢lancich, které se
ne vzdy shodnou na znaceni.

Cilem této prace je podat uceleny ptehled, co se o téchto kodech vi. Chceme
se naucit teoreticky konstruovat expandery a z nich i kédy, dokazat, ze expan-
derové kody jsou asymptoticky optimalni a nakonec i sestrojit konkrétni priklad
expanderového kédu a diskutovat jeho praktickou vyuzitelnost.



1. Zaklady

V této kapitole vysvétlime zakladni znalosti a principy, na kterych budeme
stavét, spolu se zavedenim znaceni, které se v praci budeme snazit dodrzovat.

1.1 Zakladni znaceni
e V celé praci bude symbol N znacit mnozinu prirozenych cisel véetné nuly.

e Mnozinu prirozenych ¢isel od jedné do n budeme znacit [n]. Tedy [n] =

={1,...,n}.

« Symbol F,, respektive Z, znaci konecné téleso o ¢ prvcich, druhy zptsob
budeme pouzivat pouze v pripadé, ze je ¢ prvocislo.

o Velka pismena anglické i fecké abecedy znac¢i matici, dolni index u matice
vétsinou znaci prvek na prislusné pozici.

o Vektory i skalary znacime vétSinou malymi pismeny fecké i anglické abe-
cedy, z textu by mélo byt jasné, o co se kdy jedna. V pripadech, kdy by
mohlo dojit k nedorozuméni, znac¢ime vektory tucné.

1.2 Linearni algebra

Zde si kratce pripomeneme nékolik zakladnich pojmt. Pokud ¢tenatr poza-
duje podrobnéjsi vysvétleni, odkazeme ho na libovolnou ucebnici linearni algebry
(napriklad Barto a Tuma, (2016), z kterézto knihy jsme pievzali vétsinu definic
uvedenych v této sekei).

1.2.1 Afinni prostor

V jedné z konstrukci budeme pracovat nad afinnim prostorem, ktery je zhruba
feCeno tvoren mnozinou bodl a mnozinou vektorii a mé definované sc¢itani bodu a
vektoru. Vznikne tak, ze vezmeme podprostor vektorového prostoru (ten je tvoren
Cisté vektory a operacemi mezi nimi) a pricteme k nému vektor (ve vektorovém
prostoru je to ekvivalent bodu), ktery muze, ale nemusi, byt z tohoto podpro-
storu (tedy zhruba feéeno muzeme posunout pocatek souradnic). Afinni prostor
dimenze n znac¢ime A",

Rozdil mezi vektorovym a afinnim prostorem si vysvétlime na prikladu. Vez-
méme si prostor R2. Jeho vektorové podprostory dimenze 1 jsou uréeny jednim
vektorem a operacemi, tedy jsou to pravé primky prochazejici pocatkem. Na
druhé strané jeho afinni podprostory jsou ur¢eny bodem a vektorem a vzniknou
(konzistentné s vysvétlenim vyse) tak, Ze nejprve ze samotného vektoru vytvo-
fime vektorovy podprostor dimenze 1 a pak k nému pri¢teme bod (neboli vektor
jdouci z pocatku do toho bodu). Tedy afinni podprostory dimenze jedna jsou
vSechny piimky (muzeme posunout pocatek, kam chceme).
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1.2.2 Vldastni ¢isla

Na tomto misté pripomeneme nékolik pojmu ohledné matic a vektori.
Nejprve znaceni: operator (-,-) odpovidd standardnimu skaldrnimu soucinu

vektortt v R. Norma vektoru v je definovana jako ||v|| = 4/(v,v).

Pro matici M znaéi M7T matici transponovanou, tedy je-li M typu m X n,
je M™ typu n x m a pro viechna i € [n], j € [m] plati M = Mj; (vlastné
vyménime svislou a vodorovnou osu). Symetrické jsou takové matice M, pro néz
plati M = MT.

Matice je diagonalni, méa-li nenulové prvky jen na diagonale a jinde nuly. Dva
vektory u a v jsou ortogondlni, jestlize jejich skalarni soucin je 0 (tedy jsou kolmé).
Ortogonalitu budeme znacit symbolem L. O u a v fekneme, Ze jsou ortonormalni,
jestlize jsou ortogondlni a ||ul| = ||v|| = 1. O matici fekneme, Ze je ortogonalni,
jestlize jeji sloupce jsou navzajem ortonormalni.

Regularni matice je takova ¢tvercova matice S, pro kterou plati, ze mame-
li nenulovy vektor v, potom Sv je také nenulovy vektor. Regularni matice lze
invertovat, tedy existuje takové S=1, 7e SS71 = S71S =I,.

Ortogonalni matice je regularni, nebof jeji sloupce jsou linedrné nezavislé.
Vsimneme si, Ze pro ortonormalni matici Q typu n x n plati Q! = QT nebot
QTQ = I, (na pozici ij je skalarni soucin i-tého fddku prvni matice a j-tého
sloupce druhé matice, ale Q je ortogonalni a jeji sloupce odpovidaji fadkim Q7).

Dvé matice A a B jsou podobné, jestlize existuje regularni matice S takova,
7ze A = SBS™!, tedy jestlize se A po zméné kanonické baze na S zméni na B.
Matice A je diagonalizovatelna, pokud je podobna néjaké diagonalni matici A,
tedy A = SAS™!. Tomuto tvaru se k4 spektralni rozklad.

Definice 1 (Vlastni ¢isla). Je-li A ctvercovd matice idu n nad télesem T, pak
skaldr A € T nazyvdme vlastni c¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor
v €T takovy, Ze

Av = )v.

Ale jak je zjistit? Na to se hodi charakteristicky polynom.

Definice 2. Je-li A ctvercovd matice rdadu n nad télesem T, pak charakteristicky
polynom matice A je polynom

XA = det(A — )\In)
v promenné A.

To, ze zde proménnou nazyvame A, neni ndhoda. Koreny tohoto polynomu
jsou prave vlastni ¢isla matice A, to zde ovsem dokazovat nebudeme.

V této préaci se budeme zabyvat hlavné maticemi nad télesem R, které neni
algebraicky uzaviené. Polynom x4 zfejmé mize mit nékteré koreny komplexni,
tedy redlna matice mize mit néktera vlastni ¢isla komplexni. Definujme nasobnost
vlastniho ¢isla jako nasobnost prislusného korenu v x 4. Potom vidime, ze kazda
komplexni matice (tedy vSechny matice, s kterymi se v této praci setkdme) ma
pravé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti.

Ne vSechny vektory ale po vynasobeni matici odpovidaji svému A-nasobku.
Rozsitme tedy definici vlastnich ¢isel o:



Definice 3 (vlastni vektor). Je-li A vlastnim cislem matice A, pak libovolny
vektor v, pro ktery plati Av = Av, nazgyvame vlastni vektor matice A prislusng
vlastnimu cislu \.

Jeden priklad za vSechny: jednotkovou matici typu n X n znac¢ime I, a vSim-
neme si, ze ta ma jediné vlastni ¢islo 1 nasobnosti n a jejimi vlastnimi vektory
jsou vsechny nenulové vektory délky n.

Jednou ze zakladnich vlastnosti vlastnich cisel je to, Ze je-li v vlastnim vek-
torem matice A s vlastnim ¢islem A4 a vlastnim vektorem matice B s vlastnim
¢islem Apg, potom miuzeme na téchto maticich provadét rizné aritmetické operace
(s¢itat, odcitat, nasobit, mocnit nebo tyto operace kombinovat) a v bude vlast-
nim vektorem vysledku s vlastnim ¢islem \4p, které ziskame tak, ze se ty samé
operace provedou na Ay a Ag.

V této préaci se budeme hlavné zabyvat maticemi sousednosti grafl, které jsou
symetrické. Pro symetrické matice a jejich vlastni ¢isla plati nékolik uziteénych
tvrzeni. Tato tvrzeni uvedeme bez dukazu, zdjemce odkézeme na Hladik (2017)).

Véta 1 (Vlastni ¢isla symetrickych matic). Viastni ¢isla redlnijch symetrickyjch
matic jsou redlnd.

Tato véta nam tika, Ze redlnd symetrickda matice typu n x n ma n realnych
vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. To je mila vlastnost a bude se ndm v préci
hodit.

Dalsi uzitecéna véta je, ze pro realnou symetrickou matici existuje ortonorméalni
béze slozena z jejich vlastnich vektori.

Véta 2 (Spektrélni rozklad symetrickych matic). Pro kaZdou symetrickou matici
A € R™" existuje ortogondlni Q € R™™ a diagondlni A € R™" tak, Ze A =

= QAQT.

Tato véta tika to, ze matice A je podobna néjaké diagonalni matici. Ekviva-
lentné, vyjadiime-li A v néjaké ortonormalni bazi, dostaneme diagonalni matici.
Jsou-li dvé matice podobné, maji stejnd vlastni ¢isla, a matice A je diagonalni,
tedy jeji vlastni vektory jsou vektory kanonické baze. V tom pripadé ale bazové
vektory té nové baze musi byt i vlastnimi vektory matice A.

Jesté nahlédneme, Ze prechod mezi ortonormalnimi bazemi zachovava normu.
Jak zndme z linedrni algebry, nasobeni ortogonalni matici je ortogonalni zobra-
zeni, tedy zachovava skalarni souc¢in, a tim padem zachovava i normu. Tedy to
samé plati i pro prevod mezi ortonormalnimi bazemi.

1.3 Grafy

Graf G = (V,FE) je obvykle zaddn mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E.
Vsechny grafy, kterymi se v této praci budeme zabyvat, jsou neorientované.
Casto se definuje, Ze hrana je dvojice vrcholt {a,b}, mezi nimiz vede. My ale
budeme pouzivat obecnéjsi grafy, kde mezi dvéma vrcholy muze vést vice hran,
ba dokonce miize vést hrana z vrcholu do néj samého. Definujme tedy hranu jako
abstraktni objekt s néjakymi vlastnostmi, jako jsou napiiklad koncové vrcholy.
Takto docilime toho, Ze i hrany vedouci mezi stejnymi vrcholy budou rozlisitelné.



1.3.1 Matice sousednosti

Zadefinujeme matici sousednosti grafu.

Definice 4. Matice sousednosti A grafu G na n wvrcholech je ctvercovd matice
n X n, kde na pozici ij je cislo k € N, pokud jsou i-ty a j-ty vrchol grafu G
spojeny k hranams.

Vsimneme si, ze A je symetricka, protoze G je neorientovany graf, tedy vede-
li hrana z i-tého vrcholu do j-tého, povede i z j-tého do i-tého. Tato matice je
uziteénym nastrojem pro reprezentaci grafu. Nam se ale pro regularni grafy bude
vice hodit jeji normalizovana verze.

Definice 5. Normalizovand matice sousednosti M d-requldrniho grafu G je ma-
tice sousednosti G vydélend cislem d.

Vsimneme si, ze protoze G je regularni, je soucet ¢isel v kazdém radku i sloupci
matice M roven 1. Z toho vidime, ze vektor samych jednic¢ek je urcité vlastnim
vektorem M s vlastnim ¢islem 1. Jak to vypadd s ostatnimi vlastnimi ¢isly?
Ziejmé v M nejsou zadna zaporna cisla, tedy vsechna ostatni vlastni ¢isla budou
v absolutni hodnoté mensi nebo rovna 1.

Ve vétsiné pripadi budeme chtit, aby platila ostra nerovnost. Kdy nastane
rovnost? Vyslovime dvé pozorovani o vlastnich ¢islech matice M.

Lemma 3. M mad vlastni ¢islo —1 prdve tehdy, kdyz je G bipartitny.

Diikaz. Prislusny vlastni vektor méa jednicky na pozicich odpovidajicim vrcholim
jedné partity a minus jednicky na zbytku. Naopak, ma-li M jako vlastni ¢isla
zaroven 1 a —1, musi GG nutné byt bipartitni. Tuto vlastnost dokazeme sporem.
Pokud G neni bipartitni, je v grafu cyklus liché délky, napriklad méjme cyklus
délky 3 mezi vrcholy s cisly ¢, j a k. Ve vlastnim vektoru v prislusném —1
bud v; (tedy prvek na i-té pozici) bez Gjmy na obecnosti tfeba 1. To znamen4, Ze
(Mv); = —1, tedy v; = —1 (mezi 7 a j vede hrana, a protoze v; =1 a Mv = —v,
skalarni soucin ¢-tého radku M a vektoru v musi byt —1, tedy v musi mit minus
jednicky na pozicich, které jsou s i-tym vrcholem spojeny hranou, coz plati i pro
vrchol 7). Timto jsme dosli ke sporu v k-tém radku, protoze skalarni soucin k-tého
radku M s vektorem v bude v absolutni hodnoté mensi nez 1. To plati, protoze
do k vedou hrany z vrcholii ¢ i j, pficemz v; = 1 a v; = —1, tedy tyto dvé pozice
se ve skalarnim soucinu navzajem odectou. 0

Lemma 4. M mad vlastni cislo 1 s vétsi ndasobnosti nez 1 pravé tehdy, kdyz md
G wvice komponent souvislosti.

Dukaz. Implikace <= je zfejma, tedy dokazujme opacnou implikaci. Pokud ma M
nasobné vlastni ¢islo 1, najdeme pro néj néjaky vlastni vektor v linedrné nezavisly
na vektoru samych jedni¢ek. Nyni si vSimneme, ze jakdkoliv linedrni kombinace
vlastnich vektort od téhoz vlastniho ¢isla je zase vlastni vektor. Takze mizeme
pri¢ctenim vhodného nasobku vektoru samych jednic¢ek k vektoru v ziskat vlastni
vektor, ktery je nezdporny a obsahuje aspon jednu nulu (a neni cely nulovy).
Ted uz stac¢i uvazit mnozinu vrcholl, na jejichz pozicich jsou ve vektoru nuly,
a uvédomit si, ze z této mnoziny nemuze vést zadnd hrana ven. U
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Vsimnéme si, ze M je také matici, ve které jsou pro jednotlivé hrany prav-
dépodobnosti prechodu nahodné prochazky na G, jinymi slovy na pozici ij je
pravdépodobnost, ze se z i-tého vrcholu pohneme do j-tého vrcholu, pokud se
budeme v kazdém vrcholu rozhodovat nahodné. Brzy se ndm tento pohled bude
hodit.

1.3.2 Rotacni mapa

Taktéz si pro graf zadefinujme jeho rotacni mapu. Tu mtzeme pochopit tak,
ze kazdému vrcholu pridéli oc¢islovani hran z néj vedoucich. Neni ale jasné, proc
se nazyva prave ,rotacni mapa‘“. Tato tabulka historicky vychazi z takzvaného
rotacniho systému, ktery se definuje pro rovinné grafy a popisuje oc¢islovani hran
kolem vrcholu (tedy rotuje kolem vrcholu a ¢isluje hrany, strucné vysvétleni a od-
kazy na clanky lze nalézt na anglické Wikipediﬂ), Reingold, Vadhan a Wigderson
(2002) definici rota¢ni mapy mirné upravili.

Proc¢ ji ale vlastné definujeme a nesta¢i ndm matice sousednosti? Rotac¢ni
mapa je jednak mensi nez matice sousednosti, jednak poskytuje o grafu trochu
vice informaci a v neposledni radé se s ni dobfe pracuje, naptiklad se hodi pti
vypoctech v algoritmech.

Definice 6. M¢éjme d-reqularni graf G s poctem vrcholu n. Jeho rotacni mapu
Rotg : [n] x [d] — [n] x [d] definujeme ndsledovné: Rotg(v,i) = (w,j), pokud i-td
hrana z vrcholu v vede do w a tato hrana je zdroven j-tou hranou z w.

Nésledujici obrazek ilustruje, jak vypada rotacni mapa grafu Kjy.

Nahlédnéme, ze definice je korektni. Ziejmé u kazdého vrcholu umime ocis-
lovat odchozi hrany ¢isly od 1 do d, a protoze graf je neorientovany, z cilového
vrcholu urcité vede (ta sama) hrana nazpét, jen ma obecné jiné ¢islo.

Z definice vidime, ze Rotg je permutace na V' x [d]. Tato permutace se skldda
ze spousty disjunktnich dvojcykli, tedy je to involuce. Z toho snadno plyne, ze
RotgoRotg je identita (tedy (RotgoRotg)(v,i) = (v,i) pro vsechna v € Vi € [d]).

Budeme ve spojeni s rotacni mapou obcas mluvit o ,efektivni konstrukei
(bud rotaéni mapy, nebo samotného grafu). Pro nds bude tento pojem znamenat
to, ze umime vyhodnotit Rotg v ¢ase polylogaritmickém s velikosti grafu, tedy
polynomialnim s bitovou délkou argument.

1.4 Samoopravné kody

Zde uvedeme zékladni piehled o samoopravnych kédech. Cerpali jsme hlavné
ze skript [Drapal| (2008/2009), ale také z Guruswami (2010)).

'https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation_system
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Formalné teceno, kod je mnozina kdédovych slov. Kdyz mluvime o kdédech,
myslime tim blokovy kod, tedy takovy, kde vSechny fetézce, které kodujeme,
maji stejnou délku k a vsechny zakodované retézce maji délku n. Symboly kdédu
volime z néjaké abecedy . Vétsinou chceme, aby ¥ byla koneéné téleso. Casto
se voli ¥ = Zy (takovym kédum se pak 1ika bindrni), ale obcas chceme ¥ i vétsi,
tfeba s velikosti 2% pro né&jaké k, protoze takto se pohodlné reprezentuji k-tice
bitt.

Definice 7. M¢jme kéd nad abecedou Y, potom kédovani je funkce E : ¥F — X0
a dekédovani funkce D : X" — YF takové, Ze D(E(u)) = u pro kaZdy retézec
u € ¥F. Kédové slovo je takovy retézec, kteryj lze ziskat jako vystup funkce E.

Cislu n budeme fikat délka kédu, ¢islu k jeho dimenze.

Chyba je spatné preneseny znak kédu. Pokud se misto jednoho znaku pre-
takovému kandalu 1iké zasumény a kodtim, které toto tesi, budeme tikat sumové
kody. Také se misto znaku miize prenést otaznik, tedy vime, Ze na tomto misté
byl néjaky znak a zrovna ho neumime precist (to se stane, kdyz napriklad na
pocitaci odejde ¢ast disku). Takovym kodiam se fikd mazaci kédy. Také existuji
koédy, které znaky pridavaji nebo odebiraji, tém se fika insdel kody z anglického
insertion—deletion (tohle umi dobfe opravit vétsina prirozenych jazyku pii mlu-
veném slové), ale o téch nebudeme moc mluvit.

Nejbéznéjsi jsou kody sumové, tedy kdyz v této praci fekneme ,kod*, myslime
tim Sumovy.

Kdyz dekddujeme néjaky retézec, vétsinou hleddame koédové slovo, které je mu
nejbliz. Kédova slova si predstavme rozmisténa v prostoru X". Kazdé slovo v mé
kolem sebe (ne nutné disjunktni) oblast, ktera se dekdéduje na v. Chceme, aby pro
kazdé slovo byla tato oblast co nejvétsi, abychom mohli opravit co nejvice chyb.

Me¢jme tedy prostor X", vzdalenost koédovych slov bud pocet pozic v kodu,
na kterych se lisi. Pokud nastalo nejvyse r chyb, lezi prijaté slovo ve vzdalenosti
r od spravného kédového slova, tedy lezi v tzv. Hammingové kouli o poloméru r
kolem spravného kédového slova. Cheeme-li, aby kod opravoval r chyb, musi mit
vsechny Hammingovy koule polomér alespon r.

V této praci se budeme vétsinou zabyvat kédy s jednoznacnym dekédovanim,
tedy kazdy fetézec na n znacich se dekdduje jen na jedno kédové slovo, nerekneme-
li jinak. Tedy koule kolem kédovych slov musi byt disjunktni a kazda dvé kodova
slova musi mit vzdalenost alespon d = 2r 4 1. Také ve vétsiné aplikaci budeme
chtit, aby mély vsechny koule stejny polomér. Cislu d se fikd kédovd vzdalenost,
je to vlastné dolnf mez na vzdalenost dvou kédovych slov. Cislo r znaéi pocet
opravitelnych chyb.

Snadno nahlédneme, ze pocet prvktt Hammingovy koule pro kéd délky n nad
abecedou X o velikosti ¢, ktery opravi az r chyb, je

T n i
Ve =3 (1) 02117
=0
tedy pro binarni kod je to prosté soucet kombinacnich ¢isel

S kodovou vzdélenosti tizce souvisi také vaha slova, coz je pocet nenulovych
znakil. Vaha kédu je vadha nejmensiho nenulového slova.



Vétsinou se pouzivaji linearni kody, to znamena, ze soucet jakychkoliv dvou
kédovych slov je také korektni kddové slovo (tedy kédova slova tvori vektorovy
podprostor prostoru ¥"). Je vidét, ze v linearnim kédu se vzdy vyskytuje nulové
slovo, a tedy zZe kdédova vzdalenost je rovna vaze kodu (v kédu lezi i rozdil nejméné
vzdélenych kédovych slov).

Pro parametry kodu se ¢asto pouziva nasledujici tsporné znaceni: kod délky
n dimenze k s kédovou vzdélenosti d oznac¢me (n,k,d)-kéd. Je-li tento kod navic
nad ¢-arni abecedou, oznac¢me jej (n,k,d),-kéd. Analogicky znac¢me linearni kédy
[n,k,d], respektive [n,k,d],-kody.

1.4.1 Generujici a kontrolni matice

Pro linearni kédy plati, ze existuje funkce F, ktera je také linedrni, tedy
je lze generovat matici a matici 1ze i ovérit, zda jsme prijali korektni kédové
slovo. Generujici matice je typu k x n, kontrolni typu n x (n — k). Generujici
matice obsahuje jako sloupce néjakou bazi prostoru kédovych slov (tedy se z ni
d4 jednozna¢né odvodit E'), naopak kontrolni matice obsahuje v fadcich néjakou
bézi ortogonalniho dopliiku prostoru kddovych slov (tedy fadky kontrolni matice
jsou kolmé na vsechna kédova slova a jsou linearné nezavislé). Generujici matici
vynasobime fetézec délky k a dostaneme prislusné kodové slovo, kontrolni matici
vynasobime fetézec délky n a pokud vyjde Tetézec slozeny ze samych nul, bylo
to korektni kédové slovo. V opacném pripadé nam ziskand informace muze néjak
pomoci v oprave.

1.4.2 Odhady

Intuitivné je dost jasné, ze kéd, ktery mé velkou dimenzi, nemtze mit zaroven
moc velkou kédovou vzdalenost. Nésledujici odhady formalizuji, co od samooprav-
nych kédl jesté mizeme pozadovat a co uz je nemozné. Zacneme jednoduchym,
a¢ dilezitym odhadem:

Véta 5 (Singletonuv odhad). At C' je (n,k,d),-kod. Potom d <n —k+ 1.

Tento odhad udava horni mez na kédovou vzdalenost. Pro lepsi predstavu
o tom, co tento odhad vlastné rika, uvedme, Ze jednotlivé znaky kodovych slov
lze obc¢as rozdélit na ,kontrolni pozice“ a ,pozice nesouci informaci® (kédim,
které tohle splnuji, se rika systematické). Potom nerovnost vySe znamend, ze
kédy o kddové vzdalenosti d maji alespon d—1 kontrolnich pozic, coz je intuitivné
jasné. Kody, které této horni meze dosahuji, se nazyvaji MDS (maximum distance
separable) kody.

Véta 6 (Hammingova nerovnost). Pro kid C délky n o kédové vzddlenosti d nad
abecedou o velikosti q plati

oo

Tento odhad tika jen to, ze mame-li kéd C' o kédové vzdalenosti d, mohou
mit Hammingovy koule polomér jen [(d — 1)/2], protoze jinak by se prekryvaly.
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Specidlné pro (n,k,d),-kody (tedy |C| = ¢*) m4 tato nerovnost tvar

oot

Je-li Hammingova nerovnost rovnosti, kod C' se nazyva r-perfektni pro r
splnujici d = 2r 4+ 1. Kod je perfektni, je-li r-perfektni alespon pro néjaké r.

Véta 7 (Plotkinova mez). At C' je (n,k,d)-kéd takovy, Ze d > n/2. Potom k <
<2d/(2d—1) <n+1.

Véta 8 (Gilbertova-VarSamovova nerovnost). At n, k a d jsou kladnd celd cisla,
d <n. Je-li Vy(n,d — 1) < ¢" ", pak existuje q-drni (n,k,d),-kdd.

1.4.3 Asymptotické vlastnosti kédi

Pro mnoho tiid kédu nas bude zajimat, jak se chovaji pro n — oo. Zde abso-
lutni éisla (jako napriklad kddova vzdélenost) o nicem nevypovidaji, nadefinujme
si tedy nékteré asymptotické veliciny.
¢asto znacime R(C') a je to pomér prenesené informace ku délce kodu, tedy k/n.

Déle definujme relativni kédovou vzdédlenost jako 6(C'), vypocita se jako d/n.

Ve spojeni s chybami definujme chybovost £(C), to znamend pocet chyb
vydéleny n.

O tridé kédu rekneme, ze je asymptoticky dobra, pokud pro vsechny kédy C'
z této tridy existuji konstanty Ry > 0 a g > 0 takové, ze

R(C) > Ry a 6(0) > 50 .

V této préaci se budeme snazit konstruovat tridy kodia, které jsou asymptoticky

dobré.

Definice 8 (Entropické funkce). Méjme abecedu velikosti q. Pro libovolné q defi-
nujme entropickou funkci H,, kterd pro kaZdé o € (0,1) nabyvd hodnoty

Hy(a) = alog,(¢ — 1) — alog,a — (1 —a)log,(1 —a).

Specidlné pro q = 2:

1
1l—a

1
H(a) =alog—+ (1 — a)log
a

Hodnota entropické funkce tizce souvisi s velikosti Hammingovy koule. Necht
0 < p < 1-1/q je chybovost kédu. Pak plati V,(n,pn) < ¢"Ha?) a zdroven
Vy(n,pn) > g*Ha®=o) Ty navadi na nasledujicf tvrzeni:

Tvrzeni 9 (Asymptoticky Gilbertuv-Varsamovoviuv odhad). Pro libovolné q a
0 <0 < 1/q existuje g-arni kéd C' s nosnosti R(C) > 1— H,(0) — o(1).
1.4.4 Znamé tridy kodu

Nez se pustime do vymysleni vlastniho kédu, je dobré se nejdrive podivat, co
vymysleli jini.
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Opakovaci kody

Tato tiida kédi méa bezkonkurencéné nejvétsi kodovou vzdalenost. Jsou také
ze vSech samoopravnych kédu nejjednodussi (kazdy symbol zpravy n-krét zopa-
kujeme) a maji parametry [n,1,n].

Hammingovy kédy

Jedna se o tfidu linedrnich binarnich kédu s minimalni vzdalenosti 3. Pro
kazdé r > 2 mame kéd s parametry [2" — 1,2" — r — 1,3]. Piikladem je znamy
(7,4,3)-k6d. Hammingovy kédy jsou perfektni.

Reedovy-Solomonovy kédy

Jde o linedrni MDS kédy s vyznamnym praktickym vyuzitim (napt. CD,
DVD a Blu-ray disky). Jsou zvlasté vhodné pro aplikace, kde se chyby prenosu
nevyskytuji zcela ndhodné, nybrz v davkach (tj. typicky se Spatné prenese vice
po sobé jdoucich bitt). Tyto kédy se pouzivaji nad abecedou o velikosti ¢ > 2
(tedy nejsou bindrni). RS kéd dimenze k nad abecedou velikosti ¢ mé parametry
lq¢ — 1,k,q — k], (vidime, zZe zde je délka kédu urcena velikosti abecedy).
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2. Expanderové graty

Jak jsme jiz predestieli v ivodu, budeme se v této praci zabyvat grafy s pék-
nymi vlastnostmi, kterym se rika ,expanderové“. V této kapitole si o nich néco
povime a naucime se je konstruovat.

2.1 O expanderech obecné

2.1.1 Hranova expanze

Nejprve nadefinujme expander pomoci hranové expanze. Ta bude zjednodu-
sené tikat to, ze v expanderu z kazdé dost malé mnoziny vrcholi vede hodné
hran.

Definice 9 (Hranova expanze). O grafu G = (N,E) rekneme, Ze je to (n,d,y,«)-
expander, pokud md n vrcholu, je d-requldrni a pro kaZdou mmnoZinu vrcholu
S C N, |S| < vn plati, Ze z S vede alespori da|S| hran.

Samoziejmé chceme, aby jeho parametry byly co nejlepsi, tedy chceme co
nejvetsi o a zaroveii co nejvétsi v. Casto se v definicich explicitné uvadi v = 1/2.

Pozdéji budeme nékteré véci ukazovat na bipartitnich expanderech, tedy na-
definujeme hranovou expanzi i pro bipartitni grafy.

Definice 10. Meéjme bipartitni graf G = (N,M,E), kde kazdy vrchol v N md
stupent d, |N| =n, |M|=m. Graf G je (n,m,d,y,a)-bipartitni expander, jestliZe
pro kaZdou mnozinu vrcholi S C N, |S| < yn plati, Ze S md v M alespori do|S|
sousedii.

Vsimnéme si, ze nase definice bipartitniho expanderu je asymetricka, protoze
neklade témeér zadné pozadavky na partitu M. Také poznamenejme, ze obcas
budeme chtit n < m, tedy graf bude muset expandovat z vétsi strany do mensi,
coz je silnéjsi pozadavek, nez kdyby expanze probihala opa¢nym smérem.

Zatim ale nevime, zda vibec néjaké expandery existuji, a nevime ani, jak
je sestrojit. V nésledujici sekci nadefinujeme cikcakovy soucin, ktery nam tuto
konstrukci umozni, a ukazeme nékteré jeho zajimavé vlastnosti. Zatim si ovSsem
fekneme néco o vlastnich ¢islech normalizované matice sousednosti a odvodime
ekvivalentni definici expanderu.

2.1.2 Expanze a vlastni cisla

Expanzni vlastnosti grafu lze také elegantné popsat pomoci vlastnich cisel
jeho normalizované matice sousednosti, konkrétné druhého nejvétsiho z nich.

Definice 11. A(G) oznacime v absolutni hodnoté druhé nejvétsi viastni cislo
matice M.

Nasledujici lemma ukazuje, ze druhé vlastni cislo se da také definovat pomoci
standardniho skaldrniho soucinu (podle Reingold a kol.| (2002)).
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Lemma 10.

\G) — mac M) ]

ot o) el fafl

kde n je pocet vrcholu G.

Vsimneme si také, ze A(G) popisuje rychlost konvergence ndhodné prochazky
po grafu. Uvazujme 7 € [0,1]" jako pravdépodobnostni rozdéleni na vrcholech
G. Kdyz 7 vnimame jako vektor, miZzeme jej rozlozit jako 7 = u,, + 7+, kde u,
je rovnomérné rozdéleni na n vrcholech a 7+ L u,. Potom M7 = u, + M#*
je pravdépodobnostni rozdéleni po jednom kroku nahodné prochazky. Z tvrzeni
vyse dostavame

M7 < MG) - [l

Tedy M7 < u,,+\(G)7m+, po dalsim kroku ndhodné prochdzky dostavame M2 <
< u, + (M@G))%*7t, az po k krocich mame M*r < u, + (A(GQ))*rt. Tedy MG)
je omezenim, jak rychle ndhodna prochazka na G konverguje k rovhomérnému
rozdéleni. Vidime, ze ¢im mensi A\(G) je, tim se pravdépodobnostni rozdéleni na
vrcholech grafu priblizuje rovnomérnému rozdéleni rychleji, a tedy tim lepsi jsou
expanzni vlastnosti G.

Konzistentné s timto pozorovanim nazveme tiidu grafi G tridou expanderii,
jsou-li vlastni ¢isla jejich normalizovanych matic sousednosti odrazena od nuly,
tedy existuje-li A < 1 t.z. A(G) < X pro vSechny grafy G € G. Vsimnéme si, Ze
podle tohoto znaceni bipartitni grafy nikdy nejsou expandery. Definice bipartit-
niho expanderu je naprosto oddélend vlastnost, ktera (jakkoliv je uzitecnd) nema
s popisem expanze grafu pomoci A(G) nic spoleéného.

Zavedme znaceni:

Definice 12. (n,d,\)-graf bud d-reqularni graf na n vrcholech, kde v absolutni
hodnote druhé nejvétsi vlastni cislo jeho normalizované matice sousednosti je
nejuys .

Ukazeme, jak souvisi velikost A a konvergence ndhodné prochazky s hranovou
expanzi. Intuitivné je vztah hranové expanze a nahodnych prochazek jasny. Pokud
z kazdé mnoziny vrcholi vede hodné hran, mame pii ndhodné prochazce vice
moznosti, kam se dostat, a tedy se k rovhomérnému rozdéleni blizime rychleji.
Jestlize naopak ndhodné prochéazka rychle konverguje k rovnomérnému rozdéleni,

nejspis nikde nemohlo vzniknout 1zké hrdlo, a tedy z kazdé dost malé mnoziny
vrcholll vede hodné hran. Formalni diikaz je ale od této ivahy dost vzdaleny.

Véta 11. Predpoklidejme, Ze G je (n,d,\)-graf. Méjme mnozinu S C [n], kde
|S| < vn, a oznacme out(S) pocet hran jdoucich ven z mnozZiny S. Pak plati

out(S) = (1 - A)(1 - )dlS|
tedy G je (n,d,y,a)-expander pro
o> (1= A1),
Diikaz. Nadefinujme 1g € Z% jako charakteristicky vektor mnoziny S, tedy ma

jednicky na pozicich, které odpovidaji prvkiim mnoziny S, jinde nuly. Symbolem
ozna¢me 1 vektor samych jednicek. VSimneme si, ze kdyz matici sousednosti A
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grafu G' vynasobime vektorem 1g, vyjde vektor, ve kterém na pozici ¢ je cislo
udavajici, kolik hran vede z mnoziny S do vrcholu i. Kdyz jej skalarné vynasobime

1 (tedy sec¢teme jeho prvky), vyjde d|S|, tedy celkovy pocet hran vedoucich
z prvktt mnoziny S. Podobné kdyz ten samy vektor skalarné vynasobime s 1g,
vyjde pocet hran, které vedou mezi prvky mnoziny S. A kdyz tato dvé cisla
odecteme, dostaneme pocet hran vedoucich z mnoziny S ven, ktery oznacime
out(S). Vyjadieno vzorcem:

out(S) = <A15,1 - 15) = d|S| - <A15,15> .

Plati, Ze pro symetrické realné matice vzdy existuje ortonormalni baze z vlastnich
vektort. Bud v; normovany vlastni vektor prislusny i-tému nejvétsimu vlastnimu
¢islu. Vyjadiime tedy 1g v bazi z normovanych vlastnich vektortt matice A, tedy
1g => a;v;.

Nejvétsim vlastnim ¢islem A je n (u normalizované matice sousednosti by to
byla jednicka) a jemu ziejmé prislusi vektor 1/4/n. Pak zfejmé plati

(1s,01) = Z a;v,v1) = (a1v1,01) = ay .
i€[n]

Zéroven (protoze vy = 1/y/n) je tento vyraz roven |S|//n. Také plati 3¢, a7 =
= 1% = |S|. Zavedme znaceni X, = d)\;. MliZeme pocitat:

<A15,15> = <Z ai/\;vi, Z aﬂ}i>

i€[n] i€[n]
— Z (12>\/
1€[n]
= d—|—2a2>\’ (2.1)

< ajd + Xz(ISI —af)
= a2(d — M) + \d|S|

Els

= 1— .
. —d(1 = X) + \d|5]

Tudiz kdyz dosadime do vzorce pro odchozi hrany a zménime rovnost na
nerovnost, mame

|SI?
out(S) > d|S| — (nd(l —A)+ )\d|5|> (2.2)

> d[S| = (7|S]d(1 = A) + Ad|S]) = d[S|(1 = A)(1 =)

2.1.3 Bipartitni expandery

Zatim jsme o expanderech uvazovali jen v terminech hranové expanze nebo
vlastnich ¢isel, takze dost obecné. Pro nékteré aplikace se ale hodi mit bipartitni
expander, zatim ale nevime, zda jej lze sestrojit.
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Ukazeme si jednoduchou konstrukei, kterd prevede obecny expander na bi-
partitni graf bez vyrazného zhorseni jeho expanznich vlastnosti. Jesté jsme si ani
neukézali konstrukci obecného expanderu, ale tu si ukdzeme nize.

Méjme obecny d-reguldrni expander s m vrcholy a n hranami (trochu nezvykle
znaceno). Nyni uvazujme, ze podrozdélime vSechny hrany tohoto grafu vrcholem
a tyto délici vrcholy vezmeme jako jednu partitu, vrcholy ptivodniho grafu budou
v druhé partité. Je vidét, ze vznikly graf je bipartitni (mezi vrcholy jedné partity
nevedou zadné hrany), ze kazda z partit je reguldrni (prvni je 2-regularni, druha
d-regularni) a ze expanzni vlastnosti druhé partity se nezhorsi (tedy z kazdé dost
malé mnoziny vrcholt z druhé partity stdle povede hodné hran). Této konstrukei
tikejme incidencni.

Také budeme vyuzivat jinou konstrukci, ktera ma tu vyhodu, ze obé partity
jsou stejné velké a d-regularni. Budeme ji tikat dvojpokryti a definujeme ji takto:
vezmeme dvé kopie mnoziny vrchol a natdhneme hrany mezi partitami tak, jak
vedly v ptvodnim grafu, tedy pokud v ptivodnim grafu vedla hrana mezi vrcholy
7 a 7, natdhneme hranu mezi ¢ v prvni partité a j v druhé partité a obracené.

Vsimneme si, Ze obé uvedené konstrukce zdvojnasobi pocet hran, na coz si pri
prevodech mezi verzemi grafi musime davat pozor.

2.2 Grafové souciny

Zmname néjaké ad hoc konstrukce expandert, ale ty ndm nedavaji dostatecnou
volnost. Potfebujeme konstruovat grafy s rtiznym poctem vrcholl, coz se nejlépe
dela pomoci grafovych soucini. My zde predvedeme ty, které alespon castecné
zachovavaji expanzi grafu, a proto se nam hodi.

2.2.1 Mocniny grafi
Zde nadefinujeme operaci umocnovani grafi.

Definice 13. Bud G d-reqularni multigraf na [n] s rotacni mapou Rotg. Jeho
t-td mocnina G je d'-requldrnd multigraf G, jehoZ rotaéni mapa je ddna vztahem
Rotgt (v, (k1,k2, .. ki) = (vi,(l,li—1, ... \1y)), kde prislusné hodnoty ziskame ze
vztahu (v;,l;) = Rotg(vi_1,k;).

Snadno z definice nahlédneme, ze v grafu G' vedou hrany pravé mezi témi
vrcholy, mezi nimiz vedl v grafu G sled délky t. UkdZzeme, ze Ag: = AL, tedy
ze matice sousednosti nového grafu je rovna t-té mocniné matice sousednosti
ptivodniho grafu.

Nejprve to ukazeme pro druhou mocninu. Oznac¢me prvek matice A na pozici
1j jako a;;. V AZ se prvek na pozici ij vypocitd jako suma >}, @G . Soucin
a;xar; je nenulovy pravé tehdy, kdyz z vrcholu 7 vede sled délky 2 do vrcholu j
prochazejici vrcholem k. Presnéji feceno, tento soucin je pocet vSech takovych
sledt. Tedy prvky matice A% jsou pocty vech sledit délky 2 mezi danymi dvéma
vrcholy, coz piesné odpovidd matici Ag2. A z toho, Ze AL, = AL Ag, uvedeny
vztah plyne i pro obecné ¢.

Protoze nas zkoumany graf G je d reguldrni, vede z kazdého vrcholu d* sledt
délky ¢, a tedy soucet kazdého fddku a kaZdého sloupce matice Ag: je dt. Jestlize
chceme, aby soucet kazdého radku byl 1, tedy jestlize chceme matici normalizovat,
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musime ji vydélit prvkem d*. Z toho okamzité plyne, Ze pro normalizované matice
sousednosti také plati vztah Mg = ME.
Nasledujici tvrzeni je shrnutim pozorovanych vlastnosti:

Tvrzeni 12. Je-li G (n,d,\)-graf, potom G* je (n,d',\*)-graf. Navic kazdy prvek
mapy Rotge lze vypocitat v case poly(logn,logd,t) st dotazy na Rotg.

Diikaz.  Jak jsme ukdzali, normalizovand matice sousednosti grafu G! je t-tou
mocninou normalizované matice sousednosti grafu G, takze je-li A vlastni ¢islo
matice Mg, je A! vlastni ¢islo matice Mg:. To, ze G* je d'-reguldrni, vyplynulo
jako diisledek vztahu mezi maticemi sousednosti. Casovy odhad je také zfejmy,
jeden dotaz na ordkulum zvlddneme v case poly(logn,logd) (kvili velikostem
¢isel ulozenych v rotaéni mapé) a polozime jich ¢ (ze vztahu pro rotaéni mapy
uvedeného v definici). O

Dale nadefinujeme jesté tenzorovy soucin grafi.

2.2.2 Tenzorovy soucin

Z linearni algebry vime, Ze tenzorovy soucin vektori u € R™ a v € R™
je matice n; X mg takova, Ze na pozici ¢j je prvek u;v;. Tuto matici mizeme
ysplacnout® do vektoru nad R™"™ tak, ze si policka této matice néjak bijektivné
oznac¢ime Cisly od 1 do nins. Analogicky zavedeme tenzorovy soucin matic: bud
A matice nq X ny a B matice ng X ng, jejich tenzorovy soucin si muzeme predstavit
jako ¢tyfrozmérnou matici n; X ne X ny X ng, kde na pozici ijkl je soucin a;pbj;.
Tuto mrizku ,splacneme® do matice nins X nins tak, aby pro matice A € R™*™
B € R™*™ g vektory u € R™, v € R™ platilo

(A B)(u®v) = (Au) ® (Bv).

Zde uvazujeme tenzorové souciny ve ,splacnutém® tvaru.

Analogicky zadefinujeme tenzorovy soucin pro grafy. Bud G d;-regularni
multigraf na [n;] a Gy dy-regularni multigraf na [nsy]. Definujme tenzorovy soucin
grafi G1 ® G5 jako dydy-regularni multigraf na [nq] X [ns], ktery je dan svou rotacni
mapou, kde plati ROtG1®G2((U7w)7(i>j)) = ((U/>w,)7(i,7j,))7 kde (U,7i,) = R‘OtGl (Uvi)
a (w',j") = Rotg, (w,)).

Zase se vyplati podivat se na vyznam tohoto souc¢inu na maticich sousednosti
grafii. V novém grafu G; ® G, jsou vrcholy dany dvojicemi vrcholt starych grafi
G1 a G5 a hrana mezi vrcholy (aq1,by), (az,b2) vede pravé tehdy, kdyz vedla hrana
mezi vrcholy aq, as v grafu Gy a by, by v grafu Gy. Jestlize mezi vrcholy aq, as
vedlo a hran a mezi vrcholy by, by vedlo b hran, vede mezi vrcholy (a1,b1) a (a2,bs)
ab hran. Ted si vSimneme, ze byl-li graf G d;-regularni a graf Gy ds-regularni,
je novy graf djds-regularni, nebot z kazdého vrcholu vede dydy hran (d; za prvni
slozku a dy za druhou).

Také si vSimneme, Ze vSechna vlastni ¢isla se vynasobi. Méjme a vlastni
vektor matice Ag, odpovidajici vlastnimu ¢islu A\, a vlastni vektor b matice Ag,
odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay. Potom vektor a ® b je zfejmé vlastnim vektorem
matice Ag,0q, (kdyz si jednu ze slozek zafixujeme, souhlasi, Ze pro druhou slozku
je to pro kazdou hodnotu prvni slozky vlastni vektor) a odpovida vlastnimu ¢islu
ANy (prvni slozka jej vyndsobi A,, druhd pridd A,). Tedy kdyz se podivame
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na druhé nejvétsi vlastni ¢islo normalizované matice sousednosti grafu G; ® Ga,
vidime, Ze odpovidda maximu z druhych nejvétsich vlastnich ¢isel grafi G a Gs
(nejvétsim vlastnim ¢islem je 1 a vSechna ostatni vlastni ¢isla jsou v absolutni
hodnoté mensi nebo rovna 1).

I toto tvrzeni je shrnutim pozorovanych vlastnosti:

Tvrzeni 13. Je-li Gi (ny,d1,\1)-graf a Go (na,da,A2)-graf, potom soucin G @ G
je (ning,dids, max(A1,\2))-graf. Navic kazdy prvek mapy Rotg,eq, lze vypocitat
v case poly(logning,logdidy) s jednim dotazem na Rotg, i Rotg,.

Diikaz To, ze G ® Gy je (ning,dids, max(A;,\o))-graf, jsme uz ukazali. Casovy
odhad je korektni z podobnych divodt jako v pfedchozim dikazu, protoze loga-
ritmus soucinu je soucet logaritmi. O

2.2.3 Cikcakovy soucin

Neformalné teceno, cikcakovy souc¢in méa za argumenty reguldrni grafy G
(velky) a H (maly) a vraci graf, ktery je zhruba velky jako G, ale ma stupen jako
H. Soué¢in funguje zhruba tak, ze nahradi vrcholy grafu G kopiemi H (fikejme
jim tfeba mracky) a spoji hranou ty vrcholy, mezi kterymi vede cesta ve tvaru:
Nejprve provedeme jeden pohyb v mracku (cik), pak preskoc¢ime mezi mracky
(cak) a pak zase provedeme pohyb ve vysledném mréacku (cik). Jedna z dilezitych
vlastnosti cikcakového soucinu je ta, ze pokud je H dobry expander, pak je
expanze vysledného grafu horsi jen o trochu.

Zde ilustrujeme, jak se vypocita cikcakovy soucin grafi K, a Kj.

2\

Pristupme k formalni definici.

Definice 14 (cikcakovy soucin). Necht G je d-requldrni graf na mnoziné vrcholi
[n] a H je §-reqularni graf na mnoziné vrcholi [d]. Cikcakovy soucin grafi G @ H
je 6%-requldrni graf na mnoZiné vrcholii [n] x [d]. Pro rotacni mapu G @ H plati
Rotge r((v,a),(i,7)) = ((w,b),(5',i")), kde jednotlivé proménné vypocitame ndsle-
dovné:

e (da',i") = Roty(a,i)

e (w,') = Rotg(v,a)

e (b,j) = Roty(V,j)

Nyni muzeme zptesnit neformalni vysvétleni cikcakového soucinu — kazdému
vrcholu z G oéislujeme odchozi hrany, grafu H ocislujeme vrcholy a pri nahrazo-
vani vrcholi z G povésime i-tou odchozi hranu na i-ty vrchol H.

To vysvétluje, pro¢ je vznikly graf zrovna 62-reguldrni: Vybereme si po¢ateéni
vrchol. Mame ¢ moznosti, kam se z néj pohnout v prislusném mracku. At se
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dostaneme do jakéhokoliv vrcholu, mame jedinou moznost na pohyb mezi mracky
(z kazdého vrcholu vede ven z mracku jedind hrana). A pak zase mame § moznosti,
jak se pohnout v mracku, do kterého jsme se dostali, tedy celkem muzeme skoncit
v 62 vrcholech, které se mohou opakovat, ale to nevadi.

Zde je nazornéji prekresleno, jak vypada cikcakovy soucin grafi K, a Ksj.

i
<%®[> i Raa

Nyni opét shrneme pozorované vlastnosti a uvedeme mez pro \.

acs

—]
[

Véta 14. Je-li Gy (n,di,\1)-graf a Gy (dy,da,\2)-graf, potom soucin G1 @ Gy je
(nidy,da, f(A1,02))-graf, kde f(A,A2) < A+ X+ A3 a f(A, ) < 1 kdyZ M\, <
< 1. Navic kazZdy prvek Rotg, @ g, lze vypocitat v case poly(logn,logdy,logds)
s jednim dotazem na Rotg, a dvéma dotazy na Rotg,.

Tuto vétu dokéazali Reingold a kol (2002), my ji zde dokazovat nebudeme.
V tomtéz ¢lanku byl odhad posléze zpresnén:

Véta 15 (Vylepseny odhad). Je-li Gy (n,di,\1)-graf a Gy (dy,d2,\2)-graf, potom
soucin G1 @ Gy je (nidy,d3,f(A1,\2))-graf, kde

L= M)A+ /(1= A3)2A% + 473
o) = LN ¢<2 DN+ AN

Ackoliv tato funkce vypada dost osklive, dd se primocare ukazat, ze splnuje
nasledujici pekné vlastnosti:

L. f(A\0) = f(0,A) =Xa f(A1) = f(1,\) =1 pro vSechna A € [0,1].

[\]

. f(A1,A2) je ostie rostouci funkce v obou proménnych (s vyjimkou pripadu
Ai=1).

3. Pokud A\; < 1a Xy <1, potom f(A,A2) < 1.
4. f(A,22) < A1+ A2 pro viechna A\, )\ € [0,1].

Tuto vétu zde také dokazovat nebudeme.

2.3 Konstrukce expanderi

Nyni ukézeme, jak pomoci cikcakového soucinu mizeme sestrojit expandery
konstantniho stupné. Nejprve ukazeme zjednodusenou variantu, kterou posléze
vylepsime.
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2.3.1 Jednoducha konstrukce

Bud H jakykoliv (d‘*,d,%)—graf (to, ze existuje, jesté ukdzeme). Sestrojme
posloupnost grafii:

[ ] Gl = H2
o Giy1 = G?@H pro viechna i € N
Véta 16. Pro kazdé i je G; (d*,d*2/5)-graf.

Diikaz. Rozmysleme si, co délaji jednotlivé operace. Umocnéni na druhou prevede
(n,d,\)-graf na (n,d?,\?)-graf, cikcakovy soucin vyrobi z (n,d,\;)-grafu a (d,5,\z)-
grafu (nyng,0%,\; + Ao + A2)-graf. Tudiz Gy je (d*,d?,1/25)-graf.

Nyni budeme postupovat matematickou indukei. Mam Gj, které je (d*,d?,\;)-
grafem, kde )\; < 2/5. Chceme sestrojit Gyy1. Plati G;1 = G? @ H, takze G, je
(d*0+D @2 22 +1/5 4+ 1/25)-graf. Protoze \; < 2/5, je Aiy1 < 4/25+1/5+1/25 =
= 2/5, tedy omezeni velikosti \; ;1 stdle plati. 0

Ukazali jsme, ze tato konstrukce vyrobi nekonecnou rodinu expandert. Bohu-
zel neni tak rychla, jak bychom si prali. Umocnovani na druhou konstrukei zpo-
maluje, takze bézi v case polynomialnim vzhledem k velikosti grafu. Ukazeme,
jak se to da obejit s vyuzitim tenzorového soucinu.

2.3.2 Zrychlena konstrukce

Bud H (d®,d,\)-graf pro n&jaké d a A. Polozme G| = H? a G, = H ® H. Pro
kazdé ¢ > 2 definujeme

2 2

2
G; = <G|’i1'| ®GV1J> @H.
Vyslovime a dokazeme vétu:

Véta 17. Pro kazdé i > 1 je Gy (d%,d* \;)-graf, kde \; = A+ O(\?). Kazdy prvek
Rotg, lze vypocitat v case poly(i,logd) s poly(i) dotazy na Roty.

Dikaz. Primocarou indukci jako v predchozim diikazu nahlédneme, ze pocet
vrcholtl v Gy je d® a Ze stupeti je d?. Polozme p; = max(\y,...,\;) a viimnéme
si, ze tenzorovy soucin nastavuje jako druhé vlastni ¢islo nového grafu maximum
z druhych vlastnich ¢isel ¢initeld. Pro maxima to urcité také plati, tedy u; <
< max(p;_1,42_;+A+A?). Nahlédneme, ze vztah pro \; je také spravné (A v prvni
mocniné se v zddném \; nevyskytne vice nez jednou, zaroven tam ale bude alespon
jednou).

Co se casové slozitosti tyce, nahlédneme, ze hloubka rekurze je nanejvys log, ¢
a vypocteni rotacni mapy pro G; zahrnuje nejvyse ¢tyfi dotazy na rotacni mapy
mensich grafil, tedy celkovd ¢asova slozitost rekurze bude nejvyse 49827 = 42 a

tenzorovy soucin bézi v polylogaritmickém case. O

Radi bychom ale ziskali odhad, ktery je trochu konkrétnéjsi. Vsimneme si, ze
pokud zdkladni graf mél A = 1/5, bude kazdé X\; < 2/5, a to tiplné ze stejnych
dtvodi jako v predchozim dikazu. Ale co obecné A7 Abychom odhadli vSechna \;,
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chceme najit § takové, ze pro vSechna 7 plati § < );. Proto musi platit 6 >
> 02 4+ X+ A2, Tedy chceme vyfesit nerovnost

-0+ XA+A<0.

Nejprve vyresme prislusnou kvadratickou rovnici v proménné ¢. Jeji diskriminant
je roven 1 — 4(\ + A\?), takZe vidime, Ze tato rovnice méd redlné feSeni jen pro
A+ X\ < 1/4, tedy pro A < (V2 —1)/2 =~ 0.2071 (zde vidime, ze A = 1/5 je
docela blizko horni mezi pro to, aby viubec z véty plynul néjaky netrivialni
horni odhad). Tedy omezme A a pokracujme dale. Nerovnost pro ¢ plati na

intervalu [(1 — /1 —4(A+ A2))/2,(1 + /1 —4(A+ A?))/2]. Odhad samoziejmé
chceme zvolit co nejmensi, tedy méjme § = (1 — /1 — 4(\ + A2))/2. Pro nejveétsi

mozné A = (v/2 — 1)/2 je tedy § = 1, coz souhlasi, ale moc ndm to nepomiize.
Nahote ukazujeme, Ze ); jsou omezena vyrazem A + O(A?). Radi bychom O()
v tomto vyrazu odhadli néjakou konkrétni multiplikativni konstantou. Z odhadu

VVVVVV

Zkusime tento tip ovérit.
Chceme tedy dokézat

1— /T — 40\ +22))
2

< A+ 5)7%.

Z toho dostaneme vztah 1 — 2\ — 10\? < /1 — 4(\ + A2), obé strany nerovnice
jsou veétsi nez nula, tedy umocnime na druhou, upravime a dostaneme vztah
100A* + 40X\3 — 12)\? < 0. Vidime, Ze tento vyraz mé dvojndsobny kofen 0,
ktery na platnost nerovnice nemé vliv, tedy nerovnici vydélime 4\? a dostaneme
2507 + 10\ — 3 < 0. Prislusna kvadratickd rovnice mé kofeny —3/5 a 1/5, tedy
tento vztah plati jen pro A < 1/5.

Dokazali jsme vétu:

Véta 18. Pro kazdé i > 1 je G; (d*,d* \;)-graf, kde Ay < X+ 52 pro A < 1/5.

Tahle mez na vlastni ¢isla ale tlaci jak stupen, tak pocet vrcholi grafu do
dosti vysokych hodnot. Stupen ale umime snizit — kdyz cikcakové vynasobime
graf lichého stupné s cyklem (liché délky), dostaneme graf stupné 4. Novy graf
bude stale expander, jak plyne z pokrocilejsi analyzy cikcakového soucinu ve vété
15| protoze cyklus liché délky ma druhé nejvétsi vlastni ¢islo v absolutni hodnoté
mensi nez 1 (protoze je souvisly a neni bipartitni). Expanzni vlastnosti ale asi
nebudou nijak zévratné, vice o tom fikaji Reingold a kol.| (2002)) v Dusledku 3.4.
Nicméné, takto umime z kazdé rodiny expandert lichého stupné vyrobit rodinu
expandert stupné 4.

2.3.3 Konstrukce zakladniho grafu

Uz umime zkonstruovat nekonecné rodiny expanderti. VSechny tyto konstrukce
vyzadovaly, aby zakladni graf byl dobry expander. Jsou znamy efektivni kon-
strukce takovychto expanderii, my si zde ukazeme nékteré z nich jako priklad.
Existuji i konstrukce, které produkuji grafy s lepsimi parametry, ale ty nejsou tak
nazorné.
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V této konstrukci sestrojime expander, kde n = d?, a ten pak s vyuZitim
cikcakového soudinu a tenzorového soucinu upravime, aby n = d8. Dikazy zde
budou jen nastinény, protoze jsou hodné primocaré.

Uvazujme téleso [Fy, kde ¢ je mocnina prvocisla, a nad nim afinni rovinu.
Vrcholy naseho grafu budou body v této roviné. Z vrcholu (a,b) pro libovolna
a,b € F, povedou hrany do vsech vrchold, které lezi na pfimce Ly, : y = ax — b,
tedy z néj povede celkem ¢ hran. Tento graf oznacme H. Plati nasledujici:

Tvrzeni 19. H je (¢°,q,1/\/q)-graf, kaZdy prvek jeho rotacni mapy lze vypocitat
v case poly(logq).

Dukaz. Pocet vrcholi a stupen grafu jsou ziejmé z definice, prozkoumejme tedy
mez pro druhé nejvetsi vlastni ¢islo. Pro to staci ukézat, ze druhé nejvétsi vliastni
¢islo grafu G? je 1/q. Bud M normalizovand matice sousednosti grafu H, vypo-
¢itejme M?. Prvek M? v fddku (a,b) a sloupci (a',b') je pfimo pocet spole¢nych
sousedti téchto dvou bodti vydéleny ¢?. Jestlize a # a', pak se piimky Ly, a Loy
protinaji pravé v jednom bodé, protoze nemaji stejnou smérnici, tedy prvek M
na pozici ((a,b),(a’t’)) je 1/¢* Pokud se ale smérnice rovnaji, pak jsou p¥imky
bud rovnobézné (kdyz b # b'), tedy se neprotnou, nebo jsou shodné, a to plati
a' = a a bt/ =b, vznikne tedy ¢ smycek.

Necht je matice M indexovana dvojicemi (a,b), které jsou sefazeny lexiko-
graficky — nejprve podle a a pak useky se stejnym a sefadime podle b. Bud I,
jednotkova matice typu g x ¢ a J;, matice typu ¢ X ¢ sloZzena ze samych jednicek.
Potom

a, J, - J
MQZL Joodlg g :LI®q]q+(Jq_Iq)®Jq'
7 T ¢
Jo J qly

Nyni mizeme explicitné vypocitat vlastni c¢isla. Matice J, mé vlastni cisla ¢
(nasobnosti 1) a 0 (nédsobnosti ¢ — 1). Matice J, — I, ma tedy vlastni ¢isla ¢ — 1
a —1. Vlastni ¢isla obou matic jsme mohli odecist, protoze vlastnimi vektory
matice [, jsou vSechny vektory z RY. Tenzorovy soucin zpiisobi to, Ze se vlastni
¢isla vynésobi. Tedy (J, —1,) ® J, ma vlastni ¢isla ¢(¢—1), —¢ a 0, jind nemohou
vzniknout. O néco jednodussi je vypocet vlastnich ¢éisel I, ® ql,, kterd ma za
vlastni ¢islo pouze ¢g. Vysledkem tohoto soucinu je navic ql,x,, takze zase jsou
vsSechny vektory vlastni a tim padem mizeme vlastni ¢isla prosté secist. Tedy kdyz
vSechna vznikla vlastni ¢isla se¢teme, dostaneme ¢2, 0 a —q. KdyZ je vydélime ¢2,
dostaneme vlastni éisla matice M?, tedy vidime, Ze druhé nejvétsi vlastni éislo
grafu G? je v absolutni hodnoté 1/q a jsme hotovi.
Rota¢ni mapa H je z definice H ve tvaru

((t/a,t —b),t) pokud a #0at#0

ROtH((aab)yt) = {((t, _ b>7a/) pokud a = O HebO t = O . D

Nyni z grafu H sestrojime posloupnost dalsich grafii:
e HH=H®H
e Hi=H, @oH
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Tvrzeni 20. H; je (¢**V).q>,0(i/\/q))-graf a kaZdy prvek jeho rotacni mapy lze
vypocitat v case poly(i,log q).

Diikaz. Uvedené vlastnosti ziskame jako u konstrukei vyse prostym rozepsanim.
Nejprve z vlastnosti tenzorového soucinu vidime, ze Hy je (¢*,¢%,1/,/q)-graf, tedy
pro ¢ = 1 véta plati. Déale postupujme matematickou indukci, necht tedy véta
plati pro né¢jaké n > 1. Potom H, je (q2(”+1),q2,n/\/§)—graf a H,.1 = H,®H,
tedy z vlastnosti cikcakového soutinu je to (¢*"*V*2,¢2,0(n/\/q) +1/\/7+1/q)-
graf, tedy véta je dokazana. O

Reingold a kol. (2002)) ukazuji, ze pomoci lepsi analyzy cikcakového soucinu
miZe byt multiplikativni konstanta skrytd v O(i/,/q) redukovana na 1, tedy se
zbavime O a mame nad A vétsi kontrolu.

Z uvedené posloupnosti uz pak snadno ziskame zakladni grafy pro konstrukce
vyse (pro tu prvni zvolenim ¢ = 3, pro tu druhou i = 7) pro dostatecné velké ¢,
které je mocnina prvocisla.

Konstrukce pomoci polynomiu

Konstrukce uvedena vyse ma nevyhodu, ze nekonstruuje tak dobré grafy, jak
vsak timto neSvarem netrpi.

Nasledujici konstrukeci zde ukazeme tak, jak je popsana v c¢lanku Reingold
a kol| (2002)). Obecné se jednd o grafy odvozené z kontrolni matice néjakého
linedrniho samoopravného kodu, my zde popiseme pouze specialni pripad. Jako
samoopravny kéd vezmeme Reedtiv-Solomontiv kdéd spojeny s Hadamardovym
kédem (jako ve vété a konstrukci popiseme primo na jeho kontrolni matici,
pouzity RS kod dale nebudeme zminovat.

Definice 15. Pro ¢ mocninu prvocisla a § € N definujme ¢*-requldrni graf G
na mnoziné vrcholi FSt. Pro vrchol a € F3t' a xy € Fy je (x,y)-tym sousedem
vrcholu a vrchol a + (y,yx,yz?, ... yxd).

Vsimneme si, ze G skoro neni multigraf, protoze v télese mizeme délit (pokud
ab; = aby a a # 0, pak by = by). Takze mezi kazdymi dvéma ruznymi vrcholy G
vede nejvyse jedna hrana a kazdy vrchol mé na sobé ¢ smycek. Je trochu zvlastni,
ze zde sousedy c¢islujeme dvojicemi prirozenych cisel. D4 se o tom premyslet tak,
ze si (jako u tenzorového soucinu) vymyslime néjaké bijektivni ocislovani dvojic
(nezélez{ na tom, jaké presné) a tabulku sousedt si ,splacneme® do vektoru o ¢
slozkach. Jenom pro vypocitani soufadnic i-tého souseda musime umét i zase
zpatky zobrazit do Fg. Vyslovime tvrzeni:

Tvrzeni 21. G je (¢°*',¢%,0/q)-graf. Kazdy prvek rotacni mapy G lze vypocitat
v case poly(log q,0).

*la d = ¢2, je ziejmé uz z definice, zbyva A\ a casova

Dikaz. To, ze n = ¢
slozitost.

Bud M normalizovand matice sousednosti grafu G. Bud p charakteristika I,
6 = e>™/P primitivn{ p-t4 odmocnina z 1 a L : F, — IF, néjaké surjektivni linedrni
zobrazeni (tedy je na).
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Pro kazdy vektor a = (a1, ... ,aq41) € F&' definujme charakter x, : Fi™' — C
jako x.(b) = gL aib)  NahliZejme na y, jako na vektor v C?"", ktery m4 na
pozici b hodnotu x,(b). Ziejmé plati x,(b+ ¢) = xa(b)xa(c) pro vSechny vektory
b,c. Také se da ukazat, ze {x,} tvori ortonormalni bézi vzhledem ke standardnimu
skaldarnimu soucinu. Chceme ukazat, ze y, je pro kazdé a vlastnim vektorem M.
Pocitejme pro kazdou slozku vektoru y,:

Mm@=;2m%@

Na tomto misté si vSimneme, ze kdyz za¢neme indexovat ptres vSechny dvojice
(x,y) (jako vyse v definici grafu) a vypustime ¢len M., nic se nepokazi. VSechny
ostatni pozice budou nulové a to, ze zobrazeni mezi (x,y) a oznacenim vrcholi
neni prosté, nam nevadi, prosté to samé pricteme vickrat. V grafu, ktery neni
multigrafem, by to prosté bylo vypusténi pozic, kde je M, . nulové.

«WW@Z;ZMWHWMwﬁD

x?y

Vsimneme si, Ze nyni mizeme vytknout x,(b) a to, co ndm zbude, je nezavislé na b
(oznac¢ime si to A, ), tedy x, je opravdu vlastnim vektorem matice M s vlastnim
¢islem \,. Nyni je potfeba ukazat horni mez na \,. VSimnéme si:

! 1
Aa ) ZXQ((y7yl‘7 .. ,yl‘d)) = ? Z QL(ypa(iU)) ,
T,y

2
q z,y

kde p,(z) je néjaky polynom v x stupné §. Protoze 6 je odmocnina z jednicky, tak
mé-li nulovy exponent, je rovna 1. KdyZ p,(z) = 0, tak celkem §-®Pa(®)) prispsje
jednic¢kou nejvyse gd-krat (pro vsechna y). Pokud p,(x) neni rovno 0, tak yp,(z)
pro rizna y projde vSsechny mozné hodnoty, a protoze soucet vSech odmocnin
z jedné je 0, k celkovému souctu to nijak neptisp&je. Takze A\, < ¢0/¢*> = §/q. U

Kdyz nastavime 6 = 15 (nebo pro pomalejsi konstrukei § = 7) a dostatecné
velké ¢, dostaneme vhodny zakladni graf. Tyhle grafy jsou sice vétsi nez ty
z predchozi konstrukce, maji ale tu vyhodu, Ze dosahuji hodnoty O(1/v/d) pro
druhé nejvétsi vlastni éislo (d = ¢? a A = 6/q). To implikuje vlastni ¢islo O(1/d'/*)
v konstrukei z véty [17], nebot tam se konstruuji grafy se stupném zakladniho grafu
umocnénym na druhou.

24



3. Expanderové kédy

Kdyz uz ted umime zkonstruovat rizné velké expandery, miizeme se pustit
do konstrukce kodu. Nez uvedeme néjakou pokrocilejsi konstrukei, podivame se
na spojeni mezi expandery a kody uplné od zakladu.

V celé kapitole se budeme zabyvat hlavné bipartitnimi grafy. To je dost silnd
vlastnost, kterou muzeme vypozorovat i v jejich matici sousednosti A. Kdyz si
precislujeme jejich vrcholy tak, aby vrcholy jedné partity tvorily souvisly blok,
vSimneme si, ze v matici A se vyskytuji dva ¢tvercové nulové bloky (mezi vrcholy
jedné partity nevedou hrany) a pak dva obdélniky, které se lisi jenom transpozici.
Muzeme ji tedy nahradit dspornéjsi matici.

Definice 16. Redukovand matice sousednosti bipartitniho grafu G = (N,M,E),
kde [N| =n a |[M| =m, je matice n X m, kde na pozici ij je ¢islo k, pokud jsou
i-ty vrchol z N a j-ty vrchol z M spojeny k hranami (k € N).

Je vidét, ze z redukované matice sousednosti mtizeme snadno sestrojit béznou
matici sousednosti a obracené. Podobné muzeme nadefinovat normalizovanou
redukovanou matici sousednosti. Nyni ale pristupme k dalsi definici:

Definice 17 (kontrolni graf). Méjme (linedrni) [n,n—m,d|y-kdd. Sestrojme bipar-
titni graf I, jehoZ redukovand matice sousednosti bude odpovidat kontrolni matici
kéodu C. Graf F nazveme kontrolnim gratem koédu C'.

Vidime, ze konstrukce vyse ukazuje spojeni mezi grafy a koédy. Partity grafu F'
pojmenujme M a N tak, ze |M| = m a |N| = n. Potom vrcholy v N odpovidaji
bitim kédu C', hrany vedouci do M urcuji vSechny skupiny biti, které by se
mély secist na nulu, a vrcholy v M ukazuji opravdové hodnoty téchto kontrolnich
souctli. Je zrejmé, ze vsechny vrcholy v M budou nulové, pravé kdyz jsme prijali
korektni kddové slovo. Je-li tento graf fidky (treba konstantniho stupné), vysledny
kod je LDPC. Navic, je-li tento graf expander, da se vysledny kod dekddovat
v linedrnim ¢ase (jak ukazeme nize). Nyni se konecné dostdvame k stézejni definici
celé prace:

Definice 18. Expanderové kédy jsou linedarni kody, jejichZ kontrolni graf je
bipartitni expander. Kod ndlezici (bipartitnimu) expanderu G oznacime C(G).

Nyni pristupme ke konkrétnim konstrukcim expanderovych kédi.

3.1 Zakladni konstrukce

V tvodu této kapitoly jsme mluvili o kontrolnim grafu kédu a fikali jsme, ze
se z néj da jednoznacné sestrojit linedrni kod. Nyni ukazeme nékolik uziteénych
vlastnosti.

Lemma 22. Necht F = (N,M,E) je (n,m,d,y,1 —¢)-bipartitni expander, kde ¢ <
< 1/2. Oznacme U(S) pocet vrcholii z M, ze kterjch vede do S jen jedna hrana.
Pro kazdé S C N takové, Ze |S| < yn, plati |U(S)| > d(1 — 2¢)]S]|.
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Diikaz. 7 expanzni vlastnosti S mé alespon (1 — €)d|S| sousedu v partité M, ale
protoze z mnoziny S vede celkem d|S| hran, do nejvyse €|S| ze sousedu |S| vede
vice nez jedna hrana z S. O

Véta 23. Necht F' = (N,M,E) je (n,m,d,y,1 — €)-bipartitni expander, kde € <
< 1/2. Potom kddovd vzddlenost odpovidajiciho kédu C' je alespori 2y(1 — e)n.

Diikaz.  Staci ukézat, ze vaha kazdého nenulového slova kédu C' je alespon
29(1 —e)n.

Pro spor predpokladejme, Ze jsme nasli kodové slovo s mensi vahou. Bud
S C N mnozina vrcholu, které jsou nastaveny na 1. Kontrolni soucty v U(S)
zfejmé nemohou byt splnény (kazdy z nich vidi jen jeden vrchol, na kterém je
jednicka). Chceme ukézat, ze pokud existuje kédové slovo s vahou mensi nez
29(1 — e)n, je U(S) neprazdna.

Pokud plati |S| < 4n, pak z lemmatu vySe a z ¢ < 1/2 piimo plyne, ze
U(S) je neprazdna. Mame-li |S| > yn, vybereme z néj podmnozinu @ takovou,
ze |Q| = yn. Potom ziejme |U(Q)| > d(1 — 2¢)|Q| = d(1 — 2¢)yn.

Protoze |S| < 2y(1 —¢)n, je |S\Q| = |S| — Q| < yn(1 — 2¢). Tedy vidime, ze
z mnoziny S\@ vede méné hran, nez je velikost U(Q). I kdyby tyto hrany vedly
do navzajem ruznych vrcholia U(Q), stéle bude existovat vrchol, do néjz z S vede
pravé jedna hrana. To znamend, ze mnozina U(S) je neprazdna a dosli jsme ke
sporu. U

Nosnost uvedeného expanderového kédu je 1 —m/n (je zde pravé m mnozinek
vrcholt, které se musi se¢ist na nulu, tedy dimenze kédu je n — m). V nasem
pripadé plati m < n, tedy je-li F' nevyvazeny (plati-li m < an pro n&jaké a < 1),
je nosnost kdédu odrazena od nuly, tudiz je sestrojeny kod asymptoticky dobry.
Capalbo a kol (2002) uvadéji explicitni konstrukci bipartitnich expandera pro
jakykoliv pomér m/n, kde @ = 1—¢ pro libovolné zvolené £ > 0, my ji v této préci
ukazovat nebudeme. Jen uvedeme, ze tato konstrukce dava konstrukci asympto-
ticky dobrych kodi a byla to prvni piima konstrukce asymptoticky dobrych kodt
(nevyuziva konkatenace jinych kédu, jak uvadéji (Guruswami a Sharmal (2010)).
To je hezka vlastnost sama o sobé, nyni ale ukazeme, Ze pro expanderové kody
také existuje linedrni dekdédovaci algoritmus.

3.1.1 Dekdédovaci algoritmus

V celé ¢asti analyzujeme kéd C(F) sestrojeny z (n,m,d,y,1 — €)-bipartitniho
expanderu F' konstantniho stupné. Nejprve uvedme pomocnou definici.

Definice 19. O vrcholu z kontrolni partity M rekneme, Ze je nespokojeny, pokud
soucet hodnot v jeho sousedech vychdzi 1 (s¢itame nad télesem Zs). V opacném
pripadeé vrchol nazveme spokojenym.

Kazdé kolo algoritmu probiha nasledovné: Pokud v N existuje vrchol, ktery ma
v M vice nespokojenych sousedii nez téch spokojenych, zménime jeho hodnotu.

Ptesnéji, budeme si udrzovat seznam takovych vrcholti z N a pribézné jej
aktualizovat. Budeme po ném chtit, aby z néj slo odebirat prvky v konstantnim
case a abychom do néj uméli v konstantnim case prvky pridavat.

Takovy seznam se da implementovat jako obousmérny spojovy seznam, u kaz-
dého vrcholu z N si budeme pamatovat ukazatel na prislusny prvek v seznamu,
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pokud ten dany vrchol je v seznamu (to ndm dovoli odebirat prvky v konstant-
nim case). Také budeme udrzovat ukazatele na zacatek a konec seznamu (pro
pridavani prvki na konec seznamu a snadné odebrani prvniho prvku ze seznamu
v konstantnim case). Uréité existuji i jiné lepsi implementace, tato je zde jen na
ukazku, ze umime najit seznam s témito vlastnostmi.

To je cely popis, ted zbyva ukazat, ze algoritmus funguje. To dokazeme sérii
nekolik lemmat.

Lemma 24. Jestlize nastalo vice nez 0 a nejvyse yn chyb, bude pro e < 1/4
existovat vrchol s alespori d/2 nespokojenymi sousedy.

Diikaz. Bud T C N mnozina chybnych vrcholi z N. Protoze |T'| < yn, z lemmatu
méme |U(T)| > d(1 — 2¢)|T| a vSechny vrcholy v U(T) jsou nespokojené.
Protoze ¢ < 1/4, plati |U(T)| > d/2|T| (kvuli této vlastnosti jsme také nastavili
e < 1/4, ackoliv pii analyze puvodniho grafu jsme pracovali s ¢ < 1/2), a tedy
(z holubnikového principu) existuje vrchol z T, ktery sousedi s vice nez d/2 vrcholy

2z U(T). O

Lemma 25. JestliZe nastalo méné nez y(1—2¢)n chyb, kde e < 1/4, bude kdykoliv
v prubéhu algoritmu pocet chyb mensi nez yn.

Diikaz. Pokazdé, kdyz néktery z vrcholti zméni hodnotu, zmensi se tim pocet
nespokojenych vrcholl z partity M alespon o 1. Prijali jsme slovo s méné nez
v(1 — 2¢)n chybami, tedy v partité M je méné nez dy(1 — 2¢)n nespokojenych
vrcholi (protoze N je d-regularni) a toto ¢islo se bude snizovat. Kdybychom
kdykoliv v prubéhu algoritmu dostali slovo s yn chybami, bylo by v partité M
alespon (1 — 2¢)n nespokojenych vrcholi (z lemmatu a to je spor. O

Lemma 26. Kod C(F') lze dekddovat v case linedrnim s n.

Diikaz. Pokud jsme piijali slovo s méné nez (1 — 2¢)n chybami, v kazdém kroku
algoritmu se zmensi pocet nespokojenych vrchola alespon o 1. Algoritmus tudiz
nemuze bézet déle nez m kol.

Ko6dova vzdalenost naseho kodu je alespor 2(1 — €)n. V prubéhu algoritmu
bude ve slové méné nez yn chyb, a protoze ¢ < 1/4, je kédova vzdélenost naseho
kédu vetsi nez yn, tedy se prijaté slovo nemuze nikdy v pribéhu algoritmu
Lopravit“ na jiné nez nejblizsi kodové slovo. Protoze algoritmus je konec¢ny, vzdy
dokonverguje k nejblizSimu kédovému slovu, coz je to spravné. Nyni ukdzeme, ze
to celé mu zabere jen linearni cas.

Bud ¢ maximalni stupen vrcholu z M, predpokladejme, ze ¢ je konstantni.
Algoritmus se déli na:

Predvypocet: uréime, kolik mame v M nespokojenych vrcholti, to nam zabere
¢as O(md) = O(n). Také sestrojime seznam ) vrcholu z N, které maji vice nespo-
kojenych nez spokojenych sousedi. To zabere ¢as O(nd). Tedy cely predvypocet
stihneme v case O(n).

Béh algoritmu: ten se skldda z jednotlivych kol. V kazdém kole odebereme prvek
ze seznamu (), zménime jeho hodnotu a upravime spokojenost a nespokojenost
jeho sousedu v M. To stihneme v ¢éase O(d). Timto ale mohly v N vzniknout
jiné vrcholy, které ted maji vice nespokojenych sousedit nez spokojenych, tedy je
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chceme pridat do (). Nebo naopak nékteré vrcholy, které doposud byly v ), mohou
nyni mit vice spokojenych sousedt nez nespokojenych, a proto do () uz nepatii.
Tyto vrcholy ale musi sousedit z nékterym z D sousedti opraveného vrcholu, tedy
jejich prohledén{ a update seznamu Q zabere nejvys O(dd?) ¢asu, tedy konstantni
¢as. A protoze kol algoritmu je nejvyse m, celé to zabere O(n) ¢asu. O

Nésledujici lemma je shrnutim pozorovanych vlastnosti:

Lemma 27. Jestlize nastalo méné nez v(1 — 2e)n chyb, kde ¢ < 1/4, algoritmus
je vsechny opravi v case linearnim s n.

Jak jsme ukézali, tyto kody mohou dosahovat dobrych parametrt, ale maji
vysoké naroky na expanzi grafu. Proto ukazeme jinou konstrukci, ktera uz neni
¢isty expanderovy kéd, ale nepotiebuje tak dobré expandery.

3.2 Tannerova konstrukce

Tuto konstrukei popsal [Tanner (1981) a je mile jednoducha.

Novy kéd se vytvori z bipartitniho grafu a kratsitho kédu Cy. Partity grafu
oznac¢ime X a Y, X ponese zpravu, Y bude kontrolni. Vybereme si vrchol z Y. Ten
na své sousedy v X napise néjaké kodové slovo Cy. Pak vybereme dalsi vrchol z Y
a ten na své sousedy dopise dalsi symboly abecedy tak, aby také vidél korektni
kodové slovo Cy. Tohle provedeme pro vsechny vrcholy z Y a pokud se to povede
(tj. pokud na konci kazdy vrchol z Y vidi na svych sousedech korektni kodové
slovo z (), prohlasime partitu X za kédové slovo nového kédu.

Nyni ptistupme k formalni definici:

Definice 20. Mejme bipartitni graf H s jednou partitou X o velikosti n a druhou
partitou Y o wvelikosti m. KazZdy vrchol 2 Y bud stupne d. Ocislujeme sousedy
i-tého wvrcholu z Y jako T'(i,1), I'(3,2), ..., ['(i,d). Méjme také bindrni kéd Cy
délky d. Kodovymi slovy nového kédu T jsou vSechny n-tice (x1,22, ... ,x,) takové,
Ze (L)1) - - - »r@,a)) je kodovym slovem Cy pro vsechna i € {1,...,m}.

Pozorovani:
o Tannerovy kody jsou linearni, je-li Cy linearni.

o Tannerovy kody jsou zobecnénim expanderovych kodi, je-li H je bipartitni
expander. Expanderové kody totiz explicitné voli Cy jako [d,d — 1,2]-k6d
(tedy kdd, ktery ke zpravé jen pridd paritni bit).

Tvrdime, ze dimenze T je alesponn n — m(d — dim(Cy)). To, Ze v sousedstvi
kazdého vrcholu z Y je kdédové slovo, znamena, ze pro kazdy vrchol i € Y
dostavame d — dim(Cy) zavislych bitu, tedy vrcholia v X, na kterych jsou napsény
symboly, které nenesou informaci. Tedy pro vSechny vrcholy z Y mame nejvyse
m(d — dim(Cy)) zéavislych vrcholi v X, a z toho plyne tvrzeni.
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3.2.1 Konstrukce grafu

Abychom dosahli vysoké nosnosti, mél by G byt silné nevyvazeny, partita Y
by tedy méla byt mnohem mensi nez partita X (at nemame zbytetné mnoho
kontrolnich bitt1). Takovy graf lze ale sestrojit z obecného expanderu (s dostateéné
velkym stupném) pomoci incidenéni matice, tedy ,rozdélenim hran“, jak jsme
uvedli v predchozi kapitole.

To znamena, ze si tento kod muzeme predstavovat jako d-regularni expander
o m vrcholech a n hraniach (oznacme si jej Gy) a napiSeme na hrany jednicky a
nuly tak, ze kazdy vrchol vidi kddové slovo koédu Cy. Kédovym slovem T je pak
n-tice symboli na hrandch (tedy vSechny hrany) v néjakém predem zvoleném
poradi. Je asi ndzornéjsi a jednodussi o kédu premyslet v této podobé.

A co vlastné ¢ini expandery tak uziteénymi? Intuitivné by se dalo Tici, ze je
to jejich ndhodnost a to, ze se mnozinky vrchol navzajem ,kontroluji®. Presnéji
to vyjadiime mixdznim lemmatem (anglicky Expander Mixing Lemma), které
dokazali |(Guruswami a Sharma/ (2010)), my jej zde dokazovat nebudeme.

Lemma 28 (mixazni). At G = (V,E) je (n,d,\)-expander. Potom VXY C V

plati
< dAIXYT,

kde E(X,Y) je pocet hran mezi mnozinami X a'Y, pricemz hrany v jejich priniku
zapocitdme dvakrat.

n

Co vztah vyge vlastné znamena? Cislo £(X,Y) udavéa opravdovy pocet hran
mezi X a Y, d|X| je celkovy pocéet hran jdouci z mnoziny X a |Y|/n udava
pravdépodobnost, ze se hrana jdouci odkudkoliv (tedy klidné i z mnoziny X)
v ndhodném bipartitnim grafu trefi do mnoziny |Y|, tedy soucin téchto dvou véci
nam 1iké, kolik hran z mnoziny X se v rovnomérné nahodném grafu trefi do Y.
Rozdil vyse udava odchylku grafu G od ndhodného grafu, tedy o kolik hran se
bude lisit. Vyraz vpravo udava horni mez pro tuto odchylku

Uvedeme také bipartitni verzi tohoto lemmatu.

Lemma 29 (bipartitni mixazni). Budte A, B partity G. Nechl je G na obou
strandch d-reguldrni bipartitni expander s X definovangm vyse a necht |A| = |B| =
=n. Graf G md tedy e = nd hran. Pro vSechny podmnoziny X C A aY C B

plati
< dM/| XY

Dusledek: Vydélime-li cely vztah ¢lenem d|X| (je-li X neprazdnd), dostaneme

d| X||Y
n

Y]

‘E(X,Y) Y]
OV

d| X| n

Tento vztah ma také své opodstatnéni. Prvni zlomek udava, jaky zlomek hran
z X jde do Y, druhy udava pravdépodobnost, zZe se v rovnomérné ndhodném
bipartitnim grafu néjaka hrana trefi do Y. Tedy zde je také uvedena odchylka
G od nahodného grafu, tentokrat v terminech pravdépodobnosti. Tento vztah
méa ale tu vyhodu, Ze pokud jde A\ s rostoucim d k nule, vyraz na pravé strané
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nerovnice jde také k nule, tedy uz je vidét, ze pro velkd d se G chova jako nahodny
graf, feknéme pseudonahodné, a to je néco, co se ndm u samoopravného koédu
hodi, protoze ndhodny samoopravny kod je dobry (Shannonova véta, vizte skripta
Drapal (2008/2009)).

Algoritmus na dekédovani se stava tzasné jednoduchym, je-li G bipartitni,
a pro ,pseudondhodnost® navic potrebujeme, aby byly obé partity stejné velké,
tedy pro analyzu dekdédovaciho algoritmu zvolme ,vyvazenou bipartitni“ verzi
Gy. Tohoto mizeme dosdhnout, pokud si G = (A,B,FE) zvolime jako dvojpokryti
(m/2,d,\)-expanderu (¢isla m,n, d jako v konstrukei 20), kde A jde s rostoucim d
k nule (kvili pseudondhodné vlastnosti vyse). Kéd je napsany na hranich. Kdyz
tuto konstrukci srovname s konstrukci Tannerova kodu ve véte |20 vidime, zZe
novy graf ma md/2 = n hran, tedy délka kédu se nezméni. Oznacme m’ = m/2.

Véta 30. At ma Cy relativni kédovou vzddlenost alespori &y, kde dg € (0,1). Potom
relativnd kédovd vzddlenost kédu T je alespori dg(dg — A).

Diikaz. Protoze T je linedrni kdd, staci dokazat dolni mez m’ddy(dg — A) pro vahu
jeho minimélntho slova (délka 7" je n = m/d).

Bud ¢ € T a F' bud mnozina hran, které odpovidaji nenulovym bitim v c.
Budte X C A, Y C B mnoziny vrcholi G, z nichz alespon jedna hrana lezi v F.
Z kazdého vrcholu z G, ktery je ptilehly k F', vede alespon ddy hran z F', protoze
vzdélenost, a tedy i véha, Cy je ddy. Tedy |F| > 6od|X| a |F| > §od|Y| (protoze
z kazdého vrcholu z dané partity vede alespon dod hran z |F|), tedy

[F| = dody/ | X|[Y].

Na druhou stranu
IF| < B(X.Y).

Navic z mixazniho lemmatu dostavame

E(X,Y) < d[X|[Y]/m'+d\/|X]]Y],

je-li prvni zlomek vétsi nez ten druhy, a
E(X.Y) < dIX|[Y|/m' < d|X|[Y|/m' +d\/| XY
v druhém pripadé, tedy v kazdém pripadé
E(X)Y) <dIX||Y]/m' +d\/|X]|]Y].

Tedy, kdyz to spojime,

Sody/ | X||Y| < dIX||Y]/m' + d\/| XY .

Jo < \JIX||Y|/m’ + X,
JIXIYT = (o= N’
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Vzpomeneme si, ze |F| > dody/| X ||Y|, tedy
|F‘ 2 50dm’(50 — )\) y
¢imz jsme hotovi. O
V nasich konstrukcich expanderti se s rostoucim d snizuje A, tedy pro kazdé A
umime najit vhodny graf, byt s velkym stupném. Z této véty dostavame, ze pro dy
relativni kddovou vzdalenost Cy a A jdouci pro velka d k nule je relativni kodova

vzdélenost T priblizné 62, tedy mnohem horsi nez u Cj. Presndji to fekneme
vzapéti.

Kompromis mezi nosnosti a kddovou vzdalenosti

Vypocitejme nosnost kédu 7. Oznacime nosnost kédu Cy jako R(Ch), tedy
d(1 — R(Cy)) je pocet kontrolnich biti Cy. Tento kéd je v bipartitnim G napsan
celkem 2m/-krét, tedy pocet redundantnich bitti 7" je 2m’d(1 — R(Cy)). Z toho jiz
snadno ziskame, Ze nosnost 1" je

m'd — 2m'd(1 — R(Cy))
m'd

Relativni kodova vzdalenost T je 6 & 62 (jak jsme ukazali, toto plati pro velké
d). Zvolime-li Cy tak, aby spliovalo R(Cy) > 1 — H(dy) (tedy aby dosahovalo
Gilbertovy-Varsamovovy meze), dostaneme

R(T) >2(1— H(6)) — 1~ 1—2H(\9).

Tedy chceme, aby H(v/8) < 1/2 a zéroveii (z piedpokladu tvrzeni @) Vo <
< 1/2. Po zadéani do néjakého vypocetniho programu (napiiklad WolframAlpha)
dostavame 6 < 0.0121. To je dost mald kédova vzdalenost.

— 2R(Cy) — 1.

3.2.2 Dekdédovani

Uz vime, jak se kéd C' kdduje a jaké ma parametry. Nyni musime opravdu
ukazat, ze umi opravit tolik chyb, kolik slibuje.

Budte tedy A, B partity G a na hranach mezi nimi bud napséna zprava
(v naSem pripadé ptijaté slovo). Bud dpd minimalni vzddlenost Cy. U korekt-
niho kédového slova by meély symboly na hranach prilehlych k jednomu vrcholu
tvorit kodové slovo kdédu Cy. Pokud nastaly chyby, nejspis u nékterych vrcholt
neprijmeme korektni slovo. Napadne nas pro kazdy z vrcholl opravit symboly na
hranach tak, aby vzniklo korektni kodové slovo. Ale co kdyz se dva vrcholy na
jedné hrané neshodnou? Z toho diivodu mame bipartitni graf — nejprve si hrany
opravi partita A, pak partita B, a tak se stfidaji tak dlouho, dokud bud uz neni
co opravovat, nebo dokud neprobé¢hne O(logn) kol (jak se ukaze pozdéji, potom
stejné nastalo vic chyb, nez je nas kéd schopen spravné opravit). A ted formélné.

Algoritmus probiha po kolech. Kazdé kolo se skladéd z nasledujicich ¢asti:
Levice: Paralelné pro kazdé u € A zjisti, zda vidi korektni kédové slovo kédu Cy,
pokud ne, oprav jej. Presnéji, pokud tento vrchol vidi slovo z, zjisti, zda existuje
kédové slovo z ve vzdalenosti mensi nez dod/2 od = a pokud ano, nastav hrany
prilehlé k tomuto vrcholu na z.

Pravice: To samé, ale pro partitu B.
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Kazdé kolo lze zfejmé implementovat tak, aby probéhlo v linedrnim case (tedy
celkova casova slozitost algoritmu je v nejhorsim ptipadé O(nlogn)), a kdyz si
dame pozor na to, které vrcholy se musi tcastnit kterych kol, umime celkovou
dobu béhu algoritmu stlacit na O(n).

Zakladni idea dikazu spociva v tom, ze precizné evidujeme mnoziny vrchol,
které jsou aktivni v i-tém kole (tedy ty, které v i-tém kole opravi néjakou chybu),
a vypozorujeme, ze se exponencialné zmensuji. Protoze na zac¢atku bylo aktivnich
vrcholil nejvysSe n, opravdu staci logaritmicky pocet kol a velikosti aktivnich
mnozin se se¢tou (podle vzorce na soucet geometrické fady) na O(n), coz je
i celkova doba béhu algoritmu.

Nyni ukazeme, ze se mnoziny vrcholti opravdu zmensuji exponencialné, a tudiz
staci logaritmicky pocet kol.

Véta 31. Predpoklidejme, ze A < do/3 a méjme € > 0. Je-li chybovost nejvyse
(1—¢)% (5—0 - )\), dekddovact algoritmus dostane spravné kédové slovo v O(logm')

2 \ 2
iteracich.

Diikaz. Nejprve si zavedme znaceni. Ozna¢me A; mnozinu vrcholl z prvni partity,
které se spatné zdekoduji v i-tém kole, podobné pro B;. Také uvazme mnozinu
E; chybnych hran pfimo po i-tém kole. Bud F(X,Y") pocet hran mezi mnozinami
XaY.

Specidlné méjme mnozinu A;. Piimo pred prvnim krokem musely existovat
vrcholy, u nichz byl pocet chyb alespon dyod/2 (protoze se nezdekddovaly spravné).
Tedy |Eo| > |A1|dod/2. Z piedpokladu véty |Ey| < (1 —¢)% (%0 - /\) m'd, a tedy
A < (1—2) (B = X)m'.

Nyni uvazujme mnozinu B;. Ukazeme, ze |B;| < a|A;| pro néjaké a < 1.

V mnoziné B; také musi byt pravé ty vrcholy, u nichz byl pocet chyb pred
timto dekdédovacim krokem alespon dod/2. Jenze ty chyby se tam mohly dostat
jen z mnoziny Ay, tedy E(A;,B1) > dod/2|By|.

Pomoci mixazniho lemmatu shora odhadneme pocet hran mezi vrcholy A;
a By vyrazem d|A;||Bi|/m’ + dA\\/|A:1||B1| (stejnd argumentace jako v dikazu
véty . 7 nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem vime, ze
(|Ay| + |B1])/2 > /| A1||B1]. Dosadime do druhého ¢lenu odhadu, prvni clen

odhadneme pomoci |A;] < (1 —¢) (%0 — /\) m’ a dostavame
|Ar| + | By
—

Dosadime 6od/2|A;| < E(A;,B1) a po preskladani dostaneme horni odhad na
|By:

5
E(A,By) < d|By|(1—¢) (20 —~ >\> +dX

d\ d\
= |44
dod — (0pd — 2dN)(1 — &) — dA edod + (1 — 2e)dA
a z toho, ze dgd > 3d\, konecné dostavame
dA Al

3ed\+ (1 —2e)d\  1+¢°

Stejnou tvahu provedeme pro vsechny iterace dekdédovaciho algoritmu a pro
vSechna ¢ vidime, ze plati |B;| < |A;|/(1 + €). Podobnou argumentaci ziskdme

|A;1] < Ei Tedy velikosti A; a B; klesaji exponencidlné o zékladu 1 —e. [

|By| < |A4]

|B1| < |A4]

32



3.2.3 Shrnuti

V casti jsme ukazali, ze kod Cy dosahuje Gilbertovy-Varsamovovy meze
pro 0 < 0.0121. Tedy z toho, co jsme ukazali pti rozboru dekdédovaciho algoritmu,
plati tvrzeni:

Tvrzeni 32. Pro kazdé ¢ > 0 a pro kazdé 0 < § < 0.0121 ezxistuje rodina
bindrnich linedrnich kédi o nosnosti 1 — 2H(V/3) a relativni vzddlenosti § — ¢,
které opravi az §/4 — € chyb v linedrnim case. Specidlné, sestrojeny kod T téchto
parametri také dosahugje.

3.3 Vylepsena konstrukce

Jak jsme ukézali, Tannertv kod je sice dekdédovatelny v linearnim case, ale co
se tyce kodové vzdalenosti, a tedy i mnozstvi opravenych chyb, neni to nic moc.
V clanku |Guruswami| (2004)) ukazuje, jak (zase) vyuzit expandery, abychom zlep-
sili odolnost koédu a koneéné dostali alespon trochu dobré parametry. Vylepsime
ho az na relativni vzdalenost rovnou 1/2 — € a odolnost proti 1/4 — ¢ chybdm, to
celé se zachovanim linedrniho dekédovani. Sestrojeny kéd uz nemusi byt binarni,
tedy jej nemuzeme touto konstrukei vylepsit opakované, ale z prvni konstrukce
ziskame natolik dobré parametry, ze to uz nebude potreba.

3.3.1 Zakladni konstrukce

Nyni popiseme, jak mizeme pouzit expandery k ,,promichani“ symbola kodu.

Myslenka za nésledujici definici je jednoducha. Zpravu z nejprve zakdédujeme
kédem C' a potom kazdy ze symboli zakédujeme kédem Cjy (je to prosté slozeny
kéd). To, co vypadlo z kédu Cjy, napiSeme na vrcholy X a potom kazdy vrchol
z X zpropaguje svij symbol tak, ze jej posle po vSech hranach, co z néj vedou,
v poradi uré¢eném funkci f. Kazdy vrchol z Y poté sesbird vSechny prijaté symboly
a slepi je dohromady. A to je celé. Nyni to fekneme forméalneé.

Definice 21. Mé¢jme bipartitni graf G = (X,Y,E), kde X = [n] je c-requldrni
a Y = [m] je d-regularni. Také méjme dva samoopravné kédy C a Cy, kde C je
délky n nad abecedou {0,1}* a Cy je kod délky ¢ a dimenze a. Pro i € [m] budte
I'(i,1),....,I'(i,d) sousedé vrcholu i € Y v X. Seradme si sousedy jednotlivych
vrcholii z X pomoci (néjaké) funkce f tak, Ze vrchol s cislem i je f(i,7)-ty soused
['(i,7). Potom definujme kéd G(C,Cy) nad abecedou {0,1}¢ tak, Ze jeho i-ty symbol
po zakddovani zpravy z je d-tice, jejiz j-tda slozka je rovna Co(C(2)ra ) |f6.))-
Dolni indexy zde specifikuji, jaké usporadani dany kod vyuZivd.

Vsimneme si, ze nosnost vzniklého kédu je soucinem nosnosti koda C' a Cpy,
graf G nam zadnou redundanci nepridava. Toto schéma v nasem pripadé funguje
prekvapivé dobfe, je-li Cy obycejny opakovaci kod (zobrazi 0 na 0% a 1 na 1¢).

Obcas samotna expanze o grafu poskytuje malo informaci. Zadefinujme tedy
objekty podobné expandertim.

Definice 22 (disperser). Bud G = (X,Y,E) bipartitni graf. Rekneme, Ze G je
(e, B)-disperser, pokud kaZdd mnoZina vrcholi z X o relativni velikosti o md
alespon relativneé [ sousedi v'Y .
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Je vidét, ze je-li graf dobry disperser, je i dobry expander, definice jsou
podobné. To, ze dispersery existuji, je dokazano napriklad v ¢lanku Capalbo
a kol (2002).

A pro¢ o tom mluvime? Guruswami (2004) tvrdi, ze je-li G («,()-disperser a
C' je binarni kéd o relativni vzdélenosti o, potom G(C,Cy) mé relativni vzdalenost
alespon (3 a (protoze nosnost opakovaciho kodu Cj je 1/c) nosnost R(C')/c. Jesté
uvadi, ze existuji explicitni konstrukce (0.1,1 — ¢)-dispersert.

S vyuzitim takovych grafi umime zkonstruovat koédy o relativni vzdalenosti
(1 — &) a nosnosti () nad abecedou velikosti 2°1/9). To je (ze Singletonovy
meze) odrazeno od optimalni nosnosti jen konstantou.

3.3.2 Blizeni se k optimu

Nyni se podivame, jak muzeme vyuzit schéma z definice abychom dosahli
kyzenych parametri.

Véta 33. Pro kazdér € (0,1) ae > 0 ezistuje rodina kddi s nosnostir a relativni
kédovou vzddlenosti alespori 1 — r — €, které opravi aZ (1 —r —€)/2 chyb v case
linearnim s délkou kodu.

Diikaz. Vyuzijeme schéma z definice 21} Nejprve si nadefinujeme konstanty, se
kterymi pak budeme pocitat. Necht v = /4. K6d C ziskdme z rodiny, kterd
je popsana v tvrzeni (Tanneruv kéd s nizkou kédovou vzdélenosti, ale jinak
dobrymi parametry) a bude mit nosnost 1/(1 + ), délku bloku n a opravi az
relativné 3 > 43 chyb. Zvolime G = (A,B,FE) jako d-reguldrni bipartitn{ graf s n
vrcholy v kazdé partité, ktery spliiuje pseudondhodnou vlastnost ze sekce
(plati pro néj bipartitni verze mixazntho lemmatu) a ve kterém d = ©(1/3?).

Z bipartitniho mixazniho lemmatu pro A < 2/ Vd plyne (jak tvrdi v clanku
Guruswami (2004)), ze pro kazdou mnozinu R C Y, kde |R| > an pro néjaké
a < 1, plati, ze kazdd mnozina L C X, jejiz vSechny vrcholy maji alespon (a—-)d
sousedu v R, spliuje |L| > (1—f)n. Tato vlastnost se ndm bude hodit pti analyze
poctu opravenych chyb.

Cy bude konstantné velky Reedtv-Solomontv kdd o délce d a nosnosti r(1+7).
Tento kod sice, prisné vzato, nesplnuje definici, ale to jednoduse obejdeme tim,
ze zpravu zakodovanou timto kodem prevedeme na binarni fetézec.

Konstrukce kédu probihd stejné jako v definici 21} tedy symboly kédového
slova kodu C' ,srazime® do bloki spravné velikosti a pak je zakdédujeme kédem
Cy. Nosnost kédu G(C,Cy) je zfejmé souc¢inem nosnosti obou mensich kédu, tedy
je rovna r. Tento kod lze zfejmé zakodovat v linedrnim cCase, protoze to umime
u C. Kod Cj je konstantni délky, tam nam na konkrétnim kédovacim algoritmu
nezalezi.

Nyni se podivame na dekédovani. Predstavme si, ze jsme prijali slovo s nejvyse
(1 — r — €)n/2 chybami. Toto slovo napiSeme na vrcholy partity Y. V prvnim
kroku rozdélime symboly do bloku délky d (coz je délka Cp) a dekdédujeme Cj
(tedy odstranime jednu vrstvu zakédovani). Konkrétni dekédovaci algoritmus
neni dilezity, i hledani nejblizstho slova hrubou silou zabere ¢as O(1) na blok.
Nakonec se ziskané slovo dekéduje algoritmem pro C, ktery je linearni. Koéd C
opravi nejvyse fn chyb, tedy chceme dokazat, ze vic jich nebude.

Oznac¢ime R mnozinu vrchold z partity Y, na kterych neni chyba, tedy |R| =
= (14+7r+¢)n/2. Vyuzijeme vlastnost plynouci z mixdzniho lemmatu, kterou jsme
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popsali vyse. Zvolime tedy o = (14+7r+¢)/2 < 1 a dostavame, ze kazdd mnozina
L C X, jejiz vSechny vrcholy maji alespon (o —v)d = ((1+71)/2+¢/4)d sousedu
v R, spliuje |L| > (1 — B)n. Kazdy vrchol z L sousedi s alespon ((1+7)/2+ v)d
spravnymi vrcholy, tedy ma nejvyse ((1—r)/2—-)d chybnych sousedi. Vsimnéme
si, ze Reeduv-Solomontv kéd o nosnosti r(1 + ) opravi az (d — dr(1 +v))/2 =
= ((1—r)/2—rv/2)d chyb. Nahlédneme, ze ((1—7)/2—~)d < ((1—7)/2—1rv/2)d,
tedy ze v > rv/2, takze r < 2, a to urcité plati, nebot r < 1.

Tim padem jsme zjistili, Ze alespon (1 — )n prijatych slov bude mit nejvyse
((1 = 7)/2 4+ 7)d chyb a ty pri prvnim prichodu opravi Reediv-Solomontv kdod
v Cy. Do druhé vrstvy tedy piijdou jen Spatné zdekdédovana slova, kterych bude
nejvys fn. To zvladne opravit kéd C', navic v linearnim case, a tedy Casova
slozitost celého algoritmu je linearni. 0

Skoro optimélni soucet nosnosti a kédové vzdalenosti dostavame diky pouziti
Reedovych-Solomonovych kédia. Na schéma vyse totiz muzeme nahlizet jako na
nékolik nezavislych RS ,krabicek“, kde je expander pouzit pouze k rozvrstveni
symbolu (protoze chyby se vyskytuji ve skupinach, takze timto graf dava RS kédu
moznost vyuzit sviij potencial). Tedy vétsina chyb bude opravena uz pri prvnim
pruchodu a do druhého se jich dostane jen maléa ¢ést, kterou opravi kod C'. Timto
na C' nemame moc velké naroky, co se poctu opravenych chyb tyce, takze muze
mit nosnost blizkou 1, a tim padem ji moc nekazit celému kédu. Mizeme tedy
za C dosadit Tanneruv kod z definice 20, ktery mé parametry z véty [32] a tim
sestrojit vyborny kod.
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4. Sestrojeni konkrétniho kédu

V predchozich kapitoldch jsme vybudovali aparat, kterym muizeme efektivné
vytvaret expanderové kédy, a dokazali jsme, ze produkuje kody s asymptoticky
dobrymi parametry. Jesté jsme ale nevidéli ani jeden opravdovy ptripad a nevime,
jestli tyto kédy ndhodou nejsou moc velké. V této kapitole sestrojime alespon
jeden priklad expanderového kédu a podivame se na jeho redlnou vyuzitelnost.

Chceme najit kéd Cy délky d s relativni vzdalenosti 0y, ktery pouzijeme
v Tannerové konstrukci. Aby dekdédovani Tannerova kédu dobéhlo v linedrnim
Case, potfebujeme, aby dy/3 > A. Tedy vidime, Ze A\ musi byt opravdu dobré.
Nase explicitni konstrukce rodin expandertt ndm A\ nezlepsuji, tedy si budeme
muset vystacit s nékterym ze zékladnich grafi. U téch ale nedosahneme lepsiho A
nez A = O(1/v/d). Navic d musi byt (potencialné suda) mocnina prvodisla.

Ozna¢me absolutni kddovou vzdalenost kédu Cy jako 6. Plati 6o = d/d, a kdyz
z konstrukce dostaneme A = 1/v/d, musi platit §/(3d) > 1/v/d, tedy potiebujeme
§ > 3v/d. Navic Cy musi byt bindrni.

Existuji viibec takové kody? Urc¢ité umime nékde sehnat takové kody Cp, zku-
sime nyni sestrojit co nejkratsi Tannertv kéd. Tedy za Cy vezmeme opakovaci kod
s délkou bloku 11. Ten tésné spliuje podminku dy/3 > \. Vyuzijeme zékladni graf
z konstrukce [19] tedy jeho délka bloku je 121. Kdyz tento graf s kédem C dosa-
dime do konstrukce Tannerova kodu, dostaneme kéd délky 1331 s velmi dobrou
kédovou vzdalenosti a malickou nosnosti. Kvili relativni kédové vzdalenosti vétsi
nez 0.5 nemd smysl pokracovat do konstrukce v definici 21}

Vsimneme si, ze v tomto pripadé ale Tanneriv kéd zdegeneruje na opakovaci
koéd. Pouzijeme intuitivni“ ndhled na Tannertv kod jako na d-regulédrni expander
s kodem napsanym na hranach a vsimneme si, ze je-li alespon na jedné hrané
jednicka, je i na vsech sousednich hrandch (koncové vrcholy této hrany musi
vidét samé jednicky), tedy jednicka je napsand i na vSech sousedech sousedu
této hrany... tedy jsou jednicky vsude. Takze nejmensi expanderovy kod, ktery
umime ziskat z uvedenych konstrukei, je binarni opakovaci kod délky 1331.

Co kdybychom chtéli kod, ktery bude dosahovat optimalni nosnosti? Z véty
vime, ze v tom pripadé musi Cy splnovat Gilbertovu-Varsamovovu mez a také,
7e V0 < 0.121, tedy 8y < 0.11. Vime, Ze musi platit 6,/3 > 1/v/d, tedy v tom
ptipadé d > 744. To implikuje nejmensi moZny pocet vrcholt grafu d* = 553 536.
Délka zprdvy (z Tannerova kodu) je tedy d® = 411830784, coZ je zprava velké
zhruba 50 MB, a to je na realné vyuziti prosté moc, napriklad obvykly internetovy
paket ma velikost kolem kilobytu. Mozna se tak dlouhy kod prece jenom da nékde
vyuzit, ale rozhodné ne pti bézné komunikaci.
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Zaver

V této praci jsme popsali efektivni konstrukce expanderi a expanderovych
kédu a ukazali jsme, ze asymptoticky mohou tyto kédy dosahovat parametr
blizkych optimu. U vét, kde se pouzivala O-ckova notace pro odhad A, jsme O()
nahradili konstantou a tim zlepsili nékteré odhady z ¢lanku|Reingold a kol.| (2002]).

Bohuzel se nam ale nepovedlo najit maly expanderovy kéd s dobrou nosnosti a
kédovou vzdalenosti. Problém vidime hlavné v tom, Ze nase konstrukce expanderti
neumi sestrojit maly expander s dobrymi vlastnostmi. Lepsi konstrukce existuji
(jak se ukazuje naptiklad v ¢lanku Capalbo a kol| (2002))), ale jejich popis uz
byl nad ramec této prace, mimo jiné proto, ze jsou vyrazné komplikovanéjsi.
Dalsim problémem muze byt to, ze konstrukce koédu pozaduji po grafu prilis
dobré expanzni vlastnosti a tim tlac¢i pocet vrcholi nahoru, ale , benevolentnéjsi
konstrukce kédt bohuzel nezname.

Dalsim problémem, na ktery jsme v praci narazili, je to, Ze nemame zadny
algoritmus na nalezeni kédu Cy pro Tannerovu konstrukci. Nékteré znamé t¥idy
kédu nesly pouzit, protoze implikovaly moc vysoké druhé vlastni ¢islo (naptiklad
Golayuv kéd Go3), nékteré se pouzit daly, ale bud uz byly prilis dlouhé nebo
sestrojeny Tanneruv kod zdegeneroval (jako v prikladu s opakovacim kédem).

Nabizi se vyuzit nékteré z lepsich konstrukei expanderii uvedenych v ¢lanku.
Nebo, protoze nahodny graf je s vysokou pravdépodobnosti expander, lze najit
vhodny graf hrubou silou, ale je otazka, zda by timto zptisobem nalezené grafy
nebyly naopak moc malé.

Také se nabizi hledat vhodné kédy Cp hrubou silou (protoze néhodny kéd
je dobry). Je potreba pocitat s tim, ze ovérit, zda je nalezeny kéd dobry, neni
jednoduché. S velkou pravdépodobnosti by takto nalezeny kod nebyl linearni
a sestrojeny Tannertuv kéd by nebyl LDPC, tedy ani expanderovy, ale to nam
nevadi, uvedené konstrukce nevyzaduji, aby Cy byl linedrni. U vétsich nelinearnich
kédt bychom v takovém pripadé mohli narazit na potize s paméti, ale tady nas
muze zachranit to, ze umime konstruovat expandery lokalné (v zadné z uvedenych
konstrukei neni potifeba mit v paméti celou rotacni mapu).

Na zaver zminime, ze existuji explicitni konstrukce samoopravnych kod, které
dosahuji Gilbertovy-Varsamovovy meze (napiiklad Goppa kddy, Xingl (2005))).
Treba pravé Goppa kody, které mohou byt malé a pritom dosahovat slusnych
parametri, by mohly poslouzit jako vyborny kéd Cj, pokud najdeme néjakou
lepsi konstrukei expanderti.
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