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Uvod

Povodny Choquetov vysledok z roku 1956 o reprezentacii bodu metri-
zovatelnej kompaktnej konvexnej mnozZiny mierou nesenou mnozinou extre-
malnych bodov dal vznik tedrii, ktora je dnes znama ako Choquetova te-
éria. Casom sa podarilo zaviest usporiadanie na priestore Radonovych mier
a pojem maximélnej miery umoznil rozsirenie tedrie aj na nemetrizovatelné
mnoziny. Délezitt tlohu v ramci tedrie zohrava koncept simplexu, ktory méa
viacero zaujimavych vlastnosti. MoZnost reprezentacie kazdého bodu jedinou
maximélnou mierou sa ukdzala byt ekvivalentnou mnohym interpola¢nym,
¢ zvizovym vlastnostiam. Logickym krokom bola myslienka néjst rozumny
sposob, ako zo systému simplexov vytvorit novy simplex. Spravny smer udal
pristup Lazara, Daviesa a Vincent-Smitha, ktori ku konstrukcii nového sim-
plexu vyuzili priestor multiafinnych funkcii. Zakratko sa ich definicie rozsirili
na Iubovolné kompaktné konvexné mnoziny.

Nie dlho po vzniku klasickej Choquetovej tedrie si matematici uvedomili,
ze ,konvexny pripad“ je vlastne len Specidlnym pripadom funkéného priestoru
na kompakte. Postupne sa zacala budovat tedria odznova analogicky pre
vseobecné funkcéné priestory...

Cielom tejto prace by malo byt vyplnenie medzery v Choquetovej tedrii
tykajucej sa sucinov funkénych priestorov. Pokiisime sa skompilovat vSetky
zname vysledky o st¢inoch kompaktnych konvexnych mnozin a zovseobecnit
ich do kontextu funkénych priestorov, pripadne odvodit nové.

Text je rozdeleny do troch kapitol. V prvej si zhrnieme vsetky zakladné
vysledky z matematickej analyzy, ktoré budeme neskor potrebovat. Zaroven
zavedieme znacenie pouzivané v celej praci.

V druhej kapitole podame zaklady Choquetovej tedrie funkénych priesto-
rov. Nepredpokladaju sa ziadne predchadzajuce znalosti tejto tedrie. Vyklad
vSak nebude koncipovany s ciefom podat sihrn znamych vysledkov, ale skor
vybudovat niektoré konkrétne nastroje pouzivané v dalSej kapitole. Medzi
ne patria hlavne Choquet-Bishop-de Leeuwova veta, Battyho veta, princip
minima a ekvivalencia simpliciality s interpola¢nymi vlastnostami funkéného
priestoru. Text je doplneny historickymi poznamkami.

Ustrednou ¢astou prace je tretia kapitola. Najskor zavedieme niekolko roz-
nych stcéinov funkénych priestorov a ukdzeme vztahy a rozdiely medzi nimi.
Vyskum sa bude sustredovat hlavne na multiafinny sicin, ostatné stéiny
preto kvoli technickej jednoduchosti budeme uvazovat len pre dva funkéné
priestory. Ako sa ukaZe v dalsich ¢astiach prace, z pohladu Choquetovej te-
6rie maju vsetky tieto sticiny podobné vlastnosti. Ukdzeme, ze Choquetova
hranica suc¢inového priestoru je stuc¢inom Choquetovych hranic pévodnych
priestorov. Ba dokazeme este viac, ze podobné tvrdenie plati pre vSetky ex-
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treméalne mnoziny. Jednou zo zékladnych poziadaviek na sicin funkénych
priestorov pochopitelne je, aby sucin simplicidlnych priestorov bol zase sim-
plicidlny. Ukazeme, Ze nami definované stc¢iny skutoc¢ne tito vlastnost maju.
K dokazu pouzijeme prave interpolacné vlastnosti simplicialnych priestorov.
Uvidime, Ze v takom pripade dokonca splyva multiafinny sti¢in s tenzorovym.
Nakoniec vySetrime maximélne miery a ukadzeme, ze sti¢in maximalnych mier
je maximalna miera. Text je op#af doplneny historickymi poznamkami, pri-
kladmi a takisto problémami.
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1 Zakladné znacenie, definicie a vety

Na uvod si zhriime niektoré zakladné definicie a vety, ktoré budeme v
texte pouzivat. VSetky tvrdenia v tejto kapitole budi uvedené bez dokazu,
nakolko ich povazujeme za vSeobecne zname, a mozno ich najst v kazdej
ucebnici analyzy, zaoberajicej sa danou problematikou.

1.1 Priestory

Terminoldgia tejto sekcie vychadza hlavne z [27]. Ddékazy mozno najst
rovnako v [27] alebo aj [29], [33] a [35].

Umluva. Vietky skalary uvazované v tomto texte budi realne ¢isla.

Definicia. Podmnozina C realneho vektorového priestoru X sa nazve kon-
vexnym kuZelom, ak

1. aC C C pre vSetky a > 0,

2.C+CcCC.
Povieme, ze K C X je konvexnd, ak A\x 4+ (1 — \)y € K pre vSetky z,y € K
a A € [0,1]. Bod x € K nazveme extremalny, ak nie je stredom ziadnej
nedegenerovanej tsecky v K, tj.

Y+ z
2

=z, y,z2€ K = y==z.

Mnozinu extreméalnych bodov K oznac¢ime ext K.

Konvexngm obalom co A mnoziny A C X rozumieme najmensiu konvexnu
mnozinu obsahujicu A.

Ak je X naviac topologicky priestor, potom najmensiu uzavreti konvexnt
mnozinu obsahujicu A nazveme uzavretym konvexnym obalom mnoziny A,
a oznacime co A.

Lokdlne konvexniym priestorom budeme rozumiet topologicky vektorovy pries-
tor, ktory ma bazu okoli nuly tvorent konvexnymi mnozinami.

Tvrdenie. Nech A je podmnozina topologického vektorového priestoru X,
potom plati:

(1) coOA = {Z?ﬂ )\Z.Iz, L1y...,Tn € A, )\1 2 0, Z?:l /\z = 17 n e N},

(i) ©0 A =co A.

Krein-Milmanova veta. Nech X je kompakind konvexnda podmmnozina lo-
kdlne konvexného priestoru. Potom X = @6 (ext X).

Milmanova veta. Nech A je podmnozina lokdlne konvezného priestoru a
X :=7¢c0 A je kompaktnd. Potom ext X C A.
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Alaogluova veta. Nech E je normovany linedrny priestor. Potom uzavretd
jednotkovd gula Bp+ := {f € E*; || f|l <1} je w*-kompaktnd.

Definicia. Nech p je redlna funkcia na vektorovom priestore X. Povieme, Ze
p je sublinearny funkciondl, ak

1. p(Ax) = A\p(x) pre kazdé A >0ax € X,

2. p(z+y) <plz)+p(y) pre kazdé =,y € X.

Hahn-Banachova veta.

e Algebraicka verzia. Nech p je sublinedrny funkciondl na vektorovom pries-
tore X, M CC X a f je linearna forma na M takd, Ze f < p na M.
Potom existuje linedrna forma F € X7 tak, 26 F = f na M a F <p
na X.

e Analyticka verzia. Nech M je podpriestor normovaného linedrneho pries-
toru E a f € M*. Potom existuje ' € E* tak, 2¢ F = f na M a
1F1s = 1l

e Geometricka verzia. Nech X je lokdlne konvexny priestor a A,B C X
st neprdzdne disjunkiné konvexné mnoziny.

(a) Ak A je otvorend, potom ezistuje f € X™ a a € R tak, Ze

fla) <a < f(b), Vae A Ybe B.

(b) Ak jedna je uzavretd a druhd kompaktnd, potom existuje f € X*
aa € R tak, Ze
sup f < a < inf f.
A B

Definicia. Bud €2 mnozina a (M, d) metricky priestor. Nech dalej f : Q@ — M
a £ C Q. Oscilaciou f na F nazveme diameter f(FE) a oznacime oscg f, tj.

oscg f = sup d(f(z), f(y)).

zyek
Definicia. Nech X je topologicky priestor. Funkciu f : X — R U {oco}
nazveme zdola polospojitou, ak mnozina {x € X ; f(z) > a} je otvorend pre
kazdé o € R. Funkciu f : X — R U {—o00} nazveme zhora polospojitou, ak
funkcia — f je zdola polospojita.
Nech K je konvexna mnozina. Funkcia f : K — RU{oo} sa nazve konkdvnou,
ak

fOx+ 1 =XMy) > Af(x)+ (1 =N f(y), Vz,ye K, YAe]0,1].

Funkciu f : K — RU{—o0c} nazveme konvernou, ak —f je konkdvna. Funk-
ciu, ktora je zaroven konvexna i konkavna, nazveme afinnou.
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Oznacenie. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor. Symbolom C(K)
budeme znacit priestor vSetkych spojitych funkcii na K so supremovou nor-
mou, tJ Hf” = SUDPgekr ‘f(l')‘, f € C<K)

Mnozinu borelovskych funkeii oznac¢ime B(K) a priestor ohrani¢enych bore-
lovskych funkcii so supremovou normou By (K).

Symbolom 1x budeme znacit konstantnt funkciu rovnt 1 na celom K.

Ak K bude naviac konvexna mnozina, oznac¢ime A(K) priestor vsetkych spo-
jitych afinnych funkcii na K.

Tvrdenie. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor a f € C(K), potom
existuje o € K tak, Ze |f(xo)| = ||f]|-

Veta. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor. Potom C(K) je separa-
bilny, prdve ked K je metrizovatelny.

Urysohnova lemma. Nech X je kompaktny Hausdorffov priestor a nech
Fy, Fy st disjunktné uzavreté podmnoziny X . Potom existuje spojitd funkcia
f:X —10,1] takd, Ze f =0 na Fo a f =1 na F}.

Definicia. Podmnozina topologického priestoru sa nazve relativne kompaktnd,
ak jej uzaver je kompaktny.

Definicia. Mnozina realnych funkcii F na topologickom priestore X sa na-
zyva rovnako spojitd, ak ku kazdému x € X ae > 0 mozno najst také okolie U

bodu z, ze |f(x) — f(t)| < ¢, kedykolvek f € FateU.

Arzela-Ascoliho veta. Bud K kompaktny priestor a F podmnoZina C(K).
Mnozina F je relativne kompaktnd v C(K), prdve ked je ohranicend a rovnako
spojitd.

Definicia. Povieme, 7e (M, <) je ciastoéne usporiadand mnoZina, ak < je
binarna relacia na mnozine M taka, ze pre vsetky a,b,c € M plati

o a = a (reflexivita),

e ak a < bab=c potom a < ¢ (tranzitivita),

e ak a < bab=a, potom a =0b (antisymetria).
Ak plati naviac

e a <balebo b <a,
nazveme M [inedrne usporiadanou mnozinou.
Retazcom v GiastoCne usporiadanej mnozine budeme rozumief linedrne uspo-
riadani podmnozinu.
Vektorovy priestor P s ¢iastoénym usporiadanim =< nazveme ciastocne uspo-
riadanym vektorovym priestorom, ak pre kazdé a,b,c € Pa 0 < A € R
plati
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e ak a <X b, potom a + ¢ < b+ ¢ (translané invariantnost),

e ak 0 < a, potom 0 < Aa.
Nech D C P je neprazdna. Bod = € P sa nazve hornou (dolnou) zdvorou
mnoziny D, ak z = y (z =< y) pre kazdé y € D. Nagmensou hornou (najvicsou
dolnou) zdvorou mnoziny D rozumieme hornt (dolni) zavoru x takd, ze z < z
(x = z) pre vSetky ostatné horné (dolné) zavory z mnoziny D.
Priestor P sa nazve zviz, ak pre kazdé z,y € P ma mnozina {x, y} najmensiu
hornt (alebo ekvivalentne najvicsiu dolnt) zavoru. Ta budeme znadit z Y y

(resp. A y).

Oznacenie. Mnozinu nezapornych prvkov ¢iastocne usporiadaného vekto-
rového priestoru (P, X) oznac¢ime P*, tj. PT :={x € P; x = 0}.

Pre a,b € R* := R U {—00,00} budeme symbolom a V b (resp. a A b) zna-
¢it maximum (resp. minimum) ¢isel a,b. Pre funkcie f,¢ z mnoziny M do
R* bude f V g (resp. f A g) ich bodové maximum (resp. minimum), tj.
(fVg)(x):= flz)Vg(z) (resp. (f A g)(x) := f(z) Ag(x)) pre vietky z € M.

Zornova lemma. KaZdd neprazdna ciastocne usporiadand mnozina, v ktorej
kaZdy retazec md horni zdvoru, obsahuje mazimdlny prvok.

Stone-Weierstrassova veta. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor a
L linedrny podpriestor C(K') obsahujici konstanty, oddelujici body a tvoriaci
zvdz. Potom L je husty v C(K).

Definicia. MnoZina F funkcii s hodnotami v R* sa nazve
(a) min-stabilnd, ak
fANgeF, Vf,geF.

(b) nadol usmernend, ak

Vf,geF, dhe F:h< fAg.

1.2 Kartézsky sucin

Oznacenie. Nech {F;};c; je mnozina topologickych priestorov.

e Symbolom X ,;.; F; budeme znadit ich kartézsky sucin s obvyklou to-
poldgiou, pricom zavadzame konvenciu X .4 E; := {0}.
Pre I' C I bude 7y : X,c; E; — X,cp E; znamenat prirodzenu pro-
jekciu.

o Ak z; € E; pre kazdé i € I, potom (z;);c; znaci prvok z € X, E;
taky, ze m;(x) = x; pre vSetky i € I.
Ak jedalej 0 £ I' C I,y = (23)ier & 2 = (;)ierr, potom oznacime
Yy Xz = (x;)ier-
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[ NeCh E = XiEIEia A C E, @ 7é ]/ g _[ a z € XiEI\I’E’i' POtom
7 (A) bude projekcia mnoziny A do X,y Ej, tj.

mp(A)={re X E;;ye X E;:xxyeA}

iel! ieINI’

a symbol 77 (A) bude znamenat rez mnoziny A v bode z, tj.

mi(A):={r e X E;; x x z € A}.

iel’
V trividlnom pripade definujeme 7;(A4) = 79(A) := A.

e Nech E=X,.;E;, f:E—-R 0 #1 CIayée X, E;. Potom
74, (f) bude znadit redlnu funkciu na X, E; taku, ze

(@) = xy), Vre X B

V pripade, ze f bude nezavisld na premennej y, pouzijeme znace-
nie 7 (f). Trivialny pripad definujeme 7;(f) = 79(f) := f.

e Pre fi : By — R a fy: F; — R budeme znadenim f = f; ® fo mysliet
funkciu

f . E1 X E2 — R
f(xay) = fl(x)fZ(y)a Vr € Elavy S EZ-

Tichonovova veta. Nech {X;}icr su topologické priestory. Potom X,c; X;
je kompaktny, prave ked kazdy X; je kompaktny.

Tvrdenie. Nech X = X,.; X, kde X; je metricky priestor pre kazdée i € 1.
(i) Ak I je konecnd alebo spocitatelnd, potom X je metrizovatelny topolo-
gicky priestor.
(ii) Ak I je nespocitatelnd, a kaZdy X; obsahuje aspori dva rézne body,
potom X nie je metrizovatelny.

1.3 Tedria miery a integralu

Dokazy nasledujucich tvrdeni mozno najst v [28] (vid tiez [35]).

Leviho veta (o monoténnej konvergencii). Nech {f,} je postupnost mera-
telngch funkcii na priestore s mierou (X, S, u) takd, zZe 0 < f, < fni1 pre

kazdé n. Potom
/ lim f,dy = lim / fndp.
Xn—>oo n—oo X
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Fatouova lemma. Nech {f,} je postupnost nezdpornych meratelnych funk-
cit na priestore s mierou (X,S, ). Potom

/ liminf f, dp < lim inf/ fndp.
X % JX

n—oo n

Definicia. Budte (X, S, u) priestor s mierou, (Y,7) meratelny priestor a
¢ : X — Y meratelné zobrazenie. Mnozinova funkciu

S(p): E— (o (E), E€T,
nazveme obrazom miery p pri zobrazeni ¢.
Pozndmka. Oznacenie ¢(u) budeme obcas skracovat na ¢pu.

Tvrdenie. Budte (X,S,u) priestor s mierou, (Y,7T) meratelny priestor a
¢ : X — Y meratelné zobrazenie. Potom ¢(u) je miera na (Y,T), a pre
o(p)-integrovatelni funkciu f : Y — R* je

d(ﬁ - ’ o (25 dM
Oznacenie.

e Ak je (X,S, ) priestor s mierou a f je p-meratelnd funkcia, potom
symbolom 1(f) budeme mysliet [, f dp.

e Nech K = X,; K; st kompaktné Hausdorffove priestory, i je miera
na K a J C I. Potom symbolom 7;(p) rozumieme obraz miery p pri
projekcii .

Definicia. Nech X je kompaktny Hausdorffov priestor a miera u je defino-
vané na o-algebre S obsahujicej vsetky borelovské podmnoziny X. Povieme,
ze p je Radonova miera, ak plati

(a) p(X) < oo,

(b) pu(A) =sup{u(K); K C A, K kompakt} pre kazda A € S.
Ak je ;1 Radonova miera na (X,S), ktord je Gplné, potom p i S s jedno-
znacne urcené hodnotami p na borelovskych mnozinach X a hovorime, ze
je dplna Radonova miera na X.
Ak je pu nezaporna a p(X) = 1, nazveme mieru pravdepodobnostnou.
Priestor vSetkych nezapornych tplnych Radonovych mier na X budeme zna-
¢it M™*(X), mnozinu pravdepodobnostnych uplnych Radonovych mier ozna-
¢ime MH(X).

Uzavret(i mnozinu

spt =X \ U {G; u(G) =0, G otvorena}
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nazyvame nosicom miery u € M+ (X).
Pre x € X definujeme mieru

1 A
er(A)=¢" red ACX,
0, =¢A,

ktortl nazveme Diracovou mierou v bode x.
Povieme, Ze miera y je molekuldrna, ak p = >""" | e, pre nejaké a; > 0,
r,€X (1<i<n).

Rieszova veta o reprezentacii. Nech X je kompaktny Hausdorffov priestor
a A je nezaporny linedrny funkciondl na priestore C(X). Potom existuje prdve

jedna miera i € M*(X) tak, Ze A(f) = [y fdp pre kazdi f € C(X).
Zvysok sekcie venujeme suc¢inom mier. Tie st prevzaté z [12], [13] a [21].

Definicia. Nech {(X;,S;)}icr st meratelné priestory a nech X = X,;; X,.
Potom stcinovou o-algebrou @),;.; S; budeme rozumiet o-algebru na X ge-
nerovanu systémom mnozin

{r;'(E); E€S;,i€l}.

2

Veta. Budte {(X;,S;, pi) bier pravdepodobnostné priestory. Nech X = X ;1 X
aS = Q,c;Si- Potom existuje prave jedna pravdepodobnostnd miera ju na S

taka, Ze
(X E) =] m(E),

1€l icl
kedykolvek E; € S; pre kazdé i € I a E; # X; pre konecéne mnoho i € 1.
Zuplnenie miery p budeme nazyvat sicinom mier {; }icr.

Dokaz. Vid [21, Chapter VI, Theorem 5.3]. O

Tvrdenie. Budte {(X;,S;, 1ti) }ier pravdepodobnostné priestory a p sucin
mier {p;ticr. Ak E; € S; pre kaZdé i € I a E; # X; pre spocitatelne mnoho
i € I, potom X1 E; je p-meratelnd mnozina a p( X ;e Ei) = [[,c; 1 (E;).

Dékaz. Vid [12, Theorem 254F (b)]. O

Tvrdenie. Budte {(X;, B;)}icr meratelné priestory, kde B; znaci o-algebru
borelovskych podmnozin X;. Ak sa miery pu,v € MT(X,c; X;) zhoduji na
mnozinach tvaru X c; E;, kde E; € B; pre kaZdé i € I a E; # X, pre konecne
mnoho i € I, potom p = v.

Dokaz. Vid [21, Chapter I, Proposition 5.3] a dokaz [13, Corollary 417F]. [
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Veta. Budte {(K;,S;, 1ti) }ier kompakiné Hausdorffove priestory s dplngmi
pravdepodobnostnymi Radonovymi mierami. Potom existuje jednoznacne ur-
¢end vplnd Radonova miera Q). pt; rozsirujica sicin mier {fi;}ier.

Dokaz. Vid [13, Theorem 417Q)]. O

Veta (Asociativny zékon). Budte {(K;,S;, pi)}icr kompaktné Hausdorffove
priestory s uplnymi pravdepodobnostnymi Radonovymi mierami a {J,}er

disjunkiné pokrytie mnoZiny I. Potom Qe ti = @er(®jer, 1)
Dokaz. Vid [13, Theorem 417J]. O

Tvrdenie. Budte {(K;,S;, 1) }ier kompaktné Hausdorffove priestory s ipl-
nymi pravdepodobnostnymi Radonovymi mierami a nech J C I. Potom plati

T (e 1i) = Qi 1i-

Dékaz. Vid [13, Proposition 417K]. O
Fubiniova veta. Budte (K1,S1, 1) a (Ka,Sa, p2) kompaktné Hausdorffove
priestory s uplnymi pravdepodobnostnymi Radonovymi mierami. Oznacme

K=K x Ky aj:=pu & p.
(a) Nech f je funkcia na K, pre ktori [, fdu md zmysel. Potom

/K i = /K (]S )i

(a obdobne v obrdtenom poradi integrdacie).
(b) Nech f je u-meratelnad redlna funkcia definovand p-skoro vsade na K.

Ak integral [ ([, |f(x,)|dpz)dps alebo [ ([i |f( )| dpa)dps md
zmysel a je konecény, potom [ je p-integrovatelnd.

Dokaz. Vid [13, Theorem 417H]. O
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2 Zaklady Choquetovej teorie

V tejto kapitole podame zaklady Choquetovej tedrie funkénych priestorov,
avSak len do takej miery, aby sme vybudovali ndstroje potrebné v dalsej
kapitole. Viac sa mozno docitat v [1], [2] alebo [33].

2.1 Funkc¢né priestory

Definicia 2.1. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor. Povieme, Ze
(K, H) je funkény priestor, ak H CC C(K), 1x € H a H oddeluje body.
Pre x € K definujme mnozinu H-reprezentujicich mier vztahom

M (H) :=={p € MY (K); h(z) = / hdyu pre vsetky h € H}.

K

Choquetovou hranicou Chy K funkéného priestoru (K, H) nazveme mnozinu
vsetkych bodov x € K, pre ktoré je ¢, jedind H-reprezentujtica miera, tj.

Chy K :={x € K; M,(H) ={e.}}.

Neprazdna uzavreta mnozina E' C K sa nazve H-extremdlna, ak pre kazdé
reFapue M,(H)jesptu C E.

Bod x € K sa nazve H-exponovany, ak existuje funkcia h € H tak, ze
h(z) =0 a h(y) > 0 pre y # =, y € K. Mnozinu v8etkych H-exponovanych
bodov budeme znacit Exp,, K.

Funkciu f nazveme H-konkdvnou, ak plati

f(x)Z/fd,u pre kazdé v € K a u € M, (H),
K

za predpokladu, Ze integral ma zmysel pre vsetky prislusné reprezentujtce
miery. Funkciu f nazveme H-konvexnou, ak —f je H-konkdvna. Oznacme
mnozinu polospojitych H-konkavnych (resp. H-konvexnych) funkcii

K(H) := {f zdola polospojita; f(x) > u(f) pre x € K a p € M,(H)}
(resp. V(H) := {f zhora polospojita; f(z) < u(f) prez € K a u € M,(H)}).

Priestor H-afinnych funkcii definujme ako
A(H) :=A{f € By(K); f(x) = pu(f) pre x € K a € M.(H)}.

(Poznamenajme, ze ak u € M'(K) a f je polospojitd alebo ohrani¢end
borelovska funkcia na K, potom p(f) méa zmysel.)
Mnozinu spojitych H-konkavnych (resp. H-konvexnych, H-afinnych) funkcii
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budeme znacit K€(H) (resp. V¢(H), A°(H)).
Definujme dalej konvexny kuzel

W(H) = {w € C(K); w=T V...V ho, hi,... hy € H}.

Zrejme W(H) C V¢(H).
Pre zhora (resp. zdola) ohrani¢ent funkciu f na K definujme horni (resp.
dolni) obdlku vzfahom

Fo=inf{h; h> f, heH}
(resp. fi:=sup{h; h < f, h e H}),

a oznacme

H:={f €C(K); f.= f*}.

Priklady 2.2. Uvedme teraz priklady najzakladnejsich funkénych priestorov
a bez dokazu niektoré ich vlastnosti:

(a) Spojité funkcie. Trividlny priklad funkéného priestoru, ked H = C(K).
Choquetova hranica je cely priestor K.

(b) Konvezny pripad. Nech X je kompaktnd konvexnd podmnozina lo-
kalne konvexného Hausdorffovho priestoru. Vezmime H = A(X).
Plati Chy X = ext X. Dalej, polospojité funkcie st H-konkavne,
prave ked st konkévne, $pecialne A°(H) = H. Taktiez, pre kazdé
r € X ape M, (H) existuje zovSeobecnené postupnost molekular-
nych mier {u,} C M, (H) tak, ze p, “ . (Vid napr. [1].)

(¢) Harmonicky pripad. Nech Q@ C R™ je ohrani¢end a otvorena. Funkény
priestor H definujeme ako priestor vietkych spojitych funkcii na €,
ktoré st harmonické na 2. Choquetova hranica je totozna s mnozi-
nou regularnych bodov Q. (Vid napr. [32].)

(d) Kvadratické polynomy. Nech K = [0,1] C R a H st vSetky poly-
némy druhého alebo nizsieho stupiia na K. Lahko sa nahliadne, Ze
Chy K = K, z ¢oho potom A°(H) = C(K) # H.

Pozndmky. Choquetova tedria vznikla publikovanim série ¢lankov [15], [19]
a [16] (dalej len [17]) pojednavajucich o reprezentécii bodov kompaktnych
konvexnych mnozin Radonovymi mierami nesenymi mnozinou extremalnych
bodov. Tieto vysledky zosiliiovali Krein-Milmanovu vetu [22]. Pévodne sa
tedria rozvijala len pre konvexny pripad, neskor sa zacali uvazovat vseobecné
funkéné priestory.
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2.2 Obalky a H-konkavne funkcie

Tvrdenie 2.3. Mnoziny K(H) a K¢(H) tvoria min-stabilné konvexné kuZele
uzavreté na rovnomernt konvergenciu.

Dokaz. K(H) a K¢(H) st zrejme konvexné kuzele.
Overme min-stabilitu: Nech f, g € C(H). Potom

{reK;(frg)(z)>al={xe K; f(x) >a}n{r e K;g(x) >a}, a eR,
z ¢oho je f A g zdola polospojita. Nech teraz x € K a yu € M, (H). Plati

fAg)@) > p(f) Aplg) = pu(f Ag),

(
ateda f A g e K(H).
Nech teraz {f,} C K(H) a f, = f. Potom f je zdola polospojita a

flz) = lim fo(z) > lim p(fn) = p(f), Voe K Vpe Mo(H),

n—oo

teda H-konkavna.
Podobne pre spojité funkcie. O

Tvrdenie 2.4. W(H) — W(H) je husty podpriestor C(K).
Dokaz. Tvrdenie dokdzeme pomocou Stone-Weierstrassovej vety. Oznacme
L:=W(H) - W(H).

Potom L je podpriestor C(K') obsahujici konstanty a oddelujici body, lebo
H C L. Overme, Ze L je zviiz. Pre kazdé f1, fo, 91,92 € W(H) plati

(fi—g)V(fa—g2)=(fi+9)V(fa+g)—(91+g)€L

Tvrdenie 2.5. Plati:
(a) A°(H) je uzavrety,
(b) pre kazdé x € K je M,(H) = M,(A°(H)),
(c) E C K je H-extremdlna, prdve ked je A°(H)-extremdlna,
(d) ChHK Chgen K,
(€) VE(H) = V(A (),
() A°(H) = A°(A°(H)).

Doékaz. Vyrok (a) plynie z tvrdenia 2.3, kedze A°(H) = K(H) N (—K(H)),
(b) plynie z definicie, a zvy$né tvrdenia plyna z (b). O
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Tvrdenie 2.6. Nech f je zhora ohranicend funkcia na K. Potom f* je zhora
polospojita a H-konkdvna.

Dokaz. Zhora polospojitost plynie z faktu, ze f* je infimom mnoZiny spoji-
tych funkcii. Nech teraz x € K a u € M, (H). Potom plati

u(f*) = p(inf{h; h € H, h > f}) <inf{u(h); h € H, h > f}
=inf{h(z); heH, h > f} = f*(z)

a f* je H-konkavna. O]

Lemma 2.7. Nech x € K. Potom zobrazenie f — f*(x) je sublinedrny
funkciondl na C(K).

Dékaz. Nech f,g € C(K). Pre A >0 je
: . h h

Pre A = 0 plati rovnost trividlne. Nech hq,hy € H, hy > f, hy > g. Potom
(f+9)" < (h1+ ha)" = hy + ha,

apreto aj (f+9)* < f*+g*. O

Lemma 2.8. Nech f € C(K) a x € K. Potom

(@), [7(2)] = {u(f); n e Ma(H)}

Dokaz.
1. Nech p € M, (H). Potom pre g, h € H také, ze g < f < h plati

9(x) = p(g) < p(f) < p(h) = h(w).
Prechod k infimu a supremu dava f.(z) < u(f) < f*(x).
2. Zvolme teraz a € [f.(x), f*(x)]. Podla lemmy 2.7 je
p:g—g(z), geCK)

sublinearny funkcional. Uvazujme na linedrnom obale f linedrny funk-
cional
A:Xf—da, XeER.

Potom A < p na linedrnom obale f:

AAS) = da < Af*(z) = (Af)"(x) = p(Af) pre A =0,
AS) = Aa < Mfu(z) = =(=Af)(x) = (Af)*(z) = p(Af) pre A <0.
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Z Hahn-Banachovej vety existuje linedrny funkcional A, ktory rozsi-
ruje A, a A < p na C(K). Funkcionél A je nezaporny, lebo

A(g) <p(g) = g*(x) <0 pre vetky g € C(K),g <O0.

Podla Rieszove]j vety o reprezentacii existuje miera p € M™*(K) tak,
ze A(g) = p(g) pre g € C(K). Ukazme, Ze p je reprezentujica:
p(h) < p(h) = h*(z) = h(z) = ha(x) = —(=h)"(z)

= —p(—h) < —p(=h) = p(h), VheH.

Teda 1 € M, (H) a u(f) = A(f) = A(f) = o
O

Tvrdenie 2.9. Nech f je zhora polospojita funkcia na K a x € K. Potom
ezistuje miera p € My(H) tak, Ze f*(z) = p(f).

Dokaz. Oznacme

G:={9eC(K); 9= [}
Podla lemmy 2.8 existuje pre kazdi g € G miera pu, € M,(H) taka, ze
te(g) = g*(x). Pre ¢ € G definujme

My = {ng; 9< v, g€G}.

Mnozina m* je uzavretd podmnozina w*-kompaktnej M!(K), a teda w*-
w* —w* —w*

) oings C M, N M, . Preto

existuje 1 € (), cg MZ . Zrejme p € M, (H). Dalej si uvedomme, Ze

kompakt. Naviac, pre kazdé o1, 00 € G je M

int{v(¢); v € My} = inf{v(p); v € My } < uly), Vo eG.

7 toho je

(@) <inf{g"(x); g € G} = inf{py(9); g € G}
<inf{uy(p); 9 <, 9,9 € G} = inf{inf{u,(p); g < 9,9 €G}; p€G}
= inf{inf{v(p); v € My}; ¢ € G} <inf{u(p); v € G} = u(f).

Opacnu nerovnost mame z tvrdenia 2.6. O

~

Tvrdenie 2.10. Plati A°(H) = H

Dékaz. Nech z € K a p € M,(H). Predpokladajme, Ze f € H, teda falx) =
f(x) = f*(x). Podla lemmy 2.8 je u(f) = f(x), z éoho f € A°(H).

Ak f € A°(H), potom f(z) = u(f) pre vietky » € K a u € M, (H). Opit
pouzitim lemmy 2.8 vidime, ze f, = f*. m
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Lemma 2.11. Nech f je zhora ohranicend funkcia na K. Potom f je zhora
polospojitd H-konkdvna, prdve ked f = f*.

Dékaz. Nech f je zhora polospojitd a H-konkévna. Zvolme = € K. Z tvrde-
nia 2.9 ndjdeme mieru p € M, (H) taka, ze f*(z) = p(f). Potom

fH(@) = p(f) < flx) < f*(x).

Ak naopak f = f*, dostavame z tvrdenia 2.6 pozadované vlastnosti f. [
Lemma 2.12. Nech f je zhora ohranicend funkcia na K. Potom

fr=inf{h; h> f, he AS(H)} =inf{k; k > f, k € K°(H)}.
Dokaz. Zrejme plati

f*>inf{h; h> f, he A°(H)} > inf{k; k> f, k € K°(H)}.
Pouzitim lemmy 2.11 dostavame

inf{k; k> f k€ K°(H)} =inf{k*; k> f, k € K°(H)} > f*.

O

Veta 2.13 (Levi). Nech p € M*(K), F je neprizdny nadol usmerneny
systém zhora polospojitych funkcii na K a h = inf F. Potom

p(h) = inf{pu(k); k € F}.
Specidlne, pre p € MT(K) a f zhora ohranic¢ent funkciv na K je

p(f*) = nf{u(k); k> f, ke K°(H)}.

Dokaz. Oznacme [ := inf{u(k); k € F}. Zrejme p(h) < 3. Pre spor predpo-
kladajme, ze pu(h) < (3. Vyberme postupnost {g,} C F tak, aby u(g,) — 0.
Pretoze F je nadol usmernené, mozeme predpokladat, Ze postupnost {g,} je
nerastica. Oznac¢me ¢ := lim, .o, g, > h. Z Leviho vety o monoténnej kon-
vergencii je p(g) = . Podla predpokladu ma mnozina {x € K ; h(z) < g(x)}
kladnt mieru. Kedze

{z e K; hx) <g(e)} = | {r € K; h(z) <q<r<gla)},
2reQ

existuje r € R a ¢ > 0 tak, ze

p{re K; h(z)<r—e<r<g(x)})>0.
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7 regularity miery p nesenej kompaktom K obsahuje vyssie uvedend mnozina
kompakt K’ kladnej miery. Pre kazdé x € K’ najdeme funkciu ¢/, € F takd,
ze g (x) < r—e. Z kompaktnosti K’ a zhora polospojitosti funkcii g/, mézeme
vybrat g1,...,¢q., tak, ze gy A ... ANg,, <r —ena K'. Ndjdime postupnost
funkcii {f,} C F tak, aby

o <gn ANgGLA .. A g,

Potom f, < g,na K a f, <r—e<g—e <g,—ena K’ pre kazdé n. Preto

B < p(fn) < p(gn) — ep(K’)  pre kazdé n € N,

¢o je spor.
Ak je f zhora ohranicend funkcia na K, mnozina {k; k > f, k € K°(H)} je
min-stabilnd, a pouzitim lemmy 2.12 dostavame okamzite Specialny pripad.

]

Tvrdenie 2.14. Nech f je zhora polospojitd funkcia na K, g € K(H) a
f < g. Potom ezistuje funkcia k € —W(H) tak, zZe [ <k < g.

Dokaz. Nech x € K. Podla tvrdenia 2.9 existuje miera p € M,(H) tak, ze
f(@) = p(f). Pretoze f < g, je

(@) = p(f) < plg) < g(x).

Teda existuje funkcia h, € H taka, ze

f<hy a hg(zr)<g(z).

Naviac mozeme predpokladat, ze h, > f.

Zo spojitosti funkeii {h, }.cx a zdola polospojitosti g na kompakte K vieme
vybraf hg,,..., hy, tak, ze k := hy, A ... Ahy, < g. Zrejme k € —W(H) a
f<k<g. O

Tvrdenie 2.15. Nech f je zhora polospojitd funkcia na K, g € K(H) a
f < g. Potom emistuje funkcia k € K°(H) tak, ze f <k <g.

Dokaz. Pre kazdé e > 0 vieme skonstruovat funkcie f., g. také, ze
o f. je zhora polospojitd, g. € K(H),
o f<f<g-<y,
°©g.—f<e
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Skutoé¢ne, z tvrdenia 2.14 najdeme funkciu k € K¢(H) takd, Zze f < k < g+e.
Potom

fe=(k—e)V[ a g :=kAg
st hladané funkcie.
Tymto sposobom skonstruujeme postupnosti funkeii {f,} a {g,} tak, ze
o f, je zhora polospojité, g, € K(H),
o f< < for1 S g1 <9 <9,
© gn — fn < 2Ln )
Obe postupnosti konverguju rovnomerne k funkcii k£, ktora zrejme splia

f<h<k<ga<g

Podla tvrdenia 2.3 je k € KC(H), a ako rovnomerna limita zhora polospojitych
funkcif je k zhora polospojita. Teda k € K¢(H). O

Tvrdenie 2.16. Nech g € K(H). Potom mnoZina
T:={k; k<g, kecK(H)}
je nahor usmernend a g = supT.

Dokaz. Nech fi, f, € T. Podla tvrdenia 2.15 existuje k € KC(H) tak, Ze
fiV fo <k <g. Teda T je nahor usmernena.

Znovu z tvrdenia 2.15 vieme pre kazda f € C(K), f < g najst k € K°(H)
tak, ze f < k < g. KedZze

g=sup{f; f<g, feC(K)},

plati aj g =supT. O]

2.3 ‘H-extremalne mnoziny
Tvrdenie 2.17. Exp;, K C Chy K.

Dokaz. Nech © € Expy K, p € M,(H) a h € H je taka, ze h(z) = 0 a
h(y) > 0 pre y # z,y € K. Potom p(h) = h(x) = 0, z ¢oho sptu = {x}.
Teda pu =¢,, ax € Chy K. m

Veta 2.18 (Bauer). Nechx € K. Potom x € Chy K, prave ked f.(x) = f*(z)
pre vietky f € C(K).

Dokaz. Tvrdenie plynie z lemmy 2.8. Ak x € Chy K, potom M, (H) = {e,},
tj. fo(x) =e.(f) = f*(x) pre kazda funkciu f € C(K).

Naopak, ak f.(z) = f(z) = f*(x) pre vSetky f € C(K), potom pre u €
M, (H) je u(f) = f(x) pre vSetky f € C(K), teda u = e,. O
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Tvrdenie 2.19. Systém H-extremalnych mnozin je uzavrely na konecné
zjednotenia a lubovolné prieniky.

Dokaz. Koneéné zjednotenie H-extremalnych mnozin { £;}7 ;| je zrejme uzav-
retd mnozina. Pre fubovolny bod = € | J;_, E; a pp € M,(H) je sptu C E; C
U;—, E; pre nejaké j.

Prienik H-extremélnych mnozin {E;};c; je opit uzavrety. Pre x € (., E; a
p € My(H) je (I~ Ny Bi) = (U, (K N E;)). Pre kazdy kompakt L C
Uie; (] N E;) mozno vybraf konecné podpokrytie mnozinami z uvedeného
zjednotenia, a teda (L) = 0. Z regularity 4 mame pu({J;c, (KN E;)) =0. O
Tvrdenie 2.20. Pre kazZdiu H-extremdlnu mnoZinu E existuje minimdlna
H-extremdlna podmnoZina v usporiadani danom inkliziou C.

Dokaz. Nech F C K je H-extremalna. Oznac¢me
E:={ACFE,; Aje H-extremilna}.

Nech R je retazec v €. Potom (. A # 0, lebo je to prienik centrovaného
systému uzavretych podmnozin kompaktného priestoru. Podla tvrdenia 2.19
je tento prienik H-extremalnou mnozinou, a teda je dolnou zavorou R v £.
Podla Zornovej lemmy existuje v £ minimalny prvok. O

Tvrdenie 2.21. £ C K je H-extremalna, prave ked E = {x € K ; k(x) = 0}
pre nejaki funkciu k € K(H), k > 0.

Doékaz. Nech E je H-extremalna. Potom

He) i {o, v € E,

0, re K\ F,

zrejme spliia pozadované podmienky.
Nech je naopak k € K(H), k >0a E ={z € K; k(z) =0}. Zvolme z € F
ap € My(H). Potom

0 < (k) < k(x) = 0.

Teda spt 4 C E. KedZe = a p boli lubovolné, dostdvame H-extremalitu mno-
ziny E. O

Tvrdenie 2.22. Nech E C K je minimadlna H-extremdlna mnozina. Potom
E je jednobodovad.
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Dokaz. Nech h € H a x € E je taky, Zze h(x) = ming h. Potom

k@%:{mw—h@» ye kb,

00, ye K N\ E,

je nezaporna zdola polospojita H-konkavna funkcia. Mnozina
Ey={ye K; k(y) =0} CFE

je podla tvrdenia 2.21 H-extremdlna. Z minimality £ mame E = FEj.
Teda kazda funkcia h € H je konstantnéa na F. Kedze H oddeluje body, musi
byt E jednobodova. O

Tvrdenie 2.23. Nech E C K je H-extremdlna mnoZina. Potom
ENChy K # 0.

Dokaz. Podla tvrdenia 2.20 existuje miniméalna H-extremélna podmnozina
mnoziny E, ktorad je podla tvrdenia 2.22 jednobodovéa. Oznac¢me si ju {x}.
Nech teraz p € M (H). Z definicie musi byt spt u C {z}, a teda u = &,
z ¢oho x € Chy K. n

Doésledok 2.24. Chy K je neprdzdna.

Dokaz. K je zrejme H-extremélna mnozina. Zvysok plynie z tvrdenia 2.23.
O

Poznamka 2.25. Choquetova hranica vSeobecne nemusi byt borelovska mno-
zina (vid napr. [5]), teda ani meratelnd Radonovou mierou.

Vo zvysku sekcie si ukazeme, Ze problém z poznamky 2.25 odpada, ak
priddme predpoklad metrizovatelnosti.

Definicia 2.26. Funkcia f € C(K) sa nazve striktne H-konveznd, ak

f(x) </ fdu prevsetky x € K, p € M,(H), u# e,
K

Tvrdenie 2.27. Nech K je metrizovatelny. Potom existuje striktne H-konvernd
funkcia na K.

Dokaz. Zo separability Banachovho priestoru C(K) existuje {h,}5>, C H
hustd v {h € H; 0 < h < 1}. Funkcie h? st H-konvexné, lebo

fﬂwz(émwfs(ﬁym@(éﬁwﬁzm@x
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pre vetky z € K a u € M,(H).
Nechz € K ap € M,(H), i # &,. Pre spor predpokladajme, ze h? (z) = p(h?
pre kazdé n € N. Z rovnosti

/K(hn ~ h(2))2dp = /I{hidu—2hn(x)/Khn dp + 2 ()
= u(hs) = hi(z) =0

vidime, ze potom h, = h,(x) p-skoro vsade pre kazdé n € N. Oznacme
G := K ~ {x}. Pretoze pu # ¢,, je u(G) > 0. Takze

G ¢ (J{t € K5 ha(t) # ha(2)},
neN
lebo mnozina na pravej strane ma nulovii mieru. Teda existuje
y €GNt € K; ha(t) = hn(2)}.
neN

Potom y # x, ale h,,(y) = h,(z) pre kazdé n € N. To znamen4, ze h(y) = h(x)
pre vSetky h € H, 0 < h < 1, ¢o je spor s faktom, ze mnozina H, a teda aj
{h € H; 0 < h <1} oddeluje body K.

Preto pre kazdé v € K a p € M, (H), u # ¢, existuje n € N tak, ze

h2(z) < p(h?). Zrejme

je hladan4 striktne H-konvexnd funkcia. ]
Tvrdenie 2.28. Nech K je metrizovatelny. Potom Chy K je typu Gs.

Dokaz. Podla tvrdenia 2.27 existuje striktne H-konvexna funkcia h na K, a
pouzitim Bauerovej charakterizacie 2.18 je

Chy K = ﬂ {r e K; fu(z) = f"(x)} C{z € K; h(z) = h"(x)}.
fec(K)

Nech z € K\ Chy K a u € M,(H), i # &,. Potom zo striktnej konvexity a
lemmy 2.8 je h(x) < u(h) < h*(z). Preto

Chy K ={x € K; h(z) =h"(2)} = ﬂ {xEK; h*(z) — h(z) < %}

KedZze h* je zhora polospojitd, st mnoziny {z € K ; h*(z) — h(z) < 1} ot-
vorené, a teda Chy K je typu Gj. [

Pozndmka. Ak bude jasné, o aky priestor H sa jedna, budeme odteraz Cho-
quetovu hranicu znacit iba Ch K.
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2.4 Maximalne miery

Definicia 2.29. Definujme na priestore M*(K) Choquetovo usporiadanie:
p=v & w(v) < v(v) pre vietky v € VC(H).

Mieru p € MT(K) nazveme mazimdinou, ak je maximalna vzhladom k
usporiadaniu =, tj.

u3v, ve MH(K) = pu=v.

Poznamka 2.30. Uvedomme si, ze Choquetovo usporiadanie je dobre de-
finované ciastoc¢né usporiadanie. Reflexivita a tranzitivita platia trivialne,
antisymetria plynie z hustoty V¢(H) — V¢(H) v C(K).

Ak nebude jasné, vzhladom k akému funkénému priestoru uvazujeme usporia-
danie mier, pouzijeme znacenie <3, a maximalne miery nazveme H-maximalne.

Tvrdenie 2.31. Pre u,v € M*(K) je ekvivalentné:
(i) n=v,
(ii) u(v) < wv(v) pre vietky v € V(H),

(iil) p(w) < v(w) pre vietky w € W(H).

Dokaz.
(i) = (ii) Nech p <= v av € V(H). Podla tvrdenia 2.16 je mnozina

T:={f; f>v, feV(H)}

nadol usmernend a v = inf 7. Pouzitim Leviho vety 2.13 je u(v) < v(v).

(ii) = (ili) Zrejmé.

(iii) = (i) Nech f € V°(H). Potom existuje klesajiica postupnost {w;}2°,
funkcii z W(H) tak, ze f = inf;cy w;. Skutocne, podla tvrdenia 2.14,
pre kazdé i € N existuje také w;, ze f + 2% <w; < f+ 2i Pouzitim
Leviho vety 2.13 je

u(f) = inf (i) < inf v(w;) = v(f).

€N €N

Lemma 2.32. Nech x € K. Platia nasledujice vyroky:
(a) Pre kaZdi p € M,(H) je e, =< po.
(b) Ak je p € My(H), v e MY (K) a p =< v, potom v € M,(H).
(c) Nech € MY(K). Potom e, =< u, prave ked i € M (H).

Dokaz.
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(a) Pre v € VC(H) je e.(v) = v(z) < u(v).

(b) Nech h € H. Potom h(x) = u(h) = v(h), kedze H C V¢(H) N =V¢(H).
Dosadenim h = 1k vidime, ze ||v| = 1.

(c) Plynie z (a) a (b).

Tvrdenie 2.33. Nech f € C(K) a A € M'(K). Potom

M)A =) s A = p € MUK}

Dokaz.
1. Zvolme a € [A(f.), A(f*)] a definujme funkcional

p:g—Ag"), ge€C(K).

Podobne ako v lemme 2.7, s vyuzitim Leviho vety 2.13, sa ukaze, ze p je
sublinedrny funkcional. Rovnakou technikou ako v dékaze lemmy 2.8
najdeme mieru p € M!(K) taku, ze

p(f)=a a p(g) <p(g) pre vetky g € C(K).

Ukazme, Ze A < u. Zvolme v € V¢(H). Potom —v € K(H) a podla
lemmy 2.11 je (—v)* = —v. Teda

z ¢oho \(v) < pu(v).
2. Nech teraz A < p, v € V¢(H), k € K°(H), v < f < k. Potom

A(w) < p(v) < p(f) < pk) < Ak).

Vyuzitim Leviho vety 2.13 dostavame

A(fe) < p(f) < AU).
O

Veta 2.34 (Mokobodzki). Nech u € M*(K). Potom nasledujice tvrdenia
su ekvivalentné:
(i) p je mazimdlna,
(i) u(f) = u(f*) pre vietky f € C(K),
(iii) p(v) = p(v*) pre vietky v € VC(H),
(iv) p(w) = p(w*) pre vietky w € W(H).

Dokaz.
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(i) = (ii) Nech p je maximélna miera. Ak je pu nulovd, plati implikdcia
trividlne. Predpokladajme teda, Ze p je nenulova, a oznatme i’ :=

ia € MY (K). Zvolme f € C(K). Podla tvrdenia 2.33 existuje miera
ve MYK), p/ 2 v takd, ze v(f) = (/(f*). Z maximality ;' mame
p = v, ateda p/'(f) = p/'(f*), z coho nutne p(f) = u(f*).

(i) = (ili) = (iv) Zrejmé.

(iv) = (i) Nech v € MH(K), p < v. Zvolme w € W(H). S pomocou
Leviho vety 2.13 dostaneme

p(w) = p(w*) = inf{pu(k); k >w, k € K(H)}
> inf{v(k); k > w, k € KS(H)} = v(w*) > v(w).
Teda p(w) > v(w), a podla tvrdenia 2.31 je u = v. Teda p = v, a u je

maximalna.

[
Daésledok 2.35. Nech p € M*(K). Potom u je mazimdlna, prdave ked

u{x e K f(x) < f*(x)}) =0 pre vsetky f € C(K).
Dokaz. Plynie z Mokobodzkiho testu maximality 2.34. [
Oznacenie. Pre z € K oznatme F,(H) := J{sptv; v € M. (H)}.

Veta 2.36 (Batty). Nech u € M*(K). Potom nasledujice tvrdenia st ekvi-
valentne:
(i) p je mazimdlna,
(ii) existuje mnozina S C C(K) oddelujica body K takd, Ze kazdd funkcia
z S je konstantna na F,(H) pre p-skoro vsetky x € K,
(iii) kaZdd funkcia z C(K) je konstantnd na F,(H) pre p-skoro vsetky v € K.

Dokaz.

(i) = (ii) Zvolme h € H. Podla dosledku 2.35 je (h?)*(z) = h*(z) pre
p-skoro vsetky x € K. Uvazujme takyto bod z a mieru v € M, (H).
Vyuzitim lemmy 2.8, vyssie uvedenych predpokladov a Hélderovej ne-
rovnosti dostavame

v(h?) < (B?)"(z) = h*(x) = (v(h))* < v(1x)v(h*) = v(h?).

Mame

/K(h—h(x))Zdu:/KthV—Qh(x)/ hdv + h2(z)

=v(h?) — h*(z) =0,

z ¢oho h = h(z) na sptv. Preto h je konstantnd na F,(H).
Moézeme teda definovat S := H.
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(ii) = (iii) Mnozina funkcii z C(K), konstantnych na F,(H) pre p-skoro
vsetky € K, tvori uzavrety linearny priestor obsahujici konstanty
a majuci zvizovi vlastnost. Podla predpokladu naviac tdto mnozina
oddeluje body K, preto dostavame tvrdenie zo Stone-Weierstrassovej
vety.

(iii) = (i) Nech f € C(K). Uvazujme bod x € K taky, Ze f je konStantna
na F,(H). Podla lemmy 2.8 existuje v € M, (H) tak, ze f*(x) = v(f).
Kedze sptv C F,(H), plati v(f) = f(z). Z predpokladu teda dosta-
vame f*(x) = f(x) pre p-skoro vSetky z, ¢o je podla ddsledku 2.35
ekvivalentné s maximalitou u.

]

Tvrdenie 2.37. Nech K je metrizovatelny. Pre up € M*(K) je ekvivalentné:
(i) p je mazimdlna,

(ii) p(K ~ ChK) = 0.

Dokaz.
(i) = (ii) Podla tvrdenia 2.27 existuje striktne H-konvexna funkcia f
na K. Teda pouzitim striktnej konvexity f a lemmy 2.8 dostavame

K~ChK ={z e K: f(z) < f*(z)},

a podla désledku 2.35 je u({z € K ; f(z) < f*(x)}) = 0.
(ii) = (i) Nech f € C(K). KedZze z Bauerovej vety 2.18 méme

p{z € K5 f(z) < f7(2)}) < p(K N~ Ch K) =0,

je podla désledku 2.35 p maximélna.
O

Veta 2.38 (Choquet-Bishop-de Leeuw). Pre kazdi mieru A € M*(K) exis-
tuje mazimdlna miera i na K tak, Ze A = u. Specidlne, pre kazdé v € K
existuje mazimdlna miera p € M (H).

Dokaz. Oznacme
My(H) :={ve M (K); A 2 v}
Kedze pre kazdé v € M, (H) mame ||v|| = [|A|], plati
Mi(H) € {n e MT(K); [Inll = 1A},

pricom mnozina napravo je w*-kompaktna. Tvrdenie vyplynie z Zornovej
lemmy, ak ukdzeme, Ze kazdy retazec v .M, (H) mé hornt zavoru. Nech R



2.4 Maximalne miery 28

je taky retazec. Potom R je zovSeobecnend postupnost vo w*-kompaktne;j
mnozine, a teda existuje zovSeobecnend podpostupnost J C R, ktord w*-
konverguje k nejakému prvku vy € M1 (K). Ukdzme, ze vy € M (H) a
v X 1y pre kazdé v € R.
Zvolme v € R, f € V°(H) a ¢ > 0. Potom existuje n € J tak, ze v < 7 a
|(vo —n)(f)| < e. Z toho

vo(f) 2 n(f) —ez2v(f) —e 2 A(f) -«

Preto A < v < 1. Podla Zornovej lemmy mé teda mnozina M (H) maxi-
malny prvok pu.

Specialne, pre z € K a \ = ¢, existuje maximalna miera u € M*(K) taka,
ze £, < p. Podla lemmy 2.32 (b) je u € M, (H). O

Veta 2.39 (Choquet). Nech K je metrizovatelny. Potom pre kazdé © € K
existuje miera pu € M, (H) takd, Ze p(K ~ Ch K) = 0.

Dokaz. Plynie z Choquet-Bishop-de Leeuwovej vety 2.38 a tvrdenia 2.37. [

Lemma 2.40. Nech {f,} je zhora ohranicend postupnost zdola polospoyji-
tych H-konvexnich funkcii na K. Ak plati limsup f, < 0 na Ch K, potom
limsup f, <0 na K.

Doékaz. Zvolme x € K. Kedze podla lemmy 2.11 je f, = (f.)«, pre kazdé
n € N existuje h,, € ‘H tak, ze
h S fu o ful@) < hola) +
Nech ¥ : K — R je zobrazenie definované
U:z—= {hy(2)}nen, 2z€ K.

Ozna¢me Y := ¥(K) a £ uzavrety linedrny obal mnoziny {1y} U {7, }nen,
kde 7, znaci prislusnu projekciu z Y do R. Zobrazenie ¥ je spojité, preto Y je
kompaktna podmnozina RY, §pecialne Y je metricky priestor. Dalej vidime,
ze L je uzavrety funkény priestor na Y.

Pre z € K a € M.(H) je Y € My(.)(L). Skutocne,

Uu(ly) = p(ly o ¥) = p(lk) =1,
Yu(my) = p(mp 0 ¥) = p(hn) = ho(z) = m(¥(2)), neN.

Nech teraz y € Ch, Y. Definujme funkciu

0 =
k(w) ::{ Y ey
00, w#Y,
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Zrejme je k € K(L). Tvrdime, ze k o ¥ € K(H). Vskutku,
koW(z) =k(¥(2)) = Vu(k) = u(ko W), Vze K,Vue M.(H).

Kedze ~'(y) = {z € K; ko ¥ = 0}, je podla tvrdenia 2.21 ¥~ }(y) H-
extremalna mnozina. Podla tvrdenia 2.23 existuje z € ¥~!(y) N Chy K. Po-
tom plati

lim sup 7, (y) = lim sup 7, (¥(2)) = limsup h,,(z) < 0.

Teda limsupm, < 0 na Ch,Y. Pouzitim Choquetovej vety o reprezenta-
cii 2.39 existuje miera A € My, (L) takd, ze A(Y \ ChY) = 0. Preto,
s pomocou Fatouovej lemmy, dostavame

limsup f,,(x) = limsup h,(z) = limsup 7, (¥(x))
= limsup A(7,,) < A(limsupm,) < 0.
[

Veta 2.41 (Bishop-de Leeuw). Nech p je mazimdlna miera na K a F C
G C (K N ChK), kde F je uzavretd a G typu Gs. Potom u(F) = 0.

Doékaz. Z predpokladov je K \ G = J.~, F,,, kde F,, C K je uzavreta mno-
Zina pre kazdé n € N. Bez Gjmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat,
ze F, C F,,1 pre kazdé n € N. Pomocou Urysohnovej lemmy vieme néjst
nerastiicu ohranicent postupnost {f,}.en spojitych funkcii na K taku, ze

1, xeF,
n\r) =
Ja(2) {0, x e F,.

Pouzitim Mokobodzkiho testu maximality 2.34, Leviho vety o monotdnnej
konvergencii a aplikdciou lemmy 2.40 na postupnost {(f,)«}nen dostavame

0 < p(F) <limp(f,) = lim p((fn).) = p(lim(f,).) <0.
[

Désledok 2.42. Nech p je mazimdlna miera na K a G C (K ~ ChK) je
typu Gs. Potom u(G) = 0. Specidlne, mazimdlne miery si nesené Ch K.

Dokaz. Pre kazdy kompakt F' C G je podla Bishop-de Leeuwovej vety 2.41
p(F) = 0. Z regularity miery u je u(G) = 0. Mnozina K \ Ch K je otvoren4,
tym skor Gy. [
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Tvrdenie 2.43. Nech (K',G) je funkény priestor a p : K — K’ je spojité
zobrazenie takeé, Ze F,;)(G) C p(Fy(H)) pre vietky x € Ch K. Potom pu je
mazimdlna miera na K’ pre kaZdi maximdlnu mieru p na K.

Doékaz. Nech p je maximélna miera na K. Podla dosledku 2.42 je sptu C
Ch K. Zvolme f € C(K'). Potom fop € C(K), a preto podla Battyho
vety 2.36 je f o p konStantna na F,(H) pre p-skoro vsetky x € K. Takze f
je konstantna na p(F,(H)), a z predpokladov teda aj na Fj,;)(G) pre p-skoro
vietky x € K. Znovu podla vety 2.36 je py maximélna miera na K'. O

Veta 2.44 (Princip minima). Nech f je polospojita H-konkdvna funkcia
na K takd, Ze f > 0 na Ch K. Potom f >0 na K.

Dokaz.
1. Nech najskér f je zhora polospojitd. Potom f > 0 na Ch K. Nech
x € K a p je maximalna miera reprezentujica x. KedZe maximélne
miery su nesené Ch K, dostavame

Ch K

f@) = [ fn= [ fauzo

2. Nech teraz f je zdola polospojita a nech x je bod, kde nadobtuda svojho
minima. Predpokladajme, Ze f(z¢) < 0. Potom mnozina

E:={zeK; f(x) - f(x) = 0}

je neprazdna a podla tvrdenia 2.21 H-extremélna. Z tvrdenia 2.23 exis-
tuje y € ENChK. To je ale spor, lebo

0 < f(y) < fly) — f(zo) = 0.
0

Pozndmky. Choquetova veta o reprezentécii 2.39, povodne dokazana v [17],
zosiliiuje v konvexnom pripade Krein-Milmanovu vetu. VSeobecnii vetu o re-
prezentacii 2.38, rovnako ako vetu 2.41, dokézali Bishop a de Leeuw [5].
Dosledok 2.42 potom zovSeobecnuje Krein-Milmanovu vetu do funkénych
priestorov. Myslienka zavedenia usporiadania na Radonovych mierach sa vy-
skytuje uz v [5], avsak vyssie uvedené usporiadanie definoval az Choquet [18].
Mokobodzkiho test maximality 2.34 mozno néjst v [30]. Charakterizaciu ma-
ximalnych mier 2.36 spolu s tvrdenim 2.43 uviedol Batty [3]. Kym princip
minima pre zhora polospojité funkcie je jednoduchym désledkom vety o re-
prezentacii, prvé ucelené prace o zdola polospojitych funkciach sa objavuja
az neskor [7].
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2.5 Stavovy priestor

Definicia 2.45. Stavovym priestorom H nazveme mnozinu
S(H)=={p e H"; v >0, p(1x) =1}

uvazovanu s w*-topoldgiou.

Nech ¢ : K — S(H) je zobrazenie definované ¢(x) := s,, = € K, kde
sz(h) = h(x) pre vSetky h € H.

Definujme dalej zobrazenie ® : H — A(S(H)) tak, ze ®(h)(s) := s(h), h € H,
se€ S(H).

Pozorovanie 2.46. S(H) je konveznd w*-kompaktnd podmnoZina H*.
Pomocou Hahn-Banachovej vety mozZeme kazZdy bod s € S(H) rozsirit na ne-

zdporny funkciondl na C(K) a z Rieszovej vety potom na mieru i, € MY(K).
Specidlne, pre kazdé x € K je s, € M,(H).

Definicia 2.47. Nech X je kompaktnd podmnozina lokalne konvexného
priestoru E. Povieme, %e x € F je taZiskom miery u € M (X), a oznacime
x =r(u), ak plati

o(z) = / odp  pre vietky ¢ € E*.
X

Lemma 2.48. Nech X je kompaktnd konvexnda podmnoZina lokdlne konvez-
ného priestoru E. Potom priestor (E* + R)|x je husty v A(X).

Dékaz. Nech f € A(X) ae > 0. MnozZiny
Gr:={(x,t) e X xR; t = f(2)},
Gy :={(z,t) e X xR; t = f(z) + ¢}

st disjunktné neprézdne kompaktné a konvexné. Podla Hahn-Banachovej
vety existuje funkciondl L € (E x R)* a a € R tak, Ze

sup L < o < inf L.
Gh G2

Dalej existujti | € E* a ¢ € R tak, Ze L(x,t) =l(z) +ct prex € E at € R.

Z oddelovacej vlastnosti vidime, Ze ¢ # 0. Definujme

o(x) = a—Tl(m)’ z e X.

Potom z
l(z)+cf(z) <a<l(z)+cf(z)+ce, zelX,
plynie ||f — || <e. O
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Tvrdenie 2.49. Nech X je kompaktna konvernd podmnoZina lokdlne kon-
vexného priestoru, v € X a p € M*(X). Potom p € M, (A(X)), prdve ked

—"

Dokaz. Tvrdenie lahko plynie z lemmy 2.48 limitnym prechodom. O]
Lemma 2.50. ¢H = (H*, w*)*, kde ¢ znaci kanonické vnorenie H do H**.
Dokaz. Vid [27, Véta 15.13]. O

Tvrdenie 2.51. ¢ je homeomorfizmus taky, Ze
(a) S(H) =g (¢(K)),
(b) o1 € Moy (A(S(H))) pre kasdii p € Mo (H),
(¢) p(Ch K) = ext S(H).

Dokaz. ¢ je spojité prosté vnorenie K do S(H), a teda homeomorfizmus.
(a) Zrejme S(H) D o (¢(K)). Pre spor predpokladajme, Ze existuje
s € S(H) ~ " (¢(K)). Z Hahn-Banachovej vety existuje H € (H*, w*)*
tak, ze

H(s) < H(f) pre vietky f € 0" (p(K)).
Podla lemmy 2.50 existuje h € H tak, ze H = ¢j,. Teda

s(h) < ¢(x)(h) = h(z) pre vSetky = € K.
Kedze s(1x) =1a s >0, je

m}énh = s(m}}n h) < s(h) < h(xz) pre vietky z € K,
¢o je spor.

(b) Podla tvrdenia 2.49 sta¢i ukazat, ze ¢(z) = r(¢p). Nech teda ¢ €
(H*,w*)*. Potom existuje h € H tak, ze p = &5,. Z toho je

en(0(x)) = o(x)(h) = h(z) = p(h) = p(en 0 ¢) = dplen).
(c) Kedze S(H) =0 (¢(K)), je podla Milmanovej vety

ext S(H) € o(K)" = 6(K).

Zvolme s € ext S(H), potom s = ¢(z) pre nejaké © € K. Ak p €
M, (H), potom pouzitim (b) je ¢pu € M (A(S(H))) = {es}. Teda
[t = €4, lebo ¢ je homeomorfizmus, a dostavame z € Ch K.

Nech naopak z € Ch K a ¢(x) = (51 + $2), 51,52 € S(H). Rozsirme
s;na p; € MY(K), i =1,2. Potom g1 := 3(p1 + p2) € My (H). Pretoze
xr € ChK,jeu=pu = pus =e,, z ¢oho s; = ss.



2.5 Stavovy priestor 33

]

Tvrdenie 2.52. @ je izometricky izomorfizmus H na husty podpriestor A(S(H)).
® je surjektivne, prave ked H je uzavrety. V takom pripade je inverzné zo-
brazenie dané formulou

dHF)=Fo¢p, FeASH)).
Dokaz. Linearita ® je zrejma z definicie. Plati
[@(h)[| = sup |®(h)(s)| = sup [s(h)| = sup |s;(h)| = sup [h(z)]
seS(H) sES(H) zeK reK
= ||hll = sup [Is[llhll = sup [s(h)| = [|2(R)]],

seS(H) SES(H)

a teda ® je izometria.

Podla lemmy 2.48 je priestor ((H*,w*)* 4+ R)|s) husty v A(S(H)). Teda
O(H) + R = ®(H) je husty v A(S(H)).

Ak ®(H) = A(S(H)), potom H je izometricky izomorfny uplnému priestoru
A(S(H)), a teda je uzavrety.

Nech naopak H je uzavrety. Kedze H je uplny a @ je izometria, je ®(H)
uzavrety v A(S(H)). Ale z hustoty ®(H) dostavame

®(H) = ®(H) = A(S(H)).

Nech nakoniec @ je surjektivne a ' € A(S(H)). Potom existuje h € H tak,
ze F'= ®(h). Teda

PN F)=h=®h)op=Fod.

Lemma 2.53. Nech F € V°(A(S(H))). Potom f:=Fo¢ € V‘(H).

Dokaz. Nech x € K a u € M, (H). Potom z A(S(H))-konvexnosti F' a
tvrdenia 2.51 (b) plati

f(@) = F(o(x)) < op(F) = p(F 0 ¢) = p(f).

Tvrdenie 2.54. Nech p,v € M*(K). Potom plati
(a) 1 < v, prive ked ¢ < ov,
(b) pu=v, priave ked pu = ¢v,
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(c) A e MT(S(H)) je A(S(H))-mazimalna, prave ked A = ¢\ pre nejaki
H-mazimdlnu mieru A € M*(K).

Dokaz.
(a) Nech najskor p < v a F € V¢(A(S(H))). Podla lemmy 2.53 je Fo¢ €
VC(H). Potom

Ou(F) = u(F o ¢) < w(F o ) = ou(F),

teda ou < ¢v.
Nech naopak ¢u < ¢v. Ak jew = hyV...Vh, pre nejaké hy, ..., h, € H,
z definicii a predpokladu méame

uw(w) = hiV...Vh,du= ®(hy) V...V P(h,)d(ou
< ®(hy)V...VP(h,)dlor) = hiV...Vh,dv=v(w).
/() ( )\/ V ( )(¢) / V V ()

Podla tvrdenia 2.31 je p < v.

(b) Plynie z (a).

(c) Najprv si uvedomme, 7e kazda A(S(H))-maximalna miera ' € M*(S(H))
je nesend mnozinou ¢(K). Vskutku, pouzitim doésledku 2.42 a tvrde-
nia 2.51 (c) plati

sptI' C ext S(H) = ¢(Ch K) C ¢(K) = ¢(K).

Teda existuje miera v € M1 (K) tak, ze ' = ¢r.
Nech teraz A je A(S(H))-maximalna. Potom A = ¢\ pre nejak mieru
A € MH(K). Nech n € M*(K) je takd, ze A < n. Podla bodu (a)
je oA =< ¢n, a z maximality A je oA = ¢n. Teda A = n, a A\ je H-
maximalna.
Naopak, nech A € MT(K) je H-maximalna. Nech ' € M™(S(H))
je A(S(H))-maximalna miera taka, ze ¢ < I'. Potom I' = ¢ pre
nejakt mieru v € M*(K). Teda A < 7, z maximality je A = 7, a
A =g\ = ¢y =T je A(S(H))-maximélna.

O]

Konstrukcia stavového priestoru umoziiuje previest mnozstvo problémov
z tedrie funkénych priestorov na problémy konvexnej analyzy. V zostavajice;j
Casti tejto sekcie si ukazeme jednu z aplikécii tohto modelu. Uvedieme dalsi
typ hranice a vyuzijeme prave dokazané tvrdenia o stavovom priestore.



2.5 Stavovy priestor 35

Definicia 2.55. Mnozinu B C K nazveme hranicou K vzhladom k H, ak
Vh € H, dz € B :|h(z)| = |||

Najmensiu uzavretd hranicu, ak existuje, nazveme Silovovou hranicou, a

oznac¢ime Vy K.

Tvrdenie 2.56. Ch K je hranica.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze Ch K nie je hranica. Potom existuje
heHtak,ze h>0na K, h>0naChK ah=0naE C K, E+# (. Podla
tvrdenia 2.21 je E H-extremdlna mnozina, a podla tvrdenia 2.23 existuje
x € ENChK = (), ¢o je spor. ]

Veta 2.57. Vy K = Chy K. Specidlne, Vi K ezistuge.

Dokaz. Podla tvrdenia 2.56 je Chy K uzavretd hranica. Dokazme, Ze pre
B C K uzavretu hranicu je Chy K C B (potom aj Chy K C B). Pre spor
predpokladajme, ze existuje y € Chy K ~ B, a teda aj okolie U bodu y
disjunktné s B. Ukéazeme, 7Ze existuje f € H tak, ze

sup [f(K N U)| < | ()]

To bude spor s faktom, ze B C K ~\. U je hranica.

Podla tvrdenia 2.51 (c) je ¢(y) € ext S(H), a ¢(U) je relativne w*-okolie ¢(y)
v mnozine ¢(K) (lebo ¢ je homeomorfizmus). Teda existuju hq,...,h, € H
a e > 0 tak, ze

o(y) € {w € d(K); [o(hi) — o(y)(hi)] <&, 1 <i<n} C o).

Vyssie uvedeni mnozinu moézeme vyjadrit v tvare
(e € oK) p(hs) = 6(y)(hi) < e} N[V € d(K) 5 d(y) () — p(hi) < e}
i=1 i=1

Uvazujme w*-kompaktné konvexné mnoziny

KP =l € SO0 o) — o)) 2 ). | . _

Ki ={peSH); ¢(y)(hi) —p(hi) = e}, =~
Potom J := co (J;_, K;" U, K;) je opét w*-kompaktna konvexna pod-
mnozina S(H), ktord neobsahuje ¢(y) (inak by ¢(y) bol konvexnou kombi-
naciou bodov z K;', K; C S(H), ale ¢(y) € ext S(H)). Z Hahn-Banachove;

vety a lemmy 2.50 najdeme funkciu h € H taku, ze supen(J) < o(y)(h).
Kedze ¢(K) \ ¢(U) C U, K;" U}, K; C J, dostavame

suph(K N\ U) < h(y).
Funkcia f := h + ||h|| je zrejme hladanou funkciou. O
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2.6 Simplicialne priestory

Definicia 2.58. Povieme, ze H je simplicidlny, ak pre kazdé x € K existuje
prave jedna maximélna miera 0, € M, (H). V konvexnom pripade sa K nazve
Choquetov simplex alebo len simplex.

Pozorovanie 2.59. Ak Ch K = K, potom H je simplicidlny.

Tvrdenie 2.60. Nech H je simplicialny o f € V(H). Potom f*(x) = 6.(f)
pre vSetky x € K.

Dokaz. Zvolme x € K. Najdime podla tvrdenia 2.9 mieru p € M, (H) tak,
7e u(f) = f*(x). Dalej nech v € M*(K) je maximalna taka, ze v = p.
Potom v € M, (H) a zo simpliciality H je v = d,. Preto

fr(@) = u(f) < 0:(f) < 0:(f7) <inf{0.(h); h € H, h = [}
=inf{h(z); he H, h > f} = f*(2).

O

Definicia 2.61. Povieme, Ze priestor H méa

(a) Rieszovu interpolacni vlastnost (R.1.P.), ak pre kazdé ay, as, by, by € H
také, ze a; < b; (i,j = 1,2), existuje ¢ € H tak, ze a; < ¢ < b
(iaj =1, 2)7

(b) slabu Rieszovu interpolacni viastnost (W.R.LP.), ak pre kazdé ay, as,
b1, by € H také, ze a; < b; (i,7 = 1,2), existuje c € H tak, ze a; < ¢ < b,
(17.7 =1, 2)7

(c) Rieszovu dekompozicni vlastnost (R.D.P.), ak pre kazdé a, by, by € HT
také, ze a < by + by, existuji ay,as € HT tak, ze a = a; + as a a; < by,
az < by,

(d) F.2.1.P. (finite binary intersection property), ak pre kazdy koneény sys-
tém uzavretych gal {B;}7, v H taky, ze B; N B; # 0 pre vietky i, 7, je
ML B 0.

Lemma 2.62. Nech H md R.LP. Potom pre kazdé {a;}{2;,{b;}}_;, C H
take, Ze

existuje c € H tak, Ze

Podobne pre W.R.LP. s ostrymi nerovnostams.
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Dokaz. Pre m =1 alebo n = 1 plati lemma triviadlne, predpokladajme preto,
7e m,n > 2. Pouzitim R.LP. na ay, az, by, by vieme najst c2 € H tak, Ze

a V as §c§ < by A bs.
Predpokladajme, Ze sme nasli c; € H (k=2,...,m — 1) také, Ze
a1 V...Va Scngl/\bQ.
Znovu z R.LP. existuje ¢, € H tak, Ze
cz Voags < Cz+1 < by A by.
Predpokladajme teraz, Ze mame ¢!, € H (I =2,...,n — 1), ktoré spliia
V... Va, <d <bA... Ab.
N4jdeme cttt € H, pre ktoré je
a1 V...Van, Scf{l Scfn/\bl_i_l.

Potom ¢ := ¢, je zrejme hladany prvok H.
Pre W.R.I.P. pouzijeme vSade ostré nerovnosti. O

Lemma 2.63. Nech H ma R.D.P. a

n

a+b:ZCi (a,b,c1,...,c, € HT).

=1

Potom existuji {a;, b;}~, C H' tak, Ze

n n
azg ai,bzg bi a ci=a;+b, 1=1,...,n.
i=1 i=1

Dokaz. Pripad n = 1 je zrejmy. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n € N,

a nech
n+1

a—I—b:Zci.

i=1
Polozme d =Y !, ¢;. Potomd < a+bazR.DP.jed=d+V,d <a,b <D,
pre nejaké o', b’ € H*. Indukény predpoklad dava

n n
a/:E a;, b/:E bz a ci:ai—i—bi,i:l,...,n.
=1

i=1

Ak definujeme a, 1 ;= a—a’ ab,1 :=b—0V, dostdvame pozadovany rozklad.
]
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Lemma 2.64. Nech E je zviz. Potom
(a) (x+2) A (y+2) = (x Ay)+ 2z pre vSetky z,y,z € E,
(b) (x+y) L z<(xr Az)+ (yAz) pre vsetky x,y,z € ET.

Dokaz.
(a) Plynie z invariantnosti usporiadania vo¢i posunutiu, tj.

u,v,z € B, u<v = u+z2<0v+ 2.
(b) Ozna¢me w := (x 4+ y) A z. Potom
w<(z4+y) A(z+2)=z+ (YA 2).

ZyAkz>0mame w < z+ (y A 2). Teda

w<z+yAL2)]Alz+(yAL2))=(xAz2)+(yA=2).

Lemma 2.65. Nech E je zviz, {z:}j*, C ET a{y;}}-, C ET. Ak

m n
E Ty = E Yjs
i=1 =1

potom existuji {z;;; 1 <i<m,1<j<n}CE" tak, Ze

n m

T= oz 1<i<m, a yi=» 2z 1<j<n
j=1 i=1

Dokaz. Lemmu dokézeme indukciou.

1. Pre m = 1 alebo n = 1 plati lemma trividlne. Nech m = n = 2. Teda

1+ To = Y1 + Yo, kde xq, 22, y1,y2 € ET. Polozme

211 ‘= X1 A Y1, 212 = X1 — 211, 221 ‘= Y1 — R11,  Z22 = Xo — Zo1.

Potom zrejme 211, 212, 221 € ET a platia rovnosti pre 1, x5 a y;. Plati

aj rovnost yo = 212 + 229, lebo

212+ T2 = X1+ T2 — 211 = Y1+ Y2 — 211 = 221 + Yo

Zostéava overit, ze zps > 0. KedZe 201 < 291 + Yo = 212 + T2, méme

Zo1 = 291 A (212 + 22) < (221 A 212) + (221 A 22)
= ((y1 — z11) A (1 — 211)) + (221 A x2)
=((y1 A1) —211) + (221 A 22) = 291 A 23 < xo.
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2. Predpokladajme, Ze lemma plati pre vetky m’ < m an’ < n. DokaZme,
ze plati aj pre m + 1 a n. Nech teda

T4 A Tt + (T + Tonp1) = U1+ - Uiy

kde x;,y; € E* pre v8etky ¢,j. Z indukéného predpokladu existuji
{vij; 1<i<m,1<j<n}CET" tak, ze

n m

xz’:zvijalgigm_la yjzzvimlgjgn? a
j=1 i=1
n

Ty + Tyl = E U -

j=1

Aplikiciou indukéného predpokladu na posledni rovnost dostaneme
{fwgj; m<k<m+1,1<j<n}CET tak, ze

n
xk:Zwkj, m<k<m+1 a Uyj=Wnj+Wnt1; 1<7<n.
j=1

Potom

’Uij, 1§Z§m—1,
Zii =
“ Wij, m§z§m+1,

je hladany systém prvkov E™.
Zo symetrie plati lemma aj pre m+ 1 a n+ 1.
O

Lemma 2.66. Nech F je neprazdna konvexrnd mnozina zdola polospojitych
funkcii na K. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) existuje f € F tak, Ze f > 0,
(ii) pre kaZdi nenulovi mieru pn € M™(K) existuje f € F tak, Ze u(f) > 0.
Dokaz.
(i) = (i) Zrejmé, lebo pre kazdu borelovska funkciu f > 0 na K a nenu-
lovt mieru p € M*(K) je u(f) > 0.
(ii) = (i) Ozna¢me

H :={h € C(K); existuje f € F tak, ze f > h},
G:={g€C(K); g =0}
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Stac¢i ukéazat, ze H NG # (). Pre spor predpokladajme, Ze mnoZiny
st disjunktné. Mnozina H je neprazdna (lebo napr. ming f —c € H
pre nejaké f € F a ¢ > 0) a konvexnd, mnozina G takisto. H je
naviac otvorena, lebo pre kazdi h € H a prislusna f € F, f > h, je
f — h > 0 zdola polospojita, a preto f > h + u pre kazdé u € C(K)
z vhodného okolia 0. Podla geometrickej verzie Hahn-Banachovej vety
existuje nenulovy spojity linedrny funkcional A € C(K)* tak, Ze

supA(H) < a = inf A(G).

Zrejme a < 0. Predpokladajme, ze a < 0. Teda existuje g € G, pre
ktoré je A(g) < 0. Potom ale o < A(ng) = nA(g) — —oo, ¢o nie je
mozné. Preto a = 0 a A je nezaporny funkcional. Z Rieszovej vety
o reprezentacii existuje miera u € MT(K) tak, ze A(p) = u(p) pre
vietky ¢ € C(K). Miera p je nenulova. Pouzitim Leviho vety 2.13
dostévame

u(f) =sup{p(h); h < f, h € C(K)} =sup{u(h); h < f, h € C(K)}
=sup{A(h); h< f,he H} <0, VfeF.

To je ale spor s predpokladom, ze existuje f € F s u(f) > 0.

Veta 2.67. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentne:
(i) H je simplicidlny,
(ii) pre kazdé f € V(H) je f* zhora polospojita H-afinnd funkcia,
(i) pre kaZdé dve f € V(H), g € K(H), kde f < g, a kazdé € > 0 existuji
funkcie f. € VC(H), g. € K¢(H) také, ze

[<f<9:Zg a |g-—f| <e,

(iv) pre kaZdé dve f € V(H), g € K(H), kde f < g, ezistuje funkcia h € A°(H)
takd, zZe f < h < g,

(v) pre kazdé dve f € VC(H), g € K°(H), kde f < g, existuje funkcia h € A°(H)
takd, Ze f < h <g,

°(H) md R.LP.,

¢(H) md W.R.LP.,

“(H) md R.D.P.,

¢(H) md F.2.1.P.,

C(H)* je zvic,

(AC(H)) je simplex,

AC(H) je simplicidlny.

(vi) A
(vii)
(viii)
(ix)

(x)
(xi)

)

(xii

= 2 B B
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Dokaz.
(i) = (ii) Podla tvrdenia 2.6 je f* zhora polospojita a H-konkavna funk-
cia. Zvolme z € K a u € M,(H). Nech v je maximalna miera taka,
Ze v = . Zo simpliciality H musi byt v = ¢§,.. Podla Leviho vety 2.13
a tvrdenia 2.60 je

p(f*) = inf{u(k); k € K(H), k > f}
> int{8.(k); k€ KS(H), k> f} = 8.(f%) 2 6.(F) = f*(a).

Funkcia f* je preto H-afinna.
(ii) = (iii) Oznacme

Fi={v—k+e; f<v<k<g veV(H), ke K (H)}

Implikacia bude dokézana, ak najdeme kladnt funkciu v mnozine F.
K tomu sta¢i podla lemmy 2.66 ukizaf, Ze pre kazd( nenulovii mieru
p € MT(K) existuje w € F tak, ze u(w) > 0.

Nech teda y € MT(K). Podla predpokladu je f* zhora polospojité
H-afinnd funkcia. Z Leviho vety 2.13 existuje ¢’ € K¢(H) tak, ze

fF<d a ulg) <p(f)+en(K).
PouZijeme tvrdenia 2.3 a 2.15, a ndjdeme k € K¢(H) tak, 7e
fF<k<gng.
Znovu pouzitim tvrdenia 2.15 ndjdeme v € V°(H) tak, ze
ff<uv<k.
Potom plati
po—k+e)=pv—k)+ep(K) > u(f*—g') +en(K) > 0.

(iii) = (iv) Pouzitim e, = 5+ zostrojme postupnosti funkeif { f,} C V¢(H),
{gn} C K°(H) tak, ze

féfnéfn+1§gn+1§gn§g a ”gn_fn||<€n

Postupnosti konverguji k funkcii A € A°(H), pre ktorti je f < h < g.
(iv) = (v) Zrejmé.
(v) = (vi) Nech ay,as,by,by € A°(H) st také, ze a; < b; (i,7 = 1,2).
PodTla tvrdenia 2.3 je —(a; V as), by A by € K(H). Naviac,

al\/az Sbl/\bQ
Z predpokladu existuje h € A°(H) tak, ze

a1Va2§h§b1/\b2.
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(vi) = (vii) Nech ay,as,by,by € A°(H) st také, Ze a; < b; (i,5 = 1,2).
b1 A by —aq V ay je spojita kladna funkcia na kompakte K, a preto
existuje € > 0 také, ze by A by —a; Vas > €.

Funkcie a; + 5, a2 + §,b1 — 5,00 — 5 lezia v AS(H) a

g 15 £ £ £ £
(CL1+§)\/(GQ+§):(11\/CL2+§Sbl/\bQ—EZ(bl—§)/\(b2—§)

Z R.ILP. existuje h € A°(H) tak, Ze
al\/a2<a1\/a2—|—g§h§b1/\b2—g<b1/\bg.

(vii) = (viii) Nech
0<a<b +by (b1,b2>0)
st prvky A¢(H). Potom
(a—bg)\/OSG/\bl.

Z W.R.LP. vieme najst a! € A°(H) tak, Ze
1, 1
(CL—bQ)\/O—§<CL <a/\b1—|—§

Predpokladajme, 7e sme nasli a” € A°(H), ktoré splia
1 " 1
(a—bg)\/0—2—n<a <a/\b1+2—n,

a teda plati

n 1 n
(a—bg)\/O\/a —W<a/\b1/\a +2n+1'

Podla lemmy 2.62 existuje a"t € A°(H) tak, Ze

(a—by))VOVa™— <a"l<aAnbANd"+

on+1 on+1 :

Tymto postupom skonstruujeme postupnost (a")>, C A°(H), pre
ktort je |la” — a™ || < 2% TakZe postupnost je cauchyovské a z tupl-

nosti priestoru A°(H) je a; := lima™ € A°(H). Pre a; zrejme plati
(a—bg)\/OS(zl Sa/\bl,

a teda aj
0§a—a1§b2.

Definujme a5 := a — a;. Potom ay, ay je hladany rozklad a.
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(vi) = (ix) Nech {B;}", = {B(x;,1;)}", je systém uzavretych gil v A°(H)
taky, ze B; N Bj # 0 pre vetky 7,7 = 1,...,n. Funkcie

a; :=x; —rilg, b=z +rlg, 1<1<n,

zrejme spliiaji a; < b; (1 < i,j < n). Z lemmy 2.62 existuje funkcia

c € A°(H) taka, Ze a; < c < b; (1 <i,j <n),zcoho c e, B
(ix) = (viii) Nech a,by, by € A°(H)" tak, Ze a < by + by. Bez Gjmy na

vSeobecnosti predpokladajme, Ze a, by, by < 1g. Definujme uzavreté

gule v A°(H)

B1 = B(lK,].), B2 = B(bl—lK,l),
Bg = B(a—lK,l), B4 = B(1K+G—b2,1).

Kazdé dve z nich sa pretinaju, lebo 0 € BN BN B3, a € By N B3N By
a by € By N By. Teda existuje a; € ﬂle B;. Polozme ay := a — a;.

Potom
a, € B = ale,
CL1€BQ = a1§b17
a1 € By = a1 <a = ay >0,

a1 €By = a1 > a—by = ay <bs.
(viii) = (x) Pripomenime, ze na A°(H)* uvazujeme usporiadanie:
£E<n <= &(a) <nla) pre vietky a € A°(H)™.

Nech z,y € A°(H)* a ukdZme, 7e existuje z A y. Definujme funkcio-
nal w na nezépornych prvkoch A€ (H) nasledovne:

w(a) == inf{z(a))+y(as); a = a1+as, ar,ay € A(H)T}, a € A(H)™.

Uvazujme a,b € A°(H)*:
(a) Zvolme A € R, A > 0.
w(ha) = inf{z(ar) + y(az); Aa = ay + as, ai,ay € A°(H)"}
= inf{z(A\a)) + y(Aab); Aa = \d| + A}, d},ay € A(H)T}
= Ninf{z(a})) + y(a}); a = a} +af, d},ay € A°(H)T
= \w(a)
(b) Ak w(a) < r,w(b) < s, potom existuju rozklady

a=a;+ay a b:b1+b2 (al,CLQ,bl,bQGAC(H)+)
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tak, ze
z(ar) +ylaz) <r a x(b) +y(b) <s.

7 toho je
w(a+b) < x(ar) +y(az) + x(by) + y(ba) <1+ s,

teda w je subaditivny.
(c) Nech r > w(a + b). Potom existuje rozklad

at+b=c+cy (c1,02 € AC(H)ﬂ
z(c1) +y(ez) <.

Podla lemmy 2.63 moZno pisat

a=a;+a, b=b+by a ¢=a+0b (i=1,2).
Teda
w(a) +w(b) < x(a1) +y(az) + x(by) +y(b2) = x(c1) +y(c2) <r

a w je superaditivny.
Naviac, pre w plati

w(a)| < sup{|a(a)| + |y(az)]; a = a1 + az, a1,a3 € A°(H)"}
< sup{|la[la]l + [lylllazll; @ = ar + az, ar, a2 € A°(H)"}
< (lzll + lyDllall, @ € A°(H)*.

Nech teraz ¢ € A°(H) a ay, ag, by, by € A°(H)™ st také, ze
c=a; — by =ay — by
Potom je
w(ay) + w(be) = w(ay + bg) = w(ag + by) = w(az) +w(by),

a teda
w(ay) —w(by) = w(az) — w(by).

Mozeme preto definovaf

w'(c) == w(a) — w(b),
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kde a,b € A°(H)* je Tubovolny rozklad c.
Funkcional w' definovany na A°(H) je linearny, lebo pre kazdé c; €
AC(H), a;, bz € AC(H)+, C; = a; — bi, 1= 1, 2 a A€ R mame

w'(Aer) = w'(Aay — Aby) = w(hay) — w(Aby) = Aw(ar) — Mw(by)
= Mu'(c1), ak A >0,
w'(Acr) = w'((=A)br = (=A)ar) = w((=A)b1) — w((=A)as)
= (=Nw(by) — (=Nw(ar) = M'(¢1), ak A <0,
w(cl+02)—w(a1+a2—bl—b (CL1+(12) <b1+b2)

2) =
= w(ay) +w(az) —w(by) —w(by) = w'(cy) + w'(ca).

1)
(

Dalej, w’ je ohrani¢eny vdaka nerovnostiam

[w' ()] < lw(llel] + [wlllel = )l < (=l + [y D el + el = cll)
< 3(llll + llyDliell, e € A°(),

a rozsiruje w, pretoze
w'(c) = w(c) —w(0) =w(c), ce A(H)*.

Méame w' € A°(H)*, w' < x,y. Vezmime z € A°(H)*, z < z,v,
a ukdzme, ze z < w'. Ak je a = a; + ay, a1,ay € A°(H)*, potom

z(a) = z(a1) + 2(az) < x(a1) + y(az),

a preto z(a) < w(a) = w'(a).
Teda w' = x A y, ¢o sme chceli dokézat.

(x) = (xi) Ozna¢me S := S(A°(H)), E = A°(H)* a uvazujme dalej
funkény priestor (S, A(S)). Pripomerime, Ze polospojité funkcie st
konkavne, prave ked st A(S)-konkavne.

Nech f je spojita konvexna funkcia na S. Ukazme, ze f* je polospojita
a afinné. Podla tvrdenia 2.6 je f* zhora polospojita a konkavna, staci
teda dokézat jej konvexnost.

Nech z = ajx1 + asxs je netrividlna konvexna kombinéacia bodov
x1,x9 € S, a nech p € M, (A(S)) je takd, ze p = Z?:l Biey,;, kde
> 0i=1 8>0ay; €S (1<j<n) Teda

Q1T + Qoo = Z Biy;-
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Z lemmy 2.65 existuja body z;; € ET, 1 <i <2, 1<j<n,tak, ze
QT = /Z\Z]) i:1727 a
j=1
ﬁjyjzglj—i‘?gj, 1 S]Sn

Nech v;; > 0 a z;; € S st také, ze z;; = v;;2;;. Potom

Z” g
= —jZij, 1= 1,2, a
- Qg

71]

yj__lj BZ2J7 1§j§n>
J

pricom obe sumy st konvexné kombinacie bodov z S. Pouzitim pre-
doslych rovnosti, konvexnosti f a konkavnosti f* dostavame

n

Zﬁg %J ﬁ 2’2]) < Z%jf(zlj) + 725 f (225)

Jj=1

_ iy %

=0 ; a_lf(zlj) + ap ; s f(225)

<o Z &—lff (215) + o Z ai;f (227) < a1 f* (1) + " (22).
s j=1

Podla lemmy 2.8 existuje miera v € M, (A(S5)) tak, ze v(f) = f*(2).
Dalej vieme, Ze existuje postupnost molekularnych mier {u,} € M. (A(S9)),
pre ktort ,un(f) v(f). Z toho

F(2) < sup{u(f) 1 molekulirna, 1 € M.(A(S)))
< ayff (@) + asf*(x2),

teda f* je konvexna funkcia.
Nech teraz x € S a v,n € M, (A(S)) st maximalne miery. Pouzitim
Mokobodzkiho testu maximality 2.34 a A(S)-afinnosti f* mame

v(f) =v(f*) = f(x) =n(f) =n(f), VfeV(AS)).

Z hustoty VE(A(S)) — VE(A(S)) v C(S) je v =1n, a S je simplex.

(xi) = (xii) Predpokladajme, Zze v € K a u,v € M,(A°(H)) st maxi-
mélne. Podla tvrdenia 2.54 (c) st ¢u, pv maximalne na S(A°(H)), a
podla tvrdenia 2.51 (b) reprezentuji bod ¢(x). Potom ale ¢u = ¢v, a
pouzitim tvrdenia 2.54 (b) je p = v.
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(xii) < (i) Ekvivalencia plynie z rovnosti mnozin reprezentujicich mier a
konvexnych funkcii (tvrdenie 2.5 (b) a (e)).
O

Désledok 2.68. Nech 'H je simplicidlny a
—f,9: K - RU{oo}

st zdola polospojité H-konkduvne funkcie také, Ze [ < g. Predpokladajme da-
lej, zZe E je H-extremdlna podmnozina K a h : E — R je spojitd funkcia
taka, Ze

fle<h<glg a h(x)=pu(h), Ve € E,YVu € M,(H).
Potom existuje funkcia h € A°(H), ktord rozsiruje h a spliia f < h < g.

Dokaz. Polozme

() = h(z) prez € E,
g = g(x) prex e K\ E,
, _Jh(z) prex € FE,
f(w)_{f(:v) prex € K\ FE.

Pre funkcie — f’, ¢’ plati:
(a) ¢ je zdola polospojita

{zeK;d@x)<a}={reK;gx)<alU{z € E;h(z)<a},aeR

Obe mnoziny na pravej strane rovnosti su uzavreté, pretoze g i h st
zdola polospojité, a teda aj ich zjednotenie je uzavretd mnozina.
Obdobne sa ukaze, ze —f je zdola polospojita funkcia.

(b) ¢’ je H-konkdvna

9'(x) = h(x) = /Ehdu = /Eg’ du=p(g), =€ E, ne M, (H)
g'(x) =g(x) > pu(g) > u(g), z€ KNE, pec M, (H)

V prvom pripade plynii rovnosti z h € A°(H|z) a spt p C E, v druhom
pripade je g € K(H) a ¢ < g.
Obdobne sa ukaze, ze —f je H-konkavna funkcia.
(c) f'<¢
Podla vety 2.67 (iv) existuje h € A°(H) tak, ze f' < h < ¢'. Funkcia h zrejme
spliia vSetky poziadavky. O]
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Poznamky. Pojem simplex bol znamy v euklidovskej geometrii uz pred vzni-
kom Choquetovej tedrie. Obzvlast vyznamné vysledky dosiahli v tejto oblasti
Carathéodory a Minkowski. ZovSeobecneni verziu pojmu simplex uviedol
Choquet uz v [17]. Ekvivalenty z vety 2.67 tvoria len zlomok z celkového
mnozstva charakteristik, ktorymi moZno popisat simplicidlny priestor. Im-
plikdcia (x) = (xi) bola dokdzana takisto uz v [17], preto sa v konvexnom
pripade simplex spociatku definoval pomocou vlastnosti (x). Choquet a Me-
yer [20] ukazali konvexnt verziu ekvivalencie (i) < (ii) < (x). Ekvivalencia
(i) & (iv) je zndma pod nazvom Edwardsova veta. Pre konvexny pripad ju
mozno najst v [10], kde je (iv) < (vi) < (viii)) & (x). Edwardsovu vetu
nezévisle dokéazali aj Boboc a Cornea [6]. Implikacia (viii) = (x) bola znama
vo vSeobecnejsom kontexte uz davnejsie zasluhou Riesza [34]. Mnozstvo dal-
sich ekvivalentov simpliciality, spolu s (ix), je mozné néjst v praci Linden-
straussa [26)].
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3 Suciny funkénych priestorov

Hlavnou motivéciou k zavedeniu stc¢inu funkénych priestorov je néjst re-
lativne jednoduchy spdsob, ako z jednoduchych funkénych priestorov vytva-
rat komplikovanejsie. V tejto kapitole nadviazeme na préce Lazara [24], a
Daviesa a Vincent-Smitha [8], ktori definovali sti¢in simplexov takym spo-
sobom, aby vysledkom bol opit simplex. Rozsirime ich definicie na Iubo-
volné funk¢né priestory, a ukdzeme, Ze sacin simplicidlnych priestorov je zasa
simplicialny. Taktiez uvedieme charakterizacie spojitych H-afinnych funkcii,
‘H-extremalnych mnozin a maximéalnych mier na stc¢inovych priestoroch.

3.1 Suciny priestorov

Umluva. Vsetky indexové mnoziny uvazované v tejto kapitole budeme po-
kladat za neprazdne.

Definicia 3.1. Nech {(K;, H;) }ies je systém funkénych priestorov. Ozna¢me

K:= X Kj,
i€l
H=XH = {feCK);Vielvye X K;:n!(f) €M}
iel JeIN{i}

Potom funkény priestor (K, H) nazveme multiafinngm sucinom funkénych
priestorov {(Kj;, H;)}ier a budeme znaéit X, (K;, H;).

Algebraickym tenzorovgm sucinom H; ® Hz budeme rozumiet linedrny obal
mnoziny {h; ® hy; hy € Hi, ha € Hy}. Dalej definujeme injektivny tenzorovy
sucin Hy ® Hy ako uzaver H; © Ha.

Funkény priestor H nazveme pripustnym sucinom priestorov H; a Hs, ak

Hi®Hs CHCHi X Hos.

Poznamka 3.2. Oznacenie ,tenzorovy suc¢in“ v definicii 3.1 je odévodnené.
D4 sa ukazat, ze H; ® H, je skutocne ,algebraicky tenzorovy sucin®, a ak
‘H1 a ‘Hs su uzavreté, tj. Banachove priestory, potom H; ® Hsy je ich ,slaby
(injektivny) tenzorovy sucin® (vid [36, 20.5.5]).

Priklad 3.3. Nech (K, H) = [X,;(K;, A(K;)). Potom H st prave vsetky
spojité multiafinné funkcie na K. Tj. také funkcie f € C(K), ze pre kazdé
1€l akky,ky€e Ks

mi(k) = mj(k1) = mi(ka), 7 € I\ Aif,
mi(k) = Ami(k1) + (1 — N)mi(ke)  pre nejaké A € [0, 1],
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plati
f(k) = Af(k1) + (1 = A)f ().

Tvrdenie 3.4. Nech (K1, H1) a (Ka, Ha) su funkéné priestory. Plati:
(i) HioOHs CHI X HQ,
(ii) ak Hy a Ha st uzavreté, potom Hy © He C Hy ® He C Hy K Ha,
(iii) ak Hy alebo Hy je neuzavrety, potom Hy © Ho C H1 @ He & Hi K Ha.

Dokaz. Tvrdenia (i) a (ii) st trividlne. K dokazu (iii) zrejme staci najst
f € (Hi®Hz2)~(H1 X Hz). Nech napriklad H; je neuzavrety. Potom existuji
funkcie {h,}nen C Hi tak, ze h, = h ¢ H;. Potom aj h, ® 1, = f =
h®1lg,. Kedze h, ® 1k, € H1 ® Hs pre kazdé n € N, musi byt [ € H; ® Ha.
Ale m(f) = h ¢ Hi, ateda f ¢ Hy X Ho. O

Definicia 3.5. Povieme, ze Banachov priestor E ma aprozimacni vlastnost,
ak pre kazda kompaktni mnozinu C' C E a kazdé ¢ > 0 existuje spojité
linedrne zobrazenie T : E — E také, ze T(FE) je kone¢ne dimenzionélny a
Tz — z|| < e pre vSetky z € C.

Veta 3.6 (Namioka-Phelps). Nasledujice tvrdenia st ekvivalentné:
(i) Pre kazdé dve kompakiné konverné podmnoziny Ky, Ky lokdlne konvex-

nych Hausdorffovijch priestorov je A(K;) ® A(K3y) = A(K;) K A(Ks).
(ii) Kazdy Banachov priestor md aprozimacni vlastnost.

Dokaz. Vid [31]. O

Veta 3.7 (Enflo). Existuje Banachov priestor, ktory nemd aproximacni
vlastnost.

Dékaz. Vid [11]. O

Dosledok 3.8. Existuju kompaktnée konvexné mnoZiny K1 a Ko také, Ze
A(K1) © A(Kz) # A(K) B A(Ks).

Dokaz. Okamzite plynie z viet 3.6 a 3.7. n

Lemma 3.9. Nech {(K;, H;)}ier st funkéné priestory a I = I; U Iy, kde

Iy NI, = 0. Potom medzi priestormi [X;c; Hi a (X, Hi) B (Kier, Hi)
existuje izometricky izomorfizmus zachovdvajici usporiadanie.

Podobne mozno stotoznit priestory A°(Kl,e; Hi) a A°(Kier, Hi) B (Kies, Hi))-
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Dokaz. Zobrazenie

fef
F((ki)icr) = f'(Ki)ien,, (Ki)icn,), ki € K; pre kazdé i € 1,

definuje izometricky izomorfizmus medzi priestormi C( X ;o7 K;) a C(( X ;ep, K;) X
(X er, IK;)) zachovavajici usporiadanie.
Nech m =1, 2. Z ekvivalencii

™H(f) e Hiyy Vhke X Kj Vi€ l,,

jeI~{i}

T
Tk (f) e Hi, VK € X K;Vke X Kj Vi€,

7
jEINIm jeln~i}

)
(/) e XM Ve X K
i€lm JjeINIy,
vidime, ze zobrazenie stotoziiuje priestory [X];c; Hi a (X;c;, Hi) X (Xie, Hi)-
Stotoznenie spojitych H-afinngch funkcii plynie z uz dokézaného a charakte-
ristiky z tvrdenia 2.10, tj. A°(H) = H. O

Oznacenie. Nech K = X,; K;, G C C(K) a I' C I. Ozna¢me G priestor
funkcii z G, ktoré st konstantné vzhladom k premennym k; € K;, i € I . I,
.

Gr={9€G; v,ye K mp(x)=mr(y) = g(x) = 9(y)}

a Gy nech st funkcie zavislé na kone¢ne mnohych stradniciach, tj.
Gr={9€G; 3I; C I konetnd : g € Gy }.

Pozorovanie 3.10. PouZitim vyssie uvedeneho oznacenia plati:
(a) hCclhcl, gegG, = g€Gy,
(b) g€br & g=7r(9) @1y ik, icrrys
(c) pe MH(K), gegr = ulg) = (mrp)(rr(g))-

Tvrdenie 3.11. Bud (K, H) = X;c;(K;, H;). Potom H; je husty v 'H.
Dokaz. Nech f € 'H a e > 0. Pokryme K okoliami Vi,...,V,, z obvyklej

bazy kartézskeho sucinu tak, ze oscilacia f na kazdom z nich je mensia nez e.
Oznac¢me

J:={iel;3le{l,....,m}:m(V) # K;}.
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Vyberme y € X,c;; K; a definujme [’ : K — R ako
J'(k) = f(m;(k) xy), keK.

Kedze J je konecna, f' € Hy. Zrejme, pre k € K plati

[/ (k) = f(R)| = |f(ms(k) x y) — f(R)| <&,
lebo k € V; = m;(k) x y € V;. Teda H; = H. O
Désledok 3.12. Nech K = X ;c; K;. Potom C;(K) je husty v C(K).
Dokaz. Staci si uvedomit, ze (K,C(K)) = X, (K, C(K;)). O

Do konca tejto sekcie budeme uvazovat (K, H) = [X,.;(K;, H;). Ak ne-
bude explicitne uvedené inak, pre |/| = 2 mozeme H povazovat za lubovolny
pripustny sucin priestorov H; a Hs.

Tvrdenie 3.13. Nech x € K, p € My(H) a J C I. Potom mw;(n) €
Mm(x)(&ieJ Hz)

Dékaz. Nech h; € K, H; a definujme h := h; ® Ly (. jcr sy Potom
h € 'H a plati

hy(my(x)) = W) = p(h) = m (@) (h).
O

Tvrdenie 3.14. Nech x = (x;)ier € K a p; € My, (H;) pre kazdé i € I.
Potom p1 = @y i € My(H).

Dokaz.
1. Nech najskér |I| = 2. Zvolme h € H. Potom z Fubiniovej vety

pi(h) :/Khdu:/;@ </K h(.,y) dul) dpa(y).

Kedze h(.,y) € Hi a i € My, (Ha), je [ h(.,y) dun = h(z1,y) pre
kazdé y € K5. Podobne dostaneme

/K W, y) duay) = han, o2) = h(z),

a teda p € M,(H).
Indukciou dostaneme tvrdenie pre konec¢né suciny.
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2. Nech teraz I je lubovolna indexova mnozina. Zvolme h € H a ¢ > 0.
Podla vety 3.11 existuje g € H, kde J C I je koneCna, tak, ze

€
—h| < =.
lg—nll < 5
7 vlastnosti pu, g a uz dokazaného je

u(9) = [Q) il (ms(9)) = 15(9)(2:)ies) = 9().

Odhadujme
l(h) — h(x)| < |u(h) — p(g)| + [u(g) — g(z)| + |g(z) — h(x)| < e.

Toto plati pre lubovolné £ > 0, preto p(h) = h(z) pre kazdé h € H, a
teda p € M, (H).
O]

V zostavajucej Casti sekcie sa pozrieme na priestory spojitych H-afinnych
funkcii a odvodime vztahy medzi saéinmi takychto priestorov.

Lemma 3.15. Plati A°(H) C X,c; A°(H,).

Dokaz Nech f € A°(H),ieTaye X,y Kj. Omatme f; := 7/(f) a
dokézme, ze f; € A°(H,).

Zvolme z; € K; a p1; € My, (H;). Definujme z := z; Xy a p := p1; ®¢,,. Potom
podla tvrdenia 3.14 je u € M,(H) a dostavame

filzi) = f(x) = u(f) = i fi)-
Teda fz < AC(HI) O
Lemma 3.16. Nech |I| = 2. Potom A°(H;) ® A°(Hs) C A°(H).

Doékaz. Uvazujme a; € A°(H,),as € A°(Hs) a ukdzme, Ze a1 ® ay € A°(H).
K tomu vyuZijeme charakteristiku z tvrdenia 2.10, tj. A°(H) = H.
Predpokladajme najprv, ze aj,as > 0. Zvolme x = (z1,29) € K a € > 0.
Najdime 0 > 0 tak malé, aby platilo

d(ar(xq) + az(za) +96) < e.

Vyraz nalavo zrejme konverguje k 0 pre § — 0, preto také § existuje. Z tvr-
denia 2.10 existuju hy € Hy,hy > a1 a hy € Ha, he > as tak, ze

h1<.§L’1) < CLl(Il) +4d a hQ(SL’Q) < &2(%2) + 6.
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Potom zrejme hy ® ho € H, hi ® hy > a1 ® as a

ar(z1)az(z2) < ha(w1)ho(22) < (a1(z1) + 6)(az(z2) + )
= ay(x1)az(z2) + 6(ar(xy) + az(xe) + 9) < ar(z1)az(x2) + €.

Teda (a1 ® az)* = a1 ® as.

Nech teraz a; > 0 a ay je Tubovolné. Potom ay + ||as|| > 0. Podla lemmy 2.7
je f — f*(x) sublinedrny funkcional na C(K) pre kazdé z € K. Naviac
trividlne, prevedenim na jednorozmerny pripad, plati (a1 ® ¢)* = a1 ® ¢ pre
kazd konstantnt funkciu ¢ na Ks. Vyuzitim tychto faktov a uz dokézaného
dostaneme

a1 @ ay < (a1 @ az)" = (a1 ® (a2 + [|az|| — llaz|)))*
= (a1 @ (a2 + ||az|) — a1 ® [[az])"
< (a1 ® (a2 + [laz]))” + (a1 ® (=llaz])))”
a1 @ (a + [[az]]) + (a1 ® (=llaz]))) = a1 @ as.

Pre dolnu obalku plati
(a1 ®ag)y = —(a1 ® (—az))" = —(a1 ® (—az2)) = a1 ® as.

Preto a; ® ay € H = A°(H).
Nech nakoniec ay, as st Tubovolné. Potom

a1 ®az = (a1 + |la1]) ® a2 — |la1|| ® az € A°(H).

KedZe A°(H) je uzavrety linearny priestor, je A°(H;) ® A°(Hy) C A(H).
O]

Tvrdenie 3.17. Nech H = A°(H). Potom H; = A°(H;) pre kaZdé i € I.

Doékaz. Zvolme i € I a dokdZme, e A°(H;) C H;. Vezmime f; € A°(H,)
a definujme f = fi ® 1y (k. jer gy Dalej zvolme Tubovolné z € K a
p € My(H). Plati p; == m;(n) € My, (H;), kde x; := m;(x). Z toho dostavame

rovnost
f(x) = fi(zi) = pi(fi) = p(f).
Teda f € A°(H) = H, a z definicie H potom nutne f; = m;(f) € H;. O

Tvrdenie 3.18. Bud (K,H) = X,;(Ki,H:). Ak H; = A°(H,) pre kaZdé
i € I, potom H = A°(H).
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Dokaz. Vyuzitim lemmy 3.15 dostaneme

Hc AH) c XA () = XM = .

i€l el

Désledok 3.19. Existuju funkcné priestory Hy a Hay take, Ze
A°(Hy) ® A€ (Ha) # A°(H1 K Ha).

Dokaz. Podla dosledku 3.8 existuji kompaktné konvexné mnoziny K; a K3
také, ze A(K1)® A(K3) # A(K;) K A(K3). Definujme H,; := A(K;), i = 1,2.
Kedze H; = A°(H;) pre i = 1,2, podla tvrdenia 3.18 plati H; X Hy =
A¢(H; X Hs). Teda dostavame

AC(Hy) @ AC(Hy) = A(Ky) ® A(K,) # A(Ky) R A(K,) = AS(Hy ) Hy).
O

Priklad 3.20. Tvrdenie 3.18 nemusi platit pre vSetky pripustné stuciny. Uva-
7ujme K; :=[0,1] C R, H; := C(K;), i = 1,2. Zrejme H; = A°(H;), i = 1,2.
Definujme (K, H) = (K1, H1) ® (K3, Hs). Potom funkcie z H sa tvaru
Z?Zl fl® f] kde f/ € C(K;),i =1,2,j = 1,...,n,n € N. Priestor H
obsahuje vSetky polynémy na K. Kedze polynémy st husté v C(K), dosté-
vame C(K) = H C A°(H), z ¢oho A°(H) = C(K).

Ukéazme teraz, ze f(z,y) := e ¢ H. K tomu zrejme sta¢i dokazat, ze kazda
konefnd mnozina funkeii {f(zg,.)}i,, kde z, € Ky pre k = 1,...,m, je
linedrne nezévisla. Postupujme indukciou: Pre m = 1 vztah a;e*? = 0 na K,
implikuje a; = 0. Predpokladajme, Ze mame nezavislost pre m funkcii. Uva-
Zujme navzajom rozne xp € Ky, k=1,...,m+ 1, a nech ZZ:T ape®y = 0
na K. Upravou dostaneme

m

Tp—T
g ake( k m+1)y — _a'm+17 y G KZ;
k=1

a zderivovanim

Zak(xk — xmﬂ)e(wk_mm“)y =0, y€ K,

k=1
Z indukéného predpokladu musi byt a; = 0 pre vSetky & = 1,..., m. Potom
aj ape1 = 0, a funkcie st teda linedrne nezavislé.
Preto H # C(K) = A°(H). Priklad naviac ukazuje, 7e algebraicky tenzorovy
sucin uzavretych priestorov nemusi byt uzavrety, a taktiez nemusi platif rov-
nost A°(H; ® Hy) = A°(H;) ® A°(Hs). Pouzité funkéné priestory st navyse
simplicialne.
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Problém 1. Plati A°(H;) ® A°(Hs) = A°(H1 ® Hy)?
Problém 2. Plati A°(H; ® Hs) = A°(H; X Hs)?
Problém 3. Plati A°(H; K Hs) = A°(H1) K AC(H2)?

Pozndamky. Sucin simplexov zaviedli nezavisle Lazar [24] a Davies s Vincent-
Smithom [8]. Oba ¢lanky definuji stcin ako stavovy priestor multiafinnych
funkcii. Lazar nazval stc¢in afinny, Davies a Vincent-Smith ukazali, ze ide
o projektivny topologicky tenzorovy sucin. V druhom menovanom c¢lanku sa
naviac rozobera aj pripad tzv. ,,simplex space, ¢o v nasej terminoldgii zahtna
simplicialne priestory H, pre ktoré je H = A°(H). Pre tieto priestory pouzili
autori slaby tenzorovy sucin. Ako uvidime nizsie, pre ,,simplex spaces” splyva
tenzorovy sucin s multiafinnym. Z doésledku 3.8 je vSak zrejmé, Ze vSeobecne
sa mozu tieto definicie 1igit. Tvrdenie 3.11 o hustote multiafinnych funkecii
zavislych na koneéne mnohych stradniciach mozno najst v oboch ¢lankoch.

3.2 'H-extremalne mnoZiny

Rovnako ako v predoslej sekcii budeme uvazovat (K, H) = X,;(K;, H;).
Pre |I| = 2 bude H znacif fubovolny pripustny suéin priestorov H; a Ho.

Tvrdenie 3.21. Nech J C I, y € X, c; s K a E C K je H-extremdlna
mnoZina. Potom ©%(E) je bud prdzdna alebo (X, ; H;)-extremdlna mnoZina.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze EY := 7%(E) je neprazdna a nie je
(X, Hi)-extremalna. Potom existuje x € EY a pu; € M, (X, H:) tak, ze
pr((Xies Ki) \ EY) > 0. Definujme p := p; ® £,. Potom z x y € E a podla
tvrdenia 3.14 je p € My, (H). Ale p(K N E) = py((Xes Ki) N EY) > 0, ¢o
je spor. 0

Tvrdenie 3.22. Nech J C I a E C K je H-extremdlna mnoZina. Potom
71(E) je (X,e, Hi)-extremdlna mnoZina.

Dokaz. Nech z € m;(E) a p € M,(X,;c; Hi). Potom existuje y € X ;s K;
tak, ze x x y € E. Inak povedané, x € 7n%(E). Podla tvrdenia 3.21 je 7%(E)
(X;es Hi)-extremélna mnozina, a preto spt u C 74 (E) C 7 (E). O

Tvrdenie 3.23. Nech F; C K; je H;-extremalna mnozina pre kazZdeé i € 1.
Potom I := X1 E; je H-extremdlna mnozina.

Dokaz. 7 Tichonovovej vety je E uzavretd mnozina.
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1. Nech najprv |I| = 2. Pre spor predpokladajme, Ze existuje x = (x1, z5) €
E ap e My (H) tak, ze u(K ~ E) > 0. Oznaéme p; := m(p) a
M2 = 7T2<,U). Ked’ie

KN E= (K~ E)xKy)U(K; x (Ky\ Ey)),

plati

0< ,u(K AN E) < /vbl(Kl N El) + MQ(KQ N Eg)
Predpokladajme, ze pi(K; ~ Ep) > 0. Podla tvrdenia 3.13 je ale yy €
M., (H;), ¢o je spor, lebo z1 € Fj.
Indukciou dostaneme tvrdenie pre lubovolny koneény stéin.

2. Nech teraz I je nekonecnd mnozina a existuje v = (2;)ie; € F a

we M, (H) tak, ze p(K ~ E) > 0. Teda existuje g € C(K) tak, ze
g =0na E, ale u(g) > 0 (napriklad z Urysohnovej lemmy).
Zvolme £ > 0. Podla dosledku 3.12 existuje f € C;(K), kde J C I je ko-
nefné a ||g — f|| < e. Oznacme z;, f; a py prislusné projekcie. Potom
p; € My, (X,es Hi), pricom podla prvej ¢asti dokazu je z; prvkom
(X;es Hi)-extremélnej mnoziny E; := X,c; E;. Teda sptpu; C E; a
|fs| < € na E;. Preto plati

()] = s (f1)] < /E ol dug + /( ol dpy < <.

Xies KINE,

7 toho dostavame

0 < |u(g)| < lulg) — u(f)l + u(f)] < 2,

¢o je spor, kedze € bolo lubovolné.

Veta 3.24. Plati Chy K = X ,; Chy, K.

Dékaz. Nech x = (z;)jer € Ch K ai € I. Podla tvrdenia 3.22 je {z;} H;-
extremalna mnozina, a teda z; € Ch Kj.

Nech naopak z; € Ch K; pre kazdé i € I. Podla tvrdenia 3.23 je X,c;{z;}
H-extremdlna mnozina, teda (x;);c; € Ch K. O

Désledok 3.25. Plati Viy K = X,;c; Vy, K.

Dokaz. Pouzitim tvrdenia 2.57 a vety 3.24 dostaneme

Vi K =Chy K = X Chy, K; = X Chy, K; = X Vi, K.

el iel iel
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Doésledok 3.26. Nech A = [X;,c; A°(H;), resp. pre |I| = 2 nech A znact
lubovolny pripustny sucin priestorov A°(H1) a A€ (Hy). Potom

Chy K = Chy K.
Dékaz. Vyuzijeme vetu 3.24 a tvrdenie 2.5 (d), a dostaneme

Chy K = X Chy, K; = X Chyep K; = Chy K.

1
el el

]

Pozndmky. Grossman [14] dok4zal rovnosti o Choquetovej (veta 3.24) a Si-
lovovej (ddsledok 3.25) hranici sticinu pre priestor Hy + Ha definovany

H1+H2:{h1+hg; h1 GHl, h2 GHQ}, kde
[h1 + ho](@,y) = ha(x) + ha(y), V(z,y) € K1 x K.

Hranica takto definovaného stc¢inu je teda totoznd s hranicou ktoréhokolvek
pripustného stéinu, hoci H; + Hy nemusi byt pripustny sicin, kedZze nemusi
platit’ Hi © He C Hy + Hs.

Kym konvexnii verziu tvrdenia 3.22, rovnako ako aj vety 3.24, moZno najst v
oboch fundamentalnych ¢lankoch [8] a [24], tvrdenie 3.23 uvadza iba Lazar.
Obe prace predpokladaji naviac simplicialitu.

Namioka a Phelps [31] uviedli dalsie moznosti zavedenia tenzorového stc¢inu
a zovsSeobecnili vetu 3.24 pre takéto sticiny kompaktnych konvexnych mnozin.

3.3 Aproximacie H-afinnych funkcii

Odtialto za¢neme pracovat so simplicidlnymi funkénymi priestormi. Uk&-
zeme, ze kazda kone¢na mnozina funkcii zo sti¢inu dvoch takych priestorov sa
dé aproximovat Specidlnymi funkciami, ktoré maji v istom zmysle rovnaké
projekcie na jeden z priestorov. Tento vysledok potom pouzijeme v nasledu-
jucej sekcii k dokazu simpliciality sticinového priestoru.

Definicia 3.27. Nech (K,H) je funkény priestor. MnoZinu nezépornych
funkcif {1;}7, C 'H nazveme rozkladom jednotky na K, ak Z;nzl ;= 1k.

Lemma 3.28. Nech (K, H) je simplicidalny funkény priestor, { f;}1—1, {g:}1,
st dve podmnoziny A°(H) a nech {k}}_, C Ch K (k; navzdjom rozne). Pred-

pokladajme, Ze existuji funkcie {¢;}7L, definované na Ch K takeé, Ze

filenkx < Zaiﬂbg’ < gilenx, 1<i<n, (1)
=1
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pre nejaké redlne o, a nech
¢j(k) =B, 1<j<m, 1<I<p. (2)

Potom existujii funkcie {1;}7, C A°(H) také, Ze

fiﬁzaz‘j%ﬁgu l<i<n, (3)
=1
Vi(k) =B, 1<j<m, 1<1<p. (4)

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla m.
1. Predpokladajme, ze m = 1 a mame dané

filonx < @i < gilenx, 1<i<mn,

¢1(ki) = Bu, 11 <p.

Bez Gjmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat a;; > 0, 1 < i < n.

(Ak by bolo nejaké a;; < 0, uvazovali by sme v (5) pre ¢ nerovnost
—gilenk < (—a41)P1 < —filenk.) Definujme

(5)

1
yll:: {—fz, Oéﬂ#o, ].SZSH},
Q1

1
yfliz{—gz‘; ag # 0, 1§i§n}.
751

(]

Podla (5), na Ch K nie je ziadna funkcia .| vii¢sia ako funkcia Z#/',
a pouzitim principu minima 2.44 toto plati na celom K. Ak definujeme

o max{f; f € F}, F1#0,
P min{By; 1<1<p},  F =0,
L fmn(firey, AU
P max{By; 1 <1< pl, T =10,

potom —h}, hY st spojité H-konkavne funkcie na K a h} < hf. Naviac,
hy(k) < Bu < h(k), 1 <1 < p. Podla dosledku Edwardsovej vety 2.68
(dosadime f := Ry, g :== R, E = {k}_, a h: k — [y) existuje
funkcia ¢, € AC(H) taka, Ze ¥y(k) = By, 1 <1 <p, a b} < <h.
Potom zrejme v, spliia f; < an1)y < g; kedykolvek oy # 0.
Podla (5) je

filonk < anti|enx < gilenk (6)
kedykolvek «;; = 0. Z principu minima odvodime, ze (6) plati vSade
na K, a tym je dokonceny prvy krok dokazu.
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2. Predpokladajme teraz, ze lemma plati pre m — 1 funkcii a mame dané
(1) a (2). PrepiSme (1) do tvaru

m—1 m—1
filenx — Z @05 < Qim®m < Gilonk — Z a0, 1<i<n.
=1 j=1

Podobne ako v prvom kroku, predpokladajme «;,, >0, 1 < i < n.
Potom dostaneme

m—1 m—1
1 (079 1 Q4
. fi_ § Oz~] ¢J§¢m§ . gi_z .] ¢j na ChK7 (7)
m j:1 m m ]:1 m
kedykolvek a,, # 0, 1 < i < n. Pre kazdé r a s také, ze a,,, # 0 # gy,
méame teda
1 m—1 s 1 m—1 s
- Yo < s — b, Ch K
Oérmf ; rm ¢] o smg ; sm ¢] e

(a opacne, zdmenou r a s), z ¢oho

1 1 Qi Qg 1 1
fr— gSSZ(”—”) ¢j < —gr——fs na ChK. (8)
a?“m asm arm asm a’/’m sm

Pre o = 0, 1 <i < n, spliiaja funkcie ¢y, ..., ¢m_1 vztah

m—1

filenk <) aid; < gilenk. (9)

=1

Aplikaciou indukéného predpokladu na (8) a (9) (uvazujeme mnoziny
funkcit {~f, — g U{fit, {z9r — o fs} U{g:} C A°(H) cez
vSetky r, s také, ze q;m # 0 # agn a i také, Ze y,, = 0) vieme najst

{;}715" C AS(H) tak, ze

Vi(k) =B, 1<j<m—1,1<1<p, (10)
a
1 m—1 s 1 m—1 Qo
fr_za]¢j§ gs_zajwjﬁ (11>
rm =1 “rm sm =1 Gsm

kedykolvek c,, # 0 # gy, TESP.

m—1

fi < Z ;v < g, (12)
=1
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ak a;, = 0.
Definujme

m—1
1 ij .
ﬁrln:{ fZ—E &%,alm#(),lgzgn},
(07

m j=1 m

m—1

1 ij .
9’;’1::{ gi—z((jj@bj;oqm#o,lgzgn}.

Aim T m
7=1

Podla (11) nie je ziadna funkcia .%#/ vicsia ako funkcia %) . Ak defi-

nujeme
o fmax{firezy A0,
m T\ minfBu 1< U<ph T =0,
o min{f; f € %/}, Fl# 0,
" max{ﬁmlalélép}7 ‘g'r/;],:@?
potom —h! . h!' st spojité H-konkavne funkcie na K a h;, < h/ . Naviac
(vyuzitim (2), (7) a (10)) plati k., (ki) < G < Al (ki), 1 S [ <np. Opat
podla désledku 2.68 (dosadime f := h! , g := h!, E = {k}_, a

h : k — Bmu) existuje funkcia v, € A°(H) takd, Ze wm(k:l) Bt
1<1<p, ah! <, <h”. Upravou dostaneme (3) pre vietky 7 také,

ze iy # 0. Pre o, = 0 mame tvrdenie z (12).

]

Désledok 3.29. Nech (K,H) je simplicidlny funkcny priestor, {f;}?, si
funkcie z A°(H) a e > 0. Predpokladajme, Ze {¢;}]", si nezdiporné funkcie
definované na Ch K, {k}]>; CChK a{a;;; 1 <i<n, 1<j<m} su

redlne cisla take, Ze

(1) D5 ¢ =1

(11) ¢](kl) — Yj5i, 1 < jul S m,

(i) LA — S oo <, ke ChK,1<i<n
Potom existuje rozklad jednotky {1;}7, C A°(H) tak, Ze
(IV) 77Z}](kl) — Ujl, 1 < jal S m,

(v) fi(k) = 2L aij(k)| <&, ke K, 1<i<n.

Dokaz. 7 (i) a (iil) mozeme pisat

m m—1
fi — & — Q4 S Zaij¢j — Oy Zazggbj azmz¢] — Z azj - aim)¢j
i=1 =1

< fi+e—apm naChK, 1§z§n.

Nezéporné funkcie ¢, ..., ¢m_1 teda spliiaja vztahy
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1 fz_g_azm < Zm_11<04ij_aim)¢j Sfi+€_aim na ChK7 1 SZSTL7

(4) Cb](kz)— i, 1<j<m—-1,1<1<m.

Podla predoslej lemmy 3.28 existuji 1, ..., %, 1 € A°(H) tak, ze (1)—(4)
platia s 1; miesto ¢; (uvazujeme mnoziny funkcii {f; — e — a;p }iey U {0} U
{0} {fi + e — aim 1oy U {1k} U {1} € A°(H) a lemmu aplikujeme
na ststavu n + m nerovnosti danych vztahmi (1), (2) a (3)). Novo ziskané
vztahy pre 1; oznac¢me (1*)—(4*).

Definujme 1y, := 1x — 327" ;. Podla (2°) a (3*) je v; > 0, 1 < j < m,
a teda {1;}71, je rozklad jednotky. Tvrdenie (iv) plynie z (4*) a rovnosti

m—1 m—1
Ym(k) =1=> (k) =1=> 8 =0pm, 1<1<m,
j=1

J=1

tvrdenie (v) dostaneme z (1*) rovnakou upravou ako na zac¢iatku dékazu. [

Lemma 3.30. Nech K, Ky su dva kompaktné Hausdorffove priestory a
K = K; x Ky. Potom zobrazenie ¥ : f+— f1, kde f € C(K) a

fl . Kl — C(KQ)
k1 — ng(f)

definuje izometricky izomorfizmus priestoru C(K) na C(Ki,C(K3)).

Dokaz.

1. Uvazujme najskor f € C(K) a ukdzme, Ze f; je spojita funkcia. Zvolme
ki1 € K; a e > 0. Ku kazdému = € K vieme najst okolie U, C K tak,
ze ¥ € U, a oscy, f < 5. Bez tjmy na vSeobecnosti mozme predpo-
kladat, ze U, = Ul x U? kde U! C K; a U? C K, st otvorené. Sys-
tém {U, },cx tvori otvorené pokrytie K. Vyberme koneéné podpokry-
tie {U,, }'_,. Potom

Uy = (UL, ki € UL, 1 <i < p}
je otvorené okolie k;.

Vezmime Tubovolné &} € U;. Pre kazdé ky € K existuje i € {1,...,p}
tak, ze (ki, ko) € U,,. Potom aj (k}, k2) € U,,. Z toho je

Tk k) = F (R k)] < 5,
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a teda

| 1) = (R = (1751 (F) =5 ()] = sup |f(kr, ko) — F (kY ko)| < e.

ko€Ka

Funkcia f; je preto spojita.
2. Podla prvého bodu dékazu je

U C(K) — C(Ky,C(Ky)).

Ukézme, ze ¥ je izomorfizmus. Nech f,g € C(K) a A € R.
Pocitajme

U(f+g)(k1) = 7" (f +9) = w3 (f) + 73" (9) = L(f) (k1) + ¥(g) (ky),
TAf) (k1) = w3 (Af) = Amg* (f) = AO(f)(k1), Vhi € K.

VU je teda linedrne. Evidentne, ¥ je prosté. Nech hy € C(K1,C(K>)).
Definujme

h: K—R
h(k?l, kg) = hl(kl)(kg), (]{51, k2) e K.

Nech k = (k1,kq) € K aec > 0. Potom existuje U,il C K, okolie k; také,
ze

9
a(kr) = (R < 5, Wy € U,

Zo spojitosti hy (k1) vieme zasa k bodu ks najst jeho okolie U,fhk? C K,
také, ze

£
oscyz hy(ky) < 3"

Preto je Uy := Uy, x U, ., okolie k také, ze

1(k) — h(K')| < |ha(ka) (Re) — ha(ka) (k)] + [ha (k) (K3) — ha (k) (R3)] <Ce,
VE = (K, k) € Uy,

Teda h € C(K) a W je surjektivne.
Overme teraz izometriu. Nech f, g € C(K). Potom

If—gll= sup |f(k1,ke) —g(ki, k)| = sup |fi(k1)(k2) — g1(k1)(k2)

(kl,kz)GK (kl,kz)GK
= sup sup |fi(k1)(k2) — g1(k1)(ko)| = sup [|fi(k1) — g1 (K1)
k1€Kq ko€ Ko ki1€K,

= [lfr = aull = 12(f) = T(g)ll-
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]

Lemma 3.31. Nech (K1, H1) a (Ka, Hs) st funkéné priestory, pricom H; je
simplicidlny. Magme dané {f;}"_; C A°(H1) R Hy a € > 0. Potom ezistuje
rozklad jednotky {;}7, C A°(H1), {ki}[2y € Ch Ky a{yi;} C Ha 1< <,
1 <5 <m, tak, Ze

(1) ¥j(k) =06p, 1<j.1<m,

(ii) Hfi—zj;le@y,-j <e, 1<i<n.

Dokaz. Oznacme Hj n-nasobny kartézsky sicin priestoru Hy s maximovou
normou, tj.

Yl maxe = max [mi(y)]l,  kde y € (Ha)"

1<i<n

a m; oznacuje projekciu na i-tu stradnicu. Nech dalej B, () zna¢i otvoreni
gulu v 'H% so stredom v bode = € H} a polomerom r > 0, tj.

Bi(z) ={y € H3; |2 = Yllpax < 7}
Nech f je funkcia z K7 do 'HY definovana

fk) = (@5 (f)s 15 (fa), k€ Ky
Podla lemmy 3.30 je m;o f (i =1,...,n), a teda aj f, spojita funkcia na K.

Pre kazdé y € Hy polozme

Uy = {k € Kis lly = F0)lue < 5} - (13)

Systém {U,},enp je otvorenym pokrytim K. Nech U,

y1s - > Uy, je konecné
podpokrytie z neho vybrané. Definujme

Vy, =U,, NCh Ky, 1<75<p.

Uvazujme teraz %, := () a indukciou definujme systémy 7#;, 1 < j < p,
podmnozin Ch K; ako

v .- Vi ULV, ), ak Y0 U{V,,, ...,V } N {V,,} nepokryva Ch K},
! Viq, inak.

Po pripadnom preznaceni mézme predpokladat, ze 7, = {V,,}]*;, 1 <m <p.
Systém ¥, je potom otvorenym pokrytim Ch K a pre kazdé [ € {1,...,m}
existuje k; € V,, tak, ze ky ¢ V,, pre j #1, 1 < j <m.

Oznac¢me

C:={y1,-- - Yp}t —co(y1, -, Ym)
D= C—i—B%(O).
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Nech i € {1,...,n}. Kedze C je kompaktnd podmnozina HY, aj m;(C) je
kompaktnd podmnozina H,y. Podla Arzela-Ascoliho vety st funkcie z ;(C')
rovnako spojité. Ku kazdému & € K, vieme preto najst otvorené okolie We
tak, ze { € We a oscy, h < § pre vietky h € m;(C). Z otvoreného pokry-
tia {Weteek, vyberme konecné podpokrytie {Wr, }7 ;. Pre kazda h € m;(C')
existuje z;, € Ky tak, ze |h(zy)| = ||h||. Bod x), lezi v nejakom W, , a preto
1hl] — £ < |(€,)]. Teda plati

5
Il — 5 < max [h(E)] < 0, Vh € m(C),
a kedze ;(D) C m(C) + Bz (0) (v Hz), a]

2
Il = Ze < gmax [h()| < bl ¥h € m(D). (1)

Nech Ty, € (HZ)* je linearny spojity funkcional definovany
Lir(y) =mi(y)(&r), 1<i<n, 1<r<gq, yeH;.

Potom moézeme z nerovnosti (14) napisat

2
1P/l axe = 7€ < max [y (h)] < |[Af] e, Vh € D. (15)
SEE
Definujme na Ch K; funkcie
| — mi : <[ <
piky= 4 b Ai=minili ke, Lsismb,
0, akj#min{l; keV,, 1<I<m},

Zrejme ¢; >0, ¢j(k) =65 (1 <jl<m)a Z;nzl ¢; = 1. Naviac, pre kazdé
k € Ch K; existuje prave jeden index jj, tak, ze ¢;, (k) # 0. Pre tento index
je k €V, . Teda z (13) plati

€
1706) = 0 e < =
Tato nerovnost sa dé prepisat do tvaru
- €
Hf(k:) =Y sk < 5 keChKy. (16)
j=1

max

Pretoze {V,;}"7L, je pokrytie Ch K, vidime z (13), Ze

f(k) €{yr,-. ., ym} + B:(0), ke ChK,.
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Dalej >y @i(k)y; € {91, -, Ym}. Dostavame teda f(k) — D70, ¢;(k)y; € D,
a vyuzitim (15) a (16) je

Lir(f(R) =Y 6;(k)Tar(y;)| = [T (f(k‘) - Z@(k)y])‘
j=1 j=1
< |\ FR) =D ¢(k)y;
J=1 max
<%, 1<i<n, 1<r<g, ke ChKk,

7 definicii vidime, ze {Ty, 0 f; 1 < i < n, 1 < r < ¢} C A°(H,) a
{Ti(y;)); 1 <i<mn 1 <r <gqg 1<j<m}C R Aplikiciou do-
sledku 3.29 na tieto funkcie a koeficienty, spliiajiice vztah (17), dostaneme

rozklad jednotky {1;}72, C AC(H,) taky, ze

, 1<i<n, 1<r<gq, ke K;, (18)

w| ™

Lo (f(K)) — ij(k)l“w(yj) <

Vi(k) =0, 1<, 1 <m. (19)
Pretoze {U,, }_, pokryva K, pouzitim (13) je
f(k) €{yr,. -, yp} + B:(0), ke K.

Dalej > Yi(k)y; € co(yr, ..., ym) pre kazdé k € Ky, lebo {¢;}72; je roz-
klad jednotky. Preto f(k) — > 7", 1;(k)y; € D pre kazdé k € K. Vyuzitim
(15) a (18) dostaneme

‘ FR) =D oiR)y| - %6 < max | (f(k) - Z%(k)yj)
j=1 1<rZg; j=1

max

= max |I;.(f(k)) — Z%(k)rir(yj)

1<i<n

1<r<gq;
15
<>, keK.
=~ 37 S 1
Teda
‘ Fk) =i (k)y; <e, kekK,. (20)
j=1

Teraz uz staci definovat len y;; = m;(y;) € Ha, 1 < i<, 1 <j < m.
Tvrdenie (i) potom mame z (19) a (ii) plynie z (20). O
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Pozndmka. Vysledky tejto sekcie vychadzaja z [25], kde st dokézané pre
konvexny pripad. Lemma 3.31 je uvedend pre afinné zdola polospojité viac-
hodnotové zobrazenie do metrizovatelného lokalne konvexného linearneho to-
pologického priestoru. Lazar ju pouzil k dékazu svojej selekcnej vety.

3.4 Sucin simplicialnych priestorov

Tvrdenie 3.32. Nech H je lubovolny pripustny sucin funkénych priestorov
Hy a Hs, z ktorych aspon jeden je simplicidlny. Potom

A°(H) = A°(H,) @ A°(Hy) = A°(H)) X A (Hy).
Dokaz. Pouzijeme postupne lemmy 3.31, 3.16, 3.15 a dostaneme
AC(H,) X AC(Hy) € A(Hy) ® A(Hy) € A°(H) € A°(Hy) K AC(Hy).
O

Tvrdenie 3.33. Nech (K, H) je lubovolny pripustny sicin simplicidlnych
funkéngch priestorov (K1, H1) a (Ko, Hz). Potom H je simplicidlny.

Doékaz. Ukazme, 7e priestor A°(H) ma W.R.LP. Nech a,b,c,d st funkcie
z A°(H) = A°(H;) X A°(Hs) také, ze aV b < c Ad. KedZe cAd—a Vb
je spojita kladna funkcia na kompakte K, plati c Ad — a V b > ¢ pre nejaké
e > 0. Podla lemmy 3.31 vieme néjst rozklad jednotky {¢;}7, C A°(H),
{ki}~, C ChK; a funkcie {aj,b;, c;,d;}'"y C A%(Hy) tak, Ze

Vi(ky) =65, 1<5,0<m, (21)
a pre
d = i@a;, V=) ¢;@b,
b b (22)
= Z@/)] ®cj, d = Zv,bj ® d;,
7=1 7=1
je
aVb<d Vb <dANd <cAd. (23)
Potom tiez
mh(d) v b (V) < 75 () ArE(d), Yk € K. (24)

Pre kazdé j = 1,..., m dostavame z (21) a (22)

m (@) =0, W) =b, m() = w'(d)=d;
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z (24) potom
Clj\/bj <Cj/\dj.

Podla vety 2.67 mé priestor A¢(Hs) W.R.LP., a preto vieme najst h; € A°(Hz)
tak, ze
aj\/bj <hj <Cj/\dj. (25)

Definujme h := ", ¢; @ hy € A°(H1) ® A°(H,) = A°(H). Potom z neza-
pornosti funkeif {¢;}"L,, nerovnosti (25) a (23) plynie
aVb<h<cAd.

Teda A°(H) ma W.R.LP. a znovu podla vety 2.67 je priestor H simplicialny.
[

Veta 3.34. Nech (K, H) = X,c; (K, H;), kde {H;}icr st simplicidlne funkcné
priestory. Potom 'H je simplicidlny a A°(H) = X,c; A°(H,).

Dokaz.
1. Dokazme najskor vetu pre I kone¢né. Pre |I| = 2 mame dokaz z predos-
lych tvrdeni. Predpokladajme, ze |I| = n > 2 a veta plati pre |/| <n — 1.
Podla lemmy 3.9 a indukénych predpokladov je

AC(H):AC<(|7§|H1-)®H”> <AC<X|H)>®AC o)
(&AC )xAC &AC

Znovu z indukéngch predpokladov je priestor (X|7—; H;) X H,, sim-
plicialny. Teda A°((X- Hi) ® H,) = A°(H) ma W.R.I.P., z ¢oho
dostavame simplicialitu H.

2. Nech I je nekone¢nd mnozina. Uvazujme h € [X,c; A°(H:)ly, ti. h
zavislé na kone¢ne mnohych stradniciach Iy C I. Potom

(1) € [0t = 4 (5 7).
iEIf ielf
Preto vyuzitim lemmy 3.16 a 3.9 dostavame

h= (@1 (k. icr,) € AC<(|X| Hi> @ ( X H)) = AS(H).

iEIf iEI\If
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Podla tvrdenia 3.11 je [X];c; A°(H;)]y husty v [X;c; A°(H;). Teda

D} AC(H,) = [lX’ AC(H;)

el 1€l

C AC(H) = A°(H).
f

Opac¢ni inkltziu mame z lemmy 3.15.
Nech teraz a, b, ¢, d st prvky A°(H) = K, A (H;) také, Ze aVb < cAd.

Podla tvrdenia 3.11 existuji funkcie

a e |X|AC(Hi)] , be lXIAC(Hi) ;

| i€l | i€l 1,
= |X| AC(HZ-)] , de IXI A°(H,)
| iel I | iel 11,

tak, ze
aVb<ad Vb <dNd <cANd

aly:=1,Ul,UlI UlI4je konetna podmnozina /. Potom méame aj
W[f(a/) V Trs (b/) < s (CI) VAN g (d/)

Podla uz dokazaného je [X],. 1, Hi simplicidlny, a teda vieme najst funk-
ciu b’ € Ac(ielf Hi) = Wier, AC(H;) taku, Ze

7r1f(a’) V 7T[f<b/) <h < 7T[f(C/> VAN W[f(d/).
Funkeia b := N @ Ly (k. ier;y € Kier AC(H;) = A°(H) zrejme spliia
aVb<h<cANd.

Teda A°(H) ma W.R.L.P. a podla vety 2.67 je priestor H simplicidlny.
O

Veta 3.35. Nech (K, H) = [X,;(K;, H;i), resp. pre |I| =2 nech 'H je lubo-
volny pripustny sucin priestorov Hi a Ha, a nech H je simplicidlny. Potom
H; je simplicidlny funkény priestor pre kazdé i € I a A°(H) = X,c; A°(H.).

Dokaz. Opif pouzijeme vlastnost W.R.I.P. simplicidlnych priestorov. Zvolme
i € I. Nech a;,b;,¢;,d; € A°(H;) také, ze a; V b; < ¢; A d;. Oznaéme K’ :=
X jeriy K- Potom podla lemmy 3.16 st

a = CLi®1K/, b:= bi®1K’7 C = Ci®1K’; dizdi®1Kl
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prvky AC(H). Navyse a V b < ¢ A d. Zo simpliciality H existuje h € A°(H)
tak, ze
aVb<h<cAd.

Zvolme Iubovolne y € K'. Podla lemmy 3.15 je h € [X];c; A°(H;), a preto
7/ (h) € A°(H;). KedZe plati naviac

CLZ\/bZ<7T,Ly(h)<Cz/\dZ7

m4 priestor A€ (H;) vlastnost W.R.LP., a teda H; je simplicidlny.
Rovnost A°(H) = [X;c; A°(H;) potom dostdvame z vety 3.34, resp. tvrde-
nia 3.32. [l

Priklad 3.36. Ukazme, Ze Grossmanom definovany suc¢inovy priestor H; + Ha
(vid poznamky k sekcii 3.2) nemusi byt simplicialny:
Nech K1 = Ky =[0,1] C R a Hy = Hy = A([0, 1]). Zrejme H; a Hsy st sim-
plicidlne priestory. Ozna¢me K := K; x K, a ukdzme, ze H; + Hs = A(K).
1. Zvolme h € Hy + Ha, x = (x1,72) € K, y = (y1,y2) € K a A € [0,1].
Predpokladajme, ze h = hy + hs, kde hy € H; a hy € H,. Potom plati

h(Az + (1 = Ny) = ha(Azry + (1 = AN)y1) + ho(Aza + (1 — N)yo)
= M (21) + (1 = Nha(y1) + Mha(z2) + (1 — N ho(ys)
= Ah(z) + (1 = A)h(y).

Teda H; + Hy C A(K).
2. Nech h € A(K). Z elementarnej geometrie vieme, Ze existuju konstanty
a,b,c € R také, ze

h(kl,kg) = ak1 + bl{fg —f-C, k?l € Kl, ]{32 € KQ.

Potom hy (k1) := aky a ha(ks) := bky + ¢ je hladany rozklad h.
Mnozina K = [0, 1] nie je simplex, pretoze napriklad k bodu (%, %) existuju
dve maximéalne reprezentujice miery pu; := E(OTO) + 8(1—21) a g 1= E(OTU + E“TO)
Skutocne,

£€(0,0 E(1,1 £(0,0)  f(1,1) 11
) =292+ 282 = LGD L IED _p (P0), reaw)

Podobne sa ukaze, ze s reprezentuje bod (%, %), a maximalita plynie z faktu,

Ze obe miery st nesené mnozinou extremélnych bodov K.

Pozndmky. Lazar [24] dokéazal, Ze stéin simplexov, definovany ako stavovy
priestor spojitych multiafinnych funkcii, je simplex. Vyuzil pri tom svoje
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predchadzajice vysledky [23], [25] a vysledky Lindenstraussa [26] a ukézal,
ze priestor multiafinnych funkcii mé vlastnost F.2.1.P.

Davies a Vincent-Smith [8] naviac ukézali, ze takto definovany siéin mozno
povazovat za projektivny tenzorovy siuc¢in kompaktnych konvexnych podmno-
7in topologickych priestorov. Dalej dokazali, ze slaby tenzorovy suéin simpli-
cidlnych priestorov uzavretych na operaciu A° je simplicialny. Pri doékazoch
pouzili zviizovi vlastnost a R.I.P.

Oba ¢lanky predpokladaja simplicialitu pévodnych priestorov, preto ani v jed-
nom z nich nie je analdgia vety 3.35 o obrateni vety o simplicialite stcinu.
Tato myslienku mozno vidief az v [31].

3.5 Maximalne miery

Uvazujme dalej (K, H) = [X,;(K;, H;). Pre |I| = 2 bude H znacit Tubo-
volny pripustny sucin priestorov H; a Ho.

Lemma 3.37. Nech i € MY (K) ai € I. Potom sptmu = m;(spt ).
Dokaz.
1. Ukazme spt m;u C m;(spt ). Nech G; = K; ~\ m;(spt pt). Potom

0=p(Gix X K;)=(mup)G).

JjeI~{i}

2. Nech naopak G; = K; \ spt ;. Potom
0= (mp)(Gi) = u(Gi x X Kj),

JeI~{i}
a teda spt u C K N\ (Gi x X jer gy Kj), z €oho m;(spt p) C spt mipu.
O]

Lemma 3.38. Nech p; € MY(K;) pre vsetky i € I. Potom
spt ) i = X spt ;.
icl el

Dokaz. Oznacme p := @, pi- Z lemmy 3.37 plynie, Ze spt u C X c;spt ;.
Predpokladajme pre spor, ze existuje x € ( X ;c;Spt f4;) ~\ spt u. Potom exis-
tuje otvorené okolie G = Xicr, Gi X X g, Ki bodu z disjunktné s spt p,
kde Iy C I je konetnd a G; C K;, i € Iy, je otvorend. Teda plati

w@) = [ m(G)>o,

icly

¢o je spor. O
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Tvrdenie 3.39. Nech v = (z;)ie; € K. Potom F,(H) = X1 Fr,(H;).

Dékaz. Ukazme najskor F,(H) C X ;c; Fy, (H;). Pre kazdt mieru v € M, (H)
a1 € I je podla lemmy 3.37 7;(spt v) = spt m;v, a kedze podla tvrdenia 3.13
je miv € My, (H;), plati m(sptv) C Fy,(H;). Preto aj m;(F.(H)) C F,,(H;)
pre vsetky ¢ € I.

Nech naopak v; € M, (H;) pre kazdé i € I. Podla tvrdenia 3.14 je v :=
X1 vi € Ma(H), a teda z lemmy 3.38 je X,c;spty; =sptv C Fp(H). O

Tvrdenie 3.40. Nech i € M*(K) je H-mazimdlna. Potom pre kazdé J C I
je mi(p) (Xies Hi)-mazimdlna miera .

Dokaz. Nech J C I. Ozna¢me H; := [X),.; H;. Podla tvrdenia 2.43 staci
ukazat, ze Fr ;) (H,) C m;(F;(H)) pre vSetky = € K. To je ale pravda, lebo
z tvrdenia 3.39 mame

Fm(x)(HJ) = >§ Fr(H) = m5( ><I () = m(Fe(H)),
kde = = (x;)ics € K. O

Lemma 3.41. Nech p =y v, kde pu,v € M (K). Potom pre kazdé J C I
plati m;(p) 2,1, TI(V).

Dokaz. Zvolme wy € W([X;c; Hi). Oznaéme K’ := X,;c;; K;. Potom w :=
wy @ 1gr € W(H). Preto p(w) < v(w), a teda plati

() (wy) = p(w) < v(w) =m;w)(w,).
Pretoze w; bolo lubovolné, dostavame z tvrdenia 2.31 m;(u) < 7 (v). O

Tvrdenie 3.42. Nech |I| =2 a p € M1 (K) je takd, Ze m;p je H;-mazimdlna
maiera pre i = 1,2. Potom p je H-maximalna.

Specidlne, ak p; € MY (K;) je H;-mazimdlna miera prei = 1,2, potom pi1 @ fis
je H-maximdlna.

Doékaz. Nech h € H. Podla lemmy 3.30 je ¥ : 27 — m,'(h) spojité zobra-
zenie kompaktu K; do normovaného priestoru Hs, a teda ma separabilny
obor hodnét. Zvolme mnozinu {h, },eny hustd v U(K;). Vyuzitim maxima-
lity miery mou a Battyho vety 2.36 je kazda h, konsStantnéd na F,,(Hz) pre
mop-skoro vsetky xo € K. Tj. pre kazdé n € N a

E, = {$2 € Ky; hy, = hn(l?) nha sz(HQ)}

je (mop)(Ey) = ||mep|| = ||p]]. Definujme E := ), oy En. Potom (mou)(E) =
||| a vSetky h,, n € N, st konstantné na F,,(Hz) pre 22 € E. Kedze
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{hn}nen je hustd v W(K7), potom aj vietky 75 (h), 1 € K71, s konStantné
na F,,(Hz) pre kazdé xo € E. Dostavame teda, ze pre kazdé = € K; x E
plati

h(z1,y) = h(z1, ma(x)), @1 € K1, y € Fry@w)(Ha). (26)

Vztah (26) preto plati pre p-skoro vsetky x € K, kedze u(K; x E) = |||
Analogicky odvodime, ze pre p-skoro vSetky x € K plati

h(y,.ﬁlﬁg) = h(’/Tl(ilf),.iEg), Yy < Fﬂ-l(z)(Hl), re € K. (27)
Z (26) a (27) plynie, Ze pre u-skoro vsetky = € K plati
h(zy,x2) = h(mi(x), m2(2)), @1 € Fry@)(H1), T2 € Fry@)(H2). (28)

Podla tvrdenia 3.39 je F,(H) = Fr ) (H1) X Fr,2)(H2) pre kazdé x € K,
a preto z (28) dostavame, Ze pre u-skoro vSetky = € K je h konstantné na
F.(H). Kedze h € H bola lubovolna funkcia, je 1 podla Battyho vety 2.36
‘H-maximalna miera.

Speciélne tvrdenie plynie z faktu, ze m;(j1 ® p2) = pg, i = 1,2. O

Veta 3.43. Nech p € M (K) je takd, Ze m;u je H;-maximalna miera pre
kazdé v € I. Potom p je H-mazimdlna.

Specidlne, ak ju; € MY(K;) je H;-maximdlna miera pre kazdé i € I, potom
= Qs i je H-mazimdlna.

Dékaz. Pre |I| = 2 mame dokaz z tvrdenia 3.42. Predpokladajme, Ze veta
plati pre |I| < n anech |I| = n+ 1. Vieme, Ze m,41(1) je maximalna miera.

.....

.....

cie st teda maximalne miery, a preto je u podla tvrdenia 3.42 (X!, H;) K
H,+1)-maximalna miera a vzhladom k lemme 3.9 aj H-maximéalna.

Nech teraz I je Tubovolné. Podla Choquet-Bishop-de Leeuwovej vety 2.38
existuje maximalna miera v € M™*(K) tak, ze u < v. Zvolme lubovolnt
koneéntt mnozinu J C I. Podla lemmy 3.41 je m;(u) < 7;(v). Z prvej Casti
dokazu je ale 7;(p) maximéalna miera (lebo m;(m u) = m;pu pre kazdé i € J),
a preto m;(v) = m;(n). Z toho dostdvame, Ze pre kazda koneéni mnozinu
J C I akazda E = X, E;, kde E; je borelovskd mnozina na K; pre vsetky
1€lakF;,=K,;pret e~ J,plati

v(E) =m;w)( X E) =m(p)( X E;) = p(E).
ieJ ieJ
Pretoze miery p a v sa zhoduji na mnozinach hore uvedeného tvaru, ako

nezaporné uplné Radonove miery sa musia rovnat. Teda p je maximélna
miera. O
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Veta 3.44. Predpokladajme, Ze 'H; su simplicidlne priestory pre vsetky i € 1.
Potom pre kaZdé x = (7;)ic; € K je 0y = Qe O -

Dokaz. Podla tvrdenia 3.14 je @),c; 0z, € My(H) a podla vety 3.43 je tato
miera maximalna. Kedze veta 3.34 (resp. tvrdenie 3.33) nam dava simplicia-

litu H, musi byt 6, = &), Iz, O

el 7T

Priklad 3.45. Pre funkéné priestory (K, H;), ¢ = 1,2, a ich pripustny stéin
(K, H) plati vyuzitim tvrdenia 3.14 inklazia

@ (M, (H) ® My, (Ha)) € Mo(H), z=(z1,22) € K,  (29)

kde M, (H1) ® M., (Hg) = {[Ll R U2 Wy € Mxl(HZ), 1=1, 2}. Ukazme, Ze
v (29) nemusi vzdy platit rovnost.

Definujme K; := {r;, s;, t:}, Hi = {f € C(Ki); f(s:) = 5(f(ri) + f(t:))}, i =
1,2. Potom M, (H;) = co {e,,, 5= }. Nech teraz (K, H) je pripustny stéin
(K1, H1) a (K3, Hy). Ozna¢me

Ery + €ty Erg + &ty Ery + €ty €ry + €ty

C = CO {581 ® 652, 551 ® 2 3 2 5827 2 2 }

Potom ©6% (M, (H1) ® My, (Hz)) = C. Uvazujme dalej mieru

E(s1,t2) E(rira) | E(tara)
2 + 4 4

j=

Zrejme je p1 € My, 5,)(H). Pre vietky body = € K~ {(s1,t2), (r1,72), (t1,72)}
je u({x}) = 0. Ak by ale u bola prvkom C, potom by musel mat aspon jeden
z bodov (s1, $2), (s1,72), (1, S2), (r1, t2) nenulovi mieru.

Problém 4. Plati v (29) rovnost, ak budeme na oboch stranich uvazovat
iba maximalne reprezentujice miery?

Poznamky. Tvrdenie o maximalite stic¢inu maximalnych mier dokazali pre
simplexy Behrends a Wittstock [4]. Charakterizaciu maximalnych mier na
stéine vSeobecnych kompaktnych konvexnych mnoZin (tvrdenia 3.40 a 3.42)
dokézal Batty [3].



LITERATURA 75

Literatura

1]

2]

[9]

[10]

[11]

[12]
[13]
[14]

E. M. Alfsen, Compact convex sets and boundary integrals, Springer-
Verlag, New York-Heidelberg, 1971.

L. Asimow and A. J. Ellis, Convexity theory and its applications in
functional analysis, Academic Press, London-New York, 1980.

C. J. K. Batty, Mazimal measures on tensor products of compact convex
sets, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 33 (1982), 1-10.

E. Behrends und G. Wittstock, Tensorprodukte kompakter konvexer
Mengen, Invent. Math. 10 (1970), 251-266.

E. Bishop and K. de Leeuw, The representations of linear functionals

by measures on sets of extreme points, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 9
(1959), 305-331.

N. Boboc et A. Cornea, Cones des fonctions continues sur un espace
compact C. R. Acad. Sci. Paris 261 (1965), 2564-2567.

N. Boboc and A. Cornea, Convez cones of lower semicontinuous func-
tions on compact spaces, Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 12 (1967),
471-525.

E. B. Davies and G. F. Vincent-Smith, Tensor products, infinite pro-
ducts, and projective limits of Choquet simpleres, Math. Scand. 22
(1968), 145-164.

D. A. Edwards, Minimum-stable wedges of semicontinuous functions,
Math. Scand. 19 (1966), 15-26.

D. A. Edwards, Séparation des fonctions réelles définies sur un simpleze
de Choquet, C. R. Acad. Sci. Paris 261 (1965), 2798-2800.

P. Enflo, A counterezample to the approximation problem in Banach
spaces, Acta Math. 130 (1973), 309-317.

D. H. Fremlin, Measure Theory, vol. 2, Torres Fremlin, 2001.
D. H. Fremlin, Measure Theory, vol. 4, Torres Fremlin, 2003.

M. W. Grossman, A Choquet boundary for the product of two compact
spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 16 (1965), 967-971.



LITERATURA 76

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]
28]
[29]

G. Choquet, Ezistence des représentations intégrales au moyen des po-
ints extrémauzr dans les cones convexes, C. R. Acad. Sci. Paris 243
(1956), 699-702.

G. Choquet, Eristence des représentations intégrales dans les cones con-

vezes, C. R. Acad. Sci. Paris 243 (1956), 736-737.

G. Choquet, Existence et unicité des représentations intégrales au moyen
des points extrémauz dans les cones convexes, Séminaire Bourbaki 139,
Décembre 1956.

G. Choquet, Le théoreme de représentation intégrale dans les ensembles
convezes compacts, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 10 (1960), 333-344.

G. Choquet, Unicité des représentations intégrales au moyen de points
extrémaux dans les cones convexes réticulés, C. R. Acad. Sci. Paris 243

(1956), 555—-557.

G. Choquet et P.-A. Meyer, Fxistence et unicité des représentations
intégrales dans les convexes compacts quelconques, Ann. Inst. Fourier
(Grenoble) 13 (1963), 139-154.

K. Jacobs, Measure and integral, Academic Press, New York-London,

1978.

M. Krein and D. Milman, On extreme points of reqular convex sets,
Studia Math. 9 (1940), 133-138.

A. J. Lazar, Affine functions on simplexes and extreme operators, Israel

J. Math. 5 (1967), 31-43.

A. J. Lazar, Affine products of simplezes, Math. Scand. 22 (1968), 165—
175.

A. J. Lazar, Spaces of affine continuous functions on simplexes, Trans.
Amer. Math. Soc. 134 (1968), 503-525.

J. Lindenstrauss, Fxtension of compact operators, Mem. Amer. Math.
Soc. No. 48, 1964.

J. Lukes, Zdpisky z funkciondlni analyzy, Karolinum, 2003.
J. Lukes a J. Maly, Mira a integral, Karolinum, Praha, 2002.

J. Milota, Matematickd analyza I, 2. ¢dst, SPN, Praha, 1976.



LITERATURA 77

[30]

[31]

G. Mokobodzki, Balayage défini par un cone convexe de fonctions nu-
mériques sur un espace compact, C. R. Acad. Sci. Paris 254 (1962),
803-805.

I. Namioka and R. R. Phelps, Tensor products of compact convex sets,
Pacific J. Math. 31 (1969), 469-480.

I. Netuka, The Dirichlet problem for harmonic functions, Amer. Math.
Monthly 87 (1980), 621-628.

R. R. Phelps, Lectures on Choquet’s theorem, D. Van Nostrand Co., Inc.,
Princeton, 1966.

F. Riesz, Sur quelques notions fondamentales dans la théorie générale
des opérations linéaires, Ann. of Math. 41 (1940), 174-206.

W. Rudin, Analjza v redlném a komplexnim oboru, Academia, Praha,
2003.

Z. Semadeni, Banach spaces of continuous functions. Vol. I., Monografie
Matematyczne, Tom 55. PWN—Polish Scientific Publishers, Warszawa,
1971.



ZOZNAM SYMBOLOV 78

Zoznam symbolov

AL = <X > <=

IA
by

C(K)
Chy K,Ch K
coA
coA

prazdna mnozina, 8

bodové maximum, 8

bodové minimum, 8

najmensia horné zéavora, 8

najvicsia dolna zavora, 8

¢iastocné usporiadanie, 7

Choquetovo usporiadanie, 24
rovnomerna konvergencia, 15

stucin realnych cisel, 11

kartézsky sucin, 8

sucin Radonovych mier, 12

multiafinny stcin, 49

konstantna jednotka, 7

spojité afinné funkcie, 7

‘H-afinné funkcie, 13

spojité H-afinné funkcie, 14

borelovské funkcie, 7

ohranicené borelovské funkcie, 7

spojité funkcie, 7

Choquetova hranica, 13

konvexny obal, 5

uzavrety konvexny obal, 5

Kroneckerovo delta, 61

unikdtna maximalna reprezentujtiica miera, 36
Diracova miera, 11

‘H-exponované body, 13

extremalne body, 5

obalky, 14

tenzorovy sucin funkcii, 9

zjednotenie nosicov reprezentujucich mier, 26
algebraicky tenzorovy sucin, 49
injektivny tenzorovy sucin, 49

funkcie zavislé na konec¢ne suradniciach, 51
funkcie zavislé na stradniciach z J, 51
zdola polospojité H-konkavne funkcie, 13
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spt u
V(H)
VE(H)
W(H)
X#

X-‘r

spojité H-konkavne funkcie, 14
nezaporné uplné Radonove miery, 10
pravdepodobnostné tiplné Radonove miery, 10
‘H-reprezentujice miery, 13
prirodzené ¢isla, 5

Silovova hranica, 35

oscilacia, 6

obraz miery, 10

projekcia, 8

rez, 9

racionalne cisla, 18

realne cisla, 6

rozsirend realna os, 8

tazisko miery, 31

stavovy priestor, 31

nosic¢ miery, 10

zhora polospojité H-konvexné funkcie, 13
spojité H-konvexné funkcie, 14
max-stabilny obal ‘H, 14

algebraicky dual, 6

topologicky duél, 6

nezaporné prvky, 8
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Register

afinné funkcia, 6

afinné funkcie, 7, 14, 50

afinny stcin, 56

Alaogluova veta, 6

algebraicky tenzorovy sucin, 49, 55
antisymetria, 7, 24

aproximacnd vlastnost, 50
Arzela-Ascoliho veta, 7, 65
asociativny zakon, 12

Battyho veta, 26, 30, 72

Bauerova charakterizacia, 20, 23, 27

Bishop-de Leeuwova veta, 29

bod
extremalny, 5, 14, 32
‘H-exponovany, 13, 20
regularny, 14

borelovska mnozina, 10, 11, 22, 78

borelovské funkcie, 7, 13

¢iastocne usporiadana mnozina, 7, 2/

konkavna, 6, 14, 45

konvexna, 6, 45

multiafinna, 49

striktne H-konvexna, 22, 23

zdola polospojita, 6, 30

zhora polospojita, 6, 16, 30
funkcie

afinné, 7, 14, 50

borelovské, 7, 13

‘H-afinné, 13, 15, 17, 18, 40, 47,

53-56, 58-62, 64, 67-69

‘H-konkavne, 13, 15, 18-20

‘H-konvexné, 13, 15, 24, 25

harmonické, 14

multiafinné, 49, 56

rovnako spojité, 7, 65

spojité, 7, 14, 52, 55, 62
funkcional

sublinearny, 6, 16, 25
funkény priestor, 13, 49

¢iastoc¢ne usporiadany vektorovy pries- G's mnozina, 23, 29
Y )

tor, 7
Diracova miera, 11, 13, 24, 70, 74

Edwardsova veta, 48, 59
extremalny bod, 5, 14, 32

F.2.1.P., 36, 40, 71
Fatouova lemma, 10, 29

‘H-afinna funkcia, 13

‘H-afinné funkcie, 13, 15, 17, 18, 40,
47, 53-56, 58-62, 64, 67-69

‘H-exponovany bod, 13, 20

‘H-extremalna mnozina, 13, 21-22, 30,
56-58

‘H-konkavna funkcia, 13, 16, 18, 30

finite binary intersection property, vid H-konkavne funkcie, 13, 15, 18-20

F.2.1.P.
Fubiniova veta, 12, 52
funkcia
afinna, 6
H-afinné, 13
‘H-konkévna, 13, 16, 18, 30
‘H-konvexna, 13, 33, 36

‘H-konvexna funkcia, 13, 33, 36

‘H-konvexné funkcie, 13, 15, 24, 25

‘H-maximalna miera, vid maximalna
miera

‘H-reprezentujica miera, 13, 15, 16,
24, 26, 27, 32, 36, 52, 70, 72,
74
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Hahn-Banachova veta, 6, 17, 31, 32, linearne usporiadand mnozina, 7

35, 40 lokalne konvexny priestor, 5, 14, 31,
harmonické funkcie, 1/ 50
harmonicky pripad, 14
hranica, 35 maximalna miera, 24, 25-27, 29, 30,
Choquetova, 13, 15, 20, 22, 23, 4, 36, 7274
28*30, 32, 35’ 36, 57’ 58 metrizovatel’n}'f priestor, 7, 9, 22—23,
Silovova, 35, 57 . 2728
miera
Choquet-Bishop-de Leeuwova veta, 27, Diracova, 11, 13, 24, 70, 74
28, 73 H-maximalna, vid maximélna
Choquetov simplex, vid simplex ‘H-reprezentujuca, 13, 15, 16, 24,
Choquetova 26, 27, 32, 36, 52, 10, 72, 74
hranica, 13, 15, 20, 22, 23, 28-30), maximalna, 24, 25-27, 29, 30, 34,
32, 35, 36, 57, 58 36, 72-7}
tedria, 13 molekulérna, 11, 14, 46
veta o reprezentacii, 28, 29 pravdepodobnostna, 10, 13
Choquetovo usporiadanie, 24, 33, 72 Radonova, 10

uplna Radonova, 10, 12, 73
Milmanova veta, 5, 32
min-stabilnd mnozina, 8, 15

kartézsky sucin, 8, 9, 11, 49, 56, 57, mnozina ,
borelovska, 10, 11, 22, 73

injektivny tenzorovy sucin, 49, 50, 53,
55, 67

71, 72 D! g ' ;
konkéavna funkcia, 6, 14, 45 ¢iastoCne usporiadana, 7, 24
KOLVEXNA T H-extremalna, 13, 21-22, 30, 56-

58

funkcia, 6, 45

mnozina, 5, 6, 14, 81, 32 konvexna, 5, 6, 14, 31, 32

linearne usporiadana, 7

konvexny ] v
kuzel, 5, 14, 15 min-stabilna, 8, ,1 5
obal, 5, 64, 74 nado} usmernena, 8,} 18
pripad, 14 relativne kompaktna, 7

typu Gy, 23, 29
w*-kompaktna, 6, 17, 27, 31, 35
Mokobodzkiho test maximality, 25, 26,

Krein-Milmanova veta, 5, 30
kuzel, vid konvexny kuzel

lemma 29, 46
Fatouova, 10, 29 molekuldrna miera, 11, 14, 46
Urysohnova, 7, 29, 57 multiafinna funkcia, 49
Zornova, 8, 21, 27 multiafinné funkcie, 49, 56

Leviho veta, 18, 24-26, 40, 41 multiafinny stcin, 49, 50-58, 6474

o monotdénnej konvergencii, 9, 18, ) .
29 nadol usmernena mnozina, 8, 18
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nosi¢ miery, 11, 13, 26, 29, 71, 72 veta o reprezentacii, 11, 17, 31,
40
obal ) rovnako spojité funkcie, 7, 65
konvexny, 5, 64, 74 rozklad jednotky, 58, 61, 64, 67
uzavrety konvexny, b, 32, 74
obalka, 14, 16-20, 25, 26, 36, 40 separabilny priestor, 7, 22, 72
obraz miery, 10, 28, 30, 32, 33, 51, simplex, 36, 40
52, 71-13 simplex space, 56
oscilacia, 6, 51, 62, 65 simplicidlny priestor, 36, 40, 58-61,
) 64-70, 74
polynomy, 14, 55 slaba Rieszova interpola¢né vlastnost,
pravdepodobnostna miera, 10, 13 36, 40, 67-70

priesifor ) ; _ slaby tenzorovy stcin, 49
Ciastocne usporiadany vektorovy, spojité funkcie, 7, 14, 52, 55, 62
X , stavovy priestor, 31, 32-85, 40, 56
lokalpe konv’e{cny, 5, 14, 31, 50 Stone-Weierstrassova veta, 8, 15, 27
metrizovatelny, 7, 9, 22-23, 27, i 1ikine ‘H-konvexna funkcia, 22, 23

28 L sublinearny funkcional, 6, 16, 25
separabilny, 7, 22, 72 SN

simplicidlny, 36, 40, 58-61, 64— afinny, 56
70:/ 74 algebraicky tenzorovy, 49, 55
. St/aVOYYa‘ 31, 32-35, 40, 56 funkénych priestorov, 49
princip minima, 30, 99 injektivny tenzorovy, 49, 50, 53,

pripustny sucin, 49, 52-58, 67, 72-74 55. 67
projekcia, 8, 12, 51, 52, 56, 71-73 kartézsky, 87 9’ 11, 49, 56, 57’ 71’
projektivny topologicky tenzorovy su- 79

¢in, 56 mier, 11

multiafinny, 49, 50-58, 64—74

R.D.P., vid Rieszova dekompozic¢na
pripustny, 49, 52-58, 67, 72-7/

vlastnost ustr 3, 6 ,
R.I.P., vid Rieszova interpola¢né vlast- projektivny topologicky tenzorovy,
nost 56 , .
Radonova miera. 10 Radonovych mier, 12, 52, 71-7}
reflexivita, 7, 2/ simplexov, 56

slaby tenzorovy, 49

regularny bod, 14 tenzorovy, 49

relativne kompaktnd mnozina, 7

refazec 7.8 21. 97 sucinova U—algebra, 11
rez, 9,56 Silovova hranica, 35, 57
Rieszova
dekompoziéné vlastnost, 36, 37, tenzorovy sucin, 49
40 Tichonovova veta, 9, 56

interpolacnéa vlastnost, 36, 40, 71 translacnd invariantnost, 8, 38



REGISTER

83

tranzitivita, 7, 24
tazisko, 31, 32

uplnd Radonova miera, 10, 12, 73
Urysohnova lemma, 7, 29, 57
uzavrety konvexny obal, 5, 32, 74

veta

Alaogluova, 6

Arzela-Ascoliho, 7, 65

Battyho, 26, 30, 72

Bauerova, 20, 23, 27

Bishop-de Leeuwova, 29

Edwardsova, 48, 59

Fubiniova, 12, 52

Hahn-Banachova, 6, 17, 31, 32,
35, 40

Choquet-Bishop-de Leeuwova, 27,
28, 13

Choquetova o reprezentacii, 28, 29

Krein-Milmanova, 5, 30

Leviho, 18, 24-26, 40, 41

o monotoénnej konvergencii, 9,

18, 29

Milmanova, 5, 32

Mokobodzkiho, 25, 26, 29, 46

Rieszova o reprezentacii, 11, 17,
31, 40

Stone-Weierstrassova, 8, 15, 27

Tichonovova, 9, 56

vlastnost

aproximacna, 50

F.2.1.P., 36, 40, 71

Rieszova dekompozic¢na, 36, 37, 40

Rieszova interpolacna, 36, 40, 71

slaba Rieszova interpolac¢na, 36,
40, 67-70

w*-kompaktna mnozina, 6, 17, 27, 51,
35

W.R.I.P., vid slaba Rieszova interpo-
la¢né vlastnost

zévora, 8, 21, 27, 38, 43

zdola polospojita funkcia, 6, 30
zhora polospojita funkcia, 6, 16, 30
Zornova lemma, 8, 21, 27

zvaz, 8, 38, 40, 71



