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Kapitola 1

Uvod

Modely ¢asovych fad se pouzivaji pro popis chovani dat a néslednou predpovéd je-
jich vyvoje. V sedmdesatych letech dvacatého stoleti se vyzkum soustiedil na linedrni
modely, zejména na smisené modely autoregrese a klouzavych souctu, tzv. ARMA mo-
dely. Tyto modely vyjadiuji sou¢asnou hodnotu rady, kterd je predmétem studia, jako
linearni funkci jejich vlastnich zpozdénych hodnot a zéroven soucasné a minulych hod-
not néjakého Sumového procesu, ktery je nazyvan inovacnim procesem. Linearita mo-
delu ale bohuzel znemoznuje jeho pouziti pro mnohé fady dat, se kterymi se setkavame
v praxi. Jedna se hlavné o financ¢ni casové tady vykazujici nelinearni vyvoj, ktery
vychazi ze silné zavislosti soucasné hodnoty fady na jejich predchozich pozorovanich.

Z tohoto hlediska se autoregresni podminéné heteroskedastické modely, tzv. ARCH
modely predstavené v ¢clanku [5] v roce 1982, staly vhodnym néstrojem pro Feseni
mnoha finanénich iloh. Jedna se o druh nelinearnich modelu, které umoznuji dostatecné
presnou studii nelinearnich dat. Volatilita je klicovou veli¢inou pro mnoho finan¢nich
instrumentt a ma dulezitou roli v mnoha oblastech finan¢nictvi. Naptiklad v modelech
ocenovani aktiv, pfi urcovani cen opci a v dynamickych strategiich zajisténi.

Druhad kapitola této prace je vénovana souhrnu pouzitych pojmu a znaceni z teorie
pravdépodobnosti a z teorie matic. Nasleduje kapitola, v niz odvozujeme jednorozmérné
ARCH a GARCH modely, ve ¢tvrté kapitole popisujeme zékladni charakteristiky jed-
norozmérnych modelu typu ARCH a GARCH. V dalsim textu hovoiime jiz o mnoho-
rozmérnych modelech typu ARCH a GARCH. Pata kapitola popisuje mnohorozmeérné
ARCH modely a Sesta kapitola podava rozsahly prehled mnohorozmérnych modela
typu GARCH. V nasledujicich dvou kapitolach se vénujeme odhadu a testovani uve-
denych mnohorozmérnych modelu. Déle navazuje prakticka ¢ast se simulacemi modelu
a s jejich aplikacemi na finanéni ¢asové fady. Posledni desata kapitola vyjadiuje nase
vlastni poznatky a dulezité poznamky k tomuto tématu.

Pro vypocty jsme pouzili program MATLAB 6.5, ktery umoznuje snadné zachazeni
s maticemi. V prosttedi MATLABu jsme dale pracovali s knihovnou procedur Statis-
tics 4.0, kterda obsahuje mnoho funkeci pro urcéeni popisnych statistik, a s knihovnou
procedur GARCH 1.0.2, kterou jsme pouzili pfi samotném odhadu parametru v mode-
lech typu ARCH a GARCH. Hlavni zasady prace s knihovnou procedur GARCH se Ize
docist v uzivatelské prirucce, kde jsou uvedeny veskeré moznosti jejiho vyuziti véetné
prikladu. Déle jsme pracovali s programem NCSS & PASS 2000, ktery jsme pouzili pro
rychly vypocet popisnych statistik. Vedlejsi matematické vypocty jsme pocitali pomoci
programu Mathematica 5, jednalo se prevazné o integralni pocet.



Kapitola 2
Pouzité pojmy a znaceni

Nejprve zopakujeme definice pojmu z teorie pravdépodobnosti a teorie ndhodnych pro-
cest, které jsou ¢asto pouzivané v nasledujicich kapitolach o mnohorozmérnych ARCH
a GARCH modelech. Pro vyjadieni pravdépodobnostniho prostoru zde pouzivame
znaceni (2, A, P). © je neprazdnd mnozina, A C 29 je o-algebra a P je pravdépo-
dobnostni mira na A, tj. P(Q2) = 1.

2.1 Nahodna veli¢ina

Néhodnou veli¢inou rozumime zobrazeni X : €2 — E s hodnotami v méritelném pro-
storu (E, E), jestlize se jedna o méfitelné zobrazeni, tj. plati-li

(XeBl={weQ: X(w)eB}=X"'BeA prokazdé BeE.

Tuto skutecnost oznacujeme zapisem X : (Q,A4) — (E,&). Dale pouzivame znace-
ni R pro mnozinu realnych ¢isel a B pro borelovskou g-algebru mnoziny realnych ¢éisel.
Budeme tikat, ze X je realna ndhodna veli¢ina, je-li nadhodnou veli¢inou s hodnotami
v (R, B). Analogicky pouzijeme znaceni R pro rozsifenou mnozinu redlnych ¢isel a B pro
borelovskou o-algebru rozsifené mnoziny realnych éfsel. Rekneme, ze X je zobecnénd
realnd ndhodna veli¢ina, je-li ndhodnou veli¢inou s hodnotami v (R, B). V nésledujicich
odstavcich se vénujeme popisu charakteristik ndhodné veliciny X, které se pouzivaji
v teorii mnohorozmérnych ARCH a GARCH modelu.

Nejprve uvedme definici stiedni hodnoty zobecnéné realné nahodné veliciny. Jeji
vyjadieni prebirdme z ([10], definice 5.1.).

Definice 2.1.1. Pro zobecnénou redlnou nahodnou velicinu X definovanou na pravdé-
podobnostnim prostoru (2, A, P) definujeme jeji stfedni hodnotu jako cislo EX =
fQ XdP, jestlize dany integral existuje. Pokud neexistuje, pak rikdme, Ze X nemd
stredni hodnotu.

Nésledujici tvrzeni znamé jako Jensenova nerovnost uvadime podle ([2], véta 7.84.).
Toto tvrzeni uvadi vztah mezi funkci stfedni hodnoty a stfedni hodnotou dané funkce.

Tvrzeni 2.1.1. Necht f je konvexni funkce definovand na I a necht X je ndhodnd
velicina s koneénou stredni hodnotou takova, Ze P(X € I) = 1. Pak plati

JEX) <Ef(X). (2.1)

7



KAPITOLA 2. POUZITE POJMY A ZNACENI 8

Je-li f striktné konvexni funkce, pak je nerovnost (2.1) ostra s vyjimkou pripadu, kdy
je velicina X rovna konstanté s pravdépodobnosti jedna.

Ve ([2], str. 145) lze nalézt citace, které podévaji dikazy tohoto tvrzeni.
Déle zavedeme znaceni pro ruzné mnoziny nahodnych veli¢in:

e mnozina vSech redlnych ndhodnych veli¢in definovanych na (£2,.4)
L=L(QA),
e pro kazdé 1 < p < o0
L,=L,(2AP)={X eL(Q,A) : E|X|’ < o0},
e mnozina vsech zobecnénych redlnych ndhodnych velicin definovanych na (€2, .A4)
L*=1L*(Q,A).

Dalsi dulezitou charakteristikou ndhodné velic¢iny je rozptyl, ktery je definovan jako
druhy centralni moment
var X = E(X —EX)?.
Specielné (var X)'/2 se nazyva smérodatna odchylka neboli volatilita ndhodné veli¢iny.
Ve finan¢ni matematice vyjadiuje volatilita kurzové riziko.
Velmi ¢asto pouzivanym pojmem je v nasledujicim také podminéna stfedni hodnota
nadhodné velic¢iny. Uvadime zde jeji definici, kterou zavadi ([10], definice 7.1.).

Definice 2.1.2. Necht X € L1(Q, A, P) a B C A je o-algebra. Pak kazdou redlnou
ndhodnou velicinu Y, kterd splnuje nasledujici dvé vlastnosti:

(1) Y € (Q,B,P/5),
(i) [pYdP = [, XdP pro kaZdou mnoZinu B € B,

nazveme podminénou strredni hodnotou ndhodné veliciny X vzhledem k o-algebre
B (neboli pri podmince B) a budeme oznacovat E[X|B]. V literature se také setkime
s oznacenimi EB X, EgX . Protoze podminénd stredni hodnota neni uréena jednoznacné,
oznacujeme B[X| B] mnozinu viech podminénych strednich hodnot E[X| B].

Pro osvétleni vypocti s podminénymi stiednimi hodnotami, které jsou uvedeny
v dalsich kapitolach, nyni uvedeme dvé tvrzeni prevzatd z ([10], véta 7.5., véta 7.13.).

Tvrzeni 2.1.2. Pro ndhodné veliciny X,Y € Ly(Q2, A, P) a o-algebru B C A plati
ndsledujici ctyri vliastnosti:

(i) pro konstanty a,b,c € R plati

ElaX 4+ bY + ¢| B] = aE[X|B] + bE[Y|B] + ¢ s.j.,

(11) jestlize je X <Y s.j., potom E[X|B] < E[Y]|B] s.j.,
(111) vidy plati E[E[X|B]] = EX,
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(iv) pokud je ndhodnd veli¢ina X B-méritelnd, potom E[X|B] = X s.j.

Tvrzeni 2.1.3. Pro ndhodnou velicinu X € Li(2, A, P) a B C A o-algebru plati
ndsledujici ctyri vliastnosti:

(i) jsou-li Y € L(2,B) a XY € L1(Q, A, P), potom plati
E[XY|B] =YE[X|B] s.j.,

(i1) je-li C C B dalsi o-algebra, potom plati
E[E[X]|B]|C] = E[E[X|C]| B] = E[X|C] s.j.,

(111) kdyz jsou o(X) a B dvé nezdvislé o-algebry, potom plati
EX|B]=EX s.j.,
() jsou-li X, € L(Q,A),n € N||X,| < Z sj., Z € Li(QAP) a X, —» X pro
n — 0o S.J., potom pro n — oo plati
E[X,|B] — E[X|B] s.j.
Dikazy obou tvrzenf lze nalézt v ([10], str. 35-36, str. 39-41).

Podobné jako jsme definovali podminénou stfedni hodnotu lze definovat také pod-
minény rozptyl. Za piedpokladu E X? < oo plati rovnice

var[X| B] = E[(X — E[X|B])*| B] .
Nésledujici tvrzeni umoznuje vyjadrit rozptyl prostrednictvim podminéné stredni
hodnoty a podminéného rozptylu, prebirame jej ze ([2], véta 3.26.).
Tvrzeni 2.1.4. Je-li E X? < co. Potom plati rovnice
var X = var(E[X|B]) + E(var[X| B]) .
Dikaz tvrzeni lze nalézt ve ([2], str. 58).

Pfi odhadu parametrii budeme pracovat s podminénym rozdélenim, uvedme zde
proto jeho definici pro ndhodnou veli¢inu, piebirdame ji z ([10], definice 9.1.).

Definice 2.1.3. Necht X: (2, A) — (E, &), Y: (Q, A) — (H, H) jsou ndhodné veliciny
s hodnotami v méritelnych prostorech. Podminénym rozdélenim nahodné veliciny
X za podminky ndhodné veliciny Y budeme rozumét funkci

Pxy : ExHw—[0,1]: (B,y) — PX|Y(va)a
kterd splnuje nasledujici tri podminky:

(i) pro kazdé y € H je mnoZinovd funkce B — Pxy(B,y) pravdépodobnostni mirou
na &,

(ii) pro kazdé B € € je funkce y — Px|y(B,y) H-méritelnd,
(iii) pro kazdé B € £ a C € 'H plati

C

Symbolem L(X|Y) budeme oznacovat mnoZinu vsech podminéngch rozdéleni X za pod-
minky Y, tedy vsech funkci Pxy. Mnohdy se vsak podminéné rozdéleni primo oznacuje

symbolem L(X|Y).
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2.2 Nahodny proces

Nyni jiz prikrocme k definici ndhodného procesu a jeho vlastnosti, které se pouzivaji
pii popisu mnohorozmérnych ARCH a GARCH modelu. Nasledujici definici ndhodného
procesu piebirdme ze ([13], definice 1.1.).

Definice 2.2.1. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a T C R. Rodina re-
dlngch ndhodnijch velicin { Xy, t € T} definovanijch na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) se nazgvd ndhodny proces.

V piipadé, ze T'= Z={0,4+1,£2,... } nebo T' C Z, hovoiime o procesu s diskrétnim
¢asem neboli o casové fadé. Casové fada tedy vzniks realizaci ndhodného procesu, tj.
systému ndhodnych velicin {X;, ¢ C Z}. Pokud T = [a,b], kde —0c0 < a < b < o0,
mluvime o procesu se spojitym c¢asem.

Kazdé kone¢né podmnoziné {ti,...,t,} C T lze prifadit systém nahodnych veli¢in
Xty .-, Xy, , které maji sdruzené rozdéleni s distribuéni funkei

Ft1,...,tn(:c17 Ce 7.fL'n) = P(th S L1y ... ,th S l’n) .

Piislusny systém distribu¢nich funkei nazyvame konzistentni, jsou-li pro n € N a
ty,...,t, € T splnény obé dvé nasledujici vlastnosti:

(i) pro libovolnou permutaci iy, ..., 1, ¢isel 1,..., n plati

Ftil,...,tin (‘rim .. 7Iin) - Bl,...,tn (‘/L‘h .. 71:71) )

(i) limg, oo (Z1, .oy Tny Tpi1) = Fiy g (@1, -0, T).

Ke kazdému nahodnému procesu tedy existuje konzistentni systém distribuénich funkci.
Zadefinujme déle jesté gaussovsky nahodny proces podle ([13], definice 1.6.).

Definice 2.2.2. Ndhodny proces { Xy, t € T} nazgvame gaussovsky neboli normdlind,
jestlize jsou wvsechna jeho konecénérozmeérnd rozdéleni normdlni, tedy plati-li, Ze pro
kazdé n € N a ty,... t, € T ma vektor (Xy,,...,Xy,) n-rozmérné normdlni rozdéleni
N,.(m,, V,), kdem, = (EX;,,....,EX; ) a

var Xy, cov( Xy, Xy,) .. cov(Xy, Xi,)
v cov(Xi,, Xy,) var X3, cooocov(Xy,, Xy,)
cov(Xy,, Xy,) cov(Xy,, Xp,) ... var X,

V teorii mnohorozmérnych modelu typu ARCH a GARCH se pii odvozovani po-
pisnych charakteristik pouzivaji pojmy slaba a striktni stacionarita. Jejich definice
ptebirdme ze ([13], definice 1.8., definice 1.7.).

Definice 2.2.3. Ndhodny proces {X;, t € T'} s konecnymi druhymi momenty se nazjvd
slabé staciondrni, md-li konstantni stredni hodnotu pu; = pu pro vsechnat € T' a je-li
jeho autokovariancni funkce R(s,t) pouze funkci rozdilu (s — t). Je-li splnéna jenom
podminka na autokovariancni funkci, mluvime o kovarianéni stacionarité.
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Definice 2.2.4. Rekneme, Ze ndhodnyj proces {X,;, t € T} je striktné staciondrni,
jestlize pro libovolné n € N, pro libovolnd redlnd x+,...,x, a pro libovolnd t,...,t, a
h takova, Zet, € T, ty +h €T prol <k <n, plati

Ftl,...,tn (‘rlu v 7':U'r7,) - El—‘rh,...,tn—l—h(xl) .. 7'7;7’1) .

Striktné stacionarni nadhodny proces tedy ma stejné rozdélené nahodné velic¢iny a
jejich charakteristiky zustavaji stejné pii posunu v case.

Nésledujici tvrzeni vypovidaji o vzajemném vztahu slabé a striktni stacionarity,
jsou prevzata ze ([13], véta 1.3., véta 1.2.).

Tvrzeni 2.2.1. Slabé staciondrni gaussovsky proces {X;, t € T} je i striktné sta-
ciondrni.

Tvrzeni 2.2.2. Strikiné staciondrni nahodny proces {X;, t € T'} s konecnymi druhgmi
momenty je i slabé staciondrni.

Dukazy obou vyse uvedenych tvrzeni lze nalézt ve ([13], str. 10, str. 9).

V nasledujicim textu pouzivame pro zjednoduseni zapisu pojem stacionarni proces
pro oznaceni slabé stacionarniho procesu.

Uvazujeme-li ndhodny proces {¢;, t € T}, ve kterém maji viechny ndhodné velic¢iny
nulovou stfedni hodnotu, v ¢ase konstantni koneény rozptyl o2, a kde jsou vsechny
jednotlivé nahodné veli¢iny vzajemné nekorelované, tj. plati

Ee¢es, =0 pro Vi,seT t#s. (2.2)

Potom takovy nahodny proces nazyvame homoskedastickym procesem. Pro takto de-
finovany ndhodny proces {¢;, t € T} pouzivame také oznaceni bily sum se zkratkou
WN(0, 0?) podle anglického ndzvu white noise. Vsimnéme si, Ze takto definovany bily
sum splinuje podminky definice 2.2.3. a jedné se proto o slaby bily Sum. Je-li posloup-
nost {e;, t € T'} posloupnosti iid (independent identically distributed), tj. nezavislych
stejné rozdélenych, nahodnych veli¢in s nulovou stiedni hodnotou a koneénym druhym
momentem, pak mluvime o striktnim bilém Sumu. Statisticky model, ve kterém je
chybovy nahodny proces bilym sumem, nazyvame homoskedastickym modelem.

Jestlize nahodny proces {€;, t € T'} tvori ndhodné veliciny, které maji nulové stiedni
hodnoty, v ¢ase proménlivé rozptyly o2k, s nezndmymi hodnotami k, pro kazdé t € T a
které splnuji rovnici (2.2), tj. jsou-li viechny ndhodné veli¢iny vzdjemné nekorelované,
pak takovy nahodny proces nazyvame heteroskedastickym procesem a muzeme jej také
nazyvat heteroskedastickym bilym Sumem. Zcela analogicky lze definovat podminénou
heteroskedasticitu neboli ménici se rozptyl podminéné vuci informaci, kterou zname
z minulosti.

Déle definujme kauzalni linedrni proces podle definice uvedené ve ([13], definice
5.2.).

Definice 2.2.5. Necht {e;,t € Z} je bily sum a {A;,j € No} je posloupnost konstant
takovd, ze Y77 |A;] < oo. Ndhodnd posloupnost {X;,t € Z} definovand predpisem

Xt:ZAjEt—ja tGZ
7=0

se nazyvd kauzdlni linedrni proces.
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Kauzalita tedy vyjadiuje skutecnost, ze ndhodnou velicinu X; lze vyjadrit pomoci
soucasné a minulych hodnot veli¢in €, s < t.

Nyni nasleduje definice ergodické posloupnosti podle kvadratického stiedu, kterou
piebirame ze ([13], definice 6.1.).

Definice 2.2.6. Rekneme, Ze staciondrni posloupnost {X,, t € Z} se stiedni hodno-
tou i je ergodickd podle kvadratického stredu, neboli spliiuje zakon velkych cisel
v Lo(2, A, P), jestlize pro n — oo

1 n
— E Xy — p podle kvadratického stredu .
n

t=1

Kazdé ergodicka posloupnost podle kvadratického stiedu { Xy, t € Z} tedy splauje
i slaby zdkon velkych cisel pro stacionarni posloupnosti, tj. plati, ze pro n — oo

1 n
— Z Xy — p v pravdépodobnosti .
n

t=1

Definice 2.2.7. Posloupnosti martingalovych diferenci nazyvime posloupnost
{Xy, t € T}, jestlize je splnéna podminka podminéné stredni hodnoty

E[Xt|Xt,1,Xt,2,...] =0 pro VteT.

Pro posloupnost martingalovych diferenci { X, t € T'} lze za pouziti tvrzeni 2.1.3.,
vlastnosti (i7), odvodit nepodminénou stiedni hodnotu a nekorelovanost jejich jedno-
tlivych velicin

EXt = E[E[Xt| Xt—laXt—2) .. ]] =0 Pro Vit e T,
EXtXS = E[E[XtXS|Xt,1,Xt,27 . ]] == E[XSE[thXt,17Xt,2’ . H =
= 0 pro Vt,seT,t>s.

O nekorelované veli¢iny se samoziejmé jednd i v piipadé, kdy nastane opacnd nerov-
nost. Tedy pro kazda t,s € T ,t < s, kde je ve vypoc¢tu pouzita podminénd stiedni
hodnota vzhledem k posloupnosti velicin X, 1, X5 o,... Pokud bude navic druhy mo-
ment posloupnosti martingalovych diferenci {X;, t € T} konstantni, tj. E X? = k pro
kazdé t € T, potom muzeme tuto posloupnost nazvat slabym bilym Sumem.

2.3 Nahodny vektor

Rekneme, ze X = (X1, Xs,..., Xy)' je N-rozmérny nahodny vektor, jedna-li se o na-
hodnou veli¢inu s hodnotami v meéfitelném prostoru (XﬁilEm ®Z]\L1 &;). N-rozmérny
redlny nahodny vektor X definujeme jako ndhodnou velicinu s hodnotami v (RY,BY)
pro néjaké prirozené ¢islo N. Necht md ndhodny vektor X vektor stfedni hodnoty
p=(p1,...,pn)" a varianéni matici ¥ = (0y5) fadu N, kde ¥ = E[(X — p)(X — p)'].
Oznaéme X normovany nahodny vektor X,

X=%""(X—-p).
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N-rozmérny ndhodny vektor X = (X7, ..., Xy) ma N-rozmérné normélni rozdéleni
se stfedni hodnotou p a pozitivné definitni variancéni matici 3, jestlize méa jeho hustota

tvar
1

fx(x|p, %) = WGXP{—%(X — S (x—p)}.

Skutecnost, ze ma ndhodny vektor X vySe popsané rozdéleni, zkracené zapisujeme
prostiednictvim X ~ Ny (p,3). Piislusny normovany vektor X mé v tomto piipadé
rozdéleni X ~ Ny (0, I).

Vyznamnou tfidou mnohorozmérnych rozdéleni jsou tzv. elipticky vrstevnicova
rozdéleni. Nésledujici definici elipticky vrstevnicového rozdéleni piebirdme z ([8], str.
107), kde se lze docist i o dalsich vlastnostech této tiidy rozdéleni. Pred samotnou
definici elipticky vrstevnicového rozdéleni jesté pripomenme definici charakteristické
funkce ndhodného vektoru, jak ji uvadi ([10], definice 15.3.).

Definice 2.3.1. Pro redlny nahodny vektor X = (Xy,...,Xn)" zavedeme komplexni
funkci R
Px(t) = Elexp(it’X)] pro teRY

a budeme ji nazjvat charakteristickd funkce ndhodného vektoru X. Casto se lze
v literature setkat i s oznacenim Fourieruv obraz miry Px.

Definice 2.3.2. Necht X je ndhodny vektor typu N x 1 s vektorem stredni hodnoty
typu N X 1 a s pozitivné semidefinitni variancni matici 3 vddu N. Pak rikdme, Ze ma
ndhodny vektor X elipticky vrstevnicové rozdélent, jestlize lze jeho charakteristic-
kou funkci zapsat rovnict

Px(t) = exp(it/ ) (t'St)
pro néjakou funkci 1. Poznamenejme, Ze takto uvedend charakteristickd funkce px(t)
je funkci kvadratické formy t'3t.

Jako piiklad elipticky vrstevnicového rozdéleni uved me mnohorozmérné normalni
rozdéleni. Pro N-rozmérny nahodny vektor X s N-rozmérnym normalnim rozdélenim,
X ~ Ny (p, X), ma charakteristickd funkce tvar

A

1
Px(t) = exp (it’u — §t’2t) pro teRY.

Okamzité vidime, ze tento tvar charakteristické funkce odpovida predchozi definici.
V soucasnosti je tridé eliptickych rozdéleni vénovana velka pozornost, protoze mnoho
vysledku platnych pro mnohorozmérné norméalni rozdéleni plati i pro tuto obecnou
ttidu rozdeéleni.

Oznac¢me sy N-rozmérnou Sikmost podle anglického nazvu skewness a oznac¢me
kn N-rozmérnou spicatost podle anglického ndzvu kurtosis. Sikmost a §picatost jsou
dulezitymi popisnymi statistikami pii hledani spravného rozdéleni pro pozorovana data.
Nésledujici vyjadieni mnohorozmérné sikmosti a $picatosti prebirame z ([9], str. 77-78).

Mnohorozmérnou sikmosti nahodného vektoru X budeme rozumeét

sy = B[(X = p)S(Y — ), (2.3)

kde Y oznacuje nezavisly a stejné rozdéleny nahodny vektor vzhledem k nahodnému
vektoru X. Pouzitim normovanych vektoru X a Y lze vzorec (2.3) piepsat do tvaru

sy = B(X'Y)?.
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V jednorozmérném piipadé definujeme sikmost jako 31/ ®. Pro jakykoliv stfedové syme-
tricky ndhodny vektor X je tedy Sikmost nulova a zeSikmenym ndhodnym vektorem
budeme v nasledujicim rozumét takovy nahodny vektor, jehoz sikmost je ruzna od nuly.
Vybérovy odhad mnohorozmérné sikmosti zalozeny na ndhodném vybéru Xy, ..., Xz

ma tvar
1
W=

=1 j

T
(X = X)'STH(X; - X)),

=1

kde X znaci vektor vybérové stiedni hodnoty a S znaci vybérovou variancni matici.

Pro X a S plati vztahy

1 T
X = =YX,
T2
1 T
S = — Y (X —-X)(X; - X)'
=2 I )

Pro mnohorozmeérnou spicatost nahodného vektoru X zde budeme pouzivat vyja-
dieni

kx = E[(X — p)S (X - )], (2.4)

Uvedeny vzorec (2.4) 1ze pouzitim Euklidovské normy prepsat do tvaru
ky = E(IX])*.

Zde hodnota k; skutec¢né odpovida definici jednorozmérné Spicatosti. Specielné pro N-
rozmérné normalni rozdéleni 1ze vypocet prislusné Spicatosti vyjadrit soucinem ky =
N(N +2). Spicatym nadhodnym vektorem budeme rozumét ndhodny vektor s hodnotou
Spicatosti prevysujici hodnotu Spic¢atosti nahodného vektoru téhoz rozméru, ktery ma
normalni rozdéleni. Vybérovy odhad mnohorozmérné spicatosti lze za vyse uvedeného
znaceni zapsat rovnici

V ([9], str. 77-84) se lze docist o dalsich definicich mnohorozmérné sikmosti a
Spicatosti a o nékterych asymptotickych charakteristikach piislusnych vybérovych od-
had.

2.4 Operace s maticemi

Pro vétsi nazornost operaci se ¢tvercovymi maticemi budeme v néasledujicim textu
pouzivat operatory wvec(.), vech(.) a vech! (.). Operator vec (.) piifadi ¢tvercové matici
fadu n vektor typu n? x 1, ktery obsahuje jednotlivé sloupcové vektory dané matice
zapsané pod sebe. Jako ilustra¢ni pifklad uvedme étvercovou matici A fadu 3, kterd
ma tvar

A_:

L <
> 0 o
S S
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potom plati
vec(A) = (a,d, g,b,e, h,c, f,i) .

Obdobnou funkci zastava operator vech (.), ktery pracuje se symetrickymi ¢tvercovymi
maticemi a po sloupcich zapisuje do sloupcového vektoru pouze prvky z dolni trojihel-
nikové casti dané matice. Ze symetrické ¢tvercové matice radu n tedy vytvori vektor
typu [n(n+1)/2] x 1. Pro ilustraci zde uved me symetrickou ¢tvercovou matici B fadu
3 ve tvaru

a b c
B=| b d e ,
c e f

potom plati
vech(B) = (a,b,c,d, e, ).

Operétor vech! (.) je podobny operatoru vech (.), ale pracuje pouze s témi prvky dané
matice, které lezi pod hlavni diagondalou. Ze symetrické ¢tvercové matice fadu n tedy
vznikne vektor typu [n(n —1)/2] x 1. Pro vySe uvedenou matici B plati

vech! (B) = (b, c,e) .

Ctvercovou matici A = (a;;) fadu n nazyvame diagondlni matici fadu n, jestlize
pro ni plati rovnice

a1 0 0
0 agsy ... 0
A= (bya)=| . . . . |,
0 0 Ann

kde ¢;; oznacuje Kroneckeruv symbol. V nésledujicim textu budeme diagonalni matici
radu n zapisovat jako diag (a1, ..., any)-

Nejvétsi vlastni c¢islo matice A v absolutni hodnoté nazyvame spektralnim po-
lomérem matice A a oznacujeme jej r(A). Spektralni polomér matice A tedy splauje
vzorec 7(A) = maz;|\;|, kde \; oznacuji vlastni ¢isla matice A.

Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) typu m x n definujeme Hadamarduv sou¢in A©B
jako matici typu m x n obsahujici prvkové souciny, tedy jako matici s prvky (a;;b;;).

Definice 2.4.1. Necht A je matice typu m x n a B je matice typu p X q, potom matici

CL11B CL12B e alnB
(Ing CLQQB e CLQnB
amlB amQB c. amnB

typu mp X nq nazyvime Kroneckerovym soucinem matic A a B, ktery symbolicky
zapisujeme rovnici

C=A®B.



Kapitola 3

Odvozeni ARCH a GARCH modelu

3.1 ARMA modely

Od doby, kdy Engle v roce 1982 publikoval ¢lédnek [5] s ndzvem Autoregressive conditio-
nal heteroscedasticity with estimates of the variance of United Kingdom inflation, byly
tradi¢ni smisené modely autoregrese a klouzavych souctu popisujici stfedni hodnotu
analogicky rozsiteny pro popis rozptylu. Autoregresni podminéné heteroskedastické
modely jsou nyni §iroce pouzivany pro popis a pfedpovéd zmén volatility finanénich
casovych rad.

V autoregresnich modelech klouzavych souctu, tzv. ARMA modelech, se pouziva
inova¢ni proces {¢ }, ktery je tvoreny posloupnosti homoskedastickych ndhodnych ve-
licin neboli pouzity proces {¢} je bilym sumem. ARMA(p, ¢) model ndhodné posloup-
nosti {Y;, t € Z} lze zapsat

Vi +& Y+ + QY =6+ 0161 + - + Oy, (3.1)

kde @4,...,®,, O1,...,0, jsou reidlné konstanty a ¢, # 0, ©, # 0. Rovnici (3.1) lze
prepsat pouzitim operatoru zpétného posunuti L definovaného predpisem LY; =Y, ;.
Zavedeme polynomy

O(L) = 14+dL+---4+P,L7,

O(L) = 1+6,L+---4+06,L7

a potom prepiseme rovnici (3.1) do néasledujiciho tvaru
O(L)Y; =O(L)e . (3.2)

Podminky na kauzalitu ARMA(p,q) procesu uvadi nasledujici tvrzeni prevzaté
ze ([13], véta 5.6.).

Tvrzeni 3.1.1. Necht {Y;, t € Z} je ndhodnd posloupnost ARMA(p,q) dand vztahem
(3.2). Necht polynomy ®(z2) a ©(z) nemaji spoleéné koreny a necht polynom ®(z) =
1+ @12+ -+ Dy2P ma vSechny koreny vné jednotkového kruhu. Potom lze Y, psdt ve
tvaru

th:ZAjet*jv tEZ,
7=0

16
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kde jsou koeficienty A; urceny vztahem

A(z):g Ajzjzﬁ, ze€C,lz| <1.
=0

Dukaz lze nalézt ve ([13], str. 68-69).

3.2 O0Odvozeni ARCH a GARCH modelu

Uvazujme nejprve autoregresni model prvniho fadu
}/;:7}/;—1—{'6757 |P)/|<17

kde je {€;} striktni bily sum s var e; = . Stfedni hodnoty a rozptyly ndhodné veliciny
Y; nepodminéné i podminéné vuci informaci z minulosti maji nésledujici vyjadreni:
EY; = 0 a E[Y|Y, 1,Yio,...]=7Y,
varY, = o?/(1-7%) a var[Vi|Y_1,Yia,...] =c>.

Lze proto ocekavat lepsi predpovédni vysledky, pokud mame k dispozici informaci
z minulosti.

Model, ve kterém podminény rozptyl zavisi na minulych pozorovanich tady lze
zapsat naptiklad ve tvaru

Yi=¢Y 1.

Zde je podminény rozptyl var[Y;| Y;_1,Y; o, ...] roven 0?Y;% |, ale nepodminény rozptyl
Y; muze byt nula nebo nekoneéno, proto je tento model nepouzitelny a byly hledany
jiné modely.

ARCH (autoregressive conditional heteroscedasticity) modely jsou zalozeny na au-
toregresnim vyjadreni podminéného rozptylu. ARCH(g) model je definovén jako proces
{€:}, pro ktery plati rovnice podminénych momentu

E[€t| €t—1,€t—2; - - ] = 0,

varfe| e 1, € 9,...] = hi=cH+ae |+ + aqef_q ) (3.3)

ARCH(q) model muzeme zapsat také v nésledujici autoregresni reprezentaci. Zaved me
posloupnost {U;}, kde U; = €7 — h;. Potom

E[Ut| €t—1,€t—2, .. } = E[G?’ €—1,€t—2, .. ] - ht =0. (34)

Tedy {U;} je posloupnost martingalovych diferenci (vzhledem k filtraci F;_1, coz je
o-algebra generovand ndhodnymi veli¢inami €;_1,¢€;_o,...). Déle lze z tvrzeni 2.1.3.,
vlastnosti (i7) o opakované podminéné sttedni hodnoté odvodit vztahy

EUt - O,
EUU;, = 0 pro t#s. (3.5)

Potom dosazenim za h; z rovnic (3.3) do vyjadfeni posloupnosti Uy ziskdme rovnici

6 =ct+are_q+ - +age_,+ U (3.6)
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Vzhledem k tomu, Ze chybovéa slozka {U;} obecné nemé konstantni rozptyl, nazyvame
vyjadieni (3.6) autoregresni reprezentace velicin €7 s heteroskedastickym bilym sumem.

Podle puvodniho ¢lanku [5] muzeme vsechny diskrétni ndhodné procesy {e;}, které
lze vyjadrit jako

€& =01y,
Zt /le, EZt:O, VaI'thl,

kde je 0; kladna, méritelna a v ¢ase proménliva funkce vzhledem k informacni mnoziné
znamé do ¢asu t — 1, nazyvat ARCH model.

GARCH (generalized autoregressive conditional heteroscedasticity) modely uvazuji
podminény rozptyl nejen v zavislosti na ptredchozich pozorovanich procesu, ale také
v zavislosti na casové zpozdénych hodnotdch podminénych rozptylu. GARCH(p, q)
model je tedy definovén jako posloupnost {¢ }, pro kterou plati rovnice podminénych
momentu

E[€t|€t—17€t—2a---] = 0,
varfe| -1, €-0,...] = hy=c+aie  +- +ag ,+

+bihiy 4+ bphi—p. (3.7)

Takto definovany GARCH(p, ¢) model lze vyjadiit v ARMA reprezentaci. Podobné
jako v ptredchozim textu pro ARCH(q) model ozna¢me U; = €2 — hy, potom opét plati
rovnice (3.4) a (3.5). Dosazenim za h; z vyrazu (3.7) do vyjadfeni posloupnosti Uy
ziskdme rovnice

€t2 = c+ a1€t2_1 4+ -4 CLQE?—q + bl(ef_l — Ut—l) + -+ bp(e,?_p - Ut—p) + Ut7
maz{p,q} P
E? = c+ Z (ai -+ bi)Effi -+ Ut — bjUtfj s (38)
=1 1

j=

kde a; = 0 proi > q a b; = 0 pro i > p. Toto je ARMA (mazx{p,q},p) zapis procesu
{€?}, ale s chybovou slozkou {U,}, kterd opét nemusi mit konstantn{ rozptyl a jedn4 se
tedy o heteroskedasticky bily Sum.

kterych je chybovy proces modelovan jako GARCH model. Muzeme napiiklad uvazovat
linearni regresni model s GARCH chybami

Vi =Xib+e, kde {&¢}~GARCH(p,q)

nebo ARMA model uvedeny v rovnici (3.2), kde je chybovy proces {e;} modelovan
jako GARCH(p, ¢) model.



Kapitola 4

Jednorozmeérné modely typu ARCH
a GARCH

V predchozi kapitole jsme zavedli procesy ARCH(q) a GARCH(p, q). Zabyvejme se
nyni nékterymi vlastnostmi téchto procesu. Pro jednoduchost budeme v nasledujicim
uvazovat ARCH(1) model ve tvaru

E[€t|€t717€t727---] = 0, t= 1,2,... y (41)
& = ctac  +U, t=12... (4.2)
a budeme predpoklddat, ze je {U,} striktni bily sum.

4.1 Existence ARCH procesu

Nejprve poznamenejme, ze rekurzivni rovnice (4.2) neni postacujici pro jednoznaénost
definice procesu {€7}. Musi byt doplnéna pocétecni podminkou na stredni hodnotu
procesu {€?} v ¢ase 0. Vime, Ze stiedn{ hodnota druhé mocniny procesu {¢} je

mt:Eef =cCc+ amy_1,

kde zname pocatecni hodnotu mg. Abychom zajistili ¢asovou stalost této stiedni hod-
noty, predpokladame nasledujici dvé podminky:

(i) laf <1,

(ii) pocdtecni podminka mo= = >0.

Navic mus{ byt zajisténa i kladnost procesu {€?}. Postacujici podminky jsou a > 0
a c+uy > 0 pro vSechny mozné hodnoty u; nahodné veliciny U;. Odtud se tedy hodnoty
parametru a déle omezi na hodnoty intervalu (0,1) a hodnoty parametru ¢ se omezi
na hodnoty intervalu (0, 0o).

Zbyvé oveérit, ze podminky (4.1) a (4.2) na proces {€;} jsou vzéjemné slucitelné.
Uvazujme dva nezavislé procesy {Z;} a {d;}. Proces {Z;} nabyvé kladnych hodnot

Zt:C+CLZt_1+Ut.

Nahodné veli¢iny d; jsou vzajemné nezavislé, stejné rozdélené a takové, ze plati

P65, = +1] = P[3, = —1] = %

Potom proces {¢} definovany jako ¢; = Z}/*6, spliwuje obé podminky (4.1) a (4.2).

19
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4.2 Pravdépodobnostni charakteristiky ARCH pro-
cesu

Podminka (4.1) znamend, Ze proces {¢;} spliuje podminku ortogonality viiéi minulosti,
nebot plati, ze

Eee 16 o... = E(E[ge_169... |6 1,€69,...])

= E(E[€t| €t—1,€—2,... }6t716t72 [N ) =0.
(D.I) Proces {¢} je ortogonalni k minulym hodnotédm s libovolnym zpozdénim
E[Etlet_h,ﬁt_h_l,...] :0, Vh>0
podle tvrzeni 2.1.3., vlastnosti (i7).

(D.II) Uvazujeme-li dvé kladnd celd ¢isla k a h

COV[(Em €t+k)| €t—hs €t—h—1;5 - - ] = E[€t€t+k| €t—hs €t—h—1; - - ] =
= E[E[€t€t+k| Cttk—15 Ct+k—2; - - ]| €t—hy €t—h—1, - - ] =
= E[EtE[€t+k| €t+k—1, Ct+k—25 - - H €t—h, €t—h—1, - - ] =0

podle tvrzeni 2.1.3., vlastnosti (i7) a vlastnosti (), kde pouzivame skutecnost,
ze € € o{€r1k_1,€1k-2,- -}, a podle vlastnosti (4.1) ARCH(1) procesu {¢;}.

(D.III) Podminény rozptyl je

h

+a’e_
1—a t—h >

var(e| €;—n, €i—p_1,...] =¢

kde jsme rekurzivné dosadili do autoregresni rovnice (4.2) a aplikovali podmi-
nénou stiedni hodnotu vuéi informaci zndmé do ¢asu t — h, ve vypoctu jsme
vyuzili dusledek (D.I).

Z podminek (i), (i4) na existenci procesu {e?} déle ziskame vyjddreni rozptylu

C

, (4.3)

var €; =
1—a
a proto muzeme proces {¢} nazyvat slabym bilym sumem.
Pro odvozeni dalsich vlastnosti procesu {¢;} predpokladdme, Ze je jeho podminéné
rozdéleni normalni
€t’ €t_1,€p—9, "~ N(O, c+ aef_l) .

Ze symetrie uvedeného rozdéleni jiz vime, Ze je jeho Sikmost nulova, také uz zname
moment druhého fédu tohoto rozdéleni, ktery ma tvar E€¢? = ¢/(1 — a). Nyn{ vsak
muzeme spocitat i moment ¢tvrtého radu

2 2
Ee! — (B[} e 1,61 0,...]) = 3E(c + a®_,)> = 3 (02 e azEe?_l) -
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Odtud je vidét, ze moment ¢tvrtého fadu bude konstantni pro 3a? < 1, za této
podminky jej 1ze vyjadrit ve tvaru

321+ a)

Be = (1—a)(l—3a2)"

Oba uvedené momenty jsou konstantni a lze je tedy nazyvat staciondrni momenty
druhého a ¢tvrtého fadu. Dale dosazenim téchto momentu vyjadiime Spicatost
E(Et — Eﬁt)4 E)E;1 1-— 0/2

k= (Ee — (Ee)2)? - (Ee?)2 - 31 EEwE (4.4)

kterd je v tomto pripadé velmi snadno porovnatelna s hodnotou Spicatosti tfi pro
normdlni rozdéleni. Vidime, ze vyraz na pravé strané rovnice (4.4) je vzdy ostie vétsi
nez tii, protoze jediny autoregresni koeficient a v rovnici (4.2) nelze povazovat za nu-
lovy. Uvedena Spicatost je proto vzdy ostie vétsi nez ta, kterou vykazuje normdélni
rozdéleni a to znamend, ze chvosty distribuéni funkce {e} jsou silnéjsi nez u dis-
tribuéni funkce normélntho rozdéleni. Vyse popsané rozdéleni {¢;} nazyvame lepto-
kurtické rozdéleni.

4.3 Pravdépodobnostni charakteristiky AR-ARCH
procesu

Uvazujme nyni autoregresni model fadu jedna
Yi=p+®Y,1+¢, |[P<1, t=1,2...,

kde je {€;} bily sum, ktery ma vlastnosti ARCH(1) modelu popsané v predchozi podka-
pitole. Nyni se budeme zabyvat pravdépodobnostnimi charakteristikami procesu {Y;}.
Tyto charakteristiky lze odvodit piimo z charakteristik bilého sumu {e;}:

(CH.I) Nelinedrni pfedpovédi Y; se shoduji s linedrnimi predpovéd mi, protoze zavis{
linedrné na nejblizsi zpozdéné hodnoté procesu {Y;}

1— o

E[}/t|}/;f—h7}/t—h—17"'] =H 1—®

+®"Y,_,, h>0.

(CH.IT) Podminéné rozptyly a kovariance lze pro celd ¢isla k, h, kde k > 0a h >0
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vyjadrit rovnici

COV[(E) }/2+k)| }/t—hy E—h—l) .. ] -

1 — oh
= cov Ku T % +O"Y, e+ Peg A+ D e,

1—@kth k+h—1
g T QT h A+ € + Pepgpa + -+ D €t—ht1
Yion Yion-1,.. } =
= cov[(eg+ Pepy + -+ D" e ppn, e o+ M e p)]
Yien, Yicn-1,...] =
= Ovarfe| e p, € por, ]+ O Pvarle, | ep, € nor,

+@k+2(h’1)var[et,h+1\ €t—hy Et—h—1y- - ] =

h—1
= @F Z <I>2jvar[et_j| €t—hy €l—h1y---] =
=0
h—1 ;
1 —alI :
= @F Z o (C—l _aa + ah_Jefh> —
=0
c®F 1— %" cadk o — O ah — o
— _ + aq)kEQ p———— =
l-al—®2 1—a a—P2 = o2
cdF 1 — o2 pat — @2 [ c
PRSI " (Et_h_l—a) (4:5)
a dosadime-li do rovnice (4.5) hodnoty k& = 0, h = 1, ziskdme presnost

predpovédi v casovém horizontu délky jedna
varlY;| Y, 1, Y o,...] = c+ae ;.
(CH.III) Nepodminéné kovariance lze pro k > 0 vyjadfit prostfednictvim prepisu
tvrzeni 2.1.4. pro kovarianci

cov(Yy, Yier) = cov(EY:| Yien, Yion1, ... |, EYiin| Yien, Yicno1, ... ) +

+E(cov[(Yy, Yeor) | Yo, Yion1,...]) pro EYYi < 0. (4.6)
Platnost uvedené podminky EY;Y;r < oo lze ovérit snadnym vypoctem.
Podminénou stiedni hodnotu E[Y;|Y; 4, Y; 1 _1,...] jiz zndme z charakteris-

tiky (CH.I) a podminénou sttedni hodnotu E[Y; x| Yi_pn, Yip_1,...] vyjad-

fime analogicky jako

1— q)k—i—h
11—

Daéle vypocitame kovarianci téchto dvou podminénych stfednich hodnot,

ktera je prvnim scitancem ve vzorci (4.6) pro vypocet kovariance mezi prvky
procesu Y; se zpozdénim k

cov(E[Y | Yien, Yicn—1, ... LEY k| Yien, Yicno1, .. ]) =
_ dh N 1_(13k+h
Y, _—

= " varyY, (4.7)

ElY i Yien, Yicp—1,...] = p + Y,

= cov(p~ + Ry, ) =
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kde pro vypocet varY;_;, znovu pouzijeme tvrzeni 2.1.4. a dale charakteris-
tiky (CH.I) pro h = 1, (CH.II) a vzorec (4.3) pro rozptyl €;

varY;_p, = var(E[Y,_p| Yiep—1, Yicho,...]) +
+EvarlY;_p| Yicn—1,Yien—2,...]) =
= var(p + ®Y;_p1) + E(c + ag,_,_,) =

c
= ®%varY, 1 + T—= pro EY?, <oo. (4.8)
—a
Zde uvedend podminka EY;?, < oo je specidlnim piipadem piedchozi pod-
minky EY;Y, x < oo a opét ji lze ovérit snadnym vypoctem. Jediné kon-
stantni Feseni rovnice (4.8) ma tvar

(1-a)(l-2%)

Dosazenim vysledku (4.9) do rovnice (4.7) dopoc¢itdme prvni séitanec po-
tfebny pro vypocet kovariance

cov(BlYy | Yion, Yicn—1, - [ EYour| Yien, Yicno1, ... ]) =
ph+2h
- . (4.10)
(1 —a)(1—d2)
Druhy scitanec vypocteme jiz snadno aplikaci stiedni hodnoty na rovnici
(4.5) uvedenou v charakteristice (CH.II). Opét zde pouzijeme vyjadieni roz-
ptylu €, uvedené v rovnici (4.3)

(4.9)

var Y, =

D) = c®F 1 — p2h
S l-al-0%°
Dosazenim rovnic (4.10) a (4.11) do rovnice (4.6) ziskdme vysledek
ik
(1—a)(1—®?)

E(COV[(Y;, th—i—k)| Y;g_h, Y;t—h—h c. (411)

cov(Yy, Yivr) = = dFvary;.

4.4 Jednorozmérné modely typu GARCH

GARCH model vznika z ARCH modelu ptidanim ¢asti klouzavych souc¢tu do rovnice
podminéného rozptylu. Je definovan prostiednictvim rovnic podminéné stiedni hod-
noty a podminéného rozptylu, které jsou uvedeny v soustavé rovnic (3.7). I zde se opét
omezime na hodnoty ¢ = 1,2,... Takto definovany proces {¢} je posloupnosti mar-
tingalovych diferenci, tedy nekorelovanych nahodnych veli¢in s nulovou stfedni hod-
notou. Abychom mohli tento proces {¢} oznacit za asymptoticky slabé staciondrni,
zbyva stanovit rozptyl nahodné veliciny ¢, a ukazat, Ze je konstantni pro velké hod-
noty 7T'. Pro vypocet rozptylu ndhodné veliciny ¢; pouzijeme tvrzeni 2.1.4., protoze
jiz zname vyjadieni podminéné sttedni hodnoty a podminéného rozptylu ¢;. Zminény
rozptyl tedy muzeme zapsat rovnici

var ¢, = var(E[e,| €1, €_,...]) + E(var[e;| €1, €9,...]) =Eh; pro Eé < co.

Zbyva ukazat, ze zde uvedeny rozptyl je asymptoticky konstantni. Nasledujici tvrzeni
prevzaté ze ([6], Property 3.19.) uvadi postacujici podminku pro asymptotickou slabou
stacionaritu procesu {¢}.
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Tvrzeni 4.4.1. Proces {¢;} spliujici GARCH(p, q) model zadany rovnicemi (3.7) s kla-
dnym koeficientem ¢ > 0 a nezdpornymi koeficienty a; > 0,2 = 1,...,q,b; > 0,5 =
1,...,p je asymptoticky slabé staciondrni, jestlize

q p
AL +B1) =) ai+> bi<1.
i=1 j=1

Dukaz lze nalézt v ([6], str. 37-38).

Rozdil mezi podminénym a nepodminénym rozdélenim je patrny z vyjadreni Spi-
catosti. Uvazujme podminéné gausssovsky GARCH proces, potom je mezi momenty
druhého a ctvrtého fadu vztah

E[E?’ €—1,€t—2, .. ] = 3(E[€?| €—1,€t—2,. .. ])2 . (412)
Aplikujeme-li na rovnici (4.12) stiedni hodnotu a pouzijeme-li tvrzeni 2.1.1. a tvrzeni
2.1.3., vlastnost (i7), potom ziskdme nerovnici

Ee¢! = EE[e} e 1, 62,...]) = 3BE[E] -1, €-9,...])* >
> (BB 61,602, )} = 3(Ee)?

a vidime, ze margindlni rozdéleni {¢} mé silnéjsi chvosty nez normdlni rozdeéleni.
Spic¢atost marginalniho rozdéleni {¢;} lze vyjadrit prostiednictvim rozptylu podmi-
néného druhého momentu a nepodminéného druhého momentu

Eo— E(e; — Ee)? _ Ee} _ E(E[e}| /-1, €2, -.]) _
(Ee — (Be)?)?  (Eef)? (Eef)?
_ 3E(E[€?] Gt_1;€t_2, L))? _3. 3var(E[(—:§\ et_12, €1-2y---]) >3
(Ee)? (Ee)?

Za platnosti jistych podminek regularity mize byt slabé stacionarni i proces {€?},
ktery lze vyjadrit jako ARMA model rovnicemi (3.8). Za predpokladu, ze je proces
{U,} slabé staciondrni, 1ze na proces {€?} aplikovat bézné vysledky zndmé o ARMA
modelech. Uvazujme autokovarianéni funkei procesu {e?}

R(h)® = cov(e}, €_y),
kde vyjddiime proces {eZ} ARMA modelem (3.8)

maz{p,q} P
R(h)(2) = COV(C —f- Z (CLZ‘ + bi)E?_Z- + Ut — Z bjUt—j7 GE_h) =
i=1 j=1
maz{p,q}
= Z (a; + b;) cov(er ;€2 ) + cov(U, Zb Ui g€ ). (4.13)

i=1
Navic pro h > p+ 1 je druhy s¢itanec na pravé strané rovnice (4.13) nulovy a autoko-

varianéni funkei lze vyjadfit linedrni rekurzivni rovnici fadu mazx{p, ¢}

maz{p,q}
R(M® = Y (ai+b)R(h—9)®, Vh>p+1. (4.14)
i=1
Systém rovnic (4.14) je analogii Yuleovych-Walkerovych rovnic z teorie autoregresnich
posloupnosti a pouzivame jej pro odhad koeficientu a; + b; , i = 1,...,max{p, q}.
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Mnohorozmeérné modely typu
ARCH

Definujme mnohorozmérny ARCH(1) proces {€;, t = 0,1,2,...} na RY zalozeny na
inovaénim procesu {Z;, t = 1,2, ...} prostfednictvim nésledujicich rovnic

e = H'*0)Z,,
Ht(e) = H(O) + A/€t_1€;_1A,
Z, ~ iid Ny(0,Iy) (5.1)

pro t = 1,2,... Predpoklddejme, ze matice H,(0) typu N x N je pozitivné definitni
a ze matice A typu N x N je libovolnd. Uvedeny vzorec pro H;(0) je zjednodusenim
BEKK modelu uvedeného nize v Definici 6.1.2.

Dveé nésledujici tvrzeni prevzata ze ([7], Theorem 1., Theorem 2.) shrnuji nejdile-

vvvvvv

Tvrzeni 5.0.2. Predpokldadejme, Ze nejvetsi vlastni ¢islo matice A je v absolutni hod-
noté mensi nez jedna, tj.

r(A) <1. (5.2)
Potom existuje takové pocdtecni rozdéleni vektoru €g, Ze je proces {€} zadany rovni-
cemi (5.1) prot =1,2,... striktné staciondrni. Uvedend podminka (5.2) je nutnou a
postacugici podminkou, aby byl proces {€;} striktné staciondrni s momentem druhého
radu X, ktery lze vyjddrit rovnici 3 = H(0) + A’X A s jednoznacéngm tesenim

> = i (A) H(0)A' < .

Zde uwvedeny proces {€;} je tedy i slabé staciondrni. Poznamenejme, Ze vektory €, a
€1k Jsou nekorelované, ale nejsou nezdvislé pro libovolné k > 1.

Vektorové lze moment druhého radu vyjadrit rovnici
vee (B) = (Iy2 — (A’ @ A')) tvec (H)

za pouZiti operdtoru vec(.), ktery z matice typu N x N udéld vektor typu N2 x 1, a
za pouziti Kroneckerova sou¢inu oznaceného ® . Podminku (5.2) uvedenou v tvrzeni
5.0.2. 1ze ekvivalentné pfepsat do tvaru r(A ® A) < 1.

25
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Tvrzeni 5.0.3. Predpokldadejme, Ze jsou splnény predpoklady tvrzeni 5.0.2. a Ze pocd-
teéni rozdéleni vektoru €g bylo zvoleno tak, Ze je proces {€} staciondrni. Potom pro
T — oo plati zakon velkych cisel

| T
T Zete; — X s
=1

Piislusné dukazy téchto dvou tvrzeni lze nalézt v ([7], str. 7-8, str. 9-10).
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Prehled mnohorozmérnych modelu
typu GARCH

Uvazujme vektorovy nahodny proces {Y;} typu N x 1. Podminovat budeme vuci o-
algebte, kterd je tvorena informaci z minulosti. Tedy v ¢ase t ji tvoii informace na-
shromazdéné do ¢asu t — 1. Oznacme takovou c-algebru Z; 1, potom plati Z; ; =
0{Y;_1,Y; o,...}. Dile ozna¢me 0 konecny vektor parametru a vyjadieme

Y:=p,(0) + €, (6.1)

kde p,(0) je vektor podminéné stiedni hodnoty Yy, {€;} je vektorovy inovacni proces
typu N x 1 s nulovym vektorem podminéné stiedni hodnoty. Tento proces lze zapsat
rovnici

e = H'*0)Z,, (6.2)

kde Hi/Q(O) je pozitivné definitni matice typu N x N takova, ze H,(0) je podminéna
varian¢ni matice €; a tedy také Y,. Ndhodny vektor Z; typu /N x 1 méa nasledujici prvni
dva momenty

EZt - O,
varZ, = Iy,

kde Iy je jednotkova matice typu N x N. Vektor p, a matice H; zaviseji na neznamém
vektoru parametru 6, ktery muze byt ve vétsiné piipadu rozdélen na dvé disjunktni
¢asti, jednu pro p, a druhou pro H;. Ptipad, kdy toto disjunktni rozdéleni vektoru pa-
rametru 0 nelze ucinit, oznacujeme jako model GARCH ve stfedni hodnoté, ve kterém
je vektor p, zavisly na matici Hy.

Nésledujici klasifikaci GARCH modelu pfebirdme ze ¢lanku [3], ktery obsahuje
mnoho dalsich citaci. Matici H; lze vyjadrit ruznymi zpusoby a rozliSujeme tii vzajemné
odlisné postupy vytvoreni mnohorozmérnych GARCH modeli:

e piimé zobecnéni jednorozmérného GARCH modelu, ktery navrhl Bollerslev (1986):

VEC, BEKK a faktorové modely,

e linearni kombinace jednorozmérnych modeli typu GARCH:
zobecnéné ortogonalni a latentni faktorové modely,

e nelinedrni kombinace jednorozmérnych modelu typu GARCH:
konstantni a dynamické modely podminénych korelaci, obecné dynamické kova-
rian¢ni modely.

27
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6.1 Zobecnéni jednorozmérného GARCH modelu

Pti rozsiteni jednorozmérného GARCH modelu na mnohorozmérny pripad znaéné vzro-
ste pocet parametru, stale také musi byt zarucena pozitivni definitnost varianéni matice
H;. Je proto nutné zavést pridavné podminky. Naptiklad formou diagonalnich matic pa-
rametru, které navic usnadni i odvozeni podminek stacionarity a ergodicity a vyjadreni
nepodminénych momentu.

6.1.1 VEC a BEKK modely

Obecny vzorec H; navrzeny Bollerslevem et al. (1988) zapisuje kazdy prvek matice H;
jako linearni funkci druhych mocnin zpozdénych chyb, smisené¢ho sou¢inu zpozdénych
chyb a zpozdénych hodnot samotné matice H;.

Definice 6.1.1. VEC(1, 1) model je definovan jako
hy=c+An, , +Gh .,
kde

h, = wvech(Hy),

n, = vech(€e,)

a vech(.) oznacuje operdtor, ktery z dolni trojihelnikové ¢asti matice typu N X N udéld
vektor typu [N(N +1)/2] x 1. Vektor c je vektorem parametri typu [N(N +1)/2] x 1,
matice A a G jsou ¢tvercové matice parametru 7adu N(N + 1)/2.

Celkovy pocet parametru tohoto modelu je [N(N + 1)(N(N + 1) + 1)]/2 a jiz
ve dvourozmérném pripadé je pocet parametru dvacet jedna. Bollerslev et al. (1988)
proto navrhl diagondlni VEC model, tzv. DVEC model, ve kterém jsou matice A
a G diagonalni, tedy kazdy prvek h;; zavisi pouze na svych vlastnich zpozdénich a
na predchozi hodnoté soucinu €;€;. Nutné a postacujici podminky na parametry pro
zajisténi pozitivni definitnosti podminéné varianéni matice v DVEC modelu lze nejjed-
noduseji vyjadrit vyuzitim Hadamardova sou¢inu @ pfimo v zapisu modelu. Definujme
symetrické ¢tvercové matice C*, A* a G* fadu N prostiednictvim vztahu

c = wvech(C"),
A = diag|vech(A")],
G = diaglvech(G")].

Potom muzeme diagonédlni VEC model zapsat rovnici
H=C+A"0(¢1€_,)+G ©OH,_;. (6.3)

Nyni je zcela ziejmé, ze podminéna varianéni matice H; je pozitivné definitni pro
vSechna t, jestlize jsou pozitivné definitni matice C*, A*, G* a pocdtecni podminéna
varian¢éni matice Hy. Takovy model vyzaduje 3N (N + 1)/2 parametri a pocet para-
metru se pro dvourozmérny pripad sice snizi na devét, ale stale se s takovym modelem
v praxi tézko zachéazi. Poznamenejme, ze DVEC model lze vyjadriit jesté jednoduseji
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prostiednictvim skaldru. Potom se jednd o skalarni model, ve kterém jsou matice A* a
G* zapsané jako souciny skalartu a jednotkovych matic Iy.
VEC model je kovarianéné stacionarni, pokud jsou vsSechna vlastni ¢isla matice
A + G uvniti jednotkového kruhu. Nepodminénd variancéni matice 3, ¥ = EH,, je
vyjadiena jako
vech(X) = [Iy» — A — G| 'c,

kde N* = N(N +1)/2.

Podobné vyjadreni 1ze ziskat i pro nésledujici BEKK model, ktery je specidlnim
piipadem VEC modelu. BEKK model navrhli Engle a Kroner (1995) a jeho oznaceni
BEKK pochazi ze spolecné prace Baby, Engla, Krafta a Kronera na téma mnoho-
rozmérné modely. Tento model pouziva kvadratické vyjadieni parametru, které zaru-
¢uje pozitivni definitnost variancni matice.

Definice 6.1.2. BEKK(1,1, K) model je definovan jako

K K
H,=C"C" + > Aie i€, Aj+> GyH,,Gj,

k=1 k=1
kde C*, A* a G* jsou ctvercové matice 7ddu N a C* je horni trojuhelnikovd matice.

Horni mez souc¢tu K vyjadiuje obecnost modelu, pro jednoduchost a néazornost
se budeme vénovat piipadu, kdy K = 1. Pocet parametru BEKK(1,1,1) modelu je
N(bN+1)/2,tj. v dvourozmérném piipadé jedendct. Pro snizeni po¢tu parametru je za-
veden diagondlni BEKK model s N(N +5)/2 parametry, ktery jiz ovSem ztréci na obec-
nosti. Zde pti N = 2 pracujeme se sedmi parametry. Dalsim zpusobem snizeni poctu
parametru je pouziti skalarniho BEKK modelu, kde jsou matice A* a G* vyjadreny
soucinem skaldaru a jednotkové matice.

6.1.2 Faktorové modely

Engle et al. (1990b) navrhl parametrizaci H; zalozenou na myslence zavislosti pohybu
vynosu akcii na malém poctu podkladovych veli¢in, které jsou nazyvany faktory. Na
faktorovy model 1ze nahlizet jako na specialni druh BEKK modelu. Uvedenou definici
zverejnil Lin (1992).

Definice 6.1.3. BEKK(1, 1, K') model z predchozi definice je faktorovgym GARCH mo-
delem znacenym F-GARCH(1, 1, K), jestlize pro kazdé k = 1,. .., K maji matice A},
a G, hodnost jedna, a pokud obé dvé maji stejné levé a pravé viastni vektory A, a wy.
Tyto matice A}, a Gj, tedy miuZeme zapsat rovicems

* / * /

kde pouzivame ay, a B pro oznaceni skaldru. Vektory A, a wy, jsou typu N X 1 a splriuji
podminky

wA\i =0 pro k#i a  wN=1 pro k=i,

N
E Wpk — 1.
n=1
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Dosazenim vyjmenovanych vlastnosti do vzorce BEKK modelu ziskame vyjddreni pod-
minéné variancéni matice Hy vzorcem

K
H, =Q+ Z A\ (i wher 1€, wy + Bew H, ywy) .
k=1

Poznamenejme, ze wi€; je k-ty faktor a Ay je jeho prislusna véha, ddle budeme
k-ty faktor oznacovat f;.

6.2 Linearni kombinace jednorozmérnych modelu
typu GARCH

Nyni se zabyvejme modely, které jsou linearni kombinaci nékolika jednorozmérnych
modelt, které vSak nemusi byt standardnimi GARCH modely.

6.2.1 Ortogonalni modely

Pozorovana data jsou vytvorena ortogonélni transformaci N jednorozmérnych GARCH
procesu, kde matice prislusné linearni transformace je ortogonalni matici vlastnich
vektortt nepodminéné varianéni matice standardizovanych vynosu. Ortogonalni modely
mohou byt povazovany za faktorové modely, kde jsou faktory jednorozmérné GARCH
procesy s nulovou stfedni hodnotou.

V ortogonalnim modelu publikovaném Kariyou (1988) a Alexanderem a Chibumbou
(1997) je varianéni matice rddu N vytvorena m jednorozmérnymi GARCH modely.

Definice 6.2.1. O-GARCH(1, 1, m) model je definovdn prostrednictvim vyjddrend
V12, =U, = A,f,,
kde plati znaceni:
(i) V = diag(vy,...,vN), v; jsou rozptyly € proi =1,..., N,
(ii) A, je matice typu N x m dand jako

A =P diag(1?, .. 11?),

kde ly > --- > 1,, > 0 je m nejvetsich vlastnich cisel korelacni matice vektoru U,
a P,, je matice typu N x m prislusnijch vlastnich vektoru,

(15i) £, = (fie, - -, fme)' je ndhodny proces takovy, Ze
E;1f, = 0 a var,_if, = Q; = diag (JJ%M, . ,aj%mt) ,
o7, = (l—ai—b)+aif}_y+bo_y pro i=1,...,m.

Prislusnou podminénou variancni matici Hy potom zapisujeme ve tvaru

Ht = vari_1 € = V1/2VtV1/2 5 kde Vt = vari_1 Ut = AmQtA;n .
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Sila ortogonalniho modelu spoc¢iva v pouziti malého poc¢tu jednorozmérnych GARCH
modelu. Alexander (2001) ukazuje, ze pro model dvandcti aktiv staci dva jednorozmérné

GARCH modely.
Definice 6.2.2. GO-GARCH(1, 1) model je definovin stejné jako O-GARCH(1, 1,

m) model v Definici 6.2.1., kde m = N a A je nesinguldrni matice parametri. Podmi-
nénd korelacni matice €; potom mize byt vyjddrena jako

R, =J'VJ ', kde J,=(V,0L)Y? a V,=AQA’.

Ortogonalni modely jsou konkrétnim druhem F-GARCH modelu a tedy také BEKK
modelu. Proto se vysledky o stacionarité, nepodminénych momentech a odhadech sta-
novené pro BEKK modely mohou aplikovat i na ortogonalni modely. Je ziejmé, ze
O-GARCH a GO-GARCH modely jsou kovarian¢né stacionarni, jestlize jsou vSechny
jednotlivé jednorozmérné GARCH procesy stacionarni.

Latentni faktorové modely

Faktorovy model je latentnim faktorovym modelem, pokud jsou faktory fi; pro k =
1,..., K skryté, coz znamenad, ze nejsou zahrnuté do o-algebry Z;. Piimym dusledkem
je skutecnost, ze podminéna varianéni matice H; neni méritelna. Proto mohou byt
latentni faktorové modely zahrnuté do tiidy modelu stochastické volatility. Faktory f;
pro k = 1,..., K lze casto vyjadrit dynamickymi heteroskedastickymi procesy, tedy
napiiklad ARCH modely. Podminénd kovariance mezi jednotlivymi faktory je obvykle
rovna nule. Mnohorozmeérné latentni faktorové modely nachézeji uplatnéni napiiklad
pii modelovani volatilit sménarenskych kurzu nebo vynosu obligaci, kde se pouziva
rozkladu mezinarodni irokové miry na narodni a celosvétové latentni faktory.

6.3 Nelinearni kombinace jednorozmérnych modela
typu GARCH

Tato podkapitola shrnuje modely, ve kterych lze samostatné vyjadrit jednotlivé pod-
minéné rozptyly a podminéné korelacni matice nebo jiné formy zavislosti jednotlivych
casovych tad. Nésledujici modely sice nejsou parametricky narocné a snadno se od-
haduji, ale teoretické vysledky o stacionarité, ergodicité a vyjadreni momentu nelze
ziskat tak jednoduse jako tomu bylo u zobecnéni jednorozmérnych GARCH modelu a
linedrnich kombinaci jednorozmérnych GARCH model.

6.3.1 Modely podminénych korelaci

Nejprve je potfeba najit model pro kazdy podminény rozptyl a potom lze modelo-
vat podminénou korela¢ni matici. Bollerslev (1990) navrhl tiidu mnohorozmérnych
GARCH modelt, ve které jsou podminéné korelace konstantni, a tim snizil pocet ne-
znamych parametru.

Definice 6.3.1. Model konstantnich podminéenych korelaci, tzv. CCC model, je defi-

novan jako
H, = D;RD; = (pz'j V. hiithjjt) ;
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kde
Dt = diag(\/ hllta---y\/ hNNt)- (64)

Proky hgi lze definovat jako néjaké jednorozmérné GARCH modely. Matice R = (p;;)
je symetrickd pozitivné definitni korelacni matice s p; =1 proi=1,..., N.

Model dynamickych podminénych korelaci, tzv. DCC model, pouziva pro vyjadieni
jednotlivych podminénych rozptyli GARCH(1, 1) jednorozmérnou rovnici

2 .
h,’,’t = C; + aiEz’,tfl + bihii,t—l pPro 1t = 1, ey N,

kde jsou parametry c¢; kladné a parametry a;, b; nezdporné pro i = 1,..., N. Uvedené
parametry soucasné splinuji i nerovnici a; +b; < 1 pro ¢ = 1,..., N. Podminénou
korela¢ni matici vyjadiuje DCC model autoregresnim modelem klouzavych soucti.
Celkovy pocet parametru tohoto modelu je N(N + 5)/2 + 2. Matice H; je pozitivné
definitni pravé tehdy, kdyz je vsech N podminénych rozptylu kladnych a matice R, je
pozitivné definitni.

Nésledujici DCCr(M) model navrhli Tse a Tsui ve ¢lanku [15] v roce 2002.

Definice 6.3.2. DCCr (M) model je definovdn jako
H; = D:R;D;,

kde je matice Dy definovdina vztahem (6.4), ve kterém jsou prvky hy vyjddieny rov-
nicemi néjakych jednorozmérnych GARCH modeli, a kde jsou podminéné korelacni
matice Ry definovany rekurzivnée vztahem

Rt - (1 - (91 - QQ)R -+ 911/)t_1 -+ 02Rt,1 . (65)

V rovnici (6.5) znaci 6y a 0y nezdporné parametry spliugjici nerovnici 6y + 0 < 1.
Matice R = (p;;) je symetrickd pozitivné definitni matice konstantnich parametri typu
N x N, kde p; = 1. Matice ¥,_, je korelacni matice {U;_1, ..., U;_p} typu N X N a
proky této matice ¥, lze vyjadrit jako

Zn]\le Ui,t—mUj,t—m
VM, U2 02,

¢ij,t— 1=

bl

kde Uy = (Yie — uit)/hilié? oznacuje standardizované reziduum. Matici ¥,_, lze také
vygadrit rovnict

Y= BtillLtflL:tletill )
U2, /2

i,t—m

kde By_1 je diagondlni matice typu N X N s i-tym diagondlnim prvkem (Z%zl
a Liy = Uiy, ..., Ui_p) je matice typu N x M.

Z této definice vidime, zZe nutnou podminkou, aby byla matice 1), ; pozitivné defi-
nitni, je podminka M > N, a potom je samoziejmé také pozitivné definitni matice R,.
Z predchozich definic 6.3.1. a 6.3.2. je ztejmé, ze CCC model je specidlnim pripadem
DCC modelu. Pro volbu jednoho z téchto dvou modelu je tedy vhodné testovat, zda
01 = 0y = 0 pred samotnym pouzitim vybraného modelu.

Odlisnou definici DCC modelu navrhl Engle (2002). Tento model budeme v nésle-
dujicim oznacovat jako DCCg(1, 1).
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Definice 6.3.3. DCCg(1, 1) model je definovin jako
H, = D,R;Dy,

kde je matice Dy definovdana vztahem (6.4), ve kterém jsou prvky hiy vyjdadreny rovni-
cemi néjakych jednorozmérnych GARCH modelu, a kde
. ~1/2 —1/2 . ~1/2 —1/2
R; = dlag(%lt/ yee anJ\{t)Qtdmg(Qm/ e ’qN]ét) :
Matice Q; zde oznacuje symetrickou pozitivné definitni matici typu N X N uréenou

vztahem o
Qt = (]_ —a — b)Q + CLUt_lUéfl + th—l

proa >0 ab >0 parametry spliujici podminku a +b < 1, Q nepodminénou varianéni
matici Uy, kterd je typu N x N, kde Uy = (Y — pit)/hilif.

Prvky matice Q miizeme odhadnout nebo miizeme pouzit hodnoty vypoétené pifmo
z dat, se kterymi pracujeme.

Pro prokazani rozdilu mezi predchozimi definicemi 6.3.2. a 6.3.3. ukazeme, jak kazda
z nich vyjadiuje korelacni koeficient v dvourozmérném modelu. Pro DCCr(M) model
se jedna o korela¢ni koeficient

S Ute-mUsim
J(Ev) (S o)

a pro DCCg(1,1) model lze tentyz korelacni koeficient vyjadrit jako

prat = (1 — 01 — 02)p12 + 01 +0sp120-1  (6.6)

(1=a—="0)p12 +alUy—1Uss—1 + bpras—1

P12t = .
\/((1 —a—"b)pi1 +aU%,_; +bprig—1) (1 —a—b)pas + aU3,_; + bpazs—1)
(6.7)
Z ptedchozich rovnic (6.6) a (6.7) vidime, ze DCCrp model vyjadiuje podminénou
korelaci prostifednictvim vazeného souctu minulych korelaci, zatimco DCCE model
nikoliv.

Oba zminéné DCC modely pouzivaji pouze jednu dvojici skalarta pro vyjadieni po-
hybu podminéné korelace, coz je postacujici podminkou na parametry pro zajisténi po-
zitivni definitnosti matice R; pro vSechna ¢. Pokud jsou podminéné rozptyly vyjadiené
GARCH(1, 1) modelem, potom oba DCC modely obsahuji [N (N +5)]/2+ 2 parametry.

Obecné dynamické kovarianéni modely

Obecné dynamické kovarianéni modely jsou sice odlisné od predchozich modelu, ale jak
ukazeme v zaveéru této podkapitoly, jejich definici lze uptesnit pro vyjadreni mnohych
z vy$e uvedenych modelu. Pouzivame zde definici, kterou zavedli Kroner a Ng (1998).

Definice 6.3.4. GDC model je definovdn jako
Ht — DthDt + q) @ G‘)t 5

kde plati nasledujici znaceni:
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(i) Dy = (dijt), kde d =07 Vi=1,....N a dj=0 Vij=1,...,N,
i £,

(ii) matice Ry je vyjdadrena stejné jako v definici 6.3.2. DCCr(M) modelu nebo stejné
jako v definici 6.3.3. DCCg(1,1) modelu,

(ZZZ) @Z(st), kde ¢u:0 VZ:L,N a ¢ZJ:¢J17
w) jednotlivé prvky matice y = (0;54) lze vyjadrit rovnici
J
eijt = Cij + aget_le;_laj + ggHt_lgj s \V/Z,] = 1, Ce ,N,

kde a; a g; jsou vektory parametri typu N x1 proi=1,..., N a matice C = (¢;)
je symetrickd pozitivné definitni matice typu N X N.

Prvky takto definované matice H; = (h;;;) lze zapsat rovnicemi
hiit - Qiit Vizl,...,N,
hijt = p'L]t V 822t0]]t+¢1]01,]t7 \V/'L,j = 1a"'7N7i 7&]7

kde jsou jednotlivé prvky 0;;; vyjddieny BEKK modelem z definice 6.1.2.

GDC model v sobé zahrnuje nékteré mnohorozmérné modely typu GARCH, které
Ize vyjadrit zavedenim pomocnych podminek. Uvazujme nasledujici mnozinu podminek,
kterou zavedli Kroner a Ng (1998):

(GDC.I) 0, =6, =0 v DCCr modelu nebo a = b =0 v DCCg modelu,
(GDC.II) R = Iy v DCCp modelu nebo Q = Iy v DCCg modelu,
(GDC.II) ¢y =0 Vi, j=1,....,N,i#j,

(GDCIV) ¢;; =1 Vi,j=1,...,N,i#7],
)

(GDC.V) a; = oyl ag; = B, Vi =1,...,N, kde o a (3; jsou skalary pro i =
1,..., N, jsoui-té sloupcové vektory matice Iy a matice A = [ay, ..., ay]
aG=1I[g,...,gn] jsoutypu N x N,

(GDC.VI) A = a(w)) a G = p(wN), kde A = [ay,...,ay] a G = [g1,...,8n] jsou
matice typu N x N, a a [ jsou skalary, w a A jsou vektory typu N x 1.

Potom Ize z GDC modelu ruznymi kombinacemi téchto podminek vyjadrit nasledujici
modely:

e DVEC(1, 1) model vznikne z GDC modelu za platnosti souboru podminek (GDC.I),
(GDC.II) a (GDC.V),

e BEKK(1,1,1) model vznikne z GDC modelu za platnosti souboru podminek
(GDC.I), (GDC.II) a (GDC.IV),

e F-GARCH(1, 1,1) model vznikne z GDC modelu za platnosti souboru podminek
(GDC.I), (GDC.II), (GDC.IV) a (GDC.VI),

e CCC model s GARCH(1,1) modelem pro podminéné rozptyly vznikne z GDC
modelu za platnosti souboru podminek (GDC.I), (GDC.III) a (GDC.V),
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e DCCrnebo DCCg(1,1) model s GARCH(1, 1) modelem pro podminéné rozptyly
vznikne z GDC modelu za platnosti souboru podminek (GDC.III) a (GDC.V).

Jak vidime z téchto upfesnéni GDC modelu, jedna se o model velmi Siroky, ktery
vyzaduje [N (7N — 1) + 4]/2 parametru. Napiiklad v dvourozmérném piipadé pracuje
GDC model s tremi parametry v matici Ry, jednim parametrem v matici ® a jedenacti
parametry v matici @,. Celkem je tedy pouzito v dvourozmérném GDC modelu patnéact
parametru, coz je méné nez ve VEC modelu, ktery vyzaduje dvacet jedna parametru,
ale vice nez v BEKK modelu, kde je pouzito pouze jedenact parametru.

6.3.2 Kopula-mnohorozmérné GARCH modely

Tyto modely jsou zalozené na skutecnosti, ze jakékoli M-rozmérné sdruzené rozdéleni
muze byt rozlozeno na M margindlnich rozdéleni a kopula funkci, kterd vyjadiuje
zavislost mezi M veli¢inami. Cely model 1ze potom zapsat marginalnimi rozdélenimi
jednotlivych fad, podminénou kopula funkci a GARCH rovnicemi podminénych roz-
ptylu. Zduraznéme, ze podminénd kopula funkce musi byt ¢asové promeénliva prostied-
nictvim parametru.

6.4 Pakovy efekt v mnohorozmeérnych modelech ty-
pu GARCH

U akciovych vynosi muze mit rist hodnoty mensi dopad na volatilitu nez pokles hod-
noty stejné absolutni hodnoty. Jinymi slovy, kiivka dopadu inovaci na volatilitu je
asymetricka, tj.

Uf(et—l) # 01:2(—615—1)-

Tento jev se casto nazyva pakovy efekt, ktery poprvé publikoval Black (1976).

U mnohorozmérnych modelu dochazi k pakovému efektu, protoze rozptyly a kovari-
ance mohou reagovat ruzné na kladné a zdporné zmény hodnot vynosu. Pripomenme, ze
podminénd varian¢ni matice je v. mnohorozmérnych modelech definovana jako funkce
zpozdénych hodnot €;€;. Zmény hodnoty vynosu lze vyjadiit pravé prostiednictvim e,
nebo Z;. Model, ktery vyslovné zahrnuje znaménka chyb, je asymetricky dynamicky
kovarian¢ni model, tzv. ADC model, navrzeny Kronerem a Ngem (1998). Tento model
se od obecného dynamického kovarianéniho modelu, tzv. GDC modelu, 1isi pouzitim
vektoru V; = maz{0, —€,} ve vyjadieni 6,

Hijt = Cjj + a;et_le;_laj + g;Ht—lgj + b;Vt_lVg_lbj .

Pro vyjadreni pakového efektu v DVEC modelu pridali Hansson a Hordahl (1998) do
rovnice podminéné varianéni matice (6.3) séitanec D ® V,_1V;_,, kde D je diagonélni
matice parametru. Pro vyjadreni pakového efektu v dvourozmérném BEKK modelu za-
vedli Hafner a Herwatz (1998) scitanec DY€;_1€;_1 DI, , <oy +D5e—1€;_Dollie,, <0y,
kde jsou Dy, Dy ¢tvercové matice parametru fadu dva a Iy} je indikdtor funkce.



Kapitola 7

Odhady parametru

V pété kapitole jsme zavedli mnohorozmérny ARCH(1) model jako specidlni piipad
pozdéji definovaného BEKK modelu v Definici 6.1.2. Nyni se proto omezime na vyse-
trovani odhadu parametru v mnohorozmérnych GARCH modelech, které jsme zavedli v
predchozi kapitole, kde jsme pracovali s riuznymi vyjadienimi podminéné varianéni ma-
tice. V nasledujici podkapitole se budeme zabyvat odhadem prislusnych parametri me-
todou maximalni vérohodnosti, protoze odhady ziskané metodou obycejnych nejmensich
¢tvercu jsou méné eficientni nez ty, které poskytuje pravé vyse zminéna metoda ma-
ximalni vérohodnosti.

7.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Stejné jako v jednorozmérném piipadé lze pro odhad parametru podminéné stiedni
hodnoty a podminéného rozptylu pouzit metodu maximélni vérohodnosti. Predpokla-
dejme, ze vektorovy ndhodny proces {Y,, t = 1,...,T} spliuje rovnice (6.1) a (6.2)
a ze ma podminénou stiedni hodnotou p,(6y), podminénou varianéni matici Hy(6y) a
podminéné rozdéleni P(Yy|{y,Zi—1), kde {, = (09, m,) je vektor parametru typu 1 x r
a 1, je vektor parametru, které se vyskytuji v rozdéleni ndhodného procesu {Z,}. Muze
tedy nastat situace ¢, = (60¢). Ptislusnou hustotu podminéného rozdéleni ndhodného
vektoru Y, budeme v nasledujicim znacit f(y:| gy, Zi—1)-

Poznamenejme, ze pro zapis vérohodnostni funkce zde vyjadiime sdruzenou hustotu
procesu {Y;} podminénou vzhledem k vektoru parametru ¢ prostfednictvim sou¢inu
podminénych hustot f(y;|{,Z;_1). Prislusny vztah téchto hustot je

T

f(Y1> s ’YT‘ C) = Hf(yt‘ C?It—l)

t=1

a lze jej odvodit pouzitim véty o podminéné hustoté ([2], Véta 3.19.) a opakovanym
pouzitim véty o vztahu sdruzené a podminéné hustoty ([2], véta 3.20.).

Nejcastéji pouzivanym postupem pro odhad vektoru parametru ¢, je maximalizace
logaritmické vérohodnostni funkce, kterou provadime za predpokladu, ze jsou jednot-
livé vektory standardizovaného inova¢niho procesu {Z;} nezavislé a stejné rozdélené.
Jako dalsi predpoklad uvazujeme volbu podminéné hustoty procesu {Z;}, kterou zna-
¢ime g(z(0)| n). Poznamenejme zde, ze z rovnic (6.1) a (6.2) lze ndhodny proces {Z;}

36
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vyjadrit pomoci pozorovaného procesu {Y,} vztahem

Zi=H, (Y — ).

Pro zapis logaritmické vérohodnostni funkce tedy pouzijeme podminénou hustotu vek-
torového procesu {Y,}, kterou vyjadiime prostiednictvim zvolené hustoty g(z:(0)|n)
rovnici

Fyel €, i) = H| " 2g(H, (y: — po)|m) -

Prvek |H,|~'/? je jakobidnem transformace inovaéniho procesu na pozorovany proces.
Poznamenejme zde, ze patii-li hustota g(.) do tfidy elipticky vrstevnicovych rozdéleni,
tj. je-li funkel z;z;, potom jsou tato hustota a i samotny odhad metodou maximalni
vérohodnosti nezavislé na vyjadieni H, Y 2, ale jsou funkcemi H,*', protoze z/z;, =
(y: — py)H; Yy — ;). Nyni jiz miizeme zapsat logaritmickou vérohodnostni funkci
Lr(¢) pro T pozorovani, kterou ddle maximalizujeme s ohledem na vektor parametru
¢ =(6,m), ve tvaru

T
= Zlnf(Yt| CvIt—l) )
t=1

Zavislost na vektoru parametru 6 je vyjadiena prostfednictvim vektoru g, a matice
H,.

Standardné pouzivanym rozdélenim je mnohorozmérné normélni rozdéleni. V ta-
kovém piipadé potom plati, ze ¢ = (0), protoze je dané rozdéleni jednoznacné urcéeno
prvnimi dvéma momenty. Piislusnou logaritmickou vérohodnostni funkci lze vyjadrit
rovnici

Lr(0) =~ In(2r) — o S [H — L3 (v - w) B (e ) . (T)

Vime ale, ze u vétsiny tloh pracujicich s daty vysoké frekvence (napt. s burzovnimi
daty) je normalita inovacniho procesu zamitnuta, protoze jsou $picatosti jednotlivych
vynosovych fad finanénich aktiv vétsi nez tii. Tato Spicatost vétsi nez tfi prokazuje
skutecnost, ze pozorovana data maji priliS mnoho odlehlych pozorovani a nelze je
modelovat normalnim rozdélenim. Navic nepodminéné rozdéleni méd mnohdy silnéjsi
chvosty oproti tém, které s sebou pfindsi podminéné normalni rozdéleni. Ptesto lze
maximalizaci vyrazu (7.1) vaci @ ziskat konzistentni odhad 6y. Takovy odhad potom
nazyvame kvazi-maximalné vérohodnym odhadem. Poznamenejme, ze pro samotnou
maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce musime pouzit numerické metody.

Za predpokladu, ze ma vektorovy ndhodny proces {Y,;} podminéné normélni roz-
déleni Y| 0o ,Z:—1 ~ Ny (p,(00), He(6y)), 1ze napiiklad pro DCCr (M) model uvedeny
v definici 6.3.2. vyjadfit logaritmickou vérohodnostni funkei ve tvaru

TN

Lr(0) = ——In(27) ——Zln\Rt]——ZZInhm—

t=1 i=1

Z — 1)'Dy 1R 1D ( — 1) - (7.2)

t=1

l\DI»—
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Maximalizaci zde uvedeného vyrazu (7.2) vaci vektoru parametri 0 ziskdme maximalné
vérohodny odhad 6. V DCCr(M) modelu uvedeném v definici 6.3.2. 1ze vektor vsech
parametrﬁ Vyjédf'lt jako 0= (Cl, ...,CN,Q1,...,0N, bl, ey bN7p127 <y PN=1,N, 91, 92)

V nékterych pripadech je ale nutné pouzit pro inovacni proces vhodnéjsi rozdéle-
ni nez vyse uvedené normélni rozdéleni. Naptiklad pokud je inovacéni proces Spicaty,
potom lze jako prirozenou alternativu k norméalnimu rozdéleni pouzit Studentovo roz-
déleni, které je popsano parametrem v vyjadiujicim pocet stupnu volnosti. Pozname-
nejme, ze v takovém piipadé n = (v), kde v je kladné éislo. Pokud v — oo, potom
hustota Studentova rozdéleni konverguje k hustoté normalniho rozdéleni. Oproti tomu
se chvosty hustoty Studentova rozdéleni zesiluji, kdyz v — 0. Hodnota parametru v vy-
jadfuje tad nejvyssiho existujictho momentu. Napiiklad pro v = 2 existuje moment
prvniho fadu, ale moment druhého fadu jiz neexistuje. Z tohoto duvodu je vhodné
predpokladat v > 2. Hustota N-rozmérného Studentova rozdéleni méa pro nahodny
vektor Xy = (Xyy, ..., Xn¢) tvar

v+ N

v+N / -5
Fxilv) = FF(—E)N (1 N xtx,:> |

14

kde I'(.) je funkce gama. Jednotlivé slozky X;; proi = 1,..., N vyse uvedeného vektoru
maji kazda nulovou stfedni hodnotu a rozptyl v/(r—2). Zavedeme tedy normovany vek-
tor Z; = /(v — 2) /v X, se standardizovanym N-rozmérnym Studentovym rozdélenim
a transformaci vypocteme piislusnou hustotu

v+ N

o F(VJEN) z,Z; \ 2
glalv) = M) —2)3 (1 " v—2)

Pro samotny vypocet logaritmické vérohodnostni funkce provedeme jesté jednu trans-
formaci Y; = p, + Hi/ 7, za predpokladu, Zze ma ndhodny vektor Z; vyse uvedené
standardizované N-rozmérné Studentovo rozdéleni. Hustota nahodného vektoru Y; ma
pak tvar

1er—1 — N
(ye — p) Hy (v — 1) 2
v—2

fyid ¢, Zi1) = F(%)[TF(V - 2)]%|Ht|% [1 +

a odpovidajici logaritmicka vérohodnostni funkce je

N TN 1 <
Lo(¢) = TlnF(yJ; )—Tlnl“(%)—Tln[ﬂ(u—Q)]—§;1n|Ht|—

T -1
v+ N (ye — ) Hy (e — )
In |1 )
2 ; n[ i v—2

Chceme-li zahrnout do odhadu parametri oboji, nadbytecnou Spicatost vynosi
i jejich zesikmenost, 1ze pouzit mnohorozmérnou hustotu inova¢niho procesu, ktera
ma silné chvosty a je zeSikmena. Pro tento ucel lze pouzit napiiklad sikmé Studen-
tovo rozdéleni, ale jiz v jednorozmérném pripadé bychom pracovali s velmi slozitou
logaritmickou vérohodnostni funkei s mnoha dodatecnymi parametry. Pro ilustraci zde
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uved me logaritmickou vérohodnostn{ funkci pro ndhodnou veli¢inu Y;, jak ji uvadi [1]
s ponechanim ptredchoziho znaceni

L@ = Tr (Y5 ) ~Tr (§)  Shirt 2+ T (sig)*
v+1 4 —1It
: ;m{w 51}»

_1

sH, *(ye — ) +m
v—2

kde v opét vyjadiuje pocet stupnu volnosti daného rozdéleni, parametr & vyjadiuje

asymetrii rozdéleni a zbyvajici parametry s, m a I; 1ze vyjadrit rovnicemi

s:\/<gz+§i2—1)—m2 a mF(VTj%W@l),

_1
Ii=1 pro H,*(Y,— ) >-m/s a I,=—-1 pro H,*(Y;— ) <-m/s.

T
1
+TIns — E;InHt -

Nadmeérnou Spicatost a zeSikmenost vynosu muzeme pii odhadu parametru vyjadrit
také pouzitim zobecnéného hyperbolického rozdéleni, které je definovano jako smés
mnohorozmérnych normalnich rozdéleni. Vyjadfeni piislusné hustoty lze nalézt v ([9],
str. 212), kde je uveden také struény popis tohoto rozdéleni. Poznamenejme vsak, ze
zde zminéné rozdéleni vyzaduje ptilis mnoho parametri.

Asymptotické charakteristiky kvazi-maximalné vérohodného odhadu parametru jes-
té nejsou pevné stanoveny pro zde uvazované mnohorozmérné GARCH modely. Konzis-
tence jiz prokazana byla, ale asymptoticka normalita byla prokazana jen pro BEKK mo-
del zavedeny v Definici 6.1.2. a pro jeho konkrétni ptipady, tj. F-GARCH, O-GARCH
a GO-GARCH modely, které jsou uvedeny v definicich 6.1.3.; 6.2.1. a 6.2.2. v tomto
poradi. Tvrzeni pojednavajici o zde zminénych asymptotickych charakteristikach kvazi-
maximdlné vérohodného odhadu parametru obecného BEKK modelu lze nalézt ve ([12],
Proposition 16.1.). Poznamenejme jesté, ze tyto charakteristiky plati také pro kvazi-
maximalné vérohodny odhad parametri mnohorozmérného ARCH(1) modelu, ktery
je uvedeny v paté kapitole, protoze je specidlnim piipadem zde definovaného mnoho-
rozmérného BEKK modelu.
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Adekvatnost odhadnutych modelu

Odhad mnohorozmérnych ARCH i GARCH modelu je casové velmi narocny, jak z hle-
diska programovani, tak i z hlediska vypoctu samotnych. Je proto vhodné predem
oveérit, zda studovana data obsahuji ARCH projevy. Dodatecné je velmi dulezité ovérit
primérenost odhadnutého modelu. Mnohorozmérnym modelim se ale vénuje pouze
nékolik testt, ackoli pro jednorozmérné modely jich existuje mnoho.

Lze rozlisit dva typy testu. Jednorozmérné testy pouzité nezavisle na jednotlivé
vynosové fady a mnohorozmérné testy pouzité na celou skupinu vynosovych tad jako
celek. Prestoze jednorozmeérné testy mohou poskytnout jisté vysledky, korelace mezi
veli¢inami inovacniho procesu z téhoz ¢asového okamziku zpusobuje, ze statistiky z jed-
notlivych rovnic nejsou nezavislé. Tato skuteénost poukazuje na potiebu pouziti sdru-
zeného testovani.

Jak jsme jiz zminili, mnohorozmérny ARCH(1) model uvedeny v paté kapitole
je specidlnim piipadem BEKK modelu z definice 6.1.2., a proto se v nasledujicim
zaméiime na vysettovani ARCH projevi v mnohorozmérnych GARCH modelech. Pied-
pokladejme, ze se pohyb studované tady iidi mnohorozmérnym GARCH modelem
danym rovnicemi (6.1) a (6.2). Standardizovana chybova slozka Z; = H, 2¢, by méla
spliiovat tii néasledujici podminky:

(P.1) E(Z.Z]) = Iy,
(P.II) cov(Z;,Z3) =0 pro kazdé i# j,
(P.IOI) cov(Z3, Z7, ) =0 prokazdé i # j,k > 0.

Testovanim vlastnosti (P.I) lze odhalit chybné vyjddieni podminéné stiedni hodnoty.
Testovanim vlastnosti (P.II) lze ovéfit, zda je podminéné rozdéleni Gaussovo. Tes-
tovanim vlastnosti (P.III) lze zjistit primérenost vyjadieni matice H; bez ohledu na
platnost predpokladu o rozdéleni ndhodného vektoru Z,. Podminka (P.IT) tedy nemusi
byt splnéna, i kdyz je matice H; vyjadiena spravné. Za predpokladu, ze existuji mo-
menty prislusnych radu, které jsou potieba pro testovani podminek (P.I) — (P.III), lze
provést prislusné testy za pouziti testovacich pravidel podminénych momentu, ktera
navrhli Newey (1985) a Tauchen (1985). Tyto momenty vSak mnohdy neexistuji.

Testy podminéné heteroskedastickych modelu 1ze rozdélit do nésledujicich t#{ sku-
pin:

e Portmanteau testy Boxova-Pierceova-Ljungova typu,

40
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e testy zalozené na Lagrangeovych multiplikatorech,

e testy zalozené na reziduich.

8.1 Portmanteau statistiky

Ve finanénich tlohach je casto potieba testovat, zda jsou autokorelace a smisené ko-
relace se zpozdénimi 1, ..., m dané vektorové casové rady nulové. Nejcastéji pouziva-
nymi testy jsou pro tento ucel Ljungovy-Boxovy Portmanteau testy. Mnohorozmérna
verze Ljungovy-Boxovy statistiky @ x(m) je zobecnénim jednorozmérné Ljungovy-Bo-
xovy statistiky Q(m). Poznamenejme, ze m zde budeme volit podle doporuéeni pro
jednorozmeérny piipad, které je uvedeno ve ([14], str. 25) a které navrhuje pouzit
m = InT. Uvazujme nejprve obecny vektorovy nahodny proces {X;,t = 1,...,T},
kde jsou jednotlivé vektory typu N x 1. Pro uvedeny proces {X;} se jednd o test nu-
lové hypotézy Hy : p;, = py = --- = p,, = 0 proti alternativni hypotéze H; : p; # 0 pro
néjaké [ € {1,...,m}, kde p, oznacuje smisenou korelaéni matici se zpozdénim [ pro
[ =1,...,m. Pro vyjadfreni jednotlivych prvka uvedenych matic pouzijeme znaceni
p = [pij()] prol =1,....,m, 4,5 =1,...,N a obdobné znaceni pouzijeme také pro
dalsi matice. Nasledujici tvar mnohorozmérné verze Ljungovy-Boxovy testové statis-
tiky Qn(m), ktery prebirame ze ([14], str. 308), ma pro vektorovy nahodny proces
{X;} tvar

e 1 N~—1n ~—1
Qn(m)=T") 7—tr{TiT, TiT, }.
=1

Symbolem ¢r{.} zde oznaCujeme stopu matice, jednd se o soucet prvku lezicich na
hlavni diagonale dané ctvercové matice. Matici f‘l oznacujeme vybérovou smisenou
kovarian¢ni matici s ¢asovou prodlevou [ pro [ = 1,...,m a matice I'y je vybérova
varian¢ni matice. Souhrnné lze tyto matice zapsat rovnici

T
~ 1 - <
rk=?tzk+1<xt—X><Xt_k—X>’ pro k=0,....m,

kde X = %(Xl + - -+ + X7) oznacuje vektor vybérové stfedni hodnoty.

Statistiku Quy(m) lze zapsat i prostfednictvim vybérovych smisenych korela¢nich
matic p, se zpozdénimi k pro k = 0,...,m za pouziti operdtoru vec a za pouziti
Kroneckerova soucinu ®. Takto ziskame vyjadieni

1

[vec ()] (By ' © Py ' )vec (B1) ,

kde L
p,=D'I'D' pro k=0,....,m.

Matice D zde oznacuje diagonalni matici s vybérovymi smérodatnymi odchylkami, t;j.

~ o ~1/2 ~1/2
D= dzag(FH (O), cee 7I‘NN<O))'

O asymptotickém rozdéleni testové statistiky Qn(m) se lze docist ve ([14], str. 308),
kde je uvedeno, ze za platnosti nulové hypotézy a za jistych podminek regularity ma
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zde uvedens testovd statistika asymptoticky chi kvadrat rozdéleni s N?m stupni vol-
nosti. Splinuje-li p-hodnota vypoctené testové statistiky podminku p-hodnota < a pro
predepsanou hladinu testu «, potom zamitdme nulovou hypotézu a muzeme zpra-
covavana data povazovat za vzajemné zavisla. Obvykle volime a = 0.05. Statistika
Qn(m) je sdruzenym testem pro vySetieni prvnich m smiSenych korela¢nich matic
X; a velkd hodnota testové statistiky svédéi proti nulové hypotéze. Proto zamitneme-
li nulovou hypotézu, musime pro fadu vytvorit mnohorozmérny model zabyvajici se
vztahem jednotlivych vektoru dané rady do zpozdéni m véetné tohoto posledniho radu
m.

Timto Ljungovym-Boxovym testem muzeme také zpétné ovérit spravnost vyjadieni
podminéné variancni matice H; v libovolném modelu typu GARCH. Vime, Ze inova¢éni
proces jiz nevykazuje zadny ARCH projev, pokud proces druhych mocnin standar-
dizovanych inovaci nemda zadné autokorelace ani smisené korelace a touto statistikou
lze pravé otestovat, zda jsou vSechny autokorelace i smisené korelace se zpozdénimi
1,...,m v dané mnohorozmérné fadé nulové proti alternative, Ze je alespon jedna z uve-
denych korelaci rizna od nuly. Pro tento ucel je potieba ve vyse uvedeném vykladu
nahradit X; procesem Zt = IfIt_ Y 2/€t. Poznamenejme, Ze z rovnice (6.1) lze € vyjadrit
jako € = Y; — p,. V tomto piipadé jiz ale nezndme asymptotické rozdéleni testové
statistiky, protoze je pro jeji vypocet pouzit odhad Z; znaceny Z, ktery je funkci
0. Proto by vysledky tohoto Portmanteau testu mély byt vykladany opatrné, ackoli
pro mnoho 1loh jiz bylo simula¢nimi studiemi prokazano, ze uvedeny test poskytuje
dobré vysledky.

Alternativni Portmanteau statistiku pro testovani zbytkové mnohorozmérné pod-
minéné heteroskedasticity navrhli Ling a Li (1997). Zavedli vybérovou autokorelaci
druhych mocnin standardizovaného inovaéniho procesu se zpozdénim [ vztahem

= Yl (EHE - @ H e — €

Z;F:lH(Eth_lft —€)?

?

kde € = 7 S ’(—:\;I/-\I;l/(-:\t pro kazdé [ = 1,...,m. Za predpokladu, Ze je model vyjadien
spravné, lze stanovit € postupem, ktery uvadi ([11], str. 125). Vime, ze pro T — oo

T
~ 1 S _ :
€= ;l:gth &~ E(eH'e) s,

kde E(eHy 'e,) = E(Z/Z,) = N. Proto pro dostatecné velké T miizeme nasledovné
R(l) nahradit
_ X (EH e - N H - N)

S (EH, e - N)? '

Testovou statistiku potom zavedeme pomoci souctu druhych mocnin téchto vybérovych
autokorelaci R(l) jako LL(m) = T'Y_" | R*(l). Za platnosti nulové hypotézy, ze v od-
hadnutém modelu uz neni zadna podminéna heteroskedasticita, ma tato testova statis-
tika asymptoticky chi kvadrat rozdéleni s m stupni volnosti, jak uvadi ([11], str. 126).
Pti odvozovani asymptotickych charakteristik zde nepredpokladame, Ze ma inovacni
proces podminéné normalni rozdéleni a uvedend testova statistika je tedy robustni
vuci volbé podminéného rozdéleni inovaéniho procesu.

R(l)
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8.2 Testy zalozené na Lagrangeovych multiplikato-
rech

Velmi ¢asto pouzivanymi testy v teorii mnohorozmérnych GARCH modelu jsou také
testy Lagrangeovych multiplikatoru. Pro ovéreni vhodnosti pouziti néjakého modelu
typu ARCH pro pozorovana data ([12], str. 557-584) uvadi test zalozeny na Lagran-
geovych multiplikatorech, ktery pouziva pomocny regresni model

vech (€€;) = By + Bivech (€,-1€; ;) + - - + Byvech(€,_q€;_,) + Ey.

Zde je B, vektorem parametru typu [N(N +1)/2] x 1 a B; jsou ¢tvercové matice para-
metru fadu [N(N +1)/2] pro j = 1,...,q. Jsou-li vSechny matice B; pro j =1,...,q
nulové, potom studovand data nevykazuji zadny ARCH projev. Nulovd hypotéza je
tedy Hy : By = By = --- = B, = 0 a piislusnd alternativni hypotéza je H, : B; #
0 pro négjaké j € {1,...,q}. Statistiku LM lze potom vypocitat nahrazenim {e;} od-
povidajicimi odhadnutymi rezidui z rovnice (6.1) a vypoctenim odhadu parametru
v pomocném regresnim modelu metodou nejmensich c¢tverctu. Oznacime-li vysledny
oAdhad kovariancéni matice rezidui X,.., a prisluSnou matici ziskanou pro ¢ = 0 jako
3y, potom lze vyjadrit statistiku LM ve tvaru

1 ~  a-l
LM yrcu(q) = §TN(N + 1) = Ttr{Specn S }-

Za platnosti nulové hypotézy ma tato testova statistika asymptoticky chi kvadrat
rozdéleni s ¢N?(N + 1)?/4 stupni volnosti. V tomto testu ale kazd4 z matic B; pro
j =1,..., q predstavuje velky pocet parametru. Jiz ve dvourozmérném piipadé obsa-
huje kazda z téchto matic devét parametri, a proto zde uvedeny test neni vhodny pro
velka ¢ ani pfi malém N. Nicméné je ale mozné aplikovat tento test pro kazdou z N tad
rezidui jednotlive.

Pro snizeni po¢tu parametru v odhadu mnohorozmérnych GARCH modelt je vhod-
né pouzit napiiklad konstantni model podminénych korelaci, tzv. CCC model uvedeny
v Definici 6.3.1. CCC model predpokladd, ze podminéna korelacni matice je v case
konstantni, je proto potieba zpétné otestovat, zda tato vlastnost plati v odhadnutém
modelu. Tse (2002) navrhl test pro konstantni korelace, kde testujeme nulovou hy-
potézu Hy : hij; = pij(hihije)'/? proti alternativni hypotéze Hi : hije = piji(haichige)
s podminénymi rozptyly vyjadienymi modelem GARCH(1, 1). Piislusnd testova statis-
tika je statistika LM, kterd mé za platnosti nulové hypotézy asymptoticky chi kvadrat
rozdéleni s N(N — 1)/2 stupni volnosti.

K testovani konstantnosti podminéné korelacni matice lze pouzit i test zalozeny
na dynamickém modelu podminénych korelaci, tzv. DCC modelu, ktery je uvedeny
v definici 6.3.3. Engle a Sheppard (2001) navrhli test s nulovou hypotézou Hy : R; =
R pro kazdé t = 1,...,T proti altertnativni hypotéze H, : vech(R;) = vech(R) +
Bivech(R;_1) + - -+ + Bjvech (Ry—4). Nulovd hypotéza tedy znamend, ze jsou vsechny
koeficienty v pomocném regresnim modelu

Xy =B+ B X1+ + B X+ Ef

nulové. Zde je X, = vech! (thg —1Iy), kde je operator vech! podobny operétoru vech,

ale z prislusné matice radi do sloupcového vektoru pouze prvky lezici pod hlavni dia-
N ~—1/2

gondlou. Vektor Z, = R~ D; '€, je vektorem standardizovanych reziduf typu N x 1 za

platnosti nulové hypotézy, ze R, = R, a opét zde plati, ze D, = dz’ag(hﬂf, . hzlxﬁvt)-
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8.3 Testy zalozené na reziduich

Vyhodou testu zalozenych na reziduich je skutecnost, ze se zabyvaji hned nékolika
pricinami pripadné zbytkové podminéné heteroskedasticity soucasné. Tyto testy spoci-
vaji v regresi smiSenych soucinu standardizovanych rezidui U, na néjakych vysvétluji-
cich proménnych a v nasledném testovani vyznamnosti regresnich koeficientu. Hlavnim
nedostatkem téchto testu je ale skutecnost, ze pouzivaji transformovana rezidua vypo-
¢tend az po odhadu pocateéniho modelu, a tak zavisi na odhadovanych parametrech
vcetné jejich nejistoty. Toto vSak neplati, pouzijeme-li pro odhad parametru metodu
oby¢ejnych nejmensich ctverct.

Tse (2002) stanovil asymptotické rozdéleni odhadu vektoru parametra 6 pravé pro
pripad, kdy v pomocném regresmm modelu pouzijeme metodou oby¢ejnych nejmensich
¢tvercu. Definujme Ult = €/ hm jako i-té standardizované reziduum v case t pro
i=1,...,N a pj = Bijt/( mh”t)l/z jako odhad podminéné korelace mezi Yj; a Y,
v ¢ase t pro 1 <i < j < N. Tse (2002) navrhl nasledujici regresni rovnice

Uth_l = a;té +fit, 7;:1,...,]\77
Uitth_ﬁijt - d 0ij+&j1, 1<i<j<N,

ijt

kde vektor dy je odhadem vektoru dy, = (U?_y,...,U?_,,)', vektor d;j; je odhadem
vektoru dijr = (Uis—1Ujs—1, - -, Uir—mUji—m)" & vektory d; a d,; obsahuji regresni ko-
eficienty. Prislusné testové statistiky jsou

Al A A—1A A Al oA A=A A

RB(m); = T6,LY; L;d; a RB(m)y =T6,;L;;; Loy,
kde
1 N
L, = plim{TZditd;t} , Qi =E{U;-1)’}L; - Q;GQ;,
Q = plim{ Zdzt%%,%}
a

L = phm{ > dmdm} , Q= E{(UulU; — 1)*}Ly; — Qi;GQj;,

1<i<j<N

OUnUjt — pije)
Qi = pllm{ > di ta]te, L }

1<i<j<N

Déle Tse (2002) zavedl jisté podminky, které zarucuji, ze je odhad vektoru parametru
6 metodou maximélni vérohodnosti asymptoticky normalni, tedy ze splnuje podminku

VT (0 —0) — N(0,G) v distribuci pro T — oc.

A potom ukazal, Ze za platnosti téchto podminek a za platnosti nulové hypotézy
o spravném vyjadreni prvnich dvou podminénych momentu, maji testové statistiky
RB(m); a RB(m)y asymptoticky chi kvadrat rozdéleni s m stupni volnosti. Ve vypoétu
téchto testovych statistik samoziejmé musime neznamé velic¢iny nahradit jejich odhad-
nutymi protéjsky.



Kapitola 9

Aplikace na finanéni casové rady

Porozumeéni ¢asové zavislosti mezi druhymi centralnimi momenty vynosu aktiv je du-
leZité pro feseni mnoha finanénich tloh, at se jednéd o samotné vytvoieni modeltt nebo
jejich nésledny odhad. Dnes jiz vime, Ze se finanéni volatilita v case vyviji, jak pro
jednotliva aktiva, tak i pro samotné finan¢ni trhy. Z finanéniho hlediska tato znalost
umoznuje vytvorit lepsi zavéry v mnoha tlohach typu oceniovani aktiv, ocenovani opci
a Tizeni rizika.

Nabizi se otazka, jestli je volatilita aktiva pfenasena na jiné aktivum piimo, tj. pro-
sttednictvim podminéného rozptylu nebo nepfimo, tj. prostfednictvim podminénych
kovarianci. Dalsi otazkou je, zda se korelace mezi vynosy aktiv v ¢ase vyviji a neroste-
li v obdobi vyssi volatility, které byva spojovano s obdobim finanéni krize. Je tieba
také stanovit, do jaké miry se vzajemné ovliviuji volatility jednotlivych trhi. Vsechny
tyto otazky lze zodpovédét pomoci mnohorozmérnych GARCH model.

Dalsim vyuzitim mnohorozmérnych GARCH modelu je vypocet ¢asové proménnych
koeficientu zajisténi. Nakup nebo prodej futures kontraktu predstavuje metodu zajisténi
proti zménam ceny podkladového aktiva. Odhad optimalniho koeficientu zajisténi tedy
vyzaduje stanoveni optimalniho poctu futures kontraktu, které maji byt prodany pro
drzeni spotového aktiva. Potom lze v navaznosti na predchozi znaceni vypocitat op-
timalni koeficient zajisténi rovnici

a prislusny vynos takto zajisténého portfolia lze vyjadrit jako
Tpt =S¢t + i1 .

Konstantni koeficienty zajisténi jsou obvykle odhadovany metodou nejmensich ¢tver-
cu v regresi spotovych vynosu na futures vynosy, protoze se jedna o odhad podilu
kovariance mezi spotovym kontraktem a futures a rozptylu futures. Oproti tomu Ize
pouzitim mnohorozmérného GARCH modelu pro vektor spotovych vynosu a futures
vynosu stanovit ¢asové promeénlivy koeficient zajisténi.

Zname-li odhadnuty jednorozmérny GARCH model vynosové fady, muzeme urcit
podminéné rozdéleni daného vynosu a predpovédét VaR kratké nebo dlouhé pozice.
Uvazujeme-li celé portfolio aktiv, lze jeho vynos vypocitat ptimo z jednotlivych podila
aktiv.

V soucasnosti obsahuje naprogramované funkce pro odhad parametru v mnoho-
rozmérnych GARCH modelech pouze pét programiu. Jedna se o programy EViews,

45
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Gauss-FanPac, RATS, SAS a S-Plus-FinMetrics, toto uvedené poradi je pouze abe-
cedni. Jednotlivé programy se dale omezuji na pouziti riznych typu GARCH modelq,
nejcastéji se jedna o modely VEC, DVEC, BEKK a CCC, které jsou uvedeny v Sesté
kapitole v Definici 6.1.1., v rovnici (6.3), v Definici 6.1.2. a v Definici 6.3.1. v tomto
poradi. Samoziejmeé je také mozné naprogramovat vlastni funkce pro odhad parametru
v pozadovaném mnohorozmérnému modelu typu GARCH. K tomu je vhodné pouzit
naptiklad matematicky program MATLAB. Néasledujici zhodnoceni zde uvedenych pro-
gramu prebirdme ze ¢lanku [4], ktery jiz na zacatku vylucuje ze srovnavaci studie
program EViews, protoze jeho verze 4.0 sice umoznuje vypocitat odhad parametru
v BEKK modelu, ale jiz neumoznuje vypocitat podobny odhad pro DVEC model, ackoli
se jedna o zjednoduseni uvedeného BEKK modelu. Tabulka 9.1 uvadi seznam mnoho-
rozmérnych modelu typu GARCH, které 1ze odhadovat pomoci zbyvajicich ¢tyr pro-
gramu. V praxi se samoziejmé setkdvame s kompromisem mezi prizpusobivosti a jed-
noduchosti pouziti naprogramovanych funkci. Mnohorozmérné modely typu GARCH
jsou jiz samy o sobé slozité, a tak pouze v programu RATS lze provadét upravy v na-
programovanych funkcich podle konkrétni potteby dané tlohy. Ve zminéném programu
lze naptiklad pridat vlastni vnéjsi proménné do rovnice podminéného rozptylu nebo
zménit nahodné rozdéleni inovaéniho procesu. Velmi rozdilné jsou jiz pocty desetinnych
mist, se kterymi jednotlivé programy implicitné zobrazuji své vysledky. Gauss-FanPac
uvadi vysledky pouze se tfemi desetinnymi misty, SAS a S-Plus-FinMetrics uvadéji
ve vysledcich pét desetinnych mist a RATS uvadi vysledky s deviti desetinnymi misty.

Rozdilnost v samotnych odhadech jednotlivych parametru mezi riznymi programy
nejvyssi hodnotou odhadu jistého parametru v modelu podminéného rozptylu vynosu
spotového kontraktu a jesté vétsi rozdil, ¢tyTicet ¢tyti setiny, byl prokazan u téhoz pa-
rametru v modelu podminéného rozptylu vynosu futures. Odhady parametru se v jed-
notlivych programech lisi kvuli pouziti ruznych vypocetnich metod. Muze se jednat
o rozdilna vyjadreni derivaci nebo o pouziti ruznych konvergenénich kritérii. Odhady
parametru jsou v mnohorozmérnych modelech velmi slozité a vznika tak prostor pro
mozna selhani pouzitych metod v jistych specifickych pripadech. Vypocetni metody
mohou tfeba nalézt pouze lokalni maximum nebo ani nemusi dokonvergovat k néjakému
reSeni. Avsak z praktického hlediska se napriklad v ptripadé dynamického koeficientu
zajisténi tyto rozdily ve vysledcich jednotlivych odhadu jevi jako nevyznamné, protoze
se dosazenim do rovnice podminéné varianc¢ni matice vzajemné vyrusi. Tuto skutecnost
bohuzel nelze tak snadno prohlédnout v programu SAS, ktery neumoznuje zobrazit
vysledné odhady podminéné varian¢ni matice. Program Gauss-FanPac jako jediny rov-
nomeérné rozdéluje miru stalosti podminéné varianéni matice mezi predchozi hodnoty
vynosové fady a predchozi hodnoty podminéné varianéni matice, zatimco ostatni pro-
gramy davaji vétsi vahu predchozim hodnotdm podminéné varianéni matice. Ze zde
uvedeného vyplyva, ze v soucasnosti je jednodussi pouzit jednorozmérny model pro
jednotlivé fady pozorovanych dat.

V této préci jsme nasledujici vypocty realizovali v programu MATLAB 6.5, ktery
nam umoznil snadné zachazeni s maticemi. Dale jsme nékteré z uvedenych popisnych
statistik vypocitali v programu NCSS & PASS 2000, ktery usnadnuje statistické vy-
pocty. Popisné statistiky vypoctené v programu MATLAB se shoduji s témi, které jsou
vypoctené v programu NCSS & PASS 2000, zanedbatelné rozdily se vyskytuji az v tadu
statisicin. Vysledky zde budeme pro strucnost zobrazovat na ¢tyfi desetinna mista az na
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nékteré vyjimky, které vyzaduji vétsi presnost. Nepracovali jsme s programem EViews
5.1, protoze jsme k nému neméli umoznény piistup na dostate¢né dlouhou dobu, kterou

vyzaduji nasledujici vypocty.

verze programu | Gauss 3.2.39- RATS 4.3 | SAS 8.2 | S-Plus 6.1-
FanPac 1.1.11/2 FinMetrics1.0

VEC model ne ano ano ne

DVEC model ano ano ano ano

BEKK model ano ano ano ne

CCC model ano ano ne ano

Tabulka 9.1: Moznosti vyuziti vypocetnich programu pro odhad parametru v mnoho-
rozmérnych modelech typu GARCH

9.1 Simulace jednorozmérnych ARCH modelu

Pro snazsi porozuméni chovani modelu typu ARCH a GARCH nejprve uvadime si-
mulaéni studii jednorozmérného modelu ARCH(1), ktery se f{di rovnicemi

Ele| €-1,€6-9,...] = 0,
varle|e,_1,€-9,...] = hy=c+ae . (9.1)
Uvedeny proces {¢;} tedy lze vyjadrit rovnici
e =h"7,, (9.2)
kde proces {Z;,t = 1,...,1000} nejprve modelujeme jako nezavislé ndhodné veli¢iny

s normélnim rozdélenim N(0, 1). Po¢dteéni hodnotu hy volime podle doporuceni uve-
deného ve ([14], str. 98) jako 0 a ndsledné vypoéteme pocatecni hodnotu ¢, podle
rovnice (9.2), tedy ¢ = 0. V nasledujicim potom tyto poc¢atecni hodnoty soustavy
rovnic nezahrnujeme do vypoctu popisnych statistik. Pro samotny rekurentni vypocet
stanovime hodnoty h; = ¢ a ¢, = h}/QZl podle predchozich rovnic (9.1) a (9.2) a
zbyvajici hodnoty ndhodného procesu {¢;,t = 1,...,1000} dopocteme prostiednictvim
soustavy rovnic

hi = c+ae,
€ = h;/QZt y (93)
kterou uzavieme do ”for” cyklu pro ¢t = 2, ..., 1000. Totéz opakujeme pro ruzné dvojice

parametri a a ¢, které shrnuje tabulka 9.2. Poznamenejme zde, Zze hodnoty parametru
a zvolené jako 0.6 a 0.9 jiz nespliiuji podminku 3a? < 1 pro existenci konstantniho
¢tvrtého momentu nasimulovaného procesu {¢;}.

Vysledné popisné statistiky nasimulovaného procesu {¢;} pro ruzné dvojice para-
metru a a ¢ shrnuje tabulka 9.3. Na prvni pohled vidime, zZe se pfi zméné hodnoty para-
metru ¢ a zachovani hodnoty parametru a nemeéni sikmost a Spicatost, tj. tyto hodnoty
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parametr ¢ 0.01 | parametr ¢ 0.1 | parametr c 1
parametr a 0.3 1 2 3
parametr a 0.6 4 5 6
parametr a 0.9 7 8 9
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Tabulka 9.2: Ciselné oznaceni pifpadovych studif jednorozmérného ARCH(1) modelu

volba parametri 1 2 3

stf. hodnota —0.0042 | —0.0133 | —0.0420
smér. odchylka 0.1085 0.3432 1.0851
Sikmost —0.0330 | —0.0330 | —0.0330
Spicatost 3.0267 3.0267 3.0267
volba parametra 4 5 6

stf. hodnota —0.0045 | —0.0142 | —0.0449
smér. odchylka 0.1320 0.4172 1.3193
Sikmost —0.1132 | —0.1132 | —0.1132
Spicatost 4.8166 4.8166 4.8166
volba parametra 7 8 9

st¥. hodnota —0.0047 | —0.0150 | —0.0474
smér. odchylka 0.1742 0.5510 1.7422
Sikmost —0.3068 | —0.3068 | —0.3068
Spicatost 10.8020 | 10.8020 | 10.8020

Tabulka 9.3: Popisné statistiky jednorozmérného ARCH(1) modelu generovaného stan-
dardizovanym norméalnim rozdélenim pro ruzné volby parametru ¢ a a
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zustavaji stejné v celém radku uvedené tabulky. Zminéné vysledky jsou samoziejmeé
vypocetné dolozitelné. Sikmost se pii zméné hodnoty parametru ¢ neméni proto, ze
je pri simulacich jako podkladové rozdéleni pouzito normalni rozdéleni, které je sy-
metrické. Konstantni Spicatost pri ménici se hodnoté parametru ¢ odpovida jiz diive
uvedenému vzorci (4.4) pro vypocet §picatosti. Déle si lze vSimnout, Ze se pii zméné
hodnoty parametru ¢ a zachovani hodnoty parametru a méni v druhé odmocniné od-
povidajictho poméru parametru ¢ stfedni hodnota a smérodatna odchylka. S rostoucim
parametrem a rostou vSechny zde uvedené popisné charakteristiky. Stredni hodnota a
smérodatnd odchylka tedy rostou smérem k pravému dolnimu rohu uvedené tabulky
a Sikmost a Spicatost rostou ve sloupcich smérem doli. Z nasimulovanych piipadi ma
nejmensi sttedni hodnotu ptipad 1, ktery ma stredni hodnotu —0.0042, ale ma velice
malou Spicatost 3.0267, ktera neodpovida redlné hodnoté. Druhou nejmensi stfedni
hodnotu —0.0045 ma ptipad 4, tato hodnota se o mnoho nelisi od té predchozi, avsak
Spicatost ma v tomto piipadé jiz redlnéjsi hodnotu 4.8166, se kterou se lze setkat i
v praxi. Abychom se tedy pfiblizili hodnotdm realnych popisnych statistik, nasimu-
lujeme jesté jeden proces {e,t = 1,...,1000} s hodnotami parametru ¢ = 0.0001 a
a = 0.6, ¢imz jesté snizime hodnotu stfedni hodnoty do radu statisicin. Tento piipad
oznac¢ime cislem 10. Piislusné popisné statistiky shrnuje tabulka 9.4 a je vidét, ze se
naplnila nase ocekavani.

volba parametri 10

sti. hodnota —4.4850e-04
smér. odchylka 0.0132
Sikmost —0.1132
Spicatost 4.8166

Tabulka 9.4: Popisné statistiky jednorozmérného ARCH(1) modelu generovaného stan-
dardizovanym normélnim rozdélenim pro pripad 10, tj. volbu parametru ¢ = 0.0001 a
a=0.6

Proces {¢;} ma v jednotlivych piipadech vSechny autokorelace nevyznamné a jednd
se proto vzdy o néjaky bily Sum. Pro doplnéni predchozich popisnych statistik jesté
uvedme pifslusné autokorelacni a parcidlni autokorelacni funkce procesu {e?}. Tyto
funkce zobrazujeme pro proces {€? } souhrnné pro pifpady (1,2, 3), (4,5,6,10) a (7,8, 9).
Pro nédhodny proces {e?} jesté stanovime pds vyznamnosti hodnot autokorelacnich a
parcidlnich autokorela¢nich funkei hodnotami 42/1000"/2 = 40.0632. Viechny zde
uvedené grafy zobrazuje obrazek 9.1. V§imnéme si hlavné vyhlazujici se autokorelaéni
funkce pro rostouci parametr a, bez ohledu na velikost parametru c. Autokorelac¢ni
funkce jsou uvedeny v levém sloupci obrazku, kde parametr a roste pii sledu shora dolu.
Tento obrazek také poukazuje na skutec¢nost, ze pri volbé dostatecné malého parametru
a 1ze nasimulovat proces {¢}, jehoz druhd mocnina ma nevyznamné autokorelace i
parcidlni autokorelace. V tomto piipadé by §picatost procesu {¢;} byla dokonce mensi
nez tii.

V praxi se ale setkavame u burzovnich dat se Spicatosti vétsi nez tii, coz nasvédcuje
nepirimétrenosti standardizovaného normalniho rozdéleni. Proto jsme tytéz simulace pro-
vedli také pro Studentovo rozdéleni a jak doporucuje ([14], str. 89), zvolili jsme Studen-
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Obrazek 9.1: Simulace ARCH(1) modelu ze standardizovaného normélniho rozdélent:
v levém sloupci grafy ACF piipadovych skupin (1,2,3), (4,5,6,10) a (7,8,9) uvedené
v tomto poradi shora a v pravém sloupci grafy PACF pro stejné pripadové skupiny
jako grafy ACF v levém sloupci
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tovo rozdéleni se Sesti stupni volnosti. Poznamenejme jesté, ze Studentovo rozdéleni je
také symetrické jako diive pouzité normalni rozdéleni. Obrazek 9.2 ukazuje graf veliciny
generované standardizovanym normalnim rozdélenim v horni ¢asti a graf veli¢iny gene-
rované Studentovym rozdélenim se Sesti stupni volnosti v dolni ¢asti. VSimnéme si zde
pomeérneé castych odlehlych pozorovani u veliciny modelované Studentovym rozdélenim.
Déle uvadime popisné statistiky, které jsme zde vypocetli pro stejné piripady jako
u standardizovaného normalniho rozdéleni a to véetné ptripadu 10 v tabulce 9.5. 1
zde plati vlastnosti, které jsme popsali vysSe pti pouziti standardizovaného normalniho
rozdéleni, ale jiz pri volbé parametru a = 0.3 je Spicatost 7.5715 a dalsi hodnoty pa-
rametru a s sebou prinasi velmi nadsazené hodnoty Spicatosti ve srovnani s praxi.
Na obrazku 9.3 vidime, Ze s rostoucim parametrem a roste i pocet vyznamnych au-
tokorelaci u {€?}. Poznamenejme zde, Ze napiiklad pifpad 5 mé pfi této simulaci ze
Studentova rozdéleni se Sesti stupni volnosti vyznamné autokorelace jiz pro proces {¢;}.
Toto nasvédcéuje pouziti jiného nez zde uvedeného Studentova rozdéleni pro primérené
vyjadieni nadmeérné Spicatosti dat.

Normalni rozdéleni
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Obrazek 9.2: Simulace ndhodné veliciny se standardizovanym normélnim rozdélenim v
hornim grafu a simulace ndhodné veliciny se Studentovym rozdélenim se Sesti stupni
volnosti v dolnim grafu

9.2 Simulace mnohorozmérnych ARCH modelua

Nyni se budeme zabyvat simulaci mnohorozmérného ARCH(1) modelu a i zpétnym
odhadem parametru. Pro jednoduchost se omezime na dvourozmérny proces {€;,t =
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volba parametra 1 2 3
stf. hodnota 0.0076 0.0239 0.0757
smér. odchylka 0.1567 0.4956 1.5672
Sikmost —0.0371 | —0.0371 | —0.0371
Spicatost 7.5715 7.5715 7.5715
volba parametri 4 5 6
stf. hodnota 0.0144 0.0455 0.1439
smér. odchylka 0.2380 0.7528 2.3804
Sikmost —0.1475 | —0.1475 | —0.1475
Spicatost 16.0810 | 16.0810 | 16.0810
volba parametra 7 8 9
stf. hodnota 0.0361 0.1141 0.3608
smér. odchylka 0.5118 1.6184 5.1179
Sikmost 3.7132 3.7132 3.7132
Spicatost 71.8790 | 71.8790 | 71.8790

volba parametra 10

stf. hodnota 0.0014

smér. odchylka 0.0238

Sikmost —0.1475

Spicatost 16.0810
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Tabulka 9.5: Popisné statistiky jednorozmérného ARCH(1) modelu generovaného Stu-
dentovym rozdélenim se Sesti stupni volnosti pro ruzné volby parametru ¢ a a véetné

pripadu 10
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Obrazek 9.3: Simulace ARCH(1) modelu ze Studentova rozdéleni se Sesti stupni vol-
nosti: v levém sloupci grafy ACF piipadovych skupin (1,2,3), (4,5,6,10) a (7,8,9)
uvedené v tomto potadi shora a v pravém sloupci grafy PACF pro stejné pripadové
skupiny jako grafy ACF v levém sloupci
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1,...,1000}, ktery spliiuje soustavu rovnic
E[€t|€t717€t727~--] = 0,
vare,| €,_1,€9,...] = H,=H+ A'¢,_1€, |A. (9.4)

Takto definovany vektorovy proces muzeme také vyjadrit prostfednictvim dvouroz-
meérného procesu Z;, ktery ma nulovy vektor stiedni hodnoty a jednotkovou varianéni
matici, takové alternativni vyjadieni ma tvar

e, = H/*Z,. (9.5)

Jak vidime z uvedenych rovnic (9.4) a (9.5), modelovani vektorového procesu {€;}
je podobné tomu jednorozmérnému. Jen zde pouzivame realizaci standardizovaného
norméalniho rozdéleni typu 2 x 1000 a pracujeme s maticemi, coz ale v prostredi MA-
TLABu nepredstavuje zadné komplikace. Protoze se nyni budeme zabyvat i odhadem
parametru v nasimulovaném modelu, vygenerujeme sto realizaci standardizovaného
norméalniho rozdéleni typu 2 x 1000 a vysledny odhad potom vypocteme jako prumér
ziskanych vysledku z odhadovaci funkce garchfit, kterd je soucasti knihovny procedur
GARCH. Poznamenejme jesté, ze se budeme pokud mozno drzet zde jiz zavedeného
znaceni, od kterého se odklonime pouze kvuli syntaxi programu MATLAB. Veliciny
zavislé na case budeme na konci jejich nazvu znacit pismenem t. Pro lepsi orientaci
v nasledujicim algoritmu piesto jesté uvedme struény pirehled pouzitého znaceni

e T ... cCasovy rozsah simulace, kde jednotliva pozorovani oznac¢ujeme pomoci t,
t=1,..., T,

e j ... poradové ¢islo simulace, zde j = 1,...,100,

e Epst ... simulovany vektorovy proces v case t typu 2 x 1, kde pro jednotlivé
simulace pouzivame znaceni Epst_sim(:,:,j) a EpsO vyjadiujeme samostatné,

e Ht ... variancéni matice vektorového procesu Epst v case t radu 2, kde

g (Biit hi2e
~ \_h12t h22t }’
dohromady pro vsechny simulace tvofi tyto matice ¢tyfrozmérné pole, ve kterém

oznacujeme Ht_sim(:,:,:,j) vSechny variancéni matice j-té simulace, poc¢atecni
hodnotu HO vyjadiujeme samostatné,

e H ... symetrickd matice parametru fadu 2 vyjadiujici konstantni slozku podmi-
néného rozptylu,

e A ... matice parametru radu 2 vyjadiujici zavislost na zpozdénych hodnotach
simulovaného procesu v modelu podminéné varianéni matice,

e Zt ... vygenerovany vektor ze standardizovaného normalniho rozdéleni v case
t typu 2 x 1, ktery pro jednotlivé simulace oznacujeme Zt_sim(:,:,j),
e spec_11 ... struktura modelu typu ARCH prvku hiit varianéni matice Ht,

obdobné znaceni pouzivame i pro zbyvajici prvky h12t a h22t varianéni matice
Ht,
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StredHod_1 ... vybérova stiedni hodnotu vektoru Epst_sim(1,:,j) v j-té si-
mulaci, obdobné znaceni pouzivame i pro vektory Epst_sim(2,:,j),

EpstBezStredHod_sim(1,:,j) ... simulovany vektor j-té simulace oc¢iStény o
stfedni hodnotu, pro vektory Epst_sim(2, :,j) pouzivame podobné znaceni,

coeff_11_sim(j) ... odhad parametru v ARCH rovnici prvku h1ilt v j-té si-
mulaci, podobné znaceni pouzivame i pro odhady ostatnich ARCH rovnic prvkua
h12t a h22t,

coeff_11C ... soucet odhadu parametru C v rovnici h11t v jednotlivych simu-
lacich, podobné pro zbyvajici parametry K, ARCH a také pro rovnice h12t, h22t,

coeffprum_11C ... vyslednd prumérnd hodnota odhadu parametru C v rovnicich
h11t z jednotlivych simulaci, podobné znaceni opét pouzivame i pro ostatni pa-
rametry K, ARCH a pro rovnice h12t, h22t.

Poznamenejme, Ze zde oznacujeme pomoci C konstantni slozku rovnice podminéné
sttedni hodnoty, pomoci K konstantni slozku rovnice podminéné varianéni matice a po-

moci
Epst
Ht a

fun
Ht (
Eps
for

end

ARCH parametry vyjadiujici zavislost na predchozi hodnoté simulovaného procesu
. Pro vypocetni algoritmus nejprve vytvorime funkci pro vypocet varianéni matice
procesu Epst prostirednictvim piikazu

ction [Ht, Epst] = spoctiHtEpst(T, HO, H, A, EpsO, Zt)
:,:,1) = H+ A’ x EpsO *x EpsO’ * A;

t(:,1) = Ht(:,:,1)"(1/2) *x Zt(:,1);

i=2:T,

Ht(:,:,i) = H+ A’ *x Epst(:,i-1) * Epst(:,i-1)’ * A;
Epst(:,1) = Ht(:,:,1)"(1/2) * Zt(:,1);

a potom zapiSseme samotny algoritmus pro vypocet prumérnych hodnot odhadu jed-
notlivych parametru, ve kterém pouzijeme vySe zavedenou funkci pro vypocet Ht a

Epst

T =
HO

H =
spe
spe
spe
for

, nasledovné

1000;

= [0 0; 0 0]; EpsO = [0; 0];

[0.01 0.001; 0.001 0.02]; A = [0.9 0; O 0.6];
c_11 = garchset(’Q’, 1, ’ARCH’, 0.81);

c_12=garchset(’Q’, 1, ’ARCH’, 0.54);
c_22=garchset(’Q’, 1, ’ARCH’, 0.36);
j = 1:100,
Zt_sim(:,:,j) = randn(2,n);
[Ht_sim(:,:,:,j), Epst_sim(:,:,j)] = spoctiHtEpst(T, HO, H, A,
EpsO, Zt_sim(:,:,3));
StredHod_1 = sum(Epst_sim(1,:,3j)) / n;
StredHod_2 = sum(Epst_sim(2,:,3j)) / n;

EpstBezStredHod_sim(1,:,j) = Epst_sim(1,:,j) - StredHod_1 *
* ones(1l,n);
EpstBezStredHod_sim(2,:,j) = Epst_sim(2,:,j) - StredHod_2 *
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* ones(1,n);

[coeff_11_sim(j), errors_11_sim(j), LLF_11_sim(j),
eFit_11_sim(j,:), sFit_11_sim(j,:),
summary_11_sim(j)] = garchfit(spec_11,
EpstBezStredHod_sim(1,:,3));

[coeff_12_sim(j), errors_12_sim(j), LLF_12_sim(j),
eFit_12_sim(j,:), sFit_12_sim(j,:),
summary_12_sim(j)] = garchfit(spec_12,

sqrt (EpstBezStredHod_sim(1,:,j) .* EpstBezStredHod_sim(2,:,j)));
[coeff_22_sim(j), errors_22_sim(j), LLF_22_sim(j),
eFit_22_sim(j,:), sFit_22_sim(j,:),
summary_22_sim(j)] = garchfit(spec_22,
EpstBezStredHod_sim(2,:,3));

end
coeff_11C = 0; coeff_12C = 0; coeff_22C = 0;
coeff_11K = 0; coeff_12K = 0; coeff_22K = 0;

coeff_11ARCH = 0; coeff_12ARCH = 0; coeff_22ARCH = O;
for j = 1:100,

coeff_11C = coeff_11C + coeff_11_sim(j).C;
coeff_12C = coeff_12C + coeff_12_sim(j).C;
coeff_22C = coeff_22C + coeff_22_sim(j).C;
coeff_11K = coeff_11K + coeff_11_sim(j) .K;
coeff_12K = coeff_12K + coeff_12_sim(j) .K;

coeff_22K = coeff_22K + coeff_22_sim(j) .K;

coeff_11ARCH = coeff_11ARCH + coeff_11_sim(j).ARCH;

coeff_12ARCH = coeff_12ARCH + coeff_12_sim(j) .ARCH;

coeff_22ARCH = coeff_22ARCH + coeff_22_sim(j) .ARCH;
end

coeffprum_11C = coeff_11C / 100;
coeffprum_12C = coeff_12C / 100;
coeffprum_22C = coeff_22C / 100;
coeffprum_11K = coeff_11K / 100;
coeffprum_12K = coeff_12K / 100;

coeffprum_22K = coeff_22K / 100;

coeffprum_11ARCH coeff_11ARCH / 100;
coeffprum_12ARCH coeff_12ARCH / 100;
coeffprum_22ARCH = coeff_22ARCH / 100;

V druhém tadku algoritmu jsme zvolili, podobné jako v jednorozmérném ptipadé,
pocatecni variancéni matici jako nulovou matici fadu dva. V nésledujicim radku jsme
zavedli matice parametru H a A na zdkladé predchozi jednorozmérné studie jako

o 0.01 0.001 0 A 09 0
~\ 0.001 0.02 N 0 06 )°
Matici A jsme zde zameérné zvolili jako diagondalni pro usnadnéni vypoctu odhadu

parametru, protoze v tomto ptipadé se kazda simulace rozdéli na tfi jednorozmeérné
ARCH(1) modely pro jednotlivé prvky varianéni matice Ht. Pro tyto rovnice potom
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pouzivame funkce z knihovny procedur GARCH, jedna se o funkce garchset a garch-
fit. Poznamenejme zde, ze knihovna procedur GARCH umoziuje pracovat s obecnym
ARMA-GARCH modelem, o kterém jsme se zminili ve tfeti kapitole, a modelovat tak
podminénou stfedni hodnotu i podminény rozptyl. Funkci garchset zde volame hned
v patém tadku algoritmu, protoze s ni vytvarime strukturu modelu. Funkce garch-
fit sice nasledovné pracuje se zadanou strukturou modelu, ale ackoli zaddavame pouze
podminénou varianéni rovnici, odhaduje i konstantni parametr v rovnici podminéné
stfedni hodnoty. Proto funkci garchfit odhadujeme jednotlivé parametry v simulo-
vanych procesech, které jsme ocistili o vybérovou stfedni hodnotu, abychom z rov-
nic eliminovali parametr C. Tuto funkci voldme az v hlavnim ”for” cyklu uvedeného
algoritmu a nasledné uz jen prumérujeme ziskané hodnoty odhadu z jednotlivych si-
mulaci. Tyto odhady uvadi tabulka 9.6, ktera obsahuje i konstantni slozku C z rovnice
podminéné stfedni hodnoty. Vsimnéme si souladu odhadnutych hodnot se skuteénymi
hodnotami, jimiz byly procesy simulovany, u parametru v rozptylovych rovnicich h11t
a h22t. Hodnoty parametru v kovarian¢ni rovnici h12t, oproti vysledkum pro roz-
ptylové rovnice h11t a h22t, vykazuji vyrazné rozdily. Ty muzeme prisuzovat praci
s komplexnimi ¢isly, protoze numerickymi vypocty se ztraci presnost vypoctu, ktera je
charakteristicka pro analytickd vyjadieni.

hodnota parametru | skutecna | odhadnuta

v rovnici hllt

C 0 -1.6441e-04
K 0.01 0.0100
ARCH 0.81 0.8090
hodnota parametru | skutecna | odhadnuta

v rovnici h12t

C 0 | 0.0462 + 0.0532:
K 0.001 0.0035
ARCH 0.54 0.5999
hodnota parametru | skutecna | odhadnuta

v rovnici h22t

C 0 1.0542¢-05
K 0.02 0.0197
ARCH 0.36 0.3672

Tabulka 9.6: Odhady parametru v simulovaném dvourozmérném ARCH(1) modelu
ziskané prumérem ze sta simulaci

Jesté je nutné poznamenat, ze provedenim Ljungova-Boxova testu na prokazani
zbytkového ARCH projevu v druhych mocninach standardizovanych inovaénich pro-
cesu pro jednotlivych sto simulaci v kazdé ze tii rovnic, zjistime nepfimérenost téchto
odhadu pouze u nékolika simulaci u danych rovnic. V uvedeném algoritmu testu-
jeme procesy (eFit_11_sim(j,:) ./ sFit_11_sim(j,:))."2, (eFit_12_sim(j,:) ./
sFit_12_sim(j,:))."2 a (eFit_22_sim(j,:) ./ sFit_22_sim(j,:))."2 pro j =
1,...,100 a zjistime neptiméfenost téchto odhadu pouze u nékolika simulaci. Vyjadieni
rozptylové rovnice h11t je nepfimérené u simulaci s poradovymi cisly 9, 54, 58, 61, tedy
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ve ¢tytech pripadech. Vyjadreni kovariancni rovnice h12t je nepfiméfené v dvojnésob-
ném poctu simulaci oproti rozptylové rovnici h11t, jedna se o simulace 6, 14, 15, 20, 28,
36,69, 70. Rozptylova rovnice h22t je neptrimérend v simulacich ¢islo 30, 46, 70, 72, 86,
tedy v péti pripadech. Vsimnéme si, ze pouze u sedmdesaté simulace jsou nevyhovujici
hned dvé rovnice a to h12t a h22t. Ljungovy-Boxovy testy tedy prokazaly, ze jsou
rozptylové rovnice h11lt, h22t a kovarianéni rovnice h12t vzdy alespon v devadesati
dvou simulacich vyjadieny spravné. Tyto testy jsme realizovali vyvolanim funkce 1bq-
test, ktera je soucasti knihovny procedur GARCH. Podle doporu¢eni uvedeného ve [14]
jsme pouzili Q(7) statistiku, protoze ve ([14], str. 25) je doporu¢eno pouzivat autokore-
lace s nejvétsim radem zpozdéni m =~ InT. Poznamenejme déle, ze hladinu testu jsme
zvolili v = 0.05. Pro jesté lepsi ilustraci uved'me autokorela¢ni funkce druhych mocnin
standardizovanych inovac¢nich procestu, tj. opét se jedna o procesy (eFit_11_sim(j,:)
./ sFit_11_sim(j,:)) .2, (eFit_12_sim(j,:) ./ sFit_12_sim(j,:))."2 a také
o (eFit_22_sim(j,:) ./ sFit_22_sim(j,:))."2, z prvni simulace a prvni simulace,
pro kterou jsme zamitli nulovou hypotézu o primétrenosti modelu. Pas vyznamnosti
je zde opét +£0.0632 jako u predchazejicich simulaci jednorozmérnych modela typu
ARCH, kde jsme také pracovali s fadami o tisici pozorovanich. Prislusné grafy zobrazuje
obréazek 9.4 a vidime na ném, ze se u nepostacujicich modelu nejedna o prilis velké hod-
noty zpozdénych autokorelaci, které by vyrazné prevysovaly pas vyznammnosti.Jedna
se spiS jen o nepatrné zvysené hodnoty zpozdénych autokorelaci, které lze povazovat
za vyjimky mezi ostatnimi Sumovymi hodnotami.

9.3 Pouziti mnohorozmérnych GARCH modela pro
realna data

Na financnich trzich vykazuji casové rady ¢asovy vyvoj volatility a nestacionaritu, proto
se zabyvame analyzou zmén téchto ¢asovych fad. Napiiklad u cen akcii X; sledujeme

piislusné vynosy
X X '
Yt:(ln I I ) .
1,¢—1 XnNi-1

Predpoklady na ¢asovou tadu pro pouziti GARCH modelu jsou néasledujici:
(i) slabd stacionarita,
(ii) klesajici autokorelacni funkce,

(iii) podminéné normélni rozdéleni

Y:|60,Z; 1 ~ Ny(p,(0), Hi(0)) .

Nejoblibenéjsimi mnohorozmérnymi modely typu GARCH jsou v praxi modely VEC,
DVEC a BEKK, které jsou uvedeny v Sesté kapitole v definici 6.1.1., rovnici (6.3)
a v definici 6.1.2. v tomto potadi. Jak jiz bylo zminéno, VEC model vyzaduje piilis
mnoho parametri, a v nasi studii se proto budeme dale zabyvat DVEC modelem, ktery

s

vvvvvv

podobé.
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Obrazek 9.4: Grafy ACF druhych mocnin standardizovanych inova¢nich procesu z rov-
nic h11t, h12t a h22t v tomto poradi ve sledu shora dolii; v levém sloupci je vzdy graf
ACF prvni simulace a v pravém sloupci je vzdy graf ACF prvni simulace, ktera vedla

k zamitnuti nulové hypotézy o primérenosti modelu
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Sledované casové tady jsou tvoreny hodnotami zavérecnych kurzu akcii z jednot-
livych po sobé jdoucich obchodnich dnu. V nésledujicim textu se zabyvame dvéma
mnozinami finan¢énich dat, které pro jednoduchost zapisu oznacujeme jako DS1 a DS2.
Zpracovavand data jsou z http://www.kurzy.cz/akcie-svet/. Mnozinu DS1 tvoii hod-
noty zavéreénych kurzu akcii dvou americkych firem z drogistického prumyslu z obdobi
16. 9. 2004-18. 8. 2006 s péti sty pozorovanimi v kazdé casové radé. Jedna se o firmy
Johnson&Johnson a Procter & Gamble, které dale oznac¢ujeme JNJ a PG. Na obrazku
9.5 jsou znazornény piislusné zavérecné kurzy z daného obdobi. Pro nasledujici analyzu
prepoCteme tyto Casové rady zavérecnych kurzu akcii na vynosové casové fady, které
zobrazujeme na obrazku 9.6. Déle vypocteme zékladni popisné statistiky téchto dvou
vynosovych ¢asovych fad, které uvadi tabulka 9.7, pro vypocty jsme pouzili program
NCSS & PASS 2000. Cisla jsou zde pro vétsi vypovidaci schopnost znézornéna na
devét desetinnych mist. V tabulce 9.7 vidime, Ze jsou obé stiedni hodnoty v fadu sta-
tisicin, a proto nebudeme uvedené fady o tyto stfedni hodnoty o¢istovat. Vynechdme i
ocisténi o sttedni hodnotu u druhé odmocniny sou¢inové rady vynost Johnson&Johnson
a Procter & Gamble, protoze ta ma stiedni hodnotu pouze 4.8456e-06 + (2.4062e-22)i.
Poznamenejme, ze tato stfedni hodnota je opravnéné komplexni cislo, protoze jsou
nékteré hodnoty této fady druhymi odmocninami ze zapornych cisel.
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Obrazek 9.5: Zavérecné kurzy akcii z amerického drogistického prumyslu za obdobi
16. 9. 2004-18. 8. 2006

Nejprve jesté pred samotnou konstrukei néjakého modelu typu GARCH provedeme
predbéznou analyzu téchto dat, abychom co nejvhodnéji stanovili strukturu modelu a
vyhnuli se tak praci s nadbyteénymi parametry, které by mohly zkomplikovat konver-
gen¢ni procedury pouzivané pii odhadu parametru. Jednotlivé vynosové fady a druha
odmocnina z ptislusné soucinové tady jsou bilymi Sumy a dale tedy uvazujeme druhé
mocniny téchto ti{ fad. Obrazek 9.7 ukazuje autokorela¢ni funkce druhych mocnin
danych vynosovych casovych fad a sou¢inu téchto dvou vynosovych ¢asovych rad, které
by se mély chovat jako néjaké ARMA modely. Na zminéném obrazku 9.7 ale vidime, ze
u zadné z uvedenych autokorela¢nich funkci nedochézi k vyraznému prekroceni pasu
vyznamnosti £0.0895, a proto upoustime od dalstho modelovani. Tyto tii casové fady
muzeme povazovat za bilé sumy. Aby bylo ukonéeni této studie skutecné opravnéné,
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Obrazek 9.6: Vynosova fada Johnson&Johnson v hornim grafu a vynosova fada Procter
& Gamble v dolnim grafu

vynosova rada JNJ PG

pocet pozorovani 499 499
minimum —0.013984826 | —0.014760525
maximum 0.017814334 | 0.017949236
stfedni hodnota 0.000084168 |  0.000074148
smérodatna odchylka 0.003714853 | 0.004115369
Sikmost 0.672991239 | 0.100262895
Spicatost 6.369019339 |  4.439438935

Tabulka 9.7: Zakladni popisné statistiky datové mnoziny DS1
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provedeme jesté Ljunguv-Boxuv test s nulovou hypotézou, ze je prvnich Sest autokore-
laci druhé mocniny vynosové ¢asové fady Johnson&Johnson nulovych, proti alternativni
hypotézé, ze je alesponi jedna z uvedenych autokorelaci nenulové s hladinou testu 0.05.
Tento test vede k nezamitnuti nulové hypotézy a podporuje tak nase predchozi tvr-
zeni. Stejné je tomu i pfi testovani vyznamnosti autokorelaci druhé mocniny vynosové
casové tady Procter & Gamble a souc¢inu vynosovych ¢asovych fad Johnson&Johnson
a Procter & Gamble. Vysledky vSech téchto testu jsou uvedeny v tabulce 9.8, kde
oznacujeme soucinovou radu vynosovych casovych fad Johnson&Johnson a Procter &
Gamble JNJPG.

0.5 14 05F
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Obrazek 9.7: Grafy ACF druhych mocnin vynosovych casovych fad Johnson&Johnson
a Procter & Gamble v horni ¢asti obrazku pii sledu zleva doprava a graf ACF soucinu
téchto dvou vynosovych casovych fad v dolni ¢asti obrazku

Druhou datovou mnozinu jsme vybrali z némeckého financéniho sektoru a oznacujeme
ji DS2. Tato datova mnozina obsahuje vyvoj zavérecnych kurzu akcif ti1 instituci, jedna
se o Allianz N z obdobi 4. 2. 2005-18. 8. 2006, Commerzbank z obdobi 1. 2. 2005—
18. 8. 2006 a Deutsche Bank N z obdobi 8. 2. 2005-18. 8. 2006, kde ma kazda pozo-
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fada Q(6) statistika | kritickd hodnota | p-hodnota
JNJ 2.8293 12.5916 0.8299
PG 5.5687 12.5916 0.4732
JNIJPG 8.1522 12.5916 0.2272

Tabulka 9.8: Vysledky Ljungovych-Boxovych testu pro datovou mnozinu DS1
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Obrézek 9.8: Rady zévéreénych kurzi akcif z némeckého bankovniho sektoru o délce

398 pozorovani ke dni 18. 8. 2006
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rovana rada 398 pozorovani. V nasledujicim budeme pouzivat i zkrdacené oznaceni Al
pro Allianz N, Co pro Commerzbank a DB pro Deutsche Bank N. Obrazek 9.8 uka-
zuje ¢asovy vyvoj téchto zavéreénych kurzu a vidime na ném, ze ve sledovaném obdobi
zaznamenavaji hodnoty vsech ti{ kurzu stejné vyvojové trendy. Déle je z tohoto grafu
patrné, ze nejstrméjsi vyvoj zavérecného kurzu vykazuje rada Allianz N. Pro nésledujici
analyzu vSak jiz prepocteme tato data na vynosové casové fady, které zobrazuje obrazek
9.9. V horni ¢asti obrazku vidime graf vynosové casové tady Allianz N, v prostiedni
casti graf vynosové casové fady Commerzbank a ve spodni ¢asti je uveden graf vynosové
casové fady Deutsche Bank N. Uvedené rady déle popisuje nasledujici tabulka 9.9 obsa-
hujici zakladni popisné statistiky vynosovych ¢asovych fad datové mnoziny DS2, které
jsme vypocetli v programu NCSS & PASS 2000. Uvedené hodnoty stfednich hodnot
maji fad desetitisicin, a proto je budeme v dalsich vypoctech zanedbavat. Druhé od-
mocniny sou¢inovych fad Allianz N, Commerzbank a Commerzbank, Deutsche Bank
N a Deutsche Bank N, Allianz N maji stfedni hodnoty 1.1116e-05 + (1.0591e-21)i,
1.1587e-05 + (9.0869e-22)i a 1.0142e-05 + (6.8726e-22)i v tomto poradi, a proto je bu-
deme v nasledujicim také zanedbavat. Pripomenme zde, ze se v téchto odmocninovych
soucinovych fadach opét vyskytuji odmocniny ze zdpornych ¢isel, a proto jsou vysledné
stfedni hodnoty komplexni ¢isla. V tabulce 9.9 si ddle vSimnéme pomérné malych hod-
not Spicatosti u rad Allianz N a Deutsche Bank N.

Casova rada Al Co DB

pocet pozorovani 397 397 397
minimum —0.018968139 | —0.034993504 | —0.020283365
maximum 0.017672665 | 0.036576281 | 0.020083861
stFfedni hodnota 0.000395466 |  0.000506297 |  0.000282115
smérodatna odchylka 0.005621450 |  0.007538660 |  0.005392757
Sikmost —0.250656726 | —0.076245970 | —0.140000513
Spicatost 3.866881359 | 6.130212426 | 3.834779831

Tabulka 9.9: Zakladni popisné statistiky datové mnoziny DS2

I zde jsou jednotlivé vynosové rady a druhé odmocniny z ptislusnych soucinu dvojic
z uvedené trojice fad bilymi Sumy, a proto déle pracujeme s druhymi mocninami téchto
rad. Grafickd predbézna analyza vhodnosti pouziti néjakého modelu typu GARCH
nenasvédcuje jednozna¢nému stanoveni fadu modelu. Pro ndzornost zde uvadime grafy
vSech prislusnych autokorelacnich funkei v obrazku 9.10. Grafy autokorela¢nich funkci
ukazuji na moznost pouzit néjaky model typu GARCH se souc¢tem fadu 3 nebo 5. Navic
také nesmime opomenout zminit, ze autokorelacni funkce sou¢inu dvojic vynosovych
casovych tad klesaji prili§ pomalu, a to muze znacit nestacionaritu téchto procesu.
Ljungovy-Boxovy testy na prokazani ARCH projevu podavaji vysledky odpovidajici
uvedenym autokorela¢nim funkcim. Pro vSech Sest uvedenych ¢asovych tad zamitaji
nulovou hypotézu a potvrzuji tak u nich existenci vyznamnych autokorelaci. Vysledky
vsech téchto testu shrnuje Tabulka 9.10, kde oznac¢ujeme soucinové tfady prislusnymi
zkratkami, tj. AlCo, CoDB, AIDB. Opét zde pracujeme s hladinou testu @ = 0.05.
Pro blizsi stanoveni fadu modelu proto dale pouzijeme Akaikeho informacni kritérium,
které je zalozeno na hodnoté logaritmické vérohodnostni funkce v kvazi-maximalné



KAPITOLA 9. APLIKACE NA FINANCNI CASOVE RADY 65

Allianz N

0.02

0.015 1
il

0.005

I LIRL I ! L
o005 |- —H—H [y /ullhi i W

-0.01 i | HHH

o
:
f——
==
e
L
‘
—
k_
=

-0.015 |

-0.02

Commerzbank

0.04

0.03

0.02

0.01 i
| W

—
—

LYW FH| 1 3 n

-

oot - T R

-0.02

-0.03

-0.04 + + + + + + + + + + + + + + + + t + + 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400

Deutsche Bank N

0.025

0.02

0.015

0.01 | | .
| |
0.005 l N T il

—
=
—
!
h="4
=
—
=
=

- ! ! !
-0.005 } ] | | | |

)
-0.01 , ! '

-0.015

-0.02

-0.025 + + + + + + + + + + + + + + + + t + + 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400

Obrazek 9.9: Vynosova casova fada Allianz N v hornim grafu, vynosova casova rada
Commerzbank v prostiednim grafu a vynosova casova fada Deutsche Bank N v dolnim
grafu
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vérohodném odhadu, a je vyhodnocovano jako penalizac¢ni funkce. Vysledky zobrazuje
tabulka 9.11 a hned na prvni pohled je zifejmé, ze toto kritérium zcela jednoznacné

upfednostnuje model s fady (2, 3).

fada Q(6) statistika | kritickd hodnota | p-hodnota
Al 30.1635 12.5916 0.0366e-03
Co 22.9066 12.5916 0.0008
DB 17.2198 12.5916 0.0085
AlCo 100.5669 12.5916 0.0000
CoDB 107.8410 12.5916 0.0000
AIDB 95.6726 12.5916 0.0000

Tabulka 9.10: Vysledky Ljungovych-Boxovych testu pro datovou mnozinu DS2

rad rada rada rada rada rada rada

modelu | Al Co DB (AlCo)'/2 | (CoDB)Y2 | (AIDB)'/2
(0, 3) -3006.8 | -2755.9 | -3025.6 -3413.4 -3412.5 -3513.0
(1, 2) -3006.0 | -2770.5 | -3023.6 -3426.0 -3423.9 -3532.5
(2, 1) -3004.9 | -2776.0 | -3027.1 -3424.0 -3416.7 -3512.1
(0, 5) -3009.9 | -2793.0 | -3024.2 -3428.3 -3420.3 -3529.0
(1, 4) -3005.6 | -2768.1 | -3023.8 -3422.4 -3426.0 -3528.7
(2, 3) -3010.1 | -2778.6 | -3029.6 -3440.5 -3427.7 -3535.0
(3, 2) -3002.0 | -2774.2 | -3023.4 -3422.5 -3419.9 -3529.5
(4, 1) -3000.9 | -2773.7 | -3023.4 -3420.0 -3412.7 -3508.2

Tabulka 9.11: Vysledky Akaikeho informac¢niho kritéria pro jednotlivé kombinace fadu

v GARCH modelu se souc¢tem tadu 3 a 5 pro datovou mnozinu DS2
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Obrazek 9.10: Grafy ACF druhych mocnin vynosovych ¢asovych fad Al, Co a DB
v levém sloupci uvedené v tomto potradi shora a grafy ACF soucint dvojic vynosovych
casovych tad Al, Co a Co, DB a DB, Al v pravém sloupci uvedené v tomto potradi také
shora
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V nésledujicim se proto zabyvéme obecnym trojrozmérnym VEC(2,3) modelem
v diagonalni podobé, ktery ve svém zapisu pouziva operator vech(.) a ¢tvercové dia-
gonalni matice parametru fadu Sest. Tento model tedy muzeme velice snadno z vekto-
rové rovnice prepsat na soustavu Sesti rovnic, kde jednotlivé rovnice predstavuji jedno-
rozmérné GARCH(2, 3) modely. Pii zachovéani poradi rovnic, které je uréeno aplikaci
operatoru vech (.), se jednd o soustavu rovnic

3 2
2 2 2
hay = ¢+ E ay1p€are—k + E Giuhaii—i
k=1 =1

3 2
haicot = co+ E A22kE AL t—kECot—k T E 9221h a1 cot—1 5
k=1 =1

3 2
haipp: = 03+E a33k€Al,t—k€DB,t—k+E 93310 AL.DB t—1

k=1 =1
3 2
2
heor = ca+ E A44k€C0—k T E Gaathcor—1
k=1 =1

3 2
hcoppt = €5+ E A55k€Cot—kEDB t—k + E 95510Co,DBt—1 5
=1 =1

3 9
2
hpp: = ¢+ E a66k€DB 1k T g 966t DB t—1 -
=1 =1

Vidime, ze uvedeny model obsahuje tficet Sest parametru. Ty odhadneme pomoci
funkci garchset a garchfit a pro tyto ucely jesté zavedeme parametry konstantni slozky
pro rovnice podminéné stfedni hodnoty uvedenych Sesti tad, které oznacime C; pro
i =1,...,6. Tyto parametry zavadime proto, ze funkce garchfit odhaduje i parametr
konstantni slozky z jednotlivych rovnic podminéné stfedni hodnoty, prestoze zadavame
rady pouze pro GARCH model a fady ARMA modelu pokldadame rovny nule. Celkem
tedy odhadujeme model se ¢tyficeti dvéma parametry a vSechny piislusné odhady zob-
razuje tabulka 9.12. Uvedené odhady parametru splnuji pro vSechny rovnice podminku
(@i + aio + aus + giin + gio) < 1 pro i = 1,...,6, tyto soucty se pohybuji v roz-
mezi 0.7621-0.9175. Dale si vSimnéme, ze ve vSech Sesti rovnicich je nejvétsi vaha
prisuzovana odpovidajicimu prvku podminéné variancni matice z ¢asu t — 2 a druha
nejvétsi vaha je v kazdé rovnici prisuzovana minulé hodnoté pozorované tady z casu
t—3. Pro ovéteni kvality uvedenych odhadu zobrazujeme autokorelac¢ni funkce druhych
mocnin standardizovanych rezidui z jednotlivych rovnic tohoto modelu v obrazku 9.11.
Vidime, Ze pouze u rovnice pro podminény rozptyl vynosové casové fady Commerzbank
zbyla vyznamna autokorelace u patého zpozdéni, a proto muzeme odhad celého troj-
rozmérného modelu povazovat za zdarily.
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parametr C, Cy ai aj as 8111 8112
odhad 6.2428e-04 | 7.1832e-06 | 0.0756 | 0.0528 | 0.2377 | 0.0000 | 0.4204
st. chyba | 2.4379e-04 | 3.3363e-06 | 0.0490 | 0.0602 | 0.0790 | 0.1419 | 0.1505
parametr C, Co 221 A229 a223 221 2222
odhad 0.0019 | 1.1133e-06 | 0.0000 | 0.0167 | 0.2737 | 0.0000 | 0.6259
st. chyba | 2.3934e-04 | 3.8623e-07 | 0.0313 | 0.0219 | 0.0604 | 0.0582 | 0.0663
parametr Cs C3 a331 a332 a333 2331 £332
odhad 0.0018 | 1.1729¢-06 | 0.0000 | 0.1478 | 0.3134 | 0.0000 | 0.4444
st. chyba | 2.0657e-04 | 5.4332e-07 | 0.0402 | 0.0466 | 0.0672 | 0.1230 | 0.1155
parametr Cy Cy Ay 442 ay3 Saa1 8442
odhad 7.1089e-04 | 5.2815e-06 | 0.0178 | 0.0000 | 0.1445 | 0.0000 | 0.7552
st. chyba | 3.5518e-04 | 2.3393e-06 | 0.0363 | 0.0269 | 0.0431 | 0.0647 | 0.0549
parametr Cs Cs ass1 as52 ass53 8551 8552
odhad 0.0019 | 2.0809¢e-06 | 0.0054 | 0.0322 | 0.2363 | 0.0306 | 0.5231
st. chyba | 2.6319e-04 | 5.4332e-07 | 0.0203 | 0.0400 | 0.0567 | 0.0986 | 0.0900
parametr Cs Ce ae61 ae62 ae63 ge61 8662
odhad 2.9030e-04 | 7.0618e-06 | 0.0000 | 0.0000 | 0.2092 | 0.0000 | 0.5529
st. chyba | 2.4399e-04 | 3.5670e-06 | 0.0415 | 0.0591 | 0.0743 | 0.1617 | 0.1299

Tabulka 9.12: Odhady parametru v jednotlivich GARCH(2, 3) rovnicich troj-
rozmérného VEC modelu v diagonélni podobé s piislusnymi standardnimi chybami
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Obrazek 9.11: Grafy ACF druhych mocnin standardizovanych rezidui z jednotlivych
rovnic diagonalniho VEC modelu, v levém sloupci jsou grafy pro rovnice Al, Co a DB
v tomto potadi pii sledu shora dolti a v pravém sloupci jsou grafy pro rovnice (AlCo)'/2,
(CoDB)'/? a (AIDB)'/? uvedené v tomto pofadi pii sledu shora doli



Kapitola 10
Zaveér

Mnohorozmérné modely typu ARCH a GARCH umoznuji dostatecné presné vyjadrit
podminénou varian¢ni matici tak, aby byla symetrickd a pozitivné semidefinitni nebo
piimo pozitivné definitni. BEKK model je dokonce definovan tak, ze podminéna va-
riancni matice vyjadirend timto modelem je pozitivné definitni jiz sama o sobé bez
dodatecnych predpokladi na pouzité matice parametri. Ale ¢im je dany model pii-
zpusobivejsi redlnym datum, tim roste pocet jeho parametru.

Diagonalni VEC a diagondlni BEKK modely sice nejsou parametricky néarocné, ale
ztraci moznost vyjadrit zavislost mezi dvéma ruznymi prvky daného vektoru. Témito
diagonalnimi modely tedy lze velmi dobte vyjadiit pohyby podminénych rozptylua
a podminénych kovarianci, a proto jsou napfiklad postacujici v tlohdch ocenovani
aktiv, ale nejsou vhodné pro modelovani prenosu volatility. Oproti tomu faktorové
GARCH modely umoznuji, aby podminéné rozptyly a podminéné kovariance zavisely
na minulych pozorovanich vsech podminénych rozptylu a podminénych kovarianci,
ale zahrnuji v sobé stalost ve vSech téchto prvcich. Prostfednictvim dynamickych
modelt podminénych korelaci jiz lze vyjadtit ruzné stalosti mezi podminénymi roz-
ptyly a podminénymi korelacemi, a tak ovladat vétsi pocet ¢asovych rad. Konkrétnim
piipadem je model konstantnich podminénych korelaci, ktery lze pouzit pro modelovani
prenosu volatility jako alternativu k BEKK modelu.

Obecné se vsak jedna o tifidu modelu, kterd vyzaduje velky pocet parametru, a proto
je feSeni tloh pracujicich s ¢asovymi fadami dimenze vétsi nez Ctyii prostiednictvim
téchto modelu komplikované. Déle také nesmime opomenout skute¢nost, ze i samotna
datova rada musi splnovat mnoho predpokladi, abychom ji mohli modelovat nékterym
ze zde uvedenych modelt, a ze v praxi se Casto setkdvame s tim, ze tyto predpoklady na
datovou fadu splnény nejsou. Nejedna se proto o obecné pouzitelnou tiidu modelu, ne-
mluvé o slozité struktuie modelu samotnych a o souc¢asnych vypocetnich nedostatcich.
Jedna se totiz o modely matematicky narocné, které dosud nejsou dostatecné dobre
numericky zpracované. A¢ se tedy v jednorozmérném pripadé jedna o velice populdrni
tfidu modelu, jeji mnohorozmeérné rozsiteni je v praxi hufe uplatnitelné.

Praci se zde uvedenymi mnohorozmérnymi modely lze usnadnit zavedenim jistych
podminek pro snizeni po¢tu parametru. Lze napiiklad vyuzit predbéznych odhadu pa-
rametru, které jsou vypocetné nenarocné a zaroven umoznuji zachovat pruznou funkéni
podobu danych modelu. Blizsi vyjadieni téchto podminek ale zustava predmétem
soucasného vyzkumu.
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