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(0), hodnota v riziku (VaR) a o¢akavana strata (ES) na réznych hladindch spo-
lahlivosti. Na rozlozenie celkovej straty portfélia je pouzitd Eulerova alokacna
metoda a Hoeffdingova dekompozicia. Tieto metdédy odhaluji, aké zastipenie
majui v tomto poisteni jednotlivé rizika pre rézne vstupné veky.

KTacové slova: riziko tirokovych mier, riziko dlhovekosti, Eulerova alokacna me-
toda, Hoeffdingova dekompozicia

iv



Obsah

[Tvodl 2

[1 Poistenie a hlavné rizikové taktory| 3
(L1 Poisteniel . . . . . . . . . . . 3
(1.2 Poistno-matematické nastrojel . . . . . . . .. ... 4
(L.3__Poistenie dozivotneho dochodkul . . . . . .. oo 00000 8
(.4 Riziko dlhovekostil . . . . . . . . .. ..o 8

.41 [Lee-Carterovmodell. . . . ... ... ... .. ....... 9
(1.5 Riziko urokovych mier| . . . . . . .. ... ... ... 12
[1.5.1 Cox-Ingersoll-Rossov model| . . . . . ... ... ... ... 13

2 Riziko portfolial 15
2.1  Miery rizikal . . . . . . ... 15
[2.2  Axiomaticky pristup k meraniu rizika] . . . . ... .00 0L 16

[2.2.1 Smerodajna odchylka -¢. . . . . . . .. ... 17
222 Hodnotavriziku- VaRl ... ... ... ... .. ... .. 17
2.2.3 Ocakavana strata - ES| . . . . . ... ... ... .. 18
[2.3  Eulerova alokacna metoda pre subporttolia] . . . . . . . ... ... 18
[2.4  Eulerova alokacna metoda pre rizikove faktoryl . . . . . . . . . .. 21
[2.5  Hoefidingova dekompozicia] . . . . . . . ... ... ... ... ... 21

[3  Aplikacia na poistenie dochodkov| 24
[3.1 Porovanie vysledkov| . . . . ... ... ... 00000 25
[3.2  Pouzitie Eulerovej alokacnej metody| . . . . . ... ... .. ... 27
[3.3  Pouzitie Hoeftdingovej dekompozicief . . . . . .. ... ... ... 30

Zaver] 32

[Zoznam pouzitej literatury| 33

[Zoznam obrazkov 35

[Zoznam tabuliekl 36



Uvod

Spravne riadenie finan¢ného rizika je nevyhnutné na to, aby kazda finanéna in-
stiticia mohla bezpecne vykonavat svoju ¢innost. Akékolvek druhy rizik, ktorym
celi finan¢nd institucia, by mali byt nepretrzite kvantifikované, hlasené a kontro-
lované. Podstatou je urcit dostatocny kapital tak, aby bola dané firma solventna.
Takémuto kapitalu hovorime rizikovy, pretoze sa pouziva v pripade neocakava-
nych strat z moznych rizik. Je nutné, aby institiicia mala potrebné mnozstvo
rizikového kapitélu tak, aby bola jej solventnost na vysokej trovni. Ulohou teda
ostava identifikacia jednotlivych rizik a ich nasledna kvantifikacia.

Préca sa inspiruje ¢lankom Karabey, Kleinow a Cairns (2014). Prinosom tejto
prace je pouzitie iného modelu timrtnosti, s pouzitim na ¢eské data a na odlisny
produkt zivotného poistenia.

V prvej kapitole zavedieme zakladne pojmy a matematicko-poistné nastroje.
Popiseme si zvoleny produkt (dozivotny dochodok odlozeny o k rokov), na ktory
sa zameriame. Taktiez rozoberieme hlavné rizikové faktory, ktoré ho ovlyvnuja
a postupne si predstavime model damrtnosti (Lee-Carterov model) a model tro-
kovych mier (CIR model).

V druhej kapitole sa ststredime na riziko portfélia. Popiseme jednotlivé vlast-
nosti mier rizik a vyberieme si tri miery (o, VaR, ES), ktoré budeme porovnavat
pri hodnoteni vysledkov. Tiez si tu popiseme teériu ohladom Eulerovej alokacnej
metody a Hoeffdingovej dekompozicie, ktoré budeme neskor pouzivaf.

V zaverecnej tretej kapitole prezentujeme vlastné vysledky, ku ktorym sme sa
dopracovali.



1. Poistenie a hlavné rizikové
faktory

V tejto kapitole si zopakujeme zakladné terminy z oblasti poistovnictva a po-
trebné pojistno-matematické nastroje. Nasledne uvedieme popis produktu, s kto-
rym budeme pracovat. Potom si rozoberieme hlavné rizikové faktory, ktoré najviac
ovplyvnuju zvoleny produkt. Nakoniec si uvedieme modely, pomocou ktorych bu-
deme modelovat a predikovat miery imrtnosti, resp. irokové miery.

1.1 Poistenie

Na poistenie mozeme pozerat ako na nastroj financnej eliminécie negativnych
dosledkov nahody, ako si napriklad pracovny uraz, choroba, smrt, poskodenie
majetku v dosledku prirodnej katastrofy alebo odcudzenie majetku. Poistenie sa
uzatvara poistnou zmluvou medzi poistitelom a poistnikom. V Ceskej republike
o tom presnejsie hovori obéiansky zdkonnik upraveny zékonom ¢. 89/2012 Sb.,
ucinny od 1.1.2014: ,Pojistnou smlouvou se pojistitel zavazuje vici pojistnikovi
poskytnout jemu nebo treti osobé pojistné plnéni, nastane-li nahodild udalost
krytd pojisténim (pojistnd udélost), a pojistnik se zavazuje zaplatit pojistiteli
pojistné.

Rozoberme si podrobnejsie jednotlivé zakladné pojmy z oblasti poistovnictva.

Poistné riziko je nebezpecenstvo, ktoré moze viest k vzniku poistnej udalosti.

Poistné plnenie mozeme delif do troch kategorii:

1. jednorazovo vyplatend poistnd ciastka (v nedéchodkovom Zivotnom pois-
teni),

2. dochodok (v déchodkovom poisteni), ktory sa mdze este delif na:
a) zivotny dochodok - kazda dalsia vyplata déchodku je podmienend tym,
Ze poisteny je nazive,
b) isty dochodok - vyplaca sa po stanovent dobu bez nutnosti, aby poisteny
bol nazive,

3. oslobodenie od platenia poistného - v pripade invalidity poistnika. Ten je
oslobodeny od platenia poistného a tito povinnost na seba prebera poistovna,
ktord sa na to pozera ako na dalsi typ poistného plnenia.

Poistné je mozné klasifikovat na:

1. jednorazove poistné: je stanovené na celi dobu zjednaného poistenia, t.j. za-
plati sa vSetko pri uzavreti zmluvy.

2. bezné poistné: je vypocitané za poistné obdobie, t.j. plati sa opakovane
v splatkach, obvykle na zaciatku jednotlivych poistnych obdobi v rovnakej vyske.
Poistovne zvykni motivovat platby poistného za dlhsie poistné obdobia, napr.:
jedno, dvoj alebo stvorpercentnou zlavou stvrtroéného, polro¢ného alebo ro¢ného
poistného voéi mesac¢nému poistnému.



3. nettopoistné: je stanovené tak, aby poistovni v priemere pokrylo vyplatené
poistné plnenia.

Dalsie typy poistného mézeme najst v Cipra (2006, cast 2.3.2).

Existtju rozne sposoby platenia poistného. Prvou moznostou je jednorazové
poistné zaplatené na zaciatku poistenia. Druhou moznostou s pravidelné splatky
v rovnakej vyske. Trefou moznosfou st pravidelné splatky v réznych vyskach.

Pri plateni poistného sa dodrzuje, ze poistné sa plati predlehotne, pred uply-
nutim poistnej doby a pred nastupom poistného plnenia.

Technickd trokovd miera ( TUM ) - je trokova miera pouzivand k vyjadreniu
casovej hodnoty penazi v zivotnom poisteni. Predstavuje také zhodnotenie po-
istného, na ktoré m4 klient zmluvny nérok. Vyska TUM sa voli konzervativne.
V Ceskej republike zdkonnd vyhléska stanovovala hornd hranicu pre TUM, ktort
vyhlasovala Ceské narodna banka (CNB). Vy$ka maximalnej TUM zacala byt
regulovand v aprili 2002, kedy bola stanovend vo vyske 4 %. Do tejto doby bolo
mozné sa stretnit aj s virazne vysSou TUM, pretoze aj trokové sadzby v devi-
desiatych rokoch boli vysoké. K poslednej tprave pristipila CNB 14.1.2015 a to
na 1,3 %.

Avsak s uéinnostou zdkona ¢. 304/2016 Sb., ktory meni zdkon ¢. 277/2009
Sb., o poistovnictve, od 23.9.2016 tloha CNB stanovovat TUM zanik4 a kazda
poistovia si ju urcuje sama v ramci vlastného riadenia rizik.

V tejto diplomovej praci sa zameriame len na poistenie 0s6b, v ramci ktorého
je mozné zjednat:

1. poistenie pre pripad smrti, kde poistnou udalostou je smrf poisteného,

2. poistenie pre pripad doZitia, kde poistnou udalostou je dozitie poisteného
do zjednaného veku,

3. zmiesané poistenie, kde poistnou udalostou je smrt alebo dozitie poisteného
do zjednaného veku, podla toho, ¢o nastane skor,

4. dochodkové poistenie, kde sa v podstate jedna o Specidlne poistenie pre pri-
pad dozitia, s pravidelne sa opakujicim poistnym plnenim vo forme vyplaty do-
chodku.

Existuju aj iné delenia zivotného poistenia, ktoré mozeme nédjst napriklad

v Cipra (2006, ¢ast 2.3.1). V tejto praci sa zameriame len na déchodkové poistenie,
konkrétne na poistenie dozivotného déchodku, ktoré blizsie popiseme v ¢asti[1.3]

1.2 Poistno-matematické nastroje

Nech Tj je ndhodné veli¢ina vyjadrujica dlzku Zivota préve narodeného je-
dinca. Jej pravdepodobnostné rozdelenie popisuje distribucna funkcia Fy:

Folt) = P(Ty < 1),



Zaroven je mozné zaviest funkciu prezitia nasledujicim sposobom:

V praxi je vsak zaujimavejsia ndhodnad veli¢ina T}, ktora vyjadruje zostavajicu
dlzku zivota osoby vo veku x. Inymi slovami je to doba, po ktori bude tato osoba
este nazive.

Predpoklad. Rozdelenie zostdvajicej doby Zivota osoby vo veku x+ s (t.j. Tyis)
pre s > 0, je zdroven podmienenym rozdelenim veliciny T, — s za podmienky
T, > s.

Ak si teda chceme T}, vyjadrit pomocou Tj, nesmieme zabudat na podmienku,
ze sa veku x dany jedinec musel dozit. Iny slovami, jej distribu¢ni funkciu musime
pocitat s podmienenou pravdepodobnostou:

redp. P < Ty < t
Fu(t) = P(Ty < ) "< P(Ty < 2+ 1Ty > 2) — L@ =TS et D) _

]P(To > $)
1— Fo(i[f)
Podobne to plati pre funkciu prezitia vo veku x:
redp. ]P)(T() >+ t)
So(t) =P(Ty, > t) " P(Ty > 2 +t|Ty > ) = 0~ "2

(1) =BT, > ) " BTy > 2 + 11Ty > 0) =~ 0TI
. S()(l'—i‘t)
S()(l’) '

Castejsie sa ale stretavame s nasledujicimi aktudrskymi znaceniami:

e = Fo(t) =P(T, <t)

kde ,q, je pravdepodobnost, zZe osoba vo veku x umrie pred dosiahnutim veku
x +t ap, je pravdepodobnost, Zze osoba vo veku x sa dozije veku x + ¢.

Jednou z najdolezitejsich popisnych charakteristik ndhodnej veli¢iny 7). je
urcite jej strednd hodnota, ktort oznacujeme ako strednt dizku zivota vo veku z
za podmienky, ze dany jedinec sa dozil veku x:

‘e, = BE(T,).

T4a udava priemerny pocet rokov, ktorych sa este dozije jedinec vo veku x.
Dalsim pojmom je intenzita imrtnosti vo veku x, ktori definujeme vztahom:

& lim L<Tz <h) = lim h=
ILLI o h—>0+ h o h—>0+ ]’L ’



V nasledujtcich riadkoch si vyjadrime intenzitu tmrtnosti g, s, kde t > 0,
pomocou rozdelenia T:

Hatt = hggi h - hg&r h

= 1 = 1 =
0y hP(T, > 1) = h 1— F,(1)
Fi(ty) L
_ 1) (1.1)
tPz

V poslednej rovnosti sme pouzili predpoklad: Fl.(t,) = F.(t) = f.(t) pre skoro
vsetky t > 0.

Celkovo teda dostavame vyjadrenie hustoty ndhodnej veli¢iny T, ako sucin
pravdepodobnosti dozitia veku x +t jedincom zijucim vo veku x a intenzity tmr-
tnosti vo veku = + ¢:

fm(t> = tPz Hz+t-

To mdzeme vyuzit na vyjadrenie stredej dlzky zivota °e, pomocou intenzity
umrtnosti:

0633 = E(Tw) = A t tPx Mzt dt.

V tejto praci pouzijeme vyjadrenie ;p, pomocou (1.1)):

LM RO d __4a
Hatt = Da - 1 — Fx(t) - dt ln(l Fx(t)) - dt ln tPx,

kde integrovanim dostaneme:

t +t
Do =€ Jo masds _ o= [T mydy
xr T - .

Tento vztah nam umoznuje vychédzat z analyticky urcenej intenzity tmr-
tnosti. Dalej zavedieme mieru amrtnosti m,, pre ktoru plati:

. — S(ic)
S

Jo

—S(x+1)
(z +u)du

Pre realnu populéaciu v kalendarnom roku ¢ sa pouziva nasledujuci vypocet:
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D,
my(t) = z ’Z,

kde D, je pocet osob, ktoré zomreli vo veku x v roku ¢t a £, ; je centralna
expozicia imrtnosti. V praxi sa pouziva stredné velkost vekovej skupiny v polovici
roka.

Predpoklad. Konstatna intenzita umrtnosti medzi celociselnymi vekms.

Ak zapiSeme tento predpoklad matematicky, tak plati:
Hatt = Ha, 0<t<l1,
pre pevne zvoleny celociselny vek z. Nésledne z toho vyplyva
my(t) = poy,  qu=1—e""
Pre vypocet jednotlivych pravdepodobnosti imrtia budeme pouzivat
Qe =1—e"".

Dalsim poistno-matematickym nastrojom pouzivanym st komutacné cisla.
Pre ich definiciu si potrebujeme zaviest nasledujice dve postupnosti:

l:}c - lO zPo

dx = lz - lirla

kde [y je zvolené lubovolné prirodzené ¢islo (vacsinou sa voli 100 000). Toto
¢islo sa nazyva koren umrtnostnej tabulky.

Postupnost [, interpretujeme ako pocet jedincov, ktori sa pri danom pocia-
tocnom stave [y dozijui veku x a postupnost d, interpretujeme ako pocet jedincov,
ktori pri danom pociato¢nom stave [y zomru vo veku z.

Poznamenajme, ze sa vacsinou stanovuje aj hornéa vekova hranica w, pre ktort
plati

l., =0, x>w.

Nulty rad komutacnych c¢isel definujeme ako:

_ z+1
Cp =d, v,

kde v je diskontny faktor k danej technickej irokovej miere. D, oznacuje dis-
kontovany pocet dozivajucich sa veku x a C, oznacuje diskontovany pocet jedin-
cov, ktori zomreli sa veku z. Definicie vyssich radov komutacnych ¢isel mozeme
néjst v Cipra (2006, cast 7.1.3).



1.3 Poistenie dozivotného dochodku

V tomto druhu poistenia poistoviia vyplaca v dohodnutej c¢iastke dochodok
vzdy na zaciatku poistného roka, ak je poisteny nazive. Teda hovorime o pred-
lehotnom dozivotnom doéchodku. Dalsou variantou je vyplata dochodku na konci
poistného roka. Vtedy hovorime o polehotnom dozivotnom déchodku. Ak bu-
deme v tychto variantach uvazovat poistenie len na dobu urcitd, hovorime o tzv.
predlehotnom, resp. polehotnom docasnom dochodku, kedy poistoviia vyplaca
dochodok, pokial poisteny Zije a sticasne neuplynula poistné doba.

Existuju tiez poistenia odlozeného dozivotného déchodku o k rokov, kedy sa
prva vyplata dochodku odkladd o spomenutych k rokov. Poslednou variantou,
avsak v praxi najbeznejSou, s podrocné dochodky, ktoré sa vyplacaju m-krat
rocne (napr.: m = 12 pre mesacné vyplaty déchodku).

Uvedme si vyjadrenie jednordzového nettopoistného pre predlehotny jednot-
kovy dozivotny dochodok odlozeny o k rokov pomocou komutacnych c¢isel:

Doy + Doggyr + -
D, ’

V pripade polehotného jednotkového dozivotného dochodku odlozeného o k
rokov ma jednorazové nettopoistné tvar

Dyyi1 + Doyiya + ..
D, '

k| Gz =

V poisteni dozivotného dochodku maji najvacsi vyznam riziko dlhovekosti
a riziko urokovych mier. Tymto dvom rizikdm sa budeme venovat v nasledujucich
dvoch kapitoldch 1.4 a 1.5.

1.4 Riziko dlhovekosti

Riziko dlhovekosti je riziko, ktorym je vystaveny dochodkovy fond alebo zi-
votna poistoviia, v dosledku vyssich vyplat ako sa povodne ocakavalo. Riziko
dlhovekosti existuje vzhladom na rastici trend o¢akdvanej dlzky Zivota poistencov
a dochodcov. Najvicsiemu stupnu rizika dlhovekosti st vystavené déchodkové
plany a zivotné anuity s definovanymi davkami pre poistencov.

Priemern4 dlzka Zivota stipa. Aj velmi mald zmena o¢akavanej dlzky Zivota
moze sposobit vazne problémy s platobnymi schopnostami pre dochodkové spo-
lo¢nosti, ¢i pre zivotné poistovne. Presné merania rizika dlhovekosti st stale ne-
dostacujice, pretoze vyvoj v oblasti mediciny a liekov stale napreduje a jeho vplyv
na otakdvant dizku Zivota neboli zatial kvatifikované.

Riziku dlhovekosti st vystavené nie len narodné vlady, sikromné déchodkové
spoloc¢nosti alebo zZivotné poistovne, ale aj jednotlivci, pretoze im vo vyssom veku
nemusia stacit ich uspory a budu nuiteni znizit svoje Zivotné standardy. V tomto



kontexte, jednotlivci nesi cely rozsah rizika dlhovekosti sami, kedze je toto riziko
,nepokryté®.

Sukromné déchodkové spolocnosti, resp. zivotné poistovne pracuji s tymto
rizikom tak, ze modeluji vyvoj imrtnosti pomocou réznych modelov. Tym padom
vedia lepsie odhadnut vysku budicich zavazkov voci klientom.

1.4.1 Lee-Carterov model

Na modelovanie a predikciu timrtnosti pouzijeme Lee-Carterov model. Tento
model ma extrapolativny charakter, ktory nezahfiia znalosti o medicinskych, ¢i
socialnych vplyvoch na zmeny v imrtnosti. Jeho silnou strankou je, Ze spaja silny
a napriek tomu aj jednoduchy demograficky model so sStatistickymi metédami
casovych rad. Je postaveny na pevnych historickych datach, ktoré nam davaja
predstavu o trende. Na zdklade tychto dat model poskytuje bodové predikcie
i intervaly spolahlivosti.

Model

Nech m(z, t) oznacuje mieru tmrtnosti pre vek = v roku ¢, kde z € {x1, z9, ..., o}
ate€ {t,ts,...,t,}. Tieto miery imrtnosti budeme prekladat modelom:

ln(mx, t) = a; + bxkt + €x,t)

respektive

My, ¢ = eam“’bmkt“l‘em,t’
pre vhodne zvolené mnoziny vekovo-specifickych konstant {a,} a {b,}, a v case
sa meniaci index k;, ktory reprezentuje tiroven umrtnosti v roku .

Rezidualnu zlozku modelu predstavuje €, ¢, s nulovou strednou hodnotou a roz-
ptylom o2, ktora odraza urcité vekovo-Specifické historické vplyvy, ktoré nie st
v modeli z najroznejsich dévodov explicitne uvedené, napr.: prirodné katastrofy,
epidémie alebo vojny. Napriek tomu, ze miery imrtnosti mézu kolisat v radoch
tisicoch v danom roku, rozptyly v ¢ase vekovo-Specifickych zloziek €,,; nebudua
vyrazne kolisaf, pretoze reprezentuju odchylky od logaritmickych hodnot tamrt-
nostnych mier.

Vyraz e* je obecny profil skrz vekmi v timrtnosti. Pomocou b, vyjadrujeme
citlivost miery umrtnosti pre dany vek z vo¢i indexu dmrtnosti (drovni imrtnosti
v Case t) k. Ak index k& je linedrny v Case, imrtnost v kazdom veku sa meni
na vlastni konstantni exponencialnu mieru. Pokial & klesa do minus nekonecna,
potom vekovo-§pecifickd miera klesa do nuly. Dalsou vihodou tohto modelu je, Ze
umrtnostné miery nenadobidaji zaporné hodnoty, ¢o je vyhodou aj pre predikcie.

Pre ucely tejto podkapitoly sme sa inSpirovali pévodnym ¢lankom Lee a Carter
(1992).



Odhad modelu

Nie je mozné jednoznacne urcit parametre modelu. Z toho dévodu zavedieme
nasledujiice normaliza¢né podmnieky pre b, a k:

% by =1, (1.2)

r=x1

tn
> ke =0. (1.3)
t=t1
Tieto podmienky implikujd, ze a, predstavuje priemerne hodnoty In(my.).
Na odhad modelu nemdézeme pouzit regresné metddy, pretoze sa v modeli
nenachadzaju ziadne regresory. Na pravej strane rovnice mame len parametre,
ktoré chceme odhadnif a neznamy index k;. Pouzijeme teda metdédu najmensich
stvorcov. Ideme minimalizovat funkciu, ktorda ma tvar:

Ons(a.b.B) = S S (In(ing) — ap — boky)”.

T=x1 t=t

Zacneme s odhadom a,. Tym padom, funkciu Og zderivujeme podla a, a de-
rivaciu polozime rovnu nule. Upravou dostaneme:

tn

> (In(iey) — ap — beky) = 0.

t=t1

Rozpisanim a pouzitim vyssie spomenutej podmienky (|1.3]) dostavame:

tn tn
Z In(fy) = Z ay,

t=t1 t=t1

tn

> In(mygy) = (b — tn + 1)a,.
t=t1
A teda dostavame finalny odhad:

1 in

gy = ———— S In(fgy).
e

Ostava ndm odhadnuf b, a k. Pouzijeme metodu ,,Singular value decompo-
sition (SVD)*“.
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Veta 1. Pre lubovolni redlnu maticu A dimenzie m X n existuje rozklad

A=UxVT,

s (30,

U je redlna ortonormdlna matica typu m x m, V je redlna ortonormdlna matica
typu n X n a S je redlna diagondlna matica (S=diag(o1,...,0,), kde o1 > ... >
o> 0).

kde

Dékaz. Vid Klema a Laub (1980). O

Kedze diagonalne prvky matice X st zostupne zoradené, tym padom je matica
urcend jednoznacne. Dalej maticu A mdézeme aproximovat pomocou k najvécsich
hodnot

k
A=UsVT =Y ouv).
i=1

Vektory u; st Tavé singuldrne vektory. St to vlastné vektory matice AAT. Ob-
dobne vektory v; st pravé singularne vektory. Tie si zase vlastné vektory matice
AT A,

Zavedme si maticu centrovanych logaritmov miery tmrtnosti 7, ; = In(my, ) —
a,. Na tuto maticu pouzijeme SVD. Tym pddom odhady by ak minimalizuju

Ons(bB) = 3> 3> (1as — boky)?

r=x1 t=t

a najlepsia aproximéacia matice R v zmysle metody najmesich stvorcov ma
tvar

R~ R =\ \uv!,

kde u; a vy postupne odpovedaji prvym vlastnym vektorom matice RRT,
resp. RTR. \; je prvy prvok zo singuldrneho rozkladu matice R, vid Veta .
Tymto dostaneme nasledujice odhady:



kde u predstavuje stucet po zlozkach vektora u;. Samozrejme sme predpokla-
dali, Ze tento sucet nie je nulovy.

Tym padom mame odhadnuté vsetky potrebné parametre. Aj samotni autori
Lee a Carter (1992) uvadzaju, ze ak by sme odhadovali budice miery imrtnosti
pomocou tychto odhadov a,, by a ky a pouzili ich na sucasné vekové rozdelenie
populécie, tak si obecne nebudu odpovedat. Je to dosledkom toho, Ze odhad
parametru k minimalizuje chyby voci logaritmickym hodnotdm miery imrtnosti
a nie vo¢i samotnym mieram tmrtnosti. Preto tento parameter znova odhadneme.
Pouzijeme na to rovnicu:

Tm Tm
Z Dx,t - Z Ex,teax—i_ktbw)

r=x1 T=x1

kde D, ; si napozorované pocty amrti pre kazdy vek v jednotlivych rokoch a E, ;
je centralna expozicia imrtnosti, tj. kolko Tudi v danom veku x ¢eli riziku smrti
v roku t. Pre a, a b, pouzijeme vyssie ziskané odhady. Novy odhad parametru
k; ziskame napriklad pomocu Newton-Raphsonovho algoritmu. Jeho popis uva-
dza Weisstein (2002). Takto odhadnuté parametre este musime preskalovat, aby

spliiali normalizacné podmienky (1.2) a (T.3):

o+ bk

a — Oy,

(/k\:t - _)AO — %tv
o
— — b;m
be

kde k predstavuje priemer cez ki a be predstavuje sucet b.

Predikcia

Parameter k; je jedinym zastupcom casovej zlozky Lee-Carterovom modeli.
Na predikciu tohto parametru pouzijeme model nahodnej prechadzky s driftom:

k}t = /{thl + o+ €&,

kde ¢, ~ N(0,1) st nezéavislé normalne rozdelené ndhodné veliciny.

1.5 Riziko trokovych mier

Predstavuje riziko zmeny hodnoty investicie v désledku zmeny absolttnej
vysky tarokovych mier, zmeny v rozpéti medzi dvomi trokovymi mierami, zmeny
tvaru vynosvej krivky alebo zmeny vztahu k inej irokovej miere.

Tieto zmeny priamo aj nepriamo vplyvaji na hodnotu cennych papierov.
Vieme ich zredukovat pomocu diverzifikacie, investovanie do cennych papierov
s pevnym vynosom s roznou dlzkou trvania, alebo ,hedgovanim®, tj. pomocou
SWAP-u na trokovt mieru.
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Riziko trokovych mier viac vplyva na dlhopisy ako na akcie. Predstavuje naj-
zavaznejsie riziko pre drzitelov dlhopisov. Ak totiz trokové sadzby stupaji, hod-
nota dlhopisov klesa a naopak. Je to dané tym, ze pri naraste trokovych mier,
klesaju néklady na drzanie dlhopisu a tym padom by investor bol schopny re-
alizovat vyssi vynos zainvestovanim do inych investicii, ktoré reflektuju vyssiu
urokovi mieru.

Taktiez u cennych papierov s pevnym vynosom hré riziko drokovych mier vy-
znamnu ulohu. Pri naraste irokovych mier totiz hodnota skor vydanych cennych
papierov s pevnym vynosom klesa, resp. len pri poklese ich cien budu konkuren-
cieschopné sucastnym cennym papierom, ktoré garantuju vyssi vynos.

1.5.1 Cox-Ingersoll-Rossov model

Na modelovanie a predikciu dirokovej miery pouzijeme Cox-Ingersoll-Rossov
model (CIR model), ktory je rozsirenim Vasickovho modelu, ktory mozeme ndajst
v Brigo a Mercurio (2001, cast 3.2.1). Tento model zaradzujeme medzi tzv.
sjednofaktorové modely“, pretoze iba jeden faktor v modeli odpoveda trznému
riziku. Moze sa napriklad pouzit na ocenovanie derivatov irokovych mier.

Model

Podla Brigo a Mercurio (2001, ¢ast 3.2.3) CIR model vymedzuje, Ze okamzita
urokova miera je dand stochastickou diferencidlnou rovnicou:

dr(t) = a(p — r(t))dt + o\/r(t)dW (1),

s pociatocnou podmienkou 7(0) = 79 a kde W (t) je Wienerov proces, ktory
predstavuje ndhodny trzny rizikovy faktor. Parameter o > 0 je tzv. ,mean-
reversion® parameter, ktory ma vlastnost, Ze sa trokovad miera v cCase vracia
k priemernej hodnote 1 > 0. Parameter o > 0 predstavuje volatilitu.

Dalsou vlastnostou CIR modelu je, e tirokové miery nenadobudaji zépornych
hodnét. To je zarucené splnenim nasledujticej nerovnosti: 2apu > o2. Je to dané
tym, Ze ak r(t) je blizko nule, tak aj o\/r(t) je blizko nule, ¢fm tlm{ tcinok
nahodného soku. Nasledne v rovnici ma dominantni poziciu faktor posunutia,
a(p —r(t)), ktory zac¢ne postvat mieru od nuly k priemernej hodnote .

Odhad modelu a predikcia

Pre dalsie pouzitie v diplomovej praci budeme pouzivat nasledujiice vyjadrenie
modelu:

r(t)=r{t—1)+alp—r(t—1))+oyr(t— 1)),

13



kde €(t) ~ N(0,1) st nezavislé norméalne rozdelené ndhodné veli¢iny. Ndjdenie
nejlepsieho CIR modelu nie je predmetom tejto prace. Preto pouzijeme rovnaké
parametre modelu, ktoré boli pouzité v ¢lanku Karabey a kol. (2014).
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2. Riziko portfdlia

V nasledujicom texte vychadzame z ¢lankov Rosen a Saunders (2010) a Ka-
rabey a kol. (2014).

Ulohou kazdého rizikového manazmentu spolo¢nosti (poistovne) je identifi-
kacia, kvantifikdcia a riadenie rizik. Pre ¢o najlepsie riadenie rizik je dolezité
stanovenie hlavnych rizik a kalkulacia rizikovych prirastkov do celkového rizika
portfélia. Spolo¢ne so spravnymi alokacnymi metédami a vhodnymi rizikovymi
mierami, dokaze rizikovy manazment stanovif hodnotu rizika. Na rizika, a hlavne
na rizikové prirastky, sa d& pozerat dvomi sposobmi:

1. cez jednotlivé zlozky portfélia (subportfélia),
2. cez rizikové faktory.

Pohlad cez subportfélia ma velky vyznam pre podporu manazérskych rozhod-
nuti a biznisového pldnovania, meranie vykonosti, vytvarani optimélnych stategii
a pod. V tomto pripade mézeme celkovi stratu portfélia napisat ako sicet strat
z jednotlivych subportfélii. Pre tito sumu bola zavedena tedria aditivnych rizi-
kovych prirastkov, zalozena na koncepte marginalnych prirastkov, niekedy ozna-
covand ako Eulerova aloka¢na metdda.

Co sa tyka druhého pohladu na riziké, stratu portflia obecne nemozeme napi-
sat ako linedrnu funkciu individudlnych rizikovych faktorov. Je to z toho dovodu,
ze existuje par rizikovych faktorov, ktoré vzajomne na seba posobia napriec¢ celym
portfoliom a tym predstavuji potencionalne hrozby, resp. straty. Z tohto dévodu
nemdézeme priamo pouzit tedriu aditivnych prirastkov.

Technika je zalozena na Hoeffdingovej dekompozicii. Hlavna myslienka meto-
diky je velmi jednoducha: zafial ¢o stratu portfélia nemozeme napisat ako sucet
funkcii individualnych rizikovych faktorov, pouzitie Hoeffdingovej dekompozicie
nam umozni tito stratu porfélia napisat ako stucet funkcii cez vsetky podmnoziny
rizikovych faktorov. Nasledne na tiito novi dekompoziciu straty. Cenou za tuto
metodiku je to, ze musime uvazovat nie len jednotlivé rizikové faktory, ale aj
jednotlivé interakcie medzi nimi.

Pohlad cez rizikové faktory je doélezity z dovodu porozumenia zdrojom rizik
v portfoliu. Specidlne u komplexnych portfolii s mnohymi subportféliami, kde
individualne zlozky nie su az tak viditelné zdroje rizik. Taktiez pomahaja k po-
chopeniu rizik u komplikovanych finanénych derivatov.

V tejto kapitole si uvedieme pozadované vlastnosti rizikovych mier a vybe-
rieme si tri rizikové miery, s ktorymi budeme neskor pracovat. Nasledne si vy-
svetlime Eulerovu aloka¢ni metédu pre subportfélia, ale aj pre rizikové faktory.
Nakoniec predstavime Hoeffdingovu dekompoziciu.

2.1 Miery rizika

S mierami rizika sa vacsinou stretdvame pri stanovovani vysky kapitalu po-
trebného k zaisteniu adekvatnej ochrany proti neocakavanym budicim stratam.
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Dalej je ich mozné pouzit pri manazérskych rozhodnutiach, alebo v poistovniach
pri stanovovani vysky poistného ako kompenzacie za prebratie rizika.

Existuje mnoho sposobov ako pristupovat k meraniu rizika. V tejto praci si
popiseme axiomaticky pristup k meraniu rizika.

2.2 Axiomaticky pristup k meraniu rizika

V tomto pristupe sa najprv stanovia minimalne pozadované vlastnosti miery
rizika a az potom sa zac¢ne hladat ich konkrétna podoba. Rizika budeme inter-
pretovat ako mnozinu M nahodnych veli¢in X na pravdepodobnostnom priestore
(Q, F,P), ktory je konvexnym kuzelom (tj. X;, Xo € M = X;+ X5 € M asicasne
XeM= XXM prekazdé A > 0).

V rdamci axiomatického pristupu st rizikovymi mierami rézne funkcie p : M —
(—00,00), ktoré predstavuji mnozstvo potrebného kapitalu, ktory by mala mat
spoloc¢nost k dispozicii, ak strata X nastane. Tym padom sa odpovedajica rizi-
kova pozicia stane akceptovatelnou v ramci vnutorného, alebo externého auditu.
Asi najjednoduchsim prikladom rizikovej miery je strednd hodnota p(X) = E(X).
V tomto pripade sa kapitalové poziadavky stanovia vo vyske priemernej straty.

Prejdime k jednotlivym axiémom tak, ako ich uvaddzaji napriklad Artzner
a kol. (1999):

Axiém 1 (Translacnd invariancia). Pre kaZdé X € M ac € (—oo,00) je p (X + ¢)
=p(X)+ec.

Tento axiém hovori o tom, ze akédkolvek zmena (zvySenie alebo znizenie) straty
o konstantnu ciastku pozaduje rovnaki zmenu kapitalovej poziadavky. Je zrejmé,
ze ak by sme chceli z rizikovej pozicie spravit bezrizikovi, za platnosti axiomu
translacnej invariancie je postacujtce zmiernit stratu X préve o hodnotu p(X).

Axiém 2 (Subaditivita). Pre kazdé X1,Xs € M je p(X1+ X5) < p(X1) + p(X2).

Tento axiém hovori, Ze rizikova miera siuctu dvoch portfélii nebude vacsia, ako
sucet jednotlivych rizikovych mier dvoch portfélii. Inymi slovami, spojenim rizik
nevytvarame extra riziko.

Axiém 3 (Pozitivna homogenita). Pre kazdé X € M a X > 0 je p(A- X) =
A p(X).

Ak budeme vychadzat z predoslého axiému, tak potom p(n - X) = p(X +
.+ X) < n-p(X) pre kazdé prirodzené n. Kedze sa agreguju tie isté rizikd, je
mozné predpokladat rovnost. Iny pohlad na tento axiéom je ten, Ze rizikova miera
portfolia, pri zmene velkosti portfélia v dosledku faktora A, sa rovna rizikovej
miere pred touto zmenou, avSak vynasobend prave faktorom .

Axiém 4 (Monoténia). Pre kazdé X1,Xo € M spliujice X1 < Xy s pravdepo-
dobnostou jedna je p(X1) < p(Xs).
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Tento axiéom garantuje, ze ¢im s jednotlivé zlozky portfolia vacsie, tym aj ich
rizikova miera, resp. pripadna strata bude vacsia.

Definicia 1 (Koherentné rizikovd miera). Rizikovd miera sa nazjva koherentnd
na M, ak sucasne splnuje axiom translacnej invariancie, subaditivity, pozitivnej
homogenity a monotonie.

Takato koherentna rizikova miera sa povazuje za rizikovii mieru s dobrymi
vlastnostami. Prikladom koherentnej rizikovej miery je ,ocakavana strata“ ES
(z ang. ,Expected Shortfall*). Je pravdou, ze v praxi, a aj v tejto praci, je velmi
pouzivanou rizikovou mierou ,hodnota v riziku“ VaR (z ang. ,Value at Risk“),
ktora ale nie je koherentnou mierou.

2.2.1 Smerodajna odchylka - o

Definicia 2. Smerodajnd odchylka o ndhodnej veliciny X je odmocnina z jej
rozptylu, teda:

o =VvarX =/E(X — EX)2.

Smerodajna odchylka je najcastejsim predstavitelom rozptylovych mier rizika,
ktoré meraju riziko ako fluktudciu okolo danej hodnoty (napr. okolo priemeru).
Pre svoju jednoduchost patri k jednym z najpouzivanejsich mier rizik.

2.2.2 Hodnota v riziku - VaR

Nech Fx(z) je distribuéna funkcia rozdelenia straty za pevné ¢asové obdobie.

Definicia 3. Majme dani hladinu spolahlivosti o € (0,1). Hodnota v riziku
na hladine o je také majmensie cislo x, pre ktoré pravdepodobnost, Ze strata ne-
prekroci hodnotu x, nie je vacsia ako 1 — . Teda:

VaR, =inf{r e R:P(X >x2) <1-—a}
=inf{reR: Fx(z) > a}.
Druhy vyraz na pravej strane odpoveda definicii kvantilovej funkcie prislusne;

distribu¢nej funkcii F'x. Inymi slovami, hodnota v riziku je a-kvantil rozdelenia
straty X, tj. VaR, = ¢.(Fx). Hladina « sa ¢asto voli na trovni 0,95 az 0,995.
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2.2.3 Ocakavana strata - ES

Definicia 4. Pre stratu X s E(|X|) < oo a s distribu¢nou funkciou Fx definu-
jeme ocakavani stratu na hladine spolahlivosti o € (0,1) vztahom:

1 1
ES, = / qu(Fx)du,

Cl-a

kde q.(Fx) je kvantilovd funkcia prislusnej distribucnej funkcii F.

Z tejto definicii vyplyva stuvislost medzi mierami VaR, a ES,:

1
ES, =

o l-a

1
/ VaR,(X)du.

ES, je teda akymsi priemerom hodnot VaR na vsetkych hladindch u > a.
Tym padom plati, ze

ES, > VaR,.

Ak je distribu¢na funkcia F'x spojitd, mozeme potom pisat

: >
ES., = E[XaX = qoa(FX)] :E(X|X > VCLRQ),

l1—«

kde E[Y; Al = E(Y1,).
E'S, mozeme teda interpretovat ako ocakavani hodnotu straty za podmienky;,
ze strata prekro¢i hodnotu VaR,,.

2.3 Eulerova alokacna metéda pre subportfélia

Informécie v tejto podkapitole st prebraté z ¢lanku Tasche (2008).
Predpokladajme redlne ndhodné veli¢iny X,. .., X,,, ktoré predstavujua straty,
z jednotlivych subportfolii. Nech X predstavuje celkovi stratu z portfolia a teda:

X = znjx (2.1)

Ekonomicky kapital (EC z anglického ,,economic capital“) potrebny pre pripadné
vysoké straty z portfdlia je urceny rizikovou mierou p:

EC = p(X). (2.2)
V praxi je p obvykle naviazané na rozptyl alebo kvantil rozdelenia straty.
Niekedy je vhodné zaviest vahy u = (uy,. .. ,uy):
X(u) = X(ur,. .. un) = > ulXi. (2.3)
i=1
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Zjavne teda mame X = X(1,...,1). Premennu u; je mozné interpretovat ako
objem penazi investovanych do aktiva, ktorému odpoveda X;. Pre potreby tejto
kapitoly budeme predpokladat, ze pravdepodobnostné rozdelenie nahodného vek-
toru (X7,...,X,) je nemenné. Potom je vhodné zaviest funkciu:

fox(u) = p(X(w)). (2.4)

Pre tu istu rizikovi mieru p sa dd na funkciu f, x pozerat rozdielne v do-
sledku rozdielnych rozdeleni X. Kedze predpokladdme, ze rozdelenie X je ne-
menné, mozeme index X vynechat a pisat f,, namiesto f, x. Dalej sa zameriame
na (pozitivne) homogénne rizikové miery p a funkcie f,.

Definicia 5. Rizikova miera p md stupen homogenity T, ak pre vsetky h > 0
plati:

p(hX) = W p(X)

Funkcia f: U C R" — R md stupenn homogenity T, ak pre vsetky h > 0, u € U
a hu € U plati:

f(hu) = b7 f(u).

Poznamenajme, zZe funkcia f, z ([2.4), vzhladom k rizikovej miere p, ma stupen
homogenity 7, ak p je rizikovou mierou so stupniom homogenity 7. V pripade spo-
jite diferencovatelnych funkcii, je mozné homogénne funkcie popisat nasledujicou
Eulerovou vetou, ktort uviedol Tasche (1999).

Veta 2 (Eulerova veta homogenicity). Nech U C R™ je otvorend mnoZina a f :
U — R je spojite diferencovatelnd funkcia. Potom f md stupen homogenity T
vtedy a len vtedy, ked plati:
= 0f(u)
Tf(u) = wu;
f(u) ; o0,

; pre u = (uy,...,u,) € U, h > 0.

Ak je ekonomicky kapital portfélia stanoveny na zaklade (2.2, je vhodné
si zodpovedat otazku: Aky velky je prispevok subportfélia ¢+ do EC? Niektoré
potencidlne odpovede na tito otdzku najdeme nizsie. Dalej oznacujeme rizikovy
prirastok X; vzhladom k p(X) ako p(X;|X).

Definicia 6. Nech p; = E(X;). Potom

e ndvratnost rizikového kapitilu (RORAC — z anglického , Return on Risk Adjus-
ted Capital®) celého portfolia je definovand vztahom:

EX) Xl

RORAC(X) = = )
p(X)  p(X)
e ndvratnost rizikového kapitalu i-tého subportfolia je definovand vztahom:
E(X;) i

RORACIXIX) = 5% = %)
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Na zaklade tejto definicie je vhodné uviest dve vlastnosti rizikovych prirastkov
z ekonomického pohladu.

Definicia 7. Nech X predstavuje celkovi stratu z portfolia.

o Rizikové prirastky p(X:1|X),..., p(Xa|X) spliuji uplni alokdciu voci p(X) ak

n

> p(Xi|X) = p(X).

i=1
o Rizikové prirastky p(X;|X) si RORAC kompatibilné, ak pre nejaké ¢; > 0
RORAC(X;|X) > RORAC(X) = RORAC(X + hX;) > RORAC(X)

pre vsetky 0 < h < ;.

Tvrdenie 3. Nech p je rizikovd miera a f, je funkcia k nej prislichajica na zd-

klade (2.3)) a (2.4). Predpokladajme, Ze f, je spojite diferencovatelnd. Ak rizikové

prirastky p(X1]X),..., p(X,|X) st RORAC kompatibilné v zmysle Definicie @

potom p(X;|X)je jednoznacne urcend ako
dp

pEuler<Xi’X) = %(X + hXi)‘h:O =

of,
8ui

(1,....1) (2.5)

Dékaz. Dokaz mozeme najst v Tasche (1999). O

Pozrime sa eSte na vlastnost iplnej alokdcie z Definicie [7] Predpokladajme,
ze funkcia f, vzhladom k rizikovej miere p je spojite diferencovatelna. Potom
na zaklade Eulerovej vety homogenicity (Veta [2) pre f, plati rovnica

fo(w) = 3w, 2]

i—1 8uz

pre vietky u € U vtedy a len vtedy, ked f, ma stupen homogenity 1.

Poznamka. Ak p je rizikovd miera, ktord md stupern homogenity 1 (vo vyzname
Definicie , potom rizikové prirastky dané vztahom nazyvame Fulerove pri-
rastky. Tieto Eulerove prirastky spliiaji obe vlastnosti Definicie . Metoda, ktora
prerozdeluje kapital do aktiv na zdklade spocitania Fulerovych prirastkov sa nazjva
Fulerova alokacnd metoda.

Uvedme si teraz pouzitie Eulerovej alokacnej metédy pre nami uvazované
rizikové miery. Nasledujtice vztahy st prebraté z ¢lanku Haugh (2010).
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Smerodajna odchylka - o

pEuler<Xi’X> = aU(X(u>> = COU(Xi,X), pre 1= 1,...,Tl. (26)
O var(X)

Hodnota v riziku - VaR

OVaR(X (u))

pEule'r(Xi|X) - B

= E(X;|X =VaR,(X)), prei=1,..n. (2.7)

Ocakavana strata - ES

OES(X(u)) 1
ou; Cl-a

PBuler(Xi| X) = E(X;|X > VaR,(X)), prei=1,.,n.

(2.8)

V tejto préaci sa ale chceme zaoberat pohladom na rizika cez rizikové faktory.

2.4 Eulerova alokacna metéda pre rizikové fak-
tory

Od tejto podkapitoly sa budeme na Xj,. .., X, pozeraf ako na nadhodné veli¢iny
predstavujice straty z jednotlivych rizikovych faktorov.

Aj tu je moznost aplikovat Eulerovu alokac¢ni metodu, ale ako bolo spomenuté
na zaciatku kapitoly, stratu obecne nie je mozné napisat ako linearnu funkciu
individualnych rizikovych faktorov, pretoze tie vzajomne na seba posobia. Tym
padom nebude platif vztah a taktiez nebude platit iplna alokacia voéi p(X)
z Definicie [1

V nasom pripade pre dva rizikové faktory je n = 2 a uy = uy = 1. Teda
budeme moct pouzit vztahy (2.6), (2.7) a (2.8)).
2.5 Hoeffdingova dekompozicia

V tejto casti prace ozrejmime koncept Hoeffdingovej dekompozicie ndhodnej
veli¢iny a pridame aj finanénu interpretaciu. Demonstrovat obecni dekompoziciu
budeme na priklade s malym poc¢tom rizikovych faktorov. Predpokladajme, Ze
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strata portfélia X je ovplyviiovana dvoma nezavislymi faktormi Z; a Z5. Nasledne
mozeme ndhodnu veli¢inu X zapisat nasledujicim spésobom:

X = B(X)+
+ B(X|Z)) — B(X)+
+ E(X|Z,) — E(X)+
+X = [E(X|Z1) - E(X)] - [E(X|Z2) — E(X)] — E(X)

Téato dekompozicia je tautoldgiou, avsak tiez poskytuje dolezité financéné infor-
mécie. Prvy vyraz (konstanta) ndm udava najlepsie zaistenie straty, ktoré mézeme
dosiahnuf pouzitim riziko-neutralneho nastroja. Druhy vyraz ndm udéva najlepsie
zaistenie zostavajuceho rizika, ktoré ziskame pouzitim nastrojov zavislych na fak-
tore 7y, bez ohladu na riziko vyplyvajice z faktora Z,. Treti vyraz je obdobou
druhého, ale s tym rozdielom, ze uvazujeme len riziko vyplyvajice z faktora Z,
a uplne ignorujeme vplyv faktrou Z;. Posledny vyraz nam uvadza zvysné riziko,
ktoré nemoze byt zaistené nastrojmi zavislymi len na jednotlivych faktorov, ale
namiesto toho musi byt zaistené nastrojmi, ktoré zavisia na interakcii faktorov.

Pristipme k formalnejsej definicii dekompozicie v obecnom pripade s viace-
rymi faktormi. Nech Zi,..., Zx st nezavislé systematické faktory s konecnymi
rozptylmi a nech X = ¢(Zy,..., Zx) ma tiez konecny rozptyl. Hoeffdingova de-
kompozicia ndm dava jedineény kanonicky spdsob zapisu straty X, ako sumu
nekorelovanych vyrazov zahnujicich podmienené stredné hodnoty g, dané mno-
zinami faktorov Z. Matematicky zapis vyzera nasledovne:

= Y galZ;je A, (2.9)

kde

9a(Zs;j € A) = Y () PIE(X|Z, k € B).
BCA

Suma ide cez vsetky mozné podmnoziny faktorov A C {1,....K}. Kazdy
vyraz v dekompozicii ma finanént interpretaciu. Vyraz ga(Z;;j € A) ndm dava
najlepsie zaistenie zvysného rizika daného interakciou systematickych faktorov
Zj,j € A, ktoré nemoéze byt zaistené uvazovanim inej mensej podmnoziny fakto-
rov B C A. Tuto interpretaciu najdeme v ¢lanku Rosen a Saunders (2010).

Dekompoziciu teda moézeme vyuzif na rozpisanie celkovej straty portfélia
do jednotlivych zaisteni, ktoré zahrnaji nastroje s rasticou zlozitostou. Prvy
vyraz (konstanta) E(X) odpovedd prazdnej mnozine faktorov. Uddva ndm naj-
lepsie zasitenie pouztim len riziko-neutralneho nastroja. Vyrazy ,prvého radu”
g = E(X|Zy) — E(X) zaistuju zvys$né riziko portfélia dané k-tym faktorom,
ktory je v izoldcii od ostatnych faktorov. Vyrazy ,druhého radu® g;; zaistuju
zostavajuce riziko dané interakciou faktorov Z; a Z;. Tymto sposobom sa dalej
pokracuje.
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Celkovo sa teda vyrazy v dekompozicii daji zapisat explicitnejsie, napriklad
pri dvoch rizikovych faktoroch nasledujicim spdsobom:
g0 = E(X),
gk = E(X|Zy) — E(X), (2.10)
ks = E(X|Zk,2;) — E(X|Zy) — E(X|Z;) + E(X).
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3. Aplikacia na poistenie
d6chodkov

Ako bolo skor spomenuté, zameriame sa na produkt zivotného poistenia, kon-
krétne na dozivotny déchodok odlozeny o k& rokov. Uvazujeme styri vstupné veky:
20, 30, 40 a 50. Vstupny vek do vyplatnej fazy poistenia sme stanovili na 65 rokov.
Pre jednoduchost vyplacame kazdému klientovi, ktory sa dozil veku 65 a viac,
na zaciatku takéhoto roku jednu korunu. Horni vekovi hranicu sme stanovili 102
rokov, tj. w = 102. Poistenie zanika smrtou poisteného bez dalsich vyplat. Zauji-
maf nas bude sucasné hodnoty plneni, ktoré budu pre nas predstavovat straty.

Budeme uvazovat 4 rozne pripady, kde postupne budeme pridéavat jednotlivé
rizikové faktory a nasledne sledovaf nami zvolené miery rizika.

Do vsetkych pripadov vstupuju 2 rézne:

a) pravdepodobnosti imrtia pre jednotlivé veky v réznych rokoch,
b) trokové miery pre jednotlivé roky.

Potrebné historické data pre modelovanie timrtnosti sme cerpali z verejne
dostupnej internetovej databdzy , The Human Mortality Database“. Na tychto
strankach sme nasli vsetky potrebné udaje, ktoré sme potrebovali pre pouzitie
Lee-Carterovho modelu. Zamerali sme sa na ¢eski populaciu. Rozsah tudajov je
velmi dobry. Zahrna v sebe tdaje od roku 1950 az do roku 2016. Data za rok
2017 sa tam momentalne nenachadzaju.

Pre CIR model, ako bolo vyssie spomenuté, sme pouzili rovnaké parametre,
ktoré boli pouzité v danom ¢lanku Karabey a kol. (2014), tj.:

a = 0,29,
u=0,0275,
o =0,1.

Rozoberme si teraz jednotlivé pripady:

1. pripad: Uvazujeme pravdepodobnosti umrtia pre jednotlivé veky platné
pre rok 2016. Budeme predpokladat, Ze vyvoj imrtnosti sa v dalsich rokoch nijak
nezmeni, inymi slovami napr. pravdepodobnost imrtia 45 ro¢ného ¢loveka v roku
2016 je zhodnd s pravdepodobnostou umrtia 45 ro¢ného ¢loveka v roku 2050.
Co sa tyka trokovych mier, budeme predpokladat konstantnt tdrokovd mieru
na trovni 4 %. Na urcenie tejto tirokovej miery sme cheeli pouzit aktudlnu TUM,
ale s ucinnostou zakona ¢. 304/2016 Sb., si od roku 2016 moézu poistovne samé
zvolit visku TUM. Zvolili sme si teda rovnaku troveti, ako bola pouzitd v ¢lanku
Karabey a kol. (2014). Volba takejto tirokovej miery je v stcasnej dobe velmi
optimistickd, ale z dlhodobého hladiska nie je neredlna.

2. pripad: Rovnako ako v prvom pripade aj tu budeme predpokladat, ze sa
umrtnost populdcie v ¢ase nemeni. AvsSak na rozdiel od prvého pripadu, tu uz
budeme uvazovat stochastické spravanie irokovych mier a vymodelujeme si 1 000
roznych scenarov.
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3. pripad: V tomto pripade si uz vymodelujeme 1 000 r6znych scenarov pravde-
podobnosti timrtia. Na druht stranu, ale budeme predpokldat konstatni trokovi
mieru, opéat na trovni 4 %.

4. pripad: V tomto poslednom pripade skibime 1000 roznych scendrov prav-
depodobnosti timrtia z tretieho pripadu s 1 000 roznymi scendrmi irokovych mier
z druhého pripadu.

Generatory stochastickych scenarov pre oba modely boli naprogramované
v programe Wolfram Mathematica 9.0. Takiez tam boli naprogramované vypocty
na urcenie sucasnych hodnot plneni. Data sme nasledne preniesli do programu R,
ktory nam poskytol popisné statistiky. Vsetky zdrojové kédy a prislusné subory
je mozné néjst na prilozenom CD.

3.1 Porovanie vysledkov

Pre kazdy pripad a pre kazdy vstupny vek sme na zaciatku vzdy uvazovali
kmen o velkosti 1 000 Tudi, ktory postupne vymieral.

V prvom pripade mame vzdy len jedno ¢islo, ktoré odpoveda priemernej si-
casnej hodnote plnenia pre dany kmen. Pre 2. a 3. pripad uz mame 1 000 hodnot
a pre 4. pripad, samozrejme, 1 000 000 hodndt. Tym padom si uz mdézeme vycis-
lit priemry, smerodajné odchylky, hodnoty v riziku a ocakdvané straty pre 95%
a 99,5% hladiny spolahlivosti.

Priemerné hodnoty s narastajicim vstupnym vekom stipaju (vid Tabulka
. Je to logické, pretoze sa skracuje doba odkladu, tym padom sa viac ludi

Priemer Smerodajnd odchylka

1. pripad 1,9025
. 2. pripad 2,7384 1,0228
20 rocny 3. pripad 2,3838 0,0307
4. pripad 3,4761 1,3147

1. pripad 2,8274
. 2. pripad 3,7920 1,2514
30 rocny 3. pripad 3,3932 0,0432
4. pripad 4,6009 1,5408

1. pripad 4,2260
. 2. pripad 5,2895 1,4918
40 rocny 3. pripad 4,8631 0,0555
4. pripad 6,149 1,7592

1. pripad 6,3668
v 2. pripad 17,4577 1,6577
o0 rocny 3. pripad 7.0372 0,0696
4. pripad 8,2969 1,8818

Tabulka 3.1: Priemery a smerodajné odchylky pre jednotlivé pripady.
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dozije vyplatnej fazy. Tiez si vSimnime, ze pre vSetky vstupné veky, st priemery
z 2. pripadov vzdy vécsie ako priemery z 3. pripadov. Taktiez mozeme postrehniit,
ze rozdiely medzi nimi su statické. Priemerny rozdiel medzi 2. a 3. pripadom
pre vsetky vstupné veky je 0,4001.

Ak sa pozrieme na smerodajné odchylky, vidime znac¢nu volatilitu dat z 2.
pripadu oproti 3. pripadu. Teda scenare, v ktorych uvazujeme len riziko troko-
vych mier maju vyraznejsiu volatilitu sic¢asnych hodnét plneni ako scenare, kde
uvazujeme len riziko dlhovekosti. V 4. pripadoch kombinujeme obe rizika, preto
aj vysledné smerodajné odchylky st najvacsie.

Teraz sa sustredme na hodnoty v riziku a ocakavané straty (vid Tabulka
. Pre kazdy vstupny vek su tieto hodnoty vzdy vyssie v 2.pripade ako v 3.
pripade. Z toho vyplyva, ze aj tieto rizikové miery utvrdzuju nazor, ze riziko
urokovych mier je dominantné oproti riziku dlhovekosti. Ak sa pozrieme napriklad
na £'Sy 995, tak pre 20 roéného v druhom pripade je tato hodnota na trovni 5,9088
a v tretom pripade 2,4657, tj. rozdiel medzi nimi je 3,4431. U 50 ro¢ného je tento
rozdiel az na trovni 4,4174. Podobne narastajuci rozdiel je mozné néjst pre kazdy
vstupny vek (vid Tabulka

Nakoniec sa stcasne pozrime na rozdiely medzi VaRggos a VaRogs (resp.
ESp995 a ESpg5). Bez ohladu na vstupny vek, rozdiel u tychto hodnét v druhom

VaRo,gs VaRo,ggs E50,95 E50,995

2. pripad 4,6006 5,7396 5,1386 5,9088
20 ro¢ny 3. pripad 2,4340 2,4610 2,4487 2,4657
4. pripad 5,8991 7,3444 6,5849 7,5460
2. pripad 5,9893 7,2623 6,6267 7,7688
30 rocény 3. pripad 3,4630 3,5015 3,4854 3,5129
4. pripad 7,3211 9,1463 8,1201 9,4788
2. pripad 7,7816 9,0869 8,4104 9,5779
40 rocny 3. pripad 4,9520 5,0004 4,9764 5,0091
4. pripad 9,1091 10,7866 9,8636 11,3102
2. pripad 10,1011 11,1640 10,6774 11,6472
50 roc¢ny 3. pripad 7,1496 7,2157 7,1827 7,2298
4. pripad 11,3301 12,6831 11,9975 13,1485

Tabulka 3.2: Hodnoty v riziku a ocakavane straty pre jednotlivé pripady.

VGRO,% VaRo,ggs E 50,95 E 50,995

20 roény 2. pripad — 3.pripad  2,1666  3,2786  2,6899 = 3,4431
30 roény 2. pripad — 3.pripad  2,5263  3,7608  3,1413  4,2559
40 ro¢ény 2. pripad — 3.pripad  2,9515  4,0865  3,4340  4,5688
50 roény 2. pripad — 3.pripad  2,9515  3,9483  3,4947  4,4174

Tabulka 3.3: Rozdiely medzi 2. a 3. pripadom u vybranych rizikovych mier.
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pripade je v priemere 1,1951 u VaR (resp. 1,0124 u ES). V tretom pripade je tento
priemerny rozdiel ovela mensi, konk. 0,0450 pre VaR (resp. 0,0311 pre ES), vid
Tabulka [3.4]

Tieto hodnoty ndm teda opat potvrdzuju, ze vacsiu volatilitu sucasnych hod-
not plneni maju pripady, kedy stochasticky modelujeme trokové miery v dru-
hom pripade oproti pripadu, kedy stochasticky modelujeme len pravdepodobnosti
umrtia v trefom pripade. Toto tvrdenie nam podstvalo uz samotné skimanie
smerodajnych odchyliek. Samozrejme, je to do znacnej miery ovplyvnené volbou
parametrov v jednotlivych modeloch.

Na konci tejto podkapitoly sa este pozrime na jednotlivé histogramy (vid
Obr. 1 a Obr. 2). Na zéklade ich tvarom by sme mohli ustudit, ze sticasné hodnoty
plneni maji normalne rozdelenie. V§imnime si, ze pre vSetky vstupné veky mame
kladnu sikmost dat pre 2. a 4. pripad, zatial ¢o pre 3. pripad mame zapornu
Sikmost.

3.2 Pouzitie Eulerovej alokacnej metédy

Pri aplikécii tejto metody si mozeme vsSimnuf zaujimavi skutocnost, ktora
nastala a to, ze so stipajucim vstupnym vekom, stipa aj podiel rizika troko-
vych mier a klesd podiel rizika dlhovekosti. Nastava to aj pripade, kedy sme si
za rizikovi mieru zvolili smerodajnt odchylku (vid Tabulka |3.5)), ale aj v pripa-
doch, kedy sledovanymi rizikovymi mierami boli hodnota v riziku, resp. ocakavana
strata (vid Tabulka . Napriklad ak by sme uvazovali hodnotu v riziku, tak
u 20 ro¢ného je pomer rizika trokovych mier k riziku dlhovekosti 65,90:34,10.
U 50 ro¢ného je tento pomer uz 58,91:41,09.

To nas moze upozornovat na fakt, ze so stupajicim vstupnym vekom klesa
doba odkladu. Tym padom sa aj viac Tudi dozije vyplatnej fazy. Ako bolo spomi-
nané, pre kazdy vstupny vek na zaciatku uvazujeme 1 000 Tudi, ktori postupne

VaRog95 — VaRogs E50,995 — ES0,95
I om0 00170
w20 e oo
Wiy L i oo
s Lo o i
w1 e oo

Tabulka 3.4: Rozdiely medzi VaRgg9s5 a VaRygs (resp. ESpg9s a £S50.95)-
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20 rocny — 2.pripad 30 rocny — 2.pripad

pocetnost pocetnost
200 150
150
100 100
50 sucasne 50 sucasne
hodnoty ‘ hodnoty
0 1 2 3 456 plneni 12345678plneni
20 rocny — 3.pripad 30 rocny — 3.pripad
pocetnost pocetnost
2
150 00
150
100 100
50 sucasne 50 sucasne
hodnoty hodnoty
23 235 24 245 plneni 33 34 35 plneni
20 rocny — 4.pripad 30 rocny — 4.pripad
pocetnost pocetnost
20000
15000 15000
10000 10000
5000 sucasne 5000 sucasne
: : : - hodnoty o : : : - hodnoty
2 4 6 plneni 2 4 6 plneni

Obr. 3.1: Histogramy sticasnych hodno6t plneni pre vstupné veky 20 a 30.
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40 rocny — 2.pripad
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pocetnost
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40 rocny — 4.pripad
pocetnost
12000
8000
4000
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Obr. 3.2: Histogramy sticasnych hodno6t plneni pre vstupné veky 40 a 50.
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vymieraju. Na zaciatku vyplatnej fazy ale mame uz mensi pocet Tudi. Tento po-
cet je zavisly od celého vyvoja imrtnosti v case odkladu. Inymi slovami, pocet
zijucich Tudi je vzdy rovnaky alebo mensi ako pocet zijtucich v predoslych rokoch.
Oproti tomu trokové miery mézu Iubovolne v case stipat a klesat. Navyse tym,
ze sme na modelovanie trokovych mier pouzili CIR model mé za nésledok, ze sa
uroky vracaju k priemernej hodnote .

3.3 Pouzitie Hoeffdingovej dekompozicie

V tomto pripade si mézeme vsimnit, ze podiel rizika drokovych mier a podiel
rizika dlhovekosti rovnomerne narasta so zvysujucim vstupnym vekom priblizne
0 1 % (vid Tabulka[3.7). Je dobré si vSimnut, Ze ich vzdjomny rozdiel je staticky.
Je to priblizne 23 % pre vSetky vstupné veky. S narastajicim vstupnym vekom
zase klesd vplyv interakcie rizik. Na zaklade tychto vysledkov usudzujeme, ze
tento vplyv pre vyssie vstupné veky klesa a je rovnomerne rozdeleny medzi riziko
urokovych mier a riziko dlhovekosti.

o %0

riziko urok. mier 1,0204 99,89
riziko dlhovekosti 0,0011 0,11

riziko urok. mier 1,2483 99,86
riziko dlhovekosti 0,0017 0,14

riziko urok. mier 1,4881 99,84
riziko dlhovekosti 0,0023 0,16

riziko urok. mier 1,6536 99,81
riziko dlhovekosti 0,0032 0,19

20 roc¢ny

30 roc¢ny

40 roény

50 roc¢ny

Tabulka 3.5: Pouzitie Eulerovej alokacnej metody - smerodajna odchylka.

V(IR0795 % ESO,95 %

riziko urok. mier 4,6028 65,90 5,1315 68,25
riziko dlhovekosti 2,3821 34,10 2,3873 31,75

riziko urok. mier 5,9911 63,80 6,6180 66,07
riziko dlhovekosti 3,3988 36,20 3,3986 33,93

riziko urok. mier 7,7869 61,54 8,3948 63,27
riziko dlhovekosti 4,8661 38,46 4,8733 36,73

riziko urok. mier 10,1031 58,91 10,6645 60,21
riziko dlhovekosti 7,0468 41,09 7,0489 39,79

20 rocny

30 roc¢ny

40 roény

50 rocny

Tabulka 3.6: Pouzitie Eulerovej aloka¢nej metody - VaR a ES.
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Este si vSimnime, Ze podiel interakcie rizik nie je vobec zanedbatelny. U 20
ro¢ného dokonca tvori cez 16 % z celkového rizika. TieZ poznamenajme, Ze ri-
ziko trokovych mier tvori nadpoloviéni vacsinu z celkového rizika a to pre vsetky
vstupné veky. Riziko dlhovekosti v priemere tvori tretinu z celkového rizika, tak-
tiez pre vsetky vstupné veky.

g %

riziko urok. mier g1 0,84 53,12

20 rocny riziko dlhovekosti go 0,48 30,58
interakcia rizik 91,2 0,26 16,30

riziko urok. mier g1 0,96 54,39

30 ro¢ny riziko dlhovekosti g2 0,57 31,90
interakcia rizik g1.2 0,24 13,71

riziko urok. mier g1 1,06 55,29

40 roény riziko dlhovekosti g2 0,64 33,12
interakcia rizik 91,2 0,22 11,59

riziko urok. mier g1 1,09 56,52

50 roény riziko dlhovekosti 9o 0,67 34,73
interakcia rizik g1.2 0,17 8,75

Tabulka 3.7: Pouzitie Hoeffdingovej dekompozicie.
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Zaver

V préaci sme sa zamerali na dve zakladne rizika, s ktorymi musi kazda pois-
toviia v ramci rizikového manazmentu pracovat. Boli to:

- riziko trokovych mier,
- riziko dlhovekosti.

V prvych dvoch kapitolach sme uviedli potrebnu teodriu, ktora sme nésledne
v tretej kapitole pouzili na produkt dozivotného dochodku odlozeného o k ro-
kov. Analyzu sme vykonavali s pouzitim tdajov pre Ceskii republiku s vyuzitim
Eulerovej alokacnej metody a Hoeffdingovej dekompozicie.

Vysledky nam potvrdili, ze obe rizikd vyraznou mierou ovplyvnuju takyto
produkt. Ak si vSak porovname zastipenie jednotlivych rizik a ich percentualne
vyjadrenia, tak si mozeme vsimnuf dve veci:

1. jednoznacne nam z dat vyplyva, ze riziko irokovych mier je dominantnejsie
ako riziko dlhovekosti,

2. so stupajucim vstupnym vekom stiipa aj podiel rizika dlhovekosti.

Zistili sme, e ¢fm mensia je dizka odkladu k, tym m4 riziko dlhovekosti vacst
vplyv. Je to trochu paradox, pretoze by sme skor predpokladali, Zze pre dlhsie
casové useky bude podiel tohto rizika na celkovej strate narastat.

Taktiez sme sledovali vplyv, ktory vznikd vzajomnou interakciou medzi tymito
pohybuje na trovni okolo 16 %. Pre najvyssi uvazovany vstupny vek (50) bol tento
vyplv na urovni priblizne 8 %. Mo6zeme teda zhodnotit, na zédklade vysledkov, ze
so zvysujucim sa vstupnym vekom, tento vplyv klesa.

Dalsim novym poznatkom bolo, ze ako sa zniZoval vplyv interakcie, tak sa
rovnomerne zvySoval vplyv rizika trokovych mier a rizika dlhovekosti.

V tejto praci sme sa zamerali na rozklad celkovej straty cez rizikové faktory.
V tom pripade dava urcite vacsi zmysel aplikovat Hoeffdingovu dekompoziciu,
pretoze pri rozklade celkovej straty uvazuje aj riziko vznikajuce interakciou jed-
notlivych rizikovych faktorov. Na druhi stranu pocet rizik, s ktorymi sa poistovne
potykaju je ale omnoho viac. V takom pripade je nutné brat v tvahu vypocetna
zlozitost tejto metédy pretoze pri k rizikovych faktorov je nutné vyéislit 2 vyra-
ZOV.
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