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MEDIAN IN SOME STATISTICAL METHODS

Prvńı kapitola - Introduction - je věnována (z velké části) shrnut́ı toho, co bylo dosud

uděláno v oblasti takových robustńıch metod, kdy je d̊uraz kladen na jednoduchost algo-

ritmu. Zvláštńı pozornost je věnována robustńım metodám pro časové řady1. Současně je

naznačeno (a to dost podrobně) co bude ćılem následuj́ıćıch dvou kapitol. Odstavec 1.1 Ba-

sic notation je pak věnován zavedeńı formalizmu a připomenut́ı některých definic. Oboje -

formalizmus i definice (které jsou převážně zobecněńım definic pojmů z oblasti “klasické” ro-

bustńı statistiky) - jsou konstruovány tak, aby pokryly zejména oblast časových řad. K tomu,

jak se toto povedlo se ještě vrát́ıme v části posudku, který naznač́ı možná vylepšeńı textu.

Ještě však dvě malé poznámky k textu úvodu.

Prvńı se týka textu na straně 2 dole. Zde se prav́ı, že k tomu, aby odhad metodou ne-

jmenš́ıch čtverc̊u byl nejlepš́ım nestranným odhadem mezi všemi lineárńımi nestrannými

odhady nepotřebujeme normalitu disturbanćı. To je sice pravda, ale být nejlepš́ım mezi

všemi lineárńımi nestrannými odhady je jako být jednookým mezi slepými králem. Ve hře je

totiž mnoho nelineárńıch odhad̊u, které mohou být (a typicky jsou) lepš́ı než lineárńı, pokud

nemáme normalitu disturbanćı. Občas se lze v některých (dle mého názoru - špatných)

učebnićıch doč́ıst, že oprávněńı omezit se na lineárńı odhady je dáno t́ım, že studujeme

lineárńı model2. Neboť název “lineárńı model” poukazuje pouze na to, že vysvětlovaná

veličina je vysvětlena lineárńı kombinaćı nějakých vysvětluj́ıćıch veličin, které ale mohou

být velmi r̊uznorodými transformacemi (mocninami, logaritmy atd.) p̊uvodńıch dat. Jinými

slovy, (abychom dali jeden př́ıklad) Stone-Weierstrassova věta (např. Branges, L. De (1959))

zaručuje, že t́ımto “lineárńım modelem” můžeme dobře aproximovat téměř jakoukoliv závislost

“response variable” na “explanatory variables”, byť může být hrubě nelineárńı. To znamená,

že linearita modelu a linearita odhadu nemaj́ı spolu nic co do činěńı. Pak ovšem bychom měli

1Toto je možná vhodné mı́sto k tomu, abych čtenáře posudku upozornil na to, že nejsem expert na časové
řady a dizertace mi byla svěřena k oponováńı d́ıky tomu, že jej́ım podstatným př́ınosem je robustifikace
metod určených na zpracováńı časových řad. To samozřejmě vede k tomu, že mı́sty jsou moje připomı́nky
naivńı, neboť si nejsem vědom tradićı ustálených úzus̊u a tud́ıž automaticky přij́ımaných předpoklád̊u a
označeńı.

2Osobně si mysĺım, že je to brilantńı ukázka demagogie.



hledat takový model, ve kterém budou disturbance (aproximované residui) alespoň přibližně

normálně rozdělené, abychom zaručili, že odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je nejlepš́ı mezi

všemi nestrannými odhady3.

Druhá poznámka směřuje k textu na straně 618. Zde je vyslovena myšlenka založeńı odhadu

na datech, která - pomoci metody s vysokým bodem selháńı - označ́ıme jako “nekontamino-

vaná” (v dizertaci se pro ně použ́ıvá označeńı “unperturbated”). Jinými slovy, tato myšlenka

ř́ıká: “Pokud totǐz - byť za cenu (velké) ztráty eficience - nalezneme “skutečný underlying”

model, m̊užeme celou odhadovaćı metodu následně zeficientnit použit́ım např. jednokrokového

odhadu”. To je myšlenka, která se asi poprvé objevila v článku Petera Bickela (1975). Jed-

nalo se tedy o to, zda bychom mohli nalézt odhad regresńıch koeficient̊u, který by měl 50%

bod selháńı (podobně jako medián v úloze odhadu parametru polohy) a ten pak použ́ıt jako

vod́ıtko k nalezeńı - pomoćı už podstatně eficientněǰśıho odhadu - “skutečného underlying”

modelu. Tuto myšlenku (patrně poprvé) zpochybnil článek Thomase Hettmanspergera a Si-

mona Sheathera (1992), který ukázal, že malá změna jedné souřadnice jednoho pozorováńı

může vést k velké změněn odhadu metodou “the least median of squares”4. Snadno se nav́ıc

najde (akademický) př́ıklad dat, kde aplikace metody “the least median of squares” a metody

“the least trimmed squares” dá dva ortogonálńı regresńı modely, ač oba odhady (tak jak jsou

v takovém př́ıpadě nastaveny jejich parametry, viz Vı́̌sek (2000)) maj́ı 50% bod selháńı. To

znamená, že postup založený na myšlence “očistěńı” dat v prvńım kroce od kontaminace

a následném “doladěńı” odhadu může zklamat.

Podstatné výsledky dizertace jsou obsaženy v druhé a třet́ı kapitole. Obě kapitoly (a ostatně

i část kapitoly prvńı) jsou napsány poněkud netradičńım stylem, který kombinuje (v́ıce meně)

klasický styl matematického textu s uváděńım algoritmů (u kterých by ale čtenář, který sám

nic v životě neprogramoval, byl bez vysvětleńı - které tam neńı - ztracen, nebo by se jen

dohadoval, co který prvek vlastně znamená; nejsṕı̌se by se dohadoval správně, ale to nezna-

mená, že by tam to vysvětleńı nemělo být). Nav́ıc snadněǰśımu porozumněńı algoritmům by

pomohl nějaký heuristický komentář či jejich uvedeńı v blokovém schematu. Takto se čtenář

(přinejmenš́ım u složitěǰśıch algoritmů) muśı domýšlet myšleku, která stoj́ı v jejich pozad́ı.

Neuškodilo by rovněž pár slov o tom, proč byla zvolena tato netradičńı forma výkladu, tj.

nějaký komentář vysvětluj́ıćı, proč jsou odhady neznámých parametr̊u definovány pomoćı

algoritmů a nikoliv jako řešeńı extremálńıch problémů (tak jak jsme tomu zvykĺı z klasické

i robustńı statistiky). Definováńı odhad̊u pomoćı algoritmů totiž pro čtenáře zvyklého na

definice pomoćı extremálńıch problémů, značně ztěžuje porozuměńı textu, neboť definice po-

moćı extremálńıho problému téměř okamžitě napov́ı, na jaké myšlence (heuristice) je odhad

3To samozřejmě také zálež́ı na filozofii, se kterou přistupujeme ke zpracováńı dat - zda zastáváme sṕı̌se
pozici kritického realizmu (který v́ıce méně nepřipoušt́ı nějaké manipulace s daty, např. jejich transfor-
mace a považuje hledaný regresńı model daný od Pana Boha) nebo je nám bližš́ı instrumentalizmus a pak
připoušt́ıme, že tvar vysvětluj́ıćıho modelu je zcela na nás, na naš́ı invenci a zručnosti.

4Výsledky uvedené v článku byly sice špatně - d́ıky špatnému algoritmu, který použili, viz Boček &
Lachout (1993) a př́ıpadně Vı́̌sek (1994), ale upozornili na tento problém.



založen a tak si jej člověk snadno zapamatuje. Nav́ıc, mı́sty dost možná může tato forma

definováńı odhad̊u vést k přehlédnut́ı nekorektnosti zavedeńı toho či onoho odhadu. Trochu

mi to připomı́ná situaci, kdy na přelomu 70. a 80. let, kdy se poč́ıtače (byť stále ještě

sálové) staly přáteľstěǰśı, někteř́ı matematici začali experimentovat s matematickými meto-

dami připravenými ad hoc pro tu či onu situaci (čeština má pro tuto činnost přiléhavé slovo

bastlit). Paul Halmos (autor excelentńı knihy Measure Theory ) na to reaguje článkem Applied

mathematics is a bad mathematics, ve kterém vysvětluje, že dobrá matematika by se měla

přidržet takové formy, která byla založena pracemi Thaléta z Milétu, Pythagora ze Samu,

Euklida z Alexandrie či Archiméda ze Syrakus a na ńıž navázali (a podstatně obohatili nejen

co do výsledk̊u, ale tako co do pojet́ı) Bernard Bolzáno, Georg Cantor, David Hilbert, Kurt

Gődel. Pro statistiku a teorii pravděpodobnosti pak Pierre-Simon Laplace, Carl Friedrich

Gauss, Adrien-Marie Legendre, Aylmer Fisher, Andrej Nikolajevič Kolmogorov a u nás

Jaroslav Hájek (a mnoźı daľśı).

Pokud se chceme tuto tradici oputit měli bychom pro to mı́t silné d̊uvody a ty bychom měly

v úvodu k takovému pokusu dobře vysvětlit.

Druhá kapitola je věnována Rekursivńım adaptivńım metodám. Jsou zde diskutovány dvě

verze robustifikace exponenciálńıho vyrovnáváńı:

• využit́ı regresńıch kvantil̊u v exponenciálńım vyrovnáváńı

a

• exponenciálńı vyrovnáváńı kombinované s klasickým znaménkovým testem.

V odstavci 2.1 Exponential smoothing based on regression quantiles jsou v klasickém expo-

nenciálńım vyrovnáváńı prvńıho řádu čtverce residúı nahrazeny hodnotami, které źıskáme

dosazeńım residúı do funkce ρα, zavedené Rogerem Koenkerem a Gilbertem Bassettem

(1978). (Domńıvám se, že př́ıslušné robustńı vyrovnáńı mohlo být definováno jako argument,

který minimalizuje výraz v (2.3) a hodnota (či hodnoty) nalezená pomoćı Algoritmu 2.1.1

by pak byla aproximaćı tohoto odhadu.) Následuje diskuze o algoritmu, která je rozdělena

na př́ıpad jednorozměrné a v́ıcerozměrné regrese.

Pro př́ıpad jednorozměrné regrese je nejprve popsán algoritmus a poté jsou dokazovány vlast-

nosti odhadu definovaného jako výsledek tohoto algoritmu - ekvivariance, př́ıpadně škálová

ekvivariance. Mimochodem, vzhledem k tomu, že text - zejména v prvé kapitole - zavád́ı

celou řadu pojmů pomoćı definic, je trochu ned̊usledné zavést jeden z (hlavńıch) výsledk̊u

dizertace, totiž kvantilový odhad ãαt , viz (2.6), jen konstatováńım na str.1615: We construct

the quantile estimate in this way.). Výklad je doplněn př́ıkladem a d̊ukazem inkonzistence

takto źıskaného odhadu regresńıho koeficientu - srovnej s Hawkins & Olive (2003). Již tyto

úvahy jsou poměrně komplikované a proto je nepochybně dobře, že autor uvažuje nejprve

tento “jednoduchý” př́ıpad.

Lemma 2.1.4 uvedená v závěru této pasáže stanovuje velikost bodu selháńı. Validitu jej́ıho



d̊ukazu však lze ověřit - dle mého názoru - jen intuitivně, neboť by bylo nejprve třeba upřesnit

zněńı Definice 1.1.7, která se odvolává na Definici 1.1.6. Ta je možná v pořádku, ale pokud

ano, neodpov́ıdá běžně použ́ıvané definici v robustńı statistice (a proto by to stálo za nějaký

komentář, nejlépe bezprostředně za ńı).

Následuje výše zmı́něný výklad pro obecný př́ıpad, tj. kdy stále ještě vyrovnáváme časovou

řadu exponenciálńım vyrovnáváńım prvého řádu, ale předpokládáme, že časová řada byla

generována v́ıcerozměrnou regreśı. Algoritmus výpočtu odhadu je založen na stejné myšlence

jako algoritmus pro jednorozměrnou regresi, jen jeho realizace je podstatně složitěǰśı a vyža-

duje si dost komplikované geometrické (viz str. 202) a kombinatorické (viz tabulka Bt) úvahy.

Odstavec 2.1 je zakončen návrhem α-winsorizovaného odhadu a jeho algoritmu. Odkazem

na Portnoy & Koenker5 (1997) je vlastně připomenuto to, že návrh regresńıch kvantil̊u byl

dobře přijat statistickou a zejména ekonometrickou komunitou, bylo dáno t́ım, že prakticky

současně s jejich zavedeńım objevila cesta, jak je spolehlivě spoč́ıtat pomoćı metod lineárńıho

programováńı.

Druhá kapitola pokračuje návrhem robustńıho vyrovnáváńı časové řady, které je založeno na

znaménkovém testu. Robustifikace spoč́ıvá v použit́ı váženého mediánu. Tato část dizertace

mı́sty přecháźı do přehledového textu. Taková shrnut́ı by mělo být sṕı̌se v úvodu dizertace

než v částech, kde se rozv́ıj́ı vlastńı teorie (mimochodem odkaz na Pollard (2012) pro př́ıpad

i.i.d., viz 3117, je trochu chozeńım s kanónem na vrabce, neboť odkaz na Anděl (1993) by

splnil stejný účel - citace Pollarda je možná oprávněná t́ım, že některé excelentńı kńıžky -

Anděl (1993), Cipra (1986) či Štepán (1987) - jsou bohužel napsány česky a nedá se na ně

tak úplně dobře odkazovat).

Úvahy o použit́ı znaménkového testu jsou rozděleny do několika odstavc̊u. Nejprve je výklad

zaměřen na časové řady s konstantńım trendem a to (podobně jako výše) pro situaci, kdy je

časová řada generována jen konstantńım členem (interceptem). Zobecněńı, tj. situace, kdy

je řada s konstantńım trendem generována v́ıcerozměrnou regreśı pak velmi stručně zobecńı

zde nalezené výsledky (či sṕı̌se nanač́ı, jak je zobecnit). Následuj́ı výsledky dosažené pro

časovou řadu s linearńım trendem. Na konci odstavce 2.2. je pak navržena modifikace al-

goritmu (studovaného v předchoźım odstavci), která se oṕırá o myšlenku Andrewa Siegela

(1988). Odhad navržený Andrewem Siegelem the repeated median je výpočetně tak složitý

(složitost je O(np), kde p je dimenze regresńıho modelu), že jej lze implementovat (pokud

v́ım) jen pro jednoduchou regresi6. To je však právě situace studovaná v odstavci 2.2.3 a

2.2.4, kde vystač́ıme s jednoduchou regreśı.

5Nev́ım, zda př́ıslušná metoda a jej́ı implementace byla někdy publikována, ale v́ım, že jednou přijel
(domńıvám se, že ještě před sametovou revoluci) do Prahy Roger Koenker, aby se poučil o tom, jak navrhl
Jaromı́r Antoch poč́ıtat regresńı kvantily.

6Nav́ıc má podobné, nepř́ılǐs dobré vlastnosti jako the least median of squares, tj. daleko menš́ı eficienćı
a pomaleǰśı konvergenćı než např. S-odhady, viz Rousseeuw & Yohai (1984) (návdavkem k tomu je fakt, že
asymptotické rozděleńı neńı normálńı). Konec konc̊u v dizertaci je to potvrzeno např. na str. 618.



Z textu druhé kapitoly je patrné, že autor dizertace se seznámil s mnoha výsledky jiných

autor̊u a na řadě mı́st v dizertaci navrhl jejich využit́ı při zpracováńı dat algoritmy j́ım

navrženými.

Rád bych ještě zd̊uraznil jednu věc. Již v době, kdy se objevila práce Hawkins & Olive

(2003), začala diskuze o tom, zda je v̊ubec smysluplné zamýšlet se nad konzistenćı “odhad̊u”

vypočtených algoritmy popsanými např. v Rousseeuw & Leroy (1986), Boček & Lachout

(1993), Hawkins (1994), Hawkins & Olive (1999), Vı́̌sek (1994), (2000), Klouda (2007),

(2015) či zda vlastně takové diskuze jsou implicitně založené na nepochopeńı toho, co dané

algoritmy poč́ıtaj́ı. To, po čem volal Paul Halmos, totiž že naše úvahy maj́ı splňovat odhady

(či obecně metody) definované ve formě extremálńıch problémů (např. maj́ı být konzis-

tentńı), zat́ımco navržené algoritmy vyč́ısluj́ı (pokud možno těsné) aproximace řešeńı těchto

extremálńıch problémů. Jejich vlastnosti je pak třeba zmapovat pomoćı dobře koncipovaných

numerických studíı, viz např. Marazzi (1992) či Klouda (2009). Proto je třeba ocenit, že

většina výsledk̊u dizertace se věnuje vlastnostem algoritmů pro konečné výběry dat, zejména

jejich ekvivarianci či invarianci. Zcela v souladu s myšlenkami v Marazzi (1992) druhá kapi-

tola v závěru nab́ıźı dvě numerické studie. Prvá je založena na simulovaných datech a opět

je nejprve uvažován konstantńı trend a pak lineárńı trend. Celá kapitola je uzavřena ap-

likaćı znaménkového testu a modelu s lineárńım trendem na data o ročńıch výsledćıch č́ınské

ekonomiky - representovaných hrubým domáćım produktem - v letech 1952 až 2014.

Třet́ı kapitola se věnuje studiu odhad̊u parametru polohy a vycháźı přitom z geometrického

mediánu. Je zde odvozen jednoduchý nástroj na vyhodnoceńı velikosti bodu selháńı takového

odhadu, který je “složeńım” dvou zobrazeńı, přičemž se předpokládá, že u prvého zobrazeńı

známe bod selháńı, zat́ımco druhé umı́me majorizovat vhodným “marginálńım” zobrazeńım.

Třet́ı kapitola představuje na jedné straně samostatný soubor výsledk̊u, na druhé straně ji

lze chápat jako kolekci výchoźıch odhad̊u, které lze použ́ıt v metodách studovaných v druhé

kapitole. Muśım přiznat, že jsem výklad ve třet́ı kapitole prošel jen z části, neboť mı́sty byl

použito označeńı, které nebylo nikde před t́ım (ani potom, alespň si to mysĺım) vysvětleno a

jen jsem se mohl domńıvat, co znamená (připomı́nky k textu, jsem poskytl př́ımo autorovi).

Dovoĺım si ještě jednu poznámku. Na začátku třet́ı kapitoly je malý přehled robustńıch

odhad̊u - MVE, S-odhady, τ -odhady, atd. a je tam poznamenáno, že jejich výpočet bývá

časově náročný. Vzhledem k tomu, že to je oblast, ve které je stále veden výzkum, lze tyto

odhady poč́ıtat v rozumném čase a to i pro dosti rozsáhlá data. Např. výpočet S-odhad̊u lze

spoč́ıtat (velice rychle) dle stejného vzorečku jako the ordinary least squares, tj. (X ′X)−1XY

(viz Cohen-Freue et al. (2013), Desborges & Verardi (2012)), kde př́ıslušné kovariančńı mat-

ice odhadneme pomoćı S-odhad̊u (viz Campbell et al. (1998) ). Rychlost výpočetńı techniky

se nav́ıc zvyšuje (možná) rychleji než složitost našich výpočt̊u. Takže dokonce i iterativńı

algoritmus Hawkinsova typu použitý pro výpočet “the least trimmed squares” (LTS) pro



iterativně hledaný odhad gravitačńıho modelu pro cca 130 stát̊u (tj. designová matice měla

téměř jak 17 000 řádk̊u a LTS byl řádově desetkrát opakováně poč́ıtán, viz Egger & Vı́̌sek

(2014)) trval jen několik minut.

Celá dizertace je pak zakončena stručným shrnut́ım dosažených výsledk̊u a docela pěknou

nab́ıdkou možných daľśıch badatelských problémů.

Ačkoliv je to možná překvapivé, že po cca dvou či dokonce třech desetilet́ıch od navržeńı

robustńıch odhad̊u typu LTS či S-odhad̊u se stále bádá nad algoritmy, jak je spoč́ıtat - viz

např. Desborges & Verardi (2012) - je tomu tak. To ilustruje to, že výsledky uvedené v

dizertaci - návrhy algoritmů pro výpočet robustńıch odhad̊u - jsou aktuálńı. Jak plyne z

některých připomı́nek, je na formálńı stránce dizertace co zlepšovat, než bude např. text

použitelný pro publikováńı v nějakém časopise. To je však dáno t́ım, že se autor pustil do

novátorské práce, tj. pokusil se o novou formu definováńı odhad̊u a proto se domńıvám, že to

lze zcela pochopit a omluvit. To, zda tento počin bude opravdu signifikantńı, tj. přinášej́ıćı

závažnou inovaci ve statistice, ukáže až čas. Samozřejmě bych to autorovi přál. To že většina

výsledk̊u je nových je evidentńı. Jsem přesvědčen, že autor dizertace prokázal, že je schopen

samostatné vědecké práce a proto doporučuji přijmout dizertaci k obhajobě.

V pr̊uběhu obhajoby bych uv́ıtal, kdyby autor vysvětlil:

• Proč se uvažováńı normovaného vektorového prostoruX lépe hod́ı pro studium časových

řad než Rd (viz str. 73).

• Jakou výhodu - kromě v jistém smyslu větš́ı obecnosti - maj́ı množinové odhady

neznámých parametr̊u. Vzhledem k tomu, že obecně se nejedná o intervalové odhady

s předepsanou pravděpodobnost́ı pokryt́ı skutečné hodnoty těchto parametr̊u, neńı mi

jasné, jak si uživatel nakonec vybere mezi obecně několika diskrétńımi veličinami, které

mohou být (třeba) od sebe velmi vzdáleny.
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