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diferencialne rovnice. Prva kapitola je venovana stabilite periodickych rieseni,
ktora stvisi s Poincareho mapou. Cielom je rozhodnut o asymptotickej stabi-
lite/nestabilite pevného bodu Poincareho mapy. K tomu potrebujeme vypocitat
prva derivaciu Poncareho mapy, popripade derivacie vyssich radov. V druhej ka-
pitole si zadefinujeme pojem bifurkacia a preskimame popula¢ny model. V tretej
kapitole sa kratko zmienime o Van der Polovom oscilatore tj. systéme dvoch rov-
nic. Celu tedriu ilustrujeme na prikladoch.
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Abstract: The thesis deals with periodic solutions of ordinary differential equati-
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equations. The first chapter is devoted to the stability of periodic solutions that
is related to the Poincaré map. The aim is to decide on the asymptotic stabi-
lity /instability of the fixed point of this map. To this end we need to compute
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Uvod

V 1ivode pripomenieme zakladné tvrdenia tykajice sa pociatocnej tlohy pre
stustavu obyd¢janych diferencialnych rovnic prvého radu.

Definicia 1. UvaZujme zobrazenie f : R x R" — R"; (¢, z) — f(t, x). Predpo-
kladajme, Ze f € € (I x G, R™), kde G C R" je neprazdna otvorend mnoZina a
I C R otvoreny interval. Potom rovnicu tvaru

2(t) = f(t, x(t)) (1)

nazyvame neautonomnou skaldrnou diferencidlnou rovnicou.
Uvazujme naviac pociatocni podmienku x(ty) = xo € G, kde ty € I. Pociatocnou
tlohou rozumieme ulohu

#(t) = f(t, (1)), x(to) = o (2)

Definicia 2 (RieSenie diferencialnej rovnice). Nech f € €(I x G, R"), kde G C
R™ neprazdna otvorend mnozina a I C R otvoreny interval obsahujici bod ty.
Nech funkcia x : J C I — R"™ ma spojiti prvd deriviciu na otvorenom intervale
Jtj. x € €'(J, R"). Nech plati

T = f(t,x), Vtel
a nech je splnend pociatocnad podmienka
x(tg) = o
Potom funkciu x(t) nazgvame riesenim pociatoénej ilohy na intervale J C R.

Ak je funckia z(t) rieSenim diferencidlnej rovnice & = f(¢, x) na intervale
J C R, potom nutne z € €*'(J). Ak sa funkcie z(¢) a f(t, x) spojité, potom
zobrazenie t — f(t, x) je spojité na intervale J a teda aj Z(t) je spojita funkcia
na intervale J, vid [4].

Pozrime sa na jednoznacnost a existenciu rieSenia poc¢iatocnej tilohy . Pred-
pokladajme, 7ze

af
ﬁxi

Za tychto predpokladoch potom plati veta o lokalnej existencii a jednozna-
¢nosti rieSenia, vid [2] Veta 1.1, Poznamka 1.2.

RiesSenie pociatoc¢nej ulohy ide roz$irit na maximalny interval existencie,
vid [2] Veta 1.2, Definicia 1.6. Je to otvoreny interval, ktory budeme znacit
F (to, o). Na zéklade tychto tvrdeni plati nasledujtca veta

Veta 1 (Riesiaca funkcia). UvazZujme pociatocni dlohu . Za predpokladu
existuje operdtor

feé¢(l xG, R, eC(IxG R, i=1.23,..n (3)

¢:RxRxR"—R"
tef(tm l’(]), (t()? .To) EIXGH@(ta th .I‘()):.T(t> e R"

ktory priraduge trojici (t; to, xo) vektor rieSenia x(t) pociatocnej ilohy v case
te Z(to, xo). Operdtor ¢ nazjvame riesiacou funkciou.
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Zakladnym predpokladom nasej analyzy je periodicita pravej strany diferen-
cidlne rovnice ([I)): Existuje T > 0 také, ze

f+T, z)=f(t,z),Vt € R, x € R". (4)

V prvej kapitole budeme uvazovat skalarne diferencidlne rovnice, tj. n = 1. V dru-
hej kapitole nasu analyzu rozsirime na parametricky zavisle skalarne diferencialne
rovncie a v tretej kapitole uvedieme priklad ststavy, kde n = 2.



1. Skalarne diferencialne rovnice

V prvej kapitole si definujeme pojem periodického riesenia skaldrnej diferen-
cidlnej rovnice. Budeme rozoznavat stabilné a nestabilné periodické riesenia. Sta-
bilitu budeme skiimat pomocou Poincareho mapy.

Uvazujme pociato¢nu ulohu pre skaldrnu diferencidlnu rovnicu:

Nech
&(t) = f(t, ), z(to) = xo (1.1)

kde f : R x R — R je prava strana rovnice a x(ty) = 2o € R je podiato¢na
podmienka. Za predpokladu, ze

feZ[R xR, R), % c (R x R, R) (1.2)

existuje riesiaca funkcia tj. operator o : RxRXxR = R, t € _Z (1o, x¢), (to, o) €
R xR — @(t; to, z9) = z(t) € R, kde # (ty, o) je maximalny interval existencie,
vid Veta (1). Budeme predpokladat, Ze pravé strana f = f(, =) je T-periodicka:

Definicia 3 (T-periodickd funkcia). Povieme, Ze funkcia f = f(t, z) je T-
periodickd v premennej t, pokial existuje T € R, T > 0 také, Ze plati

fE+7T, x)= f(t, x), Ve e R, Vt € R. (1.3)
Z vlastnosti riesiacej funkcie potom vyplyva, ze

Ot +T; to+ 1, zo) = @(t; to, xo)
et +T; to, xo) = @(t; to, e(to +T; to, o)) (1.5)

Budeme hovorit, 7e rovnica (I) je T-periodicka, pokial je funkcia f(¢, z)
T-peridockd v premennej t. Ak periodickd funkcia f(t, z) nie je l-peridicka v
premennej ¢, mdzeme dant funkciu stale preskilovat tak, Ze sa z nej stane 1-
periodicka funkcia.

Priklad 1. Uvazujme funkciu f(t, x) = x cos(t). Peridda funkcie f je zrejme 2.
Definujme funkciu g(t, x) = f(5=, x). Potom funkcia g je 1-periodickd a vznikla
preskalovanim funkcie f.

Ak nebude explicitne povedané inak, budeme predpokladat, ze funkcia f je
1-periodicka funkcia v premennej t.
Ak f(t+ 7, x) # f(t, x) pre nejaké 0 < 7 < T, potom T je minimalna peridda.
Budeme preto uvazovat periédu T v zmysle minimalnej periédy.



1.1 Periodické rieSenie

Uvazujme 1-periodickil diferencidlnu rovnicu @ = f(¢,z) s poc¢iato¢nou pod-
mienkou z(ty) = zo. V tejto sekcii sa pozrieme na periodi¢nost riesiacej funkcie
1-periodickej rovnice a polozime nutni a zaroven postacujicu podmienku pre 1-
periodi¢nost riesiacej funkcie. Periodické rieSenie budeme konstuovat numericky
pomocou iteracnych technik.

Zadefinujme si najskor pojem T-periodickej rieSiacej funkcie.

Definicia 4 (T-periodickd riesiaca funkcia). Uvazujme pociatocni dlohu ((1.1).
Nech plati a predpoklad periodicity . Nech ¢(t; to, xo) je riesiaca
funkcia pociatocnej ulohy . Povieme, Ze riesiaca funkcia (t; to, xo) je T-
periodickd v premennej t € R, pokial plati

ot + T ty, xo) = (t; to, o) YVt € R.

Potom hovorime, Ze o(t; tg, xo) = x(t) je T-periodické riesenie pociatocnej dlohy
(L.1)-(L.3).

Uvazujme riesiacu funkciu ¢(t; tg, xo) 1-periodickej pociatocnej tlohy (|1.1))-
(1.3). Chceme zistit, kedy je riesiaca funkcia ¢ 1-periodickd. K tomu ndm pomoze
geometrickd ilustracia vztahu (|1.5) predvedend na nésledujicom priklade.

Priklad 2. UvaZujme 1-periodicki pociatocni ulohu

T = —x + cos(2nt) — 2 sin(27t) (1.6)
z(0)=0 (1.7)
s riesiacou funkciou p(t; 0, 0) na intervale [0, 2]. Chceme zistit, ¢i je riesiaca
funkcia ¢ 1-periodickd.
Predpokladajme, Ze ¢ je 1-periodicka. Ak tito riesiaciu funkciu horizontdlne po-
sunieme z intervalu [1, 2] na interval [0, 1] , potom toto rieSenie reprezentované
riesiacou funkciou @(t; 0, 0) je rovné rieseniu p(t; 0, p(1; 0, 0)) na intervale
0, 1] - vid obrdzok niZsie.

81
(0,(1;0,0))
0.5

(to, z0) 0
-0.5
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Obr. 1.1: Horizontalny posun riesiacej funkcie ¢(¢; 0, 0) 1-periodickej rovnice
(1.6) s pociatoénou podmienkou (1.7) na intervale [0, 2].



Ak by ¢ bola 1-periodickd riesiaca funkcia zadanej diferencidlnej rovnice, potom
by malo platit p(1; 0, 0) = 0, &j. ak posunieme 1-periodicki rieSiacu funkciu o
periodu spdt (z intervalu [1, 2] na interval [0, 1]), dostanem rovnaké riesenie v
case 0. Z ilustrdcie posunutia riesiacej funkce na obrazku vidime, Ze tomu tak nie
je a preto p(t; 0, 0) nie je I-periodickd riesiaca funkcia zadanej rovnice.
Uvazugme pociatocniu podmienku

z(0) = 1. (1.8)

Potom z obrazku nizsie vidime, Ze horizontdlny posun riesiacej funkcie p(t; 0, 1)
z intervalu [1, 2] na interval [0, 1] splyva s riesiacou funkciou o(t; 0, p(1; 0, 1))
na intervale [0, 1].

15
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Obr. 1.2: Horizontalny posun riesiacej funkcie ¢(¢; 0, 1) 1-periodickej rovnice
(1.6) s pociatoénou podmienkou (1.8) na intervale [0, 2].

Z geometrickej interpretacie plynie nasledujica veta, ktord ndm charakterizuje
1-periodické rieSenie 1-periodickej pociatoénej ilohy (1.1))-(1.3)) pri horizintdlnom
posuvani riesiacej funkcie.

Veta 2 (Periodické riesenie). RieSenie o(t; to, x¢) 1-periodickej pociatoénej ilohy
(1.1)-(1.3) je 1-periodické prive vtedy, ked o(to + 1; to, xo) = 0.

Dokaz. Nech riesenie o(t; to, xo) je 1-periodické. Potom plati ¢(t; to, x¢) = p(t +
1; to, xo). VycCislenim rieSiacej funkcie v ¢ase t = to dostavame p(to+1; to, xg) =
xo. Dokazujme opa¢ni implikdciu. Nech o(to + 1; to, x9) = zo. Potom zo vztahu
dostéaveme ¢(t + 1; to, zo) = p(t; to, ¢(to + 1; to, T0)) = ©(t; to, 7g). O

Z tejto vety je ihned zrejmé, ze rieSenie 1-periodickej pociatocnej ulohy & =
—x + cos(2nt) — 2w sin(27t), 2(0) = 0 nie je 1-periodické, pretoze zrejme neplati
o(to+1; to, zg) = x¢. Na druhej strane riesiaca funkcia 1-periodickej pociatocénej
tlohy & = —x + cos(27nt) — 2wsin(27t), £(0) = 1 je 1l-periodickd, pretoze plati
e(1; 0,1) =1.



1.2 Stabilita periodickych rieSeni

V tejto sekcii objasnime pojem stability periodickych rieseni. Zadefinujeme si
dolezity aparat Poincareho mapy, pomocou ktorého budeme riesit stabilitu riese-
nia 1-periodickej diferencidlnej rovnice. Pozornost budeme venovat aj rovniciam
vo variaciach, ktoré sivisia s derivaciou rieSiacej funkcie podla pociato¢nej pod-
mienky.

V 1avode si zadefinujme pojem stability rieSenia 1-periodickej pociatoc¢nej

itlohy (T1)-(T3)-

Definicia 5 (Stabilita rieSenia). Povieme, Ze riesenie o(t; to, xo), (to, To) € RxR
1-periodickej pociatocnej dlohy (L1.1)-(1.3) je stabilné, pokial plati

Ve>030>0Vy €R :|mg—wyol <6 = |p(t; to, o) — @(t; to, yo)| <€

pricom @(t; to, -) je riesenim 1-periodickej pociatocnej ulohy (L.1)-(L.3) precha-
dzajice bodmi xg, yo € R v case tg € R.

Definicia 6 (Asymptoticka stabilita). Povieme, Ze riesenie o(t; to, o), (to, o) €
R x R I-periodickej pociatocnej dlohy (1.1)-(1.3) je asymptoticky stabilné, pokial
je toto rieSenie stabilné a naviac existuje r € R, r > 0 také, Ze pre kaZdé rieSenie

Yo € R danej 1-periodickej pociatocnej dlohy (1.1)-(1.3)) splriugice |xo — yo| < r
plati

|g0(t, tO? IO) - @(tv t07 ZJO)’ — 07
pre t — 00.

Definicia 7 (Nestabilné rieSenie). Povieme, Ze riesenie @(t; to, xg), (to, To) €
R x R I-periodickej pociatocnej dlohy (1.1)-(1.3)) je nestabilné, pokial nie je sta-

bilne.

Pozrime sa na stabilitu 1-periodickej pociatoc¢nej tlohy (1.1)-(L.3). Nech ¢, =
0. Budeme $tudovat asymptotickd stabilitu riesiacej funkcie o(t; to, zo) 1-perio-
dickej pociatocnej tlohy (1.1)-(1.3) na intervale [0, 1] pomocou postupnosti fun-
keii

¢k : [0,1] —R
definovanych na intervale [0,1] predpisom

do(t) = p(t; 0, 20)
¢1(t) = p(t +1; 0, x0)

or(t) = p(t + k; 0, o)

pre k = 0, 1, 2, 3,... at € [0, 1]. Z vety o lokédlnej existencii a jednozna-
¢nosti riesenia (vid [2] Veta 1.1, Pozndmka 1.2) a l-periodicity pociato¢ne;
ulohy — plynie, ze postupnost funkcii ¢ je monoténna, a preto, ak plati
$1(0) > ¢0(0) = xg, tak potom ¢y41(0) > ¢, (0), alebo platia opacné nerovnosti.
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To nam implikuje, Ze pokial je postupnost funkcii ¢, obmedzena, potom nutne
existuje limitna funkcia ®(t) taka, ze ¢x(t) — P(t) monoténne pre k — oc.
Specidlne teda plati, Ze ¢;(0) — ®(0) monoténne pre k — oco. Vieme, 7e rie-
Siaca funkcia ¢(t; 0, xo) je spojitd v to, zg. Zo vztahu dostavame rov-
nost ¢r(t) = p(t;0, ¢x(0)). Z tejto rovnosti a spojitosti riesiacej funkcie dosta-
vame existenciu ¢(¢; 0, ®(0)) pre t € [0, 1] a vzfah pre limitnd riesiacu funkciu
B(1) = (t; 0, (0))

®(t) je teda riesiaca funkcia 1-periodickej pociato¢nej tlohy — na inter-
vale [0, 1]. Naviac, z mame

®(1) = Jim (15 0, $:(0)) = Tim ¢4.1(0) = B(0).

k—o0

Odtial, a z vety o lokdlnej existencii a jednoznaénosti (vid [2] Veta 1.1, Pozndmka
1.2) plynie, ze rieSenie 1-periodickej pociato¢nej ulohy — prechadzajice
®(0) v case ty = 0 je 1-periodické.

Analogicky by sme $tudovali asymptotickt stabilitu rieSenia (¢; 0, zg) 1-perio-
dickej pociato¢nej tlohy (1.1)-(L.3) pre ¢t — —oco. V tomto pripade by sme uva-
zovali postupnost funkcii () = o(t — k; 0, 29). Ak je tato postupnost obme-
dzend, potom existuje limitna funkcia ¢(t) taka, 7e ¥y (t) — V(t) pre k — oo a
U(1) = ¥(0). Celé nase pozorovanie zhrnieme do nasledujicej vety.

Veta 3 (Limitna rieSiaca funkcia I). Nech ¢(t; 0, xo) je 1-periodické rieSenie
1-periodickej pociatocnej dlohy (1.1)-(1.3), ktoré je obmedzené pre t > 0. Potom
ezistuje 1-periodické riesenie ®(t) pociatocnej dlohy (1.1)-(1.3) také, Ze

o(t +k; 0, z9) = D(t), k — o0
uniformne a monotonne pre 0 <t < 1.

Analogicka veta plati i v pripade, Ze riesiaca funkcia ¢(t; 0, xy) je obmedzena
pre t <O0:

Veta 4 (Limitna rieSiaca funkcia II). Nech ¢(t; 0, xo) je I-periodické riesenie
1-periodickej pociatocénej dlohy (1.1)-(1.3), ktoré je obmedzené pre t < 0. Potom
ezistuje 1-periodické rieSenie V(t) pociatocnej dlohy (L.1)-(1.3) také, Ze

o(t —k; 0, z9) = V(t),k — o0
uniformne a monotonne pre 0 <t < 1.

Ak méme 1-periodické rieSenie ¢(t; 0, xq) pociato¢nej alohy ((1.1)-(1.3), po-
tom je jeho limita vzdy 1-periodickym riesenim tejto pociatoc¢nej tlohy.

Pracovali sme s postupnostou funkcii ¢y : [0, 1] — R, ktoré sme definovali ako
or(t) =@t +k; 0,29) pre k=0,1,2 3, ... atel0,1]. Pozornost sme venovali
predovstkym postupnosti bodov ¢x(0) = p(k; 0, xg). Na tieto body sa mozeme
divat ako na body tvoriace orbitu skalarnej funkcie na osy x v rovine (¢, x). To
nam umoznuje definovat pojem Poincareho mapy.



Definicia 8 (Poincareho mapa). Uvazujme 1-periodickd pociatocéni dlohu (L.1))-

(1.3). Potom zobrazenie
II:R—=R

definované predpisom
Ty — 90(1a Oa :CO)
nazyvame Poincareho mapou danej 1-periodickej pociatocnej dlohy (1.1])-(1.3]).

7 definicie Poincareho mapy plynie, Ze bod z( je pociato¢nou hodnotou 1-
periodickej podiatocnej tlohy (L.I)-(L.3) prave vtedy, ked zy je pevnym bodom
Poincareho mapy, teda II(z9) = z,. Uloha stability 1-periodickej pociatocnej
ulohy — je teda rovnaka, ako tloha stability pre odpovedajtci pevny
bod Poincareho mapy.

Poincareho mapa pociatocnej hodnote zy v ¢ase ty priradi rieSenie v ¢ase t = 1.
Pre k—tu iteraciu potom mame I1%(x) = ¢(k; 0, z0), k € N. Pretoze bod I1*(x)
je totozny bodu ¢ (0), je Poincareho mapa monoténna funkcia. Poincareho mapa
je naviac diferencovatelnd funkcia, ktord ma nezdporna derivaciu.

Ukazeme si aplikidciu Poincareho mapy pri rieSeni stability diferencidlnych rov-
nic. Vopred prezradime (v dalgej sekcii si to dokazeme), Ze 1-periodické rieSenie
©(t; 0, o) 1-periodickej pociatocnej tlohy (1.1)-(1.3) je asymptoticky stabilné

prave vtedy, ked % < 1.
Priklad 3. Riesme stabilitu diferencidlne rovnice
T = —gx + 27 sin(27t),
s pociatoénou podmienkou z(0) =
Riesenie

Pomocou metddy variacie konstant dostavame riesenie

t
o(t; 0, z9) = elo T W[, —|—/ elo 3497 sin(27rs) ds] =
0

_ pge ¥ e e [4 cos(27rt)1; sin(27t)] — 4

7 Poincareho mapy dostavame

16
17

Wl

I(z0) = ¢(1; 0, 20) = o€~ e 2(e? —1)
16 ktory odpoveda 1-periodickému

Jediny pevny bod Poincareho mapy je xo = — 32,
dIt

rieSeniu p(t; 0, — %) = 8C°S(27rt)1—74sm(2”t). Pretoze 7- = e"17 < 1 je toto 1-
periodické riesenie asymptoticky stabilné. Tento vysledok si aj graficky ilustujeme

pomocou obrazku nizsie.




& = —F + 2msin(2mt) ‘

H(%Q) = X

. 0- 16
(P(l, 07 17

©(0; 0, — ) 20
Obr. 1.3: Schodovity graf Poincareho mapy s pevnym bodom zy = —% dife-
rencidlnej rovnice # = —Zx + 27 sin(27t) hovoriaci o asymptotickej stabilite 1-
periodického rieSenia ¢(t; 0, — 12) = SCOS(%t)fsm(%t).

1.3 Rovnica vo variaciach

Zadefinovali sme si pojem Poincareho mapy II. Zistili sme, ze 1-periodické rie-
Senie p(t; 0, xg) odpoveda pevnému bodu xy Poincareho mapy. V predoslej sekcii
sme si taktiez rozmysleli, ze skiimat stabilitu 1-periodického rieSenia je tloha
rovnaka ako tloha skimaft stabilitu odpovedajiceho pevného bodu Poincareho
mapy. Pripomenme si eSte postup hladania predpisu Poincareho mapy. Pre ziste-
nie presného predpisu Poincareho mapy sme museli rieSit prislusnt diferencidlnu
rovnicu s predpisanou pociato¢nou podmienkou v ¢ase tyg = 0, urcili sme jej rie-
siacu funkciu a vy¢islili ju v case t = 1.

V tejto sekcii sa zameriame na vyuzitie Poincareho mapy. Konkrétne sa pozrieme
na prvu derivaciu Poincareho mapy, pomocou ktorej rozhodneme o stabilite 1-
periodického rieSenia, ktoré odpovedd pevnému bodu Poincareho mapy. Nie vSak
vzdy budeme moct na zaklade prvej derivacie Poincareho mapy rozhodnut o stabi-
lite, ¢i nestabilite prislusného riesenia diferencidlnej rovnice. Kedy to bude mozné
sa dozvieme v tejto sekcii.

Aby sme sa dopracovali az k prvej derivacii Poincareho mapy, pozrieme sa naj-
skor na rovnicu vo variaciach, na zaklade ktorej potom odvodime podmienku pre
stabilitu 1-periodického rieSenia o(¢; 0, o).

Uvazujme diferencidlnu rovnicu s pociato¢nou podmienkou
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i = f(t, ) (1.9)
(o) = o (1.10)

Nech p(t; to, zo) je rieSiaca funkcia tejto rovnice. Vieme, Ze ¢ je dobre definovana,
jej definiénym oborom celé R? (obecne nejakd podmnoZina v R?) a Ze ¢ je spojito
zavisld na t, tg a xg. Cheeme zistit, & o(t; to, xo) je diferencovatelnéd. O tom
nam hovori nasledujtica obecnd veta pre funkciu f definovanti v priestore R"*! s
hodnotamy v R".

Veta 5 (Obecnd rovnica vo variacidch). Uvazujem rovnicu (1.9) s pociatocnou
podmienkou (1.10). Nech f: R x R" — R" je spojitd funkcia triedy €} (R x R™).
Nech ¢(t; to, o) : G C R"™2 — R" je riefiaca funkcia danej rovnice, nech

(t; to, xo) € G aw € R™. Potom existuje derivicia ¢ v bode (t; to, xo) podla xg
w(t; to, zot+hw)—p(t; to, xo)

v smere vektora w tj. Dy w@(t; to, o) = limp_yg - . Naviac
pre pevné to, xo, ak je x(t) = o(t; to, o) a u(t) = Dyywp(t; to, xo), potom u(t)
je riesenim rovnice s pociatocnou podmienkou

u(t) = [Vaof(t,x)]u(t), u(ty) = w. (1.11)
Poznamka Rovnicu (1.11)) nazyvame rovnicou vo variaciach.

My budeme uvazovat funkciu f definovani v dvojrozmernom priestore R? s
hodnotamy v R. Potom tato vetu mozeme preformulovat takto:

Veta 6. Uvazujme rovnicu (1.9) s pociatoénou podmienkou (1.10), kde f : R X

R — R je spojitd funkcia triedy €} (R x R). Nech ¢(t; 0, xg) je I-periodické rie-

L . . dp(t; 0, SV v, .
sente tejto rovnice. Potom MT(JW je riesente ulohy s pociatocnou podmienkou

a(t) = [8f(t’¢<;; % ‘TO))} u(t), u(o) =1, (1.12)

pricom toto riesenie splnuje

Op(t; 0, xo) /t Of(s,p(s; 0, x0))
—_— = ds| . 1.13
Do “r Bx ° (1.13)
Dékaz. Dokaz mozeme néajst napr. v [I], strana 129. O

Uvazujme posunutie u(t) rieSenia o(t; 0, zo) tj. x(t) = @(t; 0, zo) + u(t).
Zderivovanim a dosadenim z(t) do f(¢, x) dostavame u(t) = f(t,o(t; 0, xo) +
u(t)) — f(tp(t; 0, zp)). Pouzitim Taylorovho rozvoja funkcie u(t) a uvdzenim iba
jeho prvého ¢lena dostdvame rovnicu tj. rovnicu vo varidcidch.

Teraz sformulujeme a dokdzeme vetu, ktord nam dava vzorec pre vypocet
prvej derivacie Poincareho mapy v prisluSnom pevnom bode, ktory odpoveda ne-
jakému periodickému rieSeniu. Na zaklade tohto vztahu budeme moct rozhodnut
o stabilite prislusného 1-periodického riesenia odpovedajiceho danému pevnému
bodu Poincareho mapy.
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Veta 7 (Prva derivicia Poincareho mapy). Uvazujem 1-periodicki rovnicu
T = f(t, x)
l’(to) = 29

kde f : R x R — R je spojitd funkcia triedy €} (R x R). Nech o(t; 0, zo) je
1-periodické riesenie tejto rovnice splnugice p(0; 0, xo) = xo a nech Il je Poin-
careho mapa. Potom prvd deriviacia Poincareho mapy je dand vzorcom

. 1 .
H,(l’o) _ 890(151:(;’ $0) = exp |:/ 8f(t790(gxov XO)) dt ' (114)
0
Polozme
" Of(t,(t; 0.x0))
a6 _/0 pibl) gy (1.15)

Potom 1-periodické riesenie ¢(t ;0, zo) je asymptoticky stabilné, pokial ag < 0 a
nestabilné, pokial ag > 0.

Doékaz. Mame Il(zg) = (t; 0, zo) z definicie Poincareho mapy. Zderivovanim
oboch stran podla pocdiato¢nej podmienky xq dostavame s vyuzitim predoslej vety
pozadovany vzorec. Pretoze p(t; 0, xq) je 1-periodické rieSenie danej rovnice, je
preto xo pevaym bodom odpovedajicej Poincareho mapy. Pouzitim dokézaného
vzorca dostavame I1'(zg) = e®. Teda e® < 1, pokial ag < 0 a e* > 1, pokial
ag > 0. Odtial a z tedrie stability plynie zaver tvrdenia. O

Veta nam hovori o stabilite 1-periodického riesenia danej 1-periodickej rovnice
v pripade, pokial ag > 0 alebo pokial ag < 0. V priapde, ze ag = 0 nevieme o
stabilite daného pevného bodu a teda ani o stabilite 1-periodického riesenia nic
povedat.

Definicia 9 (Hyperbolické rieSenie). Povieme, Ze 1-periodické riesenie
©o(t; 0, xo) je hyperbolické, pokial plati 1I'(xg) # 1 tj. ag # 0.

Ak po prvej derivacii Poincareho mapy zistime, ze 1-periodické riesenie odpo-
vedajuce pevnému bodu Poincareho mapy nie je hyperbolické, nevieme o stabilite
daného rieSenie ni¢ povedat. K urceniu stability preto budeme potrebovat deri-
vacie Poincareho mapy vyssich radov. Tomuto problému sa budeme venovat na
konci tejto kapitoly.

V nasledujtcej sekcii sa pozrieme na par prikladov, na ktorych ilustrujeme
tedriu prvej kapitoly a precvi¢ime si pracu s Poincareho mapou a jej derivaciou.

1.4 Priklady

Priklad 4. Je dand 1/2-peridickd diferencidlna rovnica
& = 4m cos(4mt) + (x — sin(4nt)) sin(27t)

s pociatocnou podmienkou x(0) = xo. UkdZme, Ze tdto rovnica md periodické
riesenie a vyriesme stabilitu tohto riesenia.
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Riesenie

Mame rovnicu & = 4mcos(4nt) + (xr — sin(4nt))sin(27t). To je linedrna dife-
rencidlna rovnica 1. radu. Polozme K (t) = fg sin(27u) du. Riesiaca funkcia ma
tvar

t
o(t; 0, z0) = X0z + / e KO (47 cos(4ns) — sin(47s) sin(2nt)) ds]
0

cos(2mt) .
= zpe” = sin(4mt)

_ cos(2rmt)

Dostali sme teda 1/2-periodické riesenie ¢(t; 0, xg) = xpe™ 2r  + sin(4nt).

t

Obr. 1.4: Riesiaca funkcia ¢(¢; 0, zo) na intervale [0,10] s pociatoénymi podmien-
kami ,to=0axyg=1.

V dalom kroku vySetrime stabilitu rieSenia. Z Poincareho mapy dostavame

1

I(x0) = ¢(1; 0, 29) = xpe™ 27

Existuje iba jeden pevny bod Poincareho mapy zy = 0, ktory odpoveda jedinému
. . , [ . . 13 . , _ 1
1/2-periodickému rieseniu ¢(¢; 0, 0) = sin(4nt). Dalej plati % =ezw <la

preto 1/2-periodické rieSenie ¢(¢; 0, 0) = sin(4nt) je asymptoticky stabilné.

Priklad 5. Uvazujme logistickd rovnicu

T

& =r(t) {1 - W] — h(t)x

kde h(t) je spojitd, nezapornd, 1-periodickd funkcia ar(t), k(t) si spojité, kladné,
1-periodické funkcie, pricom naviac plati r(t) — h(t) > 0 - populdcia nevymrie.
Ukazme, Ze existuje 1-periodicke riesente tejto diferencidlnej rovnice.

Riesenie

Rovnicu si mozeme prepisat do tvaru

:'17:7‘zf—htx1—L
(1) <>][ T%(t)k@]
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Polozme z = % Potom plati = = —%. Pouzitim substiticie x = i dostavame
rovnicu
a(t)

y+a(t)y = w (1.16)

To je linearna diferencidlna rovnica 1. radu a jej rieSenie je tvaru

t
) = ¢ Ji tatw)du [yo N / i aw an U(5) ds} |
0 b(S)

Ak polozime A(t) = fg (a(s)) ds, potom ma rieSenie tvar

y=e A0 {yo + /Ot %6_’4(” dS} : (1.17)

Chceme, aby nase rieSenie y(t) bolo 1-periodické, potom musi platit y(0) = y(1) =
Yo. Potom z (1.17) dostavame

f01 #e‘f‘(t) ds

. b(s)
Yo = 6‘4(1) 1

Jediny kandidat na 1-periodické riesenie je preto tvaru

1 ﬁ 7A(t) dS t
_ Jo b ® —A(t) —A(t) a(s) A(t)
yo(t) = oA 1 ¢ +e i _b(s)e ds.

Z 1-periodicity funkcii a(t) a b(t) mame A(t + 1) = A(t) + A(1) a taktiez

t+1 t
/ as) A g — AW / als) —aw g
1 b(s) o b(s)

Odtial plynie vztah yo(t) = yo(t + 1) pre kazdé t a preto je rieSenie yo(t) 1-
periodické. PretoZe kazdé rieSenie rovnice ma tvar y(t) = yo(t) + Ce 40,
pre nejaka konstantu C' € R, je 1-periodické rieSenie yo(t) globalne asymptoticky
stabilné za predpokladu, ze A(t) — oo, t — oo. Tento predpoklad je splneni
vdaka tomu, zZe fol a(s)ds = 1t+1 r(s) — h(s)ds > 0. Ak teda plati yo(¢) > 0 pre
kazdé t, potom zo(t) = 1/yo(t) je 1-periodickym riesenim zadanej tlohy.

1.5 Derivacie Poincareho mapy vyssich radov

Pokial 1-periodické rieSenie 1-periodickej pociatocnej tlohy — je hy-
perbolické, potom na zaklade Poincareho mapy mozeme rozhodnut o stabilite
tohto rieSenia. Pokial vS8ak 1-periodické rieSenie nie je hyperbolické, potom z Po-
incareho mapy nevieme o stabilite ni¢ povedat. V tomto pripade potrebujeme
urcit derivaciu vyssich radov Poincareho mapy v pevnom bode, ktory odpoveda
nejakému periodickému rieseniu.
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Nech z(t) je vychylka rieSenia (t; 0, zo) 1-periodickej pociatocnej tlohy (L.1))-

(1.3) taka, ze plati
z(t) = p(t; 0, o) + 2(1). (1.18)
Derivovanim vztahu (1.18) podla ¢asu dostavame

) =i -

Z definicie riesiacej funkcie a dosadenim za x(t) dostavame rovnost
2(t) = (&, o(t; 0, 0) + 2(t)) = f(t (5 0, 20)). (1.19)
Pouzitim Taylorovho rozvoja pre obdrzime
2(t) = b(t)z + &(t) 2% + d(t) 2% + o(2%), (1.20)

kde b(t), &(t), d (t) st 1-periodické funkcie. Predpokladajme, Ze 1-periodické rie-
Senie ¢(t; 0, o) podiatocnej tlohy (L.I)-(L.3) nie je hyperbolické, teda, Ze plati
II'(0) = 1, ¢o je ekvivalentné vzfahu fol b(s)ds = 0. Polozme y(t) = [} b(s)ds.
Potom y(t) je 1-periodickd funkcia v premennej ¢, pretoze plati y(t + 1) — y(t) =
[ b(s)ds = fol b(s)ds = 0 (pretoze integral cez periédu prediodickej funkcie je
invariantny vo¢i posunutiu).

UvaZujme 1-periodickti substitticiu z(t) = efo P®y(¢). Potom rovnica ([.19) v
novej premenne u(t) bude tvaru

u(t) = c(t)u? + d(t)u® + o(u?), (1.21)
kde ¢(t), d(t) st 1-periodické funkcie, ktoré si dané predpisom

c(t) = elo PO (p), (1.22)

d(t) = 2o PO ds(p). (1.23)

Na zaklade tychto odvodeni a vzfahov mézeme skibif nage poznatky do na-
sledujtcej vety.

Veta 8 (Poincareho mapa a hyperbolické rieSenie). UvaZujme 1-periodicki po-
ciatoénd dlohu (1.1)-(1.3). Nech IT : R — R je Poincareho mapa tejto rovnice a
nech xy je pevny bod Poincareho mapy, tj. Il(x¢) = zo. Potom plati:

a)
I (o) = 2 / ()t = 20, (1.24)

kde c(t) je 1-periodickad funkcia definovand ako v rovnosti (1.22)). Ak je co # 0,
potom pevny bod xo odpovedajici periodickému rieseniu @(t, 0, xo) pociatocnej

alohy (1.1)-(1.3) je nestabilng.
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b) Pokial je co = 0, potom pre tretiu deriviciu Poincareho mapy v pevnom bode
xo plati vztah

" () = 6 /0 d(t)dt = 6do, (1.25)

kde d(t) je 1-periodickd funkcia definovand ako v rovnosti . Ak je dy > 0,
potom pevny bod xo odpovedajici periodickému rieseniu ¢(t, 0, xo) pociatocnej
tlohy - je nestabilny. Pokial dy < 0, potom je pevny bod xy odpoveda-
jici periodickému riesenieu ¢(t, 0 ,xo) pociatocnej dlohy (L.I)-(1.3) asymptoticky
stabilny.

Dékaz. Dokaz mozeme ndajst napr. v [I]. str. 137. O
Na nasledujiucom priklade ukazeme aplikaciu tejto vety.

Priklad 6. UvazZujme 1-periodickid rovnicu
. 3 3 .3 3 .
T =—x"+ 2% + sin®(27t) — 3 sin(27t) + 2w cos(27t)

Overime, Ze p(t, 0, 0) = sin(2nt) je 1-periodické riesenie tejto rovnice a vySetrime
jeho stabilitu.

Riesenie

Dosadenim do povodnej rovnice ihned dostdvame, ze ¢(t, 0, 0) = sin(27t) je
rieSenim tejto rovnice. Z predpisu je toto rieSenie 1-periodické. Overili sme, ze
©(t, 0, 0) = sin(27t) je 1-periodické rieSenie zadanej rovnice.
Teraz vySetrime jeho stabilitu. Polozme z(t) = sin(27t) +z(t). Oznacme f(t, z) =
—x3+ 3z +sin® (27t) — 3 sin(27¢t) + 27 cos(2nt). Zderivovanim funkeie f(t, ) podla
stavovej premennej x dostdvame
of 3
2L — 324 2
Ox * 2
Rovnica vo variaciach pévodnej rovnice po dosadeni x(t) = sin(27t) + 2(t) do %
ma tvar

3
z = (—3sin*(27t) + 5)z + 6sin(27t)z? — 32° (1.26)

Dalej méame fot —3sin?(27s) + %ds = %ﬁf”). Definujme preto novli premennt
u(t) ako z(t) = e(%(:m))u(t). Potom rovnica ([1.26)) v novej premennej s vyuzitim
vztahov (1.22), (1.23) ma tvar

. 3 sin(4mt) . 6 sin(47t)
w=e s 6sin(2mt)u’ — 3¢ sru?

Spocitajme este ag, ktoré sme definovali vo vete (7). Podla vztahu (1.15) je
1
of
= —(t,sin(27t))ds = 0
ao /0 (%(,sm(ﬂ)) s
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a teda zo vztahu (1.14) kone¢ne dostdvame

I'0)=e*=¢"=1

Potom riesenie sin(27t) odpovedajice pevnému bodu zg = 0 nie je hyperbolické
a o stabilite 1-periodického rieSenia (¢, 0, 0) nevieme ni¢ povedat. K vySetreniu
stability preto pouzijeme vysSiu derivaciu Poincareho mapy. Konkrétne apliku-
jeme vetu (8) vzorec ((1.24). Dostdvame tak

1 sin(4nt
1" (0) :2/ 5 6 sin(2rt)dt = 0
0

Podla vety nevieme o stabilite ni¢ povedat. Pozrime sa este na tretiu derivaciu
Poincareho mapy. Aplikdciou vety (8| vzorca (1.25) dostavame

3sin(4mt)

1
1 (0) = 6 / —3e¢  w dt <0
0

Podla vety je preto l-periodické riesie ¢(¢,0,0) = sin(27t) pdvodnej rovnice
asymptoticky stabilné.
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2. Bifurkacia

V prvej kapitole sme si zadefinovali periodické diferencidlne rovnice, peri-

odické riesiace funkcie a venovali sme sa stabilite tychto rieSeni pomocou Poinca-
reho mapy. Ulohu stability periodického rieSenia sme previedli na tlohu urcenia
hodnoty prvej derivacie Poincareho mapy v pevnom bode. Ak rieSenie nebolo
hyperbolické, potom sme museli urcit derivacie vyssich rddov Poincareho mapy,
na zaklade ktorych sme rozhodli o stabilite daného rieSenia.
Druha kapitola bude zamerané na perturbované diferencidlne rovnice - diferen-
cialne rovnice zavisle na parametry. Tedriu perturbovanych rovnic si na konci
kapitoly ilustrujeme na priklade populacného modelu. Na tuvod kapitoly sa zo-
znamime s pojmom bifurkacia.

Definicia 10 (Bifurkacia). Uvazujme diferencidlnu rovnicu
= f(\t, ). (2.1)

Bifurkdciou nazgvame bod (o, to, xo), v ktorom v zdvislosti na zmene parametru
A nastdva zasadna zmena chovania riesenia rovnice |2.1| na okoli bodu xy v case
to.

Bifurkacia nam teda urcuje "zlomovy”’bod, v ktorom sa rieSenie radikalne
zmeni. Mozeme si to jednoducho predstavit ako kotilanie gulicky po stole - gulicka
sa kottla po stole az sa dokottla ku kraju stola (bifurkdcia) a spadne z neho dole
na zem. Miesto, v ktorom gulicka opusti stol a za¢ne padat je presne to miesto,
v ktorom kotulanie sa gulicky zmeni chovanie.

Pozname viacero typov bifurkacii ako napr.vidlickoviti alebo typ sedlo-uzol. Viac
o bifurkécii a jej praktickom uplatneni si ukdzeme na konci kapitoly v priklade
populac¢ného modelu.

2.1 Perturbacia

Doposial sme sa venovali neautonémnym skaldrnym diferencidlnym rovniciam,
vySetrovali sme stabilitu ich rieseni pomocou Poincareho mapy. Co sa stane, ak do
nasej periodickej rovnice pridame parameter 7 Otazkou skalarnych periodickych
diferencidlnych rovnic so skalarnym parametrom sa budeme venovat v tejto sekcii.

Definicia 11 (Perturbované periodickd diferencidlna rovnica). Perturbovanou
1-periodickou diferencidlnou rovnicou od rovnice & = f(t, x) nazgvame rovnicu
tvaru

T =F(\t, x), (2.2)
kde funkcia F R xR xR = R, (A t, ) — F(\, t, x) spliuje podmienky

F(0,t, x) = f(t, x)
F\ t,x+1)=F(\ t, x).
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Perturbovanou diferencidlnou rovnicou teda rozuieme diferencidlnu rovnicu
zavisli na skaldrnom parametre.

V predoslej kapitole sme odvodili vztahy pre vypocet derivacii vyssich radov
Poincareho mapy a definovali sme si pojem hyperbolického riesenia.
Teraz sa budeme zaoberat lokalnou bifurkaciou nehyporbelockych 1-periodickych
rieSeni. Nehyperbolické 1-periodikcé rieSenie je také 1-periodické riesenie, ktoré
nie je hyperbolické tj. hodnota prvej derivacia Poincareho mapy v pevnom bode
je rovna 1.

Uvazujme 1-periodickt perturbovani rovnicu
=F(\tx), NeR (2.3)
takd, ze F'(0,t,x) = f(t, ). Predpokladajme, Ze
11(0,20) = o, IT'(0, z0) = 1, I"(0, 9) = 2co # 0, cp € R

a ze neperturbovana 1-periodicka rovnica ma nehyperbolické 1-periodické rieSenie
©(t; 0, xp).
Néas bude zaujimat lokadlna bifurkadcia nehyperbolického rieSenia perturbovane;j
rovnice - budeme sktimaft spravanie riesenia perturbovanej rovnice na okoli
pevného bodu 2y a A = 0. K tomu vyuzijeme Poincareho mapu II(\, zy) pertur-
bovanej rovnice.

Uvazujme transformaciu rovnice tak, ze jej Taylorov rozvoj je tvaru

y(t) = A\ t) + B\, y(t) + CA\, )2 (1) +o(y*(1)), y(0) = o, (2.4)
pre 1-periodické funkcie A(A, t), B(A, t), C(A, t) splhujiace A(0, t) = B(0,t) =0
a C(O, t) 7£ Co

Potom prislusnd Poincareho mapa tejto rovnice ma tvar
T(Ayo) = yo + AN) + B\ t)yo + C(N)yg + o(yd), (2.5)
B(A) =0, C(A) = co # 0.

AN =
P ¢et pevnych bodov Poincareho mapy II(Ayo) zévisi na spravani funkci
A()N), B(\), C(\) na okoli A = 0. Potrebujeme preto vedief priblizné hodnoty
tychto funkcii na tomto okoli.

Ukazuje sa, ze plati

o1l 0?11

a(oa O) - Ao, 0)\8 %o

Odvodenie tychto vztahov mozeme néajst napr. v [I] na strane 142-143. Pre Tay-
lorov rozvoj Poincareho mapy na okoli A = 0 potom dostavame vztah

— (0, 0) = By.

1
I\, yo) = yo + oty + Aoh + 0o(X?) + §Boyo)\ + 0(A)yo + o(X)i + o(yg)
kde Ay, By st konstanty. Tento vztah mdZeme upravit na tvar
1
TI(A, o) = AoA + [1+ SBoA + o(A*)]yo + [co + o(N)]yg + o(\*) +olys)  (2.6)

Zo vztahu (22.6) dostdvame nasledujiicu vetu, ktord ndm déva existenciu 1-perio-
dickych rieseni na okoli A = 0.
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Veta 9 (Bifurkicia sedlo-uzol pre 1-periodické diferencidlne rovnice). Nech Ay a
co su definované ako vyssie. Nech Agco # 0. Potom perturbovand diferencialna
rovnica na okoli A =0 ma

a) dve 1-periodické riesenia, pokial je AAgco < 0

b) jedno 1-periodické riesenie, pokial je NAgco =0

c) Ziadne 1-periodické riedenie, pokial je NAgco > 0

Na zaklade tejto vety modzeme po urcéeni koeficientov Ay, ¢y rozhodnut, kolko
méa perturbovana rovnica na okoli A = 0 periodickych rieseni.

2.2 Populacny model

V prvej kapitole v pocetnej ¢asti sme sa v jednom z prikladov venovali popu-
la¢nej rovnici. Tento populacny model sme uvazovali s periodickym ubytkom tj.
periodic harvesting. Cely model sme rozobrali a odvodili jeho vSeobecné rieSenie.
Teraz v tejto sekcii sa budeme zaoberat popula¢nym modelom, ktory popisuje vy-
voj populécie ryb v rybniku. Na tomto priklade si ilustrujeme teériu 2. kapitoli.
Na zéklade vypoctov s konkrétnymi idajmi zistime, pri akom pocte ryb sa vyvoj
populacie dramaticky meni - bifurkuje. Tento popula¢ny model budeme uvazovat
s periodickym tbytkom (s perdiockym rybolovom).

Budeme sa venovat vyvoju populacie ryb Tilapia zijacich v rybniku. Pouzité data
st prebrané z Katedry rybolovu v Malajzii, vid [5].

Uvazujme rybnik s plochou 156 100 m?. Predpokladame, Ze tento rybnik dokéze
uzivit 5 ryb druhu Tilapia na 1 m?2. Odtial mame, Ze celkova kapacita ryb, ktort
tento rybnik dokaze uzivit je 780 500. U ryb druhu Tilapia vieme, ze ¢as potrebny
k dosiahnutiu dospelosti je 6 mesiacov. Dalej predpokladdme, ze az 80 % ryb sa
dozije dospelosti. Popula¢ny model, ktory uvazujeme pri skiimani vyvoja tejto
populécie ryb v rybniku mé tvar

%f) — pR(t) {1 - %} —H(?)

kde K je pocet ryb, ktoré rybnik dokaze uzivit, p udava mieru ryb, ktoré sa
doziji dospelosti, R(t) je pocet ryb Zijacich v rybniku v ¢ase ¢ a funckia H(t)
reprezentuje bytok (v naSom pripade rybolov). Rozlisujeme 2 pripady funkcie
H a to pripad, kedy je funkcia H konstantna a kedy je funkcia H periodicka
(periodicky sa opakujtci rybolov (harvesting)). Funckia H pre periodicky rybolov
je definovand néasledovne

H(t) =156 100, t<6, H(t)=0, t>6

H(t+12) = H(t)

Vidime, ze funkcia H je periodicka a ma periédu 1 rok. Populacia ryb preto nevy-
hynie v désledku rybolovu. Néasledujtici obrazok nam ilustruje popula¢ny model
s peridocikym rybolovom.
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5 Periodicky rybolov s periddov 12 mesiacov

8
780500 7

6
515 584\
5

&4

3,

| : | I | |
0 5 6 0 12 15 2

t [mesiace]

Obr. 2.1: Popula¢ny model s periodickym rybolovom H s periédov 12 mesiacov.

populéacie, Pokles populacie. Populacia dosahuje svojeho minima 515 584
po prvych 6 mesiacov a potom periodicky kazdy rok, a svojho maxima 785 500
na zaciatku tj. pociato¢ny pocet populacie a potom periodicky kazdy rok.

Teraz sa pokusime najst rovnovazny bod popula¢ného modelu bez rybolovu (har-
vesting). Tento rovnovazny bod ndm urc¢uje mnozstvo ryb, pri ktorom populacia
ryb ostane nezmenena. Chceme teda zistit, kedy rovnica popula¢ného modelu bez
rybolovu méa obe strany nulové.

MO prr) [1-%} CH(t) =0
PR(1) [1 - %} CH(t) =0
R

R=0 VvV R =780 500

Nasli sme teda 2 rovnovazne body popula¢ného modelu bez rybolovu a to pre
R =0a R ="780500.V tychto 2 rovnovaznych bodov sa populécia ryb nezmeni.
Rovnovazny bod R = 0 je nestabilnym bodom, pretoze ak bude na zaciatku
populacia ryb blizko bodu R = 0, potom sa populacia bude zvic¢Sovat respk.
zmensovat, teda riesenia populac¢nej rovnice bez rybolovu blizko bodu R = 0 sa
budd od tohto bodu odrézat (na intervale (0,780 500) budd réast, na intervale
(0,-00) klesat).

Rovnovazny bod R = 780 500 je stabilnym bodom. RieSenia populacnej rovnice
bez rybolovu sa budi k tomuto bodu priblizovat. Ak teda bude populacia na za-
¢iatku vicsia respk. mensia ako 780 500 ryb, potom populécia za¢ne klesat respk.
rast k bodu 780 500 (na intervale (0,780 500) bude rast, na intervale (780 500,00)
bude klesat).

Teraz sa budeme zaoberat popula¢nym modelom s konstantnym rybolom. Naj-
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skor ndjdeme bifurkaény bod tohto modelu a néasledne rozoberieme a ilustrujeme
vSetky moznosti v zavislosti na tomto bifurka¢nom bode.
Néajdenie bifurka¢ného bodu: Uvazujeme model

dR(t)
Cdt

R(t)

—preo) 1= 52| - o

kde H(t) je konstantnd funkcia. Dosadenim ziskanych dat dostavame vztah

R
- 1- —H
0=08k { 780 500]

To je kvadraticka rovnica. Hladdame bifurkacny bod a preto nas zaujima, kedy je
diskriminant tejto rovnice nulovy. Diskriminant rovnice je dany vztahom

1
D=0.8%—-4 H
0.8 780 500
a je nulovy prave vtedy, ked
0=0,8%—4 1 H
o 780 500

Odtial dostavame, ze H = I 0’§2 ~ 156 100. Nagli sme bifurkacny bod H =
780 500
156 100 popula¢ného modelu s konstantnym rybolov. Rozlisime preto 3 moznosti,

ktoré mozu nastat.

Nech H < 156 100. Uvazujme H = 120 000. Potom dostavame

d}fl—f) — pR(®) {1 _ %1 CH(@#) =0
0.8 [1 - 500} 120 000 = 0

R=2025380 VvV R=577920

Méame teda 2 pevné body modelu s konstantnym rybolovom H = 120 000 a to

R =202 580 a R =577 920. Dostavame tak, Zze pre pociato¢ni populaciu ryb

presahujicu pocet 577 920 dochadza k poklesu, pricom pokles tejto populacie sa

blizi k hodnote 577 920. Pokial je pociato¢nd populdcia v rybniku mensia ako

R = 202 580, potom ddjde k vyhynutiu. Samozrejme, ak sa pocet pociatoc¢nej

populécie nachadza v intervale (202 580,577 920), dochadza k rastu populacie.
Nech H > 156 100. Uvazujme H = 180 000.Potom dostavame

dR(t) R(t)

—— 7 —pR() |1 = 2| — H(t) =

o pR<>{ 2| —H( =0

. 1— -1 =

OSR[ 0 500} 80 000 = 0
D =08 -4 1

0,8 <0500 80 000 < 0
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«10° Konstantny rybolov H=120 000
\

7 -

6 -

577920 5 =
o
4 -

3 -

2

202580 1 -

| | | | |
0 2 4 6 8 10
t [mesiace]

Obr. 2.2: Popula¢ny model s konstantnym rybolovom H=120 000.
populacie, rast populéacie a pevne body R = 202 580, R = 577 920. Populacia me-
dzi tymito pevnymi bodmy rastie, inak klesa az vymiera.

Z posledného vztahu (vypocet diskriminanta) plynie, ze Ziadna taka redlna hod-
nota R rieSiaca tuto kvadratickd rovnicu neexistuje. To znamenad, 7e nasa popu-
lacia ryb bude vymierat.

Nech H = 156 100. Potom dostavame

dR(t) R(t)
——=pR(t) |1 ——=| —H(t)=0
30—y [1- 2] -
. 1— — 156 100 =
083[ 720 500 56 100 =0
R = 389 482

Model s konstantnym rybolovom H = 1560 100 ma prave jeden pevny bod
R = 389 482. Ak teda bude pociato¢na populdcia ryb v rybniku vicsia ako
389 482, potom sa tato populdcia bude zmensSovat a blizit sa hodnote 389 482,
Ak bude pocdiatoénd populacia mensia ako 389 482, potom v danom rybniku
zaznamenavame vymieranie populacie.
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3. 2-dimensionalne vektorové pole

Na uvod tretej kapitoly sa podme pozriet do histérie a sveta fyziky. Do me-
ritka si vezmene nemeckého elektrického inziniera a fyzika Batlhara van der Pola.
Van der Pol sa v 20. rokoch 20 storocia venoval rddiovym vlndm a elektrickym
obvodom. Pocas jeho vyskumu v laboratériach experimentoval s oscilaciami v ob-
vode s elektrénkamy, ktoré v tej dobe boli pouzivané na kontrolu toku elektrickej
energie v obvode. VSimol si, Ze vSetky pociatocné oscilacie konverguji k rovnake;j
prediodickej drahe s kone¢nou amplitidou. Pretoze spravanie tychto takzvanych
vlastnych oscilacii bolo rozdielne od spravania rieseni linearnych rovnic, navrhol v
roku 1927 nelinearnu diferenciadlnu rovnicu popisujicu spravanie tychto oscilacii.
Van der Polova rovnica popisujiica toto spravanie ma tvar

i=c(l—a*)i—x,¢6>0 (3.1)

Vyraz (1 — 22)d v rovnici (3.1)) ndm reprezentuje timiacu silu.

Najvacsi vyznam tejto rovnice spociva v pripade € >> 1, kedy Van der Pol ob-
javil relaxac¢né oscilacie, ktoré zohravaju podstatnu tilohu v tedrii geometrickych
singularit pola a jeho analyzy. Van der Pol pokracoval vo svojom objave a svo-
jej rovnici dodal ¢len reprezentujici silu periodického nitenia asin(wt) (nitené
kmitanie). Jeho rovnica s nitenymi kmitmy mala tvar

i=¢e(l—12%)i—x+asin(wt),a€R (3.2)

kde parameter a € R je amplitida nitiacej sily a w € R je frekvencia. Van der
Pol s jeho kolegom Van der Markom pri vySetrovani tejto rovnice s periodickymi
nutenymy kmitny zistili, Ze poc¢as zmeny frekvencie systému sa objavili subharmo-
nické oscilacie a ako prvy zaznamenali chaotické oscilacie v elektrickom obvode.
Neskor sa Van der Polovou rovnicou s nitenymi kmitny zaoberali Cartwright a
Littlewood, ktory na zaklade analyzy tejto rovnice polozili zaklady chaotyckych
systémov.

V tejto kapitole sa pozrieme na Van der Polovu rovnicu s nutenymi kmitmy -
niteny Van der Polov oscilator, rozoberieme niekolko pripadov a tie ilustrujeme
pomocou obrazkou. Taktiez rozoberieme Specidlny pripad Van der Polovej rovnice
bez posobiacej sily tj. oscilator bez nutenych kmitov.

Cielom tejto kapitoly je zoznamit sa s pojmom limitny cyklus, nahliadnut do
dvojdimenzionalneho sveta diferencidlnych rovnic a v fiom preskimat Van der
Polov oscilator pomocou prikladov.

Pozrime sa najskér na samotn Van der Polovi rovnicu

i=c(l—aHi—2, £€>0

Ide o nelinearnu diferencidlnu rovnicu 2. radu so skalarnym parametrom ¢ > 0.
Dvojdimenzionalny tvar tejto rovnice je reprezentovany systémom

i=y (3.3)
y=c(l—2*)y—z,e>0

Staciondrnym bodom tohto systému je bod [0, 0].
Van der Polova rovnica je Specidlnym tvarom Lienhardovej rovnice:
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Definicia 12 (Lienhardova rovnica). Nech f, g € €'(R) také, Ze [ je pdrna
funkcia a g je nepdrna funkcia. Potom rovnicu tvaru

T+ fi4+g9g=0
nazyvame Lienhardovou rovnicou.

Z Lienhardovej rovnice dostaneme Van der Polovu rovnicu poloZzenim f =
e(l—2?)ag=nu.

Bez d6kazu napiSeme vetu hovoriacu o jednoznacnosti a existencii limitného
cyklu Lienhardovej rovnice, ktory je stabilny. Dokaz tento vety mozeme najst v
[3]. Predtym si este zavedieme definiciu limitného cyklu.

Definicia 13 (Limitny cyklus). Limitngm cyklom definujeme izolovani uzavreti
trajektoriu tj. susediace trajektorie nie s uzavreté (bud Spirdlovito smeruji k
limitnému cyklu alebo od neho).

Povieme, Ze limitny cyklus je stabilnyg, pokial sa k nemu blizia vietky susedné
trajektorie. Stabilny limitny cyklus vykazuje vlastné oscildcie.

Veta 10 (Lienhard). Nech f.,g € €¢'(R). Nech g(x) > 0 pre vsetky x > 0.
Oznacme F(x) = [ f(t)dt. Nech F md koreri a € RY taky, e F(z) < 0 pre
0 <z <aakF(xr)>0prez > a, pricom lim F(z) = oo, x — o0o0. Potom
Lienhardova rovnica md prave jeden stabilny limitny cyklus v okoli bodu 0.

Lienhardova veta ndm zarucuje existenciu prave jedneho stabilného limitného
cyklu v okoli pociatku pre Van der Polovu rovnicu (3.1). Ukazuje sa, ze tento
stabilny limitny cyklus pre € — 0 je kruznica so stredom v pociatku a polomerom
2.

3.1 Van der Pol

V avode sme si uviedli rovnicu Van der Polovho oscilatora tvaru
i=—-x+e(l—aHi, >0

Této rovnica ndm opisuje oscilacie triédy v elektrickom obvode. V $pecidlnom
pripade pre € = 0 dostavame rovnicu jednoduchého harmonického kmitania

T+xz=0
Pre ¢ > 0 mame v rovnici ¢len (1 — 2?)% reprezentujici silu zavislt na rychlosti a

priestore. T4to sila urychluje oscilator, pokial 22 < 1 a spomaluje, pokial 22 > 1.
Pre € >> 1 nam rovnica popisuje relaxac¢né oscilacie.

Skor, ako budeme Studovat rovnicu Van der Polov oscilator s niutiacou peri-
odickou silou, pozrime sa na rovnicu Van der Polovu oscilatora bez niitiacej sily.
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Uvazujme rovnicu (3.1 (alebo ekvivalentne rovnicu (3.2)) s A = 0). V pripade,
ze A = 0, potom sme si v ivode rozmysleli, ze dvojdimenzidlny tvar rovnice (3.1))
je reprezentovany systémom ([3.3)) tj. ma tvar

T =1y

jy=—x+¢e(l—2%y

Jacobiho matica tohto systému je (_01 i), vlastné cisla Jacobiho matice st y =
%(5 + V2 —4). Odtial dostavme, Ze stacionarny bod [0, 0] bude pre ¢ < 0 ne-
stabilny - trajektérie vnatri limitného cyklu opustia limitny cyklus a p6jdu do
stacionarneho bodu [0, 0] a trajektérie mimo limitného cyklu opustia limitny
cyklus. Pre € € (0; 2) a € € (2; oo) bude stacionarny bod stabilny - trajektérie
opustia stacionarny bod a napoja sa na limitny cyklus. Budeme preto uvazovat
e > 0. Limitnym cyklom v tomto pripade bude valec, ktory je homeomorfny
priestoru S' x R. Tento valec je invariantnou varietou v tom zmysle, ze kazdé
rieSenie, ktoré bude zac¢inat na tomto valci, ostane na tomto valci (bude sa na
valec "namotavat”). RieSenia blizko valca budi k nemu pritahované a budi na sa

valec namotavat - vytvoria stenu valca. [lustrujumeme si tento pripad pre ¢ = 1
v R2.

Priklad 7. UvaZujme systém

T=1y
j=—z+(1-2%)y

Vykreslime 2 riesenia tohto systému - prvé riesenie splnuje pociatocné podmienky
[2(0); y(0)] = [5; 6] a druhé [x(0); y(0)] = [6; C].

Riesenie

T=y
j=—a+(1-2")y

——rie$enie systému

5 | | | | | J
-4 -2 0 2 4 6 8

Obr. 3.1: Dve rieSenia nentteného Van der Polovho oscilatora pre parameter € = 1
s poCiatotnymy podmienkami [2(0);y(0)] = [5;6] a

Vidime, Ze oba riesenia su pritahované k limitnému cyklu-valcu. Valec je tvo-
reny periodickymsi rieseniami, ktoré sa nan namotavaji. Samotny valec je vykres-

leny na nasledujicom obrdzku:
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—limitny cyklus

% 1 1 1 1 1 ]
-3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 3.2: Limitny cyklus

Tymto prikladom opustime rovnicu Van der Polovho oscildtora bez nutiacej

sily a za¢neme za zaoberat rovnicou Van der Polovho oscilatora s natiacou peri-
odickou silou.
V avode tejto kapitoly sme pre Van der Polov oscilator uvazovali natiacu perido-
ickt silu sin(wt) s amplitidou a € R. My budeme uvazovat obecnt T-periodickt
silu f s amplitidou A € R. Rovnica Van der Polovovho oscilator s nitiacou silou
ma potom tvar

i=e(l—2%)i—x+Af(t), e>0, A eR (3.5)

kde f(t) je T-periodicka sila nitenia.
Ak si tato rovnicu prevedieme do dvojdimenzionalneho tvaru, dostaneme systém

i=vy (3.6)
= —x+e(l—ad)y+ (D).

Specidlny pripad A = 0 sme si uZ ilustrovali. Teraz sa pozrieme na pripad,
kedy je amplitada |A| nenulovéi a dostatoéne mala.
Limitnym cyklom aj v tomto pripade bude valec v priestore R? x R uzavrety
na invariatné valce nentteného oscilatora, ktory bude pritahovat vsetky blizke
rieSenia naseho skiimaného systému. Tento valec je invariantnou varietou.
Pozrime sa na priklad rovnice Van der Polovho oscilatora s 2m-periodickou nitia-
cou silou.

Priklad 8. Uvazujme rovnicu Van der Polovho oscildtora (3.5) s parametramy
e=1a X =0,002. Nech nitiaca sila je reprezentovand 2m-periodickou funkciou
f(t) = cos(t)sin(t). Vykreslime riesenie Van der Polovho oscildtora s nitiacou
stlou pre dani pociatocni podmienku.

Riesenie

Riesenia s danymi pociatocnymi podmienkamsi su pritahované do valca - li-
mitného cyklu ako na obrazku. V nitenénom Van der Polovom oscilatore je tok na
valct iny ako tok na valct neniteneho oscilatora. Na valci nentuteného oscilatora
sme zaznamenali paralelny tok, v pripade niteneho oscilatora to neplati.
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Van der Polov oscilator s natenymi kmitmy s 27-periodickou funkciou
F(t) = cos(t) sin(t) a amplitidou A = 0.4

Obr. 3.3: RieSenia Van der Polovho oscilatora s nitenymi kmitny. Posobiaca sila
na oscilator je f(t) = cos(t) sin(t). Poc¢iato¢nd podmienka je [x(0); y(0)] = [1; 0].

3.2 Poincareho mapa pre Van der Polov oscila-
tor

Doposial sme este stale nevyuzili periodicitu nitiacej sily. Uvazujem T-perio-
dickt nttiacu silu f(¢). RieSenie rovnice Van der Polovho oscilatora s T-perio-
dickou nttiacou silou je potom translac¢ne invarinatné v ¢ase t o periodu T. M6-
zeme teda stotoznit ¢as t = 0 s ¢asom t = T'. Vdaka tomuto pozorovaniu mozeme
riegenie ilustrovat v priestore R? x S, kde priestor S! = R/Z nazyvame kruznica.
To ndm umoznuje zapisat rovnicu Van der Polovho oscilatora ako systém

£ = (3.8)
gy = —a1 +e(1 — 22wy + Mf(w3), e > 0, A €R (3.9)
3=1mod T (3.10)

kde T je peridda funkcie f. Limitny cyklus tohto systému je difeomorfny torusu
St x St. Tento torus je invariantnou varietou niiteného Van der Polovho oscilatora
a pritahuje v8etky blizke riesenia. V pripade malej amplitiidy |A| pradenie na tore
nie je paralelné a moze obsahovat asymptoticky stabilné a nestabilné periodické
orbity.

Na tento systém sa pozrieme pomocou Poincareho mapy. Poincareho mapu pre
1-periodickt diferencidlnu rovnicu sme si definovali ako zobrazenie

IM:R—NR
definované predpisom
zo — ¢(1; 0, o).

Uvazujem rovinu R tvorend bodmy (x, 2, 0). Tato rovina je rezom, ktorym
rieSenia prechadzaju prie¢ne vzhladom na posledni zlozku systému (3.8). To ndm
umoziiuje definovat Poincareho mapu II systému ([3.8)) ako zobrazenie

II:R— R
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definované predpisom
(21,29,0) = (p(T; 21, 2, 0), 0)

kde ¢(T; 1, w3, 0) je rieSenie systému prechddzajtice bodom (z1, 72,0) v
case t = 0.

Pre malt amplitadu |A| zistujeme, Ze pociatok - rovnovazny bod systému, je
nestabilnym pevnym bodom Poincareho mapy II. Tteracie ostatnych bodov Po-
incareho mapy konverguja k invariantnej uzavretej krivke, ktora obklopuje tento
nestabilny pevny bod Poincareho mapy. O tejto problematike sa mdézme viac do-
zvediet v tedrii St grup.

Prejdime z tedrie do praxe. Aplikujeme a ilustrujeme dant tedriu na prikladoch.
Ukéazeme zvlast vysledky pre nentteny a niteny Van der Polov oscilator v pries-
tore R? x R a v priestore S x R.

Priklad 9. Uvazujme rovnicu neniuteného Van der Polovho oscildtora pre e = 1
reprezentovant systémom

T=1y
g=—z+(1-2%)y

Uvazugme pociatocni podmienku [x(0); y(0)] = [1; 2]. Ndjdite orbitu a jej Poin-
careho rovinu. Vykreslite riesenie.

Riesenie

Najskor sa pozrieme na orbitu neniteneho Van der Polovho oscilatora. Po nu-
merickom vypocte v prostredi MATLAB dostavame nasledujicu orbitu

Orbita nentteného Van der Polovho oscilatora

6 T

Obr. 3.4: Orbita nentiteného Van der Polovho oscilatora v R x R s pociato¢nou
podmienkou [z(0); y(0)] = [1; 2].

Poincareho rovina tejto orbity je vyobrazend na nasledujicom obrazku.
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\Poincareho mapa nenuteného Van der Polovho oscilatora
T T T

-3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 3.5: Poincareho mapa nenuteného Van der Polovho oscilatora v R x R s
podiato¢nou podmienkou [z(0); y(0)] = [1; 2].

\Nenﬂteny Van der Polov oscilator \

Obr. 3.6: RieSenie nentiteného Van der Polovho oscilatora v R? x R s podiatoénou
podmienkou [z(0); y(0)] = [1; 2].

‘ Nendteny Van der Polov oscilator

A N o N s

Obr. 3.7: RieSenie nenuteného Van der Polovho oscilatora v S x R s pociato¢nou
podmienkou [z(0); y(0)] = [1; 2] a Poincareho rovina .
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Z obrazka Obr. 3.4 wvidime, Ze limitny cyklus pritahuje rieSenie nenuteného
oscildtora s pociatocnou podmienkou [x(0); y(0)] = [1; 2] a toto riesenie sa na
Limitny cyklus namotava. Z Obr. 3.5 vidime, Ze body Poincareho mapy konverguji
k invariantnej uzavrenej krivke, ktord neobklopuje Ziaden bod Poincareho mapy.
Obr. 3.6 nam interpretuje paralelny tok na wvalci a Obr. 3.7 nam reprezentuje
"namotavanie”riesenia na valec.

V dalsom priklade ilustrujeme teériu pre nateny Van der Polov oscildtor.
Budeme uvazovat mala kladn(i amplitadu T-periodickej natiacej sily. Tak ako v
predoslom priklade, aj v tomto priklade vysledok ilustrujeme v priestore R? x R
a v priestore S x R.

Priklad 10. Uvazujme rovnicu nentuteného Van der Polovho oscilatora tvaru
i =0,.8(1—2%)i —z +0,3cos(t)sin’(t)
Tito rovnicu moZeme prepisat do systemu rovnic tvaru

T=1
= —x+0,8(1 — 2%y + 0,3 cos(t)sin?(t)
Uvazujeme teda pripad X = 0.3, € = 0,8 s nitiacou I-periodickou silou f(t) =

cos(t)sin®(t). Nech [z(0); y(0)] = [2; —2] st pociatocné podmienky tohto sys-
tému. Najdime orbitu a jej Poincareho rovinu. Vykreslime riesenie.

Riesenie

Orbita niiteného Van der Polovho oscilatora daného rovnicou & = 0.8(1 — 2%)3 — z + 0.3 cos(t) sin’(£) \
I I I I I

2 -2

Obr. 3.8: Orbita ntateného Van der Polovho oscildtora v R x R s nutia-
cou 2m-periodickou silou f(t) = cos(t)sin?(t) a s pofiatonou podmienkou
[(0); y(0)] = [2; —2].

31



a s pociato¢nou

cos(t)sin®(t)

a s pociato¢nou podmienkou

cos(t)sin®(t)

¢ho Van der Polovho oscildtora R x R s na-

\ Nuteny Van der Polov oscilator \

iten
(t)

u

‘Poincareho mapa nuteného Van der Polovho oscilatora ‘

‘ Konvergencia bodov Poincareho mapy nateného oscilatora ‘

Obr. 3.10: Konvergencia bodov Poincareho mapy nuteného Van der Polovho osci-

latora v R xR s natiacou 2m-periodickou silou f(t)

Obr. 3.9: Poincareho mapa n
tiacou 27-periodickou silou f
podmienkou [z(0); y(0)] = [2; —2].

300

200

s
S

150

50

teného Van der Polovho oscilatora v R? x R s nitia-
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cou 2m-periodickou silou f(t) = cos(t)sin?(t) a s potiatoénou podmienkou

[2(0); y(0)] = [2; —2].
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\ Nuteny Van der Polov oscilator \

Obr. 3.12: RieSenie niateného Van der Polovho oscildtora v S x R s nitia-
cou 2m-periodickou silou f(t) = cos(t)sin?(t) a s po€iatoénou podmienkou
[(0); y(0)] = [2; —2] a Poincareho rovina.

Z obrazka Obr. 3.8 vidime, Ze limitny cyklus pritahuje riesenie niutencho osci-
ldtora s pociatoénou podmienkou [x(0); y(0)] = [2; —2]. Z Obr. 58.10 vidime, Ze
body Poincareho mapy konverquji k invariantnej uzavrenej krivke, ktora neoklo-
puje Ziaden bod Poincareho mapy. RieSenie je stabilné. Obr. 3.11 nam interpre-
tuje paralelny tok na valci a Obr. 3.12 nam reprezentuje "namotdvanie”riesenia
na valec.

33



Z.aver

Cielom préace sa bolo zoznamit s periodickymi rieSeniami obyc¢ajnych dife-
rencidlnych rovnic a teériu ilustrovat na prikladoch. Praca nebola zamerand na
dokazovanie tedrie, ale na aplikaciu tedrie. Vdaka tymto preferencidm préaca obsa-
huje viac prikladov zameranych na periodické rieSenia obycajnych diferencialnych
rovnic.

V prvej kapitole sa analyzuju skalarne diferencidlne rovnice, ktoré su peri-
odické v ¢ase (prava strana rovnice je periodicka). Hladame periodické rieSenia
(veta (2))) alebo ekvivalentne pevné body Poincareho mapy (definicia (§)), na
zaklade ktorych rozhodujeme o stabilite, nestabilite a asymptotickej stabilite.

Z prvej kapitoly dostavame néasledujice vysledky: a) Periodické riegenia je mo-
7né konstuovat numericky (vety (4) a (4)) ako iteracie Poincareho mapy (vid obr.
1.3). Prislusny software je v préaci testovany na rade prikladov. b) Alternativou
k rozhodovaniu o asymptotickej stabilite/nestabilite je analyticky vypocet prvej
derivacie Poincareho mapy v pevnom bode (veta ) V sekcii 1.4 sme riesili dve
(v [I] neriegené) priklady tohoto vypoc¢tu. Ide o priklady hyperbolickych pevnych
bodov (vid definicia (9)).

O stabilite nehyperbolickych pevnych bodov rozhodujia derivacie Poincareho
mapy vyssich rddov (veta (8))). V [I] je uvedeny priklad nehyperbolického pevného
bodu, ktory je asymptoticky stabilny. V mojej praci je tento priklad uvedeny
ako Priklad 6 - je spravend podrobna analyza tohoto prikladu vratane vypoctu
prislusnych derivacii vyssich radov.

Na rozdiel od 1. kapitoly, uvazujeme v 2. kapitole parametrickt zavislost ska-
larnych diferencianych rovnic s periodickou pravou stranou v ¢ase. Opierame sa o
tedriu (veta (9)), ktora vedie k vzniku az dvoch periodickych rieseni v zavislosti
na hodnote bifurka¢ného parametru.

Prinosom mojej prace je numericka analyza konkrétneho popula¢ného modelu
[5]

V poslednej kapitole je uvedeny priklad dvoch obycajnych diferencidlnych rov-
nic s periodickou pravou stranou (Van der Polov oscilator). Je naznacena tedria
modelu. Hlavnym vysledkom tejto kapitoly je parametrické stadium atraktorou
a prislusny simula¢ny model.

Verim, ze v8etky tri kapitoly boli napisané zrozumitelne a pomohli ¢itatelovi
ziskat predstavu o vyuziti periodickych rieSeni obycajnych diferencidlnych rov-
nic a ich aplikacii v réznych oblastiach. Praca nemohla pokryt vSetky detaily a
stvisiacu teodriu, napriklad tretia kapitola je hrubym obrazom modelu Van der
Polovho oscilatora.
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