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Úvod

V úvode pripomenieme základné tvrdenia týkajúce sa poèiatoènej úlohy pre
sústavu obyèjaných diferenciálnych rovníc prvého rádu.

De�nícia 1. Uva¾ujme zobrazenie f : R × Rn → Rn; (t, x) 7→ f(t, x). Predpo-
kladajme, ¾e f ∈ C (I × G, Rn), kde G ⊂ Rn je neprázdna otvorená mno¾ina a
I ⊂ R otvorený interval. Potom rovnicu tvaru

ẋ(t) = f(t, x(t)) (1)

nazývame neautonómnou skalárnou diferenciálnou rovnicou.
Uva¾ujme naviac poèiatoènú podmienku x(t0) = x0 ∈ G, kde t0 ∈ I. Poèiatoènou
úlohou rozumieme úlohu

ẋ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0. (2)

De�nícia 2 (Rie¹enie diferenciálnej rovnice). Nech f ∈ C (I ×G, Rn), kde G ⊂
Rn neprázdna otvorená mno¾ina a I ⊂ R otvorený interval obsahujúci bod t0.
Nech funkcia x : J ⊂ I → Rn má spojitú prvú deriváciu na otvorenom intervale
J tj. x ∈ C 1(J, Rn). Nech platí

ẋ = f(t, x), ∀t ∈ I

a nech je splnená poèiatoèná podmienka

x(t0) = x0

Potom funkciu x(t) nazývame rie¹ením poèiatoènej úlohy (2) na intervale J ⊂ R.

Ak je funckia x(t) rie¹ením diferenciálnej rovnice ẋ = f(t, x) na intervale
J ⊂ R, potom nutne x ∈ C 1(J). Ak sú funkcie x(t) a f(t, x) spojité, potom
zobrazenie t 7→ f(t, x) je spojité na intervale J a teda aj ẋ(t) je spojitá funkcia
na intervale J , viï [4].

Pozrime sa na jednoznaènos» a existenciu rie¹enia poèiatoènej úlohy (2). Pred-
pokladajme, ¾e

f ∈ C (I ×G, Rn),
∂f

∂xi
∈ C (I ×G, Rn), i = 1,2,3,...,n (3)

Za týchto predpokladoch potom platí veta o lokálnej existencií a jednozna-
ènosti rie¹enia, viï [2] Veta 1.1, Poznámka 1.2.

Rie¹enie poèiatoènej úlohy (2) ide roz¹íri» na maximálny interval existencie,
viï [2] Veta 1.2, De�nícia 1.6. Je to otvorený interval, ktorý budeme znaèi»
J (t0, x0). Na základe týchto tvrdení platí následujúca veta

Veta 1 (Rie¹iaca funkcia). Uva¾ujme poèiatoènú úlohu (2). Za predpokladu (3)
existuje operátor

ϕ : R× R× Rn → Rn

t ∈ I (t0, x0), (t0, x0) ∈ I ×G 7→ ϕ(t; t0, x0) = x(t) ∈ Rn

ktorý priraïuje trojici (t; t0, x0) vektor rie¹enia x(t) poèiatoènej úlohy (2) v èase
t ∈J (t0, x0). Operátor ϕ nazývame rie¹iacou funkciou.
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Zakladným predpokladom na¹ej analýzy je periodicita pravej strany diferen-
ciálne rovnice (1): Existuje T > 0 také, ¾e

f(t+ T, x) = f(t, x), ∀t ∈ R, x ∈ Rn. (4)

V prvej kapitole budeme uva¾ova» skalárne diferenciálne rovnice, tj. n = 1. V dru-
hej kapitole na¹u analýzu roz¹írime na parametricky závisle skalárne diferenciálne
rovncie a v tretej kapitole uvedieme príklad sústavy, kde n = 2.
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1. Skalárne diferenciálne rovnice

V prvej kapitole si de�nujeme pojem periodického rie¹enia skalárnej diferen-
ciálnej rovnice. Budeme rozoznáva» stabilné a nestabilné periodické rie¹enia. Sta-
bilitu budeme skúma» pomocou Poincareho mapy.

Uva¾ujme poèiatoènú úlohu pre skalárnu diferenciálnu rovnicu:
Nech

ẋ(t) = f(t, x), x(t0) = x0 (1.1)

kde f : R × R → R je pravá strana rovnice a x(t0) = x0 ∈ R je poèiatoèná
podmienka. Za predpokladu, ¾e

f ∈ C (R× R, R),
∂f

∂x
∈ C (R× R, R) (1.2)

existuje rie¹iaca funkcia tj. operátor ϕ : R×R×R→ R, t ∈J (t0, x0), (t0, x0) ∈
R×R 7→ ϕ(t; t0, x0) = x(t) ∈ R, kde J (t0, x0) je maximálny interval existencie,
viï Veta (1). Budeme predpoklada», ¾e pravá strana f = f(t, x) je T-periodická:

De�nícia 3 (T-periodická funkcia). Povieme, ¾e funkcia f = f(t, x) je T-
periodická v premennej t, pokiaµ existuje T ∈ R, T > 0 také, ¾e platí

f(t+ T, x) = f(t, x), ∀x ∈ R, ∀t ∈ R. (1.3)

Z vlastnosti rie¹iacej funkcie potom vyplýva, ¾e

ϕ(t+ T ; t0 + 1, x0) = ϕ(t; t0, x0) (1.4)

ϕ(t+ T ; t0, x0) = ϕ(t; t0, ϕ(t0 + T ; t0, x0)). (1.5)

Budeme hovori», ¾e rovnica (1) je T-periodická, pokiaµ je funkcia f(t, x)
T-peridocká v premennej t. Ak periodická funkcia f(t, x) nie je 1-peridická v
premennej t, mô¾eme danú funkciu stále pre¹kálova» tak, ¾e sa z nej stane 1-
periodická funkcia.

Príklad 1. Uva¾ujme funkciu f(t, x) = x cos(t). Perióda funkcie f je zrejme 2π.
De�nujme funkciu g(t, x) = f( t

2π
, x). Potom funkcia g je 1-periodická a vznikla

pre¹kálovaním funkcie f .

Ak nebude explicitne povedané inak, budeme predpoklada», ¾e funkcia f je
1-periodická funkcia v premennej t.
Ak f(t + τ, x) 6= f(t, x) pre nejaké 0 < τ < T , potom T je minimálna perióda.
Budeme preto uva¾ova» periódu T v zmysle minimálnej periódy.
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1.1 Periodické rie¹enie

Uva¾ujme 1-periodickú diferenciálnu rovnicu ẋ = f(t, x) s poèiatoènou pod-
mienkou x(t0) = x0. V tejto sekcií sa pozrieme na periodiènos» rie¹iacej funkcie
1-periodickej rovnice a polo¾íme nutnú a zároveò postaèujúcu podmienku pre 1-
periodiènos» rie¹iacej funkcie. Periodické rie¹enie budeme kon¹tuova» numericky
pomocou iteraèných techník.

Zade�nujme si najskôr pojem T-periodickej rie¹iacej funkcie.

De�nícia 4 (T-periodická rie¹iaca funkcia). Uva¾ujme poèiatoènú úlohu (1.1).
Nech platí (1.2) a predpoklad periodicity (1.3). Nech ϕ(t; t0, x0) je rie¹iaca
funkcia poèiatoènej úlohy (1.1). Povieme, ¾e rie¹iaca funkcia ϕ(t; t0, x0) je T-
periodická v premennej t ∈ R, pokiaµ platí

ϕ(t+ T ; t0, x0) = ϕ(t; t0, x0) ∀t ∈ R.

Potom hovoríme, ¾e ϕ(t; t0, x0) = x(t) je T-periodické rie¹enie poèiatoènej úlohy
(1.1)-(1.3).

Uva¾ujme rie¹iacu funkciu ϕ(t; t0, x0) 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-
(1.3). Chceme zisti», kedy je rie¹iaca funkcia ϕ 1-periodická. K tomu nám pomô¾e
geometrická ilustrácia vz»ahu (1.5) predvedená na následujúcom príklade.

Príklad 2. Uva¾ujme 1-periodickú poèiatoènú úlohu

ẋ = −x+ cos(2πt)− 2π sin(2πt) (1.6)

x(0) = 0 (1.7)

s rie¹iacou funkciou ϕ(t; 0, 0) na intervale [0, 2]. Chceme zisti», èi je rie¹iaca
funkcia ϕ 1-periodická.
Predpokladajme, ¾e ϕ je 1-periodická. Ak túto rie¹iaciu funkciu horizontálne po-
sunieme z intervalu [1, 2] na interval [0, 1] , potom toto rie¹enie reprezentované
rie¹iacou funkciou ϕ(t; 0, 0) je rovné rie¹eniu ϕ(t; 0, ϕ(1; 0, 0)) na intervale
[0, 1] - viï obrázok ni¾¹ie.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1
ẋ = −x+ cos(2πt)− 2π sin(2πt), x(0) = 0

(0, ϕ(1; 0, 0))

t

(t0, x0)
ϕ(t; 0, 0)ϕ(t; 0, ϕ(1; 0, 0))

Obr. 1.1: Horizontálny posun rie¹iacej funkcie ϕ(t; 0, 0) 1-periodickej rovnice
(1.6) s poèiatoènou podmienkou (1.7) na intervale [0, 2].
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Ak by ϕ bola 1-periodická rie¹iaca funkcia zadanej diferenciálnej rovnice, potom
by malo plati» ϕ(1; 0, 0) = 0, tj. ak posunieme 1-periodickú rie¹iacu funkciu o
periódu spä» (z intervalu [1, 2] na interval [0, 1]), dostanem rovnaké rie¹enie v
èase 0. Z ilustrácie posunutia rie¹iacej funkce na obrázku vidíme, ¾e tomu tak nie
je a preto ϕ(t; 0, 0) nie je 1-periodická rie¹iaca funkcia zadanej rovnice.
Uva¾ujme poèiatoènú podmienku

x(0) = 1. (1.8)

Potom z obrázku ni¾¹ie vidíme, ¾e horizontálny posun rie¹iacej funkcie ϕ(t; 0, 1)
z intervalu [1, 2] na interval [0, 1] splýva s rie¹iacou funkciou ϕ(t; 0, ϕ(1; 0, 1))
na intervale [0, 1].

t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
ẋ = −x+ cos(2πt)− 2π sin(2πt), x(0) = 1

ϕ(t; 0, 1)ϕ(t; 0, ϕ(1; 0, 1))

(t0, x0) = (0, ϕ(1; 0, 1))

Obr. 1.2: Horizontálny posun rie¹iacej funkcie ϕ(t; 0, 1) 1-periodickej rovnice
(1.6) s poèiatoènou podmienkou (1.8) na intervale [0, 2].

Z geometrickej interpretácie plynie následujúca veta, ktorá nám charakterizuje
1-periodické rie¹enie 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) pri horizintálnom
posúvaní rie¹iacej funkcie.

Veta 2 (Periodické rie¹enie). Rie¹enie ϕ(t; t0, x0) 1-periodickej poèiatoènej úlohy
(1.1)-(1.3) je 1-periodické práve vtedy, keï ϕ(t0 + 1; t0, x0) = x0.

Dôkaz. Nech rie¹enie ϕ(t; t0, x0) je 1-periodické. Potom platí ϕ(t; t0, x0) = ϕ(t+
1; t0, x0). Vyèíslením rie¹iacej funkcie v èase t = t0 dostávame ϕ(t0 +1; t0, x0) =
x0. Dokazujme opaènú implikáciu. Nech ϕ(t0 + 1; t0, x0) = x0. Potom zo vz»ahu
(1.5) dostáveme ϕ(t+ 1; t0, x0) = ϕ(t; t0, ϕ(t0 + 1; t0, x0)) = ϕ(t; t0, x0).

Z tejto vety je ihneï zrejmé, ¾e rie¹enie 1-periodickej poèiatoènej úlohy ẋ =
−x+ cos(2πt)− 2π sin(2πt), x(0) = 0 nie je 1-periodické, preto¾e zrejme neplatí
ϕ(t0 + 1; t0, x0) = x0. Na druhej strane rie¹iaca funkcia 1-periodickej poèiatoènej
úlohy ẋ = −x + cos(2πt) − 2π sin(2πt), x(0) = 1 je 1-periodická, preto¾e platí
ϕ(1; 0, 1) = 1.
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1.2 Stabilita periodických rie¹ení

V tejto sekcií objasníme pojem stability periodických rie¹ení. Zade�nujeme si
dôle¾itý aparát Poincareho mapy, pomocou ktorého budeme rie¹i» stabilitu rie¹e-
nia 1-periodickej diferenciálnej rovnice. Pozornos» budeme venova» aj rovniciam
vo variáciách, ktoré súvisia s deriváciou rie¹iacej funkcie podµa poèiatoènej pod-
mienky.

V úvode si zade�nujme pojem stability rie¹enia 1-periodickej poèiatoènej
úlohy (1.1)-(1.3).

De�nícia 5 (Stabilita rie¹enia). Povieme, ¾e rie¹enie ϕ(t; t0, x0), (t0, x0) ∈ R×R
1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) je stabilné, pokiaµ platí

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y0 ∈ R : |x0 − y0| < δ =⇒ |ϕ(t; t0, x0)− ϕ(t; t0, y0)| < ε

prièom ϕ(t; t0, ·) je rie¹ením 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) precha-
dzajúce bodmi x0, y0 ∈ R v èase t0 ∈ R.

De�nícia 6 (Asymptotická stabilita). Povieme, ¾e rie¹enie ϕ(t; t0, x0), (t0, x0) ∈
R×R 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) je asymptoticky stabilné, pokiaµ
je toto rie¹enie stabilné a naviac existuje r ∈ R, r > 0 také, ¾e pre ka¾dé rie¹enie
y0 ∈ R danej 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) splòujúce |x0 − y0| < r
platí

|ϕ(t; t0, x0)− ϕ(t; t0, y0)| → 0,

pre t→∞.

De�nícia 7 (Nestabilné rie¹enie). Povieme, ¾e rie¹enie ϕ(t; t0, x0), (t0, x0) ∈
R×R 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) je nestabilné, pokiaµ nie je sta-
bilné.

Pozrime sa na stabilitu 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3). Nech t0 =
0. Budeme ¹tudova» asymptotickú stabilitu rie¹iacej funkcie ϕ(t; t0, x0) 1-perio-
dickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) na intervale [0, 1] pomocou postupnosti fun-
kcií

φk : [0,1]→ R

de�novaných na intervale [0,1] predpisom

φ0(t) = ϕ(t; 0, x0)

φ1(t) = ϕ(t+ 1; 0, x0)

:

φk(t) = ϕ(t+ k; 0, x0)

:

pre k = 0, 1, 2, 3,. . . a t ∈ [0, 1]. Z vety o lokálnej existencií a jednozna-
ènosti rie¹enia (viï [2] Veta 1.1, Poznámka 1.2) a 1-periodicity poèiatoènej
úlohy (1.1)-(1.3) plynie, ¾e postupnos» funkcií φk je monotónna, a preto, ak platí
φ1(0) ≥ φ0(0) = x0, tak potom φk+1(0) ≥ φk(0), alebo platia opaèné nerovnosti.
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To nám implikuje, ¾e pokiaµ je postupnos» funkcií φk obmedzená, potom nutne
existuje limitná funkcia Φ(t) taká, ¾e φk(t)→ Φ(t) monotónne pre k →∞.
©peciálne teda platí, ¾e φk(0) → Φ(0) monotónne pre k → ∞. Vieme, ¾e rie-
¹iaca funkcia ϕ(t; 0, x0) je spojitá v t0, x0. Zo vz»ahu (1.5) dostávame rov-
nos» φk(t) = ϕ(t; 0, φk(0)). Z tejto rovnosti a spojitosti rie¹iacej funkcie dostá-
vame existenciu ϕ(t; 0, Φ(0)) pre t ∈ [0, 1] a vz»ah pre limitnú rie¹iacu funkciu
Φ(t) = ϕ(t; 0, Φ(0)).
Φ(t) je teda rie¹iaca funkcia 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) na inter-
vale [0, 1]. Naviac, z (1.5) máme

Φ(1) = lim
k→∞

ϕ(1; 0, φk(0)) = lim
k→∞

φk+1(0) = Φ(0).

Odtiaµ, a z vety o lokálnej existencií a jednoznaènosti (viï [2] Veta 1.1, Poznámka
1.2) plynie, ¾e rie¹enie 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) prechádzajúce
Φ(0) v èase t0 = 0 je 1-periodické.
Analogicky by sme ¹tudovali asymptotickú stabilitu rie¹enia ϕ(t; 0, x0) 1-perio-
dickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) pre t → −∞. V tomto prípade by sme uva-
¾ovali postupnos» funkcií ψk(t) = ϕ(t − k; 0, x0). Ak je táto postupnos» obme-
dzená, potom existuje limitná funkcia ψ(t) taká, ¾e ψk(t) → Ψ(t) pre k → ∞ a
Ψ(1) = Ψ(0). Celé na¹e pozorovanie zhrnieme do následujúcej vety.

Veta 3 (Limitná rie¹iaca funkcia I). Nech ϕ(t; 0, x0) je 1-periodické rie¹enie
1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3), ktoré je obmedzené pre t ≥ 0. Potom
existuje 1-periodické rie¹enie Φ(t) poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) také, ¾e

ϕ(t+ k; 0, x0)→ Φ(t), k →∞

uniformne a monotónne pre 0 ≤ t ≤ 1.

Analogická veta platí i v pripade, ¾e rie¹iaca funkcia ϕ(t; 0, x0) je obmedzená
pre t ≤ 0:

Veta 4 (Limitná rie¹iaca funkcia II). Nech ϕ(t; 0, x0) je 1-periodické rie¹enie
1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3), ktoré je obmedzené pre t ≤ 0. Potom
existuje 1-periodické rie¹enie Ψ(t) poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) také, ¾e

ϕ(t− k; 0, x0)→ Ψ(t), k →∞

uniformne a monotónne pre 0 ≤ t ≤ 1.

Ak máme 1-periodické rie¹enie ϕ(t; 0, x0) poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3), po-
tom je jeho limita v¾dy 1-periodickým rie¹ením tejto poèiatoènej úlohy.

Pracovali sme s postupnos»ou funkcií φk : [0, 1] → R, ktoré sme de�novali ako
φk(t) = ϕ(t+ k; 0, x0) pre k = 0, 1 ,2 ,3, ... a t ∈ [0, 1]. Pozornos» sme venovali
predov¹tkým postupnosti bodov φk(0) = ϕ(k; 0, x0). Na tieto body sa mô¾eme
díva» ako na body tvoriace orbitu skalárnej funkcie na osy x v rovine (t, x). To
nám umo¾òuje de�nova» pojem Poincareho mapy.

8



De�nícia 8 (Poincareho mapa). Uva¾ujme 1-periodickú poèiatoènú úlohu (1.1)-
(1.3). Potom zobrazenie

Π : R→ R

de�nované predpisom

x0 7→ ϕ(1; 0, x0)

nazývame Poincareho mapou danej 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3).

Z de�nície Poincareho mapy plynie, ¾e bod x0 je poèiatoènou hodnotou 1-
periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) práve vtedy, keï x0 je pevným bodom
Poincareho mapy, teda Π(x0) = x0. Úloha stability 1-periodickej poèiatoènej
úlohy (1.1)-(1.3) je teda rovnaká, ako úloha stability pre odpovedajúci pevný
bod Poincareho mapy.

Poincareho mapa poèiatoènej hodnote x0 v èase t0 priradí rie¹enie v èase t = 1.
Pre k−tu iteráciu potom máme Πk(x0) = ϕ(k; 0, x0), k ∈ N. Preto¾e bod Πk(x0)
je toto¾ný bodu φk(0), je Poincareho mapa monotónna funkcia. Poincareho mapa
je naviac diferencovateµná funkcia, ktorá má nezápornú deriváciu.

Uká¾eme si aplikáciu Poincareho mapy pri rie¹ení stability diferenciálnych rov-
níc. Vopred prezradíme (v ïal¹ej sekcii si to doká¾eme), ¾e 1-periodické rie¹enie
ϕ(t; 0, x0) 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) je asymptoticky stabilné
práve vtedy, keï dΠ

dx0
< 1.

Príklad 3. Rie¹me stabilitu diferenciálne rovnice

ẋ = −π
2
x+ 2π sin(2πt),

s poèiatoènou podmienkou x(0) = x0

Rie¹enie

Pomocou metódy variacie kon¹tant dostávame rie¹enie

ϕ(t; 0, x0) = e
∫ t
0 (−π

2
) du[x0 +

∫ t

0

e
∫ s
0
π
2

du2π sin(2πs) ds] =

= x0e
−π

2
t − 4e

−πt
2
e
πt
2 [4 cos(2πt)− sin(2πt)]− 4

17

Z Poincareho mapy dostávame

Π(x0) = ϕ(1; 0, x0) = x0e
−π

2 − 16

17
e−

π
2 (e

π
2 − 1)

Jediný pevný bod Poincareho mapy je x0 = −16
17
, ktorý odpovedá 1-periodickému

rie¹eniu ϕ(t; 0, − 16
17

) = 8 cos(2πt)−4 sin(2πt)
17

. Preto¾e dΠ
dx0

= e−
16
17 < 1 je toto 1-

periodické rie¹enie asymptotický stabilné. Tento výsledok si aj gra�cky ilustujeme
pomocou obrázku ni¾¹ie.
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x0

Π(x0) = x0

ϕ(0; 0, −

16
17)

ẋ = −

π

2 + 2π sin(2πt)

Π(x0)

ϕ(1; 0; −

16
17)

Obr. 1.3: Schodovitý graf Poincareho mapy s pevným bodom x0 = −16
17

dife-
renciálnej rovnice ẋ = −π

2
x + 2π sin(2πt) hovoriaci o asymptotickej stabilite 1-

periodického rie¹enia ϕ(t; 0, − 16
17

) = 8 cos(2πt)−4 sin(2πt)
17

.

1.3 Rovnica vo variáciách

Zade�novali sme si pojem Poincareho mapy Π. Zistili sme, ¾e 1-periodické rie-
¹enie ϕ(t; 0, x0) odpovedá pevnému bodu x0 Poincareho mapy. V predo¹lej sekcii
sme si taktie¾ rozmysleli, ¾e skúma» stabilitu 1-periodického rie¹enia je úloha
rovnaká ako úloha skúma» stabilitu odpovedajúceho pevného bodu Poincareho
mapy. Pripomeòme si e¹te postup hµadania predpisu Poincareho mapy. Pre ziste-
nie presného predpisu Poincareho mapy sme museli rie¹i» prislu¹nú diferenciálnu
rovnicu s predpísanou poèiatoènou podmienkou v èase t0 = 0, urèili sme jej rie-
¹iacu funkciu a vyèíslili ju v èase t = 1.

V tejto sekcií sa zameriame na vyu¾itie Poincareho mapy. Konkrétne sa pozrieme
na prvú deriváciu Poincareho mapy, pomocou ktorej rozhodneme o stabilite 1-
periodického rie¹enia, ktoré odpovedá pevnému bodu Poincareho mapy. Nie v¹ak
v¾dy budeme môc» na základe prvej derivácie Poincareho mapy rozhodnú» o stabi-
lite, èi nestabilite príslu¹ného rie¹enia diferenciálnej rovnice. Kedy to bude mo¾né
sa dozvieme v tejto sekcii.
Aby sme sa dopracovali a¾ k prvej derivácií Poincareho mapy, pozrieme sa naj-
skôr na rovnicu vo variáciách, na základe ktorej potom odvodíme podmienku pre
stabilitu 1-periodického rie¹enia ϕ(t; 0, x0).
Uva¾ujme diferenciálnu rovnicu s poèiatoènou podmienkou
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ẋ = f(t, x) (1.9)

x(t0) = x0 (1.10)

Nech ϕ(t; t0, x0) je rie¹iaca funkcia tejto rovnice. Vieme, ¾e ϕ je dobre de�novaná,
jej de�nièným oborom celé R3 (obecne nejaká podmno¾ina v R3) a ¾e ϕ je spojito
závislá na t, t0 a x0. Chceme zisti», èi ϕ(t; t0, x0) je diferencovateµná. O tom
nám hovorí následujúca obecná veta pre funkciu f de�novanú v priestore Rn+1 s
hodnotamy v Rn.

Veta 5 (Obecná rovnica vo variáciách). Uva¾ujem rovnicu (1.9) s poèiatoènou
podmienkou (1.10). Nech f : R×Rn → Rn je spojitá funkcia triedy C 1

x (R×Rn).
Nech ϕ(t; t0, x0) : G ⊂ Rn+2 → Rn je rie¹iaca funkcia danej rovnice, nech
(t; t0, x0) ∈ G a w ∈ Rn. Potom existuje derivácia ϕ v bode (t; t0, x0) podµa x0

v smere vektora w tj. Dx0,wϕ(t; t0, x0) := limh→0
ϕ(t; t0, x0+hw)−ϕ(t; t0, x0)

h
. Naviac

pre pevné t0, x0, ak je x(t) = ϕ(t; t0, x0) a u(t) = Dx0,wϕ(t; t0, x0), potom u(t)
je rie¹ením rovnice s poèiatoènou podmienkou

u̇(t) = [∇xf(t,x)]u(t), u(t0) = w. (1.11)

Poznámka Rovnicu (1.11) nazývame rovnicou vo variáciách.

My budeme uva¾ova» funkciu f de�novanú v dvojrozmernom priestore R2 s
hodnotamy v R. Potom túto vetu mô¾eme preformulova» takto:

Veta 6. Uva¾ujme rovnicu (1.9) s poèiatoènou podmienkou (1.10), kde f : R ×
R→ R je spojitá funkcia triedy C 1

x (R×R). Nech ϕ(t; 0, x0) je 1-periodické rie-

¹enie tejto rovnice. Potom ∂ϕ(t; 0, x0)
∂x0

je rie¹enie úlohy s poèiatoènou podmienkou

u̇(t) =

[
∂f(t,ϕ(t; 0, x0))

∂x

]
u(t), u(o) = 1, (1.12)

prièom toto rie¹enie splòuje

∂ϕ(t; 0, x0)

∂x0

= exp

[∫ t

0

∂f(s,ϕ(s; 0, x0))

∂x
ds

]
. (1.13)

Dôkaz. Dôkaz mô¾eme nájs» napr. v [1], strana 129.

Uva¾ujme posunutie u(t) rie¹enia ϕ(t; 0, x0) tj. x(t) = ϕ(t; 0, x0) + u(t).
Zderivovaním a dosadením x(t) do f(t, x) dostávame u̇(t) = f(t,ϕ(t; 0, x0) +
u(t))−f(t,ϕ(t; 0, x0)). Pou¾itím Taylorovho rozvoja funkcie u̇(t) a uvá¾ením iba
jeho prvého èlena dostávame rovnicu (1.12) tj. rovnicu vo variáciách.

Teraz sformulujeme a doká¾eme vetu, ktorá nám dáva vzorec pre výpoèet
prvej derivácie Poincareho mapy v príslu¹nom pevnom bode, ktorý odpovedá ne-
jakému periodickému rie¹eniu. Na základe tohto vz»ahu budeme môc» rozhodnu»
o stabilite prislu¹ného 1-periodického rie¹enia odpovedajúceho danému pevnému
bodu Poincareho mapy.
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Veta 7 (Prvá derivácia Poincareho mapy). Uva¾ujem 1-periodickú rovnicu

ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

kde f : R × R → R je spojitá funkcia triedy C 1
x (R × R). Nech ϕ(t; 0, x0) je

1-periodické rie¹enie tejto rovnice splòujúce ϕ(0; 0, x0) = x0 a nech Π je Poin-
careho mapa. Potom prvá derivácia Poincareho mapy je daná vzorcom

Π′(x0) =
∂ϕ(1; 0, x0)

∂x0

= exp

[∫ 1

0

∂f(t,ϕ(t; 0, x0))

∂x
dt

]
. (1.14)

Polo¾me

a0 =

∫ 1

0

∂f(t,ϕ(t; 0,x0))

∂x
dt. (1.15)

Potom 1-periodické rie¹enie ϕ(t ; 0, x0) je asymptoticky stabilné, pokiaµ a0 < 0 a
nestabilné, pokiaµ a0 > 0.

Dôkaz. Máme Π(x0) = ϕ(t; 0, x0) z de�nície Poincareho mapy. Zderivovaním
oboch strán podµa poèiatoènej podmienky x0 dostávame s vyu¾itím predo¹lej vety
po¾adovaný vzorec. Preto¾e ϕ(t; 0, x0) je 1-periodické rie¹enie danej rovnice, je
preto x0 pevným bodom odpovedajúcej Poincareho mapy. Pou¾itím dokázaného
vzorca dostávame Π′(x0) = ea0 . Teda ea0 < 1, pokiaµ a0 < 0 a ea0 > 1, pokiaµ
a0 > 0. Odtiaµ a z teórie stability plynie záver tvrdenia.

Veta nám hovorí o stabilite 1-periodického rie¹enia danej 1-periodickej rovnice
v prípade, pokiaµ a0 > 0 alebo pokiaµ a0 < 0. V príapde, ¾e a0 = 0 nevieme o
stabilite daného pevného bodu a teda ani o stabilite 1-periodického rie¹enia niè
poveda».

De�nícia 9 (Hyperbolické rie¹enie). Povieme, ¾e 1-periodické rie¹enie
ϕ(t; 0, x0) je hyperbolické, pokiaµ platí Π′(x0) 6= 1 tj. a0 6= 0.

Ak po prvej derivácií Poincareho mapy zistíme, ¾e 1-periodické rie¹enie odpo-
vedajúce pevnému bodu Poincareho mapy nie je hyperbolické, nevieme o stabilite
daného rie¹enie niè poveda». K urèeniu stability preto budeme potrebova» deri-
vácie Poincareho mapy vý¹¹ích rádov. Tomuto problému sa budeme venova» na
konci tejto kapitoly.

V následujúcej sekcii sa pozrieme na pár príkladov, na ktorých ilustrujeme
teóriu prvej kapitoly a precvièíme si prácu s Poincareho mapou a jej deriváciou.

1.4 Príklady

Príklad 4. Je daná 1/2-peridická diferenciálna rovnica

ẋ = 4π cos(4πt) + (x− sin(4πt)) sin(2πt)

s poèiatoènou podmienkou x(0) = x0. Uká¾me, ¾e táto rovnica má periodické
rie¹enie a vyrie¹me stabilitu tohto rie¹enia.
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Rie¹enie

Máme rovnicu ẋ = 4π cos(4πt) + (x − sin(4πt)) sin(2πt). To je lineárna dife-
renciálna rovnica 1. rádu. Polo¾me K(t) =

∫ t
0

sin(2πu) du. Rie¹iaca funkcia má
tvar

ϕ(t; 0, x0) = eK(t)[x0 +

∫ t

0

e−K(s)(4π cos(4πs)− sin(4πs) sin(2πt)) ds]

= x0e
− cos(2πt)

2π + sin(4πt)

Dostali sme teda 1/2-periodické rie¹enie ϕ(t; 0, x0) = x0e
− cos(2πt)

2π + sin(4πt).

0 2 4 6 8 10
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

t

x

Obr. 1.4: Rie¹iaca funkcia ϕ(t; 0, x0) na intervale [0,10] s poèiatoènými podmien-
kami x0 = −2, x0 = 0 a x0 = 1.

V ïal¹om kroku vy¹etríme stabilitu rie¹enia. Z Poincareho mapy dostávame

Π(x0) = ϕ(1; 0, x0) = x0e
− 1

2π

Existuje iba jeden pevný bod Poincareho mapy x0 = 0, ktorý odpovedá jedinému
1/2-periodickému rie¹eniu ϕ(t; 0, 0) = sin(4πt). Ïalej platí dΠ

dx0
= e−

1
2π < 1 a

preto 1/2-periodické rie¹enie ϕ(t; 0, 0) = sin(4πt) je asymptotický stabilné.

Príklad 5. Uva¾ujme logistickú rovnicu

ẋ = r(t)x

[
1− x

k(t)

]
− h(t)x

kde h(t) je spojitá, nezáporná, 1-periodická funkcia a r(t), k(t) sú spojité, kladné,
1-periodické funkcie, prièom naviac platí r(t) − h(t) > 0 - populácia nevymrie.
Uká¾me, ¾e existuje 1-periodické rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice.

Rie¹enie

Rovnicu si mô¾eme prepísa» do tvaru

ẋ = [r(t)− h(t)]x

[
1− x

r(t)−h(t)
r(t)

k(t)

]
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Oznaème a(t) = r(t)− h(t) a b(t) = r(t)−h(t)
r(t)

k(t). Potom dostávame rovnicu

ẋ = a(t)x

[
1− x

b(t)

]
Polo¾me x = 1

y
. Potom platí ẋ = − ẏ

y2
. Pou¾itím substitúcie x = 1

y
dostávame

rovnicu

ẏ + a(t)y =
a(t)

b(t)
(1.16)

To je lineárna diferenciálna rovnica 1. rádu a jej rie¹enie je tvaru

y = e−
∫ t
0 (a(u)) du

[
y0 +

∫ t

0

e
∫ s
0 a(u) dua(s)

b(s)
ds

]
.

Ak polo¾íme A(t) =
∫ t

0
(a(s)) ds, potom má rie¹enie tvar

y = e−A(t)

[
y0 +

∫ t

0

a(s)

b(s)
e−A(t) ds

]
. (1.17)

Chceme, aby na¹e rie¹enie y(t) bolo 1-periodické, potom musí plati» y(0) = y(1) =
y0. Potom z (1.17) dostávame

y0 =

∫ 1

0
a(s)
b(s)

e−A(t) ds

eA(1) − 1
.

Jediný kandidát na 1-periodické rie¹enie je preto tvaru

y0(t) =

∫ 1

0
a(s)
b(s)

e−A(t) ds

eA(1) − 1
e−A(t) + e−A(t)

∫ t

0

a(s)

b(s)
eA(t) ds.

Z 1-periodicity funkcií a(t) a b(t) máme A(t+ 1) = A(t) + A(1) a taktie¾∫ t+1

1

a(s)

b(s)
e−A(t) ds = eA(t)

∫ t

0

a(s)

b(s)
e−A(t) ds.

Odtiaµ plynie vz»ah y0(t) = y0(t + 1) pre ka¾dé t a preto je rie¹enie y0(t) 1-
periodické. Preto¾e ka¾dé rie¹enie rovnice (1.16) má tvar y(t) = y0(t) + Ce−A(t),
pre nejakú kon¹tantu C ∈ R, je 1-periodické rie¹enie y0(t) globálne asymptoticky
stabilné za predpokladu, ¾e A(t) → ∞, t → ∞. Tento predpoklad je splnení
vïaka tomu, ¾e

∫ 1

0
a(s) ds =

∫ t+1

1
r(s)− h(s) ds > 0. Ak teda platí y0(t) > 0 pre

ka¾dé t, potom x0(t) = 1/y0(t) je 1-periodickým rie¹ením zadanej úlohy.

1.5 Derivácie Poincareho mapy vy¹¹ích rádov

Pokiaµ 1-periodické rie¹enie 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) je hy-
perbolické, potom na základe Poincareho mapy mô¾eme rozhodnú» o stabilite
tohto rie¹enia. Pokiaµ v¹ak 1-periodické rie¹enie nie je hyperbolické, potom z Po-
incareho mapy nevieme o stabilite niè poveda». V tomto prípade potrebujeme
urèi» deriváciu vy¹¹ích rádov Poincareho mapy v pevnom bode, ktorý odpovedá
nejakému periodickému rie¹eniu.
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Nech z(t) je výchylka rie¹enia ϕ(t; 0, x0) 1-periodickej poèiatoènej úlohy (1.1)-
(1.3) taká, ¾e platí

x(t) = ϕ(t; 0, x0) + z(t). (1.18)

Derivovaním vz»ahu (1.18) podµa èasu dostávame

ż(t) = ẋ− ∂ϕ(t; 0,x0)

∂t
.

Z de�nície rie¹iacej funkcie a dosadením za x(t) dostávame rovnos»

ż(t) = f(t, ϕ(t; 0, x0) + z(t))− f(t, ϕ(t; 0, x0)). (1.19)

Pou¾itím Taylorovho rozvoja pre (1.19) obdr¾íme

ż(t) = b(t)z + c̃(t)z2 + d̃(t)z3 + o(z4), (1.20)

kde b(t), c̃(t), d̃ (t) sú 1-periodické funkcie. Predpokladajme, ¾e 1-periodické rie-
¹enie ϕ(t; 0, x0) poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) nie je hyperbolické, teda, ¾e platí
Π′(0) = 1, èo je ekvivalentné vz»ahu

∫ 1

0
b(s) ds = 0. Polo¾me y(t) =

∫ 1

0
b(s) ds.

Potom y(t) je 1-periodická funkcia v premennej t, preto¾e platí y(t+ 1)− y(t) =∫ t+1

t
b(s) ds =

∫ 1

0
b(s) ds = 0 (preto¾e integral cez periódu prediodickej funkcie je

invariantný voèi posunutiu).
Uva¾ujme 1-periodickú substitúciu z(t) = e

∫ 1
0 b(s) dsu(t). Potom rovnica (1.19) v

novej premenne u(t) bude tvaru

u̇(t) = c(t)u2 + d(t)u3 + o(u4), (1.21)

kde c(t), d(t) sú 1-periodické funkcie, ktoré sú dané predpisom

c(t) = e
∫ 1
0 b(s) ds(t), (1.22)

d(t) = e2
∫ 1
0 b(s) ds(t). (1.23)

Na základe týchto odvodení a vz»ahov mô¾eme skåbi» na¹e poznatky do ná-
sledujúcej vety.

Veta 8 (Poincareho mapa a hyperbolické rie¹enie). Uva¾ujme 1-periodickú po-
èiatoènú úlohu (1.1)-(1.3). Nech Π : R → R je Poincareho mapa tejto rovnice a
nech x0 je pevný bod Poincareho mapy, tj. Π(x0) = x0. Potom platí:
a)

Π′′(x0) = 2

∫ 1

0

c(t)dt = 2c0, (1.24)

kde c(t) je 1-periodická funkcia de�novaná ako v rovnosti (1.22). Ak je c0 6= 0,
potom pevný bod x0 odpovedajúci periodickému rie¹eniu ϕ(t, 0, x0) poèiatoènej
úlohy (1.1)-(1.3) je nestabilný.
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b) Pokiaµ je c0 = 0, potom pre tretiu deriváciu Poincareho mapy v pevnom bode
x0 platí vz»ah

Π′′′(x0) = 6

∫ 1

0

d(t)dt = 6d0, (1.25)

kde d(t) je 1-periodická funkcia de�novaná ako v rovnosti (1.23). Ak je d0 > 0,
potom pevný bod x0 odpovedajúci periodickému rie¹eniu ϕ(t, 0, x0) poèiatoènej
úlohy (1.1)-(1.3) je nestabilný. Pokiaµ d0 < 0, potom je pevný bod x0 odpoveda-
júci periodickému rie¹enieu ϕ(t, 0 ,x0) poèiatoènej úlohy (1.1)-(1.3) asymptoticky
stabilný.

Dôkaz. Dôkaz mô¾eme nájs» napr. v [1]. str. 137.

Na následujúcom príklade uká¾eme aplikáciu tejto vety.

Príklad 6. Uva¾ujme 1-periodickú rovnicu

ẋ = −x3 +
3

2
x+ sin3(2πt)− 3

2
sin(2πt) + 2π cos(2πt)

Overíme, ¾e ϕ(t, 0, 0) = sin(2πt) je 1-periodické rie¹enie tejto rovnice a vy¹etríme
jeho stabilitu.

Rie¹enie

Dosadením do pôvodnej rovnice ihneï dostávame, ¾e ϕ(t, 0, 0) = sin(2πt) je
rie¹ením tejto rovnice. Z predpisu je toto rie¹enie 1-periodické. Overili sme, ¾e
ϕ(t, 0, 0) = sin(2πt) je 1-periodické rie¹enie zadanej rovnice.
Teraz vy¹etríme jeho stabilitu. Polo¾me x(t) = sin(2πt)+z(t). Oznaème f(t, x) =
−x3+ 3

2
x+sin3(2πt)− 3

2
sin(2πt)+2π cos(2πt). Zderivovaním funkcie f(t, x) podµa

stavovej premennej x dostávame

∂f

∂x
= −3x2 +

3

2

Rovnica vo variaciách pôvodnej rovnice po dosadení x(t) = sin(2πt) + z(t) do ∂f
∂x

má tvar

ż = (−3 sin2(2πt) +
3

2
)z + 6 sin(2πt)z2 − 3z3 (1.26)

Ïalej máme
∫ t

0
−3 sin2(2πs) + 3

2
ds = 3 sin(4πt)

8π
. De�nujme preto novú premennú

u(t) ako z(t) = e( 3 sin(4πt)
8π

)u(t). Potom rovnica (1.26) v novej premennej s vyu¾itím
vz»ahov (1.22), (1.23) má tvar

u̇ = e
3 sin(4πt)

8π 6 sin(2πt)u2 − 3e
6 sin(4πt)

8π u3

Spoèítajme e¹te a0, ktoré sme de�novali vo vete (7). Podµa vz»ahu (1.15) je

a0 =

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, sin(2πt))ds = 0
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a teda zo vz»ahu (1.14) koneène dostávame

Π′(0) = ea0 = e0 = 1

Potom rie¹enie sin(2πt) odpovedajúce pevnému bodu x0 = 0 nie je hyperbolické
a o stabilite 1-periodického rie¹enia ϕ(t, 0, 0) nevieme niè poveda». K vy¹etreniu
stability preto pou¾ijeme vy¹¹iu deriváciu Poincareho mapy. Konkrétne apliku-
jeme vetu (8) vzorec (1.24). Dostávame tak

Π′′(0) = 2

∫ 1

0

e
3 sin(4πt)

8π 6 sin(2πt)dt = 0

Podµa vety (8) nevieme o stabilite niè poveda». Pozrime sa e¹te na tretiu deriváciu
Poincareho mapy. Aplikáciou vety (8) vzorca (1.25) dostávame

Π′′′(0) = 6

∫ 1

0

−3e
3 sin(4πt)

8π dt < 0

Podµa vety (8) je preto 1-periodické rie¹ie ϕ(t,0,0) = sin(2πt) pôvodnej rovnice
asymptoticky stabilné.
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2. Bifurkácia

V prvej kapitole sme si zade�novali periodické diferenciálne rovnice, peri-
odické rie¹iace funkcie a venovali sme sa stabilite týchto rie¹ení pomocou Poinca-
reho mapy. Úlohu stability periodického rie¹enia sme previedli na úlohu urèenia
hodnoty prvej derivácie Poincareho mapy v pevnom bode. Ak rie¹enie nebolo
hyperbolické, potom sme museli urèi» derivácie vy¹¹ích rádov Poincareho mapy,
na základe ktorých sme rozhodli o stabilite daného rie¹enia.
Druhá kapitola bude zameraná na perturbované diferenciálne rovnice - diferen-
cialne rovnice závisle na parametry. Teóriu perturbovaných rovníc si na konci
kapitoly ilustrujeme na príklade populaèného modelu. Na úvod kapitoly sa zo-
známime s pojmom bifurkácia.

De�nícia 10 (Bifurkácia). Uva¾ujme diferenciálnu rovnicu

ẋ = f(λ, t, x). (2.1)

Bifurkáciou nazývame bod (λ0, t0, x0), v ktorom v závislosti na zmene parametru
λ nastáva zásadna zmena chovania rie¹enia rovnice 2.1 na okolí bodu x0 v èase
t0.

Bifurkácia nám teda urèuje "zlomový"bod, v ktorom sa rie¹enie radikálne
zmení. Mô¾eme si to jednoducho predstavi» ako kotúµanie gulièky po stole - gulièka
sa kotúµa po stole a¾ sa dokotúµa ku kraju stola (bifurkácia) a spadne z neho dole
na zem. Miesto, v ktorom gulièka opustí stôl a zaène pada» je presne to miesto,
v ktorom kotúµanie sa gulièky zmení chovanie.
Poznáme viacero typov bifurkácií ako napr.vidlièkovitú alebo typ sedlo-uzol. Viac
o bifurkácií a jej praktickom uplatnení si uká¾eme na konci kapitoly v príklade
populaèného modelu.

2.1 Perturbácia

Doposiaµ sme sa venovali neautonómnym skalárnym diferenciálnym rovniciam,
vy¹etrovali sme stabilitu ich rie¹ení pomocou Poincareho mapy. Èo sa stane, ak do
na¹ej periodickej rovnice pridáme parameter ? Otázkou skalárnych periodických
diferenciálnych rovníc so skalárnym parametrom sa budeme venova» v tejto sekcii.

De�nícia 11 (Perturbovaná periodická diferenciálna rovnica). Perturbovanou
1-periodickou diferenciálnou rovnicou od rovnice ẋ = f(t, x) nazývame rovnicu
tvaru

ẋ = F (λ, t, x), (2.2)

kde funkcia F : R× R× R→ R, (λ, t, x) 7→ F (λ, t, x) splòuje podmienky

F (0, t, x) = f(t, x)

F (λ, t, x+ 1) = F (λ, t, x).
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Perturbovanou diferenciálnou rovnicou teda rozuieme diferenciálnu rovnicu
závislú na skalárnom parametre.

V predo¹lej kapitole sme odvodili vz»ahy pre výpoèet derivacií vy¹¹ích rádov
Poincareho mapy a de�novali sme si pojem hyperbolického rie¹enia.
Teraz sa budeme zaobera» lokálnou bifurkáciou nehyporbelockých 1-periodických
rie¹ení. Nehyperbolické 1-periodikcé rie¹enie je také 1-periodické rie¹enie, ktoré
nie je hyperbolické tj. hodnota prvej derivácia Poincareho mapy v pevnom bode
je rovná 1.

Uva¾ujme 1-periodickú perturbovanú rovnicu

ẋ = F (λ, t, x), λ ∈ R (2.3)

takú, ¾e F (0,t,x) = f(t, x). Predpokladajme, ¾e

Π(0,x0) = x0, Π′(0, x0) = 1, Π′′(0, x0) = 2c0 6= 0, c0 ∈ R

a ¾e neperturbovaná 1-periodická rovnica má nehyperbolické 1-periodické rie¹enie
ϕ(t; 0, x0).
Nás bude zaujíma» lokálna bifurkácia nehyperbolického rie¹enia perturbovanej
rovnice (2.3) - budeme skúma» správanie rie¹enia perturbovanej rovnice na okolí
pevného bodu x0 a λ = 0. K tomu vyu¾ijeme Poincareho mapu Π(λ, x0) pertur-
bovanej rovnice.

Uva¾ujme transformáciu rovnice (2.3) takú, ¾e jej Taylorov rozvoj je tvaru

ẏ(t) = A(λ, t) +B(λ, t)y(t) + C(λ, t)y2(t) + o(y3(t)), y(0) = y0, (2.4)

pre 1-periodické funkcie A(λ, t), B(λ, t), C(λ, t) splòujúce A(0, t) = B(0, t) = 0
a C(0, t) 6= c0.

Potom príslu¹ná Poincareho mapa tejto rovnice ma tvar

Π(λ,y0) = y0 + Ã(λ) + B̃(λ,t)y0 + C̃(λ)y2
0 + o(y3

0), (2.5)

kde Ã(λ) = B̃(λ) = 0, C̃(λ) = c0 6= 0.
Poèet pevných bodov Poincareho mapy Π(λ,y0) závisí na spravaní funkcií

Ã(λ), B̃(λ), C̃(λ) na okolí λ = 0. Potrebujeme preto vedie» pribli¾né hodnoty
týchto funkcií na tomto okolí.

Ukazuje sa, ¾e platí

∂Π

∂λ
(0, 0) = A0,

∂2Π

∂λ∂y0

(0, 0) = B0.

Odvodenie týchto vz»ahov mô¾eme nájs» napr. v [1] na strane 142-143. Pre Tay-
lorov rozvoj Poincareho mapy na okolí λ = 0 potom dostávame vz»ah

Π(λ, y0) = y0 + c0y
2
0 + A0λ+ o(λ2) +

1

2
B0y0λ+ o(λ2)y0 + o(λ2)y2

0 + o(y3
0)

kde A0, B0 sú kon¹tanty. Tento vz»ah mô¾eme upravi» na tvar

Π(λ, y0) = A0λ+ [1 +
1

2
B0λ+ o(λ2)]y0 + [c0 + o(λ)]y2

0 + o(λ2) + o(y3
0) (2.6)

Zo vz»ahu (2.6) dostávame následujúcu vetu, ktorá nám dáva existenciu 1-perio-
dických rie¹ení na okolí λ = 0.
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Veta 9 (Bifurkácia sedlo-uzol pre 1-periodické diferenciálne rovnice). Nech A0 a
c0 sú de�nované ako vy¹¹ie. Nech A0c0 6= 0. Potom perturbovaná diferenciálna
rovnica (2.3) na okolí λ = 0 má
a) dve 1-periodické rie¹enia, pokiaµ je λA0c0 < 0
b) jedno 1-periodické rie¹enie, pokiaµ je λA0c0 = 0
c) ¾iadne 1-periodické rie¹enie, pokiaµ je λA0c0 > 0

Na základe tejto vety mô¾eme po urèení koe�cientov A0, c0 rozhodnú», koµko
má perturbovaná rovnica na okolí λ = 0 periodických rie¹ení.

2.2 Populaèný model

V prvej kapitole v poèetnej èasti sme sa v jednom z príkladov venovali popu-
laènej rovnici. Tento populaèný model sme uva¾ovali s periodickým úbytkom tj.
periodic harvesting. Celý model sme rozobrali a odvodili jeho v¹eobecné rie¹enie.
Teraz v tejto sekcii sa budeme zaobera» populaèným modelom, ktorý popisuje vý-
voj populácie rýb v rybníku. Na tomto príklade si ilustrujeme teóriu 2. kapitoli.
Na základe výpoètov s konkrétnymi údajmi zistíme, pri akom poète rýb sa vývoj
populácie dramatický mení - bifurkuje. Tento populaèný model budeme uva¾ova»
s periodickým úbytkom (s perdiockým rybolovom).
Budeme sa venova» vývoju populácie rýb Tilapia ¾ijúcich v rybníku. Pou¾ité dáta
sú prebrané z Katedry rybolovu v Malajzií, víï [5].
Uva¾ujme rybník s plochou 156 100 m2. Predpokladáme, ¾e tento rybník doká¾e
u¾ivi» 5 rýb druhu Tilapia na 1 m2. Odtiaµ máme, ¾e celkova kapacita rýb, ktorú
tento rybník doká¾e u¾ivi» je 780 500. U rýb druhu Tilapia vieme, ¾e èas potrebný
k dosiahnutiu dospelosti je 6 mesiacov. Ïalej predpokladáme, ¾e a¾ 80 % rýb sa
do¾ije dospelosti. Populaèný model, ktorý uva¾ujeme pri skúmaní vývoja tejto
populácie rýb v rybníku má tvar

dR(t)

dt
= pR(t)

[
1− R(r)

K

]
−H(t)

kde K je poèet rýb, ktoré rybník doká¾e u¾ivi», p udáva mieru rýb, ktoré sa
do¾ijú dospelosti, R(t) je poèet rýb ¾ijúcich v rybníku v èase t a funckia H(t)
reprezentuje úbytok (v na¹om prípade rybolov). Rozli¹ujeme 2 prípady funkcie
H a to prípad, kedy je funkcia H kon¹tantná a kedy je funkcia H periodická
(periodický sa opakujúci rybolov (harvesting)). Funckia H pre periodický rybolov
je de�novaná následovne

H(t) = 156 100, t ≤ 6, H(t) = 0, t > 6

H(t+ 12) = H(t)

Vidíme, ¾e funkcia H je periodická a má periódu 1 rok. Populácia rýb preto nevy-
hynie v dôsledku rybolovu. Následujúci obrázok nám ilustruje populaèný model
s peridocikým rybolovom.
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Obr. 2.1: Populaèný model s periodickým rybolovom H s periódov 12 mesiacov.
Rast populácie, Pokles populácie. Populácia dosahuje svojeho minima 515 584
po prvých 6 mesiacov a potom periodicky ka¾dý rok, a svojho maxima 785 500
na zaèiatku tj. poèiatoèný poèet populácie a potom periodicky ka¾dý rok.

Teraz sa pokúsime nájs» rovnová¾ny bod populaèného modelu bez rybolovu (har-
vesting). Tento rovnová¾ny bod nám urèuje mno¾stvo rýb, pri ktorom populácia
rýb ostane nezmenená. Chceme teda zisti», kedy rovnica populaèného modelu bez
rybolovu má obe strany nulové.

dR(t)

dt
= pR(t)

[
1− R(t)

K

]
−H(t) = 0

pR(t)

[
1− R(t)

K

]
−H(t) = 0

0.8R = 0 ∨ 1− R

780 500
= 0

R = 0 ∨ R = 780 500

Na¹li sme teda 2 rovnová¾ne body populaèného modelu bez rybolovu a to pre
R = 0 a R = 780 500. V týchto 2 rovnová¾nych bodov sa populácia rýb nezmení.
Rovnová¾ny bod R = 0 je nestabilným bodom, preto¾e ak bude na zaèiatku
populácia rýb blízko bodu R = 0, potom sa populácia bude zväè¹ova» respk.
zmen¹ova», teda rie¹enia populaènej rovnice bez rybolovu blízko bodu R = 0 sa
budú od tohto bodu odrá¾a» (na intervale (0,780 500) budú rás», na intervale
(0,-∞) klesa»).
Rovnová¾ny bod R = 780 500 je stabilným bodom. Rie¹enia populaènej rovnice
bez rybolovu sa budú k tomuto bodu pribli¾ova». Ak teda bude populácia na za-
èiatku väè¹ia respk. men¹ia ako 780 500 rýb, potom populácia zaène klesa» respk.
rás» k bodu 780 500 (na intervale (0,780 500) bude rás», na intervale (780 500,∞)
bude klesa»).

Teraz sa budeme zaobera» populaèným modelom s kon¹tantným rybolom. Naj-
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skôr nájdeme bifurkaèný bod tohto modelu a následne rozoberieme a ilustrujeme
v¹etky mo¾nosti v závislosti na tomto bifurkaènom bode.

Nájdenie bifurkaèného bodu: Uva¾ujeme model

dR(t)

dt
= pR(t)

[
1− R(t)

K

]
−H(t)

kde H(t) je kon¹tantná funkcia. Dosadením získaných dát dostávame vz»ah

0 = 0,8R

[
1− R

780 500

]
−H

To je kvadratická rovnica. Hµadáme bifurkaèný bod a preto nás zaujíma, kedy je
diskriminant tejto rovnice nulový. Diskriminant rovnice je daný vz»ahom

D = 0,82 − 4
1

780 500
H

a je nulový práve vtedy, keï

0 = 0,82 − 4
1

780 500
H

Odtiaµ dostávame, ¾e H = 0,82

4 1
780 500

≈ 156 100. Na¹li sme bifurkaèný bod H =

156 100 populaèného modelu s kon¹tantným rybolov. Rozli¹íme preto 3 mo¾nosti,
ktoré mô¾u nasta».

Nech H < 156 100. Uva¾ujme H = 120 000. Potom dostávame

dR(t)

dt
= pR(t)

[
1− R(t)

K

]
−H(t) = 0

0.8R

[
1− R

780 500

]
− 120 000 = 0

R = 202 580 ∨ R = 577 920

Máme teda 2 pevné body modelu s kon¹tantným rybolovom H = 120 000 a to
R = 202 580 a R = 577 920. Dostávame tak, ¾e pre poèiatoènú populáciu rýb
presahujúcu poèet 577 920 dochádza k poklesu, prièom pokles tejto populácie sa
blí¾i k hodnote 577 920. Pokiaµ je poèiatoèná populácia v rybníku men¹ia ako
R = 202 580, potom dôjde k vyhynutiu. Samozrejme, ak sa poèet poèiatoènej
populácie nachádza v intervale (202 580,577 920), dochádza k rastu populácie.

Nech H > 156 100. Uva¾ujme H = 180 000.Potom dostávame

dR(t)

dt
= pR(t)

[
1− R(t)

K

]
−H(t) = 0

0.8R

[
1− R

780 500

]
− 180 000 = 0

D = 0,82 − 4
1

780 500
180 000 < 0
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Obr. 2.2: Populaèný model s kon¹tantným rybolovom H=120 000. V ymieranie
populácie, rast populácie a pevne body R = 202 580, R = 577 920. Populácia me-
dzi týmito pevnými bodmy rastie, inak klesá a¾ vymiera.

Z posledného vz»ahu (výpoèet diskriminanta) plynie, ¾e ¾iadna taká reálna hod-
nota R rie¹iaca túto kvadratickú rovnicu neexistuje. To znamená, ¾e na¹a popu-
lácia rýb bude vymiera».

Nech H = 156 100. Potom dostávame

dR(t)

dt
= pR(t)

[
1− R(t)

K

]
−H(t) = 0

0.8R

[
1− R

780 500

]
− 156 100 = 0

R = 389 482

Model s kon¹tantným rybolovom H = 1560 100 má práve jeden pevný bod
R = 389 482. Ak teda bude poèiatoèná populácia rýb v rybníku väè¹ia ako
389 482, potom sa táto populácia bude zmen¹ova» a blí¾i» sa hodnote 389 482.
Ak bude poèiatoèná populácia men¹ia ako 389 482, potom v danom rybníku
zaznamenávame vymieranie populácie.
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3. 2-dimensionálne vektorové pole

Na úvod tretej kapitoly sa poïme pozrie» do histórie a sveta fyziky. Do me-
rítka si vezmene nemeckého elektrického in¾iniera a fyzika Batlhara van der Pola.
Van der Pol sa v 20. rokoch 20 storoèia venoval rádiovým vlnám a elektrickým
obvodom. Poèas jeho výskumu v laboratóriach experimentoval s osciláciami v ob-
vode s elektrónkamy, ktoré v tej dobe boli pou¾ívané na kontrolu toku elektrickej
energie v obvode. V¹imol si, ¾e v¹etky poèiatoèné oscilácie konvergujú k rovnakej
prediodickej dráhe s koneènou amplitúdou. Preto¾e správanie týchto takzvaných
vlastných oscilácií bolo rozdielne od správania rie¹ení lineárnych rovníc, navrhol v
roku 1927 nelineárnu diferenciálnu rovnicu popisujúcu správanie týchto oscilácií.
Van der Polova rovnica popisujúca toto správanie má tvar

ẍ = ε(1− x2)ẋ− x, ε > 0 (3.1)

Výraz (1− x2)ẋ v rovnici (3.1) nám reprezentuje tåmiacu silu.
Najväè¹í význam tejto rovnice spoèíva v prípade ε >> 1, kedy Van der Pol ob-
javil relaxaèné oscilácie, ktoré zohravajú podstatnú úlohu v teórií geometrických
singularit poµa a jeho analýzy. Van der Pol pokraèoval vo svojom objave a svo-
jej rovnici dodal èlen reprezentujúci silu periodického nútenia a sin(ωt) (nútené
kmitanie). Jeho rovnica s nútenými kmitmy mala tvar

ẍ = ε(1− x2)ẋ− x+ a sin(ωt), a ∈ R (3.2)

kde parameter a ∈ R je amplitúda nútiacej sily a ω ∈ R je frekvencia. Van der
Pol s jeho kolegom Van der Markom pri vy¹etrovaní tejto rovnice s periodickými
nútenýmy kmitny zistili, ¾e poèas zmeny frekvencie systému sa objavili subharmo-
nické oscilácie a ako prvý zaznamenali chaotické oscilácie v elektrickom obvode.
Neskôr sa Van der Polovou rovnicou s nútenymi kmitny zaoberali Cartwright a
Littlewood, ktorý na základe analýzy tejto rovnice polo¾ili základy chaotyckých
systémov.
V tejto kapitole sa pozrieme na Van der Polovu rovnicu s nútenými kmitmy -
nútený Van der Polov oscilátor, rozoberieme niekoµko prípadov a tie ilustrujeme
pomocou obrázkou. Taktie¾ rozoberieme ¹peciálny prípad Van der Polovej rovnice
bez pôsobiacej sily tj. oscilátor bez nútených kmitov.
Cieµom tejto kapitoly je zoznámi» sa s pojmom limitný cyklus, nahliadnu» do
dvojdimenzionálneho sveta diferenciálnych rovníc a v òom preskúma» Van der
Polov oscilátor pomocou príkladov.

Pozrime sa najskôr na samotnú Van der Polovú rovnicu

ẍ = ε(1− x2)ẋ− x, ε > 0

Ide o nelineárnu diferenciálnu rovnicu 2. rádu so skalárnym parametrom ε > 0.
Dvojdimenzionálny tvar tejto rovnice je reprezentovaný systémom

ẋ = y (3.3)

ẏ = ε(1− x2)y − x, ε > 0 (3.4)

Stacionárnym bodom tohto systému je bod [0, 0].
Van der Polova rovnica je ¹peciálnym tvarom Lienhardovej rovnice:
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De�nícia 12 (Lienhardova rovnica). Nech f, g ∈ C 1(R) také, ¾e f je párna
funkcia a g je nepárna funkcia. Potom rovnicu tvaru

ẍ+ fẋ+ g = 0

nazývame Lienhardovou rovnicou.

Z Lienhardovej rovnice dostaneme Van der Polovu rovnicu polo¾ením f =
ε(1− x2) a g = x.

Bez dôkazu napí¹eme vetu hovoriacu o jednoznaènosti a existencií limitného
cyklu Lienhardovej rovnice, ktorý je stabilný. Dôkaz tento vety mô¾eme nájs» v
[3]. Predtým si e¹te zavedieme de�níciu limitného cyklu.

De�nícia 13 (Limitný cyklus). Limitným cyklom de�nujeme izolovanú uzavretú
trajektóriu tj. susediace trajektórie nie sú uzavreté (buï ¹pirálovito smerujú k
limitnému cyklu alebo od neho).
Povieme, ¾e limitný cyklus je stabilný, pokiaµ sa k nemu blí¾ia v¹etky susedné
trajektórie. Stabilný limitný cyklus vykazuje vlastné oscilácie.

Veta 10 (Lienhard). Nech f,g ∈ C 1(R). Nech g(x) > 0 pre v¹etky x > 0.
Oznaème F (x) =

∫ x
0

f(t) dt. Nech F má koreò a ∈ R+ taký, ¾e F (x) < 0 pre
0 < x < a a F (x) > 0 pre x > a, prièom limF (x) =∞, x → ∞. Potom
Lienhardova rovnica má práve jeden stabilný limitný cyklus v okolí bodu 0.

Lienhardova veta nám zaruèuje existenciu práve jedneho stabilného limitného
cyklu v okolí poèiatku pre Van der Polovu rovnicu (3.1). Ukazuje sa, ¾e tento
stabilný limitný cyklus pre ε→ 0 je kru¾nica so stredom v poèiatku a polomerom
2.

3.1 Van der Pol

V úvode sme si uviedli rovnicu Van der Polovho oscilátora tvaru

ẍ = −x+ ε(1− x2)ẋ, ε > 0

Táto rovnica nám opisuje oscilácie triódy v elektrickom obvode. V ¹peciálnom
prípade pre ε = 0 dostávame rovnicu jednoduchého harmonického kmitania

ẍ+ x = 0

Pre ε > 0 máme v rovnici èlen (1−x2)ẋ reprezentujúci silu závislú na rýchlosti a
priestore. Táto sila urýchµuje oscilátor, pokiaµ x2 < 1 a spomaµuje, pokiaµ x2 > 1.
Pre ε >> 1 nám rovnica popisuje relaxaèné oscilácie.

Skôr, ako budeme ¹tudova» rovnicu Van der Polov oscilátor s nútiacou peri-
odickou silou, pozrime sa na rovnicu Van der Polovu oscilátora bez nútiacej sily.
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Uva¾ujme rovnicu (3.1) (alebo ekvivalentne rovnicu (3.2) s λ = 0). V prípade,
¾e λ = 0, potom sme si v úvode rozmysleli, ¾e dvojdimenziálny tvar rovnice (3.1)
je reprezentovaný systémom (3.3) tj. má tvar

ẋ = y

ẏ = −x+ ε(1− x2)y

Jacobiho matica tohto systému je
(

0 1
−1 ε

)
, vlastné èisla Jacobiho matice sú µ =

1
2
(ε ±

√
ε2 − 4). Odtiaµ dostávme, ¾e stacionárny bod [0, 0] bude pre ε < 0 ne-

stabilný - trajektórie vnútri limitného cyklu opustia limitný cyklus a pôjdu do
stacionárneho bodu [0, 0] a trajektórie mimo limitného cyklu opustia limitný
cyklus. Pre ε ∈ (0; 2) a ε ∈ (2; ∞) bude stacionárny bod stabilný - trajektórie
opustia stacionárny bod a napoja sa na limitný cyklus. Budeme preto uva¾ova»
ε > 0. Limitným cyklom v tomto prípade bude valec, ktorý je homeomorfný
priestoru S1 × R. Tento valec je invariantnou varietou v tom zmysle, ¾e ka¾dé
rie¹enie, ktoré bude zaèína» na tomto valci, ostane na tomto valci (bude sa na
valec "namotáva»"). Rie¹enia blízko valca budú k nemu pri»ahované a budú na sa
valec namotáva» - vytvoria stenu valca. Ilustrujumeme si tento prípad pre ε = 1
v R2.

Príklad 7. Uva¾ujme systém

ẋ = y

ẏ = −x+ (1− x2)y

Vykreslíme 2 rie¹enia tohto systému - prvé rie¹enie splòuje poèiatoèné podmienky
[x(0); y(0)] = [5; 6] a druhé [x(0); y(0)] = [6; 6].

Rie¹enie

x

-4 -2 0 2 4 6 8

y

-6

-4

-2

0

2

4

6 (6,6)

ẋ = y

ẏ = −x+ (1− x
2)y

(5,6)

Obr. 3.1: Dve rie¹enia nenúteného Van der Polovho oscilátora pre parameter ε = 1
s poèiatoènýmy podmienkami [x(0); y(0)] = [5; 6] a [x(0); y(0)] = [6; 6].

Vidíme, ¾e oba rie¹enia sú pri»ahované k limitnému cyklu-valcu. Valec je tvo-
rený periodickými rie¹eniami, ktoré sa naò namotavajú. Samotný valec je vykres-
lený na následujúcom obrázku:
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Obr. 3.2: Limitný cyklus

Týmto príkladom opustíme rovnicu Van der Polovho oscilátora bez nútiacej
sily a zaèneme za zaobera» rovnicou Van der Polovho oscilátora s nútiacou peri-
odickou silou.
V úvode tejto kapitoly sme pre Van der Polov oscilátor uva¾ovali nútiacu perido-
ickú silu sin(ωt) s amplitúdou a ∈ R. My budeme uva¾ova» obecnú T-periodickú
silu f s amplitúdou λ ∈ R. Rovnica Van der Polovovho oscilátor s nútiacou silou
má potom tvar

ẍ = ε(1− x2)ẋ− x+ λf(t), ε > 0, λ ∈ R (3.5)

kde f(t) je T-periodická sila nútenia.
Ak si túto rovnicu prevedieme do dvojdimenzionálneho tvaru, dostaneme systém

ẋ = y (3.6)

ẏ = −x+ ε(1− x2)y + λf(t). (3.7)

©peciálny prípad λ = 0 sme si u¾ ilustrovali. Teraz sa pozrieme na prípad,
kedy je amplitúda |λ| nenulová a dostatoène malá.
Limitným cyklom aj v tomto prípade bude valec v priestore R2 × R uzavretý
na invariatné valce nenúteného oscilátora, ktorý bude pri»ahova» v¹etky blízke
rie¹enia na¹eho skúmaného systému. Tento valec je invariantnou varietou.
Pozrime sa na príklad rovnice Van der Polovho oscilátora s 2π-periodickou nútia-
cou silou.

Príklad 8. Uva¾ujme rovnicu Van der Polovho oscilátora (3.5) s parametramy
ε = 1 a λ = 0,002. Nech nútiaca sila je reprezentovaná 2π-periodickou funkciou
f(t) = cos(t) sin(t). Vykreslime rie¹enie Van der Polovho oscilátora s nútiacou
silou pre danú poèiatoènú podmienku.

Rie¹enie
Rie¹enia s danými poèiatoènými podmienkami sú pri»ahované do valca - li-

mitného cyklu ako na obrázku. V nútenénom Van der Polovom oscilátore je tok na
valci iný ako tok na valci nenúteného oscilátora. Na valci nenúteného oscilátora
sme zaznamenali paralelný tok, v prípade núteného oscilátora to neplatí.
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2πVan der Polov oscilátor s nútenými kmitmy s      -periodickou funkciou
                                   a amplitúdou

Obr. 3.3: Rie¹enia Van der Polovho oscilátora s nútenými kmitny. Pôsobiaca sila
na oscilátor je f(t) = cos(t) sin(t). Poèiatoèná podmienka je [x(0); y(0)] = [1; 0].

3.2 Poincareho mapa pre Van der Polov oscilá-
tor

Doposiaµ sme e¹te stále nevyu¾ili periodicitu nútiacej sily. Uva¾ujem T-perio-
dickú nútiacu silu f(t). Rie¹enie rovnice Van der Polovho oscilátora s T-perio-
dickou nútiacou silou je potom translaène invarinatné v èase t o periodu T. Mô-
¾eme teda stoto¾ni» èas t = 0 s èasom t = T . Vïaka tomuto pozorovaniu mô¾eme
rie¹enie ilustrova» v priestore R2×S1, kde priestor S1 = R/Z nazývame kru¾nica.
To nám umo¾nuje zapísa» rovnicu Van der Polovho oscilátora ako systém

ẋ1 = x2 (3.8)

ẋ2 = −x1 + ε(1− x2
1)x2 + λf(x3), ε > 0, λ ∈ R (3.9)

ẋ3 = 1 mod T (3.10)

kde T je perióda funkcie f . Limitný cyklus tohto systému je difeomorfný torusu
S1×S1. Tento torus je invariantnou varietou núteného Van der Polovho oscilátora
a pri»ahuje v¹etky blízke rie¹enia. V prípade malej amplitúdy |λ| prúdenie na tore
nie je paralelné a mô¾e obsahova» asymptoticky stabilné a nestabilné periodické
orbity.
Na tento systém sa pozrieme pomocou Poincareho mapy. Poincareho mapu pre
1-periodickú diferenciálnu rovnicu sme si de�novali ako zobrazenie

Π : R→ R

de�nované predpisom

x0 7→ ϕ(1; 0, x0).

Uva¾ujem rovinu R tvorenú bodmy (x1, x2, 0). Táto rovina je rezom, ktorým
rie¹enia prechadzajú prieène vzhµadom na poslednú zlo¾ku systému (3.8). To nám
umo¾òuje de�nova» Poincareho mapu Π systému (3.8) ako zobrazenie

Π : R→ R
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de�nované predpisom

(x1,x2,0) 7→ (ϕ(T ; x1, x2, 0), 0)

kde ϕ(T ; x1, x2, 0) je rie¹enie systému (3.8) prechádzajúce bodom (x1, x2,0) v
èase t = 0.

Pre malú amplitúdu |λ| zis»ujeme, ¾e poèiatok - rovnová¾ny bod systému, je
nestabilným pevným bodom Poincareho mapy Π. Iterácie ostatných bodov Po-
incareho mapy konvergujú k invariantnej uzavretej krivke, ktorá obklopuje tento
nestabilný pevný bod Poincareho mapy. O tejto problematike sa mô¾me viac do-
zvedie» v teórií S1 grup.
Prejdime z teórie do praxe. Aplikujeme a ilustrujeme danú teóriu na príkladoch.
Uká¾eme zvlá¹» výsledky pre nenútený a nútený Van der Polov oscilátor v pries-
tore R2 × R a v priestore S× R.

Príklad 9. Uva¾ujme rovnicu nenúteného Van der Polovho oscilátora pre ε = 1
reprezentovanú systémom

ẋ = y

ẏ = −x+ (1− x2)y

Uva¾ujme poèiatoènú podmienku [x(0); y(0)] = [1; 2]. Nájdite orbitu a jej Poin-
careho rovinu. Vykreslite rie¹enie.

Rie¹enie

Najskôr sa pozrieme na orbitu nenúteného Van der Polovho oscilátora. Po nu-
merickom výpoète v prostredí MATLAB dostávame následujúcu orbitu

x
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y
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6

Orbita nenúteného Van der Polovho oscilátora

(1;2)

Obr. 3.4: Orbita nenúteného Van der Polovho oscilátora v R× R s poèiatoènou
podmienkou [x(0); y(0)] = [1; 2].

Poincareho rovina tejto orbity je vyobrazená na následujúcom obrázku.
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Poincareho mapa nenúteného Van der Polovho oscilátora

Obr. 3.5: Poincareho mapa nenúteného Van der Polovho oscilátora v R × R s
poèiatoènou podmienkou [x(0); y(0)] = [1; 2].
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Obr. 3.6: Rie¹enie nenúteného Van der Polovho oscilátora v R2×R s poèiatoènou
podmienkou [x(0); y(0)] = [1; 2].
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Obr. 3.7: Rie¹enie nenúteného Van der Polovho oscilátora v S×R s poèiatoènou
podmienkou [x(0); y(0)] = [1; 2] a Poincareho rovina .
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Z obrázka Obr. 3.4 vidíme, ¾e limitný cyklus pri»ahuje rie¹enie nenúteného
oscilátora s poèiatoènou podmienkou [x(0); y(0)] = [1; 2] a toto rie¹enie sa na
limitný cyklus namotáva. Z Obr. 3.5 vidíme, ¾e body Poincareho mapy konvergujú
k invariantnej uzavrenej krivke, ktorá neobklopuje ¾iaden bod Poincareho mapy.
Obr. 3.6 nám interpretuje paralelný tok na valci a Obr. 3.7 nám reprezentuje
"namotávanie"rie¹enia na valec.

V ïal¹om príklade ilustrujeme teóriu pre nútený Van der Polov oscilátor.
Budeme uva¾ova» malú kladnú amplitúdu T-periodickej nútiacej sily. Tak ako v
predo¹lom príklade, aj v tomto príklade výsledok ilustrujeme v priestore R2 × R
a v priestore S× R.

Príklad 10. Uva¾ujme rovnicu nenúteného Van der Polovho oscilátora tvaru

ẍ = 0,8(1− x2)ẋ− x+ 0,3 cos(t)sin2(t)

Túto rovnicu mô¾eme prepísa» do systému rovnic tvaru

ẋ = y

ẏ = −x+ 0,8(1− x2)y + 0,3 cos(t)sin2(t)

Uva¾ujeme teda prípad λ = 0.3, ε = 0,8 s nútiacou 1-periodickou silou f(t) =
cos(t)sin2(t). Nech [x(0); y(0)] = [2; −2] sú poèiatoèné podmienky tohto sys-
tému. Nájdime orbitu a jej Poincareho rovinu. Vykreslime rie¹enie.

Rie¹enie
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ẍ = 0.8(1− x2)ẋ− x+ 0.3 cos(t) sin2(t)Orbita núteného Van der Polovho oscilátora daného rovnicou

Obr. 3.8: Orbita núteného Van der Polovho oscilátora v R × R s nútia-
cou 2π-periodickou silou f(t) = cos(t)sin2(t) a s poèiatoènou podmienkou
[x(0); y(0)] = [2; −2].
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Poincareho mapa núteného Van der Polovho oscilátora

Obr. 3.9: Poincareho mapa núteného Van der Polovho oscilátora R × R s nú-
tiacou 2π-periodickou silou f(t) = cos(t)sin2(t) a s poèiatoènou podmienkou
[x(0); y(0)] = [2; −2].
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Konvergencia bodov Poincareho mapy núteného oscilátora

Obr. 3.10: Konvergencia bodov Poincareho mapy núteného Van der Polovho osci-
látora v R×R s nútiacou 2π-periodickou silou f(t) = cos(t)sin2(t) a s poèiatoènou
podmienkou [x(0); y(0)] = [2; −2].

300
250

200
150

t
100

50
0-3

-2
-1x

0
1

2

5

0

-5
3

y

Nútený Van der Polov oscilátor

Obr. 3.11: Rie¹enie núteného Van der Polovho oscilátora v R2 × R s nútia-
cou 2π-periodickou silou f(t) = cos(t)sin2(t) a s poèiatoènou podmienkou
[x(0); y(0)] = [2; −2].
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Obr. 3.12: Rie¹enie núteného Van der Polovho oscilátora v S × R s nútia-
cou 2π-periodickou silou f(t) = cos(t)sin2(t) a s poèiatoènou podmienkou
[x(0); y(0)] = [2; −2] a Poincareho rovina.

Z obrázka Obr. 3.8 vidíme, ¾e limitný cyklus pri»ahuje rie¹enie núteného osci-
látora s poèiatoènou podmienkou [x(0); y(0)] = [2; −2]. Z Obr. 3.10 vidíme, ¾e
body Poincareho mapy konvergujú k invariantnej uzavrenej krivke, ktorá neoklo-
puje ¾iaden bod Poincareho mapy. Rie¹enie je stabilné. Obr. 3.11 nám interpre-
tuje paralelný tok na valci a Obr. 3.12 nám reprezentuje "namotávanie"rie¹enia
na valec.
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Záver

Cieµom práce sa bolo zoznámi» s periodickými rie¹eniami obyèajných dife-
renciálnych rovníc a teóriu ilustrova» na príkladoch. Práca nebola zameraná na
dokazovanie teórie, ale na aplikáciu teórie. Vïaka týmto preferenciám práca obsa-
huje viac príkladov zameraných na periodické rie¹enia obyèajných diferenciálnych
rovníc.

V prvej kapitole sa analyzujú skalárne diferenciálne rovnice, ktoré sú peri-
odické v èase (pravá strana rovnice je periodická). Hµadáme periodické rie¹enia
(veta (2)) alebo ekvivalentne pevné body Poincareho mapy (de�nícia (8)), na
základe ktorých rozhodujeme o stabilite, nestabilite a asymptotickej stabilite.

Z prvej kapitoly dostávame následujúce výsledky: a) Periodické rie¹enia je mo-
¾né kon¹tuova» numericky (vety (4) a (4)) ako iterácie Poincareho mapy (viï obr.
1.3). Príslu¹ný software je v práci testovaný na rade príkladov. b) Alternatívou
k rozhodovaniu o asymptotickej stabilite/nestabilite je analytický výpoèet prvej
derivácie Poincareho mapy v pevnom bode (veta (7)). V sekcií 1.4 sme rie¹ili dve
(v [1] nerie¹ené) príklady tohoto výpoètu. Ide o príklady hyperbolických pevných
bodov (viï de�nícia (9)).

O stabilite nehyperbolických pevných bodov rozhodujú derivácie Poincareho
mapy vy¹¹ích rádov (veta (8)). V [1] je uvedený príklad nehyperbolického pevného
bodu, ktorý je asymptoticky stabilný. V mojej práci je tento príklad uvedený
ako Príklad 6 - je spravená podrobná analýza tohoto príkladu vrátane výpoètu
príslu¹ných derivácií vy¹¹ích rádov.

Na rozdiel od 1. kapitoly, uva¾ujeme v 2. kapitole parametrickú závislos» ska-
lárnych diferenciánych rovníc s periodickou pravou stranou v èase. Opierame sa o
teóriu (veta (9)), ktorá vedie k vzniku a¾ dvoch periodických rie¹ení v závislosti
na hodnote bifurkaèného parametru.

Prínosom mojej práce je numerická analýza konkrétneho populaèného modelu
[5].

V poslednej kapitole je uvedený príklad dvoch obyèajných diferenciálnych rov-
níc s periodickou pravou stranou (Van der Polov oscilátor). Je naznaèená teória
modelu. Hlavným výsledkom tejto kapitoly je parametrické ¹túdium atraktorou
a príslu¹ný simulaèný model.

Verím, ¾e v¹etky tri kapitoly boli napísané zrozumiteµne a pomohli èitateµovi
získa» predstavu o vyu¾ití periodických rie¹ení obyèajnych diferenciálnych rov-
níc a ich aplikacií v rôznych oblastiach. Práca nemohla pokry» v¹etky detaily a
súvisiacu teóriu, napríklad tretia kapitola je hrubým obrazom modelu Van der
Polovho oscilátora.
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