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Uvod

V této préci je nasim cilem popsat algoritmy pro feseni dvoustupnovych sto-
chastickych tloh. Tyto stupné se vztahuji ke dvéma ¢asovym okamziktim, soucas-
nosti a budoucnosti. Klasickym prikladem dvoustupnovych tloh je problém pro-
davace novin. Ten se musi v soucasnosti rozhodnout, kolik novin na sviij stanek
nakoupi, aniz by védél, jaka bude dalsi den po novinach poptavka. Dvoustupnové
ulohy sice nedaji odpovéd na otazku, kolik zdkaznik na stanek prijde, ale hledaji
optimalni feseni ve stfedni hodnoté vzhledem k pravdépodobnostnimu rozdéleni
poptavky. Misto stfedni hodnoty lze v tlohach v ucelové funkci uvazovat také
rizné miry rizika.

V prvni kapitole se budeme vénovat formulaci dvoustupnové tlohy a vlast-
nostem tucelové funkce ve druhém stupni. Déle si ukdzeme vlastnosti mnoziny
omezeni, dudlni reprezentaci ilohy a uvedeme si podminky optimality. Tyto teo-
retické poznatky vyuzijeme pri popisu fungovani algoritmu v dalsi kapitole.

V druhé kapitole se zamérime na algoritmy, které resi stochastické linearni
ulohy s pevnou kompenzaci. V préaci se budeme zabyvat tilohami s koneénym po-
¢tem realizaci nahodného vektoru, které lze fesit také deterministickym ekviva-
lentem. Pokud je téchto realizaci mnoho, stava se klasicka deterministicka tuloha
velkou a obtizné fesitelnou. PTi implementaci algoritmu je proto vhodné vzit
v potaz specidlni strukturu konkrétni tlohy. Pokud tyto struktury ignorujeme,
dochazi casto k neefektivnimu hledani optimalniho feseni zejména z hlediska ca-
sové narocnosti. Efektivnim zptisobem je slozitou tlohu rozdélit na vice men-
sich podiloh, které lze tesit snadnéji. Mezi dekompozicni algoritmy, které tuto
techniku vyuzivaji, patti L-shaped algoritmus, jehoz zdkladni forma je podrobneé
popsana v prvni c¢asti kapitoly. Tento algoritmus je deterministicky, nebot resi
ulohu pro konkrétni mnozinu scénaii. V dalsi ¢asti kapitoly se zabyvame algo-
ritmem stochastické dekompozice, ktery si realizace nahodného vektoru generuje
postupné. Pokud je rozdéleni ndhodného vektoru zndmo, nepotiebuje mit kon-
krétni mnozinu scénait, na nichz ilohu spocita. Naopak si v kazdé iteraci generuje
vzdy pouze jednu realizaci ndhodného vektoru, postupné zpresnuje odhad tacelové
nez v pripadé deterministickych algoritmi a zédkladni myslenky, jak algoritmus
stochastické dekompozice zastavit, si uvedeme na konci kapitoly.

Posledni kapitola je vénovana praktické casti. Prezentuje vysledky ziskané
aplikaci obou algoritmi na trech rtznych prikladech. Kromé zminéného pro-
blému prodavace novin se diskutuje také jeho rozsiteni v tloze kvétinarky. Jeji
patecni rozhodnuti ovliviiuje sobotni i nedélni prodej rtizi. Tato tloha obsahuje
dva budouci okamziky, je tedy obecné tristupnova. Ukazeme si, jak ji lze prevést
na dvoustupnovou, aby byla studovanymi algoritmy tesitelna. Déle se zabyvame
nalezenim optiméalniho portfolia, které minimalizuje riziko z investice. Jedna se
o ,mean-risk“ model, ve kterém riziko predstavuje CVaR. Vsechny priklady jsou
nejprve popsany, poté jsou na nich algoritmy srovnany a diskutovany jejich vy-
hody a nevyhody.

V priloze jsou struc¢né uvedeny definice a véty, na které odkazujeme predevsim
v prvni teoretické kapitole.



1. Zakladni vlastnosti
dvoustupnovych stochastickych
uloh

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi dvoustupnovych stochastic-
kych tloh. V prvnich trech ¢astech, kde se uvadi formulace dlohy a vlastnosti
mnozin omezeni a ucelové funkce, je koncepce prevzata z [4]. V posledni ¢ésti
zabyvajici se podminkami optimality, se ¢erpa predevsim z [17]. Duraz je kladen
na teorii subdiferenciali, ktera bude vyuzita v nasledujicich kapitolach.

Cel4 teorie predpoklada zakladni znalosti z teorie optimalizace, kde mtizeme
odkazat napt. na studijni materidl k prednasce Teorie optimalizace na MFF UK
[14]. Mezi dalsi zdroje, které byly pri budovani této teorie pouzity, uvedme [I1]
a také prehledné zpracovanou teorii v ¢eském jazyce v prvni kapitole diplomové
préace [2].

1.1 Formulace problému

Nejprve uvedeme forméalni zapis dvoustupnové stochastické tlohy. V celé této
praci budeme uvazovat tlohy s pevnou matici W (angl. fixed recourse):
min ¢ = 'z + E ¢[min q(w) y(w)]
xX

za podminek Axr=b (1.1)
T(w)x + Wy(w) = h(w) s. j.
x>0, y(w)=>0s.j.,

kde pro upfesnéni dimenzi uvadime rozméry vektort a matic, tedy x € R™,
ceR™ beR™, Ae R™*™ Déle pro kazdy ndhodny jevw € Q : y(w) € R"2,
¢(w) € R™, h(w) € R™, T'(w) € R™*™ W € RM2x"2,

Nahodnou slozku problému muzeme tedy celkové zapsat do jednoho vektoru
T (w) =(q(w)T, h(w)T, Ty (W), ... T, (W)), jenZ m& N = ng+ma+(mgxny) slozek
a kde T; (w) predstavuje i-ty faddek matice T'(w). Dimenze jsou takto oznaceny
zcela zamérné, nebot indexy oznacuji stupen, ke kterému se dané vektory a matice
poji, pricemz matice T'(w) je matici, kterd oba stupné spojuje.

Déle E ¢ pfedstavuje stiedni hodnotu vzhledem k ndhodnému vektoru & s no-
sitfem Z C RY. Nosi¢ ndhodného vektoru je nejmensi uzaviend mnoZina takovd,
ze plati P(¢ € Z) = 1. Navic vSechny podminky problému plati skoro jisté.

Ekvivalentni deterministicka loha

Hlavni myslenkou dvoustupnovych tloh je najit optimalni feSeni takové, ze
minimalizuje fixni naklady v prvnim stupni plus oc¢ekavanou hodnotu v druhém
stupni tlohy. Druhy stupen nam tak urcuje v téchto tlohach onu stochastiku,
nebof se jedna o realizace v budoucnosti. Tyto realizace se odviji na zakladé
rozhodnuti vykonaného v prvnim stupni a ndhodé, jez je v soucasnosti nezndma.



Pro tlohu ([1.1) muzeme definovat ekvivalentni deterministickou ulohu jako
min ¢=c"z+ Q(x)
za podminek Ax =10 (1.2)
x>0,
kde optimalni feseni problému druhého stupné je
Qz) = B¢ Q(x,) (1.3)

a pro dané w definujeme
Qz,£(w)) = min{g(w)"y| Wy = h(w) = T(w)z,y > 0}, (1.4)

V celé praci budeme psat tucné &, pokud se bude jednat o nahodnou veli-
¢inu, a netucné £, pokud pijde o jeji realizaci £(w). Argument w budeme ¢asto
vynechavat.

Pokud fixujeme z a minimalizujeme tilohu ve druhém stupni, potom oznacime
problém jako:

« neomezeny, pokud Q(z,§) = —oo,
« nepiipustny, pokud Q(z,§) = oc.

Je dilezité rozlisit, zda ma ndhodna veli¢ina spojité, nebo diskrétni rozdéleni.
V této praci uvazujme situaci, kdy je & konecna diskrétni ndhodna veli¢ina, tedy

& € =, kde = je koneéna mnozina. Necht & nabyva hodnot &;,...  x postupné
s pravdépodobnostmi py,...,pg, potom muzeme stredni hodnotu ([1.3) zapsat

jako vazenou sumu Q(x,&), tedy

Q(x) = ZPkQ(%&)

Ve vypocétu polozme +oo + (—00) = 4o00. Timto dodefinovanim mluvime
o konzervativnim ptistupu, nebot se zamitne jakékoliv rozhodnuti v prvnim stupni
ulohy, které by mohlo vést k tomu, Ze by tloha v druhém stupni nebyla definovana.
Rozhodnuti x se tak zamitne, ackoliv existuji takové realizace ndhodného vektoru,
pro néz by uloha ve druhém stupni, tedy i cela tloha , neomezené klesala.

Abychom dospéli k diskrétnimu rozdéleni s koneCnou mnozinou stavu, lze
budouci ndhodné veli¢iny aproximovat pomoci scénaii. Jednotlivé scénafe mii-
zeme generovat, nebo za né povazujeme napozorované historické hodnoty. Pokud
mame konecny pocet scénart vyjadrujicich budoucnost a vsechny tlohy v dru-
hém stupni jsou linearni, 1ze sestavit ekvivalentni linearni deterministickou tlohu.
Index scénare budeme znacit dolnim indexem. Ptuvodni problém lze tak pre-
psat do deterministického ekvivalentu néasledujicim zptisobem

K
- _T T
pnin - g=clat kz::lpqu U
za podminek Ar=b (1.5)

Tkx—irWyk:hk, kzl,,K
x>0, y.>0, k=1,... K.
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Zde soucet +o0o + (—oo) neni potieba dodefinovat, nebot pro z € K; musi
platit podminky pro kazdé k. Pokud je problém nepiipustny pro néjaké k, t.j.
Q(z,&) = +o0, potom je nepfipustny i cely problém a optimalni hodnota
je automaticky +oo.

1.2 Mnoziny omezeni

V této podkapitole se budeme zabyvat vlastnostmi mnozin omezeni, nejprve
si definujme mnoziny pripustnych feseni pro prvni a druhy stupen ulohy jako

K, ={z|Az = b,z > 0},

Ky = {z|9Q(x) < +00}.

Tato definice ndm umoznuje zapsat vyse uvedenou deterministickou tlohu
(1.2) pomoci mnozin K a K3 nasledujicim zptsobem:

. T
min cr+ Yz
z ) min 'z + Q(x)
za podminek Ax =10 — !
>0 za podminek r e KiNK,.
€T =z

Chceme navic definovat takova x, kterd budou pfipustnd v druhém stupni,
aniz bychom museli poc¢itat hodnotu Q(z).
Definujme

o K3(&) = {x|Q(z,§) < 400}, mnozinu takovych rozhodnuti x, pro nez je
Q(x.€) pripustné,

o Ky = {z|V¢ € Eexistujey > 0: Wy = h(§) — T(§)z} = Neez Ka(§),
mnozinu takovych rozhodnuti z, Ze pripustné feseni v druhém stupni lze
nalézt pro V¢ € =.

Poznamenejme, Ze rozhodnuti y se pro rizné hodnoty & muze lisit.
Tvrzeni 1. [J)

a) Pro vechna & € Z je mnozina Ky(§) uzaviend konvexni polyedrickd mnoZi-
na, proto také mnozina K¥ je uzavrend a konverni.

b) Pokud Z je konecnd mnoZina, pak je KI navic polyedrickd a plati KY = K.

Diikaz. a)Pro kazdé £ je mnozina Ky(§) definovana pomoci linedrnich omezeni
(rovnosti a neostré nerovnosti), tedy se jedna o uzavienou konvexni polyedrickou
mnozinu. Spocetny prunik konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina, coz do-
hromady stac¢i k diikazu prvni ¢asti tvrzeni.

b) Dané x je prvkem mnoziny K, jestlize funkce Q(x) je shora omezena. Q(x)

je soucet kone¢né mnoha hodnot Q(z,§) vazenych pomoci nezapornych pravdeé-
podobnosti. Diky zavedené konvenci +00 + (—o0) = +oo je tedy Q(x) shora
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omezend, pokud kazdd Q(z,£) je shora omezend. To znamend, ze = je prvkem
mnoziny K,(€) pro V&, neboli o patif do mnoZiny K¥'. Naopak, pokud je x prv-
kem KT potom je Q(z,£) shora omezena pro viechny hodnoty, coz implikuje, Ze
Q(x) je konecnd a z je tak prvkem K.

OJ

V druhé ¢éasti tvrzeni (1] se predpokladalo diskrétni rozdéleni & na konecné
mno%ing, pro spojité rozdéleni & obecné vztah K¥ = K, neplati. UkaZeme ilu-
stra¢ni protipiiklad, uvedeny v [4], jenz nespliuje tento predpoklad ani predpo-
klad na pevnou matici W.

Predpokladejme, ze funkce ve druhém stupni je definovana jako

kde & m4 trojihelnikové rozdéleni na [0,1], konkrétné P(€ < u) = u?. Tedy matice
W je rozméru 1 x 1 a je jedind ndhodna, W(w) = &.
Pro V¢ € (0,1] optimdlni feseni Q(x,§) je y = 1’?’5, y > 0, takze

K(§) = {xfe <1}

Q(z,) = 1233, pro x < 1.

Necht & = 0. Pokud neplati z = 1, potom neexistuje zadné y splnujici 0 -y =
1 —z. Tedy
K5(0) = {z]|z = 1}.

Tedy pro x # 1 by Q(x,0) nabyvalo hodnoty +o00. Jelikoz pravdépodobnost toho,
ze € = 0, je nulova, dodefinujeme Q(x,0) = 0, coz odpovida konvenci 0 - oo = 0.
Proto

Ky ={z|lz =1} n{z|z < 1} = {z|lz = 1},

zatimco

11 _
Q(x) :/0 ! éx -28d¢ = 2(1 — x) pro Vo < 1,
tedy Ky = {z|z < 1} a K¥ C K,. Rozdil mezi mnoZinami je zptisoben tim,
7e bod neni v mnoZiné K7, jakmile je nepifpustnym FeSenfm pro néjaké & ne-
hledé na rozdéleni €. Naopak K5 neresi nepripustnost, které se nabyva s nulovou
pravdépodobnosti.

Je treba fict, ze tato situace nastane zridka, pokud je matice W pevna, coz je
predpoklad, ktery v celé praci uvazujeme za splnény. K dalsi nesnazi mtze dojit,
pokud jsou vSechny hodnoty Q(x,£) shora omezené s pravdépodobnosti 1, avsak
Q(z), tedy stredni hodnota Q(z,£), je neomezena.

Jelikoz v dalsi ¢asti prace budeme uvazovat hlavné diskrétné rozdéleny na-
hodny vektor &, zavéry tykajici se spojité rozdéleného & zde nebudeme uvadét,
1ze je nalézt véetné dikazu napt. v [4]. Poznamenejme, Ze potom zavéry tykajici
se rovnosti mnozin Ky = KT & jejich specifickych vlastnosti budou platit jen
pri splnéni dalsich podminek. Pro spojité rozdéleny ndhodny vektor ¢i diskrétné
rozdéleny s nekoneénym nosicem, je jednim z hlavnich predpokladi konecnost
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jeho druhych momentt. Uvedeme si pouze lemma, kde konec¢nost druhych mo-
menti vede ke konecnosti tucelové funkce Q(z). Jejimi vlastnostmi se budeme
zabyvat v nasledujici ¢ésti.

Lemma 2. [} Pokud & md konecné druhé momenty, potom plati

Pw|Q(z.£) < 00) =1 = Q(z) < oco.

1.3 Vlastnosti ucelové funkce ve druhém stupni

V této kapitole si uvedeme vlastnosti ucelové funkce ve druhém stupni. Nej-
prve pripomenme, ze v celé praci predpokldadame, ze matice omezeni W nezavisi
na realizaci £. Rikdme pak, Ze problém (1.2) ma pevnou kompenzaci.

Nez prejdeme k obecnym vlastnostem Q(z), uvedeme si specidlni pripady
ulohy , které usnadnuji pocitacovou implementaci jednotlivych algoritmi.
Nespornou vyhodou je napriklad situace, kdy vsechna rozhodnuti z, ktera jsou
pripustna pro tlohu v prvnim stupni, maji pfipustné feseni i ve druhém stupni.

Definice 1. [{] Rekneme, Ze dvoustupriovyj problém md relativné dplnou
kompenzaci, pokud pro vSechna v € K a skoro vsechna & existuje y > 0 spliu-
jici Wy = h(&) =T (&)x, tedy K, C Ky. Problém md uplnou kompenzaci,
pokud pro kazdé x existuje y > 0 takové, Ze plati Wy = x.

Vyhody relativné iplné kompenzace budeme diskutovat v dalsi kapitole. Spe-
cidlnim pripadem relativné tplné kompenzace je uplna kompenzace, kterou lze
casto identifikovat ze struktury matice W. Uplna kompenzace se da zapsat také
jako pos W = R™2,

Specidlnim pripadem tplné kompenzace je jednoducha kompenzace, kdy
W = [I, — 1], stejné tak y = (y*,y7) aq = (q7,q ). Potom lze tloha (/1.4
zapsat nasledujicim zptisobem:

Q&) = min  (¢")'y"+(¢)"y"
za podminek yt —y~ =h() —T(€)x (1.6)
y" oy >0.

Pro jednoduchou kompenzaci navic plati nasledujici tvrzeni o konecénosti Q(z):

Tvrzeni 3. [} Necht dvoustupriovd stochastickd iloha je pripustnd, md
jednoduchou kompenzaci a necht & md konecné druhé momenty. Potom Q(z) je
konecénd, prdvé kdyZ plati q + q; > 0 skoro jisté.

Diikaz. Necht pro néjaké i plati, Ze ¢ (w) + ¢; (w) < 0 pro Vw € Q; C Q, kde
P(Q;) > 0. Pro ptipustné y plati, Ze také bod (y;" + A,y; + A) je pro A > 0
pripustny. Potom dostavame, ze pro vSechna pripustna z tlohy a vSechna
w € €y plati, Ze pro rostouci A > 0 tucelova funkce klesa:

G (7 + D)+ (v +A) =gy oy + A6 +q)
N——

—00 <0

Tedy funkce Q(x) neni konecna.



Necht g;" + q; > 0 skoro jist&, potom

ma2

i=1
kde vyraz (z)* znamena

(2)" = 0 pokud z <0,
r pokud x > 0.

Problém je totiZz separovatelny a kazdé y; (w) a y; (w) je zavislé na znaménku
hi(w) — T; (w)x, tj. pokud

¢ (hi(w) = Ti(w)a) 2 0=y = hi(w) = Ti(w)x, y; =0,
o (hi(w) = Ti(w)r) 0=y =0,y =T (w)r — hi(w).

Protoze Q(z,£(w)) je koneéna pro skoro vSechna w, pomoci lemmatu [2] je tvrzeni
dokéazano.
[

Diive nez prejdeme ke konkrétnim vlastnostem funkce Q(z,¢), uvedeme si zde
dudlni reprezentaci druhého stupné tlohy ([1.1)). Priméarni tloha ve druhém stupni
ma tvar:

min ¢y
za podminek Wy=h-Tz (L.7)
y > 0.
K ni dudlni tloha je pak tvaru:
max 7l(h — Tx)
za podminek Whr <q (1.8)
m € R™2.

7 duality plyne, ze pokud ma primarni i dualni tloha alespon jedno ptripustné
feseni, potom maji obé tlohy i optimalni feseni a optimélni hodnoty jejich uce-
lovych funkci se rovnaji.

Mnozina p¥ipustnych feseni I definovand nerovnostmi W’r < ¢ dudlni tlohy
(1.8) nezavisi na x, navic pii fixovaném ¢ je tato mnozina prinikem konecné
mnoha uzavtenych poloprostorti, tedy se jedna o konvexni polyedrickou mnozinu.
Mnozina I1(q,W) = {x|WTr < ¢} je navic uzaviena a pokud je neprazdnd, pak
pti fixnim £ plati pro libovolné z, ze Q(z,£) > —oo. Naopak pokud je mnoZina
prazdna, potom je primarni problém neomezeny.

Poznamka. Pokud mé problém ([1.1)) relativné tplnou kompenzaci, potom uva-
zujme pripustnou bazi L primarni ilohy , viz definice P. Pokud mame pev-
nou matici W, je podle definice P. pro fixni & vektor 7(L) = ((WL)T>_1 qr(§)
duélni bazické feseni. Pokud tedy plati gz (&)T (W)W —¢T'(€) < 07 je pifslusné
dudlni bazické teseni také pripustné feseni tlohy a pro libovolné x je pro
fixni ¢ funkce Q(x,£) konecna.



Polozme
sq(x) = inf{q"y : Wy = x,y > 0}.
Jestlize T1(q,IV) # 0, potom plati

s¢(x)= sup 7'x,
well(q,W)
tedy s4(+) je opérnou funkei mnoziny I1(g,W). Pokud je tedy mnozina I1(¢g,W) ne-
prazdnd, potom je funkce s,(-) polyedricka. V nasledujici definici si pfipometime,
kdy je funkce polyedricka.

Definice 2. [19] Funkce g : R™ — R je polyedrickd, pokud je jeji epigraf konvexnt,
uzavrend polyedrickd mnoZina a g(x) je konecnd alespori v jednom bodé x (tedy
g(x) je vlastni). Jingmi slovy mizZeme také rict, Ze funkce je polyedrickd pravé
tehdy, pokud je vlastni, konvexni, zdola spojitd, jeji doména je konvexni uzavrend
polyedrickd mnozina a g(-) je na ni po castech linedrni.

Je vidét, ze plati rovnost Q(z,€) = s,(h — T'x) a navic doména funkce s,(-) je
rovna pozitivnimu obalu matice W, tedy

dom Q(-,&) = {z|h — Tz € pos W}.
Nésledujici tvrzeni, popisuje vlastnosti funkce Q(-,&).

Tvrzeni 4. [19] Pokud je mnoZina 11(q,W) neprdzdnd a problém md pri-
pustné resent alespon pro jedno x, potom je funkce Q(-,£) polyedrickd.

Diikaz. Protoze plati rovnost Q(z.,£) = s,(h — T'x), vlastnosti funkce Q(-,£) ply-
nou z vlastnosti funkce s,(-).

O

Konvexita funkce Q(z,£) bude v dalsi ¢dsti prace pro pouziti algoritmu jed-
nim ze stézejnich predpokladii, proto si nyni tuto vlastnost dokazeme z definice,
za predpokladu, ze Q(z,£) nenabyva hodnoty —oo, tedy problém neni neo-
mezeny. Poznamenejme, Ze o konvexité mluvime vzhledem k x a k parametrim
(h,T), v parametru ¢ je naopak funkce Q(x,£) konkavni [4].

K dikazu konvexity je tfeba ukdzat, ze f(x) = min,{¢"y|Wy = x} je kon-
vexni funkce v y. Uvazujme dva vektory x; # x2 a néjakou konvexni kombinaci
Xa =M1+ (1= A)xz, A € (0,1).

Necht y; a y3 jsou optimalni Feseni tloh min,{q¢"y|Wy = x} pro x = x1
a x = xa2. Potom \yj + (1 — A)ys = vy je piipustné feSeni tlohy min,{q”y|Wy =
X Jnebot

e y >0, protoze y; > 0,5 > 0a X € [0,1].

o Wy = xu, protoze W(Ayi + (1 = N)ys) = AWyi +(1 = X) Wy; = xo.
~—— ——

X1 X2



Necht y3 je optimalni feSeni tlohy min,{q”y|Wy = x,}. Potom plati

Foo) =d"ys < " Qi +(1=Nys) = A" yi+(1=N)q"y5 = A (xa)+(1=X) f(x2),

kde prvni nerovnost plyne z optimality. To dokazuje konvexitu tcelové funkce
ve druhém stupni v (h,T) a v z pro vSechna z € K = K; N Ko.

Podobné pro konkavitu v ¢ je t¥eba ukazat, ze funkce f(q) = ¢ y* je konkavni.
Necht 47, y3 a y} jsou optimdlni Feseni tloh min,{¢"y|Wy = x} proq¢ = q1,q9 = ¢
a ¢ = A1 + (1 — \)ge. Potom plati

@y <ays [N
Gys <ays [1—A.

Tedy dohromady A qiy; +(1 — A) qays < (g7 + (1 — A)g3)ys -
—~— ——
flqr) f(g2) FAq1+(1-N)g2)

Popsané vlastnosti tcelové funkce ve druhém stupni budou vyuzity v na-
sledujici kapitole v algoritmech urcenych pro feseni dvoustupnovych stochastic-
kych tloh tvaru . Poznamenejme, ze v ptipadé, ze bychom znali rozdéleni
Q(z,£), bylo by snadné nalézt také Q(x) ¢i jiny funkciondl, nez je stfedni hod-
nota. Tzv. distribu¢ni problém, tedy nalezeni samotné distribuce, vsak neni trivi-
alni a déle se jim zabyvat nebudeme. Nékteré metody nalezeni rozdéleni 1ze na-
1ézt napr. v [2I]. My si déle ukazeme vlastnosti funkce Q(x), funkcionalu stfedni
hodnoty. Poznamenejme, ze v nasledujicich tvrzenich vétsinou predpokladdme
kone¢né druhé momenty. V celém textu vsak pracujeme zejména s ndhodnym
vektorem &, jenz ma diskrétni rozdéleni s koneénym nosicem =, a tedy je tento
predpoklad splnén automaticky. Navic opét predpokladejme, ze pro jednotlivé
funkce plati Q(z,£) > —oc.

Tvrzeni 5. [J|] Pro stochasticky problém , kde & md konecné druhé momenty,
plati

1. Q(z) je Lipschitzovsky konvexni a vlastni.
2. Pokud = je konecnd mnozina, potom Q(x) je po édstech linedrni.

3. Pokud & ma absolutné spojité rozdéleni, Q(x) je diferencovatelnd na Ks.

Diikaz.
1. Konvexita plyne ptimo z definice. Uvazujme body z1,29 € Ky a A € [0,1].
Potom z konvexity funkce Q(x,£) dostavame

Q(Ary + (I = N)x2) = E Q(Azy + (1 — Ax2), &) < EAQ(21,8) + (1 — N)Q(72,8)].

Tim je konvexita funkce Q(x) dokazana, jelikoz

EAQ(z1,€) + (1 = N)Q(x2,§)] = AQ(71) + (1 = A)Q(2).
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Dtikaz Lipschitzovské vlastnosti, tedy:
M Z 0 || Q(ZEQ) — Q(ZEl) ||§ M || To — Iq || VZEl,ZL’Q S KQ,
je uveden napft. v [17].

Funkce Q(x) je z definice Ky shora omezena. Z predpokladu Q(z,§) > —oo
a konecnosti druhych momentt je také na doméné omezena zdola, tedy je na Ky
vlastni.

2. Necht = je konecnd mnozina nabyvajici hodnot &i,... , x s prislusnymi
pravdépodobnostmi, tedy Q(z) = Y5, peQ(7,&). Kazda funkce Q(x.,&) je po
¢astech linedrni, tim padem Q(z) je také po Castech linedrni, nebot je souc¢tem
(vdzenym pravdépodobnostmi) koneéné mnoha po ¢dstech linedrnich funkei.

3. Diferencovatelnost pro spojité rozdéleni &€ je dokdzano napt. v [10].

O

Tvrzeni [5| nam ukazuje rozdil mezi vlastnostmi ucelovych funkei pro diskrétni
rozdéleni s koneénym nosic¢em a pro spojité rozdéleni. Diskrétni rozdéleni charak-
terizuje Q(z) jako po ¢astech linedrni funkci, tedy takovou, jez mé body zlomu,
ve kterych miize nabyvat svého optima. Pro spojité rozdéleni si mtizeme laicky
predstavit, ze téchto zlomu je nekone¢né mnoho, tedy tcelova funkce je hladka
v tom smyslu, Ze je na mnoziné K, diferencovatelna. Z toho také plyne, ze zatimco
v pripadé spojitého rozdéleni bychom se zabyvali teorii gradientii, pro diskrétné
rozdélené € neni funkce Q(x) v bodech zlomu diferencovatelna, tedy bude nutné
pouzit teorii subgradientii, kterou si priblizime v nasledujici kapitole.

1.4 Podminky optimality

Tvrzeni 6. [J] Necht md uloha konecné optimdlni teseni. Reseni z* € K,
je optimdlnim resenim lohy tehdy a jen tehdy, pokud existuji \* € R™
pt e R wTx* =0 tak, Ze plati

—c+ ATXN + pu* € 0Q(x"). (1.9)

Dikaz. 7 teorie konvexniho programovani, tedy v pripadé, Zze optimalizujeme
konvexni funkci pres konvexni mnozinu, ndm nutna a postacujici podminka 1ika,
ze ucelova funkce ¢’z + Q(z) ma v z* globdln{ minimum na K, pravé tehdy,
kdy? existuje subgradient n v bodé z*, tak ze plati n* (z —2*) > 0 proVa € K;.
MnoZinu takovych subgradienttt {n|n’(x — *) > 0 pro Vz € K} lze podle [4]
vyjadiit ve tvaru {n|n = AT\ + u, pro néjaké u > 0, u’z* = 0}. Tedy nutnou
a postacujici podminkou je, aby priinik mnozin d(c’z* + Q(x*)) = ¢ + 09(z*)
a {n|ln = AT\ + pu, pro ndjaké u > 0, uTx* = 0} byl neprazdny. Tim je také do-
kazano tvrzeni.

O

11



Poznamka. Pokud by rozdéleni bylo absolutné spojité, z tvrzeni |5 plyne, ze Q(x)
je diferencovatelna, tedy misto 0Q(z*) bychom dosadili VQ(z*) a vztah ((1.9)
nahradili pomoci gradienti:

c+VO(x*) = ATN + pu*.

Z tvrzeni [f] plyne, Ze k nalezeni optima je nutny subdiferencidl funkce Q(z).
Nésledujici tvrzeni nam 1ika, jak lze tento subdiferencial ziskat pomoci subdife-
rencialu jednotlivych funkei Q(z,£), pokud mé ndhodny vektor € koneény nosic.

Tvrzeni 7. [19] Necht je = konecnd mnozina a funkce Q(-) = E[Q(-,£)] md
konecnou hodnotu alespori v jednom bodé T. Potom je funkce Q(-) polyedrickd
a pro kaZdé xo € dom Q plati

K
09Q(wo) = > prOQ(z0,k).-
=1

Diikaz. Protoze Q(T) je kone¢nd, automaticky musi také pro vsechna k byt funkce
Q(T &) konecné. Z toho plyne, ze II(qx,W}) jsou neprazdné, coz podle tvrzeni
znamend, ze vsechny Q(+,&x) jsou polyedrické. Tedy Q je také polyedrickd, nebot
je linedrni kombinaci polyedrickych funkei s kladnymi koeficienty.
Jelikoz vSechny mmnoziny I1(gg,W}) jsou neprazdné, pro zo € dom Q plati, ze
Q(z) je konefna. Tedy lze pouzit Moreau-Rockafellarovu vétu P, kterd doka-
zuje tvrzeni, nebot vSechny funkce prQ(-,&) jsou polyedrické.

OJ
Na zavér ndm tedy chybi vyjadrit subdiferencial funkce Q(z,). Zde se vyuzije
teorie dvojice dualnich 1loh souvisejici s pojmem sdruzené funkce a teorii Fen-
chelovy duality.

Tvrzeni 8. [19] Necht pro néjaké v € R™ a £ € E je Q(z,£) konecnd. Potom
Q(-,&) je subdiferencovatelnd v x a plati

0Q(z,€) = =T D(x,£),
kde

D(z,£) = arg LA 7l(h —Tx).

Diikaz. Jelikoz Q(z,£) je konetnd, z duality plyne, ze I1(¢q,W) je neprazdna.
Plati tedy, Ze s, je polyedrickd a jsou tak splnény piedpoklady disledku P.m
a pro xo = h — Tz plati

Dsqw(x0) = arg HlerX{’/TTXO — spwl(m)},

kde s; je sdruzend funkce k funkei sy, viz definice P
Pro funkci

Fr) = {0 © € (g,WV)

+00 jinak

plati s, w = f*, nebot z definice sdruzené funkce dostaneme

f (x) = sup {7"x — f(m)}

TeR™2
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a funkce s,(x) = inf{q"y : Wy = x,y > 0} je rovna

s.(x) = SUD e 11(q W) alxy well(qgW)
! —00 jinak.

Funkce f je vlastni, navic také konvexni a zdola polospojitd, nebot mnozina
I1(q,WV) je konvexni a uzaviena. Podle véty P@ [ =lsc f=f"=s; Tedy
plati

s4(x0) = argmax{n’ xo — f(m)} = arg Werggfgv){ﬂTxO}-

Z rovnosti Q(z,€) = s,(h — Tx) a pouzitim Tetizkového pravidla dostaneme

0Q(x0,6) = =TT arg Werﬁl(%?év){ﬂT(h —Txg)}.
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2. Algoritmy

2.1 Bendersova dekompozice

Prvnim algoritmem, kterym se budeme zabyvat, je Bendersova dekompozice,
jez je zaloZena na vnéjsi aproximaci recourse funkce pomoci optimalnich tez.
Bendersova dekompozice nese nazev po svém tvirci J. F. Bendersovi, jenz v roce
1962 vyrtesil mixed-integer tlohu. V té pokazdé néjakou celociselnou proménnou
x zafixoval a Tesil druhou tlohu tak, Ze x zde nebyla proménnd, nybrz konstanta
[3]. Uelem této techniky je rozdélit velkou slozitou tilohu na dvé ¢ vice podiiloh,
které lze Tesit snadnéji. Bendersova dekompozice tak patii mezi strategie, které
jsou v anglické literature oznacovany jako ,divide-and-conquer®, tedy rozdélit
a zdolat.

Predpokladem pro pouziti Bendersovy dekompozice je, Zze matice omezeni je
tvaru M. Pokud bychom se zabyvali dualni tlohou, nepracovalo by se s matici
omezeni tvaru M, ale jeji transpozici M7 .

A AT T 7T

T w . wT
M= _ MT =

Ty %74 wT

Pro dualni ulohu by se naopak pouzila Dantzig-Wolfeho dekompozice, ktera
je postavend na vnitini linearizaci a je popsana v [5]. My se budeme v této praci
zabyvat primarni tilohou a vnéjsi linearizaci recourse funkce. Proto budeme v této
kapitole pracovat s ilohami, jejichz extenzivni forma ma nize uvedenou blokovou
strukturu.

Mgy, e T+ il Drah Yk
za podminek Az = b
Tz + Wan = M
x>0 yr > 0 Vk

Bendersova dekompozice, jak uz bylo zminéno vyse, byla ptvodné vyuzita
k feSeni mixed-integer tlohy. Tato metoda byla rozsitend dale také na stochastické
ulohy, kde je nutno hlidat pripustnost feseni, diky autoruim Van Slyke a Wets,
ktefi v roce 1969 prisli s tzv. L-shaped metodou [20]. Ta dostala svij nazev
na zakladé struktury matice M, protoze pokud zvolime

T, W
T=|: W= ,
Ty W

bude matice M mit jeden nulovy blok a zbylé nenulové bloky vytvori pismeno L
(angl. L-shaped matrix form):

)
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2.1.1 L-shaped algoritmus

Predtim, nez si uvedeme samotny algoritmus, je vhodné si uvédomit, ze feseni

tlohy ((1.2), tedy
min ¢=c'r+ Q)
za podminky re KiNK,

je ekvivalentni s

mign p=cla+0
za podminek Q(z) <40 (2.1)
S Kl N Kg.

Funkci Q(x) sice neumime zapsat explicitné, diky tvrzeni [4] vSak vime, Ze se
jedna o polyedrickou funkci. To znamend, Ze ji na jeji doméné miizeme zapsat
jako maximum koneéného mmnozstvi linearnich funkci a miizeme tak uvazovat
vnéjsi linearizaci pomoci opérnych funkci. Algoritmus umi postupné generovat
opérné funkce, nazyvané jako tzv. fezy optimality, za predpokladu, ze bod zis-
kany optimalizaci hlavni tlohy — bude pripustny také pro druhy stupen
stochastické tlohy.

Druhy stupen stochastické ilohy algoritmus rozklada do K subproblémii, kde
kazdy subproblém piislusi jedné realizaci £, nahodného vektoru &€. Pokud je ale-
spon pro jednu realizaci subproblém nepfipustny, algoritmus vygenerovany bod
odfizne a vygeneruje novou podminku, tzv. fez pripustnosti. Vyuziva vlastnosti
z tvrzeni [I, Ze mnozina K,, tedy doména funkce Q, je polyedrickd. Diky této
vlastnosti lze mnozinu Ky zapsat pomoci systému nerovnosti, kterymi jsou po-
stupné vytvorené fezy pripustnosti. Poznamenejme, ze pokud se jedna o problém
s relativné uplnou kompenzaci, plyne automaticky, ze v kazdém iteracnim kroku
je optimélni feseni (z¥,0") pripustnym bodem, tedy z” € K,, diky ¢emuz je mozné
druhy krok algoritmu preskocit tuplné.

Nyni prejdeme k samotnému algoritmu, jehoz zapis je prevzat z [4]. Hlavni
problém algoritmu bude odpovidat tloze , kde misto podminky Q(x) < 6,
budeme mit podminky s vygenerovanymi fezy optimality.

Krok 0: Necht r = s = v = 0, kde r a s predstavuji pocet fezu pripustnosti a fezu
optimality.
Krok 1: Necht v = v + 1, tedy zvys poradi iterace o 1 a vytes hlavni tlohu:
na}ien p=clz+0 (2.2)
za podminek Ax =10

Dll‘Zdl, lzl,...,’f‘

Ell‘+92€l, lzl,...,s

r>0,0eR

Ozna¢ (z¥,0") optimalni feseni vyse uvedené tilohy. Pokud tloha neobsahuje

zaddnou podminku typu (2.4), potom poloz #¥ = —oo a pro vypocet optimalni
hodnoty x¥ ji neuvazuj.
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Krok 2: Zjisti, zda x¥ € K,, tedy pro k = 1,..., K vyres tlohu linedrniho pro-
gramovani:

min w), = elvt +efv
vt~
za podminek Wy + Ivt — Iv™ = hy — Tpa” | 0¥ (2.5)

y>0,v">0,0v" >0,

kde e? = (1,...,1), dokud pro né&jaké k neni optimalni hodnota wj, > 0. V tomto
pripadé necht ¢ je prislusny dualni multiplikator a definuj

D,y = (6¥)''T;,

dyy1 = (0") hy,

¢imz se vytvori novy fez pripustnosti (angl. feasibility cut), tedy nové omezeni
typu (2.3). Déle poloz r = r + 1, pridej toto omezeni do mnoziny podminek ({2.3])
a vrat se na Krok 1. Pokud pro vSechna k je wj, = 0, prejdi na Krok 3.

Krok 3: Pro k= 1,..., K vytes tlohu linedrniho programovani:
. — T
H;in Wk = 4k Yk
za podminek Wy, = hy, — T | (2.6)
yr > 0.

Necht 7} je prislusny dudlni multiplikator problému k typu (2.6). Definuj

K
Eoor =Y pi(m))" T,
=1

K
€s+1 = ZPk(WZ)Thk-
k=1

Necht w” = egy1 — Esi12”. Pokud 0¥ > w", ukondi algoritmus, x¥ je optimalni
feseni. Jinak poloz s = s+ 1 a pridej dalsi omezeni do mnoziny podminek ([2.4))
a vrat se na Krok 1.

Nyni si podrobné rozebereme kroky vyse popsaného algoritmu, v némz je
postupné v kazdé iteraci pridano jedno z moznych typt omezeni:

e Tezy pripustnosti urcéujici mnozinu {x|Q(x) < oo}, podminka typu (2.3)),

o optimalni fezy, které linearné aproximuji Q na jeji doméné, podminka typu

£9).

Algoritmus v kazdém itera¢nim kroku nejprve najde optimalni feseni hlavniho
problému (z”,0") a zjisti, jestli je pripustné i v druhém stupni. Pokud neni, prida
v druhém kroku do hlavni tlohy novy fez pripustnosti. Pokud je ptripustné, vytesi
K subproblémi, pro kazdy subproblém ziska feseni y; a poté pomoci ukoncova-
ctho kritéria zjisti, zda je bod (z",yY,...,y%) bodem optima. Pokud je, ukon¢i
algoritmus, v opacném pripadé prida do hlavni tlohy novy fez optimality.
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Rezy piipustnosti

Nyni si ukdazeme, jak lze pomoci fezt pripustnosti vytvorit mnozinu pripust-
nych feseni ve druhém stupni, tedy takovou mnozinu, aby platilo x € K.
Definice = € K5 je ekvivalentni se zapisem

z € {x|proVk=1,...,K,3yp > 0 splijici Wy, = hy — Tpx}.
To také znamena, ze
hy — Trxr € pos Wprok=1,... K.

V druhém kroku L-shaped algoritmu je feSena tloha ([2.5)), k ni dudlni tloha
je tvaru

max ol (hy — Ty)
za podminek oW <0 (2.7)
oc<e
—o <e.

Uloha slous k testovani, zda hy, — Tpx € pos W proVk = 1,...,K. Po-
kud tomu tak neni, pak pro néjaké k = 1,... K plati, ze hy — Tpa” ¢ pos W.
Jelikoz pos W je konvexni uzaviena mnozina, podle véty [3| musi existovat nadro-
vina, pomoci niz lze od ni bod h; — Tix" ostie oddélit.

Nejprve si vysvétlime, pro¢ tato nadrovina musi spliiovat o7y < 0 pro vsechna
X € pos W a zaroveti o7 (hy — Tpz") > 0. Déle si ukdzeme, Ze tyto vlastnosti vek-
toru nadroviny o spliuje dudlni multiplikator o” tlohy .VSe vychazi ze znamé
Farkasovy véty, kterou si zde pro tplnost uvedeme.

Tvrzeni 9 (Farkasova véta). [6] Soustava Wy = x md nezdporné reseni tehdy
a jen tehdy, kdyZ pro kaZdé o, které spliuje Who >0, plati Yo > 0.

Zménou znaménka o miizeme podminku piepsat na Wlo < 0 = yTo < 0.
Mnozinu vsech o spliiujicich W7o < 0 miizeme pfepsat do tvaru polarniho kuzele
nasledujicim zptsobem:

{o|WTo <0} = {o|c"™Wy <0 proVy >0} ={o|lc"x <0proVy & pos W}

Predpokladejme, ze v v-tém iterac¢nim kroku nalezne algoritmus nepiipustny
bod z¥. Méjme takové o spliiujici o7y < 0 pro Vx € pos W, coZ je ekvivalentni
s oW < 0. Pro nepiipustny bod x” musi pro néjaké k platit nerovnost o7 (hy —
Trx") > 0, nebot tento bod nespliiuje podminku z Farkasovy véty. Priddnim
podminky

ol(hy — Tpx) <0 (2.8)

tak oddélime bod x¥ a zaroven zajistime, zZe vSechna pripustna reSeni ilohy budou
i s timto novym omezenim zachovana.

VySe pozadované vlastnosti na o spliuje dualni multiplikator ¢” tlohy .
Z duality totiz plyne, ze pokud pro néjaké k = 1,...,K je wj kladné, z (2.7)
dostavame ()T (hy, — Tyx) > 0. Navic je také splnéna nerovnost (o¥)TW < 0,
nebof ¢” je optimalni dudlni multiplikator, tedy musi byt i pfipustnym fesenim
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dudlni dlohy. Z vidime, ze optimalni dudlni multiplikdtor musi spliovat
(") TW <0 a —e < 0¥ < e, kde druhy vyraz vyjadiuje pouze normalizaci.

Proto nutnou podminkou pro x € K, je nerovnost (¢¥)%(hy — Trz) < 0.
Téchto podminek typu je navic konecné mnoho, nebot je pouze konecné
mnoho optimélnich bazi tlohy .

Na zaver si ukdzeme souvislost s mnozinou krajnich smérti dualni tlohy .
Pokud je mnoZina p¥ipustnych fesen{ I1(q,WW), definovana nerovnostmi W'z < ¢,
neprazdnd a navic také omezend, potom ji mizeme vyjadrit pomoci mnoziny kraj-
nich bodu {my,... 7} a smért {oy,...,0,.}. Lze totiz ukdzat, ze kazda konvexni
polyedrickd mnozina, jez je neprazdné a neobsahuje primku, lze zapsat jako sou-
¢et konvexniho obalu mnoziny vsech krajnich bodu a nezdaporného obalu mnoziny
vSech krajnich smért mnoziny I1(¢,1W) [6]. Tedy kazdy bod 7 mnoziny I1(g,IV)
lze zapsat nasledujicim zptsobem:

T=> Nm+ Y o
=1 =1

N>0, [=1,....s
,ul20, lZl,...,T.

Z duality plyne, Ze pokud je dudlni tloha (|1.8) neomezend, potom primarni
uloha nema pripustné reseni. Nyni predpokladejme, Ze existuje néjaky krajni
smér oy, pro ktery plati

(o))" (hy — Thx) > 0. (2.9)

Jelikoz pro Vm € IT a vV > 0 plati m + po; € 11, ucelova funkce dudlni ulohy pro
k-ty subproblém ([2.6)) v pripadé, ze plati podminka ([2.9)), roste do plus nekonecna,
nebof

(WT(hk—Tle’)+ \/f/ (O'Z)T(hk—kaL')).

ceR —4o00 >0

Utelem je tedy zamezit tomu, aby dudlni tloha v nésledném tfetim kroku
byla neomezena a ziskat tak feseni, které je pripustné pro primarni tlohu. Toho
docilime tim, ze hlavni tlohu algoritmu podminime dodate¢nymi podminkami

(Fezy pripustnosti) ve tvaru (2.8))
(o) (hy, — Thz) <0, 1=1,...,r,

kde o, predstavuji krajni sméry mnoziny I1(q,1V).

Optimalni rezy

Ve tretim kroku L-shaped algoritmu je pro ptipustny bod x” ziskany z 1. kroku
feSena pro kazdé k£ = 1,...,K tloha , ¢imz dostaneme optimalni dudlni
multiplikdtory 7. Z duality plyne, Ze pro kazdé k =1, ... K je optimdlni feseni
primarni tlohy rovno optimalnimu feseni dualni 1lohy, tedy

Q(l’y, fk) = (WZ)T<hk — Tkx”) (210)
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Navic diky tomu, ze je Q(z, &) konvexni funkce, plati pro ni nerovnost

Q(x,&) = (m()" (hie) — (m})" Tiw, (2.11)

nebot z vlastnosti subdiferencidlu z definice P8 dostaneme

Q(z) = Q") +[0Q(2")]" (z — ")
a diky tvrzeni |8 vime, Ze pro kazdé k =1,... K plati
0Q(x", &) = — (7)) Ty
Néaslednym dosazenim ziskdme pozadovanou nerovnost
Q&) = (m)" (hy — Tua") — (m) Ti(a — &) = ()" hyy — ()" Thar.

Aplikaci stfedni hodnoty na (2.10) poté ziskame nasledujici vztah
K
Q") = E[(7")" (h = Ta")] = > _ pi(m})" (e — Tyz")
k=1
a aplikaci na (2.11)) dostaneme

Q(z) > E[(m")(h — Tx)] = ];pk(ﬂ'Z)Thk — ;pk(wg)TTkx. (2.12)

7 vyse uvedené nerovnosti plyne, ze optimalni fezy linearné aproximuji funkci
Q(z) na jeji doméné. Prava strana , jez odpovida Teztim optimality ,
je dolnim odhadem funkce Q(z). Navic v bodé z¥ maji stejnou funkéni hodnotu,
tedy se jedna o opérnou funkei.

Déle vidime, ze funkce Q(x) je omezena shora z tilohy nerovnosti Q(z) <
0 a zdola podminkou . Pokud se toto horni a dolni omezeni sobé rovna,
nachézi se algoritmus v optimu. A tedy, optimum je nalezeno pravé tehdy, kdyz
0" = E(w*)T(h — T2"), coz odpovidd kritériu k ukondéeni algoritmu v kroku 3.

To znamend, ze v kazdém itera¢nim kroku je bud podminka 6 > Q(z") spl-
néna, tedy je nalezeno optimdlni feseni, nebo naopak naopak 6 < Q(z"). Poté
je treba hlavni dlohu Tesenou v kroku 1 dodateéné omezit, tedy pomoci dudlnich
multiplikdtort «} prislusicich k z¥ pfidat novou podminku (fez) typu . Kon-
krétné, pro k-ty subproblém plati, Ze optimalni hodnota tucelové funkce je
7 (he — Tra”) = qu(LYW, (b — Tpa?), kde L znaci podle definice P. optimalni
bazi. V kazdé iteraci je tedy k—ty multiplikator urc¢en optimalni bazi k—tého sub-
problému (7% = g, (L)W, '), kterych je kone¢né mnoho. Algoritmus tudiz vytvaii
pouze kone¢né mnoho fezii optimality, nebot je pouze konecné mnoho kombinaci
K multiplikatort, kdy kazdy miize nabyvat pouze koneéné mnoha hodnot.

L-shaped algoritmus tak vytvari pouze koneéné mnoho fezli pripustnosti a ko-
necné mnoho tezi optimality, tedy konverguje v konecném case. Pokud optimalni
feSeni existuje, tak jej také nalezne.
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2.2 Stochasticka dekompozice

V této kapitole se budeme zabyvat algoritmem stochastické dekompozice. Jak
jiz nédzev napovida, tento algoritmus bude vyuzivat dekompozi¢nich vlastnosti
a stochastickych aproximaci. Dekompozici jsme se zabyvali v predchozi kapitole
pii popisu L-shaped algoritmu, ktery vyuziva Bendersovu dekompozici na tlohy
stochastického programovani. Ptipomenme, Ze zédkladni forma L-shaped algoritmu
stavi mimo jiné na tom, ze ndhodnd velicina & je diskrétni nabyvajici K hodnot
a v pripadé, zZe je spojitd, tak ji 1ze zdiskretizovat. V kazdé iteraci musi algoritmus
resit vSech K subproblémi, jenz prislusi danym scénarim. Pii velkém mnozstvi
scénari pak miize byt feseni problému ¢asové naroc¢né.

Naopak, stochastické aproximace, mezi nez se fadi stochasticka kvazi-gradient
metoda (SQG), pracuji s diskrétnimi i spojitymi ndhodnymi veli¢inami stejnym
zpusobem. V kazdé iteraci pouzivaji pouze jeden prvek ndhodného vybéru, ktery
muze byt generovan jak z diskrétniho tak spojitého rozdéleni. Jejich nevyhodou
je, ze neposkytuji v pribéhu algoritmu odhad hodnoty ucelové funkce a navic je
obtizné spravné nastavit délku kroku a implementovat ukoncovaci kritéria.

Stochasticka dekompozice tyto dvé metody propojuje. Umi vyuzit specidlni
struktury tlohy tak, jako to déla L-shaped algoritmus, a tedy iterativné aproxi-
muje tucelovou funkci pomoci linearnich rezi. Zaroven pouziva ideu stochastickych
aproximaci, kterd v kazdé iteraci poc¢ita pouze s jednou realizaci ndhodného vy-
béru, nikoliv se vSemi scénari.

Za vznikem této metody stoji autori Higle a Sen, kteri v roce 1991 vydali
clanek, v némz predstavili koncept a dokazali dilezita teoreticka tvrzeni. Ukazali
v ném také konvergenci vygenerovanych reseni v podposloupnosti k optimalnimu
feSeni ulohy skoro jisté [7]. Tito autofi o pét let pozdéji vydali také knihu spe-
cializujici se pouze na stochastickou dekompozici, ve které navic podrobné uva-
déji vyhody regularizovaného hlavniho problému a zabyvaji se hloubéji ukoncova-
cimi kritérii [8]. Metoda stochastické dekompozice je strucné a prehledné shrnuta
v [12].

Nejprve si uvedeme forméalni zapis dvoustupnové stochastické lohy, se kterou
budeme v této kapitole pracovat:

min o(z) = 'z + Q(x)

xT

za podminek Ar=1b (2.13)
x> 0.

Dale
0(x) = [ Q&) f(E)de.

kde f vyjadiuje hustotu & a

Q(x,§) = min{q"y|Wy = h(¢) = T(§)z,y > 0}
= max{r" (h(§) — T(§)x)|W'n < g}

Druhéa rovnost nastane za predpokladu, Zze mnozina dudlné pripustnych reseni II
je neprazdnd, coz v této kapitole budeme predpokladat.
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Funkce Q(z) = E[Q(z,£)] je aproximovéna na zikladé ndhodného vybéru,
ktery je vygenerovan do v—té iterace (1, . . . ,&,) pomoci pruméru ucelovych funkei

Q(x k)

v

Q1) =5 3 Q).
V=
Jak si uvedeme posléze, samotna funkce Q,(x) je aproximovana pomoci po-
stupné vytvorenych fezii do v—té iterace. Stejné jako v L-shaped algoritmu lze
pak hlavni tlohu algoritmu (M"), ktera je pocitana v v—té iteraci, zapsat s vy-
uzitim pomocné proménné 6.

(M”) -
mien b (x) =Tz +0
za podminek Axr=b (2.14)
x>0

0>e, —E/x, k=1,...v.

Pro pridani fezu se v v-té iteraci zakladniho algoritmu pro x¥ nalezené v hlav-
nim problému v predchozi iteraci musi vyresit subproblém pro nové &, .

(5%)

myin qu
za podminek Wy = h(&,) — T(&,)x (2.15)
y = 0.

V pripadé rozsiteného algoritmu je potfeba tento subproblém vytesit také pro
kandidata feseni (angl. incumbent solution) 7!, coZ vysvétlime pozdéji.

Pripomenme, ze L-shaped algoritmus pocita v kazdé iteraci vSech K subpro-
blémt (kde kazdy prislusi jednomu scénari), pomoci nichz postupné vytvari rezy,
kterymi aproximuje funkci Q(z). Naopak, algoritmus stochastické dekompozice
generuje realizace ndhodné veli¢iny & postupné. V kazdé iteraci poc¢ita pouze je-
den subproblém (v pfipadé rozsiteného algoritmu dva subproblémy) tvaru ,
pomoci néhoz prida novy fez do hlavni ilohy . Na zéakladé tohoto nahodného
vybéru aproximuje funkci Q, (x), kterd je odhadem Q(x).

Predpoklady

Aby bylo mozné pouzit stochastickou dekompozici, musi tiloha splnovat na-
sledujici predpoklady [7]:
Al: K a = jsou neprazdné kompaktni mnoziny.

A2: II je neprazdna kompaktni konvexni polyedrickd mnozina.

A3: ProVz € X plati Q(x,&) > 0 skoro jisté.
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Mnoziny K1, = a II jsou definovany stejné jako v predchozi ¢asti. Pfipomenme, Ze
K je mnozina pripustnych feseni v prvnim stupni tlohy, = je nosi¢em ndhodného
vektoru & a Il je mnozina dudlné pripustnych reseni.

Predpoklady A1-A3 pak implikuji, ze 3C < oo takové, ze

0 < Q(r.€) = max{a” (h(§) — T(€)x)|W r < g} < C

pro vSechna (z,&) € K; x Z. Tedy primarni tloha méa tplnou kompenzaci a algo-
ritmus v hlavni tloze vytvari pouze fezy optimality, nebof fezy pripustnosti
pri téchto predpokladech nejsou potieba.

Déle se predpoklada fixni vektor ¢(§) = g pro V¢ € =. Teorii, jez toto posledni
omezeni nevyzaduje, 1ze nalézt v [9].

2.2.1 Algoritmus stochastické dekompozice (SD)

Nyni si uvedeme algoritmus SD, jehoz kroky si nasledné rozebereme podrobné.
Algoritmus popsany nize je prevzat z knihy [§]. Vychazi ze zdkladniho algoritmu
stochastické dekompozice [7] a vyuziva podposloupnosti kandidati feseni. Je uve-
den bez ukoncovacich kritérii, ktera jsou diskutovana v zavéru kapitoly.

Krok 0: Necht v =0, Vo =0, {& = E[€],
ot = arg mxin{ch + Q(x.,6)|r € Ky},

70 = 2!, ig = 0 a zvol fixni r € (0,1).

Krok 1: Zvys iteraci o jedna, v = v + 1. Vygeneruj nové &, (&, k =1,...,v jsou
generovany nahodné).

Krok 2: Vytes dva subproblémy (S”), jeden pro ¥ a druhy pro kandidéata feseni
7¥~1. Pfidej piislusné dudlni multiplikitory do mnoZziny

V, = ViU {n(a”, &), 7@ 1 E)D, (2.16)

kde 7(x,£) € argmax {m (h(&) — T(&)x)|Wir < ¢}.

Krok 3: Definuj ¢, (z), novou aproximaci funkce ¢(x) = ¢’z + Q(z).

a) Sestroj koeficienty nového fezu vytvoreného v v—té iteraci, ktery bude pridan
do hlavniho problému (M") na zakladé maximalizacni funkce pfes mnozinu du-

alnich multiplikdtortu V,, vytvofenou v predchozim kroku ([2.16]).

1 1
Ey == (m)'T(&), e == > (m)" h(&),

V=1 V=
kde ¢ € argmax,{n? (h(&) — T(&)x") | € V, }.
b) Opét na zakladé mnoziny duéalnich multiplikdtora V,, sestroj koeficienty nového
rezu indexovaného i,_1, tedy koeficienty fezu pro kandidata reseni, ktery bude
pridan do hlavniho problému (MY).

1 1 Z

Ey ==Y (@) TE), en == > () h&),

V=1 V=1
kde 7 € argmax,{n? (h(&) — T(&)z"Y)|r € V, }.
c¢) Obnov ptredchozi Tezy tak, aby spliiovaly, zZe jsou dolni aproximaci funkce Q,,.

v—1 _ y V—lu_ .
E; = ” E; L ey = > ey L k¢ {i,—1,v}.
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Krok 4: Otestuj, zda je ¥ novym kandidatem feseni. Pokud

¢V(5EV> - gbl/(jy—l) < T[le/—l(xy) - Qbu—l(jy_l)]a

potom TV = 2V, i, = v. Jinak & =TV, i, = i,_1.

Krok 5: Vyte$ hlavni problém (M") a ziskej z¥™!. Vrat se na Krok 1.

Generovani novych rezi

Jednou z hlavnich myslenek stochastické dekompozice je fakt, ze pro vsechny
mellaproVe e Ky aVE e = plati

Q(z.8) = 7' [1(&) — T(¢)].

Algoritmus nejprve sestroji v bodé z¥ opérnou nadrovinu k funkci Q(z,§,) =
max, {7! (h(&,)—=T(&,)x)|WTr < g} pomoci optimdlniho dudlniho multiplikatoru
7y, ktery vlozi do mnoziny V,. Mnozina V, znac¢i mnozinu vSech optiméalnich
dualnich multiplikdtort ziskanych do iterace v.

Zavedeni mnoziny V,, vede k naslednému zrychleni vypoctu, nebot algoritmus
odhaduje v bodé x funkce Q(x,&) pro k =1,...,v — 1 pomoci

m;gX{?TT(h(ﬁk) — T(&)z")|m € V. },

¢imz se pro kazdé k = 1, ... v ziskd multiplikator 7. Jelikoz plati V,, C TI(q,IV),
jsou tyto odhady dolnimi odhady funkei Q(z,&) pro k=1,...,v — 1.

Pomoci takto ziskanych dudlnich multiplikatora {r}/};_, se sestroji novy fez.
Funkce Q, (), jez je samotnd odhadem funkce Q(z), je pak aproximovéna zdola

1 1
Q.(r) =+ Y Q&) = - Y (=) (&) — T(Ex)al.
k=1 k=1
Obnoveni starych rezu

Zde vyuzijeme predpokladu A3, tj. Q(z,€) > 0 skoro jisté. Z toho ziskdme

v—1

Q)= 3 Qnke) = {il > @(x,sw} Q)

z”‘l{ ! Vi@(:c,m}:”‘lgyl(x).

v v—1,7 v

Tedy, aby také predchozi fezy byly vhodnymi dolnimi odhady funkce Q,(x), je
tfeba je vynasobit vyrazem ”7_1 Poznamenejme, Ze pokud by dolni mez funkce
Q(z,€) byla L # 0, je nutné algoritmus upravit, coz budeme diskutovat v prak-

tické casti.
Kandidati rfeseni

V ¢lanku [7], ve kterém byl poprvé predstaven algoritmus stochastické dekom-
pozice, jsou popsany teoretické vlastnosti spolecné s jejich dikazy. Tyto dikazy
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lze ve Ctenatsky privétivéjsi formé nalézt také v [§]. V této praci si uvedeme jen

Za vyse zminénych predpokladt plati, ze stochasticka dekompozice generuje
v hlavni tdloze takovou posloupnost bodt, ze existuje jeji podposloupnost z*s
takova, Ze vSechny hromadné body této podposloupnosti fesi problém skoro
jisté [7].

Ve vétsiné deterministickych algoritmii hodnota tucelové funkce v nalezenych
bodech postupné klesa. Toto stochastické algoritmy nemohou zajistit, v kazdé
iteraci totiz dochazi ke zméné odhadu ucelové funkce, ktery je ovlivnén novym
pozorovanim. Autori za ucelem stabilizace Tfeseni zavedli posloupnost tzv. kan-
didat feSeni ", kterd tvoii podposloupnost nalezenych feseni. V piipadé, Ze je
odhadovana hodnota ucelové funkce v nalezeném feseni , dostatecné mald*, stava
se toto feSeni novym kandidatem TeSeni. Zaroven zavedli posloupnost indext iy
vyjadiujicich pofadi iterace, ve které byl nalezen kandidat feSeni z*. V [§] je po-
psano, ze a¢ dochazi ke zméné kandidata reseni konec¢né ¢i nekonecné mnohokrat,
lze nalézt podposloupnost kandidat feseni, jejiz hromadné body fesi problém
skoro jisté. Nyni si ukazeme, jak lze algoritmus rozsitit, aby jednoduse
detekoval tuto podposloupnost kandidati reseni.

Aby bylo mozné body x* a ¥~! vhodné porovnat, je nutné nalézt novy opti-
malni multiplikdtor také v poslednim kandidatovi feseni z¥~!. V druhém kroku
algoritmu SD proto dochézi k rozsiteni mnoziny dualnich multiplikatori V,, nejen
o dualni multiplikdator v nové nalezeném bodé z”, ale také v kandidatovi reseni
7¥~1. Pomoci rozsifené mnoZiny V,, se pak vytvoii aproximujici fezy aktudlniho
odhadu ucelové funkce.

K testovani, zda je odhadovand hodnota tcelové funkce v nalezeném reseni
,dostatecné mensi“ nez v bodé posledniho kandidata feseni, tedy zda by mélo byt
reseni ¥ novym kandidatem fesenim, slouzi nerovnost ¢tvrtého kroku algoritmu

Qbu(ly) - QSV(TV_I) < T[qu—l(l‘y) - ¢V—1(jy_l>]'

Rozdil na pravé strané vyjadiuje aproximaci toho, co bychom ziskali, jestlize by
se Teseni x¥ stalo novym kandidatem feseni. Funkce ¢,_1(x), kterd je odhadem
funkce ¢(x) v iteraci (v —1), ji vSak nemusi vhodné aproximovat v bodé z*. To je
nalezeno az jako jeji minimum, z ¢ehoz navic plyne ¢, 1(z") — ¢,_1(z*') < 0.
Na druhou stranu, funkce ¢, byla aproximovéana rezy, které byly vytvorené na oko-
1i bodu z¥, v tomto bodé by proto méla odhadovat funkei ¢(x) spravné. Zaroven
odhad ¢, (z"~!) by mél byt ptiblizné stejné dobrym odhadem ¢(z*~1) jako odhad
¢V—1 (TV_ ! ) .

Levé strana tak vyjadiuje redlny rozdil a prava strana (r 100)% rozdil, ktery
oc¢ekavame, pricemz r oznacuje miru, kterou pozadujeme. Pokud je r blizko nule,
potom je témer kazdé ¥ novym kandidatem feSeni. Pokud je naopak blizké jedné,
dochézi ke zméné pouze ziidka. V této praci budeme v praktické éasti volit po-
kazdé r = 0.5.

Regularizovany hlavni problém

V této casti si uvedeme modifikaci hlavni dlohy algoritmu SD, ktera vede
ke stabilizaci nalezenych feseni a snizeni vypocetni slozitosti hlavniho problému.
Pripomenme, ze v kazdé iteraci je pridan novy fez a vsechny predchozi jsou
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obnoveny. Stejné jako v deterministickém L-shaped algoritmu s kazdou iteraci
roste pocet aproximujicich fezli o jedna. L-shaped algoritmus vsak od zacatku
pracuje se vSemi scénari, tedy k nalezeni optima potfebuje mensi pocet iteraci.
Pocet tezu vytvorenych SD algoritmem byva podstatné vétsi nez pocet, ktery
je vygenerovany L-shaped algoritmem. Nékteré tyto fezy jsou plné nahraditelné
ostatnimi, tedy jejich zachovani zbytecné navysuje c¢asovou narocnost vypoctu
hlavni tlohy. Z toho diivodu je vhodné uvazovat nad jejich eliminaci. K odstranéni
fezli vsak musi dochazet sofistikované, aby se predeslo situaci, kdy je smazan tez,
ktery ve skutecnosti zbyte¢ny neni. Potom by tvrzeni, kterd se o existenci téchto
rezu opiraji, neplatila. Nemohli bychom napf. tvrdit, ze vygenerovana posloupnost
bodl ma hromadné body, které jsou optimalnimi skoro jisté.

Diky posloupnosti kandidat feseni lze hlavni problém v 5. kroku SD algo-
ritmu nahradit tzv. regularizovanym hlavnim problémem, ktery umoznuje omezit
shora pocet Tezil. Lze ukazat, ze pokud x € R™ . potom regularizovany hlavni
problém obsahuje maximalné n; + 3 fezt [8]. Mnozinu indext fezii obsazenych
v v—té iteraci oznacme J,. Plati, ze J, C {1,... v}

Regularizovany hlavni problém bude mit v tcelové funkei kromé funkce

b, (1) =z + max{e} — Efz|k € J,}

také clen ]

pola) =3z~
Pokud budeme uvazovat mnozinu K; pomoci nerovnosti K7 = {z|Az < b}, potom
regularizovany hlavni problém (RM") ekvivalentné zapiSeme jako

min ¢, (x) + p, ().

€K1

Problém (RM") muzeme déle zapsat pomoci proménné 6 ve tvaru

mi@n 0+ p,(x)

)

za podminek >e+(c—E)x Ykel, (2.17)
Az <b.

Vlastnostmi této tlohy se dédle nebudeme zabyvat. Uvedeme pouze nutné pod-
minky optimality pro tlohu uvedené v [§], abychom ukéazali, které fezy
v regularizovaném hlavnim problému zustanou. Necht p predstavuje radkovy vek-
tor Lagrangeovych multiplikatort, které postupné prislusi podminkdm Ax < b.
Stejné pro Vk € J, oznac¢me Lagrangeovy multiplikatory A\ pfislusné podmin-
kam na 6. Nasledujici podminky jsou poté nutnymi podminkami optima pro tilohu

1D :

Az —b<0
—0+el+(c—E))x<0 Vkeld,
p(Ax —b) =0
M0 +¢e+(c—E)x] =0 Vkel, (2.18)
pA+ Y Mle— B+ (z—7)" =0

kedy,

D A=1,A>0,p>0.

keJy

25



Necht dvojice feseni (x*t! 1) predstavuje Teseni ([2.18)) ziskané v 5. kroku
SD algoritmu. Dale ozna¢me prislusné optimalni Lagrangeovy multiplikatory jako
(A, i”). Potom muzeme definovat indexovou mnozinu

Jyr = {k € J, I\ > 0} U {iy1w + 1)

Tedy v regularizovaném hlavnim problému bude nové vytvoreny fez, aktualizo-
vany Tez v kandidatovi feseni a budou ponechany pouze aktivni fezy, tedy takové
jejichz multiplikator je kladny, coz z (2.18) znamena, ze

0 = e + (c — EY)x.

Zapis dudlni ulohy k 1ze nalézt v [§ nebo v [9], kde jsou navic uvedené
dalsi vlastnosti této dvojice tloh. Na zakladé téchto vlastnosti lze ukazat, ze pocet
multiplikdtort spliujicich A} > 0 je maximalné n + 1 [9].

V [§] je dokéazano, Ze takto regularizovany SD algoritmus mé stejné asympto-
tické vlastnosti jako ptivodni, ktery v hlavni tloze uvazoval vSechny vytvorené
fezy. Snizeni poctu Tezi v hlavni tloze 1ze tedy shora omezit poctem ny + 3.

Ukoncovaci kritéria

Na zavér si ukazeme, jak lze algoritmus SD ukoncit. Zatimco deterministické
algoritmy oznaci vygenerovany bod za optimum, jakmile se presné definovana
horni a dolni mez sobé s danou presnosti rovnaji, stochastické algoritmy takto
lehce identifikovatelna ukoncéovaci kritéria nemaji. Ve stochastickych algoritmech
je napf. nutné tyto meze statisticky odhadnout. V [§] jsou popsané ruzné piistupy,
jak lze SD algoritmus zastavit, jez jsou zalozené na out-of-sample scénarich nebo
na in-sample scénarich s vyuzitim bootstrapu. My si ukazeme ukoncovaci kritéria,
ktera jsou odvozena na zakladé asymptotickych vlastnosti a jez byla uvedena jiz
v prvotnim c¢lanku [7].

Tato kritéria vychazeji z predpokladu, ze lze algoritmus ukoncit, pokud se
hodnota odhadt ucelovych funkei v kandidatech feseni stabilizuje. Aktualni od-
had se porovna s primérnou hodnotou odhadu ucelovych funkei. Pro tyto ucely
definujme nésledujici primérné hodnoty

1 v
v = ; Z QV(TV),
k=1

kde {v,}n, oznacuje posloupnost iteraci, ve kterych doslo ke zméné kandidéta
feseni béhem prvnich v iteraci, a m, jejich pocet. Pokud je v dostatecné velké,
1ze teoreticky ukazat, ze alespon jeden z vyse uvednych priamért konverguje k op-
timalni hodnoté ucelové funkce skoro jisté. Pro € > 0 lze potom definovat nésle-
dujici ukoncovaci kritéria:

o Jestlize je kandidat TeSeni stejny pro dostatecné velky pocet iteraci, potom
ukondi algoritmus, pokud

| Q. (@) — |

o <e. (2.19)

26



o Jestlize v nékteré z poslednich iteraci doslo ke zméné kandidata Teseni,
potom ukonci algoritmus, pokud

‘ QV(fV> _ 71/_1 ’
7)/—1

<e. (2.20)

Tato kritéria zaviseji na volbé uzivatele, jenz urcuje, kdy je pocet iteraci dosta-
tecné velky ¢i € dostatecné malé. Jak si ukdzeme v praktické ¢asti, toto rozhod-
nuti velkou mérou ovliviiuje, které feseni bude nalezeno jako optimalni. Na zavér
uvedme, ze tato kritéria lze uvazovat pouze pri splnéni vSech uvedenych pred-
pokladt pro pouziti algoritmu SD. Jejich zfejmou modifikaci v pripadé poruseni
predpokladu A3, ktery pozaduje nezapornost funkce Q(z,£), si rovnéz uvedeme
v praktické casti.

2.3 Mozna rozsireni a dalsi algoritmy

V prvni c¢asti této kapitoly jsme si podrobné rozebrali zakladni verzi L-shaped
algoritmu pro ulohu linedrniho programovani. Tento algoritmus ovsem nabizi né-
kolik moznych rozsiteni, ktera by jej méla zrychlovat. Mezi takova patii napft.
jeho multicut verze, pri niz je v jedné iteraci pridavano vice Tezll a ne pouze je-
diny. Z multicut L-shaped metody poté vychazi regularizovand dekompozice. Ta
podobné jako v pripadé regularizovaného algoritmu SD pridava do ucelové funkce
kvadraticky ¢len a vynechava neaktivni fezy.

V pripadé nelinearniho programovani je mozné L-shaped algoritmus rozsirit
také do polyedrického ¢i kvadratického pripadu. Pokud vsak mmnozina pripust-
nych feseni neni polyedricka, nelze pro takové tlohy L-shaped algoritmus pouzit.
Tento problém vyftesili autori Wets a Rockafellar, ktefi na tyto tlohy aplikovali
Progressive hedging algoritmus. Jeho zédkladni myslenkou je misto proménné z
v ucelové funkci uvazovat K proménnych x; a ulohu Tesit s pomoci relaxované
podminky neanticipativity.

Rozsiteni L-shaped algoritmu do nelinearnich pripadu stejné jako strucny po-
pis Progressive hedging algoritmu jsou uvedeny v préci [2]. VSechny tlohy, které
budou v nasledujici kapitole popsany, jsou vsak tlohy linearniho programovani.
Pro jejich vyfeseni proto vyuzijeme algoritmy, které byly v této kapitole po-
drobné popsany. Pro zjednoduseni budeme v praktické ¢asti porovnavat vysledky
zakladni verze L-shaped algoritmu a algoritmu SD bez regularizace.
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3. Aplikace algoritmu

V této kapitole si na prikladech ukazeme aplikaci popsanych algoritmi. Kazdy
priklad nejprve teoreticky popiseme a poté tlohy formulujeme jako dvoustupnové
problémy. Ty nésledné vytresime pomoci L-shaped algoritmu a algoritmu stochas-
tické dekompozice.

L-shaped algoritmus byl naprogramovan v algebraickém modelovacim jazyku
GAMS (GAMS Development Corporation, 2016), ktery slouzi k efektivnimu fese-
ni optimaliza¢nich iloh. Naopak, pro algoritmus SD, ve kterém je nutné nahodné
generovat realizace nahodného vektoru, postupné ukladat dualni multiplikatory
a provadét dynamické zmény optimélnich fezl, byl pro implementaci pouzit skrip-
tovaci programovaci jazyk MATLAB (MATLAB and Optimization Toolbox Re-
lease 2017a, The MathWorks, Inc.). Spoustét GAMS pro FeSeni tloh linearniho
programovani v pribéhu algoritmu SD z MATLABu se neukazalo pro nase tlohy
jako casové vyhodnd varianta. Jelikoz jednotlivé subproblémy i hlavni problém
algoritmu jsou v MATLABu fesitelné bez problémi, rozhodli jsme se cely algo-
ritmus SD spoustét v ném.

Pro vyhodnocovani rychlosti danych algoritmt jsme se zamérili na porovnani
poctu tuloh linearniho programovani, které tyto algoritmy musi provést. Tento
zpusob povazujeme za lepsi méritko nez nameéreni ¢asu potiebného k vypoctu
(v sekundach /minutach), jenz velkou mérou zavisi na tom, jak efektivné byl dany
algoritmus naprogramovan. Casové tidaje by v nasem piipadé navic vypovidaly
spise o srovnani vykonnosti MATLABu a GAMSu nez o samotnych algoritmech.

V pripadé ukoncovacich kritérii pro algoritmus SD jsme se zamérili na vypocet
stability hodnoty ucelové funkce v kandiddtech FeSeni na zdkladé kritéria ([2.19).
Jelikoz jsme omezovali maximalni pocet iteraci (napt. 1000), po ktery jsme chtéli
algoritmus nechat spustény, toto ukoncovaci kritérium jsme modifikovali. Pri-
mérnou hodnotu ucelové funkce jsme nepocitali od prvnich iteraci, ve kterych je
hodnota tcelové funkce zpravidla velmi odlisné od optimalni hodnoty, ale pouze
v nékolika poslednich iteracich. Odchylku od tohoto priméru jsme spocetli pouze
za podminky, Ze se algoritmus nachézel alesponn v minimélné stanovené iteraci
a kandidat feSeni zustal v poslednich iteracich neménny. Jelikoz algoritmus SD
konverguje k optimalnimu teseni az po dostatecném poctu iteraci, ktery muze
byt mnohem vétsi nez 1000, jsou tato ukoncovaci kritéria slabsi nez ta popsana
v predchozi kapitole, a nemusi proto pokazdé vést k nalezeni optimélniho fe-
seni. Algoritmus SD byl vzdy spustén nékolikrat s riznymi pocateénimi seminky.
Za optimalni hodnotu, ktera je prezentovana ve vysledcich, pak byl bran primeér
z nalezenych optimélnich feseni v jednotlivych bézich. Minimalni pocet iteraci
byl volen vétsinou v zavislosti na poctu scénait pouzitych v L-shaped algoritmu,
maximalni pocet naopak tak, aby byl kazdy béh ukoncen v rozumném casovém
horizontu (v jednotkach az desitkach minut).

Prvni aplikac¢ni priklad byl spocitan na zdkladé realnych finanénich dat, pro
dalsi dva priklady jsme data simulovali. Zdrojové kody obou algoritmu jsou pri-
lozené na CD vcetné souboru napoveda.pdf, ktery obsahuje kratkou napovédu
k pouziti prilozenych soubort.
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3.1 Minimalizace CVaRu

Prvni aplika¢ni ukazkou predstavenych algoritmi je priklad z finan¢niho pro-
sttedi. Jedna se o ,mean-risk“ model, ktery zjistuje optimalni volbu portfolia
na zakladé zisku a rizika. Vychazi z ptivodniho Markowitzova modelu, jenz byl
predstaven pozdéjsim nositelem Nobelovy ceny za ekonomii H. Markowitzem
v 50. letech 20. stoleti. Ten ve své praci [I5] uvazoval za miru rizika rozptyl.
My budeme v nasledujici kapitole minimalizovat CVaR za podminky, Ze vynos
portfolia dosdhne alespon nami urcené hranice. Pro ucely této aplikace zavedeme
nasledujici znaceni:

x  vektor vah jednotlivych akcii v portfoliu

N  pocet moznych akcii
R néh. veli¢ina reprezentujici zisk, zisk portfolia s vdhami z ozna¢me R(x)
ro  minimalni pozadovany vynos

L néh. vel. reprezentujici ztratu, ztratu portfolia s vihami x ozna¢me L(x)

A mnozina ndhodnych veli¢in L

Nahodné veliciny budeme uvazovat se zprava spojitou distribu¢ni funkei, které
jsou definované na méfitelném prostoru (€2, F) s hodnotami v (R, B(R)). Ndhodna
veli¢ina L reprezentuje ztratu tim zpusobem, ze pokud je L(w) > 0 pro néjaké
w € ), potom rikame, Ze se utrpéla ztrata. Pokud L(w) < 0, potom bylo dosazeno
zisku. Tedy uvazujeme vztah, Ze zaporny vynos je roven ztraté, neboli L(w) =
—R(w). Dale budeme argument w vynechavat.

Vymos celého portfolia se ziskd pomoci vynost jednotlivych akcii obsazenych
v portfoliu nasledujicim zptsobem:

N
i=1

Ztrata celého portfolia se ziskd stejnym zptsobem. Ztratu vyuzijeme pii defi-
novani mér rizika, zisk portfolia naopak chapeme jako funkci vynosu. Zavedme
funkcional vyjadiujici ocekdvany vynos portfolia s vahami x jako p, = p(R(z))
a funkciondl pro riziko portfolia s vihami x jako V, = V(L(x)). Poté muzeme
definovat eficientni portfolio nasledovné.
Definice 3 (Eficientni portfolio). Portfolio s vahami x* je eficientni vzhledem
k vinosu p a riziku V, jestlize neevistuje Zddné jiné x takové, Ze SN x; = 1,
pro které plati: p, > p. a zaroven V, < V., kde alesporn jedna merovnost je
splnéna ostre.

Eficientni portfolio ziskdme napt. pomoci optimalizacni tlohy, jez v tucelové
funkci minimalizuje riziko V, a pozadovany zisk portfolia je v podmince:

min V.
X

za podminek Pz > To

N
i=1

[L'iE]R, Z:L

(3.1)

N.

Y
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V zapise optimalizac¢ni ulohy se uvazuje prostredi, ve kterém jsou povo-
leny tzv. prodeje nakratko, tedy prodeje akcii, které nevlastnime. Ty lze zakazat
pridanim podminky

1'120, Z:L,N

Podminky pro x véetné zakazanych prodeji nakratko budeme dale zkracené za-
pisovat jako x € X.

Nyni si uvedeme definice mér rizika, které budeme v této kapitole v , mean-
risk“ modelu uvazovat.

Definice 4. Necht L € A a necht je ddna mira spolehlivosti o € (0,1), potom
VaR, (L) =inf{lle R: P(L >1) <1-—a}
se nazyvd Value-at-Risk (hodnota v riziku) na hladiné o.

VaR udéava ztratu, jez s pravdépodobnosti (1—«) nebude prekroc¢ena. Obvykle
se a voli velké, blizko 1, napr. v ramci Solvency II (regulatorika pojistoven) je
a = 0.995. Nevyhodou této miry rizika je, ze se nezabyva ztratami, které jsou
vetsi nez tato hranice, ackoliv tyto ztraty mohou nabyvat vysokych hodnot. Vysi
ztrat, jez mohou nastat po prekroceni VaR, (L), zohlednuje CVaR.

CVaRo(L) = E[L|L > VaRa(L)].

CVaR,, tedy vyjadiuje prumérnou ztratu z 100(1—«) % nejhorsich ztrat portfolia.
V [16] autori ukazali ekvivalentni definici, kterou si zde uvedeme a budeme s ni
dale pracovat.

Definice 5. Necht L € A a necht je dina mira spolehlivosti o € (0,1), potom
_ 1
CVaR, (L) = irellg{u + EE max (0, L —u)|}

se nazyvd Conditional-Value-at-Risk (podminény VaR) na hladiné o.

Pri vypoctu CVaRu je navic vypoctena také hodnota VaR, kterou v prede-
slé definici vyjadiuje optimalni hodnota proménné u. Mezi dalsi vyhody CVaRu
oproti klasickému VaRu je, Ze se jedné o tzv. koherentni miru rizika.

Definice 6. Zobrazeni V : A — R se nazjvd koherentni mira rizika, pokud
pro kaZdou ztratu L € A a M € A splriuje ndsledugici vlastnosti:

1. Translacni ekvivariance: V(L 4+ ¢) = V(L) 4 ¢ pro V¢ € R.

2. Pozitivni homogenita: V(0) =0 a V(AL) = AV(L) pro V) > 0.
3. Subaditivita: V(L + M) < V(L) + V(M).

4. Monotonie: L(w) > M (w),YVw € Q = V(L) > V(M).
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Subaditivita a pozitivni homogenita pak zajisti konvexitu. Proto v ptipadé
y,mean-risk“ modelu se bude jednat o optimaliza¢ni tlohu s konvexni uc¢elovou
funkci.

Nejprve si uvedeme zapis optimalizac¢ni lohy minimalizace CVaRu pfti stano-
veném ocCekavaném vynosu r, ve formé linearniho programovani. Pro ucely takto
formulované ulohy si zavedeme novou proménnou z, kterd bude predstavovat vy-
raz max(0, L — u) v definici CVaRu. Pro tuto proménnou pak musi platit, ze
je nezaporna a v pripadé, ze je ztrata L vétsi nez VaR, ktery zde predstavuje
proménnd u, je rovna jejich rozdilu. Toho docilime tim, ze proménnou z budeme
minimalizovat a zaroven ji zdola omezime rozdilem L —u = —R — u.

Uvazujme navic, ze pro kazdou akcii v portfoliu mame K raznych scénari
(tyto scénafe mohou byt napr. napozorované historické vynosy vsech N uvazo-
vanych akcii). Vektorem 7, zna¢ime N-rozmérny vektor vynosi moznych akcii
v portfoliu pro scénar k. Dale py znaci pravdépodobnost, ze dany scénar k na-
stane, a soucet téchto pravdépodobnosti pres vsech K scénaru je roven 1. Speci-
alnim pripadem jsou stejné pravdépodobné scénare, tedy pp = %

Uloha linedrniho programovani pro minimalizaci CVaRu pti daném ocekava-
ném vynosu:

1 K
min U+ Zpkzk
—a) 5

LU, 2 (1
za podminek > —alry—u, k=1,... K
2, >0, k=1,... K (3.2)
K
> prar > 1o
k=1
r e X.

Prvni dvé omezeni prislusi CVaRu, treti podminka predstavuje pozadovany oce-
kavany vynos portfolia vyjadieny na zakladé K scénait.

3.1.1 Dekompozicni algoritmy

Pri pouziti dekompozi¢nich algoritmt budeme vychézet z ilohy linedrniho pro-
gramovani (3.2)), nynf je vSak nutné si uvédomit, co je primarni a co sekundérni
uloha. Rozhodnuti, které musime ucinit v soucasnosti a spada tak do primarni
ulohy, je volba akcii, které budou obsazeny v portfoliu, a jejich vahy. Dalsi pro-
ménna, jez nebude ovlivnéna ndhodou v budoucnosti a spadé rovnéz do primarni
ulohy, je hodnota v riziku w.

Priméarni tloha:

K
min CR T Z PEQx (1)
K 3.3
za podminek > pra e > 1o 3
k=1
r e X.
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Na zakladé ndhodnych vynost, které jsou reprezentovany scénari ry, nasledné
fesime v pripadé L-shaped algoritmu K dil¢ich subproblému pti daném (x,u):

Qulw,u)=min
za podminek yp >~z —u (3.4)
yr > 0.

Nyni si uvedeme dudlni tlohu k problému (3.4)), ktera je tvaru

max Te(—xlry, — u)
e (3.5)
za podminek 0<m <1.

Uloha |) neni treba optimalizovat, pti daném (x,u) staci pro kazdy sub-
problém pouze porovnat, zda je —aTr, —u > 0, & nikoliv. Podle toho je y, =
—aTr, — u, resp. yp = 0. Analogicky také ziskdme dudlni multiplikdtory z tlohy
(13.5) jako m, = 1, resp. m, = 0. Na zakladé této vlastnosti vidime, zZe 1ze v kazdém

iteracnim kroku uvazovat indexovou mnozinu J* C {1,...,K} takovou, Ze
. 1 keJr,
ﬂ-k —
0 ke J.

Déle m4 problém (3.4)) iplnou kompenzaci, tedy druhy krok L-shaped algo-
ritmu, ktery kontroluje pripustnost, lze vynechat. Poté mtizeme sestavit hlavni
problém algoritmu nésledujicim zptisobem

i 7
me YT oo
K
za podminek > ok > 1o (3.6)
k=1
reX

Ex+Fu+0>¢, |=1,....v—1.

Vysledkem této optimalizacni tilohy je (N +2)—rozmérny vektor (xy, ..., xn,u,0)T.
Koeficienty E; prislusi vaham x a koeficienty F; prislusi hodnoté v riziku u. Jelikoz
v tloze jeT, = (rf,1)ah, =0prokazdé k = 1,...,K, ziskdvdme koeficienty
u Tezu v v-té iteraci ve tvaru

K
T v
E, = Zpkﬂkrk = Z PrTks
k=1 keJgv

K
FVT = ZPWZ = Z Pk,
k=1 keJv
el =0.
Myslenku formulovat tilohu pomoci indexové mnoziny pfinesly autori Kiinzi-
Bay a Mayer, ktet{ v [I3] uvedli ekvivalentni formulaci tlohy -. Takto
ziskdme Tezy optimality pridané do tlohy v v-té iteraci ve tvaru

Y e +u Y pe+62>0.
keJv keJgv
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Pokud bychom v poslednim fadku hlavni ilohy L-shaped algoritmu ({3.6)) pfi-
dali ke koeficienttim fezti navic horni index v — 1, tj.

Btz + F lu+60>0, 1=1,...0—1,

potom bychom dostali zapis hlavni tlohy algoritmu stochastické dekompozice.
Pro pripomenuti, dolni index vyjadtuje iteraci, v niz byl pomoci algoritmu SD
fez vytvoren. Horni index poté vyjadiuje potradi iterace, ve které byly vsechny
predchozi Tezy obnoveny a ve které byly vytvorené fezy pro posledni nalezené
(xz,u) z hlavni dlohy a posledniho kandidata feSeni. V algoritmu SD se tedy Fesi
v kazdé iteraci dva subproblémy typu , jeden pro vahy portfolia ¥ a hodnotu
v riziku v” a druhy pro kandidata feseni s vdhami z¥~! a hodnotou v riziku ¥ 1.
Tim se ziskaji koeficienty fezti (£, F})), resp. (B}, F{ ).

Je ztejmé, ze tcelova funkce ve druhém stupni vyjadiujici ztratu nad VaR je
nezaporna, tedy také treti predpoklad pro pouziti algoritmu SD je splnén a lze
jej pouzit bez omezeni.

3.1.2 Numerické vysledky

K testovani algoritmi jsme pouzili redlnd data dostupnd z [I], jez obsahuji
meésiéni vynosy reprezentativnich portfolii tvorené firmami na tfech americkych
burzach (NYSE, NASDAQ, AMEX). Tyto firmy jsou rozdéleny do decilit pomoci
trzni kapitalizace, pricemz v kazdém decilu je vytvoreno portfolio z firem, které
do néj spadaji, opét pomoci trzni kapitalizace. Do téchto decilii jsou firmy rozdeé-
lovany kazdoroc¢né v ¢ervnu, tedy meziroc¢né se pocet firem v jednotlivych decilech
muze ménit. Zaroven muze byt po roce firma na zakladé trzniho vyvoje prefazena
z jednoho decilu do jiného. Do téchto portfolii se realné neda investovat, slouzi
vsak jako ukazkovy zdroj dat k testovani a porovnani vysledki obou algoritmii.

Pro prezentaci vysledki jsme se rozhodli pouzit dvacetiletou historii, tedy
240 scénaru vynosi, od fjna 1996 do zaii 2016 (pro desetiletou ¢i padesétiletou
historii jsou zavéry podobné).

Nasledujici tabulka shrnuje primérné vynosy vsech deseti portfolii a jejich
smérodatné odchylky. Tyto hodnoty jsou uvedené v procentech, tedy vynos 5%
znamena, ze z jedné investované jednotky jméni na zac¢atku obdobi bude na konci
obdobi 1.05 jednotek jméni. Naopak ztrata 5 %, tj. vynos —5 % znamené na konci
investovaného obdobi 0.95 jednotek jmeéni.

Tabulka 3.1: Prumérné vynosy a jejich smérodatné odchylky [%]

T T2 x3 Ty Ts Te Ty Ty ) T10

Vynosy 1.0014 0.9961 1.0334 0.8883 0.9472 0.9215 0.9755 0.9549 0.9140 0.6939
StD 6.3905 6.7995 6.2267 5.9258 5.8874 5.3295 5.2316 5.2692 4.6809 4.4223

Na zakladé hodnot uvedenych v tabulce jsme volili minimélni vynos rg =
1.01 %, tedy je pozadovano investovat tak, aby portfolio bylo na konci obdobi
ziskové a vyplatilo se riziko spojené s touto investici podstupovat. Tedy je po-
zadovano, aby jméni pri investovani jedné jednotky na pocatku bylo na konci
obdobi v praméru 1.0101 jednotek. Z tabulky lze vidét, ze bude nutné cast
majetku investovat do tretiho portfolia, protoze je jediné, které ma priamérny

33



vynos alespon 1.01 %. Z duvodu diverzifikace portfolia pak bude potieba ¢ast
jméni investovat také do jiného portfolia z;, které je sice méné vynosné, avsak
zaroven méné rizikové. Riziko v tabulce vyjadruji smérodatné odchylky, pro port-
folio s vétsi smérodatnou odchylkou plati, Ze jeho vynosy/ztraty vykazuji vétsi
volatilitu. Mezi portfolii z; jsou navic znacné korelace. V nasi tloze vSak neni
riziko vyjadfeno kovarianéni matici, nybrz CVaRem na hladiné o = 0.95.

Pomoci Bendersovy dekompozice bylo nalezeno optimum tlohy (kdyz rozdil
mezi horni a dolni mezi byl mensi nez 0.000001) po 20 nalezenych Fezech opti-
mality. K tomu tedy bylo zapotiebi vytesit 20 % 240 subproblémi a 20 hlavnich
problémi, celkem tedy 4820 tloh linedrniho programovani. Vysledky algoritmu
se shodovaly s vysledky tlohy ve tvaru (3.2]).

Optimélni vahy portfolia

x* =(0,0,0.5957,0,0,0,0.4043,0,0,0), (3.7)

optimalni hodnota v riziku
u* = 8.4406 % (3.8)

a optimalni ucelova funkce
CVaRg.95 = 12.3999 %. (3.9)

Tedy aby byl zajistén pozadovany vynos 1.01 %, je optimdlni z hlediska mini-
malnitho CVaRu investovat do tfetiho portfolia 0.5957 jednotek a zbylych 0.4043
investovat do 7. portfolia. S pravdépodobnosti 0.95 pak ztrata nebude vetsi nez
8.44%. V pripadé, ze bude vétsi neZ tato hraniéni hodnota, potom bude v pru-
méru 12.4 %.

Nyni si ukdzeme vysledky ziskané algoritmem stochastické dekompozice, ktery
byl spustén na 30 nezavislych bézich (tj. pro 30 ruznych pocateénich seminek).
Generovalo se z 240 scénaiti, které byly pouzité pro vypocet pomoci Bendersovy
dekompozice. Jak uz bylo fe¢eno v predchozi kapitole, pokud neni algoritmus
SD ukoncen na zakladé slozitych statistickych kritérii, musi uzivatel zadat mini-
malni pocet iteraci, jenz musi algoritmus probéhnout. Pokud je voleno ukoncovaci
kritérium na zakladé nerovnosti , je potieba také zadat, kdy je pro uziva-
tele tcelova funkce dostatecné stabilni. Dale musi uzivatel urcit minimalni pocet
iteraci, behem nichz je pozadovano, aby kandidat Teseni ztistal neménny.

Pro znazornéni vysledkii jsme zvolili dvé rizna ukoncovaci kritéria, ktera se
shodovala v podmince minimélniho poctu iteraci 240 (pocet volen na zdkladé po-
¢tu scénara pouzitych pro Bendersovu dekompozici) a v podmince pro ustalenost
kandidata feseni po alespon 20 iteraci. Nejprve jsme volili maximalni pocet iteraci
500, pokud se ucelova funkce v kandidatovi feseni Q,(z") od pruaméru v posled-
nich dvaceti iteracich v, * ligila 0 méné nez 0.005 nasobek tohoto priméru. Tedy

—v\_ V—1
% < 0.005. Poté jsme pouzili striktnéjsi ukoncovaci kritérium s odchyl-

20
kou od tohoto priméru o méné nez 0.0001 s vétsim moznym maximalnim pocétem
iteraci (2000).
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Tabulka 3.2: Praumeérné vahy portfolia, které jsou nenulové, a jejich smérodatné
odchylky pro dvé riznd ukoncovaci kritéria

X1 €3 X7 X9
Vahy 1 0.0042 0.5990 0.3920 0.0049
StD 1 0.0230 0.0226 0.0396 0.0185

Véhy 2 0.0000 0.5957 0.4043 0.0000
StD 2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

7 tabulky vidime, zZe algoritmus nenachazi v kazdém béhu pri toleranci
e = 0.005 optimalni feSeni . Z celkového poctu 30 béht nalezlo jiné feseni
ve 3 pripadech. Prirozené, se striktnéjsimi ukoncovacimi kritérii a s vétsim moz-
nym maximalnim poctem iteraci jsou reseni presnéjsi, jak ukazuje druha cast
tabulky.

Nésledujici tabulka shrnuje vysledky pro hodnotu v riziku. Nalezené feseni
hodnoty VaR je méné presné v porovnani s vySe uvedenymi vahami, které jsou
kromé vytvorenych fezi navic omezené dalsimi podminkami v prvnim stupni.
Tabulka déale uvadi primérnou hodnotu tcelové funkce v dobé, kdy byl algorit-
mus ukoncen, a poradi iterace, v niz k ukonceni doslo. V zavorce je udan pocet
béhi, které nebyly ukonceny na zakladé ukoncovacich kritérii, nybrz maximal-
nim poctem povolenych iteraci. Zkratka StD (standard deviation), stejné jako
v predchozi tabulce, oznacuje smérodatnou odchylku.

Tabulka 3.3: Primérné optimalni hodnoty VaR, CVaR, primérny pocet iteraci
algoritmu a jejich smérodatné odchylky pro dvé rizna ukoncovaci kritéria

VaR CVaR Iterace

Primér 1 8.3888 12.1386 392 (9)"
StD 1 0.6456  1.2320 97

Primér 2 8.4096 12.2867 973 (0)
StD 2 0.4378  0.9565 388

* v V1. o v 7
Pocet béht z 30 celkem ukoncenych
maximalnim poctem iteraci.

Z tabulky vidime, ze hodnota v riziku pri mensi toleranci (¢ < 0.0001)
je k optimalni hodnoté bliz, stejné tak odhad tucelové funkce se blizi k op-
timélni hodnoté (3.9). Pfi danych ukon¢ovacich kritériich vsak nejsou optimalni
hodnoty nalezeny. Tento vysledek potvrzuje, ze je algoritmus stochastické de-
kompozice vyvinut predevsim k nalezeni optiméalniho feseni x*. Hodnotu tcelové
funkce odhaduje na zakladé vygenerovaného vybéru scénari, tedy pro 500, resp.
2000 scénari se pro ruzna seminka lisi. K ustdleni odhadu tucelové funkce by
bylo zapotfebi vétsi pocet iteraci. V pripadé, ze byl pocet iteraci omezen na 500,
byl v 9 pripadech algoritmus zastaven timto maximalnim poctem iteraci, nikoliv
splnénymi ukoncovacimi kritérii. Pokud uvazujeme druhé ukoncovaci kritérium,
které zastavilo algoritmus v optiméalnim feseni z* pokazdé, bylo potteba pri-
mérné vypocitat 973*2 subproblému a 973 hlavnich tloh algoritmu. Algoritmus
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SD (2919 tloh) tak provedl pramérné témér o 2000 méné vypoctu tloh linearniho
programovani nez L-shaped algoritmus (4820 tloh).

Na zakladé vyse uvedenych vysledki mizeme pro tuto tilohu shrnout, ze po-
kud je algoritmus SD ukoncen po nedostatecném poctu iteraci, nenalezne pokazdé
spravné optimalni hodnoty. P¥i vhodnych ukoncovacich kritériich vsSak algorit-
mus SD dojde v tloze minimalizace CVaRu k optimalnim vdham rychleji (vytesi
méné tloh linedrniho programovani) nez L-shaped algoritmus. Tato rychlost je
vsak kompenzovana tim, ze algoritmus SD poskytuje pouze odhad hodnoty tce-
lové funkce pro dané scénare. Na zakladé historickych vynosi a nalezenych vah
lze vsak poté snadno spocitat tuto hodnotu presné. Pro spojité rozdélené vynosy
by navic také L-shaped algoritmus hodnotu tcelové funkce pouze odhadoval. Di-
lezitym faktem tak zlstava, ze pro algoritmus SD je potifeba vhodné nastavit
ukoncovaci kritéria tak, aby nebézel prilis dlouho a pritom nalézal spravna re-
seni.

3.2 Problém prodavace novin

Klasickym prikladem, ktery vyuziva stochastického programovani, je problém
prodavace novin (v anglicky psané literatute jej najdeme pod ndzvem Newsven-
dor problem nebo Newsboy problem). Tato tloha mé za cil vyTesit, jaky pocet
vytiskt mé prodavac¢ novin u dodavatele nakoupit, aniz vi, jakd bude néasledujici
den po novinach poptavka. Ceny, za které noviny nakupuje a prodava, jsou fixni.
V klasické tloze jsou neprodané noviny vyhozeny. My si zde uvedeme variantu
ulohy, kdy prodava¢ mtze neprodané vytisky dodavateli vratit a jeho ztrata z ne-
prodanych novin se tim snizi [4].

V této tloze si zavedeme nasledujici znaceni:

x pocet nakoupenych novin za jednotkovou cenu ¢
y(&) pocet prodanych novin za jednotkovou cenu p
w(§) pocet vracenych novin za jednotkovou cenu r

V praxi predpokladdame p > ¢ > r, tedy prodejni cena je vyssi nez ndkupni.
Zéaroven cena vracenych novin dodavateli je mnohem nizs$i nez ta, za niz byly
noviny nakoupeny. Pocet novin, ktery lze u dodavatele nakoupit, je navic omezen
hornim limitem u, coz je také jediné omezeni v prvnim stupni. Timto dostavame
zapis dvoustupnové tlohy

min cx + Q(x)
v (3.10)
za podminek 0<x<u,

kde
Qz) = E¢Q(z.€)

36



Q(r,£) = min —py(&) —rw(§)

za podmin;)k y(§) <¢ (3.11)
y(&) +w(§) <z
y(€),w(§) > 0.

Uloha je sestavens jako minimalizacni, v G¢elové funkei se minimalizuje ztrata,
ke které nakupem novin dojde. Zaporna hodnota této tcelové funkce znamena
zisk prodavace novin poté, co si z trzby a obnosu z vraceni novin odecte naklady,
které vynalozil na ndkup novin. Je zfejmé, ze tcelova funkce bude maximélné
nula, pokud zadné noviny nenakoupi. Funkce —Q(z) vyjadiuje oc¢ekévany zisk
prodavace novin z prodeje a vraceni novin, pokud se rozhodne pro nakup = kust
novin. Jednotlivé funkce —Q(z,£) vyjadiuji zisk z prodeje a vréceni novin pii
poptavce §.

Je zrejmé, ze se prodavac snazi uspokojit celou poptavku, miize vsak prodat
maximalné tolik novin, kolik ma na stanku, tedy optimalni poc¢et prodanych novin
je roven

y*(§) = min(§, z).
Prodavac¢ navic vrati vsechny neprodané noviny, pokud vsak poptavka presahne
pocet nakoupenych novin, nevrati zpét nic, tedy optimalni pocet vracenych novin
je roven

w* (&) = max(x — &,0).

Ocekavana hodnota tcelové funkce ve druhém stupni lze pak zapsat nasledovné
Q(x) = E¢[—pmin(§, z) — rmax(z — §,0)]. (3.12)

Pokud bychom predpokladali spojité rozdéleni nahodné poptavky & s konec-
nymi druhymi momenty, potom z tvrzeni 5| bodu 3 vime, ze funkce Q(z) je di-
ferencovatelnd. Optimem této tlohy je potom FeSeni rovnice ¢ + Q'(z) = 0. Pro
0 <z < u, pokud ¢+ Q' (x) > 0, potom z* = 0 a pokud ¢+ Q'(z) < 0, potom
r* = u. Vyraz Q'(x) vyjadiuje prvni derivaci funkce Q(x) v bodé z. Z Ize
funkci Q(x) spocitat analyticky

@) = [ (=p =~ 1w = ) dF(©) + [ ~pw dF(©

—00

=) [ €dF(©) -~ ra F(z) - pal1 - F(o)).

kde F(€) je distribu¢ni funkce &. Integrovinim pomoci per partes dostavame

| gdr© =aF@ - [ F@).

— —00

Z toho plyne rovnost

Q) = —pr+(p—r) [ Ple)de



a nasledné
Q(x)=—-p+(p—r)F(z),

tedy optimalni reseni je

0 pokud =% < F'(0),
rr=<u pokud 5:? > F(u),

F‘l(g%j) jinak.

F~(a) vyjadiuje a—kvantil rozdéleni F. Pokud je F spojitd funkce, potom
r = F71(a) lze ekvivalentné zapsat jako a = F(z). JelikoZ predpokladame, Ze
poptévka je nezdpornd (F'(0) = 0) a prodejni cena je vyssi nez ndkupni, nestane
se, ze by optimalni feseni bylo * = 0 a k prodeji novin by viibec nedoslo.

Pozndmka. VysSe jsme ukézali presné analytické reSeni. Pokud by nas vsSak za-
jimala pouze otézka, zda je tloha pripustnd ve druhém stupni, pomoci tvrzeni
lze ukazat, ze je funkce Q(x) konecna. Aby ovsem bylo prikazné, ze problém
prodavace novin mé jednoduchou kompenzaci, je potreba tlohu prepsat
do tvaru

min  (c—p)z+ Q)

(3.13)
za podminek 0<z<u,
kde
a
Q@) =min  0y7(&)+(p—r)y~(§)
za podminek y (&) —y (&) =€—x (3.14)
y (€),y (&) 2 0.

Vyraz (p — r)y~ (&) vyjadiuje korek¢ni clen. Prodava¢ doufd v prodej vSech
x novin, které od dodavatele nakoupil, pokud je vsak poptavka nizsi, je po rea-
lizaci této ndhodné veli¢iny &€ potieba ucelovou funkci ,upravit“. V pripadé mi-
nimalizacni tlohy, kdy zaporna hodnota vyjadruje zisk, je tfeba tcelovou funkci
navysit o o¢ekavanou avsak nenaplnénou trzbu snizenou o ¢astku ziskanou z vra-
cenych novin.

Vidime, Ze ¢*,q~ z tvrzeni je gt =0,g7 =p—r, tedy vyraz q* + ¢~ =
p —r > 0 pfi uvedeném redlném predpokladu. Podle tvrzeni [3] je tak problém
(3.13) v druhém stupni pripustny.

3.2.1 Dekompozicni algoritmy

Podobné jako tloha minimalizace CVaRu, také tloha prodavace novin lze
vypocitat jako tloha linearniho programovani bez vyuziti dekompozi¢nich vlast-
nosti. Takto sepsanou tlohu GAMS dokaze vytesit velmi rychle. My pro ucely
aplikace L-shaped algoritmu a algoritmu SD budeme primarné pracovat se zapi-

sem ulohy ve tvaru (3.10))-(3.11)).
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Nejprve predpokladejme feseni tilohy pomoci L-shaped algoritmu na zékladé
K scénara poptavky, tedy stfedni hodnotu aproximujeme pomoci vybérového
priuméru vypoétenych funkei Qg (z, & = &) tvaru . Ke kazdé z nich sestavime
duélni tlohu

max ki1 + T2
Tk,1,Tk,2
za podminek Tea + Mo < —p (3.15)

Tpo < =1 — P

1, T2 < 0,

kde m; oznacuje i—ty prvek vektoru dualnich multiplikdtorii 7y, ktery prislusi
k—tému subproblému. Zde opét staci pouze vyhodnotit, zda je dana poptavka
mensi, nebo vétsi nez x ziskané z hlavniho problému:

» Pokud ¢ <, potom 7, = (—p + 7, —7)".

« Pokud & > z, potom 7 = (0, — p)T.

Pro scénéfe s pravdépodobnostmi py, a vektory hy, = (&,0)T a Ty, = (0, — 1)T
muzeme v v—té iteraci sestrojit fezy ve tvaru

K
E, =Y (@)™ Ti= > pr+ Y. pps

k=1 k: & <av k: & >av
K

€y, = ZPk(WZ)Thk = Z Pre(=p + 7).
k=1 k: & <axv

Poté dostavame hlavni problém L-shaped algoritmu ve tvaru

mien cx+6
za podminek 0<xr<u (3.16)
x>0

HZel—Ela:, lzl,...,lj.

Problém ma relativné iplnou kompenzaci, neni proto potieba generovat rezy
pripustnosti, algoritmus vytvari pouze fezy optimality. Pokud bychom stejné jako
pro tlohu minimalizace CVaRu v poslednim radku hlavni tlohy L-shaped
algoritmu pridali ke koeficienttim ezt navic horni index v, tj.

0>e —E/xz, l=1,...,

potom bychom dostali zapis hlavni tlohy algoritmu stochastické dekompozice.
V algoritmu SD se v kazdé iteraci fesi dva subproblémy typu (3.15)), jeden pro x”
a druhy pro kandidéta feSeni 77!, Tim se ziskaji koeficienty Tezti (EY, e"), resp.
(Ellél,,l Y elk’u71 ) °

Nez prejdeme k samotné implementacni ¢asti, poznamenejme, ze pocet zakaz-

niki realné nema spojité rozdéleni. Naopak predpokladame, ze rozdéleni je dis-
krétni, nabyvajici pouze nezapornych celych ¢isel s koneénym nosicem. V tomto
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pripadé nelze pouzit podminky optimality tak, Ze polozime prvni derivaci tce-
lové funkce rovnu nule. Jelikoz vime, ze optimalni feSeni bude konecné, muzeme
naopak pouzit tvrzeni [6]
Pro optimalni z* musi platit, Ze existuje nezaporné p* splnujici p*z* = 0
takové, ze
—c+pt e 09Q(x").

Predpokladejme, Ze pocet zdkaznikt ma diskrétni rozdéleni G nabyvajici K hod-
not s pravdépodobnostmi pi, k = 1,...,K. Potom lze podle tvrzeni [7| vyjadrit
subdiferencidl 0Q(z*) jako vazenou sumu subdiferenciali jednotlivych tcelovych
funkci. Podle tvrzeni [§] lze tyto subdiferencidly vyjadrit pro tcelovou funkci @y
jako skalarni sou¢in —Tym,. Tedy 0Q(x*) je presné zaporné vzatd hodnota vyja-
difeného koeficientu fezu E v bodé x*, tedy

09(z*)=— > pr— > Dip

k: & <x* k: & >a*

=—rG(")—p(l—-G(")).

Pokud se vyplati noviny nakoupit, tj. £* > 0, potom z podminky optimality
plyne pu* = 0 a Teseni je Gil(%). Toto Teseni je omezené hornim limitem wu.
Reseni je naopak nulové pokud % < G(0). Celkové tak pro tuto tlohu umime
vyjadrit feseni analyticky ve tvaru

0 pokud 2= < G(0),
¥ =<u pokud 5:7? > G(u), (3.17)
G’l(%) jinak,

kde G7!(a) vyjadiuje a—kvantil diskrétniho rozdéleni G. Z vyse uvedeného vi-
dime, ze pokud budeme rozdéleni aproximovat pomoci scénéari, potom pro dany
vybér scénaru bude fesenim tlohy vybérovy a—kvantil.

3.2.2 Implementace a numerické vysledky

Pro tuto tlohu predpokladejme, Ze se pocet zakaznikii nejcastéji pohybuje
mezi 70 a 130. Pro tyto tcely byly pseudondhodné vygenerovany scénare poptavky
&k z normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou 100 a rozptylem 100, A/ (100,100).
Jelikoz tyto scéndre maji predstavovat pocet zakazniki, byla vygenerovana cisla
nasledné zaokrouhlen4 na celé. Z prepsané tilohy vidime, ze matice omezeni
je z definice P[9] totdlné unimoduldrni, tudiz pro celo¢iselné pravé strany & je
vektor Feseni (z,y,w) celoc¢iselny [18]. Optimalni pocet novin z, ktery ma prodavac
nakoupit, bude proto pti takto vygenerovanych scénarich celé ¢islo.

Omezeni pro pocet novin bylo voleno 140 kusti, ndkupni cena ¢ = 20, prodejni
p = 25 a cena za vraceni neprodanych kust novin » = 5. Nalezené feSeni je potom
0.25—kvantil tohoto diskrétniho rozdéleni (zaokrouhleného normélniho rozdéleni
N (100,100)), tedy z* = 93.

7 implementac¢niho hlediska je dilezité si uvédomit, ze ackoliv jsou predpo-
klady Al a A2 pro pouziti stochastické dekompozice splnény, predpoklad A3,
ktery pozaduje nezapornost funkce Q(x,£), je porusen. Jak jiz bylo zminéno
v druhé kapitole, pTi obnovovani fezii je tento predpoklad stézejni. Lze jej vSak
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obejit. Chceme-li zajistit, aby predchozi fezy byly dolnimi odhady aproximace
ucelové funkce Q,,, kromé vynasobeni absolutniho ¢lenu danych piimek vyrazem
v=1 gtaci navic piicist konstantu %, kde L vyjadiuje dolni mez, tedy Q(x,§) > L
pro vSechna (z,£) € K; x=. Tim se pfimka posune ve sméru osy y o tuto zapornou
konstantu.

Déle je potreba modifikovat ukoncovaci kritéria. Jelikoz je funkce Q(z,£) <0
pro vSechna (z,§) € K7 X Z, zménili jsme ukon¢ovaci kritérium (2.19)) na

| Q. (@) — v |
[y

Algoritmus SD byl pouzit jak pro vypocet tlohy (3.10)-(3.11]), ozn. NB1, tak
pro vypocet prepsané ulohy —, ozn. NB2. Dolni mez pro tlohu NB1
byla volena -140*p. Pocet novin je omezen shora x < 140, v pripadé scénare
s vysokou poptavkou (140 a vice) je optimélni vektor ve druhém stupni roven
(y,w) = (140,0), tedy optimélni hodnota mize byt nejméné -140*p. Uloha NB2
spliuje vsechny predpoklady a nebylo pro ni nutné fezy upravovat o zapornou
konstantu. Dale byla tiloha spoc¢tena také pomoci algoritmu s regularizovanym
hlavnim problémem na zakladé tlohy —, ozn. NBr.

Pti pouziti algoritmu SD bylo vzdy pouzito ukoncovaci kritérium na zakladé
ustélenosti kandidata feseni po 20 iteraci a ustalenost ticelové funkce s odchylkou
e = 0.0001. Maximalni pocet iteraci byl zvolen 1000 a nebyl nikdy prekrocen,
ukoncovaci kritéria fungovala pro vSechny tlohy a vSechny béhy.

Nasledujici tabulka[3.4]shrnuje priumérné vysledky a smérodatné odchylky vy-
poctené na zakladé 30 béhti. V kazdém béhu bylo vygenerovano vzdy 100 scénait
poptavky.

<e. (3.18)

Tabulka 3.4: Vysledky tulohy prodavace novin

Pocet novin Zisk Tterace
Priamér Benders 093.067 436.953 7.967
StD Benders 1.311 7.352 0.556
Prumér NB1 93.167 437.451 218
StD NB1 1.085 4.983 100
Prumér NB2 093.200 437.705 155
StD NB2 0.997 5.779 45
Priumér NBr 03.325 437.677 235
StD NBr 0.871 5.117 77

7 tabulky vidime, ze L-shaped algoritmus vytvoril v priméru 8 fezi opti-
mality, nez dosel k optimalnimu feseni. V kazdém béhu tak bylo L-shaped algorit-
mem prumérné spocteno priblizné 800 tloh linearniho programovani. Algoritmus
SD pii minimalnim pozadovaném pocti béhi 100 byl ukoncéen primeérné po cca
200 iteracich. Vytesil tak celkové priblizné 600 tuloh linedrniho programovéni, tedy
méné nez L-shaped algoritmus.

Optimdlni feseni této tlohy je x* = 93 a zisk roven 436.432 (zaporné vzata
optimdlni ucelova funkce). Z tabulky vidime, ze vysledky pro L-shaped algo-
ritmus a algoritmus SD jsou srovnatelné. Pokud porovname primérné hodnoty,
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lepsich vysledkti dosahuje L-shaped algoritmus, jeho hodnota optiméalniho feseni
i ucelové funkce je bliz ke spravnému teseni. Na druhou stranu, algoritmus SD
ma mensi smérodatnou odchylku nalezenych feseni.

Regularizovand verze algoritmu SD sice naléza v pribéhu algoritmu stabilnéjsi
feseni, nicméné z tabulky vidime, Ze vyzaduje vétsi pocet iteraci. Autori v [§]
uvedli, ze na zakladé jejich vypocetni studie SD algoritmus s regularizovanym
problémem, ktery obsahuje kvadraticky ¢len p,(x) = % | z — 7" ||* , generuje po-
sloupnost bodt konvergujici k optimu pomalu. Namisto toho doporucuji uvazovat
parametrickou regularizaci p,(z) = % ||  — 7" ||* a ¢len ¢, ménit dynamicky.
Tato modifikace je v [§] diskutovdna podrobnéji .

Na zavér tohoto prikladu si zde nazorné ilustrujeme stabilitu kandidati feseni
z klasického algoritmu SD v porovnani s posloupnosti feseni nalezenych v jednotli-
vych iteracich. Dale porovname rozdil mezi stabilitou feseni nalezenych klasickym
algoritmem SD a fesenimi ziskanymi pomoci regularizovaného hlavniho problému.
Ukazeme také pocet Tezti v hlavnim problému klasického a regularizovaného SD
algoritmu.

140 T T T T T T T T T 140
120 120
mDL \ | ‘|.H MMM A 1 1 wofh | |'\‘|\n|'mJ ML A AN y 1
M l{r] (e N J\”'I[ \ AAAAMANARN F H UMM \vl,ﬁkbimﬁ&'.\f‘\hﬁ&fkf
. |‘ H l| 3 ] . \‘ H l\ H ]
< 601 ‘ ' 1 L 60 | ‘ ‘ '
401 1 40
201 1 20
DU 20 40 60 BID ‘\E"D 12‘0 1;0 ‘H::»D 1;0 200 DD 20 40 60 50 160 12‘0 1;0 1‘;0 1:80 200
lterace lterace
(a) Nalezend feseni a kandid4ti FeSeni (b) SD a regularizovana SD

Obrazek 3.1: Stabilita reSeni
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Obréazek 3.2: Srovnani poctu fezii pro SD a regularizovanou SD po 35 iteracich
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Na obrazku[3.1a] vidime, Ze posloupnost kandidatt feseni se velmi rychle ustali
na optimalni hodnoté daného béhu. Tyto hodnoty vykazuji podstatné mensi vo-
latilitu v porovnani s posloupnosti feseni nalezenych klasickym SD algoritmem
v jednotlivych iteracich. Stabilnéjsi reseni rovnéz dava algoritmus SD s regulari-
zovanym hlavnim problémem, jak vidime na obrézku [3.10]

Obréazky znazornuji fezy optimality po 35 iteracich algoritmu SD v porov-
nani s algoritmem SD s regularizovanym hlavnim problémem. Na obrazku [3.2a
vidime, zZe algoritmus SD pfi ponechani vsech predchozich fezt zbytecné navy-
suje slozitost hlavniho problému, nebot vétSina z nich je neaktivnim omezenim
a je mozné je v hlavni tloze neuvazovat. Naopak na obrazku je ukézano,
ze v pripadé pouziti regularizované hlavni tlohy jsou po 35 iteracich zachovany
pouze dva aktivni Tezy.

3.3 Problém kvétinarky

Poslednim aplikacnim prikladem je problém kvétinaiky, ktery je rozsitenim
klasického problému prodavace novin. Kvétinarka se rozhoduje, kolik nakoupi razi
na vikendovy prodej. Na rozdil od prodavace novin se rozhoduje v patek na dva
dny dopredu, nebot se predpoklada, ze lze pri dobrych skladovacich podminkach
prodavat tyto rize za nejen v sobotu, ale také v nedéli. V pripadé, ze je poptavka
v sobotu vysoka, muze se kvétinarka rozhodnout ptikoupit dalsi mnozstvi rizi
na nedéli.

Pro tlohu kvétinarky si zavedeme nasledujici znaceni:

x pocet nakoupenych novin v patek
2(&1) pocet nakoupenych novin v sobotu po prvnim dni prodeje
s(&1) pocet skladovanych rtizi po prvnim dni prodeje

w(&1,&2) pocet neprodanych (vyhozenych) ruzi po druhém dni prodeje
nakupni cena

c
D prodejni cena

Nahodné veli¢iny &7, resp. &2 oznacuji poptavku prvni, resp. druhy den. Pocet
uskladnénych rtzi stejné jako pocet nakoupenych rtzi druhy den zavisi na po-
ptavce prvni den, zatimco pocet ruzi, které se po vikendovém prodeji vyhodi,
zavisi na celkovém poctu zakazniki, tedy na obou nahodnych veli¢inach.

Poptavka prvni den uréi pocet razi, které se uskladni na dalsi den:

z —s(&1) < .
Pocet rizi, které se nakonec neprodaji, je urcen navic také nedélni poptavkou:
2(&1) +5(&1) — w(&1,&2) < &a.

Ekvivalentni zdpis tlohy prodavace novin (3.13))-(3.14) ndm poslouzi jako vo-
ditko k sestaveni tlohy kvétinarky, ktera je obecné tiistupnova. Kvétinarka veri,
ze ji pocet nakoupenych ruzi v patek postaci k uspokojeni vikendové poptavky
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a ze vsechny nakoupené riuze proda. Ocekava proto, ze jeji zisk bude (p — ¢)x.
Pokud poptavka bude prvni prodejni den vysoka, dokoupi dalsi rize na nedéli
a jeji ocekavany zisk se timto nakupem navysi. Dojde ke korekci, tj. navyseni
o¢ekavaného zisku, o (p — ¢)z(&;) v zéavislosti na poctu zakaznikt prvni den. Po-
kud kvétinarce po vikendovém prodeji nékteré riize zustanou, bude muset sviij
zisk naopak snizit o trzbu z jejich oc¢ekavaného prodeje. Tato korekce nastava
po realizaci ndhodného vektoru (&1, &), tj. po realizaci obou poptavek.

Necht mame K scénaiii poctu zakaznikd prvni den s pravdépodobnostmi
pe, k=1,... . K1 a Ky scénari poctu zékaznik druhy den s pravdépodobnostmi
pi, L =1,...,Ks. Pro jednoduchost uvazujme pripad, ze poptavka prvni den ne-
ovliviiuje poptavku nasledujici den, budeme tedy predpokladat mezistupnovou
nezavislost. Kazdy uzel scénarového stromu, ktery bude prisluset poptavce prvni
den, se bude vétvit stejnym zpisobem (bude mi stejnych Ky nésledniki). Ulohu
kvétinarky poté formulujeme deterministickym ekvivalentem nasledujicim zpt-
sobem, kde jsou stfedni hodnoty nahrazeny vazenymi priumeéry pres prislusné
scénare

Kl K2
Jmax o (p—c)r+ ) pl(p— o)z —pY_pw]
R k=1 =1
za podminek x— sk <&k k=1,... K
Zk—i-Sk—wk,nggJ kzl,...,Kl,lzl,...,Kg
(iL‘l,Zk,Sk,wk’l) 2 0 k= 1, e ,Kl, = 1, C. ,KQ.

3.3.1 Dekompozic¢ni algoritmy

Aby bylo mozné pouzit L-shaped algoritmus a algoritmus SD, preformulujeme
tlohu do tvaru —. Maximalizacni tilohu je tfeba prevést na minimalizacni
(aby se ucelové funkce rovnaly, je nutné tcelovou funkei tlohy vynasobit
konstantou —1) a tfeti stupen vyresit v ramci tcelové funkce ve druhém stupni
deterministickym ekvivalentem, ¢imz dostaneme nésledujici formulaci:

Ky
min (c—p)z+ > peQrl(x, &1 k)
k=1

(3.19)
za podminek 0<zx<u,
kde na zdkladé poptavky &; ; Fesime k—ty subproblém
Ko
Qr(r,§1,k) = o (c—p)z + p;pzwk,z
za podminek —sp <&k — o, (3.20)

2t sy —wp <&y =1, Ky,
(Zkaskawk,l) 20 lzl,...7K2,

ktery mé celkem (K3 + 2) proménnych. Pokud oznacime vektor proménnych
ve druhém stupni i, potom yy, = (2k,Sk, Wk, 1, - - - , Wk, K, )-
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Vytesenim k—tého subproblému ziskdme dualni multiplikatory (n, mx),
kde nj, prislusi prvni podmince urcujici pocet uskladnénych rizi a Ko—rozmérny
vektor 7, prislusi podminkam, které uréuji pocet vyhozenych razi wy, ;. Kazdy sub-
problém ([3.20)) fesi ve druhém stupni pro nezaporné proménné celkem Ks+1 pod-
minek, tedy vektory pravych stran omezenf (tj. hy —Tjx) jsou (Ky+1)—rozmérné.
Vektor hy se lisi mezi jednotlivymi subproblémy pouze v prvnim radku, h, =
(&1.56, €07 kde & = (&1, ..., & Kk,). Vektor Ty je shodny pro vSechny subpro-
lémy, Ty = (1,0, ...,0)". Rezy v v—té iteraci pro scéniie poptavky v 1. dni
prodeje s pravdépodobnostmi py poté muzeme zapsat ve tvaru:

Ky
E, = Z PW}Z
k=1

K1 Kl
ev =Y peni e+ > pi(r)) " &
k=1 k=1
Tyto fezy jsou nasledné pridany do hlavni tlohy L-shaped algoritmu
min (c—p)lx+46

za podminek 0<z<u (3.21)
HZel—El:L’, lzl,...,l/.

Problém ma tplnou kompenzaci, neni proto potfeba generovat fezy pripustnosti,
algoritmus vytvari pouze fezy optimality. Pokud bychom stejné jako pro pred-
chozi tlohy v poslednim fadku hlavni tlohy L-shaped algoritmu pfidali
ke koeficienttim tezii navic horni index v, tj.

0>e —E/z, l=1,...,

potom bychom dostali zapis hlavni tlohy algoritmu stochastické dekompozice.
V algoritmu SD se v kazdé iteraci fesi pro nové vygenerované &;, dva subpro-
blémy typu (3.20]), jeden pro 2 a druhy pro kandidata feseni z¥~1. Tim se ziskaji
koeficienty Tezl (E},e}), resp. (E} e} ).

12

3.3.2 Implementace a numerické vysledky

Pro nase ucely budeme nejprve uvedenou tlohy kvétinarky lehce modifiko-
vat. Pokud bychom tlohu nechali ve tvaru popsaném vyse, nedostavali bychom
pro libovolné volby parametrti jednoznacné reseni. Pokud chceme porovnavat te-
Seni, ktera dostaneme z riznych algoritmi, je vhodné tlohu upravit tak, aby
reseni jednoznacné bylo. Mezi moznymi modifikacemi, mezi které mizeme zara-
dit napt. nenulové skladovaci néklady, jsme se rozhodli pro volbu riznych cen
nakoupenych ruzi. Prodavacka nakoupi prvni den rize za cenu c;, druhy den si
muze dokoupit libovolné mnozstvi razi v zavislosti na poptavce prvni den avsak
za cenu cq, kterd bude vyssi nez pivodni cena c¢;. Poté bude TeSeni tlohy jedno-
znacneé.

Pro tuto ulohu predpokladejme, Ze primérny pocet zakaznikl prvni den je
100 s vétsi smérodatnou odchylkou 20, tedy se pohybuje priblizné mezi 40 a 160.
Druhy den je poptavka stabilngjsi a pocet zdkaznikl se pohybuje mezi 60 a 120.
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Pro tyto tucely byly pseudondhodné vygenerovany scénare poptavky & z nor-
mélniho rozdéleni N (100,400) a scénafe poptavky &, z normalniho rozdélent
N (90,100). JelikoZ tyto scénédre maji predstavovat pocet zakazniki, byla vygene-
rovana c¢isla nasledné zaokrouhlena na cela. Omezeni pro pocet ruzi nakoupenych
prvni den bylo voleno 250 kust, ndkupni cena prvni den ¢; = 40, cena druhy den
co = 45 a prodejni cena p = 60.

Na nasledujicich obrazcich si ilustrujeme feseni jednotlivych subproblémi
(3.20) v zavislosti na poptavce 1. den. Pro tyto tcely bylo vygenerovano 250
scénartu poptavky 1. den a 250 scénart poptavky 2. den. Optimalni hodnota,
spoc¢itana L-shaped algoritmem, je pro takto sestavenou ulohu x* = 168.
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Obrazek 3.3: Vysledky pro optimalni pocet rtizi nakoupenych druhy den

Na grafu vidime zéavislost optimalniho Teseni z* na poptavce prvni den.
Pokud kvétinatka prvni den proda vsechny nakoupené riize, tj. neztstane ji
po 1. dni prodeje zadna ruze k uskladnéni, je optimalni feSeni poc¢tt ruzi, které ma
dalsi den nakoupit, rovno (#=%)—kvantilu rozdéleni poptavky druhy den. Tato
rovnost vychazi z odvozeni (3.17)), které jsme udélali v tloze prodavace novin.
V nasem ptipadé se jedna o stejné rozdéleni jako u prodavace novin, nyni je vSak
stfedni hodnota rovna 90. Posuneme-li vysledek linearné o 10, dostavame z* = 83.
Déle, pokud je napr. poptavka prvni den & = 100, je z; = 83 — (168 — 100). Kveé-
tindrka po prvnim dni ke zbylym rtzim dokoupi tolik rizi, aby jich dalsi den méla
na stanku 83. Pokud je naopak prvni den poptavka nizkd a kvétinarce zustane
83 nebo vice razi, potom zadnou dalsi nekoupi. Zavislost poctu rizi na poptavce
prvni den pak lze pro nasi ilohu zapsat nasledujicim vztahem

2z = min(83 — (z* — &)T;0).

Obrézek zobrazuje histogram, tedy Cetnosti nakoupeného poctu ruzi
druhy den. Jelikoz jsou funkei poptavky, ktera ma rozdéleni, jez vychézi z normal-
niho, je také rozdéleni poc¢tu nakoupeny rtizi 2. den priblizné normalni, useknuté
v nule.

Pro tuto ulohu stejné jako pro tlohu prodavace novin jsou prvni dva pred-
poklady pro pouziti algoritmu SD splnény. Predpoklad A3, ktery pozaduje ne-
zapornost funkce Q(x,€), je porusen. Z predchozi diskuze dostavame, Ze ucelova
funkce ve druhém stupni je minimalni, pokud je velkd poptavka a kvétinarka
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nakoupi v sobotu 83 ruzi. Hodnota (¢ — p) * 83 tedy funkci zdola omezi, nebot
druhy ¢len tcelové funkce je kladny. Tuto mez budeme uvazovat v pripadé, ze
také vybérovy 1/4-kvantil vygenerovanych scénaru poptavky druhy den je roven
83. Z duvodi poruseného predpokladu A3 jsme také modifikovali ukoncovaci kri-
téria. Stejné jako v tloze prodavace novin jsme ve jmenovateli pridali absolutni
hodnotu a pouzili kritérium (3.18]).

Nejprve jsme L-shaped algoritmus a algoritmus SD porovnali pro pevny pocet
scénart. Nasledujici tabulka udava hodnoty ziskané algoritmem SD pro tlohu
s 250 vygenerovanymi poptavkami 1. den a 2. den. Pro tuto mnozinu scénéi,
kterou jsme generovali z nového pocatecniho seminka, je optimélni reSeni ziskané
L-shaped algoritmem z* = 169 a zisk 3449.32. Jelikoz algoritmy dekomponuji
ulohu pouze pro poptavku 1. den, rozhodli jsme se v tomto pripadé ponechat
pevnych 250 scénari poptavky 2. den. Pro srovnani jsme pouzili riizné ukoncovaci
kritéria. Nejprve jsme z 250 scénait poptavky 1. den generovali minimalné 100
scénart a pocet moznych iteraci omezili na 1000. Stejné jako pro tlohu prodavace
novin jsme volili ustalenost tucelové funkce pres 20 poslednich hodnot kandidat
reseni, ktefi v téchto iteracich museli byt stejni. Odchylka byla volena 0.0001.
Vybérovy 1/4 kvantil popisovanych scénaitu poptavky druhy den je 83, proto
jsme volili dolni mez (¢ — p) % 83. Vysledky jsme oznacili FG1 (83). Déle jsme
fesili tlohu s prudentnim omezenim (¢ —p) %200 a pro prvni ukoncovaci kritérium
jsme tyto vysledky oznacili FG1 (200). Nakonec jsme pro dolni mez (¢ — p) * 83
zménili pozadavek na minimélni pocet 500 iteraci a ustalenost ucelové funkce se
kontrolovala pres poslednich 100 nezménénych kandidatt reseni. Vysledky jsme
oznadili FG2 (83). Algoritmus SD byl spustén vzdy pro 30 rtznych pocatecnich
seminek.

Tabulka 3.5: Vysledky pro tlohy kvétinarky-generovani z 250 scénari

Pocet razi 1. den Zisk Tterace
Pramér FG1 (83) 168.897 3446.428 238 (O)*
StD FG1 (83) 1.915 33.231 7
Pramér FG1 (200) 168.715 3445.364 213 (O)*
StD FG1 (200) 2.071 34.302 &2
Pramér FG2 (83) 169.100 3447.746 686 (5)*
StD FG2 (83) 1.242 16.597 172

* v v1. o v s . 7 7 v
Pocet béht z 30 celkem ukoncenych maximalnim poctem
iteraci.

7 tabulky opét vidime, Ze s prisnéjsimi ukoncovacimi kritérii se primérné
optimalni hodnoty ziskané SD algoritmem blizi ke spravnému reseni. Srovnanim
prumérnych optimélnich feseni a odhadu tucelovych funkci pro dvé rtzné volby
dolni meze dostavame, ze pro tésnéjsi volbu dolni meze algoritmus SD odhaduje
spravné optimalni hodnoty presnéji. Dale vidime, ze v péti pripadech z 30 byla
druha ukoncovaci kritéria zastavend maximalnim poctem iteraci, tedy nefungo-
vala pokazdé spravné. V tomto pripadé je to zpusobené predevsim nizkym poctem
maximalnich iteraci.

Pokud bychom napozorovali pouze 250 scénait poptavky a jeji rozdéleni
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bychom neuméli odhadnout, je pro vypocet takové tlohy vhodnéjsi pouzit L-
shaped algoritmus. Ten je presny a na rozdil od algoritmu SD jej staci spustit
pouze jednou. Dalsi jeho vyhodou je, ze na rozdil od algoritmu SD poskytuje
pro jednotlivé scénéare poptavky 1. den také hodnotu optimalniho feseni poctu
ruzi druhy den, jak bylo ukdzano na obrazku [3.3| L-shaped algoritmus vygeneruje
10 Fezu optimality, tedy spocitd pouze 250%10 tiloh linedrniho programovani.

Pokud zvolime stejné pozadavky na minimalni (500) a maximalni (1000) po-
¢et iteraci pri generovani z 1500 scénaiti, budou tyto pozadavky velmi omezujici
a odhad optimalniho feseni a hodnoty tucelové funkce budou horsi nez v pripadé
generovani z 250 scénari. S vétsim poctem scénaitu by tak prirozené meél rist
pozadavek na minimalni pocet iteraci algoritmu SD, totéz plati pro volbu ma-
ximalni hodnoty. S poctem scénait linedarné roste narocnost vypoctu L-shaped
algoritmem. Pro 15000 scénait odpovida jeho narocnost priblizné 50000 iteracim
algoritmu SD. Pro takto velké mnozstvi scénaii jsme vsak na bézném notebooku
nebyli schopni algoritmy porovnat, nebot tlohy byly vypocetné narocné. Z napo-
zorovanych vysledkii soudime, ze pokud chceme tlohu spocitat pro mensi pocet
scénari, je vhodnéjsi pouzit presny L-shaped algoritmus. Pro vétsi pocet scé-
narta bychom naopak uprednostnili pouziti SD algoritmu. Jeho vypocet by mél
byt méné narocény a z teorie navic o¢ekdavame, ze pro velky pocet scénaru také
nalezne odhad optimalniho feseni s dostatecné malou odchylkou od spravného
reseni. Urcit, pro kolik scénait je vhodnéjsi tuto tlohu spocitat L-shaped algorit-
mem a pro kolik naopak ziskd vyhodu algoritmus SD by vyzadovalo efektivnéjsi
implementaci a také spousténi programu soucasné na vice vykonnéjsich pocita-
¢ich.

Pro pevnou mnozinu scénait jsem se pokusili tlohu vyresit také determinis-
tickym ekvivalentem. Pro 250 scénait bylo optimalni feseni nalezeno rychleji nez
L-shaped algoritmem. Pro 5000 scénait vsak tuto tlohu, na rozdil od L-shaped
algoritmu, z kapacitnich divodi neumél vypocitat. Pro 5000x5000 scénait se
najednou hleda optimalni feseni cca 25 milionti proménnych, coz pti sestavovani
ulohy bylo na bézném notebooku bez pouziti dekompozice nemozné. L-shaped
algoritmus naopak pro stejnych 5000x5000 scénait nalezl optimum za necelych
9 hodin.

Nyni si ukazeme, jakych vysledkii dosahuji oba algoritmy, pokud generujeme
scéndre ndhodné ze zndmého rozdéleni. Pro L-shaped algoritmus jsme generovali
100 scénara pro poptavku prvni den a 100 scénart pro poptavku druhy den.
Algoritmus byl spustén pro 5 ruznych pocatec¢nich seminek urc¢enych pro poptavku
prvni den a 5 dalsSich pro poptavku druhy den, celkové tedy pro 25 béh.

P1i pouziti algoritmu SD, oznac. jako FGs, jsme generovali ze stejnych poca-
tec¢nich seminek. Pro poptavku 2. den jsme pouzili pokazdé stejnych 100 pevnych
scénart jako pro L-shaped algoritmus. Scénéie poptavky 1. den jsme generovali
ze zaokrouhleného A(100,400), piicemz jsme pozadovali miniméalné stejny pocet
scénaru (tj. minimalné 100 iteraci). Algoritmus byl ukonc¢en, pokud se hodnota
ucelové funkce v kandidatovi feseni od priméru spocitaného na poslednich 20
neménnych kandidatech lisila s odchylkou mensi nez 0.0001. Jelikoz pro 100 scé-
naru poptavky 2. den nemusi byt vybérovy 1/4-kvantil vzdy roven 83, zvolili jsme
pro jistotu dolni mez (¢ — p) * 90.
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Tabulka 3.6: Vysledky Ulohy kvétinarky

Pocet riuzi 1. den Zisk Tterace
Prumér Benders 168.360 3452.561 10.080
StD Benders 2.464 53.205 0.572
Prumér FGs 169.080 3470.266 240
StD FGs 1.681 37.669 104

Z tabulky [3.6] vidime, Ze v pifpadé pouziti L-shaped algoritmu bylo v kaz-
dém béhu vygenerovano priblizné 10 fezli optimality, tedy spocteno 1000 sub-
problémii. Smérodatna odchylka feseni je pro L-shaped algoritmus velka, nebot
popsat zaokrouhlené rozdéleni N'(100,400), resp. zaokrouhlené N'(90,100) pouze
100 scénari neni dostacujici. Na zakladé riznych mnozin scénait se pak optimalni
fesSeni znacné lisi. PTi danych ukoncovacich kritériich je také feseni nalezené SD
algoritmem citlivé na volbu pocatecniho seminka. Pro vétsi pocet scénait pouzi-
tych v L-shaped algoritmu se smérodatna odchylka snizuje, stejné tak se snizuje
pro algoritmus SD s prisnéjsim pozadavkem na minimalni pocet probéhnutych
iteraci. Z tabulky nemuzeme urcit, ktery algoritmus je pro tuto tlohu lepsi,
k vhodnému porovnani obou algoritmi je potreba, aby byl L-shaped algoritmus
spustén nékolikrat pro velky pocet scénait a algoritmus SD s pfisnymi ukonco-
vacimi kritérii.

Pro jednoduchost jsme v této praci uvazovali ukoncovaci kritéria odvozena
na zakladé asymptotickych vlastnosti, ktera vyzadovala urcit, co je ,,vhodny*
minimalni pocet iteraci a co ,dostateény pocet iteraci, kdy ma kandidat reseni
zustat neménny. Tato kritéria maji vyhodu jednoduché implementace, jak je vsak
ukazano v [§], statistickd kritéria jsou mnohem vhodnéj$im nastrojem na ukon-
¢eni SD algoritmu. Na zakladé statistickych testl zjisti, jestli vygenerovani no-
vého scénare ovlivni odhad optimalniho feseni nalezeny v dané iteraci. Disledkem
je, ze algoritmus SD sam urci, co je dostatecny pocet iteraci k tomu, aby bylo
nalezené teseni dostatecné blizko spravnému reseni. Naopak pro L-shaped algo-
ritmus je nutné urcit pocet scénaiii, na kterych bude spocitan. Pokud zvolime
nedostatecny pocet scénari, bude odchylka feseni nezanedbatelna a bude nutné
scénaiu vygenerovat vice, pricemz pro K scénéaiu se vypocita priblizné 10*K tloh
linearniho programovani. Vyhoda algoritmu SD by se proto méla nejvic projevit
v ulohach, kde je ndhodny vektor spojity nebo je jeho rozptyl stejné jako v této
uloze velky.
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Z.aver

Celd prace se vénovala dvoustupnovym stochastickym tloham s linearni tce-
lovou funkeci a polyedrickou mnozinou omezeni. V prvni kapitole jsme formulovali
goritmu a algoritmu stochastické dekompozice (SD), kterymi lze tyto ulohy Fesit.
V praktické c¢asti jsme oba algoritmy testovali na tfech prikladech.

V tloze hledani optiméalniho portfolia s minimélni hodnotou CVaRu nalezl SD
algoritmus pri vhodné zvolenych ukoncovacich kritériich v kazdém béhu presné
reseni vypoctené L-shaped algoritmem. Hodnotu v riziku a tucelovou funkci pri
pouzitych ukoncovacich kritériich algoritmus SD pouze aproximoval. Na zakladé
pozorovanych scénarti a nalezenych optimélnich vah lze vsak aproximovana hod-
nota v riziku a optimalni hodnota ucelové funkce spocitat presné. Jiz pro mensi
pocet scénari je rozdil mezi ndroc¢nosti obou algoritmii znatelny, SD algoritmus
dojde k optimalnim vdham rychleji. Pro velky pocet scénaiu (napf. dvacetiletou
historii dennich vynosi), kdy ¢asovd naroénost vypoctu zna¢né poroste, bychom
proto doporudili pouzit algoritmus SD. Pokud bychom byli schopni rozdéleni vy-
nostt odhadnout, potom prii predpokladu spojitého rozdéleni mé algoritmus SD
proti L-shaped algoritmu nespornou vyhodu. L-shaped algoritmus by musel néko-
likrat vygenerovat velké mnozstvi scénaiu (napr. 50000), aby dobfe aproximoval
odhadnuté rozdéleni a primérné reseni téchto aproximativnich tloh se dalo po-
vazovat za dostatecné blizké spravnému optimu. Algoritmus SD umi tuto tlohu
resit stejné dobre, at generuje scénare ze spojitého nebo diskrétniho rozdéleni.

V tloze prodavace novin jsme kromeé srovnani algoritmi ilustrovali také sta-
bilitu Teseni a zachovani pouze aktivnich tezi v pripadé pouziti regularizovaného
algoritmu SD. Poprvé jsme diskutovali modifikaci algoritmu SD, pokud neni spl-
nén predpoklad na nezdpornou ucelovou funkci ve druhém stupni. Navrhli jsme
dva mozné pristupy, kterymi lze poruseny predpoklad napravit. Pfi zndmém roz-
déleni jsme pro L-shaped algoritmus 30x generovali 100 scénéiti a pro algoritmy
SD jsme 30x spustili generator se stejnymi pocatecnimi seminky. Vysledky obou
algoritmu byly srovnatelné. L-shaped algoritmus se v priuméru od teoreticky od-
vozeného spravného teseni lisil méné nez algoritmus SD, jehoz nalezend TeSeni
vsak vykazovala vétsi stabilitu. Je treba Tict, zZe stabilita L-shaped algoritmu je
zavisla na poctu scénar, ktery bude vygenerovan. Pro vétsi pocet scénaitt budou
nalezena Teseni stabilnéjsi avsak c¢asova narocnost linearné stoupne.

Problémem kvétinarky jsme uzavreli aplikacni ¢ast této prace. Opét jsme Te-
sili volbu dolni meze pri poruseném predpokladu nezapornosti tucelovych funkci
ve druhém stupni pro jednotlivé poptavky prvni den. Ukézali jsme, ze v pri-
padé striktniho omezeni maximalniho poctu iteraci muze nepresna volba meze
ovlivnit TeSeni nalezené algoritmem SD. Pro presnéji odvozenou dolni mez daval
algoritmus SD lepsi odhad optimélniho feseni. Pokud bychom pocitali ilohu pro
rozumny pocet scénari, je vhodnéjsi pouzit presny L-shaped, nebot algoritmus
SD pro maly pocet iteraci feseni pouze aproximuje. Dalsi vyhodou L-shaped al-
goritmu je, ze poskytuje informaci o optimalnim poctu ruzi nakoupenych druhy
den v zavislosti na poptavce prvni den. Pro vétsi pocet scénaitt bychom naopak
uprednostnili pouziti SD algoritmu. Jeho vypocet by totiz mél byt méné naroc¢ny
a z teorie navic oc¢ekdvame, ze pro velky pocet scénaru také nalezne odhad op-
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timéalniho feseni s dostateéné malou odchylkou od spravného teseni. Uréit, pro
kolik scénaru je vhodnéjsi tuto tlohu (stejné jako ulohu prodavace novin) spo-
¢itat L-shaped algoritmem a pro kolik naopak ziska vyhodu algoritmus SD, by
vyzadovalo efektivnéjsi implementaci a také spousténi programi soucasné na vice
vykonnéjsich pocitacich.

ulohéch, pro které jsou primarné urcéeny. Kromé zakladnich algoritmii by se mohlo
jejich fungovani otestovat také pro jejich regularizované verze. Pro algoritmus SD
zalozend na statistickych testech, kterd jsou uvedend v [8]. Algoritmus SD totiz
muze dojit ke Spatnym vysledkiim z diivodi nevhodné nastavenych ukoncovacich
kritérii, jak jsme si v této praci také ukazali.
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Prilohy

Zakladni definice a véty
NiZe uvedené definice a véty lze nalézt v [6], [14], [17] a [1§].
Definice P. 1. Necht mame tlohu LP ve standardnim tvaru
min{c’x : Az = b,z >0}, kde b € R™ ¢ € R*, A € R™"". (P.1)

Uvazujme, Ze matice A € R™*™ mad plnou rddkovou hodnost. Vyberme néjakou
mnozZinu indexi proménnych L C {1,2,...,n} tak, aby obsahovala prdvé m riz-
nych poloZek. Vezmeme prislusné sloupce matice A a sestavme z nich ctvercovou
matici A, = (Aj;,7 €{1,2,....m},i € L).

e Pokud je matice Ay requldarni, pak rikame, Ze L je bdaze tulohy .

e KdyZ L je bize tlohy (P.1), pak k ni prislusi x(L) € R™, které je jedno-
znacné urcené podminkami Ax(L) =b a x(L); = 0 pro vsechna i ¢ L. Bod
x(L) nazyvime bazické resent prislusné k bazi L.

e Necht L je baze tulohy a bazické reseni x(L) je nezaporné. Pak mluvime
0 pripustné badzi.

e Necht L je bdze tilohy a prislusné bazické teseni x(L) je optimdlnim
resenim ulohy . Pak mluvime o optimadlni bazi.

e Rikime, Ze v je bazické Teseni tlohy , jestlize existuje baze L tak,
zZe x = x(L).

e Rikime, %e x je pripustné bazické rTesent ilohy , jestlize existuje
pripustnd bize L tak, Ze v = x(L).

e Rikime, %e = je optimdlni bazické Teseni ilohy , jestlize existuje
optimdlni baze L tak, Ze v = x(L).

Lemma P. 1. Necht L C {1,2,...,n} je bdze dlohy (P.1]). Potom piislusné
bazické Teseni je urceno jednoznacné a je tvaru x(L), = (Ar)~'b,z(L); = 0
proi ¢ L.

Z dalsi teorie LP a ze Zakladni véty LP pak vychdzi, Ze mé-li uloha (P.1))
optimalni feseni, pak je vzdy miizeme najit mezi pripustnymi bazickymi resenimi.
Ptipustna bazicka tfeSeni jsou navic krajnimi body mnoziny ptipustnych feseni.
Definice P. 2. Pro lohu a bazi L definujeme y(L) € R™, které je jed-

-1
noznacéné uréené podminkou (Ar)y(L) = c. Tedy y(L) = ((AL)T) cr. Vektor
y(L) nazgvime dudlni bazické Tesent prislusné k bazi L.
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Definice P. 3. Necht D C R" je mnoZina a f : D — R je konverni funkce.
Rekneme, Ze f md v bodé x € D subgradient n € R™, jestlize plati

fly) — f(z) > (n,y — x) pro kazdé y € D.

MnoZinu vSech subgradientu v bodé x budeme nazyvat subdiferencidl funkce f
v bodé x a budeme ji znacit Of(x).

Véta P. 2. Necht D C R",2* € D a f: D — R je konvexni funkce. Pak x* je bod
globdlniho minima funkce f na mnoziné D tehdy a jen tehdy, kdyz 0 € Of(z*).

Véta P. 3 (Oddélitelnost bodu a konvexni mnoziny). Necht K C R", K # () je
konvexni mnoZina a x ¢ clo(K). Pak existuje v € R™ vy # 0 tak, Ze

inf{(y,y) : y € K} = min{(y,y) : y € clo(K)} > (,2).

Véta P. 4 (O opérné nadroving). Necht K C R", K # 0 je konvexni mnoZina
ay € I(K). Pak existuje v € R,y # 0 tak, Ze inf{(v,z) : x € K} = (7,y).

Definice P. 4. Kdyz D C R", pak symbolem pos D oznacujeme nejmensi kon-
vexni kuZel obsahujici mnozinu D. MnoZinu pos D nazyjvame nezdaporny obal mno-
ziny D a muZeme ji zapsat ndsledujicim zpusobem

pos D ={>_A(s)s: A(s) >0Vs€l,ICD konecnd}.

sel
Definice P. 5. Pro rozsitenou redlnou funkci f : R* — R definujeme jeji doménu
Dom f ={z: f(x) < +o0,2 € R"}.
Budeme rikat, Ze f je vlastni, jestlize Dom f # 0 a f(x) > —oo pro kaZdé x € R".
Definice P. 6. Pro funkci f : R® — R definujeme jeji epigraf
epi(f) ={(z,a) : f(z) < a,z € R", a € R}.

Definice P. 7. Rozsitend redlnd funkce f : R® — R je zdola polospojitd funkce
(ozn. lsc=lower-semicontinuous) v bodé xq, jestliZe

liminf f(x) > f(xo).

Tr—xTQ
Rekneme, Ze funkce f je zdola polospojitd, pokud je lsc v kaZdém bodé x € R™.

Lze ukazat, ze funkce f je lsc pravé tehdy, pokud jeji epigraf je uzaviena
podmnozina R™ x R.

Véta P. 5 (Moreau-Rockefellar). Necht pro i = 1,...,m jsou f; : R* — R
konvexni vlastni funkce a f = f1+ ...+ fm. Pokud pro xqy jsou fi(xo) konecné,
pak

Of1(xo) + ...+ 0fm(xo) C Of (x0).

Rowvnost nastane, pokud je spinéna alespon jedna z nasledugjicich podminek

1. N2, rint(Dom f;) je neprdzdnd,
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2. pro néjaké k jsou f1, ..., fr polyedrické funkce a primik mnoZin N_, Dom f;
a ity rint(Dom f;) je neprazdny,

3. existuje T € Dom f,, takovy, Ze pro¥Vi=1,... ;m—1 platiT € int(Dom f;).

Specialné, pokud jsou vSechny funkce fi,...,f,, polyedrické, potom rovnost
plati automaticky i bez splnéni dalsich podminek.

Definice P. 8. Pro f : R® — R definujeme sdruZenou funkci jako

[*(z) = sup{z"w — f(2)}.

z€R™

Véta P. 6 (Fenchel-Moreau). Necht f : R" — R je vlastni konvexni funkce.
Potom f** = lsc f, kde lsc f je nejvétsi zdola polospojita funkce, kterd je mensi
nez nebo rovna f.

Pro vlastni a konvexni funkci f plati rovnost f = f**, pravé kdyz je f zdola
polospojita.

Duisledek P. 7. Necht f je konvexni, vlastni a zdola polospojita funkce. Pokud
f(x) < 400, pak plati

Of(z) = arg m?X{ZT:E — f*(2)}.

Definice P. 9. Rekneme, Ze matice A je totdlné unimoduldrni, pokud kaZdyj jeji
subdeterminant nabyvd hodnoty 0, +1 nebo -1.

Konkrétné, kazdy prvek totdlné unimoduldrni matice je 0, +1 nebo -1.
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