MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

David Bainar

TLS algoritmus a core redukce

Katedra numerické matematiky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Iveta Hnétynkova, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecnad matematika

Praha 2017



Prohlasuji, Ze jsem tuto bakalaiskou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalSich odbornych zdrojt.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zakona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenc¢ni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V.o dne ............ Podpis autora



RAd bych podékoval vedouci své bakalaiské prace RNDr. Iveté Hnétynkové, Ph.D.
za vedeni mé préace, trpélivost a vénovany cas. Chtél bych také podékovat za cenné
rady a odborné konzultace, které pomohly vzniknout této praci.

i



Néazev prace: TLS algoritmus a core redukce
Autor: David Bainar
Katedra: Katedra numerické matematiky

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Iveta Hnétynkova, Ph.D., Katedra numerické
matematiky

Abstrakt: Tato prace se zabyva feSenim linearnich aproximacnich problémt
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méfime se zejména na tak zvanou Core transformaci, kterd za uréitych pod-
minek vede ke zmenSeni aproximac¢niho problému. Shrneme nékteré teoretické
poznatky o metodé TLS, Core transformaci a metodach jejiho vypoctu. V nu-
merickych experimentech se podivime na moznosti aproximace Core problému
pomoci Golub-Kahanovi iteracni bidiagonalizace. Zamérime se na vliv reortogo-
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Seznam pouzitého znaceni

N mnozina prirozenych ¢isel

R mnozina realnych cisel

x vektor

A matice

AT transponovana matice k matici A
rank(A) hodnost matice A

R(A) obor hodnot matice A

N(A) jadro matice A

€; i-ty sloupcovy vektor jednotkové matice
span(vy,...,v,) lineérni obal vektort vq,...,v,; n € N

lof singularni ¢islo matice

v|p ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru F
Normy

]| Euklidovska norma vektoru x

| Al spektralni norma matice A

| Al 7 Frobeniova norma matice A

Zkratky

LS problém nejmensich ¢tvercii

TLS uplny problém nejmensich ctverct

SVD singularni rozklad

GKB Golub-Kahanova itera¢ni bidiagonalizace



Uvod

V této praci se budeme zabyvat linearnim aproximac¢nim problémem
Axr =~ b, Ae R""™ be R",

kde A i b mohou byt zatiZeny chybami rizného pivodu (zaokrouhlovaci, diskreti-
zatni, chyby modelu a podobné) a proto b ¢ R(A). K feSeni takovych problémi se
hojné vyuziva metody nejmensich ctverci a metody uplngjch nejmensich ctverci.
Prvni z nich zvolime v pripadé, kdy je zatiZzen chybami pouze vektor b a druhou, je-
li chybami zatizena i matice A. V predlozené praci se budeme podrobnéji zabyvat
problémem uplngch nejmensich ctverci, ktery byl analyzovan napiiklad v \Golub
a Loan| (1980) /Golub a Loan| (1996), [Paige a Strakos| (2002a)), Wei| (1992a) a |[Wei
(1992b). V tomto kontextu je dilezité zminit, Ze problém duplngjch nejmensich
ctvercu, nemusi mit, na rozdil od problému neymensich ctverci, feseni. Podivame
se na TLS algoritmus, ktery slouzi k nalezeni T'LS FeSeni (existuje-li) problému
uplnych nejmensich ctverci, pripadné alternativniho negenerického feseni. Algo-
ritmus i s podrobnou analyzou lze nalézt napiiklad v Huffel a Vandewalle (1991)).

Zameérime se na teorii Core redukce, kterd umoznuje z ptivodniho linedrniho
aproximac¢niho problému matematicky extrahovat tak zvany Core problém. Tento
Core problém ma, az na ortogondlni transformaci, stejné feseni ve smyslu aplnych
nejmensich ¢tverci jako ptvodni tloha (paklize takové feSeni ptivodni ulohy exis-
tuje) a ma obvykle mensi dimenzi. Teorie byla poprvé predstavena v |Paige a Stra-
kos (2002b)). Core problém lze ziskat matematicky napiiklad pomoci singuldrniho
rozkladu rozs§itené matice problému [b,A], & pfimé nebo itera¢ni bidiagonalizace,
viz [Paige a Strakos (2006]) a Hnétynkova a Strakos| (2007). V této praci singuldrni
rozklad p¥ipomeneme a uvedeme vlastnosti obou postupi ziskani Core problému.
Bidiagonalizace aproximac¢niho problému se da provést napriklad Householdero-
vyme reflexems ¢ Golub-Kahanovou iteracni bidiagonalizact, odvozenou v |Golub
a Kahan| (1965)). Uvedeme si vyhody a nevyhody vyuziti Golub-Kahanovi itera-
¢ni bidiagonalizace pii ziskavani Core problému. Uvazovat budeme i vliv riiznych
typu reortogonalizace, které jsou shrnuty napiiklad v Larsen| (1998). Zaméiime se
predevs$im na otazku, zda teseni Core problému ziskaného pomoci bidiagonalizace
spolehlivé aproximuje feseni ptivodni tlohy.

V prvni kapitole shrneme definici a zdkladni vlastnosti metod nejmensich,
uplnych nejmensich ¢tvercti a uvedeme T'LS algoritmus. Ve druhé zavedeme Core
problém, uvedeme jeho vlastnosti a techniky, kterymi Ize ziskat. V obou kapitolach
budeme uvazovat presnou aritmetiku, neni-li feceno jinak. V posledni kapitole se
zamérime na numerické experimenty.



1. Linearni aproximacni problémy

V prvni kapitole se podivame na problém nejmensich ctverci (LS) a obecnéjsi
aplngy problém nejmensich ctverci (TLS). Budeme diskutovat rozdily v jejich
resitelnosti. Dale zavedeme singuldrni rozklad a shrneme jeho vlastnosti, které se
budou hodit v nasledujicich kapitolach. Zavérem uvedeme TLS algoritmus pro
vypocet Teseni iplného problému nejmensich ¢tverci.

1.1 Problém nejmensich ¢tverci
Uvazujme linedrni aproximacni problém
Ax ~ 0, (1.1)

kde A € R™™ b € R™. Necht navic plati, ze b ¢ R(A). Uvazujme piipad, kdy
je vektor b zatizen chybami. Ty mohou byt zptisobené napiiklad mérenim nebo
zaokrouhlenim, ¢ diskretizaci. Metoda nejmensich ¢tverct (viz napiiklad |Golub
a Loan| (1996, Kapitola 5.3 a 5.5, Strana 236-247 a 256-264)) mé za cil nalézt
vektor f, opravu vektoru pravé strany b, tak, aby soustava Ax = b+ f méla
feSeni a pritom mél vektor f pozadované vlastnosti.

Definice 1. (Problém nejmendsich ctverci)
Necht A € R™™ b e R"™. Problém nejmensich ctverci je dloha nalezeni vektori
2% e R™ o f e R, spliujicich

min || f| tak, aby Ax™ =b+ f.
feRn

Prostory R™ R™ lze rozepsat jako direktni soucet

R" = R(A) ® N (AT), (1.2)
R™ = N'(A) @ R(AT).

Potom pro b € R” plati

b= b|R(A) + b|N(AT) : (1.4)
Vyuzitim vztahu (1.4)) je vidét, Ze

Tedy existuje alespon jedna oprava f takovd, ze soustava Ax = b+ f ma Teseni.
Konkrétné

f = - b|N(AT) .

Nyni mé smysl uvazovat minimum v mnoziné vSech oprav f, které prevadi (1.1)
na kompatibilni problém. ProtoZe prava strana v rovnici predstavuje orto-
gonélni projekci b na R(A), je ptislugna oprava f zaroven miniméalni. To shrnuje
nasledujici véta. Pro dalsi vyklad viz Duintjer Tebbens a kol. (2012, Kapitola
6.1).



Véta 1. (Reseni dlohy nejmensich ctverci)
Necht A € R™™ b e R". Necht by je ortogondlni projekce b do prostoru R(A).
Pak vektor x5 € R™ je vesenim tlohy nejmensich ctvercd, jestlize spliiuje

Az" = by. Potom plati

Az = b = [ blpar) -

Je zfejmé, ze LS problém mé vidy feseni. Pro ™% € R™ plati

LS _ LS LS
2 = 2y - (1.6)
Vynasobenim (1.6) matici A ziskdme
LS _ 4 .LS LS _ ALLS
Az™ = Ax ‘N(A) + A ‘R(AT) = Az ‘R(AT)'

Vidime, ze je-li podprostor N/ (A) netrividlni, je feSeni 2°° nejednoznacné. Slozka

vektoru %% lezici v N'(A) nema vliv na fesitelnost opravené soustavy a lze ji volit
libovolnou. Zvysuje véak normu feseni 2™ a proto se typicky voli nulova.

1.2 Problém uplnych nejmensich ¢tvercu

Uvazujme (1.1), kde je navic i matice A zatizena chybami. Cilem metody upl-
nych nejmensich ¢tvercu je nalézt opravu vektoru b i matice A splinujici podminky
popsané v nasledujici definici.

Definice 2. (Uplny problém nejmensich ctvercii)
Necht A € R™™ b e R™. Problém uplnijch nejmengich ctvercu je dloha nalezeni
vektori x € R™, f € R" a matice E € R"™™, splnugjicich

min | f,E|Fr tak, aby  (A+E)x =b+ f.
feRn, EeRnxm

Definice problému a souvisejici otazky byli diskutovany v ¢lanku Golub a Loan
(1980). Podrobnéjsi analyzu T'LS problému lze nalézt napiiklad v [Wei (1992al)
a (Wei| (1992b)), [Huffel a Vandewalle| (1991)), Golub a Loan (1996, Kapitola 12.3,
Strana 595-600). Nyni se podivejme na to, za jakych podminek ma tloha T'LS
reSeni, zda je jednoznac¢né a jakym zptisobem ho jsme schopni spocitat.

Problém TLS nemusi mit feSeni, to zalezi na podprostoru pravych singular-
nich vektori pfislusnych nejmensimu singularnimu ¢islu matice [b,A], coZ budeme
diskutovat nize. Nejprve si ukazme jednoduchy priklad problému, pro ktery ne-
existuje T'LS teSeni. V ném sice bude existovat oprava takova, aby soustava méla
reSeni. Nebudeme v8ak schopni najit opravu nejmensi ve Frobeniové normé.

Piiklad.
10 1
=)= )

Mame aproximacni problém
Ukazme, ze nema feSeni ve smyslu T'LS. Je vidét, ze oprava

0 0
E—(O 8),5#0



bude dostateénd k tomu, aby problém (1.1)) mél feseni. To je potom tvaru

HRH

Plati ||[f,E]||r = €. Zvolime-li ovSem ¢ < &, tak i oprava

(02

snizuje hodnost matice A a prevadi (1.1)) na kompatibilni problém. To znamena,
ze jsme v tomto pripadé schopni nalézt opravu s libovolné malou normou. Tedy
neexistuje oprava minimalni v normé a neexistuje feseni T'LS. Piiklad 1ze nalézt
v (Golub a Loan| (1980)).

Pfipomenme, co je to singuldrni rozklad (SV D) matice.

Definice 3. (Singuldrni rozklad)
Necht C € R™™ je matice. Singularnim rozkladem matice C' nazveme rozklad

C=UxVT,

kde U € R™"™ a V € R™™ js0u unitdrni matice, > € R"*™ je diagondlni matice
$ Cisly 01,....0min(n,m) NG diagondle a pro v = rank(A) plati

012 ... 20, >0p41 =... =0, =0.

Cisla 01,...,0, se nazjvaji singuldrni cisla matice C.Vektory u,...,u, jsou levé
singuldrni vektory a vy,...,vy, jsou pravé singuldrni vektory matice C.

SV D rozklad existuje pro kazdou matici, viz Horn a Johnson| (2012, Kapitola
2.6, Strana 149-159). Ukazme si na piikladu, jak mize SV D rozklad vypadat
a z ¢eho se sklada.

Priklad.

Meéjme matici

- V2 V2
0 -3 0 0
Jeji singularni rozklad C' = UXVT je ddn maticemi
1 1 01 0 0
U—E_Aﬁgz—ggggv—oo_lo
Sl V2 V2 T 110 0 0
0 0 1 0030 00 0 1

Vsimnéme si, Ze tento rozklad neni jednoznacny. Diky vicendsobnosti singuldrniho
¢isla 09 = 03 = 3 bychom napiiklad zaménou druhého a tretiho sloupce v maticich
U a V dostali jiny singularni rozklad stejné matice C. Vektory

0
0
1
0

jsou levy, resp. pravy singularni vektor pfislusny k oy = 5. Matice X je dana
jednoznacné a ma stejny rozmér jako matice C.



Obsahuje-li matice ¥ nulovy sloupec ¢i radek, je vyhodné uvazovat tak zvany
ekonomicky singuldrni rozklad. PTi ném se neuvazuji nulova singularni ¢isla ma-
tice 3. V Obrazku [I.1] je naznacen vztah mezi obéma rozklady. Matice U, a V,
oznacuji prvnich r sloupci matic U a V. Matice X, je ¢tvercova hlavni podmatice
matice 2.

Obréazek 1.1: Schéma vztahu mezi singuldrnim a ekonomickym singuldrnim roz-
kladem. Matice U,, Y, a V, jsou podbloky matic U,> a V.

Za vyuziti SV D zavedeme jesté nasledujici rozvoj matice C, viz
Duintjer Tebbens a kol (2012, Kapitola 5.2, Strana 127).

Definice 4. (Dyadicky rozvoj matice)
Necht C' € R™™ je matice s hodnosti r. Necht C = UXVT je jeji singuldarni

rozklad. Pak .
C = Z g; U UZT
i=1

je dyadicky rozvoj matice A. Trojice o;,u;, v} se nazgvd singularni triplet.
7 vlastnosti SV D plyne tvrzeni.

Tvrzeni 2.
Necht C € R™™ je matice s hodnosti r < min(m,n), C = UXVT jeji singuldrni
rozklad. Pak Ker(C) = span{v, 1, ..., Um}.

Nyni uvedeme vétu, kterd ma zasadni vyznam v analyze fesitelnosti T'LS nize.

Véta 3. (Eckart, Young, Mirsky)
Necht C € R™™ je matice s hodnosti v a k < r, k € N. UvazZuyme singuldarni
rozklad matice C' v dyadickém tvaru

T
_ T
C’—Zaiuivi.
i=1

Potom nejlepsi aprozimaci matice C' s hodnosti k je matice
k
C(k) = Z 0; U; UJ?
i=1

navic plati |[C — C®|p = op41.



Jeji diikaz naleznete v Duintjer Tebbens a kol.| (2012, Kapitola 5, Strana 133,
Véta 5.12) nebo v pivodnim ¢lanku [Eckart a Young (1936)). Aproximacni alohu
Az ~barovnici (A+ E)r = b+ f lze zapsat v maticovém tvaru

[@A]{_{I%O, (1.7)

way+1ey || o 18)

Oznacme .
[0,A] = UXVT = Zai (o
i=1
SV D a dyadicky rozvoj rozsitené matice. Véta |3| ukazuje, jak by matice
[0,A] + [f,E] mohla vypadat.
Predpokladejme nyni, Ze matice [b,A] ma plnou sloupcovou hodnost a nej-
mensi singularni ¢islo je jednonasobné. Uvazujme opravu

[f,E] = —0o,u, v].

Oznaéme v, = [v,wT]", kde v € R je prvni slozka vektoru v, a w € RV je
zbyvajici ¢ast. Podle Tvrzeni [2| lezi vektor v, v jadru matice

[b,A] + [f.E]. (1.9)

Je-li navic v # 0, je vhodné preskilovany vektor w Fesenim (1.8). Jinymi slovy,
pokud plati

v =-elu, # 0, (1.10)
Ize feseni 277 zapsat ve tvaru
TLS 1
= ——w. (1.11)
v
Je-li singularni ¢islo o, vicenasobné s nasobnosti k, tedy 0,_x11 = ... = 0, lze

podminku zapsat napiiklad takto e; & span{v,_ji1,...,v.}. Je-li tato podminka
splnéna, ma tloha T'LS dokonce nekoneéné mnoho feSeni. Uvazujme matici

V;” = [Urfkjtlv"a Ur]~

7 tvaru TeSeni je vidét, ze pro nalezeni T'LS teSeni s minimalni normou
chceme maximalizovat slozku v. Pi pouziti unitarnich transformaci jsme schopni
zvetsit velikost v a navic zachovat ortonormalitu sloupct matice V,.. Vhodnou
transformaci je Householderova reflexe. Vyuzijme takovou Householderovu reflexs,
ktera prevede prvni fadkovy vektor matice V, na nasobek kanonického vektoru ey
jak je naznaceno v . Vice o Householderove reflexi lze nalézt v [Duintjer Te-
bbens a kol.| (2012, Kapitola 3.2, Strana 57).
Dostaneme matici v nasledujicim tvaru

00 0 v
.« i
VH=|. . (1.12)
: . w
[ ] [



V poslednim sloupci dostavame vektor @, := [v,wT]". Z n&j Ize ziskat feseni 755

jako v (1.11)). Diky zachovani ortogonality sloupci V. 1ze jednoduchou tvahou
dojit k zavéru, Ze daldi Gpravy by pouze zvétsily normu 272, nebot plati

VuweR": u Loful=v]|=1:|ut+v]?=|uf*+|v]*=1+1=2. (1.13)
Mame-li vhodny vektor ¥, lze opravu [f,F] zapsat ve tvaru

[f.E] = —0, %, 7 (1.14)

T

kde u, je levy singuldrni vektor z tripletu odpovidajiciho v,.

Pokud neplat{ (1.10), nebo jeji obecnd verze pro ndsobnd singuldrni &sla,
nemé problém TLS teseni. TotéZ plati také v piipadé, ze [b,A] neméa plnou
sloupcovou hodnost, viz Huffel a Vandewalle| (1991). Jednou z moZnosti je hledat
tzv. negenerické tesSeni. Zduraznéme, ze to neni fesSeni ve smyslu T'LS. Pti jeho
hledani se postupuje nasledujicim zptsobem. Opét pro jednoduchost v nasledu-
jicim odstavci predpokladejme, ze o,,0,_1 jsou jednonasobné.

Podivame se na dalsi nejmensi singularni ¢islo o,_; a k nému ptislusny v,_;
a postupujeme analogicky jako vyse, tj. zkoumame, zda mé v,_; nenulovou prvni
slozkou. Pokud ano, konstruujeme negenerické feseni z vektoru v, ; a pro veli-
kost opravy potom plati |[f,E]||r = o,_1. V pfFipadé, 7e se problém neexistence
opakuje nadale, je mozné prejit k dalsimu nejmensimu singularnimu ¢islu. Dosud
jsme si ukazali, ze problém T LS nemusi mit vzdy feSeni a pokud ma, nemusi byt
jednoznacné. Nasledujici véta nam dava postacujici podminku pro jeho existenci
a jednoznacnost.

Véta 4. (Golub, Van Loan)
Necht A € R™™ je matice s plnou sloupcovou hodnosti a vektor b € R™ je takovy,
ze b ¢ R(A). Uvazujme singuldrni rozklady matice A a rozsitené matice [b,A]

ve tvaru
m+1

m
A= Zagu'ivf a [b,A] = Z o U V).
i=1 i=1
Pokud 0., > o), .1, potom plati €] vyp1 # 0 a TLS ma jednoznacné resent.

Vétu a jeji diikaz naleznete v Duintjer Tebbens a kol.| (2012, Kapitola 6, Strana
165, Véta 5.12) nebo v ptivodnim ¢lanku (Golub a Loan| (1980).

1.3 TLS algoritmus

P1i vypoctech 1ze postupovat analogickym zptisobem, jakym jsme odvodili
feSeni. Nejdiive spocteme SV D matice [b,A]. Z néj uréime jeji hodnost a nejmensi
singularni ¢islo a jemu ptislusné pravé singularni vektory. Diky Tvrzeni 2] vime,
jak vypada baze jadra matice [b,A] a mame ji spoctenou ve sloupcich matice
V. Nakonec sta¢i najit vhodnou linearni kombinaci vyse specifikovanych sloupcti
matice V s nenulovou prvni slozkou a vyjadiit z ni feseni 7%, nebo pfipadné
negenerické feSeni. Algoritmus shrnujici tento postup se nazyva T'LS algoritmus
a 1ze nalézt v [Huffel a Vandewalle| (1991, Kapitola 3, Strana 87). Jeho zakladni
verzi shrnujeme jako Algoritmus Predpokladame, ze pro vstupni data plati
b¢ R(A) a pro jednoduchost také, ze matice [b,A] ma plnou sloupcovou hodnost.

9



Algoritmus 1 TLS Algoritmus

Input: Ab
UXVT « singuldrni rozklad matice [b,A]
loop

Omin <— nejmensi nenulové ¢islo na diagondle
k < nasobnost o,
Up_kat,e-, Up < sloupce V prislusné o,y
if3ie(r—k+1,.,7):e]v; #0 then
break
else
Op _falyeery Op €< 0
end if
end loop
if £ > 1 then
Householderova reflexe H, jako v (|1.12)).
v, < posledni sloupec V H

end if ) 7T
v-(2:en . . .
T — — 1,% ] > Pokud se iterovalo vicekrat,
v,
Output: z > je x pouze negenerické reseni.

V praxi neni nutné pocitat cely SV D rozklad. Je vidét, ze stac¢i znat nejmensi
singularni ¢islo a k nému ptislusny pravy singularni vektor. K tomu se vyuzije
metoda pro vypocet nejmensiho singuldrniho tripletu popsana v |[Kokiopoulou
a kol.| (2004). Triplety se pocitaji dokud obsahuji stejna singuldrni ¢isla, aby se
nalezl cely pravy singuladrni podprostor prislusny nejmensimu singularnimu ¢islu.
Jakmile je nésledujici singularni cislo vétsi, tak se vypocet zastavi a vyuzije se
prislusny nalezeny prostor pravych singularnich vektort. V ptipadé, Ze z néj nelze
(T'LS ¢ negenerické) feSeni zkonstruovat, postoupi se k vypoc¢tu dalsich tripleti.
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2. Core problém a jeho vlastnosti

7 ptredchozi kapitoly vime, zZe k nalezeni T'LS feSeni miizeme pouzit SV D roz-
klad roz$itené matice soustavy. SV D lze ziskat stabilnim algoritmem, viz (Golub
a Loan| (1996, Kapitola 5.4.5, Strana 253-254). Postup je ovSem také vypocetné
a ¢asové velmi naroc¢ny. Core problém je vysledkem snahy zredukovat velikost pro-
blému T'LS tak, aby redukovany problém mél (aZ na ortogondlni transformaci)
stejné feSeni ve smyslu T'LS jako ptivodni tloha.

2.1 Core problém

Méjme soustavu (L.1)) ve tvaru (L.7). V ¢lanku Paige a Strakos (2002b) byla
poprvé piedstavena myslenka Core problému a v ¢lanku [Paige a Strakos| (2006)
bylo dokézano nésledujici tvrzeni.

Véta 5. (Core problém)
Necht A € R™™ je nenulovd matice a be R™ je nenulovy vektor splnujici
b¢ R(A). Potom existuji unitarni transformace P,Q prevddéjici (1.7)) do tvaru

PT[b, AQ] [C;%] ~ 0,

pricemz plati

[ Ao
Prac) =[S |

kde by € R®*D je vektor, Ay € RPHDXP je redlnd matice nejmensi moznd a Ay
je redlnd matice nejvetsi moznad.

Poznamenejme, ze puvodni véta v [Paige a Strakos (2006) zahrnuje i nami
vylouceny pfipad, kdy je pivodni problém kompatibilni, tedy b € R(A). V tom
pripadé je matice A;; € RP*P a vektor b, € RP. T'LS problém se transforma-
cemi z Véty 5| rozd€éli na dva nezavislé T'LS podproblémy

[by, Aui] [_1] ~0 (2.1)

X
A22 To =~ 07 (22)

nebot jednotlivé podprostory obou problémi jsou vii¢i sobé ortogonalni. Navic

plati
1

T

Qrx -
Druhy problém (2.2) méa nekone¢né mnoho feseni a obvykle se voli trividlni Feseni
zy = 0. Jinou volbou by se pouze zvétSila norma hledaného z. Problém (22.1))
ma jednoznacné T'LS teSeni, nebot splhuje predpoklady Véty 4l Vice se disku-
tuje v [Paige a Strakog (2006). Vektor z; obsahuje veskerou podstatnou infor-
maci pivodniho problému v tom smyslu, Ze zpétnou transformaci se ziskd T'LS
feSeni (1.1), pakliZe existuje, nebo feSeni negenerické. Také bylo dokazino, Ze
mé-li ptivodni problém T LS jednoznacné feSeni, tak je rovno transformovanému

feSeni tlohy (2.1]).
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Definice 5. (Core problém) Rekneme, Ze Az ~ by z Véty[’i]je Core problém
aprorimacniho problému Ax ~ b. Velikost vektoru by oznacime jako velikost Core
problému.

Jednou z cest ziskani Core problému je konstrukce pomoci SV D rozkladu,
kterd je ukazana v ¢lanku Paige a Strakos| (2006). Také jsou zde popsany dilezité
vlastnosti Core problému vyplyvajici z jeho konstrukce. Je-li velikost Core pro-
blému rovna p+1, témito vlastnostmi jsou

1. Matice Ay; € RPHD*P e obdélnikovd diagondlni a mé plnou sloupcovou
hodnost. Zadny diagonalni prvek se neopakuje.

2. Matice Ayy € RO-+)X(m=(p+1)) jo obdélnikovd diagondini, prvky na dia-
gonale se mohou opakovat a mohou byt i nulové.

3. Vektor b; obsahuje pouze nenulové hodnoty.

4. Primym disledkem prvniho a posledniho bodu je, ze Core problém je ne-
kompatibilni.

Phac=|

Obréazek 2.1: Tvar transformované matice PT[b, AQ] a Core problému v piipadé
vyuziti SVD. Core problém se nachéazi ve dvou levych hornich blocich matice.

Timto postupem ziskdme Core problém ve tvaru jako na Obrazku 2.1} Druhou
metodou nalezeni Core problému je konstrukce pomoci bidiagonalizace. Podrob-
néjsi popis lze nalézt v Hnétynkova a Strakos| (2007). Timto postupem se ziska
Core problém v nésledujicim tvaru a s vlastnostmi

1. Matice Ay, € R@TDXP je obdélnikovd dolni bidiagondini a ma plnou sloup-
covou hodnost.

2. Matice Ayy € RO=+D)x(m=(+1) 30 obdélnikovd horni bidiagondlni, bidia-
gonalni prvky mohou byt i nulové.

3. Vektor by ma nenulovy pouze prvni prvek.

4. Pr¥imym dtsledkem prvniho a posledniho bodu je, ze Core problém je ne-
kompatibilni.
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Konstrukce Core problému bidiagonalizaci se d& provézt napiiklad pomoci House-
holderovijch reflexi nebo Golub-Kahanovou iteracéni bidiagonalizaci (GK B). Hou-
seholderovy refleze se aplikuji na rozsifenou matici [b,A] zleva a zprava. Prvni,
Hy, ktera vynuluje druhy az posledni prvek prvniho sloupce, se aplikuje zleva.
Druhé, H,, kterd nuluje treti az posledni slozku prvniho radku, se aplikuje zprava.
Déle Hs,... dokud Hy...H[b, A]Hs...H; neni bidiagonalni, kde k, [ zavisi na roz-
méru matice [b, A], viz Obréazek [2.2]

o o H, |
e e [ m |
o o
H @ @
e e

Obrézek 2.2: Schématické znézornéni konstrukce bidiagonalizace pomoci House-
holderovych reflexi. Bloky H; nereprezentuji ptimo Householderovy reflexe, nybrz
vizualné znazornuji, ktery radek, ¢i sloupec je prislusnou reflexi nulovan.

Je-1i n¢jaky prvek na diagondle této matice nulovy, ziskali jsme v jejim levém
hornim bloku bidiagonalni tvar Core problému. Schématicky znazornéno v Ob-
razku 2.3

PrpAQ =]

Obréazek 2.3: Tvar transformované matice PT[b,AQ]| a Core problému v ptipadé
vyuzit{ bidiagonalizace.

Vyhodou vypoctu zalozeném na Householderovijch reflexich je zachovani orto-
gonality na rovni strojové presnosti. Nevyhoda spociva v tom, ze pracuji s celou
matici [b, A], kterd mtze byt velkd a Fidkd. Tim se vypocet stava vypocetné
naro¢nym a navic miize dojit k nezddoucimu zaplnéni.
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2.2 Golub-Kahanova itera¢ni bidiagonalizace

Vhodnéjsi moznosti mize byt Golub-Kahanova iteracni bidiagonalizace. (Také
nazyvana Lanczosova bidiagonalizace.) Odvodme vztahy, na kterych je GK B za-
lozena. Pro podrobnéjsi odvozeni viz |Golub a Kahan| (1965). Pro jednoduchost
zapisu uvazujme, ze C' € R™*". Chtéli bychom ziskat nasledujici vztah

C=ULVT, (2.3)

kde matice U,V jsou unitarni a L je bidiagondlni ve tvaru

71
I 02 .’Yz
On  Tn
Vztah lze prepsat jako
CcCV =UL,
VLT =CTU.

Dosazenim pozadovaného tvaru L ziskdme rovnosti

71 T 02
cv-u|” 5 Y C c|-ew (2.4)
On Yn o
Z téch jsou vidét nasledujici rekurentni vztahy
Yivi = CTuy — 0 vi—1, (2.5)
0iv1 U1 = Cvy — 7, uy, 2.6

kde v;, u; jsou sloupce matice V, resp U. Na vztazich (2.5) a (2.6) je zalozen algo-
ritmus GK B, ktery lze aplikovat na matici A € R"*™, tedy libovolnych rozmért
véetné obdélnikové. Postup shrnujeme v Algoritmu [2.3]

V algoritmu se vyuziva nasobeni matici A a AT a v kazdém kroku se spoctou
dva vektory u;,1,v; a normaliza¢ni koeficienty

Vi 01 (2.7)
Pro vypocet core problému volime startovni vektor

b
o]

Uy

a proces zastavime v okamziku, kdy jeden z koeficientd (2.7) je roven 0. Je-li po
k iteracich GK B nulovy koeficient 7, ziskdAme matice

Ly, € R™®D g e R Ve R0, (2.8)
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Je-li nulovy 6.1, ziskdme matice
L, € RFF U, e RVF Ve R™*F (2.9)

Ziskana bidiagonalni matice pak predstavuje matici A;; z Core problému .
Vektor b; je nulovy az na prvni prvek, ktery je roven d; = ||b]. V zavislosti na
tom, ktery z koeficientil je nulovy (pii redlném vypoctu uvazujeme vhodnd
zvolenou toleranci), je Core problém tvaru

01 | m
0
[blaAll] = 2 72 . s nebo (210)
i Ok Yk
[ o1 | m |
d2 72
[b1,An] = . (2.11)
o Mk
i Okt1 |

Poznamenejme, Ze za naseho predpokladu, ze piivodni problém je nekompatibilni,
nastane v piresné aritmetice nutné druhy uvedeny ptipad, viz [Hnétynkova a Stra-
kos (2007)). Pokud dojde k zastaveni pro k < min(m,n), bude mit matice Ay
mens$i rozmér oproti pivodni a navic plati

0 Ba!
02

anl
|

[ An] 0
Yk N 0 ‘ 0 ‘AQQ ’
o1 O
A22

kde A;; je upraveny bidiagonalni blok matice A a A,y zbyly neupraveny. Pro
detailni vyklad viz Hnétynkova a Strakos (2007).

2.3 Reortogonalizace

Nyni uvazujme redlny vypocet v aritmetice s kone¢nou presnosti. Pti kazdé
iteraci se mize ztracet ortogonalita mezi jednotlivymi sloupci v maticich Uy, Vj.
K dosazeni lepsi numerické stability v priibéhu vypoctu a zachovani ortogonality
se vyuziva riznych metod reortogonalizace, viz Larsen| (1998). Pomoci nich se
dé docilit ortogonality az na trovni strojové presnosti. Jednotlivé metody se lisi
zejména v poctu vektort viic¢i kterym se reortogonalizace provadi.

P#i Uplné reortogonalizaci se v kazdém kroku reortogonalizuje aktualni vektor
za pomoci Gramm-Schmidtova procesu proti vSem piedchozim vektortim. Tedy
aktudlni vektor v, se reortogonalizuje vici vy,...v,_1. Analogicky pro ug. Vyhodou
je, Ze se pri tomto postupu zachovava ortogonalita na strojové presnosti, nicméné
v kazdém kroku roste pocet vektori a tedy i ¢asovd naroc¢nost. Numerické ex-
perimenty ukazuji, Ze neni nutné reortogonalizovat obé sady vektori, tedy levé
Ut yeer, Ug 1 pravé vy,..., v, V ¢lanku Barlow (2013) bylo ukézano, ze provadi-li se
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reortogonalizace vici pravé sadé, zachovava se ortogonalita i v levé sadé vektor.
Naopak to neplati. Tento efekt lze pozorovat i v experimentech v Kapitole
Druhym zpfisobem, jakym lze zachovavat ortogonalitu je Cdstecnd reortogonali-
zace, kdy se Gramm-Schmidtiv proces pouziva vicéi pevné danym [ predchozim
vektorim. Vyhodou je, ze s poctem iteraci nevzristd ¢asova narocnost vypoctu
jednoho kroku.

Algoritmus 2 Golub-Kahanova Itera¢ni bidiagonalizace
Input: Abe
Vo < 0
01— [b]
Uy < b/51
for k =1,2,... do
pr < ATug — o v

Vi < |l
if v, < e then
Al
L < 02
Vk—1
Ok

V (’Ul,..., kal)
U «— (u,..., ug)
break

end if

U < pk/’Yk

Qrr1 < Avp — Y up

Okt1 < g1l

if 0.1 < ¢ then

§a!
I P '72
Ok Vi
V «— (Ul,..., Uk)
U «— (ul,...,uk)
break
end if
Uk+1 < Qk+1/5k:+1
end for

Output: U, L,V
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3. Numerické experimenty

V této kapitole se zaméfime na numerické experimenty. V Sekeci jsme
shrnuli, jakym zptisobem lze z problému ziskat Core problém, ktery obsahuje
veskerou podstatnou informaci pro feseni , nebot po zpétné transformaci vede
ke stejnému (T'LS, nebo negenerickému) feSeni. VyuZzijeme algoritmu GK B ze
Sekce a budeme sledovat, zda lze na modelovych prikladech pozorovat pokles
velikosti nékterého bidiagonalniho prvku matice L, a zda feSenim takto ziskané
aproximace Core problému lze ziskat (po zpétné transformaci) dobrou aproximaci
feseni tlohy . Konkrétné ozna¢ime x vektor spoc¢teny T'LS algoritmem pro
problém ([L.1]), viz Sekce [1.3] Dale oznacime z) zpétné transformovany vektor
spocteny T'LS algoritmem pro aproximaci Core problému ziskanou po k iteracich
GKB, viz . Budeme porovnavat normu rozdilu mezi x a x;, pro riuzné iterace
k.

Experimenty jsou provedeny v programu Matlab, ve verzi R2016a. Vyuzivame
nékteré jeho zabudované funkce, napr. randperm, svd. Hlavni ¢ast je vsak tvorena

vvvvvv

e T'LS algoritmus

e G K B algoritmus s riznymi typy reortogonalizace (iplna oboustranna a jed-
nostrannd pro levé i pravé bidiagonaliza¢ni vektory)

e generator testovacich problémi

3.1 Testovaci problémy

Testovaci problémy byly generovany ve tvaru a s vlastnostmi Core problému,
ktery bychom ziskali pomoci SV D rozkladu, tedy jako na Obréazku 2.1} Zakladem
jsou vektory by, aq1, as, kde by je vektor pravé strany Core problému . Vektory
a11, age tvori diagondlu matice Ay, resp. Ags. Diky tomu méme informaci o vsech
singuldrnich ¢islech a velikosti Core problému. Takto vygenerovany problém vy-
nasobime zprava a zleva ndhodnymi unitarnimi maticemi ()1, ()2, abychom ziskali
zaplnénou soustavu. Nazorné naznaceno na nasledujicim Obrazku [3.1]

ai

[b,A] = O, Qs

Obrézek 3.1: Tvar generovanych problém.
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Provedli jsme testovani na celé fadé problémt rizné dimenze az do radu jed-
notek tisicii. Protoze se chceme zamérit na vliv rozlozeni singuldrnich ¢isel na
vypocet, ziskané vysledky ilustrujme na tfech vybranych prikladech nekompati-
bilnich tloh stejné dimenze. Velikost Core problému je vzdy 40, jednotlivé ulohy
se vSak 1isi rozlozenim singuldrnich ¢isel. Uvedme pouzité prikazy pro jejich se-
strojeni.

Priklad 1: by =5 + rand(40,1), ay; = randsample(linspace(1,10,39),39),
Q99 = 14+ 3= TCLTLd(40,1)

Priklad 2: by =5 + rand(40,1), a1 = randsample(linspace(1,10,39),39),
as =5+ 8 = rand(40,1)

Priklad 3: by =5 + rand(40,1), a1 = randsample(linspace(10,20,39),39),
age = 10 + 3 = rand(40,1)

0 10 20 30 40

Obréazek 3.2: Diagondla matice Ajq Obréazek 3.3: Diagondla matice Ajq
a Ay pro Piiklad [T} a Ay pro Piiklad [2
a; — T A

20

157

10

Obrazek 3.4: Diagondla matice A;; a Ay pro Priklad

V Obrézcich B.2] 3.3] a[3.4] jsou vyneseny diagonaly matic Ay, Ass pro Piklad
Priklad [2 a Piiklad [8] Vidime, 7ze v Ptikladé [1] singulérni ¢isla matice Core pro-
blému dominuji oproti singularnim ¢islim matice Ass. Naopak u Prikladu [2] jsou
dominantni singuldrni ¢isla matice Ass. Nakonec v Prikladé [3] singularni ¢isla
matice Core problému sice v priméru dominuji nad singuldrnimi ¢isly matice
Agg, nicméné rozdil neni tak veliky, jako v Ptikladu (v8imnéme si rozdilného
rozmezi na vertikalni ose).
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3.2 Priklad 1

Nejprve se zaméime na vliv riiznych typl reortogonalizace ze Sekce na
chovani algoritmu G K B, pfedevsim na ztratu ortogonality ve sloupcich matic Uy
a Vj.. Ty by mély spliiovat vztah Ul Uy, = I, tedy I —U] Uy, by méla byt nulova ma-
tice (analogicky pro Vj). V k-té iteraci GK B tedy sledujeme ztratu ortogonality
ve smyslu normy I — Ul Uy | a |I — V,T Vi|. Provedli jsme 80 iteraci GK B s riiz-
nymi typy reortogonalizace (bez reortogonalizace, s tiplnou reortogonalizaci obou
sad vektori a reortogonalizaci pouze levé, resp. pravé sady), vysledek je vynesen
v grafech v Obrazku [3.5] Ortogonalita levé sady vektort, tj. v matici Uy, se az
na pripad bez reortogonalizace, zachovava. Jiné chovani pozorujeme u zachovani
ortogonality pravé sady vektort Vj. Zde dochéazi ke ztraté i v pripadé reortogo-
nalizace pouze matice Uy. To podporuje tvrzeni ze Sekce [2.3] VSimnéme si, ze ke
ztraté ortogonality pri reortogonalizaci jedné sady dochazi v iteraci odpovidajici
velikosti Core problému.

Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad
100 3 l,_._../ ''''''' § 100 L
i
,' - _'Uk - Uk
y; - =V, - =V,
1010 ¢ / 1 1010
o/'
_.7
,' ) ) ) — __,I- pr— --. ..... .- _____
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Reortogonalizace levé sady Reortogonalizace pravé sady
100 F r ——————— 100 L
|
' U U
| Tk Tk
I - =V, - =V,
1010 ¢ ) 1010 ¢
P
e L —
,‘.:.:-—--—-—: ) ;'__-_I___I___I___
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Obréazek 3.5: Ztrata ortogonality sloupcti matice Uy a matice V; pro rizna
k métend jako I — Ul Uy| a |I — V,[ V| pro Piiklad
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Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad

100 —‘W“"M 100 —‘—-T M

10-10 Tk 10710t Tk
— =4, — — 4,
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Reortogonalizace levé sady Reortogonalizace pravé sady

10° | ====<.|  10°] “jr&'—:—a(\

10-10 F 10-10 F

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Obrézek 3.6: Koeficienty i,y z algoritmu G K B pro rlizné typy reortogonalizace
pro Piiklad

Obrazek [3.6|ukazuje diagonélu a poddiagonalu matice Ly, opét pro riizné typy
reortogonalizace. Zde sledujeme zejména pripadny pokles bidiagonlniho prvku,
ktery by znacil aproximaci Core problému. Protoze simulujeme nekompatibilni
problém, ocekdvame pokles nékterého z koeficientti v, viz vyklad v Sekci
Ve druhém, tfetim a ¢tvrtém grafu je v 40. iteraci vidét ocekavany efekt. Veli-
kost 49 poklesne zhruba na tirovenr 1071%. Pouze pii vypoctu bez reortogonalizace
je situace odlisna. V disledku zaokrouhlovacich chyb a ztraty ortogonality zde do-
jde ke zpozdéni konvergence GK B, kterd mé za nésledek fakt, ze se Core problém
nevyjevi vyrazné. Urcity lokdlni pokles koeficientii 7, vSak na grafu pozorujeme.

V' dalsim budeme diskutovat, jakym zptisobem lze aproximovat feSeni pii-
vodni tlohy pomoci feSeni Core problému ziskaného Golub-Kahanovou iteracni
bidiagonalizaci. Porovnavame normu rozdilu z, feseni piivodniho vygenerovaného
problému ziskané T'LS algoritmem, a x;, feSeni ziskané diive popsanym zpiisobem
skrze aproximaci Core problému v k-té iteraci. Sledujeme pro rizna k hodnoty
|z — x|, viz Obrazek I zde lze pozorovat lepsi chovani pii vypoc¢tu s reor-
togonalizaci. Ve vSech pozorovanych typech reortogonalizace zkonverguje vektor
xk k vektoru x zhruba pro k = 40, coz odpovida iteraci, kdy dochazi k fadovému
poklesu koeficientu v, v GK B, viz Obrazek [3.6] a také presné velikosti Core pro-
blému pro tuto testovaci tlohu. Vektor xj ziskany z GK B bez reortogonalizace
konverguje k x také, pozorujeme ovsem urcité zpozdéni. Porovnanim Obrazku 3.6
a lze pozorovat, ze x; dokonverguje zhruba v iteraci, kdy se koeficient v, na-
chazi v oblasti lokdlniho minima. Pokles ovSem neni tak vyrazny jako u vypoctu
s reortogonalizaci, coz muze zkomplikovat detekci vhodné iterace k. Tento efekt
je jesté vyraznéjsi, zvolime-li testovaci tlohu vétsi dimenze.
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Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad

10° 1 10° \

1010 ¢ 1 1019
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Reortogonalizace levé sady Reortogonalizace pravé sady
1010} 1 1019
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Obrézek 3.7: Aproximace feSeni x ptivodniho aproximac¢niho problému vektorem
x konstruovanym pomoci GK B v iteraci k pro riizné typy reortogonalizace pro
Priklad

3.3 Priklad 2

V nésledujicim experimentu si ukdzeme, jaky vliv na vypocet miize mit do-
minance singularnich ¢isel matice Ass oproti singuldrnim ¢islim matice A;q, viz
Priklad [2l Podivejme se na stejné experimenty jako v Sekci a porovnejme
v ¢em jsou hlavni rozdily. Nejprve sledujme vliv riznych typt reortogonalizace
v algoritmu GK B v podobé ztraty ortogonality matic Uy, Vj. Tu opét reprezen-
tujme normami |I — Ul Uyl a ||I — V] Vi|. Na Obrazku lze pozorovat, ze
dochazi k analogickym jeviim jako v predchozim prikladé. V ptipadé iplné obou-
stranné a pravé reortogonalizace je zachovana ortogonalita (na trovni strojové
presnosti) sloupcti obou matic Uy, Vi pro vSechny iterace. P¥i pouZiti reortogo-
nalizace levych bidiagonaliza¢nich vektori dochéazi ke ztraté ortogonality matice
Vi a k nejvétsim ztratam dochdazi v pripadé, kdy zadnou reortogonalizaci nepou-
Zijeme.

Naproti tomu, Obrazek vykreslujici diagonalni a poddiagonalni prvky ma-
tice L pro rizné varianty GK B ukazuje, Ze ani v jednom piipadé nenastava vy-
razny pokles nékterého z koeficientil v, ¢i dg. I pres tuto skute¢nost mizeme na
Obrazku pozorovat, Ze s rostouci iteraci aproximuje feSeni x;, FeSeni ptivodni
ulohy. Pocet potifebnych iteraci je vSak vyssi nez presna dimenze Core problému
pro tuto tlohu a prekvapivé nezavisi na volbé reortogonalizace. Jako v Prikladé
pro G K B bez reortogonalizace, je zde ziejma korelace mezi konvergenci x; a mir-
nym lokalnim poklesem 7y, viz Obrézek [3.9]
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Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad
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Obréazek 3.8: Ztrata ortogonality sloupcli matice Uy a matice Vi pro rizna
k méfena jako [ — U Ug| a [ — Vi Vi| pro Piiklad

Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad
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Obrazek 3.9: Koeficienty 7, x z algoritmu G K B pro riizné typy reortogonalizace
pro Priklad
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Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad
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Obrézek 3.10: Aproximace feSeni x ptivodniho aproximac¢niho problému vektorem
x konstruovanym pomoci GK B v iteraci k pro rlizné typy reortogonalizace pro
Priklad

3.4 Priklad 3

Tentokrat si ukdzeme vysledky pro problém, kde singuldrni ¢isla Core pro-
blému dominuji nad singularnimi ¢isly matice Agy, ale dominance neni tak vy-
raznd jako v Piikladé [T} Obrazky .11} [3.12] a [3.13] ukazuji stejné kvantity jako
obrazky v predchozich sekcich. Zaméiime se na GK B s reortogonalizaci pouze
levé sady. Treti graf v Obrazku ukazuje rychlou ztratu ortogonality sloupci
matice Vj. Priblizné ve stejné iteraci, kdy dojde k tplné ztraté ortogonality, je
v odpovidajicim Obrazku ktery zobrazuje nenulové prvky matice Ly, vidét
urc¢ita zaména vyznamu koeficientti v, a 5. Od této iterace se koeficienty v cho-
vaji jako o5 v pripadé oboustranné reortogonalizace, analogicky o5 kopiruji cho-
vani 7,. Podobnou tendenci Ize pozorovat i v predchozich prikladech, neni ovsem
tak vyrazna a dochazi k ni az po prekroceni presné velikosti Core problému. Vli-
vem kone¢né aritmetiky tedy mitze nastat situace, kdy klesne bidiagonalizac¢ni
koeficient 0, misto v, a to i presto, ze presny Core problém je nekompatibilni.
Na Obrazku lze pozorovat, ze se aproximace piuvodniho feseni x pomoci
transformovaného teSeni x; dosahuje ve vsech pripadech reortogonalizace fadove
stejnym zptsobem a k dobré aproximaci dochazi zhruba ve stejném misté, kde
jsme pozorovali zaménu koeficienti v Obréazku tedy jesté pred ocekdvanou
velikosti Core problému. Tato situace vyzaduje analyzu, kterd je vSak jiz nad
ramec pfedlozené prace.
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Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad
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Obréazek 3.11: Ztrata ortogonality sloupci matice U, a matice V, pro rizna
k méfend jako [ — Uy Ux| a [I — Vi Vi| pro Priklad
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Obrazek 3.12: Koeficienty 7,0 z algoritmu G K B pro rizné typy reortogonalizace
pro Priklad
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Bez reortogonalizace S reortogonalizaci obou sad
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Obrazek 3.13: Aproximace feseni x puvodniho aproximacniho problému vektorem
x, konstruovanym pomoci GK B v iteraci k pro rizné typy reortogonalizace pro
Priklad Bl
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7, aveér

V praci jsme shrnuli zdkladni poznatky o linedrnich aproximacnich problémech
a metodach nejmensich ctvercu a uplngch neymensich ctverci, které se vyuzivaji
k jejich feseni. Piedstavili jsme Core problém, jeho vlastnosti a dva ekvivalentni
tvary. V numerické ¢asti prace jsme se v experimentech vénovali Golub-Kahanové
iteracni bidiagonalizaci. Na vybranych prikladech jsme sledovali, jaky vliv mohou
mit rizné typy reortogonalizace na kvalitu aproximace Core problému. Zamérili
jsme se na piiklady, které se lisili rozlozenim singulérnich ¢isel Core problému
a redundantniho bloku a sledovali jsme, zda lze pomoci feSeni Core problému
aproximovat feseni ptivodni tlohy.

Ve vsech experimentech jsme pozorovali vyrazné rozdily ve schopnosti dobte
aproximovat Core problém Golub-Kahanovou iteracni bidiagonalizaci zpisobené
riznymi typy pouzité reortogonalizace. Nejlepsi aproximace jsme ve vSech po-
zorovanych prikladech samoziejmé dosadhli pomoci Gplné oboustranné reortogo-
nalizace, ackoliv reortogonalizace pravé sady singularnich vektort se jevi jako
dostacujici a vypocetné méné narocna alternativa. Pozorovali jsme, Ze rozlozeni
singularnich ¢isel mé velky vliv na numerickou stabilitu a schopnost dobie apro-
ximovat Core problém. Konkrétné lze tici, Zze ¢im vice jsou singularni ¢isla Core
problému dominantnéjsi oproti singularnim ¢islim redundantniho bloku, tim 1épe
lze Core problém aproximovat. V poslednim ptikladé jsme ukazali, ze disledkem
ztraty ortogonality muze dojit k necekanému jevu. Zhruba v iteraci, ve které na-
stala uplna ztrata ortogonality bidiagonaliza¢nich vektori, doslo k zdméné cho-
vani normaliza¢nich koeficientti a poklesu koeficientu d; misto v;. K vysvétleni
tohoto jevu je potreba dalsiho zkoumani. Navzdory rozdilim se ve vSech pozo-
rovanych prikladech podarilo dobie aproximovat feSeni ptvodni tlohy v poctu
iteraci, ktery vyrazné neprevysSoval skutecnou velikost Core problému. Je vSak
tteba dodat, ze pro Core problémy vétsi dimenze bude vypocet komplikovanéjsi,
nebot lze oc¢ekavat vétsi zpozdéni konvergence bidiagonalizace v souvislosti se
ztratou ortogonality a reortogonalizace jiz bude ptilis vypocetné nakladna.
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