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Seznam pou¾itého znaèení

N mno¾ina pøirozených èísel
R mno¾ina reálných èísel
x vektor
A matice
Aᵀ transponovaná matice k matici A
rankpAq hodnost matice A
RpAq obor hodnot matice A
N pAq jádro matice A
ei i-tý sloupcový vektor jednotkové matice
spanpv1,...,vnq lineární obal vektorù v1,...,vn; n P N
σi singulární èíslo matice
v|F ortogonální projekce vektoru v do podprostoru F

Normy

}x} Euklidovská norma vektoru x
}A} spektrální norma matice A
}A}F Frobeniova norma matice A

Zkratky

LS problém nejmen¹ích ètvercù
TLS úplný problém nejmen¹ích ètvercù
SVD singulární rozklad
GKB Golub-Kahanova iteraèní bidiagonalizace
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Úvod

V této práci se budeme zabývat lineárním aproximaèním problémem

Ax � b, A P Rn�m, b P Rn,

kde A i b mohou být zatí¾eny chybami rùzného pùvodu (zaokrouhlovací, diskreti-
zaèní, chyby modelu a podobnì) a proto b R RpAq. K øe¹ení takových problémù se
hojnì vyu¾ívá metody nejmen¹ích ètvercù a metody úplných nejmen¹ích ètvercù.
První z nich zvolíme v pøípadì, kdy je zatí¾en chybami pouze vektor b a druhou, je-
li chybami zatí¾ena i matice A. V pøedlo¾ené práci se budeme podrobnìji zabývat
problémem úplných nejmen¹ích ètvercù, který byl analyzován napøíklad v Golub
a Loan (1980),Golub a Loan (1996), Paige a Strako¹ (2002a), Wei (1992a) a Wei
(1992b). V tomto kontextu je dùle¾ité zmínit, ¾e problém úplných nejmen¹ích
ètvercù nemusí mít, na rozdíl od problému nejmen¹ích ètvercù, øe¹ení. Podíváme
se na TLS algoritmus, který slou¾í k nalezení TLS øe¹ení (existuje-li) problému
úplných nejmen¹ích ètvercù, pøípadnì alternativního negenerického øe¹ení. Algo-
ritmus i s podrobnou analýzou lze nalézt napøíklad v Hu�el a Vandewalle (1991).

Zamìøíme se na teorii Core redukce, která umo¾òuje z pùvodního lineárního
aproximaèního problému matematicky extrahovat tak zvaný Core problém. Tento
Core problém má, a¾ na ortogonální transformaci, stejné øe¹ení ve smyslu úplných
nejmen¹ích ètvercù jako pùvodní úloha (pakli¾e takové øe¹ení pùvodní úlohy exis-
tuje) a má obvykle men¹í dimenzi. Teorie byla poprvé pøedstavena v Paige a Stra-
ko¹ (2002b). Core problém lze získat matematicky napøíklad pomocí singulárního
rozkladu roz¹íøené matice problému rb,As, èi pøímé nebo iteraèní bidiagonalizace,
viz Paige a Strako¹ (2006) a Hnìtynková a Strako¹ (2007). V této práci singulární
rozklad pøipomeneme a uvedeme vlastnosti obou postupù získání Core problému.
Bidiagonalizace aproximaèního problému se dá provést napøíklad Householdero-
vými re
exemi èi Golub-Kahanovou iteraèní bidiagonalizací, odvozenou v Golub
a Kahan (1965). Uvedeme si výhody a nevýhody vyu¾ití Golub-Kahanovi itera-
èní bidiagonalizace pøi získávání Core problému. Uva¾ovat budeme i vliv rùzných
typù reortogonalizace, které jsou shrnuty napøíklad v Larsen (1998). Zamìøíme se
pøedev¹ím na otázku, zda øe¹ení Core problému získaného pomocí bidiagonalizace
spolehlivì aproximuje øe¹ení pùvodní úlohy.

V první kapitole shrneme de�nici a základní vlastnosti metod nejmen¹ích,
úplných nejmen¹ích ètvercù a uvedeme TLS algoritmus. Ve druhé zavedeme Core
problém, uvedeme jeho vlastnosti a techniky, kterými lze získat. V obou kapitolách
budeme uva¾ovat pøesnou aritmetiku, není-li øeèeno jinak. V poslední kapitole se
zamìøíme na numerické experimenty.
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1. Lineární aproximaèní problémy

V první kapitole se podíváme na problém nejmen¹ích ètvercù (LS) a obecnìj¹í
úplný problém nejmen¹ích ètvercù (TLS). Budeme diskutovat rozdíly v jejich
øe¹itelnosti. Dále zavedeme singulární rozklad a shrneme jeho vlastnosti, které se
budou hodit v následujících kapitolách. Závìrem uvedeme TLS algoritmus pro
výpoèet øe¹ení úplného problému nejmen¹ích ètvercù.

1.1 Problém nejmen¹ích ètvercù

Uva¾ujme lineární aproximaèní problém

Ax � b, (1.1)

kde A P Rn�m, b P Rn. Nech» navíc platí, ¾e b R RpAq. Uva¾ujme pøípad, kdy
je vektor b zatí¾en chybami. Ty mohou být zpùsobené napøíklad mìøením nebo
zaokrouhlením, èi diskretizací. Metoda nejmen¹ích ètvercù (viz napøíklad Golub
a Loan (1996, Kapitola 5.3 a 5.5, Strana 236-247 a 256-264)) má za cíl nalézt
vektor f , opravu vektoru pravé strany b, tak, aby soustava Ax � b � f mìla
øe¹ení a pøitom mìl vektor f po¾adované vlastnosti.

De�nice 1. (Problém nejmen¹ích ètvercù)
Nech» A P Rn�m, b P Rn. Problém nejmen¹ích ètvercù je úloha nalezení vektorù
xLS P Rm a f P Rn, splòujících

min
fPRn

}f} tak, aby AxLS � b� f.

Prostory Rn, Rm lze rozepsat jako direktní souèet

Rn � RpAq `N pAᵀq, (1.2)

Rm � N pAq `RpAᵀq. (1.3)

Potom pro b P Rn platí

b � b|RpAq � b|N pAᵀq . (1.4)

Vyu¾itím vztahu (1.4) je vidìt, ¾e

Ax � b� b|N pAᵀq . (1.5)

Tedy existuje alespoò jedna oprava f taková, ¾e soustava Ax � b� f má øe¹ení.
Konkrétnì

f � � b|N pAᵀq .

Nyní má smysl uva¾ovat minimum v mno¾inì v¹ech oprav f , které pøevádí (1.1)
na kompatibilní problém. Proto¾e pravá strana v rovnici (1.5) pøedstavuje orto-
gonální projekci b na RpAq, je pøíslu¹ná oprava f zároveò minimální. To shrnuje
následující vìta. Pro dal¹í výklad viz Duintjer Tebbens a kol. (2012, Kapitola
6.1).
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Vìta 1. (Øe¹ení úlohy nejmen¹ích ètvercù)
Nech» A P Rn�m, b P Rn. Nech» b0 je ortogonální projekce b do prostoru RpAq.
Pak vektor xLS P Rm je øe¹ením úlohy nejmen¹ích ètvercù, jestli¾e splòuje

AxLS � b0. Potom platí }AxLS � b} � } b|N pAᵀq}.

Je zøejmé, ¾e LS problém má v¾dy øe¹ení. Pro xLS P Rm platí

xLS � xLS
��
N pAq � xLS

��
RpAᵀq . (1.6)

Vynásobením (1.6) maticí A získáme

AxLS � AxLS
��
N pAq � AxLS

��
RpAᵀq � AxLS

��
RpAᵀq .

Vidíme, ¾e je-li podprostor N pAq netriviální, je øe¹ení xLS nejednoznaèné. Slo¾ka
vektoru xLS le¾ící v N pAq nemá vliv na øe¹itelnost opravené soustavy a lze ji volit
libovolnou. Zvy¹uje v¹ak normu øe¹ení xLS a proto se typicky volí nulová.

1.2 Problém úplných nejmen¹ích ètvercù

Uva¾ujme (1.1), kde je navíc i matice A zatí¾ena chybami. Cílem metody úpl-
ných nejmen¹ích ètvercù je nalézt opravu vektoru b i matice A splòující podmínky
popsané v následující de�nici.

De�nice 2. (Úplný problém nejmen¹ích ètvercù)
Nech» A P Rn�m, b P Rn. Problém úplných nejmen¹ích ètvercù je úloha nalezení
vektorù x P Rm, f P Rn a matice E P Rn�m, splòujících

min
fPRn,EPRn�m

}f,E}F tak, aby pA� Eqx � b� f.

De�nice problému a související otázky byli diskutovány v èlánku Golub a Loan
(1980). Podrobnìj¹í analýzu TLS problému lze nalézt napøíklad v Wei (1992a)
a Wei (1992b), Hu�el a Vandewalle (1991), Golub a Loan (1996, Kapitola 12.3,
Strana 595-600). Nyní se podívejme na to, za jakých podmínek má úloha TLS
øe¹ení, zda je jednoznaèné a jakým zpùsobem ho jsme schopni spoèítat.

Problém TLS nemusí mít øe¹ení, to zále¾í na podprostoru pravých singulár-
ních vektorù pøíslu¹ných nejmen¹ímu singulárnímu èíslu matice rb,As, co¾ budeme
diskutovat ní¾e. Nejprve si uka¾me jednoduchý pøíklad problému, pro který ne-
existuje TLS øe¹ení. V nìm sice bude existovat oprava taková, aby soustava mìla
øe¹ení. Nebudeme v¹ak schopni najít opravu nejmen¹í ve Frobeniovì normì.

Pøíklad.
Máme aproximaèní problém

A �

�
1 0
0 0



, b �

�
1
1



.

Uka¾me, ¾e nemá øe¹ení ve smyslu TLS. Je vidìt, ¾e oprava

E �

�
0 0
0 ε



, ε � 0
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bude dostateèná k tomu, aby problém (1.1) mìl øe¹ení. To je potom tvaru�
x1

x2

�
�

�
1
1
ε

�
.

Platí ∥rf,Es∥F � ε. Zvolíme-li ov¹em δ   ε, tak i oprava

E �

�
0 0
0 δ



sni¾uje hodnost matice A a pøevádí (1.1) na kompatibilní problém. To znamená,
¾e jsme v tomto pøípadì schopni nalézt opravu s libovolnì malou normou. Tedy
neexistuje oprava minimální v normì a neexistuje øe¹ení TLS. Pøíklad lze nalézt
v Golub a Loan (1980).

Pøipomeòme, co je to singulární rozklad pSV Dq matice.

De�nice 3. (Singulární rozklad)
Nech» C P Rn�m je matice. Singulárním rozkladem matice C nazveme rozklad

C � UΣV ᵀ,

kde U P Rn�n a V P Rm�m jsou unitární matice, Σ P Rn�m je diagonální matice
s èísly σ1,...,σminpn,mq na diagonále a pro r � rankpAq platí

σ1 ¯ ... ¯ σr ¡ σr�1 � ... � σn � 0.

Èísla σ1,...,σr se nazývají singulární èísla matice C.Vektory u1,...,un jsou levé
singulární vektory a v1,...,vm jsou pravé singulární vektory matice C.

SV D rozklad existuje pro ka¾dou matici, viz Horn a Johnson (2012, Kapitola
2.6, Strana 149-159). Uka¾me si na pøíkladu, jak mù¾e SV D rozklad vypadat
a z èeho se skládá.

Pøíklad.
Mìjme matici

C �

�
� � 3?

2
0 5?

2
0

3?
2

0 5?
2

0

0 �3 0 0

�

.

Její singulární rozklad C � UΣV ᵀ je dán maticemi

U �

�
� 1?

2
� 1?

2
0

1?
2

1?
2

0

0 0 1

�

,Σ �

�
� 5 0 0 0

0 3 0 0
0 0 3 0

�

, V �

�
���

0 1 0 0
0 0 �1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

�
��
.

V¹imnìme si, ¾e tento rozklad není jednoznaèný. Díky vícenásobnosti singulárního
èísla σ2 � σ3 � 3 bychom napøíklad zámìnou druhého a tøetího sloupce v maticích
U a V dostali jiný singulární rozklad stejné matice C. Vektory

u1 �

�
� 1?

2
1?
2

0

�

, v1 �

�
���

0
0
1
0

�
��


jsou levý, resp. pravý singulární vektor pøíslu¹ný k σ1 � 5. Matice Σ je dána
jednoznaènì a má stejný rozmìr jako matice C.
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Obsahuje-li matice Σ nulový sloupec èi øádek, je výhodné uva¾ovat tak zvaný
ekonomický singulární rozklad. Pøi nìm se neuva¾ují nulová singulární èísla ma-
tice Σ. V Obrázku 1.1 je naznaèen vztah mezi obìma rozklady. Matice Ur a Vr

oznaèují prvních r sloupcù matic U a V . Matice Σr je ètvercová hlavní podmatice
matice Σ.

C = Ur

Σr

0

V ᵀ
r

Obrázek 1.1: Schéma vztahu mezi singulárním a ekonomickým singulárním roz-
kladem. Matice Ur,Σr a Vr jsou podbloky matic U,Σ a V .

Za vyu¾ití SV D zavedeme je¹tì následující rozvoj matice C, viz
Duintjer Tebbens a kol. (2012, Kapitola 5.2, Strana 127).

De�nice 4. (Dyadický rozvoj matice)
Nech» C P Rn�m je matice s hodností r. Nech» C � UΣV ᵀ je její singulární
rozklad. Pak

C �
ŗ

i�1

σi ui v
ᵀ
i

je dyadický rozvoj matice A. Trojice σi, ui, v
ᵀ
i se nazývá singulární triplet.

Z vlastností SV D plyne tvrzení.

Tvrzení 2.
Nech» C P Rn�m je matice s hodností r   minpm,nq, C � UΣV ᵀ její singulární
rozklad. Pak KerpCq � spantvr�1, ..., vmu.

Nyní uvedeme vìtu, která má zásadní význam v analýze øe¹itelnosti TLS ní¾e.

Vìta 3. (Eckart, Young, Mirsky)
Nech» C P Rn�m je matice s hodností r a k   r, k P N. Uva¾ujme singulární
rozklad matice C v dyadickém tvaru

C �
ŗ

i�1

σi ui v
ᵀ
i .

Potom nejlep¹í aproximací matice C s hodností k je matice

Cpkq �
ķ

i�1

σi ui v
ᵀ
i ,

navíc platí }C � Cpkq}F � σk�1.
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Její dùkaz naleznete v Duintjer Tebbens a kol. (2012, Kapitola 5, Strana 133,
Vìta 5.12) nebo v pùvodním èlánku Eckart a Young (1936). Aproximaèní úlohu
Ax � b a rovnici pA� Eqx � b� f lze zapsat v maticovém tvaru

rb,As

�
�1

x

�
� 0, (1.7)

prb,As � rf,Esq

�
�1

x

�
� 0. (1.8)

Oznaème

rb,As � UΣV ᵀ �
ŗ

i�1

σi ui v
ᵀ
i

SV D a dyadický rozvoj roz¹íøené matice. Vìta 3 ukazuje, jak by matice
rb,As � rf,Es mohla vypadat.

Pøedpokládejme nyní, ¾e matice rb,As má plnou sloupcovou hodnost a nej-
men¹í singulární èíslo je jednonásobné. Uva¾ujme opravu

rf,Es � �σr ur v
ᵀ
r .

Oznaème vr � rv, wᵀsᵀ, kde v P R je první slo¾ka vektoru vr a w P Rpm�1q je
zbývající èást. Podle Tvrzení 2 le¾í vektor vr v jádru matice

rb,As � rf,Es. (1.9)

Je-li navíc v � 0, je vhodnì pøe¹kálovaný vektor w øe¹ením (1.8). Jinými slovy,
pokud platí

v � eᵀ1vr � 0, (1.10)

lze øe¹ení xTLS zapsat ve tvaru

xTLS � �
1

v
w. (1.11)

Je-li singulární èíslo σr vícenásobné s násobností k, tedy σr�k�1 � ... � σr, lze
podmínku zapsat napøíklad takto e1 M spantvr�k�1,..., vru. Je-li tato podmínka
splnìna, má úloha TLS dokonce nekoneènì mnoho øe¹ení. Uva¾ujme matici

Vr � rvr�k�1,..., vrs.

Z tvaru øe¹ení (1.11) je vidìt, ¾e pro nalezení TLS øe¹ení s minimální normou
chceme maximalizovat slo¾ku v. Pøi pou¾ití unitárních transformací jsme schopni
zvìt¹it velikost v a navíc zachovat ortonormalitu sloupcù matice Vr. Vhodnou
transformací je Householderova re
exe. Vyu¾ijme takovou Householderovu re
exi,
která pøevede první øádkový vektor matice Vr na násobek kanonického vektoru ek
jak je naznaèeno v (1.12). Více o Householderovì re
exi lze nalézt v Duintjer Te-
bbens a kol. (2012, Kapitola 3.2, Strana 57).

Dostaneme matici v následujícím tvaru

Vr H �

�
����
0 0 0 v

 � � � 

...

. . . w

 


�
���
. (1.12)
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V posledním sloupci dostáváme vektor rvr :� rv, wᵀsᵀ. Z nìj lze získat øe¹ení xTLS

jako v (1.11). Díky zachování ortogonality sloupcù Vr lze jednoduchou úvahou
dojít k závìru, ¾e dal¹í úpravy by pouze zvìt¹ily normu xTLS, nebo» platí

@u,v P Rn : u K v,}u} � }v} � 1 : }u� v}2 � }u}2 � }v}2 � 1� 1 � 2. (1.13)

Máme-li vhodný vektor rvr, lze opravu rf,Es zapsat ve tvaru

rf,Es � �σr rur rvᵀr , (1.14)

kde rur je levý singulární vektor z tripletu odpovídajícího rvr.
Pokud neplatí (1.10), nebo její obecná verze pro násobná singulární èísla,

nemá problém (1.1) TLS øe¹ení. Toté¾ platí také v pøípadì, ¾e rb,As nemá plnou
sloupcovou hodnost, viz Hu�el a Vandewalle (1991). Jednou z mo¾ností je hledat
tzv. negenerické øe¹ení. Zdùraznìme, ¾e to není øe¹ení ve smyslu TLS. Pøi jeho
hledání se postupuje následujícím zpùsobem. Opìt pro jednoduchost v následu-
jícím odstavci pøedpokládejme, ¾e σr, σr�1 jsou jednonásobné.

Podíváme se na dal¹í nejmen¹í singulární èíslo σr�1 a k nìmu pøíslu¹ný vr�1

a postupujeme analogicky jako vý¹e, tj. zkoumáme, zda má vr�1 nenulovou první
slo¾kou. Pokud ano, konstruujeme negenerické øe¹ení z vektoru vr�1 a pro veli-
kost opravy potom platí }rf,Es}F � σr�1. V pøípadì, ¾e se problém neexistence
opakuje nadále, je mo¾né pøejít k dal¹ímu nejmen¹ímu singulárnímu èíslu. Dosud
jsme si ukázali, ¾e problém TLS nemusí mít v¾dy øe¹ení a pokud má, nemusí být
jednoznaèné. Následující vìta nám dává postaèující podmínku pro jeho existenci
a jednoznaènost.

Vìta 4. (Golub, Van Loan)
Nech» A P Rn�m je matice s plnou sloupcovou hodností a vektor b P Rn je takový,
¾e b R RpAq. Uva¾ujme singulární rozklady matice A a roz¹íøené matice rb,As
ve tvaru

A �
m̧

i�1

σ1i u
1
i v

1
i
ᵀ a rb,As �

m�1̧

i�1

σi ui v
ᵀ
i .

Pokud σm ¡ σ1m�1, potom platí eᵀ1 vm�1 � 0 a TLS má jednoznaèné øe¹ení.

Vìtu a její dùkaz naleznete v Duintjer Tebbens a kol. (2012, Kapitola 6, Strana
165, Vìta 5.12) nebo v pùvodním èlánku Golub a Loan (1980).

1.3 TLS algoritmus

Pøi výpoètech lze postupovat analogickým zpùsobem, jakým jsme odvodili
øe¹ení. Nejdøíve spoèteme SV D matice rb,As. Z nìj urèíme její hodnost a nejmen¹í
singulární èíslo a jemu pøíslu¹né pravé singulární vektory. Díky Tvrzení 2 víme,
jak vypadá báze jádra matice rb,As a máme ji spoètenou ve sloupcích matice
V . Nakonec staèí najít vhodnou lineární kombinaci vý¹e speci�kovaných sloupcù
matice V s nenulovou první slo¾kou a vyjádøit z ní øe¹ení xTLS, nebo pøípadnì
negenerické øe¹ení. Algoritmus shrnující tento postup se nazývá TLS algoritmus
a lze nalézt v Hu�el a Vandewalle (1991, Kapitola 3, Strana 87). Jeho základní
verzi shrnujeme jako Algoritmus 1.3. Pøedpokládáme, ¾e pro vstupní data platí
b R RpAq a pro jednoduchost také, ¾e matice rb,As má plnou sloupcovou hodnost.
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Algoritmus 1 TLS Algoritmus
Input: A,b
UΣV ᵀ Ð singulární rozklad matice rb,As
loop

σmin Ð nejmen¹í nenulové èíslo na diagonále Σ
k Ð násobnost σmin

vr�k�1,..., vr Ð sloupce V pøíslu¹né σmin

if Di P pr � k � 1,..., rq : eᵀ1 vi � 0 then
break

else
σr�k�1,..., σr Ð 0

end if
end loop
if k ¡ 1 then

Householderova re
exe H, jako v (1.12).
vr Ð poslední sloupec V H

end if

x Ð �

�
1,
vrp2 : endq

vrp1q

ᵀ�ᵀ
� Pokud se iterovalo vícekrát,

Output: x � je x pouze negenerické øe¹ení.

V praxi není nutné poèítat celý SV D rozklad. Je vidìt, ¾e staèí znát nejmen¹í
singulární èíslo a k nìmu pøíslu¹ný pravý singulární vektor. K tomu se vyu¾ije
metoda pro výpoèet nejmen¹ího singulárního tripletu popsaná v Kokiopoulou
a kol. (2004). Triplety se poèítají dokud obsahují stejná singulární èísla, aby se
nalezl celý pravý singulární podprostor pøíslu¹ný nejmen¹ímu singulárnímu èíslu.
Jakmile je následující singulární èíslo vìt¹í, tak se výpoèet zastaví a vyu¾ije se
pøíslu¹ný nalezený prostor pravých singulárních vektorù. V pøípadì, ¾e z nìj nelze
(TLS èi negenerické) øe¹ení zkonstruovat, postoupí se k výpoètu dal¹ích tripletù.
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2. Core problém a jeho vlastnosti

Z pøedchozí kapitoly víme, ¾e k nalezení TLS øe¹ení mù¾eme pou¾ít SV D roz-
klad roz¹íøené matice soustavy. SV D lze získat stabilním algoritmem, viz Golub
a Loan (1996, Kapitola 5.4.5, Strana 253-254). Postup je ov¹em také výpoèetnì
a èasovì velmi nároèný. Core problém je výsledkem snahy zredukovat velikost pro-
blému TLS tak, aby redukovaný problém mìl (a¾ na ortogonální transformaci)
stejné øe¹ení ve smyslu TLS jako pùvodní úloha.

2.1 Core problém

Mìjme soustavu (1.1) ve tvaru (1.7). V èlánku Paige a Strako¹ (2002b) byla
poprvé pøedstavena my¹lenka Core problému a v èlánku Paige a Strako¹ (2006)
bylo dokázáno následující tvrzení.

Vìta 5. (Core problém)
Nech» A P Rn�m je nenulová matice a b P Rn je nenulový vektor splòující
b R RpAq. Potom existují unitární transformace P,Q pøevádìjící (1.7) do tvaru

P ᵀ rb, AQs

�
�1

Qᵀx

�
� 0,

pøièem¾ platí

P ᵀ rb, AQs �

�
b1 A11 0
0 0 A22

�
,

kde b1 P Rpp�1q je vektor, A11 P Rpp�1q�p je reálná matice nejmen¹í mo¾ná a A22

je reálná matice nejvìt¹í mo¾ná.

Poznamenejme, ¾e pùvodní vìta v Paige a Strako¹ (2006) zahrnuje i námi
vylouèený pøípad, kdy je pùvodní problém kompatibilní, tedy b P RpAq. V tom
pøípadì je matice A11 P Rp�p a vektor b1 P Rp. TLS problém (1.1) se transforma-
cemi z Vìty 5 rozdìlí na dva nezávislé TLS podproblémy

rb1, A11s

�
�1

x1

�
� 0 (2.1)

A22 x2 � 0, (2.2)

nebo» jednotlivé podprostory obou problémù jsou vùèi sobì ortogonální. Navíc
platí �

�1

Qᵀx

�
�

�
��1x1

x2

�
� .

Druhý problém (2.2) má nekoneènì mnoho øe¹ení a obvykle se volí triviální øe¹ení
x2 � 0. Jinou volbou by se pouze zvìt¹ila norma hledaného x. Problém (2.1)
má jednoznaèné TLS øe¹ení, nebo» splòuje pøedpoklady Vìty 4. Více se disku-
tuje v Paige a Strako¹ (2006). Vektor x1 obsahuje ve¹kerou podstatnou infor-
maci pùvodního problému v tom smyslu, ¾e zpìtnou transformací se získá TLS
øe¹ení (1.1), pakli¾e existuje, nebo øe¹ení negenerické. Také bylo dokázáno, ¾e
má-li pùvodní problém TLS jednoznaèné øe¹ení, tak je rovno transformovanému
øe¹ení úlohy (2.1).
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De�nice 5. (Core problém) Øekneme, ¾e A11x1 � b1 z Vìty 5 je Core problém
aproximaèního problému Ax � b. Velikost vektoru b1 oznaèíme jako velikost Core
problému.

Jednou z cest získání Core problému je konstrukce pomocí SV D rozkladu,
která je ukázána v èlánku Paige a Strako¹ (2006). Také jsou zde popsány dùle¾ité
vlastnosti Core problému vyplývající z jeho konstrukce. Je-li velikost Core pro-
blému rovna p�1, tìmito vlastnostmi jsou

1. Matice A11 P Rpp�1q�p je obdélníková diagonální a má plnou sloupcovou
hodnost. ®ádný diagonální prvek se neopakuje.

2. Matice A22 P Rpn�pp�1qq�pm�pp�1qq je obdélníková diagonální, prvky na dia-
gonále se mohou opakovat a mohou být i nulové.

3. Vektor b1 obsahuje pouze nenulové hodnoty.

4. Pøímým dùsledkem prvního a posledního bodu je, ¾e Core problém je ne-
kompatibilní.

P ᵀ rb,AQs �
0

Obrázek 2.1: Tvar transformované matice P ᵀ rb, AQs a Core problému v pøípadì
vyu¾ití SVD. Core problém se nachází ve dvou levých horních blocích matice.

Tímto postupem získáme Core problém ve tvaru jako na Obrázku 2.1. Druhou
metodou nalezení Core problému je konstrukce pomocí bidiagonalizace. Podrob-
nìj¹í popis lze nalézt v Hnìtynková a Strako¹ (2007). Tímto postupem se získá
Core problém v následujícím tvaru a s vlastnostmi

1. Matice A11 P Rpp�1q�p je obdélníková dolní bidiagonální a má plnou sloup-
covou hodnost.

2. Matice A22 P Rpn�pp�1qq�pm�pp�1qq je obdélníková horní bidiagonální, bidia-
gonální prvky mohou být i nulové.

3. Vektor b1 má nenulový pouze první prvek.

4. Pøímým dùsledkem prvního a posledního bodu je, ¾e Core problém je ne-
kompatibilní.
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Konstrukce Core problému bidiagonalizací se dá provézt napøíklad pomocí House-
holderových re
exí nebo Golub-Kahanovou iteraèní bidiagonalizací (GKB). Hou-
seholderovy re
exe se aplikují na roz¹íøenou matici rb,As zleva a zprava. První,
H1, která vynuluje druhý a¾ poslední prvek prvního sloupce, se aplikuje zleva.
Druhá,H2, která nuluje tøetí a¾ poslední slo¾ku prvního øádku, se aplikuje zprava.
Dále H3,... dokud Hk...H1rb, AsH2...Hl není bidiagonální, kde k, l závisí na roz-
mìru matice rb, As, viz Obrázek 2.2.

H1

H3

H2

H4

Obrázek 2.2: Schématické znázornìní konstrukce bidiagonalizace pomocí House-
holderových re
exí. Bloky Hi nereprezentují pøímo Householderovy re
exe, nýbr¾
vizuálnì znázoròují, který øádek, èi sloupec je pøíslu¹nou re
exí nulován.

Je-li nìjaký prvek na diagonále této matice nulový, získali jsme v jejím levém
horním bloku bidiagonální tvar Core problému. Schématicky znázornìno v Ob-
rázku 2.3.

P ᵀ rb,AQs �
0

Obrázek 2.3: Tvar transformované matice P ᵀrb,AQs a Core problému v pøípadì
vyu¾ití bidiagonalizace.

Výhodou výpoètu zalo¾eném na Householderových re
exích je zachování orto-
gonality na úrovni strojové pøesnosti. Nevýhoda spoèívá v tom, ¾e pracují s celou
maticí rb, As, která mù¾e být velká a øídká. Tím se výpoèet stává výpoèetnì
nároèným a navíc mù¾e dojít k ne¾ádoucímu zaplnìní.
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2.2 Golub-Kahanova iteraèní bidiagonalizace

Vhodnìj¹í mo¾ností mù¾e být Golub-Kahanova iteraèní bidiagonalizace. (Také
nazývána Lanczosova bidiagonalizace.) Odvoïme vztahy, na kterých je GKB za-
lo¾ena. Pro podrobnìj¹í odvození viz Golub a Kahan (1965). Pro jednoduchost
zápisu uva¾ujme, ¾e C P Rn�n. Chtìli bychom získat následující vztah

C � U LV ᵀ, (2.3)

kde matice U, V jsou unitární a L je bidiagonální ve tvaru

L �

�
����
γ1
δ2 γ2

. . . . . .
δn γn

�
���
.

Vztah (2.3) lze pøepsat jako

C V � UL,

V Lᵀ � Cᵀ U.

Dosazením po¾adovaného tvaru L získáme rovnosti

C V � U

�
����
γ1
δ2 γ2

. . . . . .
δn γn

�
���
, V

�
����
γ1 δ2

γ2
. . .
. . . δn

γn

�
���
� Cᵀ U. (2.4)

Z tìch jsou vidìt následující rekurentní vztahy

γi vi � Cᵀui � δi vi�1, (2.5)

δi�1 ui�1 � Cvi � γi ui, (2.6)

kde vi, ui jsou sloupce matice V , resp U . Na vztazích (2.5) a (2.6) je zalo¾en algo-
ritmus GKB, který lze aplikovat na matici A P Rn�m, tedy libovolných rozmìrù
vèetnì obdélníkové. Postup shrnujeme v Algoritmu 2.3.

V algoritmu se vyu¾ívá násobení maticí A a Aᵀ a v ka¾dém kroku se spoètou
dva vektory ui�1, vi a normalizaèní koe�cienty

γi, δi�1. (2.7)

Pro výpoèet core problému volíme startovní vektor

u1 �
b

}b}

a proces zastavíme v okam¾iku, kdy jeden z koe�cientù (2.7) je roven 0. Je-li po
k iteracích GKB nulový koe�cient γk, získáme matice

Lk P Rk�pk�1q, Uk P Rn�k, Vk P Rm�pk�1q. (2.8)
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Je-li nulový δk�1, získáme matice

Lk P Rk�k, Uk P Rn�k, Vk P Rm�k. (2.9)

Získaná bidiagonální matice pak pøedstavuje matici A11 z Core problému (2.1).
Vektor b1 je nulový a¾ na první prvek, který je roven δ1 � }b}. V závislosti na
tom, který z koe�cientù (2.7) je nulový (pøi reálném výpoètu uva¾ujeme vhodnì
zvolenou toleranci), je Core problém tvaru

rb1,A11s �

�
����

δ1 γ1
δ2 γ2

. . . . . .
δk γk

�
���� , nebo (2.10)

rb1,A11s �

�
������

δ1 γ1
δ2 γ2

. . . . . .
δk γk

δk�1

�
������ . (2.11)

Poznamenejme, ¾e za na¹eho pøedpokladu, ¾e pùvodní problém je nekompatibilní,
nastane v pøesné aritmetice nutnì druhý uvedený pøípad, viz Hnìtynková a Stra-
ko¹ (2007). Pokud dojde k zastavení pro k   minpm,nq, bude mít matice A11

men¹í rozmìr oproti pùvodní a navíc platí

rL �

�
������

δ1 γ1

δ2
. . .
. . . γk

δk�1 0
A22

�
�����
�

�
δ1 A11 0
0 0 A22

�
,

kde A11 je upravený bidiagonální blok matice A a A22 zbylý neupravený. Pro
detailní výklad viz Hnìtynková a Strako¹ (2007).

2.3 Reortogonalizace

Nyní uva¾ujme reálný výpoèet v aritmetice s koneènou pøesností. Pøi ka¾dé
iteraci se mù¾e ztrácet ortogonalita mezi jednotlivými sloupci v maticích Uk, Vk.
K dosa¾ení lep¹í numerické stability v prùbìhu výpoètu a zachování ortogonality
se vyu¾ívá rùzných metod reortogonalizace, viz Larsen (1998). Pomocí nich se
dá docílit ortogonality a¾ na úrovni strojové pøesnosti. Jednotlivé metody se li¹í
zejména v poètu vektorù vùèi kterým se reortogonalizace provádí.

Pøi Úplné reortogonalizaci se v ka¾dém kroku reortogonalizuje aktuální vektor
za pomoci Gramm-Schmidtova procesu proti v¹em pøedchozím vektorùm. Tedy
aktuální vektor vk se reortogonalizuje vùèi v1,...vk�1. Analogicky pro uk. Výhodou
je, ¾e se pøi tomto postupu zachovává ortogonalita na strojové pøesnosti, nicménì
v ka¾dém kroku roste poèet vektorù a tedy i èasová nároènost. Numerické ex-
perimenty ukazují, ¾e není nutné reortogonalizovat obì sady vektorù, tedy levé
u1,..., uk i pravé v1,..., vk. V èlánku Barlow (2013) bylo ukázáno, ¾e provádí-li se
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reortogonalizace vùèi pravé sadì, zachovává se ortogonalita i v levé sadì vektorù.
Naopak to neplatí. Tento efekt lze pozorovat i v experimentech v Kapitole 3.
Druhým zpùsobem, jakým lze zachovávat ortogonalitu je Èásteèná reortogonali-
zace, kdy se Gramm-Schmidtùv proces pou¾ívá vùèi pevnì daným l pøedchozím
vektorùm. Výhodou je, ¾e s poètem iterací nevzrùstá èasová nároènost výpoètu
jednoho kroku.

Algoritmus 2 Golub-Kahanova Iteraèní bidiagonalizace
Input: A,b,ε
v0 Ð 0
δ1 Ð }b}
u1 Ð b{δ1
for k � 1,2,... do

pk Ð Aᵀ uk � δk vk�1

γk Ð }pk}
if γk   ε then

L Ð

�
����
γ1

δ2
. . .
. . . γk�1

δk

�
���


V Ð pv1,..., vk�1q
U Ð pu1,..., ukq
break

end if
vk Ð pk{γk
qk�1 Ð Avk � γk uk

δk�1 Ð }qk�1}
if δk�1   ε then

L Ð

�
����
γ1
δ2 γ2

. . . . . .
δk γk

�
���


V Ð pv1,..., vkq
U Ð pu1,..., ukq
break

end if
uk�1 Ð qk�1{δk�1

end for
Output: U,L, V
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3. Numerické experimenty

V této kapitole se zamìøíme na numerické experimenty. V Sekci 2.1 jsme
shrnuli, jakým zpùsobem lze z problému (1.1) získat Core problém, který obsahuje
ve¹kerou podstatnou informaci pro øe¹ení (1.1), nebo» po zpìtné transformaci vede
ke stejnému (TLS, nebo negenerickému) øe¹ení. Vyu¾ijeme algoritmu GKB ze
Sekce 2.2 a budeme sledovat, zda lze na modelových pøíkladech pozorovat pokles
velikosti nìkterého bidiagonálního prvku matice Lk a zda øe¹ením takto získané
aproximace Core problému lze získat (po zpìtné transformaci) dobrou aproximaci
øe¹ení úlohy (1.1). Konkrétnì oznaèíme x vektor spoètený TLS algoritmem pro
problém (1.1), viz Sekce 1.3. Dále oznaèíme xk zpìtnì transformovaný vektor
spoètený TLS algoritmem pro aproximaci Core problému získanou po k iteracích
GKB, viz (2.11). Budeme porovnávat normu rozdílu mezi x a xk pro rùzné iterace
k.

Experimenty jsou provedeny v programu Matlab, ve verzi R2016a. Vyu¾íváme
nìkteré jeho zabudované funkce, napø. randperm, svd. Hlavní èást je v¹ak tvoøena
vlastními programy, mezi nejdùle¾itìj¹í patøí:

• TLS algoritmus

• GKB algoritmus s rùznými typy reortogonalizace (úplná oboustranná a jed-
nostranná pro levé i pravé bidiagonalizaèní vektory)

• generátor testovacích problémù

3.1 Testovací problémy

Testovací problémy byly generovány ve tvaru a s vlastnostmi Core problému,
který bychom získali pomocí SV D rozkladu, tedy jako na Obrázku 2.1. Základem
jsou vektory b1, a11, a22, kde b1 je vektor pravé strany Core problému (2.1). Vektory
a11, a22 tvoøí diagonálu matice A11, resp. A22. Díky tomu máme informaci o v¹ech
singulárních èíslech a velikosti Core problému. Takto vygenerovaný problém vy-
násobíme zprava a zleva náhodnými unitárními maticemi Q1, Q2, abychom získali
zaplnìnou soustavu. Názornì naznaèeno na následujícím Obrázku 3.1.

b1

0

a11

a22

rb,As � Q1 Q2

Obrázek 3.1: Tvar generovaných problémù.
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Provedli jsme testování na celé øadì problémù rùzné dimenze a¾ do øádu jed-
notek tisícù. Proto¾e se chceme zamìøit na vliv rozlo¾ení singulárních èísel na
výpoèet, získané výsledky ilustrujme na tøech vybraných pøíkladech nekompati-
bilních úloh stejné dimenze. Velikost Core problému je v¾dy 40, jednotlivé úlohy
se v¹ak li¹í rozlo¾ením singulárních èísel. Uveïme pou¾ité pøíkazy pro jejich se-
strojení.

Pøíklad 1: b1 � 5� randp40,1q, a11 � randsampleplinspacep1,10,39q,39q,
a22 � 1� 3 � randp40,1q

Pøíklad 2: b1 � 5� randp40,1q, a11 � randsampleplinspacep1,10,39q,39q,
a22 � 5� 8 � randp40,1q

Pøíklad 3: b1 � 5� randp40,1q, a11 � randsampleplinspacep10,20,39q,39q,
a22 � 10� 3 � randp40,1q
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Obrázek 3.2: Diagonála matice A11

a A22 pro Pøíklad 1.
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Obrázek 3.3: Diagonála matice A11

a A22 pro Pøíklad 2.
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Obrázek 3.4: Diagonála matice A11 a A22 pro Pøíklad 3.

V Obrázcích 3.2, 3.3 a 3.4 jsou vyneseny diagonály matic A11, A22 pro Pøíklad 1,
Pøíklad 2 a Pøíklad 3. Vidíme, ¾e v Pøíkladì 1 singulární èísla matice Core pro-
blému dominují oproti singulárním èíslùm matice A22. Naopak u Pøíkladu 2 jsou
dominantní singulární èísla matice A22. Nakonec v Pøíkladì 3 singulární èísla
matice Core problému sice v prùmìru dominují nad singulárními èísly matice
A22, nicménì rozdíl není tak veliký, jako v Pøíkladu 3.2 (v¹imnìme si rozdílného
rozmezí na vertikální ose).
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3.2 Pøíklad 1

Nejprve se zamìøme na vliv rùzných typù reortogonalizace ze Sekce 2.3 na
chování algoritmu GKB, pøedev¹ím na ztrátu ortogonality ve sloupcích matic Uk

a Vk. Ty by mìly splòovat vztah Uᵀ
k Uk � I, tedy I�Uᵀ

k Uk by mìla být nulová ma-
tice (analogicky pro Vk). V k-té iteraci GKB tedy sledujeme ztrátu ortogonality
ve smyslu normy }I �Uᵀ

k Uk} a }I � V ᵀ
k Vk}. Provedli jsme 80 iterací GKB s rùz-

nými typy reortogonalizace (bez reortogonalizace, s úplnou reortogonalizací obou
sad vektorù a reortogonalizací pouze levé, resp. pravé sady), výsledek je vynesen
v grafech v Obrázku 3.5. Ortogonalita levé sady vektorù, tj. v matici Uk, se a¾
na pøípad bez reortogonalizace, zachovává. Jiné chování pozorujeme u zachování
ortogonality pravé sady vektorù Vk. Zde dochází ke ztrátì i v pøípadì reortogo-
nalizace pouze matice Uk. To podporuje tvrzení ze Sekce 2.3. V¹imnìme si, ¾e ke
ztrátì ortogonality pøi reortogonalizaci jedné sady dochází v iteraci odpovídající
velikosti Core problému.
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Obrázek 3.5: Ztráta ortogonality sloupcù matice Uk a matice Vk pro rùzná
k mìøená jako }I � Uᵀ

k Uk} a }I � V ᵀ
k Vk} pro Pøíklad 1.
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Obrázek 3.6: Koe�cienty γk, δk z algoritmu GKB pro rùzné typy reortogonalizace
pro Pøíklad 1.

Obrázek 3.6 ukazuje diagonálu a poddiagonálu matice Lk, opìt pro rùzné typy
reortogonalizace. Zde sledujeme zejména pøípadný pokles bidiagonálního prvku,
který by znaèil aproximaci Core problému. Proto¾e simulujeme nekompatibilní
problém, oèekáváme pokles nìkterého z koe�cientù γk, viz výklad v Sekci 2.2.
Ve druhém, tøetím a ètvrtém grafu je v 40. iteraci vidìt oèekávaný efekt. Veli-
kost γ40 poklesne zhruba na úroveò 10�10. Pouze pøi výpoètu bez reortogonalizace
je situace odli¹ná. V dùsledku zaokrouhlovacích chyb a ztráty ortogonality zde do-
jde ke zpo¾dìní konvergence GKB, která má za následek fakt, ¾e se Core problém
nevyjeví výraznì. Urèitý lokální pokles koe�cientù γk v¹ak na grafu pozorujeme.

V dal¹ím budeme diskutovat, jakým zpùsobem lze aproximovat øe¹ení pù-
vodní úlohy pomocí øe¹ení Core problému získaného Golub-Kahanovou iteraèní
bidiagonalizací. Porovnáváme normu rozdílu x, øe¹ení pùvodního vygenerovaného
problému získané TLS algoritmem, a xk, øe¹ení získané døíve popsaným zpùsobem
skrze aproximaci Core problému v k-té iteraci. Sledujeme pro rùzná k hodnoty
}x � xk}, viz Obrázek 3.7. I zde lze pozorovat lep¹í chování pøi výpoètu s reor-
togonalizací. Ve v¹ech pozorovaných typech reortogonalizace zkonverguje vektor
xk k vektoru x zhruba pro k � 40, co¾ odpovídá iteraci, kdy dochází k øádovému
poklesu koe�cientu γk v GKB, viz Obrázek 3.6, a také pøesné velikosti Core pro-
blému pro tuto testovací úlohu. Vektor xk získaný z GKB bez reortogonalizace
konverguje k x také, pozorujeme ov¹em urèité zpo¾dìní. Porovnáním Obrázku 3.6
a 3.7 lze pozorovat, ¾e xk dokonverguje zhruba v iteraci, kdy se koe�cient γk na-
chází v oblasti lokálního minima. Pokles ov¹em není tak výrazný jako u výpoètu
s reortogonalizací, co¾ mù¾e zkomplikovat detekci vhodné iterace k. Tento efekt
je je¹tì výraznìj¹í, zvolíme-li testovací úlohu vìt¹í dimenze.
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Obrázek 3.7: Aproximace øe¹ení x pùvodního aproximaèního problému vektorem
xk konstruovaným pomocí GKB v iteraci k pro rùzné typy reortogonalizace pro
Pøíklad 1.

3.3 Pøíklad 2

V následujícím experimentu si uká¾eme, jaký vliv na výpoèet mù¾e mít do-
minance singulárních èísel matice A22 oproti singulárním èíslùm matice A11, viz
Pøíklad 2. Podívejme se na stejné experimenty jako v Sekci 3.2 a porovnejme
v èem jsou hlavní rozdíly. Nejprve sledujme vliv rùzných typù reortogonalizace
v algoritmu GKB v podobì ztráty ortogonality matic Uk, Vk. Tu opìt reprezen-
tujme normami }I � Uᵀ

k Uk} a }I � V ᵀ
k Vk}. Na Obrázku 3.8 lze pozorovat, ¾e

dochází k analogickým jevùm jako v pøedchozím pøíkladì. V pøípadì úplné obou-
stranné a pravé reortogonalizace je zachována ortogonalita (na úrovni strojové
pøesnosti) sloupcù obou matic Uk, Vk pro v¹echny iterace. Pøi pou¾ití reortogo-
nalizace levých bidiagonalizaèních vektorù dochází ke ztrátì ortogonality matice
Vk a k nejvìt¹ím ztrátám dochází v pøípadì, kdy ¾ádnou reortogonalizaci nepou-
¾ijeme.

Naproti tomu, Obrázek 3.9 vykreslující diagonální a poddiagonální prvky ma-
tice Lk pro rùzné varianty GKB ukazuje, ¾e ani v jednom pøípadì nenastává vý-
razný pokles nìkterého z koe�cientù γk èi δk. I pøes tuto skuteènost mù¾eme na
Obrázku 3.10 pozorovat, ¾e s rostoucí iterací aproximuje øe¹ení xk øe¹ení pùvodní
úlohy. Poèet potøebných iterací je v¹ak vy¹¹í ne¾ pøesná dimenze Core problému
pro tuto úlohu a pøekvapivì nezávisí na volbì reortogonalizace. Jako v Pøíkladì 1
pro GKB bez reortogonalizace, je zde zøejmá korelace mezi konvergencí xk a mír-
ným lokálním poklesem γk, viz Obrázek 3.9.
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Obrázek 3.8: Ztráta ortogonality sloupcù matice Uk a matice Vk pro rùzná
k mìøená jako }I � Uᵀ

k Uk} a }I � V ᵀ
k Vk} pro Pøíklad 2.
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Obrázek 3.9: Koe�cienty γk, δk z algoritmu GKB pro rùzné typy reortogonalizace
pro Pøíklad 2.
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Obrázek 3.10: Aproximace øe¹ení x pùvodního aproximaèního problému vektorem
xk konstruovaným pomocí GKB v iteraci k pro rùzné typy reortogonalizace pro
Pøíklad 2.

3.4 Pøíklad 3

Tentokrát si uká¾eme výsledky pro problém, kde singulární èísla Core pro-
blému dominují nad singulárními èísly matice A22, ale dominance není tak vý-
razná jako v Pøíkladì 1. Obrázky 3.11, 3.12 a 3.13 ukazují stejné kvantity jako
obrázky v pøedchozích sekcích. Zamìøíme se na GKB s reortogonalizací pouze
levé sady. Tøetí graf v Obrázku 3.11 ukazuje rychlou ztrátu ortogonality sloupcù
matice Vk. Pøibli¾nì ve stejné iteraci, kdy dojde k úplné ztrátì ortogonality, je
v odpovídajícím Obrázku 3.12, který zobrazuje nenulové prvky matice Lk, vidìt
urèitá zámìna významu koe�cientù γk a δk. Od této iterace se koe�cienty γk cho-
vají jako δk v pøípadì oboustranné reortogonalizace, analogicky δk kopírují cho-
vání γk. Podobnou tendenci lze pozorovat i v pøedchozích pøíkladech, není ov¹em
tak výrazná a dochází k ní a¾ po pøekroèení pøesné velikosti Core problému. Vli-
vem koneèné aritmetiky tedy mù¾e nastat situace, kdy klesne bidiagonalizaèní
koe�cient δk místo γk a to i pøesto, ¾e pøesný Core problém je nekompatibilní.
Na Obrázku 3.13 lze pozorovat, ¾e se aproximace pùvodního øe¹ení x pomocí
transformovaného øe¹ení xk dosahuje ve v¹ech pøípadech reortogonalizace øádovì
stejným zpùsobem a k dobré aproximaci dochází zhruba ve stejném místì, kde
jsme pozorovali zámìnu koe�cientù v Obrázku 3.12, tedy je¹tì pøed oèekávanou
velikostí Core problému. Tato situace vy¾aduje analýzu, která je v¹ak ji¾ nad
rámec pøedlo¾ené práce.
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Obrázek 3.11: Ztráta ortogonality sloupcù matice Uk a matice Vk pro rùzná
k mìøená jako }I � Uᵀ

k Uk} a }I � V ᵀ
k Vk} pro Pøíklad 3.
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Obrázek 3.12: Koe�cienty γk,δk z algoritmu GKB pro rùzné typy reortogonalizace
pro Pøíklad 3.
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Obrázek 3.13: Aproximace øe¹ení x pùvodního aproximaèního problému vektorem
xk konstruovaným pomocí GKB v iteraci k pro rùzné typy reortogonalizace pro
Pøíklad 3.
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Závìr

V práci jsme shrnuli základní poznatky o lineárních aproximaèních problémech
a metodách nejmen¹ích ètvercù a úplných nejmen¹ích ètvercù, které se vyu¾ívají
k jejich øe¹ení. Pøedstavili jsme Core problém, jeho vlastnosti a dva ekvivalentní
tvary. V numerické èásti práce jsme se v experimentech vìnovali Golub-Kahanovì
iteraèní bidiagonalizaci. Na vybraných pøíkladech jsme sledovali, jaký vliv mohou
mít rùzné typy reortogonalizace na kvalitu aproximace Core problému. Zamìøili
jsme se na pøíklady, které se li¹ili rozlo¾ením singulárních èísel Core problému
a redundantního bloku a sledovali jsme, zda lze pomocí øe¹ení Core problému
aproximovat øe¹ení pùvodní úlohy.

Ve v¹ech experimentech jsme pozorovali výrazné rozdíly ve schopnosti dobøe
aproximovat Core problém Golub-Kahanovou iteraèní bidiagonalizací zpùsobené
rùznými typy pou¾ité reortogonalizace. Nejlep¹í aproximace jsme ve v¹ech po-
zorovaných pøíkladech samozøejmì dosáhli pomocí úplné oboustranné reortogo-
nalizace, aèkoliv reortogonalizace právì sady singulárních vektorù se jeví jako
dostaèující a výpoèetnì ménì nároèná alternativa. Pozorovali jsme, ¾e rozlo¾ení
singulárních èísel má velký vliv na numerickou stabilitu a schopnost dobøe apro-
ximovat Core problém. Konkrétnì lze øíci, ¾e èím více jsou singulární èísla Core
problému dominantnìj¹í oproti singulárním èíslùm redundantního bloku, tím lépe
lze Core problém aproximovat. V posledním pøíkladì jsme ukázali, ¾e dùsledkem
ztráty ortogonality mù¾e dojít k neèekanému jevu. Zhruba v iteraci, ve které na-
stala úplná ztráta ortogonality bidiagonalizaèních vektorù, do¹lo k zámìnì cho-
vání normalizaèních koe�cientù a poklesu koe�cientu δk místo γk. K vysvìtlení
tohoto jevu je potøeba dal¹ího zkoumání. Navzdory rozdílùm se ve v¹ech pozo-
rovaných pøíkladech podaøilo dobøe aproximovat øe¹ení pùvodní úlohy v poètu
iterací, který výraznì nepøevy¹oval skuteènou velikost Core problému. Je v¹ak
tøeba dodat, ¾e pro Core problémy vìt¹í dimenze bude výpoèet komplikovanìj¹í,
nebo» lze oèekávat vìt¹í zpo¾dìní konvergence bidiagonalizace v souvislosti se
ztrátou ortogonality a reortogonalizace ji¾ bude pøíli¹ výpoèetnì nákladná.
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