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Uvod

Prvni zminky o Sachu pochazi asi ze 6. stoleti. My se ovsem nebudeme zaby-
vat hrou samotnou, ale riznymi matematickymi tlohami, které néjak souvisi se
Sachovnici a Sachovymi figurami (obr. [1]).

Obrézek 1: Ukazka Sachovnice a figur.

V prvni kapitole predstavime jednotlivé sachové figury, se kterymi se v praci
budeme dale setkavat. Rozsitime definici klasické Sachovnice 8 x 8 na Sachovnice
libovolnych rozmeéri. Kazdému poli Sachovnice priradime souradnice a vysvétlime,
jak lze pohyb figur na Sachovnici reprezentovat pomoci vhodného grafu.

Druhou kapitolu vénujeme predevsim jezdcové prochazce po Sachovnici. Nej-
prve vysvétlime, jaky je rozdil mezi otevienou a uzavienou prochézkou. Shrneme
kratce historii této tlohy a ukazeme nékteré nejstarsi a nejzajimavéjsi prochazky.
Popiseme zptsob, jak lze netplnou otevienou jezdcovu prochazku upravit na
uzavienou prochazku po celé sachovnici. Ukazeme, na které Sachovnici m X n
existuje uzaviena jezdcova prochazka. Déle ukazeme jednoduchy zptisob, jak na-
jit otevienou jezdcovu prochazku na Sachovnici (4k + 1) x (4dk + 1). V zavéru
kapitoly prozkoumame existenci prochazek dalsich sachovych figur.

Ve treti kapitole hleddme maximalni pocet figur, které miizeme na Sachovnici
rozmistit tak, aby se zddné dvé neohrozovaly (tzv. nezavislost figur na Sachovnici).
Ulohu postupné vyfesime pro damy, véZe, jezdce, stielce a krale. U nékterych
figur navic ukazeme, kolik existuje na dané Sachovnici celkem Teseni. Kapitola
také obsahuje obrazky s nékolika konkrétnimi resenimi.

Ctvrtou kapitolu vénujeme hledani minimalniho poétu figur, které musime na
sachovnici rozmistit tak, aby pokryvaly vSechna jeji pole (tzv. dominance figur
na Sachovnici). Ulohu vyFesime pro véze, krale a stielce. V piipadé dam uvedeme
alespon vety, které pocet potiebnych figur odhaduji shora a zdola. Opét u né-
kterych figur ukazeme, kolik existuje celkem Teseni na dané Sachovnici a kapitolu
doplnime obrazky s konkrétnimi fesenimi. V jejim zavéru ukazeme, jaky je vztah
mezi dominanci a nezavislosti.



Problémy, které budeme ftesit, jsou sice inspirovany sSachem, jedna se vsSak
predevsim o matematické tlohy. Ze Sachu budeme potiebovat pouze pravidla pro
pohyb figur po Sachovnici, se kterymi se seznamime v kapitole 1. Prace by tedy
méla byt srozumitelnd a zajimava nejen pro milovniky Sachu. Resen{ jednotlivych
uloh jsou casto diimyslna, a pritom elementarni. V kapitolach 2, 3, 4 uvidime,
ze nekteré sachové problémy lze Tesit elegantnéji, pokud je preformulujeme v feci
teorie grafii. VSechny potrebné pojmy a vysledky nejprve pripomeneme, ¢tenar
tedy vystaci se znalosti stredoskolské matematiky.

Prace je zamérena predevsim na sestaveni prehledu kombinatorickych tloh
souvisejicich se Sachovymi figurami. K tématu existuje pomérné velké mnozstvi
zahranicni literatury (véetné Casopiseckych ¢lanki), kterd je na patficnych mis-
formé srozumitelné predevsim stfedoskolskym a vysokoskolskym studenttim, ale
i dalsim zajemctim.



1. Sachové figury

V praci budeme uvazovat nejen klasickou ¢tvercovou sachovnici o rozmérech
8 x 8, ale 1 obdélnikové Sachovnice o rozmérech m x n, kde m znaci pocet radku
a n pocet sloupct. U figur nam nebude zalezet na barveé, tj. nebudeme rozlisovat
cerné a bilé figury. Podstatné pro nas bude pouze to, o jaky typ figury se jedna
a jaké tahy s ni tedy miizeme provést. V textu se setkame s nasledujicimi figurami:

e Krdl se mize v jednom tahu posunout o jedno pole v libovolném sméru
(svisle, vodorovné nebo po thlopticce — obr. [1.1al).

e Ddma se miize v jednom tahu posunout o libovolny pocet poli v libovolném
sméru (obr. [1.1b)).

o VéZ se muze v jednom tahu posunout o libovolny pocet poli svisle nebo

vodorovné (obr. [1.1d]).

o Jezdec (kin) se mize v jednom tahu posunout nejprve o dvé pole svisle nebo
vodorovné a poté o jedno pole ve sméru kolmém k predeslému (obr. |1.1d]).

o Strelec se miize v jednom tahu posunout o libovolny pocet poli po tthlopric-

kéch (obr. |1.1€]).
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Obréazek 1.1: Pohyb figur po Sachovnici.
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Na nékterych mistech prace budeme reprezentovat sachovnici a figury na ni
umisténé pomoci vhodného grafu.

Definice 1 (graf, vrchol a hrana grafu). Graf definujeme jako dvojici G = (V, E),
kde V- = {uy,ug,...,u,} je konecnd mnozina objekti, kterym rikime vrcholy
grafu a £ C {{w;,u;}| w;,u; € V,i # j} je mnozina nékterjch dvojic vrchold,
kterym rikdme hrany grafu.

Pohyb libovolné figury po Sachovnici muzeme reprezentovat grafem, ktery
zkonstruujeme nésledujicim zptisobem: Kazdému poli Sachovnice odpovida prave
jeden vrchol. Hrany tvori dvojice vrcholii zastupujici pole, mezi kterymi muze
figura provést povoleny tah. Grafy odpovidajici riznym figuram tedy maji stejné
mnoziny vrcholi (pro $achovnici o rozmérech m x n je to mn vrcholu), ale od-
liSné mnoziny hran. Pro piislusny graf pouzivame oznaceni K, ,, v ptipadé, Ze jde
o krale, D,, , v ptipadé dam, V,,, v ptipadé vézi, J,,, v piipadé jezdci a S, ,
v pripadé strelcti. Na obrazku [1.2| vidime, jak 1ze pohyb jezdce po sachovnici 3 x 4
prevést na graf Js 4.

Pole Sachovnice m x n (resp. vrcholy prislusného grafu) budeme éislovat po-
dobnym zptisobem, jaky je obvykly u klasické sachovnice 8 x 8. Souradnice levého
dolniho pole (resp. vrcholu) tedy budou (1, 1), kde prvni soufadnice znaci ¢islo
radku a druhé ¢islo sloupce. Navic bude toto pole (resp. vrchol) mit ¢ernou barvu,
stejné jako na Sachovnici 8 x 8. Obarveni zbylych poli (resp. vrcholi) je také zna-
zornéno v obrazku [L.2

/ / Ty
/ .0.0

(a) Sachovnice 3 x 4 (b) graf Js 4

Obréazek 1.2: Sachovnice a graf odpovidajici povolenym tahtim jezdce.



2. Prochazky po sachovnici

2.1 Jezdcova prochazka

Hledéni jezdcovy prochéazky po sachovnici patti mezi nejrozsitenéjsi matema-
tické problémy, které néjak souvisi s Sachovnici a Sachovymi figurami, proto se jim
budeme zabyvat v této praci vice a fekneme si néco také o jeho historii. Nejprve
je ale tfeba si vysvétlit, co to vlastné jezdcova prochazka po sachovnici je.

Definice 2 (uzaviend jezdcova prochézka). JestliZe jezdec projde Sachovnici mxn
tak, Ze na kazdé jeji pole stoupne pravé jednou a dokdzZe se povolenym tahem dostat
na pole, ze kterého zacinal, nazyvdme danou posloupnost tahi uzaviena jezdcova
prochazka nebo prosté jen jezdcova prochazka.

Definice 3 (oteviend jezdcova prochéazka). Pokud jezdec projde Sachovnici mxn
tak, Ze na kazZdé jeji pole stoupne pravé jednou a nedokdZe se povolenym tahem
dostat na pole, ze kterého zacinal, nazyvame danou posloupnost tahi oteviena
jezdcova prochazka.

Poznamka. Na nékterych mistech této prace se prochazkami jezdce budou rozu-
meét jak uzaviené, tak oteviené jezdcovy prochazky. V takovém pripadé by vsak
melo byt z kontextu ziejmé, ze se nejednd pouze o zkraceny termin uzaviené
jezdcovy prochazky.

2.1.1 Nejstarsi znamé jezdcovy prochazky

Historii Ssachii obecné se zabyva v rozsahlé monografii [12] H. J. R. Murray.
Podle né¢j byli prvnimi zndmymi objeviteli jezdcovy prochazky po Sachovnici arab-
sti ucenci Ali C. Mani, Rudrata a Al-Adli ar-Rumi. Jejich prochazky pochazi
z 9. stoleti a neni zcela jasné, kterd z nich je nejstarsi. Na obrazku je ovSem
hned na prvni pohled vidét, ze se velmi vyrazné lisi.

SSRGS
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QO L X F N | <o~ vas || vz /S
QO LAV NN L LK AR N
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<A VIRKAN LS LV RN

(a) Ali C. Mani (b) Rudrata (c) Al-Adli ar-Rumi

Obrazek 2.1: Ukazky nejstarsich dochovanych prochazek jezdce.

Ali C. Mani ve své prochazce zac¢ind na okrajich Sachovnice a teprve potom
se presouva do jejiho stredu. Jeho prochéazka je oteviena stejné jako Rudratova.
Rudrata vsak nejprve prochazi horni polovinu Sachovnice a po projeti vsech jejich
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32 poli konstatuje, ze by se dolni polovina prochézela stejné. My zde pro lepsi
nazornost uvadime celou prochazku. Prochazka Al-Adli ar-Rumiho je mozna méné
prehlednd, ale ve vysledku je dokonce uzavtena.

Ze stejné doby pochézi dvé jezdcovy prochazky, které objevil Abu Bakr Mu-
hammad bin Yahya al-Suli. Tento ucenec a historik piivodem z Turkestanu je
autorem prvni védecké knihy o Sachové strategii, ktera prave také obsahovala obé
zminéné uzaviené jezdcovy prochéazky (obr. .
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Obrazek 2.2: Abu Bakr Muhammad bin Yahya al-Suli.

Pokud bychom hledali v evropskych pramenech, nasli bychom prvni zminku
o jezdcové prochézce v rukopise ulozeném nyni v londynské British Library. Ru-

kopis pochazi z druhé poloviny 13. stoleti a obsahuje kromé jiného i otevienou
jezdcovu prochazku (obr. .
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Obrazek 2.3: Prvni znama evropska prochazka jezdce.

I kdyz se nova feseni objevovala stéle, dalo by se tict, ze v 18. stoleti byla
evropskymi matematiky tloha znovu objevena. Pti pohledu na prvni novodoba
reseni (obr. , ktera nasli Pierre Rémond de Montmort, Abraham de Moivre
a Jean-Jacques Dortous de Mairan, se totiz zda, zZe autori neznali starsi jezdcovy
prochézky (usuzujeme tak predevsim z toho, Ze jsou vSechny tfi oteviené).

7 dalsi historie jezdcovy prochazky by stalo jesté za zminku, zZe prvni ucelenou
praci pojednavajici o této tloze vydal roku 1759 Leonhard Euler a ani zdaleka ne-
byl posledni. Hledani jezdcovy prochazky ztstava dodnes oblibenou tlohou nejen
mezi matematiky. Kromé zminéné knihy [12], ve které je trochu slozitéjsi hle-
dat historii pouze jezdcovy prochazky, je velmi zajimava internetova stranka [11]
britského matematika George Jellisse. V seznamu literatury uvadime odkaz ptimo
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(a) Pierre Rémond de Mont- (b) Abraham de Moivre (¢) Jean-Jacques Dortous de

Obréazek 2.4: Ukazky novodobych prochazek jezdce.

na sekci vénovanou historii jezdcovy prochéazky, kterou autor castecné zpracoval
podle vyse citované knihy [12] H. J. R. Murrayho. Strdnka se ale vénuje i dalsim
sachovym tloham a jinym matematickym tématiam.

2.1.2 Vybrané zajimavé jezdcovy prochazky

Nékteri lidé se nespokojili pouze se samotnym hledanim jezdcovy prochazky
po Sachovnici, ale hledali takové prochéazky, které by mély dalsi zajimavé vlast-
nosti. Jak pise v jedné ze svych knih [6] M. Gardner, v roce 1759 Leonhard Euler
zvefejnil kromé jiného i uzavrenou jezdcovu prochézku (obr. [2.5]), ve které postu-
puje podobné jako Rudrata tak, Ze nejprve projede jednu polovinu sachovnice, ze
které se po projeti vSech 32 poli presune do druhé poloviny. Prochazka je vsak
zajimava predevsim tim, zZe je soumérna podle stredu sachovnice.

NSNS SIEST T
KN DND
KoLt
N
X AT
N AN W
[PRRSRSZSAN

Obrézek 2.5: Leonhard Euler — stfedové soumérna jezdcova prochazka.

Dalsi zajimavé vlastnosti jezdcovych prochazek mizeme odhalit, jestlize na
jednotliva pole zapisujeme c¢isla odpovidajici poradi, ve kterém je navstévujeme.
Jak se ve své knize [6] M. Gardner také zminuje, v roce 1848 publikoval William
Beverley svou prochéazku jezdce (obr. , jejiz ciselny zapis tvori semimagicky
¢tverec (soucty ¢isel ve vsech fadcich a sloupcich jsou stejné). Dlouho se lidé
snazili prijit na to, zda existuje jezdcova prochazka, jejiz ¢iselny zapis by tvoril
dokonce magicky ¢tverec (kromé sloupct a radku jsou stejné soucty i na thlo-



prickach spojujicich rohova pole). V roce 2003 vytvoril Jean Charles Meyrignac
program, ktery po nékolika desitkach dni béhu nasel vsech 140 rtiznych prochazek
jezdce, jejichz ¢iselné zapisy tvori semimagické Ctverce, a také se za jeho pomoci
podarilo dokézat, Ze jezdcova prochéazka, jejiz ¢iselny zapis by tvoril magicky ¢tve-
rec, neexistuje. Veskeré informace o tomto projektu jsou dostupné na internetové
strance http://magictour.free.fr, kterd se mu celd vénuje.
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Obrézek 2.6: William Beverley — semimagicka jezdcova prochéazka.

Posledni zajimava jezdcova prochézka, kterou zde uvedeme, pochézi z dila [20]
Johna J. Watkinse, ve kterém se vénuje matematice spojené se sachovymi pro-
blémy. Autor zde nejprve ukazuje, Ze neexistuje uzaviend jezdcova prochézka na
sachovnici 4 x 4. Pokud se totiz napriklad zamérime na levé dolni pole a pravé
horni pole, mame pouze dvé moznosti, jak se na pole a z pole dostat. Pro tato
dvé pole se ale tyto moznosti shoduji. Kdybychom tedy chtéli do jezdcovy pro-
chazky zahrnout zminéna rohova pole, prosli bychom pouze ¢tyti pole z celkovych
Sestndcti tak, jak je zndzornéno modrou Carou v obrazku [2.7al Podobn4 situace
nastava pro levy horni a pravy dolni roh sachovnice. Po vynechani zminénych
osmi poli mame opét pouze jednu moznost, jak se dostat na kazdé ze zbyvajicich
poli a jak se dostat z nich. Cela Sachovnice 4 x 4 se tak rozdéli na ¢tyTi uzaviené
jezdcovy prochdzky po ¢tyfech polich. V obrazku [2.7D] je kazda z nich naznacena
jinou barvou.

7
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L1 £

(a) spojeni 2 rohovych poli (b) 4 oddélené prochazky
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Obrazek 2.7: Neexistence jezdcovy prochazky na Sachovnici 4 x 4.

Watkins v knize déale ukazuje, jak vyse zminénych oddélenych prochazek po
Sachovnici 4 x 4 vyuzil L. Euler pri hledani jezdcovy prochézky po klasické sa-
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chovnici 8 x 8. Tu si Euler rozdélil na ¢tyti Sachovnice 4 x 4 a na kazdé si vyznacil
i uvedené uzaviené prochazky po vybranych ctyfech polich (obr. . Poté si
vybral jednu barvu, projel postupné vSechna pole této barvy v kazdém ze ctyr
¢tverci 4 x 4 a po jejich projeti se presunul povolenym tahem na dalsi barvu.
Takto se mu podarilo projet vsechna pole Sachovnice a dokonce celou jezdcovu
prochazku po Sachovnici uzaviit (obr. .
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(a) rozdélen{ Sachovnice na (b) spojeni prochézek
4 mensi

Obrézek 2.8: Leonhard Euler — jezdcova prochézka spojujici Sestnact oddélenych
prochézek.

2.1.3 Opravy neuplnych prochazek jezdce

Netplna jezdcova prochazka je takova posloupnost taht, ve které jezdec smi
na kazdé pole vstoupit nejvyse jednou, neprojde vsak celou Ssachovnici. Pokud
bychom bez pouziti pocitace chtéli najit uzavienou jezdcovu prochazku, mohli
bychom samoziejmé zkusmo provadét tahy jezdcem po Sachovnici tak dlouho,
dokud bychom néjakou uzavienou prochazku nenasli. Walter William Rouse Ball
vSak ve své knize [I] popisuje heuristicky postup L. Eulera, publikovany v roce
1759, kterym lze upravit neiplnou otevienou jezdcovu prochazku na uzavienou
jezdcovu prochazku po celé Sachovnici. Stejny postup je popséan také v ¢lanku [17]
Eda Sandifera a i my si ho zde nyni na vlastnim ptikladu podrobné vysvétlime.

V prvni fazi se snazime projit jezdcem co nejvice poli Sachovnice. V nasem
pripadé jsme zvolili podobnou taktiku jako Ali C. Mani a projizdime nejprve
okraje Sachovnice a pak teprve se presouvame k jejimu stiedu. Timto zptisobem
se nam podarilo projit 63 poli (obr. .

Ve druhé fazi se budeme snazit uzaviit tuto netplnou prochazku. Vyhleddme
pole, na ktera se lze povolenym tahem jezdce dostat z prvniho pole nasi prochazky
(v obrazku jsou oznacena oranzové). Na pole s ¢islem 1 se lze dostat pouze
z poli s ¢isly 2 a 12. Cislo 2 tedy ponechdme na svém misté a ¢islo 12 musi byt
poslednim polem nasi zatim neiplné uzaviené prochazky. Protoze nezalezi na
sméru prochazky (sachovnici mizeme prochazet od ¢isla 1 az po éislo 63 nebo
naopak od ¢isla 63 po ¢islo 1 a stéle budeme provadét povolené tahy jezdcem),
predpokladejme nyni, Ze se na ¢islo 12 posuneme z ¢isla 13, na ¢islo 13 z ¢isla 14,
..., na ¢islo 62 z ¢isla 63. Nyni vyhleddme pole, ze kterych se lze dostat povolenym
tahem jezdce na pole s ¢islem 63 nasi neiplné prochazky (v obrazku jsou
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48(21|34| 9 |46(19|32| 7
35/10(47|20|33| 8 |45|18
22149 63|52|61| 6 |31
11136|51|60|55|58|17 |44
50|23|38|57(62|53|30| 5
37112|25|54|59 |56 |43 |16
24|39| 2 |27 (14|41 4 |29
1126(13|40| 3 |28|15/|42

Obrazek 2.9: Neuplna oteviena prochéazka jezdce.

oznacena cervené). Mezi témito poli se snazime najit pole s co nejvyssim ¢islem,
které je vsak mensi nez 12, nebot pole 12-63 jsme jiz projeli. Tyto podminky
spliuje pole s ¢islem 10. Nasi netplnou otevienou prochazku tedy upravime na
uzavienou tak, ze projdeme pole 1-10, z pole s ¢islem 10 pokracujeme na pole
s ¢islem 63, odtud pozpatku az na pole s ¢islem 12 a z néj zpét na pole s ¢islem 1

(obr. E-10).

48121134| 9 |46|19\32| 7 | |48|21|34| 9 |46|19|32|7 | |26|53|40| 9 |28|55|42| 7
35(10|47 /20|33 | 8 |45/18| |35|10|47 /20|33 | 8 |45|18| (3910|2754 |41| 8 |29|56
22|49 63|52|61| 6 [31]|22|49 63|52|61| 6 |31||52|25 11122(13| 6 |43
11136|51|60|55|58|17 44| |11|36|51|60|55|58|17 |44 3823|114 /19(16|57|30
50(23|38|57(62|53|30| 5 | |50|23|38|57|62|53|30| 5 | |24|51|36|17|12|21|44|5
37 25|54|59 56|43 16| |37|12]25|54|59 56|43 (16| |37|62|49|20(15|18|31 |58
24139 2714|414 |29| |24 |39| 2 |27|14|41| 4 |29||50|35| 2 [47|60|33| 4 |45
1126(13|40| 3 |28|15/42| |1 |26|13|40| 3 |28|15|42| |1 |48|61|34| 3 |46|59 32

(a) pole dostupna z pole 1 (b) pole dostupnd z pole 63 (c) nelGplnd uzaviend pro-
chazka

Obrazek 2.10: Uzavreni netplné oteviené prochazky jezdce.

V posledni fazi je jesté treba zaclenit do nasi uzaviené prochazky zbyvajici
dvé pole, kterd jsme zatim vynechali. Vyhodou je, zZe se lze z jednoho na druhé
dostat povolenym tahem jezdce, a proto by se nam jejich zaclenéni mélo po-
darit provést v jednom kroku. Volna pole si oznac¢ime dvéma riznymi barvami
(obr. . Podobné jako v predchozim kroku vyhledame pole, na ktera se lze
dostat povolenym tahem jezdce z oranzového pole (v obrazku jsou ozna-
Cena oranzové) a pole, na kterd se lze dostat z ¢erveného pole (v obrazku
jsou oznacena Cervené). Mezi témito obarvenymi ¢isly se snazime najit takova
dvé cisla, ktera maji co nejmensi rozdil a kazdé z nich ma jinou barvu. Tyto
podminky splnuji ¢isla 9 a 10. Protoze na sebe tato ¢isla navazuji a z c¢erveného
pole se da prejit na oranzové pole, upravime prochazku tak, ze projdeme pole 1-9,
z pole 9 pokrac¢ujeme na cervené a oranzové pole a odtud pokracujeme cisly 10-62

(obr. E-114).
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26|53|40| 9 (28|55|42| 7 | |26|53|40| 9 |28|55|42| 7 | |28|55|42| 9 (30|57 |44 | 7
3910|2754 41| 8 [29|56]| |39 27|54141| 8 |29|56| |41|12|29|56|43| 8 |31 |58
52|25 1122|113 | 6 43| |52|25 11122|13| 6 (43| |54|2710(13|24|15| 6 |45
38123|14|19|16 |57 |30 38|23(14|19|16 |57 (30| |11/40|25|16|21|18|59|32
24|51(36|17|12|21 (44| 5 | |24 |51 17112|21 |44 |5 | |26|53 (3819|1423 46| 5
37162|49|20(15|18|31 58| |37 49|/20|15|18|31|58| |39|64|51|22|17 /20|33 |60
50(35| 2 |47|60|33| 4 (45| |50(35| 2 [47|60|33 | 4 |45| |52|37| 2 |49|62|35| 4 |47
1148|61/34| 3 |46|59(32| |1 |48|61/34| 3 |46|/59|32| |1 |50|63|36| 3 |48|61|34

(a) vynechand pole (b) pole dostupnd z vynecha- (c) uzaviend prochézka
nych poli

Obrazek 2.11: Doplnéni netplné uzaviené prochazky jezdce.

Pro lepsi srovnani s ostatnimi prochazkami si jesté ukazeme na obrazku [2.12]
jak vypada nase prochazka znazornéna jen schematicky:.

<

<SS XM
<>

AN e
AR
AN
(AAEPOENR
0 A

L ORI KN

Obrazek 2.12: Opravena uzaviena prochazka jezdce znédzornénéd schematicky.

Mohlo by se zdat, ze je postup z velké ¢asti zalozen na stésti. Dukaz, ze
Eulerova metoda vzdy vede k cili, opravdu nemame. V jednotlivych fazich oprav
vsak existuje vzdy vice moznosti, jak prochazku upravit. Pokud tedy vyzkousime
jednu, ktera nikam nevede, muzeme se vratit zpét a zkusit jinou. Spise nez o Stésti
bychom tedy mohli mluvit o vytrvalosti.

2.1.4 Existence jezdcovy prochazky po sachovnicich ruz-
nych rozméru

Zaver celé této kapitoly zamérime na otazku existence jezdcovy prochazky po
Sachovnicich riznych rozmeért, které se ve svém ¢lanku [19] podrobné vénuje Allen
J. Schwenk. Ten jako prvni sepsal jak dikaz neexistence jezdcovy prochazky po
nékterych Sachovnicich specialnich rozmeéru, tak dikaz existence jezdcovy pro-
chazky po vsech ostatnich Sachovnicich. Vétu si zde pozdéji uvedeme. Nejprve
vsak pripomeneme nékolik pojmil z teorie grafi, se kterymi budeme déle praco-
vat.

Definice 4 (podgraf). Rekneme, Ze graf H = (Vi, Ey) je podgrafem grafu G =
= Vg, Eg), jestlize Vi C Vg a Ey C Eg.
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Definice 5 (cesta). Cesta je posloupnost navzdajem rizniych vrcholi vy, ..., v,
kde kazdé dva po sobé jdouci vrcholy jsou spojeny hranou (tj. {vi,vit1} € E pro
kazdéi e {1,...,k—1}).

Definice 6 (souvisly graf). Rekneme, Ze graf je souvisly, pokud mezi kaZdgjmi
jeho dvéma vrcholy vede cesta.

Definice 7 (souvisld komponenta). Souvisld komponenta grafu G je kazdy pod-
graf H, ktery je souvisly a neni obsaZen v Zadném jiném souvislém podgrafu
grafu G.

Definice 8 (kruznice). Kruznice je posloupnost vrcholi vy, ..., vgy1, kde vy, ...,
Vg Jjsou navzajem rizné, vy, = v1, a navic jsou kaZdé dva po sobé jdouci vrcholy
spojeny hranou (tj. {v;,viz1} € E pro kazdé i € {1,... k}).

Definice 9 (hamiltonovskd kruznice). Hamiltonovska kruznice je kruznice, kterd
je tvorena vsemi vrcholy grafu.

Pohyb jezdce po Sachovnici m X n muzeme reprezentovat pomoci grafu J,, ,,
jehoz konstrukei jsme popsali v kapitole [T} Hleddni uzaviené jezdcovy prochazky
po Sachovnici m x n je potom zjevné ekvivalentni s problémem hledani hamilto-
novské kruznice v grafu J,, .

Jak jsme jiz uvedli na zacatku této podkapitoly, Schwenkova véta, ktera bude
nyni nasledovat, udava nutné a postacujici podminky existence uzaviené jezdcovy
prochazky na Sachovnici m x n. My zde vsak dokazeme jen to, Ze jsou dané pod-
minky nutné, a diikaz druhé implikace pouze naznac¢ime. Ve vété dale uvazujeme
pouze m < n. Pokud Sachovnice tuto podminku nesplnuje, staci ji otocit o 90°.

Véta 1 (Schwenkova). Pro vsechna prirozend m < n existuje na sachovnici mxn
uzavrend jezdcova prochdzka prave tehdy, kdyZ neni spinéna Zadnd z ndsledujicich
podminek:

(i) m a n jsou obé lichd cisla,
(i) m = 1, 2 nebo 4,
(iii) m = 3 an= 4, 6 nebo 8.

Cidstecny dikaz. Projdeme jednotlivé podminky v tvrzeni véty a ukazeme, proc
na Sachovnici m x n splnujici tyto podminky nenajdeme jezdcovu prochazku. Cely
ditkaz vsak provedeme v Teci grafii.

(i) Pokud jsou ob¢ ¢isla m a n licha, mé graf .J,, ,, lichy pocet vrcholi, a tedy
ruzny pocet vrcholll Cerné a bilé barvy. Jak je vidét na obrazku [I.2D] kazdy
vrchol je spojen hranou pouze s vrcholem jiné barvy. To znamena, ze v po-
sloupnosti vrcholt, které tvori hledanou hamiltonovskou kruznici, se stridaji
vrcholy ¢erné a bilé barvy. Na kazdy ¢erny vrchol tedy musi pripadat jeden
bily a naopak. To v grafech s lichym poc¢tem vrchol neplati, a proto v nich
neexistuje hamiltonovska kruznice.
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(i)

(iii)

Pro m = 1 v grafu neexistuje zadna hrana. Proto je jasné, Ze v ném nemi-
zeme najit ani zadnou hamiltonovskou kruznici.

Pro m = 2 plati, Zze bude z rohovych vrcholii vychazet vzdy jen jedna
hrana (obr. [2.13al). Aby vsak v grafu existovala hamiltonovska kruznice,
musi z kazdého vrcholu vychazet alespont dvé hrany.

Pro m = 4 provedeme diikaz sporem. Predpokladejme, Ze jsme v grafu Jy,
nasli hamiltonovskou kruznici vy, vs, ..., v4,, v1. Pfebarvime vrcholy grafu
tak, ze vrcholy ve spodni a horni fadé budou ¢ervené a vrcholy v prostied-
nich dvou radach budou modré. Potom plati, Ze z ¢ervenych vrcholi vedou
hrany (v obrazku jsou vyznaceny Cervené) pouze do modrych vrchol.
Protoze je cervenych a modrych vrcholi stejny pocet, znamena to, ze Cer-
venému vrcholu musi predchézet v nalezené hamiltonovské kruznici modry
vrchol a stejné tak po ném musi nésledovat.

2755 25 77
W Lo ule ul
24 ‘v,/;/////;//v’.v,,;//////;//v
N S F A S
1S 0, 20, 20,
S 90 S0 40 S e

PSS

20 B2 BN

20

(a) graf Ja 7 (b) pfebarveny graf Jy 7

Obréazek 2.13: Podminka (i) ve Schwenkové vété.

Bez jmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze vrchol vy = (1, 1). Tento
vrchol ma cervenou barvu, a protoze se vrcholy cervené a modré barvy
musi stfidat, znamend to, ze vSechny vrcholy voryq, k € {0,1,...,2n — 1}
maji ¢ervenou barvu. Stejné tak jsme ale ukazali diive v dikazu (1), Ze se
v nalezené hamiltonovské kruznici musi sttidat vrcholy ¢erné a bilé barvy.
Vzhledem k tomu, ze vrchol v; = (1, 1) ma v puvodnim obarveni ¢ernou
barvu, musi mit vrcholy veryi1, & € {0,1,...,2n — 1} také ¢ernou barvu.
Vsechny vrcholy ¢ervené barvy by tedy ptivodné musely mit ¢ernou barvu.
Na obrazku je vsak vidét, ze vrcholy ¢ervené barvy se neshoduji s vr-
choly, které mély ptuvodné ¢ernou barvu (jejich obarveni je v obrazku zné-
zornéno barvou pole Sachovnice, které dany vrchol zastupuje). Posloupnost
U1, V2, . .., Usp, U1 tedy nemohla byt hamiltonovskd kruznice a v grafech Jy,,
zadna hamiltonovska kruznice neexistuje.

V grafu Js 4 vychazi z osmi z celkovych dvanacti vrchol pravé dvé hrany
(obr. . Je tedy jasné, ze kazdé tyto dvé hrany musi byt soucéasti hle-
dané hamiltonovské kruznice. Jak je vSak vidét na obrazku graf se
nam timto zptsobem rozdéli na dveé kruznice. Jedna je znazornéna ¢ervenou
a druha modrou barvou. V grafu Js4 tedy hamiltonovskd kruznice neexis-
tuje.

Abychom dokézali, Ze v grafu Js¢ neexistuje hamiltonovska kruznice, po-
vSimneme si nejprve jedné vlastnosti, kterou ma kazdy graf obsahujici ha-
miltonovskou kruznici: Pokud z grafu vyjmeme libovolnych & vrcholt véetné
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hran, které z nich vychézeji, rozpadne se graf na nejvyse k£ souvislych kom-
ponent. Jak je ovSem vidét na obrazku [2.14b] pokud z grafu Js vyjmeme
vrcholy (1, 3) a (3, 3), rozpadne se graf na 3 souvislé komponenty — vrchol
(2, 1), vrchol (2, 5) a zbytek grafu bez téchto a vyjmutych vrcholia. Pokud
by vsak v grafu existovala hamiltonovska kruznice, rozpadl by se graf na
nejvyse dvé souvislé komponenty. V grafu J; ¢ tedy hamiltonovska kruznice
neexistuje.

(a) graf Js 4 (b) graf J36

Obrazek 2.14: Podminka (77) ve Schwenkové vété (grafy Js4 a Jsg).

V grafu Js g vychazi z osmi z celkovych dvaceti ¢tyt vrchold prave dve hrany.
Podobné jako v grafu Js4 je proto jasné, ze kazdé tyto dvé hrany musi byt
soucdsti hledané hamiltonovské kruznice. Na obrazku [2.154] je vidét, ze nam
takto vznikne Sest cest. Dva vrcholy uprostied grafu nejsou soucasti zadné
z téchto cest.

. . e
(¢) vyjmuti vrcholi z grafu Jj ¢

Obrazek 2.15: Podminka (777) ve Schwenkove vété (graf Jsg).

Nyni definujeme graf Jj ¢ nasledujicim zptisobem (obr. : Protoze vyse
zminéné cesty zacinaji a konci vrcholem stejné barvy, miuzeme kazdou z nich
nahradit jednim vrcholem pravé této barvy. Takto nahradime cestu (1, 2),
(3, 1), (2, 3), (1, 1), (3, 2) vrcholem (3, 2), cestu (1, 3), (2, 1), (3, 3) vrcho-
lem (1, 3), cestu (1, 4), (2, 2), (3, 4) vrcholem (3, 4), cestu (1, 5), (2, 7),
(3, 5) vrcholem (1, 5), cestu (1, 6), (2, 8), (3, 6) vrcholem (3, 6) a koneéné
cestu (1, 7), (3, 8), (2, 6), (1, 8), (3, 7) vrcholem (1, 7). Vrcholy (2, 4)
a (2, 5) ponechdme na misté. Poté doplnime hrany tam, kde i v pivodnim
grafu existovala hrana mezi vySe zminénymi Sesti cestami a dvéma central-
nimi vrcholy. Pokud existuje hamiltonovska kruznice v grafu Jsg, existuje
i v grafu Jy¢ (opacnd implikace sice neplati, ale na tento ditkaz nema tato
skutecnost vliv). To ovsem také znamend, Ze pokud neexistuje hamiltonov-
skd kruznice v grafu J3, neexistuje ani v grafu Jsg. Na obrdzku je
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vidét, ze vyjmutim dvou cervené obarvenych vrcholi a tim i Sedé obarve-
nych hran z grafu J3 5, by se tento graf rozpadl na 3 souvislé komponenty,
a jak jsme jiz uvedli vySe v dikazu neexistence hamiltonovské kruznice
v grafu J36, znamenad to, ze v grafu Ji 4, a tedy ani v grafu J3g, neexistuje
hamiltonovska kruznice.

Podarilo se ndm dokézat, ve kterych grafech nenajdeme hamiltonovskou kruz-
nici. Uvedeme si zde jesté alespon myslenku toho, jak ukézat, ze ve vSech ostatnich
grafech tato kruznice existuje. Autor ¢lanku [19], ze kterého zde vychézime, nej-
prve ukazuje, jak se da libovolna hamiltonovska kruznice v grafu J,, , rozsitrit na
hamiltonovskou kruznici v grafu Jp,14, nebo v grafu Jy, ,4+4. Déle uvadi hamil-
tonovské kruznice v nékolika nejmensich grafech, ve kterych existuji, tedy Js 1o,
J312, 56, J58, Jo6, o7, Jos, Jrs8 @ Jsg. Rozs$ifenim téchto grafi jednim ze dvou
vyse zminénych zptisobl nalezneme hamiltonovskou kruznici v libovolném grafu
vyjma téch, které splnuji jednu z podminek (7) — (777) ve znéni této véty.

O

V predchozi vété|l|jsme ukazali, Zze na Sachovnicich, které maji lichy pocet poli,
neexistuje uzaviend jezdcova prochézka. Néasledujici véta pochazejici z knihy [20]
Johna J. Watkinse k4, Ze na nékterych z nich existuje alespon oteviena jezdcova
prochazka.

Véta 2. Na kazZdé sachovnici n X n, kde n = 4k + 1 a k je prirozené, existuje
otevrend jezdcova prochazka.

Dikaz.
N S S ICICACHAANST
KTSSSSSIIRRY,
R [ N pkesesistssa s [ 0
R | KNG [0
RO | e | OO | 0
RO | KN | 0| 0
Q10 | X\E=] QO [ QO [ GO
R 1O T ANS | OO | X
QO | XN | Q0 | O
R ANS S SB[ ()
QA TSN Y
AN SIS eSS S NS
PCASRSRIRRRRIRRSN

Obrazek 2.16: Oteviena jezdcova prochazka po Sachovnici (4k + 1) x (4k + 1).

Na obrazku vidime otevienou jezdcovu prochézku po Sachovnici 5 x 5
a jeji rozsiteni na Sachovnici 9 x 9 a 13 x 13. Staci zacit na prostrednim poli,
pokracovat na pole, které je u levého okraje a na druhém radku odspodu sachov-
nice 5 x 5, a dale prochazet Sachovnici po sméru hodinovych rucicek tak dlouho,
dokud se nedostaneme na pole v levém dolnim rohu této Sachovnice. Odtud se
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muzeme posunout o jedno pole dolt a dvé pole doleva a skonc¢ime u levého okraje
a na druhém radku odspodu vétsi sachovnice. Takto se ndm podaii najit otevie-
nou jezdcovu prochazku po libovolné sachovnici n x n, kde n = 4k + 1.

O

2.2 Prochazky ostatnich figur

Kromé jezdcovy prochézky mizeme samoziejmé hledat prochazky i ostatnich
sachovych figur. Najit prochazku krale, damy a véze neni tézké. Navic je kaz-
da prochazka krale zaroven i prochéazkou damy. My zde uvadime takova reseni
(obr. 2.17a}2.17d), kterd maji jednu dalsi zajimavou vlastnost — jsou stfedové
soumérnd podle stfedu Sachovnice (prochiazka véze je také osové soumérna podle
dvou os). Néktera navic tvori uzavienou prochazku.

(a) uzaviend prochdzka krdle (b) oteviend prochdzka kréle
a damy a damy

(c) uzaviend prochizka véze

Obrazek 2.17: Soumérné prochézky dalsich figur.

Uzavtena strelcova prochazka neexistuje, nebot do rohovych poli se lze povole-
nym tahem stfelce dostat jen jednim zptsobem. Stejné tak je jasné, ze nemiizeme
najit strelcovu prochézku po celé sachovnici, protoze se strelec pohybuje pouze
po polich jedné barvy. Mohli bychom vsak tlohu preformulovat: Hledame tako-
vou stielcovu prochézku po polich jedné barvy, ktera pres kazdé pole projede
podél jedné thlopricky maximélné jednou, a navic zacne na poli (1, 1) a skon¢i

18



na poli (8, 8). Prochéazka tedy musi vést po polich ¢erné barvy. Muzeme si ji pro-
hlédnout na obrazku [2.18 Spolu se vSemi tfemi zbylymi feSenimi pochazi z jiz
citované knihy [20] Johna J. Watkinse.

Obréazek 2.18: Oteviena strelcova prochazka.
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3. Nezavislost na sachovnici

V tlohach o nezavislosti figur na sachovnici hleddme maximélni pocet figur,
které muzeme na sachovnici rozmistit tak, aby se zadné dvé neohrozovaly (figura
je na néjakém poli ohrozovana, pokud se jina figura mize na toto pole dostat
jednim povolenym tahem). Bude nés zajimat nejen maximdalni pocet figur, ale
také jejich rozmisténi. V nékterych ptripadech je dokonce mozné urcit pocet vsech
moznosti. Neomezime se pouze na klasickou Ssachovnici 8 x 8, ale budeme uvazo-
vat i dalsi ¢tvercové Ssachovnice. Nejdrive si vSak musime doplnit nékolik dalsich
pojmu z teorie grafti.

Poznamka. Pti hledani poc¢tu moznosti rozmisténi figur zapocitavame vsechna
rozmisténi, ktera nejsou stejna. To znamenad, ze pokud jedno vznikne rotaci nebo
osovou symetrii z druhého, povazujeme tato rozmisténi za rizna a zapocitavame
obé.

Definice 10 (nezavislda mnozina). Mnozinu vrcholi N CV v grafu G = (V, E)
nazveme nezavislou, pokud Zadné dva vrcholy této mnozZiny nejsou spojeny hranou.

Definice 11 (maximdlni nezavisla mnozina). Rekneme, Ze nezdvisld mnoZina
vrcholi N C'V v grafu G = (V, E) je maximalni, jestlize v tomto grafu neezistuje
zZadnd nezdvisld mnoZina s vétsim poctem vrcholi.

Definice 12 (nezavislost grafu). Nezavislost grafu G je rovna poctu vrcholi ma-
zimdlni nezdvislé mnoZiny a znaci se B(G).

Reseni tlohy o nezdvislosti figur na Sachovnici n x n je ekvivalentn{ hled4ni
maximalni nezavislé mnoziny v ptislusném grafu, jehoz konstrukci jsme popsali
v kapitole [I} Maximalni pocet figur, které mtzeme na sachovnici n X n rozmistit,
je roven nezavislosti odpovidajiciho grafu.

3.1 Nezavislost dam

Uloha o nezévislosti dam na Sachovnici 8 x 8 pat¥{ mezi nejzndméjsi dlohy
tohoto typu. V ceské literatute ji najdeme pod heslem problém osmi dam. Poprvé
ji zvefejnil v roce 1848 Max Bezzel [2]. Roku 1850 pak Franz Nauck ve svém
¢lanku [I3] uvedl spravné pocet vSech TeSeni, jak na Sachovnici 8 x 8 umistit
8 nezavislych dam, a navrhl zobecnéni problému na sachovnici n x n. Pocet vsech
Feseni na Sachovnici 8 x 8 nalezl a publikoval ve svém ¢lanku [8] James Whitbread
Lee Glaisher az v roce 1874.

Jednim z nejznaméjsich matematiki, ktefi se problémem osmi dam zabyvali,
byl Carl Friedrich Gauss. Ten prevedl kolem roku 1850 tézsi ¢ast tlohy na jedno-
duché aritmetické cviceni. Nejprve rozmistil ddmy na Sachovnici 8 x 8 tak, aby
v kazdém tadku a sloupci stala praveé jedna dama. Toto rozmisténi zapsal ve formeé
posloupnosti osmi ¢isel. Prvni ¢islo odpovidalo ¢islu radku, ve kterém stala dama
v prvinim sloupci, druhé ¢islo odpovidalo ¢islu radku, ve kterém stala dama ve
druhém sloupci atd. Aby mél Gauss jistotu, ze zadné dvé damy nestoji na jedné
uhlopricce, vyuzil nésledujici vlastnosti soutfadnic poli na jedné thlopticce: Dvé
pole lezi na jedné uhlopricce vedené jihovychodnim smérem préaveé tehdy, kdyz
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je soucet souradnic jednoho pole roven souctu souradnic druhého pole. Dvé pole
lezi na jedné thlopricce vedené jihozapadnim smérem pravé tehdy, kdyz je soucet
souradnic jednoho pole roven souc¢tu souradnic druhého pole, pricemz sloupce
v tomto pripadé c¢islujeme zprava. Postup vyuzijeme v nasledujicim prikladu.
Bylo by zde sice jednodussi pomoci obrazku ovérit, ze zadné dvé ddmy nestoji na
stejné uhlopricce, ale Gaussova metoda se nam bude hodit v dalsim dikazu.

Na obrazku|3.1| vidime osm dam rozmisténych po Sachovnici 8 x 8 tak, ze zadné
dvé nestoji ve stejném sloupci ani na stejném radku. Toto rozmisténi muzeme
zapsat posloupnosti 1 5 8 6 3 7 2 4. Nyni zjistime soucty souradnic poli, na
kterych stoji ddma: 1 +1 =2 5+2=7,84+3=11,6+4 = 10,3+ 5 = §,
7T+6=13,2+7=9a4+48 = 12. Vidime, Ze se vSechny tyto soucty lisi. Podobné
je treba ovérit, zda se lisi soucty soutradnic poli s ddmou v pripadé, ze bychom
sloupce cislovali zprava: 1+8=9,5+7=12,84+6=14,64+5=11,34+4=7,
743 =10,2+2 =4a4+1 = 5.1 tyto soucty se lisi. Zadné dvé ddmy tedy nestoj
na jedné thlopiicce a na obrdzku [3.1] vidime jedno z FeSeni tlohy o nezavislosti
dam na Sachovnici 8 x 8.

Obrézek 3.1: Gaussova metoda ovéreni nezavislosti dam.

Nyni dokazeme vétu, kterd ik, kolik nejvyse dam miizeme umistit na Sa-
chovnici n x n tak, aby se zadné dvé neohrozovaly. Diikaz této véty pochézi
z knihy [21], kterou napsali bratii Isaak Moiseevich Yaglom a Akiva Moiseevich
Yaglom, a jednd se o mirné pozménénou verzi ptivodnich ditkazii pochazejicich
z clanku [14] a [I5] Emila Paulse.

Véta 3. 5(D11) = B(D22) =1, B(Ds3) =2 a pron > 4 plati

B(Dypn) = n.

Diikaz. Pro grafy Dii, Dso a Dss tvrzeni jisté plati. Zaméfime se tedy na
n > 4. Dukaz dale rozdélime na pripady, kdy je n liché a na pripady, kdy je
n sudé, a zkusime najit konkrétni rozestaveni n dam na sachovnici n x n v obou
pripadech.

o nsudé (n = 2k): Prvni ddmu umistime na pole se soufadnicemi (2, 1). Déle
si predstavime, ze posouvame jezdce od tohoto pole vzdy o dvé pole nahoru
a jedno doprava, a na kazdé pole, na které jezdec stoupne, umistime dalsi
damu. Takto se nam podaii umistit damy do prvnich k sloupcii a do kazdého
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radku sudého ¢isla. Postup opakujeme znovu, ale tentokrat zacneme na poli
o soufadnicich (1, £+ 1). Timto zpusobem obsadime zbylé sloupce a radky

lichého ¢isla (obr. [3.2al).

(a) Ssachovnice 10 x 10 (b) Sachovnice 8 x 8

Obrazek 3.2: Rozmisténi dam na Sachovnici n x n (n = 2k).

Nyni ovérime, zda nelezi nékteré dvé damy na jedné thlopri¢ce. Vzhledem
k tomu, jak jsme damy na Sachovnici umistovali, je hned jasné, Ze staci
zkontrolovat pouze thlopticky smétujici jihovychodnim smérem. K tomu
vyuzijeme vysSe popsanou Gaussovu metodu, kterou aplikujeme na r-tou
damu ve skupiné k£ dam na levé casti Ssachovnice a s-tou damu ve skupiné
k dam na pravé ¢asti sachovnice, nebot dvé damy stojici ve stejné skupiné
jisté nestoji na jedné thlopricce. r-t4 dama v prvni skupiné stoji na poli
o soufadnicich (2r, r), s-t4 ddma ve druhé skupiné stoji na poli o sourad-
nicich (2s — 1, k 4+ s). Damy tedy stoji na stejné thlopfic¢ce, pokud plati
rovnost 2r +r = 2s — 1 + k + s. Po upravé dostdvame k = 3(r — s) + 1
a protoze n = 2k, mizeme rovnost dale upravit na n = 6(r — s) + 2. Z toho
vyplyva, ze pokud lze n psat ve tvaru n = 6/ 4+ 2 pro libovolné prirozené [,
pak budou pri popsaném rozmistovani dam nékteré damy stat na jedné
thlopficce (obr. . Na ostatnich sachovnicich metoda funguje.

Pripad n = 61+ 2 vysetiime zvlast: Prvni ddmu umistime na pole se sourad-
nicemi (3, 2). Déle pokracujeme opét tak, Ze si predstavime, Ze posouvame
jezdce od tohoto pole vzdy o dvé pole nahoru a jedno doprava, a na kazdé
pole, na které jezdec stoupne, umistime dal$i damu (obr. . Timto zpi-
sobem se nam podatilo rozmistit £ — 1 dam a vynechali jsme prvni sloupec.
Nyni odstranime ddmu z pole se souradnicemi (n — 3, k — 1) a misto ni
postavime jednu ddmu na pole se soufadnicemi (n — 3, 1) a jednu ddmu na
pole se souradnicemi (1, k—1). Déle oto¢ime Sachovnici o 180° a postup zo-
pakujeme. Timto zpisobem obsadime vsechny sloupce a radky (obr. .
Nyni ovérime, ze zadné dvé damy nestoji na stejné thlopricce. Ovérovani
zacneme provadét pro n — 2 dam na Sachovnici, které jsme umistovali pra-
videlné (tzn. pred nahrazenim damy na poli o soufadnicich (n — 3, k — 1)
a ddmy umisténé na stejném poli pti otoceni Sachovnice). Opét je jasné, ze
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(a) sachovnice 8 x 8 - nahrazovani (b) sachovnice 8 x 8 - kone¢né roz-
dam misténi

Obrazek 3.3: Rozmisténi dam na Sachovnici n x n (n = 61 + 2).

staci zkontrolovat pouze thlopticky smérujici jihovychodnim smérem a za-
merit se na dvojici dam, z nichz jedna je v levé a druha v pravé ¢asti sachov-
nice. r-t4 ddma v prvni skupiné stoji na poli o souradnicich (2r +1, r + 1),
s-t4 dama ve druhé skupiné stoji na poli o souradnicich (2s, k + s). Damy
tedy stoji na stejné ihlopricce, pokud plati rovnost 2r+1+r+1 = 2s+k+s.
Po upravé dostdvame k = 3(r — s) + 2 a protoze n = 2k, muzeme rovnost
déle upravit na n = 6(r — s) +4. Protoze vSak vychézime z predpokladu, ze
n = 6] + 2, znamena to, ze zadné dveé z téchto n — 2 dam nestoji na stejné
uhlopriccee.

Pti nahrazovani zminénych dvou dam obsadime zbylé neobsazené radky
a sloupce. Je ziejmé, ze zadné dvé damy z téchto ¢tyl nestoji na stejné
uhlopricce. Staci tedy zkontrolovat, ze nové umisténé ¢tyri damy nestoji na
stejné uhlopticce s nékterou z diive rozmisténych dam. Nejprve se podivame
na ddmu na poli se soufadnicemi (n — 3, 1) a r-tou ddmu na levé ¢asti
sachovnice. Damy stoji na stejné tthlopricce, pokud plati rovnost n—3+1 =
= 2r+14r+1. Po Upravé dostavame n = 3r+4 a musime overit, zda nekdy
nastane rovnost 6/ + 2(= n) = 3r + 4. Rovnost nastava pouze v piipadé, ze
20— r = %, coz neni mozné, protoze [ i r nabyvaji jen prirozenych hodnot.
Stejné postupujeme v pripadé s-té damy na pravé ¢asti Sachovnice. Damy
stoji na stejné uhlopricce, pokud plati rovnost n—3+1 = 2s+k+s. Protoze
n = 2k, mizeme rovnost upravit a dostavame k = 3s+2, a tedy n = 6s+4.
Protoze vsak vychazime z predpokladu, ze n = 6/ + 2, znamena to, ze ani
v tomto pripadé nestoji dvé damy na stejné thlopticce.

Nyni se podivime na ddmu na poli se souradnicemi (1, & — 1) a r-tou
damu na levé ¢asti Sachovnice. Damy stoji na stejné thlopricce, pokud plati
rovnost 1+ &k —1=2r+1+r+ 1. Protoze n = 2k, muzeme rovnost upra-
vit a dostavame n = 6r + 4. Stejné postupujeme v pripadé s-té damy na
pravé casti Sachovnice. Damy stoji na stejné tthlopticce, pokud plati rovnost
14+ k—1=2s+k+ s. Po tpraveé dostavame 0 = 3s. Protoze vSak vycha-
zime z predpokladu, ze n = 6/ + 2 a s > 0, znamend to, Ze ani v jednom
z téchto dvou pripadt nestoji dvé damy na stejné tthlopricce. Postaveni zby-
Iych dvou dam jiz nemusime kontrolovat, nebot jsme je umistovali stejnym
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zpusobem jako predchozi dvé damy pouze s tim rozdilem, Ze jsme pritom
otocili sachovnici.

Tato metoda rozmistovani dam na sachovnici n x n, kde n = 61 4 2, tedy
funguje a tim je dokoncen dikaz pro sudé n.

e n liché (n = 2k — 1): Pfi obou metodach rozmistovani dam po sachov-
nici n X n, kde n je sudé, zustava neobsazena thlopricka spojujici pole se
soufadnicemi (1, 1) a (n, n). Sta¢i tedy na Sachovnici (n — 1) x (n — 1)
rozmistit damy podle vyse popsanych navodu a po pridani n-tého sloupce
a n-tého fadku umistit zbyvajici n-tou ddmu na pole se soufadnicemi (n, n).
Na obréazku vidime oba typy téchto rozmisténi.

(a) sachovnice 7 x 7 (b) sachovnice 9 x 9

Obrazek 3.4: Rozmisténi dam na Sachovnici n x n (n = 2k — 1).

O

Zatim nebyl nalezen obecny vzorec udavajici poc¢et moznosti rozmisténi maxi-
malniho poc¢tu nezavislych dam na Sachovnici n x n. Pro nékteré hodnoty n jsou
vsak tyto pocty znamy. Pro nékolik nejmensich n jsme je prevzali z internetové
stranky http://oeis.org/A000170 a uvadime je v tabulce

n 1121314516 7]8] 9

pocet Teseni na Sachovnicin xn | 1|4 |8 2] 10 |4 |40 | 92 | 352

Tabulka 3.1: Poc¢et moznosti rozmisténi maximéalniho poc¢tu nezavislych dam na
sachovnici n X n.

Pro zajimavost poznamenejme, ze vsech 92 moznosti rozmisténi osmi dam na
sachovnici 8 x 8 lze ziskat z dvandcti zakladnich Teseni (obr. pomoci otoceni
nebo symetrie podle kazdé ze ¢tyt os. Z kazdého z prvnich jedenécti feseni lze
takto ziskat dalsich sedm feSeni. Posledni feseni je samo o sobé symetrické, a proto
z néj muzeme ziskat pouze t1i dalsi nova reseni.
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Obrazek 3.5: Nezdvislost osmi dam na Sachovnici 8 x 8.

3.2 Nezavislost vézi

Uloha o nezéavislosti vézi je vyrazné jednodussi nez tloha o nezavislosti dam,
protoze nemusime ovérovat, zda nékteré dvé véze nestoji na stejné thlopricce.
Proto je i ur¢eni hodnoty 8(V},,) velmi jednoduché.

Véta 4. Pro kazZdé prirozené n plati
B(Vin) = n.

Diikaz. Pokud umistime dvé véze do jednoho tadku nebo sloupce, pak se tyto
dvé véze ohrozuji. Dostavame tedy nerovnost 3(V;,,) < n. Navic muZeme na Sa-
chovnici n x n umistit véz na kazdé pole thlopricky spojujici nékterda dvé proteéjsi
rohova pole. To je dohromady n nezavislych vézi, a tedy 5(V,.) = n.

O
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Véta 5. Pocet vsech moznosti rozmisténi n nezavislyjch véZi na Sachovnici n X n
jen!.

Diikaz. Reknéme, Ze rozmistujeme véze po Fadcich. V prvnim fadku mame n moz-
nosti, kam véz postavit. Ve druhém radku mame uz jen n — 1 moznosti, nebot
jsme prvni vézi obsadili také jeden sloupec. Takto pokracujeme déle az k posled-
nimu radku, kde zbyva uz jen jedna moznost, kam véz postavit, nebot jsme jiz
obsadili n — 1 sloupcti. Dohromady tedy méame n - (n —1)---2-1 = n! moznosti,
jak rozmistit n nezavislych vézi na Sachovnici n X n.

O

Na obrazku [3.6] vidime vSechna moznd rozmisténi tii nezavislych vézi na sa-
chovnici 3 x 3.

Obrazek 3.6: Nezavislost t1{1 vézi na Sachovnici 3 x 3.

3.3 Nezavislost jezdci

Nasledujici vétu, kterd udava nejvyssi pocet jezdet, které miizeme umistit
na Sachovnici n x n tak, aby se zadni dva neohrozovali, lze dokazat nékolika
riznymi zpusoby. My vyjdeme z dikazu pro sachovnici 8 x 8, ktery uverejnil
Ralph Greenberg [9] a ktery rozsitil na obecné n ve své knize [20] John J. Watkins.

Véta 6. 5(J11) =1, 5(J22) =4 a pron > 3 plati

n?, je-li n sudé,

N

B(Jnn) =
s(n?+1), je-lin liché.

Diikaz. Pro graf Jy; tvrzeni jisté plati. Pro graf Jyo plati, Ze miZeme umistit
jezdce na kazdé pole Ssachovnice, kterou graf reprezentuje, coz jsou dohromady
¢tyti jezdci. Diikaz pro n > 3 rozdélime na vyse uvedené dva pripady.

o nsudé (n = 2k): Pro n = 4 rozdélime sachovnici na dva obdélniky o rozmeé-
rech 2 x 4. Kazdy z téchto obdélnikt mize obsahovat nejvyse ¢tyti nezavislé

26



jezdce, nebot jezdec na kterémkoliv poli takového obdélniku ohrozuje prave
dvé jeho pole; pole, na kterém stoji, a k nému jedno dalsi. Dostavame tedy
nerovnost 3(Jy4) < 8. Pokud navic umistime jezdce na vsechna pole jedné
barvy, nebudou se zadni dva jezdci ohrozovat, nebot ohrozuji pouze pole
odlisné barvy. Takto se nam tedy podafi umistit na Sachovnici osm jezdcii,
coz je hledané maximum pro Sachovnici 4 x 4.

Pro n > 4 vyuzijeme (Schwenkovu) vétu [1} kterd ¥ikd, Ze na kazdé takové
sachovnici n x n existuje uzaviena jezdcova prochazka. Vezmeme-li onu
uzavienou prochazku, pak jezdci museji stat na polich, ktera nenasleduji
tésné po sobé. Minimalné kazdé druhé pole tedy musime vynechat a dosta-
vame nerovnost 5(J,,) < %nz. Navic opét muzeme vyuzit toho, Ze jezdec
ohrozuje pouze pole odlisné barvy. Umisténim jezdcti na vSechna pole jedné
barvy tedy dostaneme %n2 nezavislych jezdct na Sachovnici n x n pro sudé
n > 4.

o nliché (n = 4k+1): Na vsech Ssachovnicich (4k+1) x (4k+ 1) existuje podle
véty [2] oteviend jezdcova prochézka. Na zdkladé stejného argumentu jako
v predchozim odstavei dostdvdme nerovnost 5(J,,) < 3(n* + 1). Protoze
je n liché, je na Sachovnici vice ¢ernych poli. Pokud umistime jezdce na
viechna ¢ernd pole, neohrozuji se a dostévdme rovnost 8(J,,) = (n*+1).

\\[.><&// \\Z><X// ~/ 74/‘
A LA LA
JToKIN /7 >IN /]
Rl Nl B VA VA
= N == N \/&
R Ol N A AV
= N I > s N = G AN
N Nl . VA VA
AT | AR .
A
SN T Nl K
= O N I = < N = G N

Obréazek 3.7: Rozdéleni Sachovnice (4k — 1) x (4k — 1).

o n liché (n = 4k — 1): Sachovnici (4k — 1) x (4k — 1) lze rozdélit celkem na
2(k —1)? obdélnikt o rozmérech 2 x 4, 2(k — 1) obdélnikl o rozmérech 3 x 4
a ¢tverec o rozmérech 3 x 3 (obr. . Kazdé pole v téchto pravotuhelnicich
spojime hranou s pravé jednim polem odpovidajicim néjakému povolenému
tahu. Vidime, Ze na obdélniky o rozmeérech 2 x 4 miizeme rozmistit nejvyse
¢tyti jezdce, na obdélniky o rozmérech 3 x 4 nejvyse Sest jezdcti a na ¢tverec
o rozmeérech 3 x 3 nejvyse pét jezdci. Pro 5(J,,,) tedy dostavame nerovnost
B(Jnn) < 4(2(k—1)*)4+6(2(k—1))+5 = 5((4k—1)?+1). Déle opét plati, ze
pro liché n je na Sachovnici vice ¢ernych poli, a pokud umistime jezdce na
kazdé ¢erné pole, dostdvame rovnost 3(J,,,) = 3((4k—1)2+1) = 5 (n® + 1).

O
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Stejné jako pro damy ani pro jezdce zatim nebyl nalezen obecny vzorec udava-
jici pocet moznosti rozmisténi maximalniho poc¢tu nezavislych jezdcii na Sachov-
nici n x n, ale alespon pro nékteré hodnoty n jsou tyto pocty znamy. Pro néko-
lik nejmensich n jsme je prevzali z internetové stranky http://oeis.org/A244081
a uvadime je v tabulce |3.2]

n 11213[4(5]6[7|8|9]10

pocet Teseni na Sachovnicin xn |1 |12 (6|1 [2[1[2]|1] 2

Tabulka 3.2: Pocet moznosti rozmisténi maximalniho poétu nezavislych jezdct
na sachovnice n X n.

Na obrazku vidime obé feseni na sachovnici 8 x 8.

Obrazek 3.8: 32 nezavislych jezdcii na sachovnici 8 x 8.

3.4 Nezavislost strelcu

Podobné jako v predchozich ptipadech nejprve ukazeme, kolik nejvyse neza-
vislych stfelctt miizeme umistit na Sachovnici n x n. Ditkazy této i nasledujici véty
pochdzi z knihy [21] bratii Yaglomu.

Véta 7. (S11) =1 a pro kazdé prirozené n > 2 plati

B(Snn) =2n — 2.

Diikaz. Pro graf Sy ; tvrzeni jisté plati. Pozornost tedy upfeme na n > 2. Sachov-
nice n X n ma celkem 2n — 1 thlopti¢ek vedenych jednim smérem. Dvé z téchto
uhlopticek jsou tvoreny pouze jednim polem v protéjsich rozich Sachovnice. Tato
dvé pole zaroven lezi na jedné tihlopticce vedené opac¢nym smérem. Proto nemiizou
strelci stat na obou téchto polich a nemohou obsadit vice nez 2n—1—1 thlopricek.
Dostavame tedy nerovnost 3(S,.,) < 2n — 2.

Pokud umistime sttelce na pole o souradnicich (1, 1), (1, 2), ..., (1, n — 1)
a dale na pole o soufadnicich (n, 1), (n, 2), ..., (n, n — 1), Zadni dva stfelci se
neohrozuji a dohromady je na sachovnici n —1+mn—1 = 2n — 2 stielcu (obr. .
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Obrézek 3.9: 14 nezavislych strelcti na Sachovnici 8 x 8.

Proto plati 5(S,,.,) = 2n — 2.
]

Véta 8. Je-li na Sachovnici n X n rozmisteno 2n — 2 nezavislych strelci, pak stoji
vZdy u okraju sachovnice.

Diikaz. Predpokladejme, 7Ze je na Sachovnici n X n rozmisténo 2n — 2 nezavislych
strelcti. Kazdé pole sachovnice ocislujeme podle toho, kolika sttelci je ohrozovano.
Nejvyssim cislem, které se na sachovnici mtze vyskytovat, je ¢islo dvé. Jedno
pole je totiz soucasti nejvyse dvou uhlopricek a na kazdé thlopricce muze stat
je cislo jedna. Kdyby nékteré pole nebylo ohrozovano zadnym strelcem, mohli
bychom na toto pole postavit dalsiho strelce, coz neodpovida predpokladu, ze uz
mame na Sachovnici maximalni pocet 2n — 2 nezavislych strelcti. Na kazdém poli
sachovnice n x n je tedy bud ¢islo jedna, nebo cislo dve.

Nyni ukadzeme, ze poli s ¢islem jedna je nejméné 2n. VSechna pole, na kterych
stoji stfelec, maji jisté ¢islo jedna. Takovych poli je 2n — 2. Navic maji ¢islo jedna
urc¢ité vsechna Ctyti rohova pole a alespon dvé z nich nejsou obsazena strelcem.
Dohromady tedy dostavame nejméné 2n — 2 4+ 2 = 2n poli, na kterych je ¢islo
jedna.

Oznacme S soucet vsech ¢isel na Sachovnici. Tento soucet mtizeme odhadnout
shora nasledujicim zpusobem:

S<1-2n+2-(n*—2n) = (2n—2)n.

Stielec na libovolném krajnim poli Sachovnice ohrozuje presné n poli. Jedno-
duse miizeme nahlédnout, ze strelec, ktery stoji na stejné thlopticce, ale mimo
okraj Ssachovnice, ohrozuje nejméné n + 2 poli. Oznac¢me a pocet stielcid mimo
okraje Sachovnice a b pocet stielci u jejich okraji. Protoze je a + b = 2n — 2,
plati nerovnost:

S>b+aln+2)=(a+bn+2a=(2n—2)n+ 2a.
Celkové tedy dostavame odhad pro S:
(2n —2)n+2a < S < (2n —2)n.
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To ovsem znamena, ze a musi byt rovno nule, a vsichni strelci tedy stoji u okraja
sachovnice.

O

Nésledujici véta tika, kolik existuje moznosti umisténi maximalniho poctu
nezavislych stfelci na Sachovnici n x n. Jeji dikaz najdeme v knize [4] Henryho
Ernesta Dudeneyho.

Véta 9. Pron > 2 je pocet vsech moznosti rozmisténi 2n — 2 nezdvislych strelci
na sachovnici n X n roven 2™.

Diikaz. Pro n = 2 je tvrzeni jasné. Pro n > 2 vyuZijeme minulé véty [§, diky
které vime, ze strelci stoji pouze na okrajich Sachovnice. Jestlize stfelce umistime
do jednoho rohového pole, v protéjsim rohu uz strelec stat nemuze. Pokud sttelec
v jednom rohu nestoji, musi jisté stat v protéjsim rohu. Podobné plati, Zze pokud
umistime stielce do nejvyssiho radku na pole o souradnicich (n, k), pak na polich
u pravého a levého okraje se souradnicemi (k, n) a (n — k + 1, 1) stielci nestoji,
nebof jsou tato pole stfelcem ohrozovana. Navic je jiz jasné, zZe v nejnizsim radku
na poli o soutadnicich (1, n — k + 1) stielec stoji, protoze jedind dalsi krajni pole,
ze kterych lze pole (1, n — k + 1) ohrozit, jsou dvé pravé zminéna pole u pravého
a levého okraje, a ta jsou prazdné (obr. |3.10]).

Obrézek 3.10: Ohrozovani krajnich poli stfelci na Sachovnici 8 x 8.

Pokud naopak neumistime stielce do nejvyssiho radku na pole o souradni-
cich (n, k), pak na polich u levého a pravého okraje se souradnicemi (n—k+1, 1)
a (k, n) stfelci stoji a v nejnizsim radku na poli o souradnicich (1, n — k + 1)
stfelec nestoji.

Na kazdém poli nejvyssiho radku sachovnice se tedy mizeme rozhodnout, zda
na néj postavime strelce. U kazdého takového pole mame dvé moznosti a v jednom
radku je dohromady n poli. To je dohromady 2" moznosti. Rozmisténi strelcti na
zbyvajicich krajnich polich je jiz jednozna¢né urceno.

O
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Na zavér této casti uvadime vSechny moznosti, jak rozmistit ¢tyfi stielce na

Sachovnici 3 x 3 (obr. [3.11]).

Obrézek 3.11: Nezavislost ¢tyt strelcti na Sachovnici 3 x 3.

3.5 Nezavislost krala
Dtikaz nasledujici véty, ktera tika, kolik nejvyse nezavislych krali mizeme
umistit na Sachovnici n x n, pochézi opét z knihy [21] bratii Yaglomt.

Véta 10. Pro kazdé prirozené n plati
1 2 . . /
B (fn) , je-li n sudé,
1 2 . . . g
(i(n + 1)) , je-lin liché.

Diikaz. Pro n = 1 je tvrzeni jasné. Ostatni hodnoty n rozdélime stejné jako
ve znéni véty na sudé a liché. V obou pripadech vsak vyuzijeme toho, ze do
¢tverce 2 X 2 lze umistit nejvyse jednoho nezavislého krale.

- 2
e n sudé: Sachovnici n X n lze rozdélit na (%n) ¢tvercu 2 x 2. Proto plati
2

jednom krali na stejnou pozici (napf. do levého dolniho rohu), jsou tito

2
nerovnost B(K,,) < (ln) . Pokud navic do téchto ¢tvercti umistime po

2
kralové nezavisli (obr. [3.12a)). Dostavame tedy rovnost 8(K,,) = (%n) :

e n liché, n > 1: Jestlize je n liché, znamena to, ze n — 1 je sudé. Na sa-
chovnici (n — 1) x (n — 1) proto umistime kréle stejnym zpusobem, ktery
jsme popsali vyse. Takto rozmistime (%(n — 1))2 kralia. Dale pridame zby-
vajici n-ty radek a n-ty sloupec a rozdélime je na jeden spoleény ctve-
rec 1 x 1 v rohu Sachovnice a n — 1 obdélnikit 2 x 1 (obr. [3.12D]). Vyuzijeme
toho, ze do obdélniku 2 x 1 lze umistit nejvyse jednoho nezavislého krale
a umistime kréle do levého pole vSech obdélniki v n-tém radku a do spod-
niho pole vSech obdélniki v n-tém sloupci. Navic postavime krale na pole
se soufadnicemi (n, n). Dohromady tedy dostavame rovnost (K, ,) =

= (A -1)) + -1 +in-D+1=(3n+1) .
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Obrazek 3.12: Nezavislost kralu na Sachovnici n X n.

0

Také pro krale plati, Zze zatim nebyl nalezen obecny vzorec udéavajici pocet
moznosti rozmisténi maximalniho poc¢tu nezavislych kraltt na sachovnici n x n,
ale alespon pro nékteré hodnoty n jsou tyto pocty znamy. Pro nékolik nejmen-
sich n jsme je prevzali z internetové stranky http://oeis.org/A193580 a uvadime
je v tabulce |3.3

n 11213415 6 |7 8

pocet Teseni na Sachovnicin xn | 1[4 |1 |79 | 1] 3600 |1/ 281571

Tabulka 3.3: Po¢et moznosti rozmisténi maximalniho po¢tu nezavislych kral na
Sachovnici n X n.
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4. Dominance na sachovnici

V tlohach o dominanci figur na Sachovnici hleddme minimalni pocet figur pre-
depsaného typu, které musime na Sachovnici rozmistit tak, aby pokryvaly vsechna
jeji pole (pole Sachovnice je pokryto, pokud se na néj muze néjaka figura dostat
jednim povolenym tahem nebo na ném piimo stoji). Podobné jako v kapitole
nas bude zajimat minimalni potfebny pocet figur, jejich rozmisténi, pripadné po-
¢et moznosti. Opét budeme uvazovat nejen klasickou Ssachovnici 8 x 8, ale i dalsi
¢tvercové Ssachovnice.

Pozndmka. Pri hledani poctu feSeni opét zapocitavame vsSechna reSeni, ktera
nejsou stejna. Pro pripomenuti to znamen4, ze pokud jedno feseni vznikne rotaci
nebo osovou symetrii z druhého, povazujeme tato reSeni za rizna a zapocitavame
obé.

Podobné jako v ptredchozich kapitolach si nejprve vysvétlime nékolik dalsich
pojmil z teorie grafli, které budeme pouzivat.

Definice 13 (dominujici mnozina). Mnozinu vrcholi D C'V v grafu G = (V, E)
nazveme dominujici, pokud kazdy vrchol z V\D je spojen hranou s nékterym vr-
cholem z D.

Definice 14 (minimalni dominujici mnozina). Rekneme, Ze dominujici mnoZina
vrcholi D C'V v grafu G = (V, E) je minimdlni, jestlize v tomto grafu neezistuje
zZadnd dominujici mnoZina s mensim poctem prvki.

Definice 15 (dominance grafu). Dominance grafu G je rovna poctu prokid mini-
malni dominujici mnoziny a znaci se y(G).

Reseni tlohy o dominanci figur na Sachovnici n x n je ekvivalentni hledan{
minimalni dominujici mnoziny v ptislusném grafu, jehoz konstrukci jsme popsali
v kapitole [T} Minimalni pocet figur, které musime na Sachovnici n X n rozmistit
tak, aby pokryvaly vSechna jeji neobsazena pole, je roven dominanci grafu.

4.1 Dominance vézi

Uloha o dominanci vézi na Sachovnici n X n patii mezi prvni tlohy tohoto
typu, které ¢tenaiim predstavili ve svém dile [21] bratii Yaglomové. Jejich feSeni
si zde nyni ukazeme.

Véta 11. Pro sachouvnici n X n plati
Y(Von) = n.

Diikaz. Pokud rozmistime na Sachovnici n X n méné nez n vézi, znamena to,
ze urité existuje alespon jeden fadek (oznac¢me ho napft. k), ve kterém zadna
véZ nestoji. Stejné tak existuje alespon jeden sloupec (napft. [), ve kterém zadna
véz nestoji. Pokud vsak nestoji zadna véz v fadku k a ve sloupci [, pak pole se
souradnicemi (k, ) neni zadnou vézi pokryto, a neni proto pokryta celd Sachov-
nice n X n. Abychom tedy pokryli celou Sachovnici n x n, musime na ni rozestavit
alespon n vézi.
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Pokud postavime n vézi do jednoho radku nebo sloupce, pokryji tyto véze
celou sachovnici n x n.

O

Véta 12. Pocet zpusobu, jak sachovnici n X n pokryt n veZemi, je 2n"™ — n!.

Diikaz. 'V dikazu véty [L1] jsme ukéazali, ze pokud nestoji zddna véz v radku k
ani ve sloupci [, pak neni pokryto pole se souradnicemi (k, [). To znamen4, Ze
aby byla pokryta cela Sachovnice n x n, musi v kazdém tadku nebo v kazdém
sloupci stat véz. Radkd je dohromady n a v kazdém z nich mame n moznosti,
kam véz postavit. To je dohromady n-n---n-n = n" moznosti, jak umistit véze
tak, aby v kazdém radku stala jedna. Pocet moznosti, kam postavit véze tak, aby
v kazdém sloupci byla jedna, je stejny. Dohromady tedy dostavame n" +n" = 2n"
moznosti takovych rozmisténi vézi, kde v kazdém radku nebo v kazdém sloupci
stoji jedna.

Od tohoto ¢isla vsak musime odecist ta rozmisténi, kterd zapocitavame dva-
krat, tj. pripady, kdy stoji jedna véz zaroven v kazdém tadku i v kazdém sloupci.
Takovych pripadu je n!. V prvnim fadku mame totiz n moznosti, kam véz posta-
vit, ve druhém mame jen n — 1 moznosti, kam véz postavit, nebot jeden sloupec
je jiz obsazeny. Takto bychom mohli pokracovat dal, az dojdeme k poslednimu
radku, ve kterém mame jen jednu moznost, kam véz postavit. Dohromady tedy
mame n(n—1)(n—2)---2-1 = n! moznosti. Tento vysledek musime od predcho-
ziho odecist a dostavame konecny vysledek 2n™ — n!.

OJ

Na nésledujicim obrazku uvadime dvé moZnosti z celkovych 2 - 8% — 8! =
= 33514112, jak rozmistit 8 vézi na Sachovnici 8 x 8 tak, aby ji celou pokryvaly.

(a) véz v kazdém radku (b) véz v kazdém radku i sloupci

Obrazek 4.1: Dominance vézi na Sachovnici 8 X 8.

4.2 Dominance kralu

John J. Watkins v knize [20] piSe, ze je dominance kralt prekvapivé jednodu-
cha, a dokonce nudn4, coz demonstruje na ditkazu hodnoty dominance grafu K, ,,.
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Abychom se o jeji jednoduchosti presvedcili i my, ukazeme si Watkinstv dikaz
v mirné upravené formeé.

Véta 13. Pro sachovnici n X n plati

Y(Knn) = VL ; 2J2,

kde |x| znaci dolni celou édst cisla x.

Diikaz. V obrazku4.2]je na Sachovnici 7x 7, 8 x 8 a 9 x 9 oznaceno 9 poli, z nichz
zaddné dvé neni schopen pokryt pouze jeden kral.

(a) sachovnice 7 x 7 (b) Ssachovnice 8 x 8 (c) Ssachovnice 9 x 9

Obrazek 4.2: Dikaz dominance kralu.

Podobné lze postupovat i na sachovnicich jinych rozmért. Pro libovolné pri-
rozené ¢islo k za¢neme na sachovnicich typu (3k —2) x (3k —2) na poli (1, 1), na
sachovnicich typu (3k—1)x(3k—1) na poli (2, 1) a na sachovnicich typu (3k)x (3k)
na poli (2, 2) a mezi kazdymi dvéma oznac¢enymi poli nechdme dvé neoznacena
pole ve vodorovném i svislém sméru. Zadna dvé takto oznacena pole neni scho-
pen pokryt pouze jeden kral. To znamenad, Zze k pokryti Sachovnic potfebujeme
nejméneé tolik krali, kolik je oznacenych poli. Na Sachovnicich vSech tii zminénych
typt je tento pocet roven hodnoté k2. U prvniho typu Sachovnic je n = 3k — 2,
a tedy k? = (”T*Q)Z U druhého typu sachovnic je n = 3k — 1, a tedy k? = ("TH)Z

2
U tietiho typu sachovnic je n = 3k, a tedy k% = (g) . Souhrnné tedy muzeme

napsat, ze je k pokryti libovolné Sachovnice n X n potieba alespor ["THJQ kralu.
Jestlize na Ssachovnici n x n umistime krale na vsechna pole oznacena zpiu-
sobem, ktery jsme popsali v predchozim odstavci, pak pokryji celou sachovnici.

Pocet téchto kralt odpovidd poctu oznacenych poli a téch je L"T*zf
O

V dostupné literature zatim neexistuje odhad poc¢tu moznosti umisténi domi-
nujicich kral na sachovnici n xn. Na zavér této ¢asti tedy na obrazku alespon
uvadime dvé moznosti, jak rozmistit 9 kralti na Sachovnici 8 x 8 tak, aby ji celou
pokryvali.

35



Obrazek 4.3: Dominance kralt na Sachovnici 8 x 8.

4.3 Dominance strelcu

Zactneme opét vétou, kterd rikd, jaka je hodnota dominance strelci pro Sa-
chovnici n x n. Jeji diukaz pochdzi z jiz citované knihy [21] bratii Yaglomu.

Véta 14. Pro sachovnici n X n plati
V(Snn) = n.

Diikaz. Jak jsme uvedli v kapitole [I] stfelec se muze pohybovat pouze po thlo-
prickach. Protoze je kazdé uhlopricka tvorena poli jedné barvy, znamena to, Ze se
kazdy strelec mtize pohybovat po polich pouze jedné barvy. Pti feSeni dominance
stfelci na Sachovnici n X n proto postupujeme tak, ze tlohu fesime zvlast pro
cerna a zvlast pro bila pole. Predstavme si nyni, Ze se Sachovnice otoci o 45°
doprava, odstrani se vSechna pole napt. ¢erné barvy (obr. a zbyla pole se
slozi k sobé (obr. . Potom se sttelci pohybuji vodorovné a svisle misto po
diagonalach a jejich pohyb po takto upravené sachovnici tedy odpovidad pohybu
VEZI.

Q&
QOO
QOO
OO0

OO0
OO
OO

(a) pole bilé barvy (b) sloZeni bilych poli

Obrazek 4.4: Otoceni a slozeni bilych poli sachovnice 8 x 8.
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Protoze se pro n liché lisi pocet ¢ernych a bilych poli na Sachovnici n x n, je
tfeba feseni dale rozdélit na pripad, kdy je n sudé, a na pripad, kdy je n liché.

e n sudé: Otocenim a slozenim poli jedné barvy Ssachovnice n x n vznika ne-
pravidelny utvar, ktery ve svém stredu obsahuje obdélnik (g) X (% + 1).
Na jeho pokryti potrebujeme jisté alespon § veézi. Na pokryti ptivodniho
neoto¢eného ttvaru je tedy zapotrebi stejny pocet strelcu (jiz jsme uvedli,
ze pohyb strelcti po této upravené sachovnici odpovidéd pohybu vézi, proto
je odhad pro oba typy figur stejny). Pocet ¢ernych poli je v tomto pripadé
stejny jako pocet bilych poli. Proto k jejich pokryti potifebujeme také ale-
spoli 3 stielcii. Dohromady tedy na pokryt{ Ssachovnice n X n potiebujeme
alespon 5 + § = n stielcu.

Na obrézcich a ukazujeme dvé moznosti rozmisténi sttelctt domi-
nujicich Ssachovnici 8 x 8. Pokud na ostatnich ¢tvercovych sachovnicich n xn,
kde n je sudé, postupujeme stejné a umistime jednoho strelce do kazdého
pole sloupce s ¢islem § nebo do kazdého pole sloupce s cislem 7 + 1, bude
jimi pokryta celd sachovnice. K pokryti sachovnice n X n ndm proto staci
nejvyse n strelci.

n

(¢) Sachovnice 7 x 7

Obrazek 4.5: Dominance strelctl.

Pro n sudé jsme dokazali, Ze je k pokryti Sachovnice n x n potieba prave
n strelcd.

e n liché: Pro n = 1 tvrzeni jisté plati. Zamérime se tedy na n > 3. Jestlize
je m liché, mizeme je zapsat ve formé n = 2k + 1 pro néjaké prirozené
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¢islo k. Déle vime, Ze pole se soufadnicemi (1, 1) ma ¢ernou barvu, takze
bude ¢ernych poli pro n liché vzdy o jedno vice nez bilych poli.

Otocenim a slozenim poli ¢erné barvy (obr. a vznikd utvar ob-
sahujici ve svém stredu ¢tverec k x k, na jehoz pokryti potrebujeme urcité
alespon k veézi, a tedy i stejny pocet stfelcti. Otocenim a slozenim poli
bilé barvy (obr. a vznika utvar obsahujici ve svém stredu ctve-
rec (k+1) x (k+1), na jehoz pokryti potfebujeme urcité alespon k+ 1 vézi,
a tedy i stejny pocet stielcii. Dohromady tedy na pokryti sachovnice n x n
potiebujeme alespon k + (k + 1) = 2k + 1 stfelci.

(a) pole ¢erné barvy (b) sloZeni ¢ernych poli

(c) pole bilé barvy (d) sloZeni bilych
poli

Obrazek 4.6: Otoceni a slozeni poli Ssachovnice 7 x 7.

Jestlize umistime jednoho strelce do kazdého pole sloupce s Cislem &k + 1,
bude jimi pokryta celd Sachovnice (na obrazku vidime pokryti sachov-
nice 7 x 7). K pokryti sachovnice n x n ndm proto stac¢i nejvyse n stielcu.

Pro n liché jsme dokézali, Ze je k pokryti Sachovnice n x n potieba prave
n strelcd.

Bez ohledu na to, zda bylo n liché nebo sudé, jsme dokézali, ze v(S,.,) = n.
0

Nyni ukazeme, jaky je podle [20] pocet vSech moznosti rozmisténi strelci
pokryvajicich sachovnici 8 x 8.
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Véta 15. Pocet vsech zpisobi, jak Sachovnici 8 X 8 pokryt pomoci osmi strelci,
je 108% = 11 664.

Diikaz. Postupujeme podobné jako v ditkazu predchozi véty . Sachovnici 8 x 8
rozdélime na dvé c¢asti podle barvy poli, kazdou z téchto ¢asti oto¢ime a slozime
pole jedné barvy zpét k sobé.

Obrazek 4.7: Otocena a slozend pole Sachovnice 8 x 8.

V obrazku[4.7] kde jsou takto upravend bild pole Sachovnice, je navic vyznacen
oranzovy obdélnik 4 x 3. Dale si opét miizeme predstavit, ze na takto upravenou
sachovnici rozmistujeme Ctyri véze misto ¢tyt stielci tak, aby ji dominovaly. Pocet
rozmisténi staci urc¢it pouze pro pole jedné barvy. Pro pole druhé barvy bude jejich
pocet stejny.

Vsimnéme si nejprve, ze v kazdém ze tii sloupcii uprostied obrazce musi stat
jedna veéz. Kazdy z téchto sloupct se totiz sklada z vice nez ¢ty poli, a proto jej
nelze pokryt ¢tyfmi vézemi umisténymi mimo tento sloupec. Ze stejného divodu
plati, ze v kazdém ze Ctyr radkt uprostred obrazce musi stat jedna véz. Naopak
plati, ze pokud kazdy ze zminénych tii sloupcii a ¢tyr radka obsahuje jednu véz,
jsou pokryta vsechna pole obrazce.

Mame dvé moznosti, jak takového rozmisténi docilit:

e VSechny c¢tyti véze stoji v prostiednich tfech sloupcich: Pokud stoji ¢tyfti
véze ve trech sloupcich, musi v jednom sloupci samozrejmé stat dvé véze.
Mame 3 moznosti vybéru takového sloupce a v ném déle (3) = %3 = 6 moz-
nosti vybéru konkrétnich dvou poli. Dalsi dvé véze je treba rozmistit do
zbylych dvou sloupcti a zbylych dvou radki, coz 1ze udélat pouze 2! = 2 zpu-
soby. Dohromady tedy dostavame 3-6-2 = 36 zptisobi, jak rozmistit vSechny

¢tyti véze do prostrednich tii sloupcti.

o Jedna véz stoji mimo prostredni tii sloupce: Pocet poli mimo prostredni t¥i
sloupce je roven dvanacti, to znamena, ze mame 12 moznosti, kam umistit
tuto jednu véz. Po umisténi této véze je treba dalsi véze rozmistit do zby-
vajicich tf1 neobsazenych radkt, coz lze udélat 3! = 6 zptsoby. Dohromady
tedy dostavame 12 -6 = 72 zpusobi, jak umistit jednu véz mimo prostiedni
tTi sloupce a zbylé tii véze do téchto sloupci.
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Zjistili jsme, Ze existuje 36 + 72 = 108 moznosti, jak rozmistit 4 véze na Sa-
chovnici tak, aby dominovaly vSem bilym polim. Stejné tak je tedy 108 moznosti,
jak rozmistit 4 véze tak, aby dominovaly vSem c¢ernym polim. Protoze na sobé
tato rozmisténi nezavisi, mizeme spocitat pocet vsech rozmisténi vézi dominuji-
cich celé Sachovnici jako 1082 = 11 664.

O

Diikaz nésledujici véty jiz uvadét nebudeme. K nahlédnuti je ve vysSe citované
knize [21].

Véta 16. Je-li n > 2, pak pocet zpisobu, jak Sachovnici n X n pokriyt strelci, je:

2
pro n = 4k: (7(%)!(;“1)) ;

3 2
e pron =4k + 1: (zk)!(zk)!16k+241;—+11k+17
o pron =4k +2: ((2k)!(4k> + 5k + 2))”,

e pron =4k +3: (2k + 1)!(2k)!(16k* + 56k> + 67k* + 33k + 6).

4.4 Dominance dam

Zatim se pro sachovnici nxn nepodarilo zjistit, jaka je pfesnd hodnota y(D,, ).
Jsou znamy pouze hodnoty dominanci pro mald prirozena ¢isla n. Déle existuji
véty, které tuto hodnotu odhaduji shora a zdola. Diikaz nasledujici véty pochéazi
z ¢lanku [3] Ernesta J. Cockaynea, ten vSak za jejtho autora oznacuje L. Welche.

Véta 17. Pro sachovnicin xn, kden =3m +1r, 0 <r < 3, plati

Y(Dpn) <2m+r.

Diikaz.  Sachovnici 3m x 3m rozdélime na devét étverct m x m a rozmistime
m dam do levého horniho ¢tverce a m dam do pravého dolniho ¢tverce tak, aby
pokryvaly celou Sachovnici. Na jeji pokryti tedy potiebujeme m + m = 2m dam.
Na obrézku[4.8a] vidime rozdéleni a pokryti Ssachovnice 15 x 15, v obecném piipadé
postupujeme podle stejného schématu.

Sachovnice (3m + 1) x (3m + 1) m4 oproti Sachovnici 3m x 3m o jeden ¥4-
dek a sloupec vice. Tento Fadek a sloupec lze pokryt jednou dalsi damou tak,
ze ji umistime na pole se soufadnicemi (3m + 1, 3m + 1). Na pokryti sachov-
nice (3m~+1)x (3m+1) ndm tedy stacf m+m+1 = 2m~+1 dam (obr. [4.8b|pro speci-
alni pripad sachovnice 16 x 16). Podobné ma sachovnice (3m+2) x (3m+2) oproti
sachovnici (3m 4+ 1) x (3m + 1) o jeden fadek a sloupec vice a ty lze opét pokryt
jednou dalsi ddmou tak, ze ji umistime na pole se soutadnicemi (3m + 2, 3m +2).
Na pokryti sachovnice (3m+2) x (3m—+2) proto sta¢i m+m+1+1 = 2m+2 dam
(obr. pro specialni pripad sachovnice 17 x 17).

OJ
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(c) sachovnice 17 x 17
Obrazek 4.8: Dominance dam.
Také dikaz nésledujici véty je prevzat z jiz citovaného clanku [3]. Dikaz

obecnéjsitho tvrzeni pro obdélnikové Sachovnice byl vsak publikovan jiz drive
v ¢lanku Vijaye Raghavana a Shankara M. Venkatesana.

Véta 18. Pro sachovnici n X n plati

Dukacz.

e 1 < n < 3: Naobrazcich vidime, zZe Sachovnice o velikostech 1
2 x 2a3 x 3lze pokryt jednou ddmou. Protoze 1 > % > % >
véta pron =1, n =2 an = 3 plati.

x 1,
1-1

2

e n > 3: Predpokladejme, Ze je na Sachovnici n X n rozmistény minimalni
pocet dam tak, Ze je celd pokryta. Oznacme si tento pocet (D) = 7.
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(a) 1x1 (b) 2x2 (c)3x3

Obrézek 4.9: Dominance dam na nejmensich Sachovnicich.

Nejprve dokazeme, ze v < n — 2. Jestlize na libovolnou Sachovnici n x n
umistime ddmu na kazdé pole thlopticky spojujici pole (1, 1) a (n, n) kromé
poli (1, 1) a (3, 3), pak je pokryta celd Sachovnice (obr. pro specialni
pripad n = 6) a bylo potfeba maximalné n — 2 dam. MtuzZeme proto pred-
pokladat, ze v < n — 2. Potom existuji urc¢ité alespon dva fadky a alespon
dva sloupce, ve kterych nestoji zadnd dama. Oznacme a ¢islo prazdného
sloupce umisténého nejvice vlevo, b cislo prazdného sloupce umisténého
nejvice vpravo, ¢ ¢islo prazdného radku umisténého nejvice dole a d ¢islo
prazdného radku umisténého nejvice nahore (obr. . Dale predpokla-
dejme, ze b — a > d — c¢. Pokud by tomu tak nebylo, mtuzeme Sachovnici
otocit o 90°.

Obrézek 4.10: Dominance dam na Sachovnici 6 X 6.

Oznaéme M mnozinu sklddajici se z b — a na sebe navazujicich poli ve
sloupci a zacinajicich na poli se soutadnicemi (¢, a) a pokracujicich svisle
nahoru a dale z b — a na sebe navazujicich poli ve sloupci b zac¢inajicich na
poli se souradnicemi (¢, b) a pokracujicich svisle nahoru (Sedd pole v ob-
razku [1.11). Pokud na Sachovnici nad poli (¢, a) a (c, b) neni dostatek
mista, oznacime prosté odshora v prislusnych sloupcich b — a poli. Protoze
je b —a > d — ¢, pokryva mnozina M jisté vSechna pole ve sloupcich a
a b mezi fadky ¢ a d a pole se souradnicemi (¢, a) a (¢, b). Dale vime, ze
mnozina M obsahuje pfesné 2(b — a) poli.

Kazdy z radkt pod a nad mnozinou M obsahuje ddmu. Pouze v pripadé,
ze b—a = d — ¢, se muze stat, ze ma prvni radek nad M cislo d a damu
neobsahuje, vSechny dalsi radky jiz ano. V kazdém pripadé tedy vime, ze
pod a nad mnozinou M se nachézi asponi n — (b—a) — 1 dam. Kazda z nich
pokryva nejvyse dvé pole mnoziny M (kazdé na jiné thlopticce), nebot
mnozina M ma s libovolnou uhloprickou na Sachovnici spoleéné nejvyse
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a b

Obréazek 4.11: Oznaceni prazdnych radki a sloupcii; vyznaceni mnoziny M.

jedno pole.

Kazd4a ze zbyvajicich v — (n — (b — a) — 1) dam umisténych na Sachovnici
ve zbylych tadcich pokryva nejvyse ¢tyri pole z mnoziny M. Proto plati
nerovnost 2(n — (b—a) — 1) +4(y — (n — (b —a) — 1)) > 2(b — a), nebot
vsechna pole mnoziny M musi byt pokryta. Nerovnost upravime:

2ln—((b—-a)—1)4+4(y=(n—(b—a)—1)) > 2(b—a)
2n —2b+2a—24+4y—4dn+4b—4a+4 > 2b—2a
—2n+2b—2a+2+4y > 2b—2a
4y > 2n—2
v > n—1
- 2

Dokézali jsme tedy, Ze pro libovolné n plati ”T_l < v =79(Dnn).

O

Véta [18| poskytuje dolni odhad dominace (D, ). Nabizi se prirozend otdzka,
za jakych okolnosti je tento odhad optimalni. Dmitry Finozhenok a William
D. Weakley ve svém ¢lanku [5] dokdzali, Ze rovnost (D) = "5+ nastdva jen
pron =3 an = 11. V ostatnich pripadech tedy odhad z véty [1§ neni optimalni.

Pro hodnoty 7(Dpn), kde n =3m +1r a 0 < r < 3, ziskdvame z vét (17 a

nésledujici odhady (uvddime pro nékolik nejmensich n):
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o 3 <y(Dyq) <3
o 2< y(Ds5) <4
. % < Y(Dgg) < 4
¢ 3<v(Dr7) <5
e 7 <7(Dsg) <6

Pfesné hodnoty v(D,,,) jsou alespon pro nékterd n také znamé. Nalezneme je
naptiklad na internetové strance http://oeis.org/A075458 a nékolik z nich uva-
dime v nasledujici tabulce 4.1}

n | 11234567 ]8]9]10

yDu) 11123345515

n 1111213 |14 | 15|16 |17 | 18 | 19
YDppn) | 516 7181919191910

Tabulka 4.1: Minimélni pocet dam potfebnych na pokryti Sachovnice n X n.
Pron =1, n =2 an =3 jsou pfesné hodnoty v(D, ) zdivodnény v dukazu
véty . Pro n = 4 dostavime nerovnost v(Dg4) > 4;1 = % Protoze v(Dy4)
oznacuje pocet dam na Sachovnici, mize nabyvat pouze prirozenych hodnot. To
znamena, ze muzeme nerovnost upravit na tvar y(Dy 4) > 2. Podobné je y(Dgg) >
> % = 2 a po tpravé y(Dgg) > 3. Jak uvidime niZe, pro obé tyto hodnoty
najdeme na prislusnych sachovnicich reseni.

Obréazek 4.12: Céastetné pokryti sachovnice 5 x 5 jednou damou.

Pro n = 5 dostavame nerovnost y(Ds5) > % = 2. Na obrazku vsak
vidime vsSech Sest moznosti umisténi jedné damy na Sachovnici (kazda dalsi by
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vznikla z téchto Sesti rotaci nebo symetrif), krizky oznacuji pokryta pole. Na prvni
pohled je vidét, ze pridanim jedné damy se nepodafi pokryt vsechna zbyvajici pole
sachovnice. Nize vSak ukazujeme, ze se tfemi damami to uz neni problém. Dalsi
hodnoty v(D,, ) jiz odivodnovat nebudeme; nékteré z nich byly nalezeny (ruc¢né
nebo na podcitaci) zkousenim vSech moznosti a neni zndmo zadné elegantnéjsi
reseni.

Na zavér uvadime na obrézcich ukazky pokryti Sachovnice 4 x 4,
5x5,6x6,7x7a8x 8 nejmensim moznym poctem dam.

(a) sachovnice 4 x 4  (b) Sachovnice 5 x 5 (c) Sachovnice 6 x 6

(d) sachovnice 7 x 7 (e) sachovnice 8 x 8

Obréazek 4.13: Dominance dam na vétsich Sachovnicich.

4.5 Dominance jezdcu

Podobné jako pro damy ani pro jezdce neni znam obecny vzorec udéavajici
minimalni pocet jezdcti potfebnych na pokryti Sachovnice n x n. Pro nékteré hod-
noty n jsou vsak tyto pocty znamy. Nalezneme je naptiklad na internetové strance
http://oeis.org/A006075| a nékolik z nich uvddime v nésledujici tabulce [4.2]
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n |1 ]2 3,45 |6|7]8]9/10

Y Jpm) | 1| 4| 4| 4|5 |8[10[12]14]16

n 1111213 |14 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20

V(Jnm) |21 124 |28 | 32|36 |40 | 46 | 52 | 57 | 62

Tabulka 4.2: Minimalni pocet jezdct potfebnych na pokryti Sachovnice n x n.

Déle uvadime ukazky konkrétnich feseni na Ssachovnici o rozmérech 3 x 3, 4 x4,
5x5,6x6,7x7a8x8 (obr.4d.14alH4.141).

(a) 3x3 (b) sachovnice 4 x 4 (c) Sachovnice 5 x 5 (d) sachovnice 6 x 6

(e) sachovnice 7 x 7 (f) sachovnice 8 x 8

Obrézek 4.14: Dominance jezdct.

4.6 Vztah dominance a nezavislosti

Na zavér celé kapitoly jesté uvedeme jeden zajimavy vztah tykajici se neza-
vislosti a dominance. Pro kazdy graf G plati nerovnost

1(G) < B(G).

Jestlize najdeme maximalni nezavislou mnozinu vrcholi v grafu G, pak je
tato mnozina jisté dominujici. Pokud by dominujici nebyla, existoval by vrchol
v grafu G, ktery by nebyl spojen s zadnym vrcholem z nezavislé mnoziny a ani by
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sam nebyl jeji soucasti. Takovy vrchol bychom tedy mohli do nezavislé mnoziny
pridat a zvétsit tak pocet jejich vrcholi. To je vSak spor s tvrzenim, Ze pocet
vrcholit pivodni nezavislé mnoziny byl maximéalni.

Ukazali jsme, Ze kazdd maximalni nezavisla mnozina je zaroven dominujici.
Nyni se pokusime zjistit, zda také naopak plati, Zze kazda miniméalni dominujici
mnozina je nezavisla.

Toto tvrzeni muzeme podobné jako John J. Watkins v knize [20] jednoduse
vyvratit piikladem dam na Sachovnici 4 x 4. Na obrazku vidime dvé ddmy,
které pokryvaji celou Ssachovnici 4 x 4, ale nejsou nezavislé. Pokud figury premis-
time a priddme k nim tfeti (obr. , pak pokryvaji celou sachovnici a jsou
i nezavislé. Netvori vSsak maximalni nezavislou mnozinu. Tu dostaneme az opé-
tovnym premisténim figur a priddnim ¢tvrté damy (obr. . Tyto tivahy nas
motivuji k definici dalstho pojmu z teorie grafii.

(a) minimalni domi- (b) dominujici a ne- (¢) dominujici a ma-
nujici mnozina zavisla mnozina ximalni nezavisla
mnozina

Obrazek 4.15: Dominance a nezéavislost dam na Sachovnici 4 x 4.

Definice 16 (nezdvisld dominance grafu). Nezdvisld dominance grafu G je rovna
poctu vrcholi nejmensi nezdvislé a dominugjici mnoziny a znaci se i(G).

V tuto chvili je jasné, ze pro libovolny graf G plati nerovnost

1(G) <i(G) < B(G).

Na obréazku napriklad vidime, ze y(Dy4) = 2, i(Ds4) = 3 a B(Dy4) = 4.
Zajimava je vSak predevsim otazka, pro které grafy G plati rovnost

1) = i(G).

Ve Watkinsové, jiz nékolikrat citované, knize [20] se doc¢teme, ze pro grafy V,, .,
Snon & K, tato rovnost plati pro libovolné n. Véze staci umistit na jednu z dh-
lopficek spojujicich proté&jsi rohova pole (obr. . Stielce postavime do vSech
poli prostredniho sloupce nebo fadku v ptipadé, Ze je n liché (obr. . Pokud
je n sudé, vybereme si jeden ze dvou prostrednich sloupcti nebo radki a opét za-
plnime vsechna jeho pole (obr. @ . 'V pripadé kralti mizeme vyuzit rozmisténi
popsané v dikazu véty [13] (obr. 4.16d)).
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(a) 8 vézi na Sachovnici 8 x 8  (b) 7 stielctt na Sachovnici 7x 7

(c) 8 strelct na Sachovnici 8 x 8 (d) 9 kréld na Sachovnici 8 x 8

Obrazek 4.16: Ukazky pripadu, kdy v(G) = i(G).

Jak jsme jiz ukazali vyse, rovnost (D, ,) = i(Dyn) obecné neplati. Kromé
uvedeného prikladu, kdy n = 4, jsou vSsak znamé pouze dvé dalsi hodnoty n, pro
které rovnost neplati, a to jen =6 an = 12.

Posledni figura, kterou jsme zatim v souvislosti s porovnanim hodnot domi-
nance grafu a nezavislé dominance grafu nezminili, je jezdec. O ném jsme vsak
schopni Fict pouze to, ze pro vSechny hodnoty n € {1,...,10} kromén =7an =8
nastava rovnost y(J, ) = i(J, ). Ukdzky rozmisténi jezdct na sachovnici n X n,

kde rovnost nastéva, vidime na obrézcich 4.14d) a ddle na obrdzku [£.17]
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(a) 1x1 (b) 2x 2 (c) sachovnice 9 x 9

(d) Sachovnice 10 x 10

Obrézek 4.17: Ukazky ptipadd, kdy v(Jnn) = i(Jpnn)-
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Z.aver

Matematické tlohy inspirované sachem jsou velmi oblibené nejen mezi mate-
matiky a Sachisty, ale diky velkému mnozstvi popularné naucné literatury, ktera
se tomuto tématu vénuje, se tlohy dostaly do povédomi Sirsi verejnosti. Velkou
zasluhu na tom ma napt. Martin Gardner, jehoz préci [6] jsme jiz citovali ve druhé
kapitole zamétrené na jezdcovu prochazku. Neékolik dalsich autorii se nespokojilo
s hledanim jezdcovy prochazky pouze na obdélnikovych Sachovnicich v roviné.
Kelley Seibel se ve své praci [18] zabyva jezdcovymi prochdzkami po valci a anu-
loidu, John J. Watkins k nim ve své knize [20] pfidava prochazky po Kleinové
lahvi a Mobiové pasce. Podobné se daji rozsitit tlohy o nezavislosti a dominanci
figur. Liam H. Harris, Stephanie Perkins, Paul A. Rauch a Sian K. Jones [10]
dokéazali najit hodnoty nezavislosti stielcii na valci, Mobiové pasce, anuloidu,
Kleinové 1dhvi a na plasti krychle. Martin Gardner v dalsi ze svych knih [7] uka-
zuje, jak lze umistit na sachovnici osm figur (kréle, damu, dva sttelce, dva jezdce
a dvé véze) tak, aby ohrozovaly nejmensi mozny pocet poli nebo naopak, aby
ohrozovaly nejvétsi mozny pocet poli.
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