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nost do néjaké parametrické rodiny. Zakladni idea je pouzit lokalné linearni regresi
na kvadrat rezidui. Takovy odhad méa pak vysokou minimax eficienci a je adap-
tivni k neznamé regresni funkci. Nicméné pii praktickém pouziti mize nabyvat
zapornych hodnot, coz pro odhad rozptylu nedava smysl. Proto Xu a Phillips
predstavili novy odhad rozptylu, ktery je asymptoticky ekvivalentni lokalné li-
nearnimu odhadu rozptylu pro vnitini body a zaroven ma zarucenu nezapornost.
My jsme navic srovnali asymptotiku obou odhadt pro hrani¢ni body a prokazali
podstatné lepsi chovani lokalné linearniho odhadu v téchto bodech. To nas mo-
tivovalo k predstaveni modifikace lokalné linedrniho odhadu, kterd zarucuje jeho
nezapornost. Na zavér jsme srovnali vSechny zminéné odhady v simula¢ni studii.
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Abstract: This thesis is focused on local polynomial smoothers of the conditio-
nal variance function in a heteroscedastic nonparametric regression model. Both
mean and variance functions are assumed to be smooth, but neither is assumed
to be in a parametric family. The basic idea is to apply a local linear regression to
squared residuals. This method, as we have shown, has high minimax efficiency
and it is fully adaptive to the unknown conditional mean function. However, the
local linear estimator may give negative values in finite samples which makes
variance estimation impossible. Hence Xu and Phillips proposed a new variance
estimator that is asymptotically equivalent to the local linear estimator for inte-
rior points but is guaranteed to be non-negative. We also established asymptotic
results of both estimators for boundary points and proved better asymptotic be-
havior of the local linear estimator. That motivated us to propose a modification
of the local linear estimator that guarantees non-negativity. Finally, simulations
are conducted to evaluate the finite sample performances of the mentioned esti-
mators.
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Uvod

V dnesni dobé mame k dispozici obrovské mnozstvi dat, ktera lze chapat jako
realizace nahodnych veli¢in. Abychom z téchto dat dokazali vytézit maximum
informaci, je tfeba zkoumat zavislosti mezi jednotlivymi veli¢inami. Nyni ptichazi
na fadu regresni statistickd analyza. Umozinuje nam v datech hledat rtizné trendy,
periodicity nebo dokonce predpovidat budouci realizace.

Budeme pfedpokladat, Ze nami vysvétlovana nahodna veli¢ina lze rozdélit
na deterministickou ¢ast (reprezentovanou regresni funkci) a ndhodnou slozku,
u které predpokladame nulovou stfedni hodnotu. Déle rozlisujeme dvé situace,
budto predpokladdme konstantni rozptyl ndhodné slozky (jednd se o tzv. homos-
kedasticky model), a nebo ho modelujeme pomoci rozptylové funkce. Nas bude
zajimat predevsim druhy pripad, ktery mé vyznamné uplatnéni ve financich, ne-
bot rozptylem mtZeme charakterizovat riziko a je nezbytné jej umét spravné
odhadnout.

Regresni analyzu d€lime na parametrickou a neparametrickou. Parametricka
regrese je Castéji pouzivana, ale je nutné a priori znat charakter regresni funkce.
Nejznaméjsim piikladem je linearni regrese, kdy vysvétlovanou proménnou mo-
delujeme jako linedarni kombinaci predem znamych funkci a odhadujeme k nim
prislusné koeficienty. V pripadé, ze charakter regresni funkce dopfedu nezname,
je vhodnéjsi pouzit nékterou z metod neparametrické regrese. Nehrozi nespravna
specifikace modelu a z toho plynouci vysoké vychyleni odhadu. V této praci se
zaméfime predevsim na metody jadrové neparametrické regrese pro odhad roz-
ptylové funkce.

Diplomovéa préce je rozdélena do dvou kapitol. Prvni kapitola se zabyva od-
hady regresni funkce, uvede nas do problematiky jadrovych odhadt a predevsim se
zameéti na lokalné linedrni odhad a jeho asymptotické vlastnosti. Polozi teoreticky
zaklad pro druhou kapitolu. Mimo jiné také nastini moznosti volby vyhlazovaciho
parametru.

Druhé kapitola se zabyva odhady rozptylové funkce. Jedna se o stézejni kapi-
tolu, nebot cilem celé prace je predlozit ¢tenari co mozné nejlepsi jadrovy odhad
rozptylové funkce. Prezentujeme v ni odhady zalozené na reziduich a srovnavame
jejich asymptotické vlastnosti. Kviili absenci asymptotickych vysledki v hranic-
nich bodech si sami zformulujeme a dokazeme vétu o podminéném asymptotickém
vychyleni a rozptylu v téchto bodech pro uvedené odhady. Na zavér srovname
prezentované odhady na simulovanych datech.

Diplomova prace je napsana v systému EIEX a na praktické vypocty pouzi-
vame program R Core Team (2015)). VSechny naprogramované funkce jsou sou-
c¢asti prilozeného CD.



1. Odhady regresni funkce

1.1 Formulace modelu

V celé této praci budeme uvazovat nasledujici model
}/t = m(Xt) + O'(Xt)Et, (11)

kde {(X;,Y:),t = 1,...,n} je dvoudimenzionalni striktné stacionarni ndhodny pro-
ces a {¢,t = 1,...,n} je ndhodné slozka splijici E [¢,|X;] = 0, var[e|X;] = 1.
Dale m(x) = E[Y;|X; = z] je regresni funkce a o*(x) = var[Y;|X; = x| rozpty-
lovd funkce. Hustotu X ozna¢me fx. Pozdéji budeme na tento model klast dalsi
predpoklady.

Model nazveme parametrickym regresnim modelem, pokud a priori predpo-
kladame, Ze regresni funkce m nalezi do parametrické rodiny {g(z,0) : 0 € ©},
kde g(-,-) je pfedem dana funkce a © je podmnozina R*, k fixni a nezéavislé na
n. Potom odhad funkce m(-) je ekvivalentni odhadu kone¢né rozmérného para-
metru 0. My vSak a priori Zddnou informaci o m(-) nemame, budeme se tedy
zabyvat neparametrickym regresnim modelem. Model dale nazveme homoskedas-
tickym, je-li rozptylova funkce o?(-) konstantni, v opa¢ném piipadé jej nazveme
heteroskedastickym.

Cilem této prace je srovnani rtiznych odhadt o?(-), a to jak teoreticky, po-
rovnanim asymptotického chovani, tak pomoci simula¢nich studii. Jak by takovy
odhad mohl vypadat? Z rozkladu o%(z) = E[YV?|X; = x] — m?*(x) dostavame
primocary odhad

Ga(x) = o(x) — {m()}, (1.2)

kde m(z) a o(z) jsou po fadé odhady m(x) av(x) = E (V2| X; = z). Nicméné stéle
nevime, jak bychom takové odhady mohli neparametricky ziskat. Proto se dale
zamérime na tzv. lokdlné polynomické odhady, nejprve vsak definujeme zakladni

pojmy.

1.2 Zakladni pojmy

Definice 1. Odhad 1, (x) funkce m(x) nazveme linedrnim neparametrickym od-
hadem, jestlize mizZe byt zapsan ve tvaru

i=1
kde vihy Wy (z) = Wyi(z, Xy, ..., X,) zdvisi pouze na n,i,x a na hodnotdch
X1, X,

Odhadovat regresni funkci lokalné ndm umozni tzv. jddrova funkce.

Definice 2. Necht funkce K : R — [0, 00] je integrovatelnd a spliiuje
[ K(u)du =1, a K(—u) = K(u) pro vechna u, pak ji nazjvime jadro nebo
jadrovd funkce.



Priklady klasickych jadrovych funkei:
a) Trojthelnikové jadro K(x) = (1 — |z|) Ijjz <y

(
(b) Rovnomérné jadro K(z) = I[|m|<1

)
)
(¢) Epanechnikovo jadro K(z) = 2(1 — 2?) Ijjz<1]
(d) Biweight jadro K (z) = £2(1 — 22)* |z <y

)

(e) Triweight jadro K(x) = 33(1 — 2%)* Ijjp <y

(f) Gaussovo jadro K(z) = \/%7 exp (_§>

Pozndmka. Symbolem K rozumime

Kn(z) = %K (%) , kde h>0.

< =
ey .
T T T T T
-10 -05 00 10
x

(a) Trojuhelnikové jadro (b) Rovnomérné jadro (c) Epanechnikovo jadro

(d) Biweight jadro (e) Triweight jadro (f) Gaussovo jadro

Obrazek 1.1: Piiklady jadrovych funkci

1.3 Lokalné polynomicka regrese

V této podkapitole pfiblizime metody lokadlné polynomické regrese. Cerpdme
z Fan a Gijbels (1996). Lokalné polynomickéd regrese ma fadu vyhod. Funguje
dobfte jak pro ndhodny, tak i pro pevny design, jak pro rovnomérné rozdélené re-
gresory, tak i pro rozdéleni s velkymi shluky. Navic lokalné polynomické odhady
s lichym stupném p, na rozdil od jinych metod, netrpi tzv. hranicnimi efekty,
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tedy 1rad vychyleni a rozptylu je stejny jak pro tzv. vnitrni, tak i pro tzv. hra-
nicni body. To bylo empiricky doloZeno uz v ¢lanku Tibshirani a Hastie| (1987)
pro lokalné linearni odhad. Z vypocetniho hlediska je vyhodou také jejich jed-
noduchost. Rad operacni slozitosti algoritmti lokalné polynomického vyhlazovani
(jsou-li spravné naprogramovany) je linearni, jak bylo ukazano ve |Fan a Marron
(1994). A v neposledni fadé maji lokalné polynomiélni odhady velmi dobrou efi-
cienci. Jak ukazeme pozdéji, lokalné linedrni odhad je dokonce v urcitém smyslu
asymptoticky eficientni mezi linearnimi odhady.

Predpokladejme, ze m je p-krat diferencovatelna na okoli bodu x, pak mtizeme
aproximovat m(X;) Taylorovym polynomem stupné p se stfedem v bodé z:

m(X;) =m(x) +m'(x)(X; — z) + %(':U)(Xz — o) 4.+

Oznacime nejprve:

, =0, B(@) = (Bo(), ..., Pp()).

Pomoci vazené metody nejmensich ¢tverci, kde funkci vahy plni néjaka jadrova
funkce K, odhadujeme B(x) nasledovné:

n

B(z) = arg min S [V — by — bi(Xi —x) — ... — by(X; — 2)"P K (Xih— x) ,

kde posloupnost hy, je tzv. vyhlazovaci parametr a spliuje 0 < h,, — 0, nh, — oo,
pro n — 0o. Odhadem regresni funkce m(z) tedy je 1, () = fo(z). Miize se ndm
hodit i maticovy zapis 3(z), oznacme:

1 (Xy—2) ... (Xy—a)

1 (Xp—2) ... (Xo—2)

y=M,....Y,)" a Ky, (2) = diag, ;<. { K, (X; — )}, pak miiZeme psét

~

B(w) = arg min (y — X,(x)b)" Kn, (2)(y — X,(z)b)

beRp+1

a pomoci teorie nejmensich ¢tvercti dostavame

A

() = Fo(r) = e1 (X, (1) Kn, (1) X, (2)) 7' X, (2) Kn, (2)y,
kde el = (1,0,0,...,0). Déle ozna¢me:
m = (m(X1),...,m(Xu))", 1, = (M(X1),. .., 0. (X,)7,

pak m, = S,;,y, kde S, je tzv. vyhlazovaci matice lokalné polynomialni
regrese stupné p s vyhlazovacim parametrem h,,, tj.:

(Spiha )i = €1 (X (Xi) K, (X3) X, (X3)) 7 X (Xi) K, (Xo)e;.

Lokalné polynomialni regrese s sebou prinasi dalsi volby, které musime ucinit.
Ptedevsim je to volba vyhlazovaciho parametru, kterd hraje zasadni roli. Prilis
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velky vyhlazovaci parametr zptisobi, ze do odhadu zahrneme prili§ vzdalena po-
zorovani, v dusledku ¢ehoz se zvysi vychyleni odhadu. Takovou situaci nazyvame
prehlazenim odhadu. Podminénym vychylenim odhadu myslime:

bias[riv, (2)| X = E [iha(2)) — m(2)| X) = E [ihn ()| X] - m(x).

Naopak prilis maly vyhlazovaci parametr zptisobi, Ze do odhadu budou zahrnuta
jen nejblizsi pozorovani, tedy vychyleni se snizi, ale na tkor rostouciho rozptylu.
Takovou situaci nazyvame podhlazeni odhadu. Vyhlazovacimu parametru se vé-
nuje sekce

Dale je tteba zvolit stupen polynomické regrese. To nam c¢astecné usnadni
asymptotické vysledky z |Fan a Gijbels| (1996):

Op(h2™), p=2k+1,
OP(hfL-i_Q)? b= 2]{,

! ) , P= /{Z, k € No.
nhy,

Tedy prechod z p = 2k 4+ 1 na p + 1 snizuje fad podminéného asymptotic-
kého vychyleni. Dale je patrné, Ze stupen polynomické regrese nema vliv na rad
podminéného asymptotického rozptylu, nicméné jeho konstantni ¢len se zvysuje
pfi prechodu z p = 2k + 1 na p + 1, jak je ukdzano ve [Fan a Gijbels (1995).
Naopak pii prechodu z p = 2k na p+ 1 se konstantni ¢len podminéného asympto-
tického rozptylu neméni, neméni se ani fd&d podminéného asymptotického vy-
chyleni, nicméné v dtsledku parametru navic se naskyta prilezitost k redukci
jeho konstantniho ¢lenu (zejména v hrani¢nich bodech). Tohle mizeme naptiklad
nahlédnout srovnanim asymptotického vychyleni lokélné konstantniho a lokalné
linedrniho odhadu. Navic odhady se sudym stupném polynomické regrese dosa-
huji nizsi eficience. Proto se doporucuje lichy stupen. Protoze vsak neexistuje
zadné obecné srovnani lokalné polynomialnich modeli lichych stupni, mtizeme
v literatufe (napt. (Fan a Gijbels, [1996))) nalézt algoritmy na volbu stupnt poly-
nomialni regrese. Pfipomenme vsak, ze komplexnost modelu regulujeme i volbou
vyhlazovaciho parametru, proto Fan a Gijbels doporucuji pouzit nejnizsi liché
stupné, tedy p = 1 nebo vyjimecné p = 3.

Do tfetice je tieba zvolit jadrovou funkci. Vliv této volby na kvalitu odhadu
je ziejmé nejmensi, jak je ukdzano v ¢lanku Bowman a Azzalini (1997). Nicméné
autofi ¢lanku [Fan a kol (1995) dokazali, ze Epanechnikova jadrova funkce mi-
nimalizuje podminénou asymptotickou stfedni ¢tvercovou chybu polynomialniho
odhadu lichého stupné (za pouZiti asymptotického lokalné optimélniho vyhla-
zovaciho parametru) mezi v8emi nezdpornymi, symetrickymi, Lipschitzovskymi
spojitymi funkcemi. Epanechnikova jadrova funkce je tedy ve zminéném smyslu
optiméalni pro lokalné polynomickou regresi. Naopak nevyhodou muze byt, ze uz
jeji treti derivace je identicky rovna nule, proto se v nékterych aplikacich dava
prednost napf. Gaussové jadrové funkcei, kterd ma nekone¢né mnoho (nenulovych)
derivaci.

bias[m,, (z)| X] = {

var[i, ()| X] = Op (

1.3.1 Nadaraya-Watsontiv odhad

Jiz v roce 1964 navrhli Nadaraya a Watson, oba nezavisle na sobé v ¢lan-
cich Nadaraya, (1964) a|Watson| (1964)), lokalné konstantni odhad regresni funkce.
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Tedy, jedna se o lokalné polynomialni regresi stupné p = 0, tj.:

fo(a) = arg i nl[i—bo]zK( 1) - ZYWNW = (@), (13)

bo€R <
kde
Wi (z) = K(X;L_;;)_ , (1.4)
> K(5)
jestlize

EZ;K (th: x) > 0. (1.5)

Vsimnéme si, ze >, WYW(z) = 1. Vyhodou miiZe byt, ze Nadaraya-Watsontiv
odhad (dale jen NW odhad) vzdy lezi v rozmezi minimalni a maximalni pozoro-
vané odezvy a je velmi snadny na implementaci.

1.3.2 Lokalné linearni odhad

Idea lokalné linearniho odhadu (déle jen LL odhadu) byla poprvé prezentovana
v ¢lanku [Stone| (1977) pro rovnomérné jadro a studovana v ¢lanku (Cleveland
(1979). Jedna se o lokalné polynomidlni regresi stupné p = 1, tj.:

n
A~

X, —=x
= i Y; — by — by (X; — 2)2K [ = ,
f(x) = arg nin, i:l[ 0 — bi(X; — )] ( " >

mEE (x Z Y;WEE (z (1.6)
kde
e K (50) [Sn () — 528,41 (2)]
LL _ nhy hn n, hnp n 1 1.
kde

1 <& X.—z\ /X, — 2\
S ;= EjK : : . 1=0,1,2. 1.8

Opét si mizeme lehce oveétit, ze >, W/kE(z) = 1. Vahy LL odhadu déle spliiuji:

n

> (X — )W () =0, (1.9)

=1



Vlastnost (1.9 je povazovana za klicovou pro redukei vychyleni odhadu, nebot
diky ni vychyleni LL odhadu nezévisi na prvni derivaci regresni funkce m(-).
Miizeme to nahlédnout z vyjadieni podminéného vychyleni:

bias[m (z)| X] = E | ZwaL X]—m(z) = (m(X;) — m(z)) Wi (x),
i=1
(1.10)
pokud navic udélame Taylorav rozvoj pro m(X;) v bodé x, prvni derivace regresni
funkce m(-) nebude ve vychyleni lokélné linedrniho odhadu obsazena.

Lokalné linearni odhad patii k nejoblibenéjsim neparametrickym odhadtm
predevsim kvili jeho skvélym asymptotickym vlastnostem. Protoze z néj vycha-
zeji i metody pro odhad rozptylové funkce, kterymi se budeme zabyvat pozdéji,
popiseme v nasledujicich podkapitolach jeho asymptotické vlastnosti podrobné;ji.
K tomu budeme potfebovat, aby pro model (1.1)) platily navic néasledujici pod-
minky:

(a) (X1,Y1),...,(X,,Ys) jsou ii.d. vektory z populace (X,Y).

(b) Vektor (X,Y) ma spojitou nezndmou hustotu f(,-).

Asymptotika LL odhadu

Asymptotikou odhadu myslime automaticky nepodminénou asymptotiku.
Z Fan a Gijbels| (1996) (§ 6.2.2) plyne, ze LL odhad je (za urcitych pfedpokladii)
asymptoticky norméalni a plati:

bias[mL (zg)] = %hi ( / w? K (u) du) m” (z0) + o(h2),

var[i (zo)] = 02(9[}2 ég;é? L (L> :

Eficience LL odhadu

Vétsina neparametrickych odhad regresni funkce je vazenym primérem odez-
vy, tedy spliiuje definici[1|linearniho odhadu. Patii sem NW odhad, LL odhad, ale
také napt. vyhlazovaci spliny. Abychom dokazali odpovédét na otazku, jak si vede
LL odhad vic¢i ostatnim linedrnim odhadim a také vici libovolnym odhadim
regresni funkce, budeme studovat tzv. minimaz risk. Ukdzeme, ze LL odhad ma
vysokou minimax eficienci, mezi linedrnimi odhady dokonce 100%.

Definice 3. Je-li F' neparametrickd trida hustot obsahujici nezndmou hustotu f
vektoru (X,Y), definujeme mazimalni riziko odhadu m,(xo) pres vSechny hustoty
z F' jako

(Mg, F') = sup MSE¢[m,,(x¢)] = sup E ¢[m,(zo) — m(xo)]Q,
fer feF

kde E ¢ znaci stredni hodnotu vzhledem k hustoté f.

Pro vypocet maximalniho rizika odhadu m,(zq) vyuzivime znamého vztahu
pro stiedni ¢tvercovou chybu:

MSE][1i,, (20)] = var[i, (20)] + (bias[ri, (z)])* .

8



Definice 4. Minimax risk pres vsechny hustoty z I definujeme jako

R, (F) = inf sup MSE [, (x0)] = inf r(m,, F).

Mn fef

Definice 5. Kladnou posloupnost {a,}>2 | konvergujici k nule, nazveme optimdlni
rad konvergence odhadi vzhledem k F', jestlize existuji C < co a ¢ > 0 tak, Ze:

limsupa,?R,(F) < C, liminfa, *R,(F)>c.

n—00 n—oo

Definice 6. Odhad m}, nazveme odhadem s optimalnim 7ddem konvergence vzhle-
dem k F', jestliZe plati

r(mi, F) < Ca?,
kde {a,}2, je optimdlni 7ad konvergence vzhledem k F' a C' < oo je konstanta.

Véta 1. Necht plati podminky[(a) a a necht jadrovad funkce K(-) je omezend,
spojita a splnuge:

/u2K(u)du%0, /uQT’K(u)du<oo, r=1,2,...

a necht h, = dn=", kde d, B jsou konstanty d > 0,0 < 3 < 1. Pak

r(mEl, Lo) = sup MSE [k (z0)] < (1.11)
e
1 > B[ K*u)du 1
< - 4 2 2K —J "\ 4 -
< 4hnC {/u (u) du} + b, +o0 (hn + nhn) ,
(1.12)

kde C,C*, B,b, c,a jsou kladné konstanty a

Ly ={f(") s Im(x) — m(wo) — m/ (o) (2 — wo)| < Clw — 20)*/2, Im(w0)] < C"}
N{f(0) 1 0%(x) < B, fx(wo) 2 b, | fx(2) — fx(y)] < el —y|*}

Dikaz. Ve Fan| (1993).
O
Pozndamky ke tridé hustot L.

e Prvni podminka omezuje shora m”(x), tieti podminka () a ¢tvrtd pod-
minka omezuje fx(z¢) pro zménu zdola, tedy t¥ida hustot je formulovana
tak, aby ndm umoznila shora odhadnout r(mZ%, L,). Lipschitzovska pod-
minka na fx(-) je pfidédna pouze z technickych divodu.

e Naopak tfida hustot Lo neomezuje m’(xg). Pokud vychyleni odhadu 7, (x¢)
zavisi na m’(xg), pak stfedni ¢tvercova chyba odhadu 7, (x) je neomezena
vzhledem k Ly, tedy r(m,, L£2) = oc.

Nyni ukdZeme, ze mLL(xq) je odhadem s optimalnim f4dem konvergence vzhle-

dem k L,. Ve |Stone (1980) je ukazéno, ze optimélni fad konvergence vzhledem
k L, je n2/5. Tedy, ze

R,(Ly) = inf sup E [, (z0) — m(xo)]* < n~4°.

Mn feLo



Podle definice [6] chceme ukézat, ze

r(m{;L, Ly) = sup Ef[mﬁL(xo) — m(xo)]2 < Ln_4/5,
fEL2

kde {n=2/5}22, je optimalni fad konvergence a L < oo je né&jakéa konstanta.
Minimalizujeme-li ((1.12)), dostdvame optimélni volbu vyhlazovaciho parametru
a jadrové funkce:

158 \'° 3
hn70 = (bCQn) 5 K0($) = 4_1(1 — $2) I[|x\§1] . (1.13)

Dosazenim do (1.12)) dostavame
3 B\"°
r(mkt, L) = sup MSE [, (z0)] < 157 1/°C%/5 (_) (1+ o(1)) < Ln~/5,
fela 4 bn

pro vhodné L < oo a dostatecné velké n. Tedy mLi*(z) je odhad s optimalnim
rfadem konvergence.

Definice 7. Eficienci odhadu m} (xy) vzhledem k Lo definujeme jako

of [ (0)] = ( Ro(Ls) ] m(xo)]2>5/4'

sup er, E ¢l (o)

Pokud ezistuje limita ef[1’(xo)], n — oo, tak ji nazgvame asymptotickd eficience

odhadu m; (xo) vzhledem k Ls.

Eficience (resp. asymptoticka eficience) znaci, kolik procent dostupnych dat
odhad vyuziva. Jinym slovy, odhad m(x¢) na vzorku dat velikosti n funguje
stejné dobfe (ve smyslu maximalniho rizika odhadu) jako 100% eficientni odhad
na vzorku dat velikosti n * e f[mm* (xo)].

Pokud vychyleni odhadu 7, (zg) zavisi na m/(zq) (napf. Nadaraya-Watsontiv
odhad), pak

P (1, La) = 00 = efliin(x0)] = 0, (1.14)

tedy odhad m,,(x¢) méa 0% eficienci vzhledem k L.
Nyni formulujeme vétu o asymptotické eficienci LL odhadu.

Véta 2. Necht plati podminky a pak md LL odhad asymptotickou eficienci
vzhledem k Lo nejméné 76,0 %, tj.:

Rn(£2>

SUpjer, E plmgt(wo) —m(wo)]

4/5
S > 0,760 + o(1).

Diikaz. Ve Fan| (1993).

OJ
LL odhad vyuziva (asymptoticky) nejméné 76,0 % dostupnych dat. Nyni ukaze-
me, ze mezi linearnimi odhady (viz definice (1)) je dokonce 100% asymptoticky
eficientni.
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Definice 8. Minimaz risk linedrnich odhadi pres vsechny hustoty z F' definujeme
jako

RE(F)= inf supE[im,(x0) — m(zo)]*

mplinearni feF

Véta 3. Necht plati podminky a pak je LL odhad 100% asymptoticky
eficientni mezi linedrnimi odhady vzhledem k Lo, tj.:

Ry (L)

SUPfer, E gt (wo) —m(wo)]

5 > 1,n—o0.

Diikaz. Ve Fan| (1993).

O
7 véty 3] mimo jiné plyne, Ze optimalni ¥ad konvergence vzhledem k Lo mezi
linearnimi odhady je opét n=2/5, tedy ze:

Rﬁ(ﬁg) = n_4/5.

Podminéna asymptotika LL odhadu

Podminime-li (nejen) LL odhad ndhodnym vektorem X, miZe byt snazsi do-
pocitat jeho asymptotické vychyleni a rozptyl. Nyni zformulujeme podminénou
asymptotiku LL odhadu pro vnitini body.

Véta 4. Necht plati podminka K md omezeny nosi¢ a necht fx(zo) >0 a
Ix (), m"(:) a o*(-) jsou spojité na okoli xo. Pak plati:

bias[in - ()| X] = %hi ( / V2K () du> m” (o) + op(h2),

L B o?(xo) [ K?(u) du ) 1
varlm,” (zo)| X] = Frlzo)nhn +op (nhn> ;

2

MSE[ L (20)| X = ihi {m”(mo) / 2K () du)] +

o?(zo) [ K*(u) du 1
T fxlaonb, T (hfl * W) |

Diikaz. Ve Fan a Gijbels (1996)).

Podminéna asymptotika LL odhadu v hrani¢nich bodech

M4-li jadrova funkce K omezeny nosi¢ [—sg, so], vyuzivad LL odhad mLE(x)
pouze pozorovani z intervalu [xg — sohy,, o + Sohy,|. Navic nosi¢ hustoty fx(-) ne-
musi byt vzdy neomezeny. Pravé naopak, v piipadé praktickych aplikaci ma fx ()
vzdy omezeny nosi¢, bez ijmy na obecnosti predpokladejme [0, 1]. Pak ovSem LL
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odhad pro body xy € H,, := [0, sohy,) U (1 — sohy, 1] nemtize vyuzit pozorovani
ze stejné velkého a symetrického okoli jako pro body xy € V,, := [Sohn, 1 — Sohu].
Samoziejmé pro libovolny bod zy € (0,1) mizeme najit dostatecné velké n € N
tak, ze [To — Sohn, To + Sohs] C [0,1]. V praxi ovSem neméme neomezeny pocet
pozorovani a tzv. hranicéni oblast H, tvoii zhruba (2s¢h,) * 100 % datového roz-
sahu.

Mluvime-li o asymptotice v hraniénich bodech intervalu [0, 1], myslime tim
vzdy v posloupnosti bodu z,, = ch,, (levé hrani¢ni body) nebo z,, = 1—ch,, (pravé
hrani¢ni body) pro néjakou konstantu 0 < ¢ < 1. Asymptotikou ve vnitinim bodé
intervalu [0, 1] myslime v libovolném pevném bodé x € (0, 1). Naopak pro pevné
n € N nazveme xq hrani¢nim bodem intervalu [0, 1], jestlize xy € H,,, a vnitinim
bodem intervalu [0, 1], jestlize zq € V.

Nyni zformulujeme podminénou asymptotiku LL odhadu v hrani¢nich bodech.

Véta 5. Necht plati podminka[(a), fx(-) md nosic¢ [0,1] a K(-) md omezeny nosi¢
[—50, 0] @ ¢ je konstanta splriujici ¢ < sq.

(a) Ddle necht fx(-), m"(-) a o*(-) jsou zprava spojité v bodé 0, pak plati:
2

bias[mEE (ch, )| X] = h2 05 (€) + op(h2),

a?(0+) 1
hn)| X _—
varicHeho)| X] = of )2 T on (),
2 —H1,eH3,c S22 (2 c—up1,e)2 K2 (u) du 0o
(e — Shtthe () = SOt O 1 ()

(b) Dile necht fx(-) am”(:) a o*(+) jsou zleva spojité v bodé 1, pak plati:
2

h
bias[mEL(1 — ch,)| X] = ?”m”(l—)bg(c) + op(h?),

o?(1-) 1
1—ch, )| X —_—
warliek (1 = cho)| X) = o (070 o (nh) ,
V2C_Z, V3o JE o (vae—uv )2 K?%(u) du
bg(c) - ﬁ’ g(c) - (iQ,cVO,clfl/ic)2 o f UJK

Diikaz. Ve Fan a Gijbels (1992).

Poznamky k vété[J:

e Véta plati i pokud mé K (-) neomezeny nosi¢, staci predpokladat navic, ze
limsup,_, ., |K(u)u’| < oo.

e Intuitivné bychom ocekavali, ze asymptotické chovani LL odhadu nebude
zalezet na tom, jestli se jedna o levy nebo pravy hrani¢ni bod, a skutecné
ze symetrie K plyne b5 (c) = b5 (c) a vE(c) = vE(c) pro viechna c.

e R4d podminéné asymptotické st¥edni étvercové chyby lokalné linedrniho od-
hadu v hrani¢nich bodech se rovna radu podminéné asymptotické stfedni
¢tvercové chyby vnitinich bodu (viz véta , a proto LL odhad netrpi hra-
ni¢nimi efekty (na rozdil od napt. Nadaraya-Watsonova odhadu).
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Podminéna eficience LL odhadu

Jedna se o analogii (nepodminéné) eficience. Prezentujeme vysledek o podmi-
néné eficienci LL odhadu v krajnich bodech nosice z ¢lanku Cheng a kol.| (1993)).

Definice 9. Podminénou eficienci odhadu m (xo) mezi linedrnimi odhady vzhle-
dem k tride regresnich funkci M definujeme jako

infmnlinearni Supme/\/l E[(mn (-T0> - m($0))2|X] ) o

ef i, (o) | X] = ( SUP e E (0, (w0) — m(20))?| X]

Pokud navic ezistuje limita ef[m’ (xo)] v pravdépodobnosti pro n — oo, tak ji na-
zgvdme asymptotickd podminénd eficience odhadu (o) mezi linedrnimi odhady
vzhledem k M. Interpretace je analogickd jako v definici[7

Cheng, Fan a Marron ukézali v ¢lanku Cheng a kol.| (1993), Ze (za pfedpokladu
jednostranné spojitosti fx(-) a o2(-) v krajnich bodech nosi¢e) LL mé4 nejméné
77,77% asymptotickou podminénou eficienci mezi linedrnimi odhady v krajnich
bodech nosice g = 0 a g = 1 za pouziti pfislusné optimalni jadrové funkce
a prislusného optimalniho vyhlazovaciho parametru a vzhledem k t¥idé regresnich
funkei M,:

Mo ={m(") : Im(z) — m(0+) — m/(0+)z| < OTx,x > 0}.

Ve [Fan a Gijbels (1996) je vylepSeni tohoto vysledku. Autoii dokézali, Ze pod-
minéna asymptoticka eficience LL odhadu v krajnich bodech nosice je dokonce
94,64 %.

Dalsi vlastnosti lokalné linearniho odhadu mutzeme najit v ¢lancich:
Fan a Gijbels (1992)) a Ruppert a Wand| (1994).

1.3.3 Prevazeny Nadaraya-Watsonuv odhad

Dalsi moznosti, navrzenou v ¢lanku |Cail (2001), je zkombinovat dobré vlast-
nosti NW a LL odhadu. Jedna se o prevazeny NW odhad tak, aby splioval kli¢o-
vou podminku pro redukci asymptotického vychyleni. Necht {w,;(x)}, znaci
vahové funkce pozorovani X, ..., X, v pevném bodé z, spliujici:

woi(z) >0, D wy(x) =1, (1.15)

ZZn;meXi — DK (Xih; "””) ~0. (1.16)

Pravé podminka (1.16]) je zobecnénim podminky (1.9). OvSem takto definované

vahy nejsou jednoznac¢né urceny, proto je hledame jako feseni optimalizacni ulohy:

{t0ni(2) Yy = argmaXy, . (z),...,wnn ()} I wyi (),
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vzhledem k podminkdm ((1.15) a (1.16)). Pfevazeny Nadaraya-Watsontiv odhad
pak definujeme jako

> iy i (2) K (F2)Y;
S () K (522)

Protoze vahy pro kazdy pevny bod z spliiuji podminku (|1.15), miZzeme na
né nahlizet jako na pravdépodobnosti a na II" jw,;(z) jako na empirickou véro-
hodnostni funkci. Pro jejich hledani tedy pouzivame metodu maximalni vérohod-
nosti, maximalizujeme logaritmickou vérohodnostni funkci vzhledem k podmin-
kam a (1.16). V ¢lanku [Cai (2001) autor odvodil asymptotické rozdéleni
odhadu pro vnitini i pro hrani¢ni body. Ze stejného c¢lanku plyne, ze prevazeny
Nadaraya-Watsontv odhad je (pro vnitini body) asymptoticky ekvivalentni LL
odhadu.

mPNW,n(I ) =

1.4 Volba vyhlazovaciho parametru pri odhadu
regresni funkce

Volba vyhlazovaciho parametru je zasadni pro kvalitu odhadu, proto bylo této
problematice v poslednich desitkach let vénovano mnoho usili a bylo predstaveno
nespocet metod. V této podkapitole stru¢né popiseme metody, které slouzi k volbé
vyhlazovaciho parametru pii odhadu regresni funkce a které mohou byt uzitecné
i pro odhady prezentované v kapitole [2|

1.4.1 Optimalni vyhlazovaci parametry

Teoreticky by bylo nejlepsi volit tzv. optimdini vyhlazovaci parametry (napf.
(Fan a Gijbels, [1996])).

1. Chceme-li volit optimalni lokdlni vyhlazovaci parametr pro odhad m,(zo),
tedy v zavislosti na poloze bodu xj, minimalizujeme podminénou stredni
¢tvercovou chybu (MSE):

(bias[m, (z0)| X])? + var[m, (z0)| X].

Tato idealni volba lokalniho vyhlazovaciho parametru mize byt aproximo-
vana tzv. asymptoticky optimdlnim lokalnim vyhlazovacim parametrem:

hoP!(1o) = arg }ILIIiI(l) AMSE[m,,(z0)| X ],
n>

kde AMSE[m,,(z0)|X] znadi asymptotickou podminénou stredni ctvercovou
chybu. Piesnosti této aproximace se zabyva ¢lanek Fan a kol.| (1996]). Snadno
ovérime, ze specialné pro lokalné linearni odhad je asymptoticky optimalni
lokalni vyhlazovaci parametr:

o?(zo) [ K*(u) du 1/
nfx (o) (m” (o) [[ w? K (u) du]?

th[f,n ($0) =
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2. Chceme-li naopak volit optimalni globdlni vyhlazovaci parametr, tedy ne-
zavisle na poloze bodu xy, minimalizujeme podminénou vdZenou stredni
integrovanou ctvercovou chybu (MISE):

/((biaus[mn(yc)\X])2 + var[m, ()| X]) fx(z)w(x) dz,

kde w(-) > 0 je vhodné zvolend vahova funkce, napt. 1 na intervalu, ktery
nas zajima, a jinak 0. Analogicky jako v pfedchozim pfipadé aproximujeme
MISE pomoci podminéné asymptotické vaZené stredni integrované ctvercové
chyby (AMISE) a ziskame tzv. asymptoticky optimdlni globdlni vyhlazovact
parametr:

hoP* = arg min AMISE[m,| X],
hn>0

kde
AMISE [, | X] = / AMSE[n (2)| X] fx (2)w(x) dz.

Snadno ovéfime, ze specialné pro lokalné linearni odhad je globalné opti-
malni vyhlazovaci parametr:

hopt _ |: fo‘2([1j)w(l‘) daijQ(u> du 1/5
LLn nl[ 2K (u) dul? [[m"(z)]?w(z) fx (x) da :

Asymptoticky optimalni vyhlazovaci parametry neni slozité ziskat, ovsem
jedné se o teoretické volby, které zavisi na neznamych funkei jako je fx(-), o2(-)
nebo m”(-). V simula¢nich piikladech, kdy zminéné funkce a priori zname, je
muzeme pouzit pro kontrolu kvality metod volby vyhlazovaciho parametru. Me-
tody praktického vypoc¢tu vyhlazovaciho parametru se vétsinou déli do dvou ka-
tegorii: klasické a plug-in metody.

1.4.2 Klasické metody

Cerpame z ¢lanku [Hurvich a kol.| (1998) a z Kolacek (2004). Klasické metody
jsou zalozeny na minimalizaci budto tzv. Kullback-Leiblerovy informace (napf.
vylepSené Akeikeho informacniho kritérium), a nebo stfedni pramérné étvercové
chyby (zkrdcené MASE, napt. penaliza¢ni metody):

MASE(ha) =+ 37 E[(1(X:) = m(X0))* |X].

V druhém piipadé jsou metody zaloZené na myslence odhadnout MASE(h,,) po-
moci rezidualniho stredniho ¢tverce:

n

RMS(h,) = = 3 (11a(X,) ~ ;)P

n
i=1

Ovsem funkce RMS(-) je rostouci, tedy kdybychom minimalizovali ji samotnou,
metoda by vedla k volbé prilis malych vyhlazovacich parametri. Navic jeji pod-
minéné vychyleni obsahuje ¢leny zavisejici na h,,. Nasledujici metody vytesi oba
zminéné problémy:.
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Penaliza¢ni metody

Idea penalizacnich metod je vhodna tprava funkce RMS(-) tak, aby doslo
k asymptotickému zanedbani ¢lentt vychyleni, které zavisi na h,. K tomu nam
pomuze tzv. penalizacni funkce.

Definice 10. Libovolnou funkci v (u), jejiz Tayloriv rozvoj 1. Tadu se stredem
v nule je tvaru

Y(u) =1+ 2u+ O(u?),
nazyvdame penalizacni funkci.
Priklady penaliza¢nich funkei:

1. Zobecnéna metoda kfizového ovéfovani (Craven, Wahba 1979)

1

e
2. Akaikeho informacni kritérium (Akaike 1970)
U(u) = e
3. Riceho metoda (Rice 1984)
1

Pro odhad m,(-) se vyhlazovaci parametr voli jako:

n

hP"™ = arg min P(h,,) = arg min 1 Z (M (X5) — Y;)Z Y(Whi(X5)),

hn>0 hn>0 M

=1

kde 1(+) je né€jaka penalizacni funkce a W,,;(X;) jsou vahy odhadu 7, (-). Hodnota
Y(Whi(X;)) roste s komplexnosti (podhlazenim) odhadu 1, (). Tim se penalizuje
prilis malé volba h,,. Nyni jiz asymptotické podminéné vychyleni minimalizované
funkce P(h,,) neobsahuje ¢leny zavislé na h,,, jak ukaze nésledujici véta speciélné
pro LL odhad.

Véta 6. Podminéné asymptotické vychyleni funkce P(h,) pro LL odhad nezdvisi
na h,,.

Diikaz. Vétu dokdzeme pozdéji.
O

Klasické metody volby vyhlazovaciho parametru trpi jistymi nedostatky, pre-
devsim pri pouziti na lokalné polynomické odhady. Jednak tato metoda vede
k velmi variabilnim volbam vyhlazovaciho parametru a casto také k podhlazeni
odhadu (Hurvich a kol., [1998). Tyto nedostatky vedly k formulaci plug-in metod.
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1.4.3 Plug-in metody

Tyto metody vyuzivaji znalosti asymptoticky optimalnich vyhlazovacich pa-
rametri s pouzitim odhadd neznadmych funkci. Konkrétné pro vypocet fLOLthn
bychom museli nejprve odhadnout [ o?(z)w(z)dz a [ fx(z)m”(z)w(z) dz. Jednd
se tedy o dvoustupnovy odhad, nejprve totiz musime zvolit poc¢atecni vyhlazovaci
parametr pomoci jiné metody a odhadnout nezname hodnoty.

Plug-in metody vedou obecné k méné variabilnim volbam vyhlazovaciho para-
metru nez klasické metody a také nevedou k podhlazeni odhadu (Hurvich a kol.|
1998)). Na druhou stranu jsou tyto metody definované pouze pro odhady, u nichz
asymptoticky optimalni vyhlazovaci parametr mé jednoduchy tvar. Ackoliv jsou
plug-in metody podstatné lepsi v odhadovani h2°P*  tato vyhoda se nepfenési do

odhadu h%', kde

hePt = arg min ISE = arg min /(mn(x) —m(z)) fx(z)w(z) dz

hn>0 hn>0

nebo

n

. 1
ho"" = arg min ASE = arg min — Z(m(Xz) — 1, (X3))?w(X;).

hn>0 hn,>0 M

=1

Navic podle autori ¢lanku Hurvich a kol. (1998) je odhad ﬁﬁpt smysluplné;jsi.
Diskuze, zda odhadovat h°"* nebo h°*  je napf. v Hall a Marron| (1991).

1.4.4 Vylepsené Akaikeho informacni kritérium

Patti mezi klasické metody minimalizujici Kullback-Leiblerovu informaci.
V ¢lanku Hurvich a kol (1998)) byla pro homoskedasticky model predstavena
metoda zaloZena na vylepSené verzi Akeikeho informadniho kritéria (zkracené

AICC)I

hSICc = arg min AIC¢(h,),

hn>0
kde

2(tr(Sp,) +1)

. ~2
AlCo(hy) = log(6%) +1 + — tr(Sy, ) — 2’

kde tr(S},, ) znaci stopu vyhlazovaci matice S, , ta mtze byt interpretovana jako
efektivni pocet pouzitych parametri (viz Hastie a Tibshirani| (1990)). Na rozdil
od plug-in metod mize byt tato metoda pouzita k volbé vyhlazovaciho parametru
pro libovolny linearni odhad regresni funkce m(-). Navic jiz nevede k variabilnim
volbam vyhlazovaciho parametru ani k podhlazeni odhadu (jako jiné klasické me-
tody). Autofi pomoci Monte Carlo simulaci dokonce ukazali, ze AICo metoda mé
srovnatelné vysledky s plug-in metodami, pokud néjaka z nich existuje a funguje
dobrte, a zaroven podava dobré vysledky, pokud plug-in metody selhavaji nebo
jsou nedostupné.
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1.4.5 Metoda kriZového ovérovani

Jednou z nejpopularnéjsich metod volby vyhlazovaciho parametru je tzv. me-
toda krizového ovérovdni. Idea metody (napf. v (Omelka, [2015)) je odhadnout:

MASE(h ZE m(X:)” |X]
pomoci:
OV (hn) = = S0 =l (X)),

kde ' )(Xi) je odhad m(X;) spocteny na podvybéru {(X;, Y;)}7_, . a w(-)
je ndmi zvolena vahova funkce. Funkce CV(-) se nazyva funkce kriZového ovéro-
vdni a vyhodnocuje schopnost odhadu predikovat {Y;}"; s vyuzitim podvybéri
{(X5.Y5) iy jes 4 =1, ,n. Je-li 1, (¢) linedrn{ odhad, pak

Z YW( l)

J=1,j#i

kde Wé;l) (Xi) jsou vahy v bodé X; spoctené na podvybéru {(X;,Y;)} ;-
Vyhlazovaci parametr volime:

hSY = arg min CV (h,,).

hn>0

Nahled, pro¢ tato metoda funguje, nam poskytne nasledujici heuristika:

OV () = (Vi = m(X) + m(X,) — il (X,)Pw(Xo)

=1

=% >_€lot (Xaw(X) + % D e (Xo)[m(Xe) = il (Xo)]w(X))
+ % Z[m(XZ-) — (X)) Pw(X),

prvni sc¢itanec nezavisi na h,, druhy méa nulovou podminénou stfedni hodnotu
(plati-li podminka [(a)) a tfeti odhaduje MASE(h,,).

Metoda kiizového ovérovani patii mezi penalizacni metody, coz je dolozeno
v ¢lanku [Hérdle a kol.| (1988). V ¢lanku Hérdle (1990) je navic ukazano, ze tato
metoda muze byt pouzita i pfi odhadu derivaci regresni funkce m(-).
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ld
2. Odhady rozptylové funkce
Problém odhadu rozptylové funkce v modelu ([1.1)) mtiZeme pfevést na problém
odhadu regresni funkce v odvozeném modelu
r? = o*(X;)el = o*(X;) + v(Xy)&, (2.1)
kde v(X;) = o?(X)A(X;), N2(X;) = E[(¢2 — 1)} X;] a

- _ 0(Xied — o’ (X))
' o?(X)A(X;)

1=1,...,n.

Snadno mtizeme ovéfit, ze analogicky jako u modelu (1.1)) plati pfedpoklady:

o (X1,7%),..., (X,, r?) tvoii dvoudimenzionalni striktné stacionarni ndhodny
proces (pokud plati navic podminka @, pak jsou navic i.i.d.),

o E[r}|X;] = E[0*(X))€]|Xi] = 0*(Xi),
o var[r?|X;] = o (X;) N3 (X,) = v3(X,),
o Ef6|X;] =0 avar[g|X;] = 1.

Tento model je pouzitelny pro tzv. oracle odhady rozptylové funkce, tedy odhady,
u nichZ a priori zndme regresni funkei, a tedy i ndhodné chyby r; = Y; — m(X;).
Protoze model splituje vySe zminéné piedpoklady, plati pro oracle odhady
teorie z podkapitoly Naopak v praktickych ptikladech nezname pfedem re-
gresni funkci, a tedy ani nahodné chyby, proto se misto ndhodnych chyb uvazuji
rezidua 7; = Y; — m,(X;). Nyni vSak jiz vySe ovéfené predpoklady neplati, tedy
ani teorie z podkapitoly [1.3] Takovéto odhady nazyvame odhady rozptylové funkce
zaloZen€ na reziduich. Jeden takovy predstavili autofi ¢lanku [Fan a Yao| (1998)).

2.1 Fan-Yaouv odhad

Necht 7L (z) je LL odhad regresni funkce s jadrovou funkei K(-) a vyhlazo-
vacim parametrem h,,; a 7 = [Y; — Ll (X;)]? rezidua, pak Fan-Yaoiv odhad
(dale jen FY odhad) definujeme jako 63y, (z) = d(z), kde

(@;B)(x) = argrgiﬁniil[ff —a— B(X; — )W <X;Ln—2$) ,

kde W(-) je jadrova funkce a h,s je druhy vyhlazovaci parametr. Ackoliv FY
odhad rozptylové funkce o%(z) miizeme vyjadiit

n

Ghyvale) =) FWiE (@),

=1

kde WLE(z) jsou vahy LL odhadu (viz (1.7)), jeho asymptotika neplyne p¥imo
z asymptotiky LL odhadu regresni funkce, nebot rezidua nespliuji E [#Z|X;] =
o?(X;). Autoti ¢lanku tedy asymptotiku odhadu odvodili sami.
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1. Podminky:

(a) Pro dany bod z je fx(x) > 0, 0?(z) > 0 a funkce E[Y*|X = 2] je
spojitd v x pro k = 3,4. Déle m(z) a 6%(z) jsou stejnomérné spojité
na oteviené mnoziné obsahujici x.

(b) E |Y[*(3+%) < o0, kde § € [0, 1) je konstanta.

(c) Jadrové funkce W(-) a K () maji omezeny nosi¢ a spolu s fx(-) spliuji
Lipschitzovskou podminku.

(d) Proces {(X;,Y;)} je striktné stacionarni a absolutné regularni (viz
Davidson| (1994), str. 209-211) s mixing koeficientem [(j) spliiujicim
S 2B () < oo, piidemz § je stejna jako v podmince

(e) Promn — oo, limy o b = 0 a liminf, . nhy, ; > 0 proi =1,2.
Poznamky k podminkam:

e Predpoklad omezenosti nosi¢ti W(-) a K(-) neni nutny a je uveden pro
jednoduchost dikazii. Véta je platna specidlné i pro Gaussovu jadrovou
funkci.

e Jsou-li {(X;,Y;)} nezéavislé, pak podminka [Id| plati pro § = 0 a podminka
se reguluje na E [Y*] < oo.

Véta 7. Necht plati podminky (). Pak
(nh2) 6y (@) = 0*(2) = 6]

je asymptoticky normdlni se stredni hodnotou O a rozptylem

f5 (2)o ()X () / W2(t) dt,

kde
Y, — m(X,
M(x)=E[(e&-1)}X;=12], &= %i()l), o = /tQW(t) dt,
0, = g U%V&Q(x) + o(hfh1 + hivg). (2.2)

Tedy stredni ctvercovd chyba je

1

nhmg

MSE[6Ey.(7)] = 07, +

£l ()0 ()2 () / W2() dt + o (nth) (2.3)

Dikaz. Ve Fan a Yao| (1998)).
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Eficience Fan-Yaova odhadu

Rekneme, 7e odhad rozptylové funkce 62(-) je adaptivni k nezndmé regresni
funkci, jestlize je asymptoticky ekvivalentni prislusnému oracle odhadu. Oracle
odhad piislusny FY odhadu (déle také FYO odhad) je 63y, (2) = é(x), kde

P¥imo z asymptotiky LL odhadu (§ 6.2.2 ve [Fan a Gijbels| (1996)) plyne, ze FYO
odhad je asymptoticky normalni a plati:

2
n

2

2

bias[0hy o (7)] = =06 (x) + olhy, ).

alohyon(a)] = i £ @ V) [ Wb o ().

Tedy za predpokladu, Ze h,; konverguje k 0 alespoinl tak rychle jako h, 9, je
FYO odhad asymptoticky ekvivalentni FY odhadu. Z plyne, Ze h,,; mini-
malizujici AMSE[mLE(z)] je fadu n~='/°. Dosadime-li jej do , pak také h, o
minimalizujici AMSE[&%KH(@] je fadu n~'/°. Tedy podminka je splnéna a FY
odhad je adaptivni k neznamé regresni funkci.

Z vét 2 a |3 navic vime, Ze odhad &%yo’n je témeér asymptoticky eficientni
vzhledem k £, a je dokonce (100%) asymptoticky eficientni mezi linedrnimi od-
hady vzhledem k L5, proto také FY odhad je asymptoticky eficientni ve stejném
smyslu.

Z si mizeme vSimnout, ze chyba odhadu m(z) pfispiva k vychyleni
0%y, () pouze clenem o(h ;). Diky tomu mizeme dosahnout adaptivniho a efi-
cientniho odhadu za pouziti optimalnich vyhlazovacich parametrii, aniz bychom
museli podhladit odhad MLl (z).

2.2 Primocary odhad

Vratme se na chvili k naivnimu pfimoc¢arému odhadu, jak jsme jej definovali
v (1.2)). Uvédomme si, Ze nebylo nic Feeno o tom, jakym zpisobem odhadnout
funkce m(x) a v(z). Za timto Gc¢elem nejprve oznac¢ime odhady:

ZYWNW ALL ZYWLL

Z YQWNW ALL Z Y2WLL
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kde Wé\fzw(x) a WnLZL(m) jsou po fadé vdhy NW a LL odhadu (viz 1} a ‘)
pfi pouziti jadrové funkce W (-) a vyhlazovaciho parametru h,, 5. Nyni definujeme
dva pfimocaré odhady:

~2 ~NW SNW (N2 A2 ~LL ~ LL{, N2
Ud;NW+NW,n( r) =10, " (z)—[m, " ()], Ud:LL—i—LL,n( r) =0, (x) — [y, ()]

Pomoci nasledujici avahy ukazeme, ze vychyleni pfimocarych odhad je vyssi nez

vychyleni odhad zalozenych na reziduich. Uvazujme odhad zalozZeny na reziduich

n W(i?—a:)
2 ~ NW 2 n,2
JNW—i—NWn( x) = Z[Yz — 1, (Xi)] Xz’
S W)
zaménime-li viechny W (X;) za mW (), dostavame

n W (Xizz

Y Vi ( h”’ig,)_x = [ (@) = 0" () = [y (2)]* = Ghnw v (2)-

T WES
Z¥ejms, (Y; —mAW(x))? je vice vychylené od E [Y —m(X)]? nez (Y; — W (X,))?,
proto prispévek vychyleni m,(-) k vychyleni pfimocarého odhadu je vyssi nez
k vychyleni odhadu zaloZeného na reziduich. Exaktnéji to bylo ukézano v Hardle
a Tsybakov| (1997) pro odhad 4.1+ 11 (+). PTi pouziti stejné jadrové funkce W (-)
a stejného vyhlazovaciho parametru i, > pro odhad m i v, je odhad asymptoticky
normalni a hlavni ¢leny u asymptotického vychyleni a rozptylu jsou:

o) hg%av["% )+ 2(@))?)

[ (@) (@)W /wﬂ

Srovname-li vysledek s vétou[7] zjistime, Ze zatimco asymptoticky rozptyl p¥i-
mocarého odhadu je stejny jako u FY odhadu, asymptotické vychyleni obsahuje
navic ¢len h, ,o7; (m(x))?. Tento ¢len navic miize vjrazné zhorsit kvalitu odhadu,
zejména v piipadech, kdy prvni derivace m(-) je velkd (napf. je-li m(-) linearni
funkce s velkou smérnici).

Existence jednoho ¢lenu navic ve vychyleni pfimocarého odhadu mizeme vy-
svétlit nasledujici heuristikou:

var(0a.rr+nrn ()] : nh
n,2

Orprnn(®) — 0% (@) = [0,5(2) = (i,"(2))*] = [v(z) — m?*(2)]
= [0y (2) — v(2)] — 2m(z) iy (2) — m(2)] - [y " (2) —m(@)]*,  (24)

pro {(X;, Y?),i =1,...,n} miZeme (podobné jako pro {(X;, 7?),i =1,...,n})

)

odvodit analogicky model jako (1.1)) a z asymptotiky LL odhadu pak dostavéme
2
bias[v ()] = ;20%15( x) + o(hy 2)-

Odsud a z identity v(z) = E[(Y —m(X))?+2Ym(X) —m?(X)|X = x| dostavame
2

hn? 2 d2
B W da?

hn 2 92 . 2
Efore(z) —v(2)] = 5 owi(z) +o(h;, )
5 [o*(z) + m*(2)] + o(hy )
I 2 "

= 268 52(w) + 20m(@)?] + 2m(x) 2

apyin(z) +o(hy 5).
(2.5)
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Posledni vyraz v (2.5)) rusi stfedni hodnotu druhého vyrazu v . Navic z pod-
plyne, ze MSE[in"(z)] = O(h;, + —) = o(hZ ;). Proto po do-
sazeni (2.5) do stfedni hodnoty ziistévé ve vychlenf 62, +1in(z) clen
I 20y (1())? .

Piimoc¢arym odhadem se zabyval také clanek Yao a Tongl (1994)).

2.3 Xu-Phillipstiv odhad

v jsme ukézali, ze F'Y odhad je eficientni a adaptivni odhad. Mohlo by se
tedy zdat, ze hledani nejlepsiho odhadu rozptylové funkce je u konce. Nicméné
jedna nevyhoda zde existuje, a sice, ze F'Y odhad muze nabyvat zapornych hodnot
pro kone¢né vybéry! Takovou situaci ilustrujeme na empirickém ptikladu v
Zaporny odhad rozptylu samoziejmé nedava smysl. Z toho divodu se muzeme
v literatufe setkat s doporuc¢enim odhadnout rozptylovou funkci opét na zakladé
rezidui (jako u FY odhadu), ale tentokrat misto vah LL odhadu pouzit vdhy NW
odhadu. Jejich nezapornost zaruci nezapornost celého odhadu.

Dalsi moznosti je Xu-Phillipsiv odhad (dale jen XP odhad) prezentovany
v ¢lanku [Xu a Phillips| (2012). Jedn4 se o prevazeny lokalné konstantni odhad
zalozeny na reziduich. Tento odhad, jak ukazeme pozdéji, je témétr asymptoticky
ekvivalentni F'Y odhadu a navic je vzdy nezaporny. Pokud mé navic vysvétlujici
proménnda neomezeny nosic¢, jsou oba odhady zcela asymptoticky ekvivalentni. XP
odhad je navic adaptivni, tedy je stejné eficientni, jako bychom regresni funkci
a priori znali.

Podminéna stfedni hodnota se odhadne opét pomoci lokalné linearniho od-
hadu 2L (z) s jddrovou funkei K(+) a vyhlazovacim parametrem h,, ;. Na zdkladé
druhé mocniny rezidui 7; = [Y; — mLL(X;)]? spoc¢teme XP odhad jako

n

2y 2 S oW
g = y
X S ()W ()

hn,2

(2.6)

kde W (-) je jadrova funkce, h,o je druhy vyhlazovaci parametr a w,;(x) Fesi
optimaliza¢ni tlohu:

{wn1(2),...;wnn(z

Wp1(X), ..., Wyn(x)} = ar min -2 log(nwy;(x)),
{101 (2), .t (2} = g ™2 2 ol

s podminkami:

Poznamky:

e Podminka (2.7) zaru¢uje nezapornost XP odhadu.
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e Podminka ([2.8)) je splnéna vahami lokalné linedrniho odhadu (viz (1.9))) a je
povazovana za klicovou podminku pro redukci vychyleni (viz (1.10)) a pro
dosazeni eficientniho odhadu (viz ([1.14))).

e Naopak bez podminky (12.8)) jsou feSenim optimaliza¢ni tlohy w,;(z) = 1/n
pro vSechna i (1ze snadno nahlédnout z konvexnosti funkce: —log a pod-
minek (2.7))). XP odhad se pak redukuje na lokdlné konstantni odhad.

e Véhy w,;(z) v (2.6) mtzeme ziskat pouZitim Lagrangeovych multiplikatort,
tj.:
1

(@) = X = oW (X =2 (2.9)

kde A spliuje:

n (Xl — $>Whn72 (Xz - ZL’)
F(/\) = Z n[l + )\(Xi — x)Vth2 (Xz - x)]

=0, (2.10)

L+ AMX =)Wy, o (Xi—2) >0, i=1,...,n (2.11)

Ma-li W (-) omezeny nosi¢ (—1, 1), pak zfejmé nutnd podminka FeSitelnosti
(2.10) za podminky (2.11) je, aby existovaly 7,5 € {1,...,n} t.z.:

[(Xi € (z = hno2, )] NX; € (24 hy o). (2.12)

V piipadé neomezeného nosice W (-) staci, aby existovaly i,j € {1,...,n}
t.7.:

2. Podminky:

(a) Plati podminky |1| uvedené u véty [7| o asymptotické normalité FY od-
hadu.

(b) Existuje konstanta M < oo takova, ze |g1:(y1, y|z1, x¢)] < M pro
v8echna t > 2, kde ¢1+(v1, ye|x1, ) je podminénd hustota (Y7, Y;)
v bodé (y1, y;) pii daném (X7, X;) = (x1, 7).

(c) Jadrové funkce W a K maji omezeny nosi¢ [—1,1].
Véta 8. Necht plati podminky 9

(a) Necht navic fx(x+ hy,) >0 a fx(x — hy,) > 0, pak pro n — oo plati

(R 2)2 (6% po(z) — 02 (2) — —=20%,6%(2))]

kde

N(2) = E[(@ — 12X, =], =X /t?W(t) dt.
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(b) Necht navic fx(-) ma omezeny nosic [a,b], ¢ je konstanta spliiujici 0 < ¢ <
1. Oznacme:

a A spliuje Lo(X\,) = 0, kde

L.()\) = / tW(t)/(1 — MW (t)) dt.
Analogicky:
w,= [ p- oW,

C

w, = [ 1 aaworew

c

w, = [ v/ - amapa

a Ac Splﬁwe LC(AC) = O; kde

pak pro n — oo plati
(nhmg)% [ég(P’n(a + Chn’g) - 0'2(CL + Chmg) - hi72w1&2(a + Chn’g)/2w0]
d
= N(0, 0 (a) N (@)W /[ fx (a)W5)),

(hn2)2[6% (b — chpz) — 02(b — chna) — h2 ,W152(b — chns) /2W ]

2

5 N0, 0 (D)N2(0)Wo /[ fx (bW ).
Diikaz. V Xu a Phillips (2012)).
Pozndmky k vété[§:
e Vsimnéme si, ze ze symetrie W plyne

/1 W (#)/(1 = MW(5)dt £ 0 & / W () (1 — (N W () dt = 0,

C

odsud dale plyne

A==d=W,=W;, j=01.2.

e -

25



e XP odhad je asymptoticky ekvivalentni F'Y odhadu pro vnitini body, je tedy
(100%) asymptoticky eficientni mezi linedrnimi odhady (ve smyslu véty
a témét asymptoticky eficientni mezi vSemi odhady (ve smyslu véty .

e Konstanty \. a ). klesaji s rostoucim c a konverguji k nule pro ¢ — 1. Navic
cast @ platl i pro vnitini body, neboft Wy = W, =1, W, = W, = o3,
aWy,= = [W?2(t)dt pro ¢ > 1.

e 7 |Cai (2001) plyne, ze XP odhad je adaptivni k nezndmé regresni funkci
m(-), jelikoz je asymptoticky ekvivalentni svému oracle odhadu.

e XP odhad netrpi hrani¢nimi efekty, nebot fad konvergence vychyleni i roz-
ptylu pro hrani¢ni body je stejny jako pro vnitini body. Protoze vSak ne-
zname asymptotiku FY odhadu v hrani¢nich bodech, nemtzeme ji primo
porovnat s asymptotikou XP odhadu v hrani¢nich bodech.

e Asymptoticky rozptyl 6% Pyn(w) miize byt konzistentné odhadnut pro vnitini
i hrani¢ni body. To ndm umozni konstrukci bodové konzistentnich intervali
spolehlivosti pro o?(x).

Véta 9. Oznacme Q(z) = f2(x)V(x), kde
- nh’n2ZW2 -z /hn 2)[ 22 &.%(Rn(x)]Q?

hnZZW i — ) /hna).
Necht plati predpoklady véty@ , pak pro n — oo,
0s) B @) @) [ W) d
Necht plati predpoklady véty [§[(0), pak pro n — oo,

Qa+ ch) 5 o' (@A (@)W, /[ fx(a) W3,

P -2

Qb — ch) = a (D)X (D)W /[ fx (D)W ).

Diikaz. 'V Xu a Phillips (2012)).

2.4 Asymptotika odhadt v hrani¢nich bodech

Chceme-li dikladné srovnat FY a XP odhad, méli bychom srovnat i jejich
chovani na hranici. OvSem Fan a Yao ve svém c¢lanku asymptotiku pro hrani¢ni
body nenabidli. V této podkapitole si tedy sami odvodime podminéné asympto-
tické vychyleni a rozptyly obou odhadi v hrani¢nich bodech.
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2.4.1 FY odhad v hrani¢nich bodech

Oznac¢me nejprve S; = Si,, vyhlazovaci matici lokdlné linedrni regrese,
kterd byla pouZita pro vypocet it = (mLE(X )T, ... mLl(X,)), tj.:

(81)i; = el (X[ (Xi) K, , (X)) X1 (X,)) ' XT (Xi) Kh,, , (X;)e;,

pak m’ = S,y. Ozna¢me vektor rezidui

7= (Y —mi(X),... Y, (X)) = 7= (T - 8)y.
Necht body x4, 2o, ..., z, jsou pfedem pevné zvolené, oznacme:
&IZTY - (a-l%“Y,n(ml)v - 76—%7Y,n(xn))T7 o’ = (02(X1)7 - 702(Xn))T'

Je-li navic Sy = S, , vyhlazovaci matice lokalné linedrni regrese pro vypocet

UFY7 t.]

(82)i; = €1 (X (2)Wh,, , (i) X1 (2:)) ' X[ () Wh,, ,(x:)e;,

pak 62, = SyP2.

Soucinem dvou sloupcovych vektorti dale myslime soucin po slozkach. Soucin
matic po slozkéch zna¢ime symbolem “o” (tzv. Hadamardiv soucin). Diagonalni
matici zna¢ime diag a diagonalu matice pro zménu diagonal. Pro vektor 6%, nyni

zformulujeme a dokazeme pomocnou vétu o podminéném vychyleni a kovarianci.

Lemma 10. Necht plati podminka z podkapitoly o LL odhadu. Dadle
oznacme:

q(x) = E¢}|Xi = 2], t(x) = E[¢/|X; = a],

¥ =diag(e®), Q= diaglgign{03<Xi>Q<Xi)}a
T = diaglgign{‘74(Xi>t(Xi)}7 by = (81— I)m,

pak plati:
E[6%y|X] = So0? + Sy[diagonal(b, bl + 8,287 — 28,%)]

varlo gy | X] = So[{(S1 = I) o (81 — D}HT = 35*){(S) — I) o (81 — I)}"

I)
(

+ 2(diag(b1))(S1 — D)Q{(S1 — I) o (S1 — I)}"
+2{(S1 = I) o (8§, — 1)}Q(S, — I)" (diag(by))
+2{(S1 = DX(S: — )"} o {(S) = DE(S, — )"}
+4{(S1 = DE(S1 —I)"} o (bib])]S;.

Dikaz. Pripomenme, ze matice S,S, zavisi pouze na X, nikoliv na y, a Ze
z podminky [(a)| plyne E[Y;Y;|X] = &; ;0%(X;) + m(X;)m(X;), kde 6;; = 1 pro
© = 7, jinak 0. Dale miizeme psat

62, = Sof? = Sy diagonal[(S; — Iyy” (S, — I)'] =

27



E [6%y|X] = Sy diagonal[(S; — I)(Z +mm™”)(S; — I)7].

Odsud uz snadno dostaneme pozadovany vysledek pro vychyleni. Dikaz kovari-
ance by se provedl analogicky jako v ¢lanku Ruppert a kol.| (1995b).
O

Lemma 11. Necht {Y,}2, je posloupnost nahodnijch velicin, {g,}2, posloup-
nost funkci a X ndhodnd velicina. Necht plati:

varlY,| X122 0, E[V,|X] = go(X) 220, n— oo,
pak
Y, = gn(X) +0p(1), n— 0.
Diikaz. Staci ukazat, ze pro vSechna ¢ > 0
E [y, —gux)j>q X1 50, 0= 0,

nebot z Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci plyne

Tim P(|Yy, = ga(X)| > €) = Tim E [y, g, x)>] =

Tim_E (E [Ty, g, (x)>q [X]) = E(lim E [Ty, g, (x))>q [X])-

Podminky Lebesgueovy véty jsou splnény, nebot s.j. plati
E Ly, —gu 01> [X] < 1.

Dale z trojihelnikové nerovnosti dostavame
E Ty, —g. ()56 [ X] < E [y, € [vo | X] 14+ E [Ya | X]—gn (X)[>4 | X] =
E [Lv5—E Vo X1 E [Ya X] g0 (O[> 6| E [Va | X]—gn (X) | <e/2) | X ]+ (2.13)
E [L1v5—E Vo X1 E [ X]—gn (O[>, E [Va | X]—gn (X) [ 2¢/2] | X |- (2.14)

Nyni ukazeme, Ze vyraz (2.14]) konverguje skoro jisté k 0, nejprve ho odhadneme
shora:

E Ly, va X141 E [V X] g (X) [ E [Vl X] ~gn (0 2e/2) [ X ] < BT v )9 () 1220 [ X,
a protoze funkce Ijjg [y, |x]—g, (x)>¢/2) j€ 0(X) méfitelnd, dostavame
E (1€ (v x)-gn (0)12e/2) 1 X] = [ Epa X]ga(x)12er21 =5 0, 10— 00,

Vyraz (2.13) s pomoci CebySevovy nerovnosti odhadneme shora:

E (L1, —E [V | K]+ E [ X] =g () [ E [Yar | X] g (X) | </2) | X ] <

var|Y,,| X]| s..
E [I[\Yn—E[Yn|X]|>e/2] |X] < # =4 0, n—oc.
€2/4

Tedy celkove

E [Ty, —gux)od 1X] 202 Y, — g,(X) 50, n— oo
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Lemma 12. Necht plati predpoklady lemmatu necht jadrovd funkce K je
omezend a md omezeny nosic. Necht hustota fx(-) md nosi¢ [0,1] a je na ném
spojitd. Necht navic 0 < h,, — 0 a nh,, — 0o, pro n — oo, ddle oznacme

1< 1 X;—z\ /(X — 2\
==Y —K
Spi(2) n;h ( " )( . )

pak pro 7 =1,...,n plati

Ix(X;) [ K(t)tdt +op(1), =2k,

Sna(X) = gna(X;) + 0p(1) = {OP(l)a l=2k+1.

Diikaz. BUNO j = 1, ozna¢me nejprve

1 X, — X X, — X\
}/;(Xl):h_K< h 1)( h 1)7 izlv"'7n7

pak

n

Sna(X) = = SVI(X).

=2

Dle lemmatu [11] staci ukazat, ze:
var[S, (X1)|X1] 230, E[S(X1)|X1] — gna(X1) 220, n — oo

Protoze Y3(X1),. .., Y,(X1) jsou Xj-podminéné i.i.d., s pouZitim vhodné substi-
tuce dostavame

L Em )X = "

E[Sn(X1)|X1] = ;1 / K@)t fx (X1 + thy,) dt.

Z Lebesgueovy véty (o zaméné limity a integrélu) plyne

P(w: im [ LK () (X (w) + thy) dt = / KO fx (X, (w) + thy) dt)

n—oo n

= (v [ KO )@= [ K@) ar) =1

Podminka Lebesgueovy véty je splnéna, nebof ze spojitosti fx (-) plyne, Ze existuje
C < o0 t.z. |fx(Xy + th,)| < C, a z omezenosti K(-) a jejiho nosi¢e plyne, Ze
integral [ |K(t)t'| dt existuje a je koneény. Celkové tedy dostdvame

E[Sn1(X0)1X0] = fx(X1) /K(t)tl dt + 055.(1) = gna(X1) + 04,.(1).

Vysledek pro [ liché plyne ze symetrie K. Nyni rozptyl.

n—1
Var[5n7l(X1)|X1]: n2 Var[Yg(Xl)|X1]

_ "n_;l<E Y2(X1)1X1] — (E[Ya(X0)|X1))?)
— ”n_;l[hinos,j,(l) — 0s5.(1)] = 04,3.(1).

Odtud jiz plyne pozadovany vysledek.
Lemmata [11] a [12] maji nasledujici dusledek.
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Lemma 13. Necht plati predpoklady lemmatu necht m(-) je dvakrat diferen-
covatelnd na intervalu [0,1] a m”(-), o*(-) jsou spojité na intervalu [0,1]. Necht
navic vyhlazovact parametr splnuje 0 < h,; — 0 a nh,; — 0o, pro n — oo, pak
pro j =1,....,n plati:

bias[mt (X;)|X] = Op(h2,),
varfm=H (X )X = (nhlnl)a

tedy celkem

1
MSE[mEL(X;)| X] = Op (hi L+ ) :
’ nhn 1

)

Diikaz. Analogicky jako ve vété [, s pouzitim lemmat [I1] a [I2]
O

Lemma 14. Necht plati predpoklady lemmatu jadrovd funkce W (-) je ome-
zend a md nosi¢ [—1,1], xy je levy hraniéni bod, tj. x1 = chy,, kde 0 < ¢ < 1.
Necht navic vyhlazovaci parametr spliiuje 0 < hy, o — 0 anh, 2 — 00, pron — oo,
pak pro funkci g(+) spojitou na intervalu [0, 1], jejiz druhd derivace je zprava spo-
gitda v 0, plati:

1. e1'Ssg = g(chn2) + =2 ”2 g"(0+)b} () + op(h2 ,),
2 _ . .
kde g = (9(X1),. .. ,g<Xn>>T, bY (c) = 2= gy = [ W (u) du.

2
H2,cH0,c—HT ¢

2. el diagonal(S, diag(g )ST) U?(C)%%—Op(nhig),

diagonal(S, diag(g)S?) = (nhlw)nxh

Zo(p2,c—up1 C) W2(u) du
kde vy (¢c) = J=cl d
£ (©) (12,ck0,c—17 )2

3. diagonal(S, diag(g)ST) = Op(nh 1)"X1‘

4- Sl OP(nh 1)n><n~

5. S diag(g)ST —Op(nh 1)nm~

Diikaz. Piipomenme, Ze vyhlazovaci matice (LL odhadu) S; odhaduje regresni
funkci v nahodnych bodech (Xji,...,X,) s pouzitim vyhlazovaciho parametru
hn1 a jadrové funkce K. Vyhlazovaci matice (LL odhadu) S; odhaduje regresni
funkci v pevnych bodech (z1,...,z,) s pouzitim vyhlazovaciho parametru h,, o
a jadrové funkce W, kde 0 < z; < 1 pro ¢ = 2,...,n a navic z; je levym
hrani¢nim bodem, tj. x; = chy, 2.

1. Podminéna stfedni hodnota LL odhadu v bodé x; s pouzitim vyhlazovaciho
parametru h, o a jadrové funkce W lze vyjadrit

E [mEE(chy2)|X] = el Som,
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a protoze jsou splnény predpoklady véty ol tak zaroven plati

h2
E 12, " (chn 2) | X] = m(chn) + Zm" (04)bL () + 0p(hy,)-

Z faktu, ze m(-) je libovolna funkce, jejiz druhé derivace je zprava spojita
v 0, plyne pozadovany vysledek.

. Podminény rozptyl LL odhadu v bodé z; s pouzitim vyhlazovaciho para-
metru h, o a jddrové funkce W lze vyjadrit

var[mi(z;)| X] = e! E [diagonal(Ss(y — m)(y — m)"'S7)| X]
e e! diagonal(S, diag(a?)S3 ),

a protoze jsou splnény predpoklady vét [ a 5], tak zaroven plati

2 .
UW(C)fX(O-*(-)nZnQ +0P(nh 2) - Op(nh1n2>’ L= 1’

ag=(Zq K du .
WJFOP(M 2) OP(nh 2) i=2,...,n

var[m2 (z;)| X] = {

Uvédomme si, ze pro kazdou spojitou funkci g(-) na [0, 1] existuji spojité
a mnezaporné funkce o?(-), o3(+) na [0, 1] takové, ze:

g(x) = ot (x) — o3 (x).
Z faktu, Ze o*(-) je libovolné funkce, ktera je spojita a nezdporné na inter-
valu [0, 1], plyne pozadovany vysledek.

. P¥imo z lemmatu [I3] plyne
diagonal(S; diag(a?)S]) = E [diagonal(S;(y — m)(y — m)" ST)| X]

= diagonal(var[m™*| X]) = Op < ! ) :
1

nhml

Z faktu, ze o%(-) je libovoln4 funkce, ktera je spojita a nezdporné na inter-
valu [0, 1], plyne pozadovany vysledek.

Z (1.6)) plyne
ZYWLL =) V(81 = (S1)i; = Wi (Xa),
=1

kde
Wik (X;) = ”hl’”lK(Xé;f(i)[S”’z(Xi) B Xlgf( Sn1(Xi)]
nj % Sn,O(Xl)Sn,Q(XZ) — SZ,I(XZ>

7 lemmatu [12] dostavame

yh,g=1,...,n

XX fx(Xi) o + 0p(1) — 520p(1))
F%(X)o% + op(1)

, , . , , , . X;—X;
Jadrova funkce K(-) je omezend a ma omezeny nosi¢, proto K (“—)

1
o K

Wi (X;) =

K(thf( )(Xh;f() a 0% jsou omezené shora skoro jisté. Hustota fx(-) je spo-
jitd a kladna na [0, 1], proto existuji ¢ > 0 a C' < 0o t.z.: € < fx(X;) < C

s.j. pro vSechna 7. Odtud plyne pozadovany vysledek.
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5. Analogicky jako v [3] vyjadiime
var[m’*|X] = E[Si(y — m)(y — m)" S| X] = S, diag(c?)S] .
7, Cauchy-Schwarzovy nerovnosti navic plyne, ze

(S, diag(o )ST) = cov[mt(X;), mE (X )X] <

< max{var[im=*(X,)| X], var[mEE (X >|X]}lem2ﬁ013(n§nl)'

Z faktu, Ze o2(-) je libovolna funkce, kterd je spojitd na intervalu [0, 1],
plyne pozadovany vysledek.

Konec dikazu.
OJ

Pozndmky k lemmatu[14):

e Lemmal[l4]lze analogicky zformulovat a dokazat, i pokud je jeden z regresort
pravym krajnim bodem, tj. 1 = 1—ch,, ». Stac¢i pfedpokladat spojitost g”(-)
v 1 zprava (misto v 0 zleva). Limity funkci g, f jsou nyni v bodé 1 zleva
a misto b (c), v}V (c) jsou ve vysledku konstanty b% (c), v¥¥ (¢) definované
analogicky jako ve vété [5| pro jadrovou funkei W ().

e Pro platnost tvrzeni (1| je spojitost ¢”(-) v 0 zprava postacuji predpoklad
o funkei g(-), naopak pro tvrzeni[2] Bl a[f] je spojitost ¢(-) na [0, 1] postacuji
predpoklad o funkei g(+).
Nyni se mzeme vratit k diikazu véty [6]
Dikaz. 7 lemmatu [13] a ze [ v lemmatu [14] vime:

1 1
MSE[mE4(X;)| X] = Op <hi71 +— ) . WEN(X,) = Op ( > :

n,1 nhn,l

Dokézeme

. 1
bias[P(h,1)|X] = Za )+ op (hi’l + nhn,l) :

Postupné dosadime za Y; = m(X;) + ¢;,0(X;), poté za mEl(X;) = > (m(X;) +

7j=1
o(X;)e;)WHH(X;) a vyuZijeme vlastnosti ndhodné slozky € a nakonec udéldme

Tayloriv rozvoj 1. fadu se stfedem v nule penalizaéni funkce (-) a dostavame

E[P(hn)|X] = ZE ) = V)" p(WE(X,)|X]
:% Z E [(mﬁL(Xi) —m(X;) — 6o (X)) w<w7gﬂ(xi))|x]
:% ' (o2(Xi)[1 — 2WEE (X)) + MSE[nEE (X3) | X)) w(WEH (X))

32



! Zil (o (Xi)[1 = 205 (X5)]) (1 +2W, (X)) + Op (#ﬁ))

n <

1 - ~ LL LL 1

1 - 2 4 1
:MASE(th) + E ;O’ (XZ) + op (th -+ —n2h72171> .

O

Véta 15. Nechl plati predpoklady lemmatu funkce q(-) a t(-) definované
v lemmatu |10 jsou spojité na [0,1], necht 5%(-) je zprava spojitd v 0 a necht
navic vyhlazovaci parametry splniugi:

nh | — oo, (2.15)

1
{hig + Wl} =o(h ,), (2.16)

pro n — 0o, pak
2

Moo ..
bias[6y,, (chaa) | X] = “2252 (00 (€) + 0p(F, o),

A o4 (0+)A?(0+) !
varlFy (el ) | X] = v () sy = o (nh z) ’

kde b)Y (¢) a v} (c) jsou definované v lemmatu[14

Diikaz. Za¢néme s vychylenim. Z lemmatu [I0] plyne
E [&%‘Y,n(Chn,QNX] = e1T E [&%«“Y|X]

= el Sy0?% + el Sy[diagonal(b,b!) + diagonal(S, 8T — 28,%)]. (2.17)
Vime, zZe lokalné linearni regrese zachovava konstantni vektor, tj. $11 = S,1 = 1.
Z lemmatuvime, ze bias[m"(X;)| X] = Op(hZ ) proi =1,...,n, odtud plyne

[2-16)

diagonal(b1b) = Op(hy1)nx1 = op(his)nx1

= 5, diagonal(blblT) = Op(hi72)n><1~

Ze [3 v lemmatu [I4] plyne

1 )
diagonal(8;387) = Op (nh ) = OP(hi,Q)nxl
TL,l nx1

= S, diagonal($13S7) = op(h2 5)nx1-
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Ze [ v lemmatu [I4] plyne

1 :
diagonal(S;X) = diagonal(S;)o? = Op ( ) e op(h2 5)nx1
nth nxl1 ’

= S, diagonal(813) = op(h? ,)nx1-

Tedy dominantni ¢len v (2.17)) je el Syo?, z |1 v lemmatu [14] dostavdme poZado-
vany vysledek pro vychyleni. Nyni rozptyl.

var[6y., (chy2)| X] = ef diagonal(var[67, | X])
= e] diagonal(S,(var[r?|X])S7 ).

Uk4Zeme, 7e dominantnimi ¢leny var[r?|X], ktery je rozepsany v lemmatu
jsou:

(T — 3%?%) + 2%

Oznaéme D = diag,.,.,,{9(X;)} typ diagonalni matice, kde g je né&jaka spojita
funkee na [0, 1]. Ze spojitosti o(+) , ¢(-) a t(-) na [0, 1] plyne, Ze matice (T —33%?),
Q a X jsou typu D.

Stac¢i ukazat, ze zbylé ¢leny ve var[r?|X] jsou budto matice typu D, jejichz
diagonalni prvky konverguji v pravdépodobnosti k nule, tj. op(1) D, a nebo matice
Op(#ﬂ)nx” = Op(#n?)]_nx”, nebot plati:

diagonal(S,0p(1)DST) = 0p(1)Op ( ! ) = op ( ! ) ,
nx1 nx1

nhn,g nhmz

. 1 1
diagonal (520P (m) 17”?”SQT) —or (nhn,Q)nxl '

Ze [ v lemmatu [I4] plyne:

(SioI)D =o0p(1)D, (S1D)oD =o0p(1)D,

1 @15) 1
D: _— )
Si0500 =0 () o)

1 1

1 215 1
$D)e(6:0)=0r () For ()

Z | v lemmatu [14] plyne

1
&Dﬂza{ ) ,

nhn,l
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odtud plyne:

1
(SlDSf) o (SlDS?) =0Op (—) op ( ) )

252
n hm1

1 1
(SlDSf> o (SlD) = OP <W21) op < ) .

Z lemmatu [I3 navic plyne:

(diag(b1))D = op(1)D, Do (bib;) = op(1)D,

1 1
(diag(b,))8,D = Op(12,)Or (nh ) —op ( ) ,
n,1/ nxn nxn

1 1
(SlD) @) (blb{) = OP (nth)an OP(hi,l) = O0op ( hn’g) 5

| 1
(8, DST) o (b1b7) = Op (nhn,l)m Op(hn,1) = op <nhn,2)m'

Tedy celkové dostavame

var[6y, (cha2)| X] = €] diagonal(So[T — * + op < ) + op(1)D]ST)
nxn

Tlhng

1
= e diagonal(S, diag(n)S1 ) + op ( ) ,
nhmg
kde = (o4 (X1)A3(X1), ..., 0 X,)A3(X,,)). ZFejmé& funkce n(z) = ot (x)N\*(z) =
ol(x)(t(z) — 1) je spojita na [0, 1], staci tedy aplikovat [2| z lemmatu [14] a dosta-
vame pozadovany vysledek.

O

Pozndamky k vété [15:

e Vétu|[l5|lze analogicky zformulovat a dokézat pro pravy hrani¢ni bod. Staci
predpokladat, ze 62(+) je zleva spojitd v 1 (misto spojitosti zprava v 0), pak
plati:

2

h
bias(0y (1 — chy2)| X] = ;’2 *(1=)bp (c) + op(hy 2),

401\\2(1— 1
var(gy,, (1 = chy2)| X] = vp (C)Ufi(lz)n(h 2> or (nh )

kde konstanty b)Y (c), v}V (c) jsou definované analogicky jako ve v&té [5| pro
jadrovou funkei W (-).
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e Analogicky muze byt formulovana a dokazana véta o podminéném asympto-
tickém vychyleni a rozptylu FY odhadu pro vnitini body = € (0,1). Staci
predpoklddat, ze 5%(-) je spojitd na okoli bodu z (misto spojitosti v 0
zprava), pak plati:

2

h
bias[ihy, (2)1X) = “225°(a) [ W (u) du + op(,)

Ha) N (x) [ W2(u) du 1
i o) |
var|opy,, ()| X] Fx(o)nhns tor\ ohs
e 7 vlastnosti jadrové funkce snadno nahlédneme, Ze pro konstantni faktory
plati:

lim b)Y (c) = lim by (¢) = /u2W(u) du,
c—1 c—1

li w — i w — 2
lim oy, (c) lim v (¢) /W (u) du,
coz jsou presné konstantni faktory v podminéném asymptotickém vychyleni
a rozptylu ve vnitinich bodech. Tento vysledek odpovida nasim o¢ekavanim,
nebot pro ¢ > 1 jsou body ch, 2 a 1 — ch, o vnitinimi body a plati pro né
predchazejici poznamka.

Navic pro rovnomeérné, Epanechnikovo a Gaussovo jadro autofi ¢lanku Fan
a Gijbels (1992) ukazali, ze:

(b (e))* < ( / W (1) du)Q, oW(e) > / W2(u) du,

pro vSechna ¢ < 1. Odsud plyne, Ze druhd mocnina podminéného vychyleni
FY odhadu je pro hrani¢ni body nizsi nez pro vnitini body, tedy minimalné
za predpokladu stejnych hodnot G2(-). Podminény rozptyl je pro hrani¢ni
body vyssi nez pro vnitini body, tedy minimalné za predpokladu stejnych
hodnot o%(+), A2(:) a fx(-). Tyto vysledky odpovidaji nasim ocekdvanim,
protoze v hrani¢nich bodech je komplexnost odhadu mensi (pouziva se men-
S1 pocet pozorovani), a proto je obecné mensi vychyleni a vétsi rozptyl.

e 7 véty |5| primo plyne, ze FY odhad mé stejné podminéné asymptotické
vychyleni a rozptyl v hrani¢nich bodech jako jeho piislusny oracle odhad.
Tedy FY odhad m4 94,64% podminénou asymptotickou eficienci v krajnich

bodech nosice fx(-) (viz[1.3.2).

e Véta muze byt formulovana i pro obecny lokalné polynomicky odhad roz-
ptylové funkce (pfesnéji feceno lokalné polynomicky odhad stupné ps roz-
ptylové funkce zalozeny na reziduich lokalné polynomického odhadu stupné
p1 regresni funkce). Nas ovSem zajimal pfedevsim jeho specidlni pfipad, FY
odhad.
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2.4.2 XP odhad v hrani¢nich bodech
Odvodime podminénou asymptotiky XP odhadu v hrani¢nim bodé ch,, ».
Véta 16. Necht plati predpoklady véty [15 a podminky[3. Pak plati

hi,zwﬁZ(O"‘)

bias[&§P7n(Chn,2) | X] = oW
Wy

+ 0P<h’i,2)7

W0t (04)A2(0+) 1
var{62 chy2)| X] = =2 +o0 ,
[ XP,TL( ,2)’ ] w?)fX(0+)nhn,2 P nhn72

kde Wy, W, a W, jsou definované ve vété s,

Diikaz. Zacneme vychylenim.

n A Xifchn, A
D2im1 Wni(Chn )W (Z5222) E [77| X
n ~ X;—chn,

Dict wni(Chn,2)W(T22)

E [&Xp(chn,2)|X] =

Rezidua lze psat

7 = 0(X;)el + 20(X;)e[m(X;) — mEH (X)) + [m(Xs) — mEE (X))

n n

Dosadime ;" (X;) = X", (m(X;) + o(X;)e) Wi (X,), vyuzijeme vlastnosti

nahodné slozky € a dostavame
E[?|X] = o*(X,)[1 — 2WEH(X,)] + MSE[m 2" (X)) X

Z lemmatu (13| a pfedpokladii na vyhlazovaci parametry plyne

MSE[m""(X,)|X] = Oy (hi,l ; ) — op(i,),

n,1

tedy tento ¢len mtizeme zanedbat. Ukazeme, ze

S ti(cha o)W ()2 (X BWG04)
n ~ X;—chy 2 =0 (Chnvz) + oW + Op(hn,Q)'
Dict wni(Chnﬁ)W(T) 0

Tedy 2WLE(X;) miizeme také zanedbat, protoze ze [4| v lemmatu [14] plyne

WEL(X,) = O ( ) —op(i2,).

nhn,l
Provedeme Tayloriv rozvoj o%(X;) v bodé ch,, o a dostdvame

mL g (Ching) W (S 2
E[oxp(chnz2)| X] :Z n E 2 h;jcgnQ X
7 Doz Wni(chn 2) W (=522)

n,2
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5'2 (Chn’g)

02(Chn,2) + 62(Chn,2)(Xi — Chy2) + 9

(Xl — C]’Ln72)2 + ZQ(Xl) s

kde Z5(X;) = Rao(X;)(Xi — chy,2)? a Ry(+) je Peantiv tvar zbytku. Vyraz mizeme
déle zjednodusit, protoze | X; — chy 2| < hy2, jinak by W (-) byla nulova. Odtud
dostéavame

(R < sup  [R(2)] = o(1) = R(X;)(Xi — chn2)” = 0p(hy, ).

zi|z—chn 2| <hn,2

Z podminky ([2.8)) kladené na vahy w,;(ch,2) se vyraz dale zjednodusuje:

i—Chn,2\ 52 (chn,2
o N i (Chy ) W (X502 ) T2 (X, chy, )2
bias[ox p(chn )| X] = E P X;—chp.a :
i=1 D ie1 Wni(chn 2)W( Fim 2 )

Z lemmatu A.3. v ¢lanku Cai (2001) plyne:

1
L= A (X = chpo)Wh, ,(Xi — chy2))

() = o 1+ or (1)

kde A, je kofen rovnice L.(\) =0 a L.(-) je definovana ve vété [8l Oznac¢me:

L, W (F5oe)
b (1= AXG = )W, o (X = chi))
A, = iz.&z(ch )(X; — chn2)?/2, Bp= ! zn:Z-
n nh%g - 7 m,2 A mn,2 3 n nhn72 - [
Z faktu, ze Xq,..., X, jsou i.i.d. pro kazdé pevné n € N, a s pouzitim vhodné

substituce a Lebesgueovy véty (o zdméné limity a integrélu), dostavame:

52(0+)
2 )

[E[A,] = W, fx(04)52(0+)/2 Avar[A,] — 0] = A, 5 W, fx(0+)

[E[B,] — W, fx(0+) Avar[B,] — 0] = B, & W, fx(0+).
Pozadovany vysledek pak plyne pfimo ze vztahu

higAn[l +op(1)]
B[l 4+ op(1)]

bias[oxp(chy2)| X]| =

Nyni rozptyl.

> i wni(Chmg)W(M)f.?

hn,? ?

Z:'L=1 Wy (Chm?)W()(i%Zw)

var[gx p(chp2)| X ] = var

X]:

S S0y Wi (Ch 2 )i (hn o)W (F522 )W (2455202 ) cov [72, 72| X

hn,2 hn 11y

(Xim wni(c}an)W(%))Q

n,2

= (x).
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Z diikazu véty [15] plyne

1
var[p?|X]| =T — X* + op(1)D + op ( > =
nhn’2 nxn

cov[fg,fﬂX]:5i,j[o4(x,.)x2(xi)+0p(1>]+(1—5i,j)op( L )

nhmg

tedy aplikaci lemmatu A.3. z|Cai| (2001), dostavame

1 CollorUlon(ais) + s Dull + 0r ()] + s Brop(1)
(Ba[l +0p(1)])’ ’
kde
Co= S22, D= LS 2NN, B= 32
" on?h2, oy B " nhyy — ' T ey i=1 a

Jiz vime, 7e (B,[1 + 0p(1)])* = W2f2(0+) + op(1). Opét vipoctem stiedni
hodnoty a rozptylu lze ukéazat:

C,=0p(1), E,=0p(1), D,=W,fx(0+)oc*(0+)X*(0+) + op(1).

Odsud jiz plyne pozadovany vysledek. Ukazeme vypocet pouze pro D,,, pro
ostatni je postup analogicky. Vyuzivame opét toho, ze scitance jsou i.i.d. Po
vhodné substituci dostavame

E [D ] o /1 WQ(t)fX (hn,2t + hn,Qc)OA(tht + hn,QC))\Q(tht + hn’QC)

(ESYIHOIE -

Ovéfime, Ze jsou splnény predpoklady Lebesgueovy véty (o zdméné limity a inte-
gralu). Funkce fx(-), o*(-) a A*(-) jsou spojité na [0, 1], tedy existuje konstanta
C tak, ze | fx(hnat + hnoc)o* (hnat + My o)A (Mot + hpoc)| < C pro vsechna t
a n. Navic integral

1 2
W n)|C
dt =
/ALﬁMW@P Ol

existuje a je konecny, aplikaci Lebesgueovy véty tedy dostavame

E[D,] = W, fx(0+)a*(0+)A2(0+).

N )
= 2 100) = Olhy2)] = o(1).

Pozndamky ke vété |16
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e Podminky lze zjednodusit. Protoze {(X;,Y;)}ien jsou nezéavislé, podminka
plati pro § = 0 a podminka [Ib|se reguluje na E [Y*] < co. Nékteré dalsi
podminky mohou byt vyznamné zmirnény a jsou uvedeny pro jednoduchost
dikazu. Podminky [2| nAm umoznuji pouzit lemmata A.2. a A.3. z ¢lanku
Cail (2001).

e Vétu[l6|1ze analogicky zformulovat a dokazat pro pravy hrani¢ni bod. Staci
piedpokladat, Ze 5%(-) je zleva spojita v 1 (misto spojitosti zprava v 0), pak
plati:

h2 W52 (1-)

2W,

bias[&gﬂ;jn(l — chy2)| X] = + Op(hig),

var[&ipvn(l — chy,2)| X] =

@54(1—)A2(1—)+0P< ! )
Wofx(l—)nhmg

kde Wy, W1 a Wy jsou definované ve vété .

e Analogicky, za pouZiti lemmatu A.2. z Cai| (2001), mize byt formulovana
a dokazana véta o podminéném asymptotickém vychyleni a rozptylu XP
odhadu pro vnitini body x € (0,1). Staci predpokladat, Ze 62(-) je spo-
jitd na okoli bodu x (namisto pravého okoli nuly) a ostatni predpoklady
zachovat, pak plati:

2

h
bias[i ()| X] = “526°(2) [ W () du+ on(h2 ).

var[6% p., ()| X] =

S o ()

e Oznacme konstantni faktory vychyleni a rozptylu pro levé a pravé hrani¢ni
body:

W
Br(e) = = VL(c):ﬁg, B e
=0

Z poznamky pod vétou |8 plyne, ze asymptotické chovani FY odhadu neza-
leZi na tom, zda se jedna o levy nebo pravy hraniéni bod, tj. Br(¢) = Bp(c)
a Vi (c) = Vp(c) pro vSechna c.

2.4.3 Porovnani FY a XP odhadu v hrani¢nich bodech

Z vét [15] a16] plyne, ze podminény asymptoticky rozptyl a vychyleni FY a XP
odhadu v hrani¢nich bodech se li$i pouze v konstantnich faktorech. Jejich srovnani
pro rovnomérné a Epanechnikovo jadro a vypoctené hodnoty A. nabizi nasledujici
obrazky.
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lambda_c

15
1
15

lambda_c

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Rovnomeérné jadro (b) Epanechnikovo jadro

Obréazek 2.1: Vypoéctené A, v zavislosti na ¢ u XP odhadu.

Poznamky k obrazkim [2.1):

e Pro vykresleni konstantnich faktort By (c), V7 (c) u rovnomérného jadra bylo
tfeba vyjadrit vztah . a ¢ z rovnice

/_ 1 WV () /11— uWW ()] dut = 0,

coz vedlo na transcendentni rovnici

24+ )\ |
21 —A 1) =
o (32 ) e Lo,

jejiz Teseni jsme vyjadrili pomoci Lambertovy W funkce jako

2 1 1 —
M,kde 2 = —5()\0 +2)Ve A2

Ac

CcC =

a dopoditali pro rtizné hodnoty \.. Lambertova W funkce je implemento-
véana v balicku gsl (Hankin, [2006]).

e U Epanechnikova jadra jsme )\, ziskali pomoci metody ptleni intervali jako
feSeni

A. = M) = arg, F(\ ¢ L 0,

kde

L W(wu

F(\c¢) = T ()

Pro konvergenci metody bylo tieba volit krajni body a, b intervalu hledani
tak, aby F(a,c)F(b,c) < 0. Pfipomenme, Ze hodnoty A, plynou z identity
A= — .. Metoda piileni intervalti je implementovana v bali¢ku rootSolve
(Soetaert], [2015). Zdrojovy kéd je k nahlédnuti v priloze [A.1]
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b~2(c) vs B~2(c)

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.00

0.02 0.03 0.04
1 1 1

b"2(c) vs B2(c)

0.01
1

0.00
1

(a) Rovnomeérné jadro (b) Epanechnikovo jadro

Obrézek 2.2: Srovnani druhych mocnin konstantnich faktorti vychyleni: b2 (c) vs B% (c).
Modie FY odhad, ¢ervené XP odhad.

v(c) vs V(c)

v(c) vs V(c)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

c int

(a) Rovnomérné jadro (b) Epanechnikovo jadro

Obrazek 2.3: Srovnani konstantnich faktort rozptylu: vy, (c) vs Vi.(¢). Modie FY odhad,
cervené XP odhad.

Pozndmky k obrdzkim[2.9 a[2.3:

Protoze oba odhady maji stejné podminéné asymptotické vychyleni a roz-
ptyl pro vnitini body (viz poznamky pod vétami a, rozdily konstant-
nich faktort pro vychyleni i rozptyl jsou limitné nulové pro ¢ — 1.

Navic z obrazki 2.2 [2.2b] je patrné, Ze b? (¢) < B(c) pro ¢ > 0,16 u rovno-
mérného jadra a pro ¢ > 0,12 u Epanechnikova jadra, jinde b2 (c) > B2(c).
Srovnani konstantnich faktort rozptylu vychéazi jednoznaéné ve prospéch
FY odhadu. Z obrazku a plyne, 7Ze v (c) < Vi(c) pro ¢ < 0,45
a vr(c) = Vi(c) pro ¢ > 0.45 u obou jadrovych funkei. Navic V7 (c) roste
velmi rychle pro ¢ — 0. Muzeme tedy ftict, ze celkové lepsi vysledky pro
hrani¢ni body vykazuje FY odhad.
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e 7 nasich vypoctid mimo jiné vyplyvaji vztahy pro znaménko podminéného
asymptotického vychyleni obou odhadt v hrani¢nich bodech. Pro XP odhad
pri pouziti obou jader plati

sgn (abias[6% p,, (chn2)| X]) = sgn (6°(0+)), c€[0,1]; (2.18)

pro FY odhad s Epanechnikovou jadrovou funkci plati

i —sgn (6%(04)), ¢<0,22;
sgn (abias[62 ch,2)| X]) = 2.19
a pro FY odhad s rovnomérnou jadrovou funkci
o —sgn (62(0+)), ¢ <0,27;
sgn (abias[62 ch,2)| X]) = 2.20

Poznamenejme jesté, Ze pro oba odhady ve vnitinich bodech x € (0, 1) plati

sgn (abias[62(7)|X]) = sgn (5(x)), nebot o3, > 0.

2.5 Uvaha: modifikovany FY odhad

V predchazejicich podkapitolach jsme ukazali, ze F'Y odhad ma idealni asymp-
totické vlastnosti. Tedy je (téméf) asymptoticky eficientni (ve smyslu vét [2) a [3)),
adaptivni k nezndmé regresni funkci a netrpi hrani¢nimi efekty. Jedinym jeho
nedostatkem je, ze mize nabyvat zapornych hodnot. Proto jsme se zabyvali XP
odhadem, ktery je pro vnitini body asymptoticky ekvivalentni FY odhadu (tedy
eficientni ve stejném smyslu), netrpi hrani¢nimi efekty a navic mé zarucenu neza-
pornost. Nevyhodou ovSem je jeho vyssi vypocetni narocnost a predevsim horsi
chovani na hranici, jak jsme ukézali v[2.4.3] Tyto nedostatky nas motivuji k de-
finovani modifikovaného FY odhadu (dale také FYM odhadu):

5712?YM,n(37) = max{&%y,n(@a 0}.

Odhad ma pak zfejmé zarucenu nezapornost. Odvodime asymptotiku odhadu.

Véta 17. Necht plati predpoklady véty@ pak Gy pr,(-) md (pro vnitind body)
stejné asymptotické rozdélent jako F'Y odhad.

Dikaz. 7 véty [7] vime
Xy 1= (nha2)? [0y, (€) — 0> (@) = 0,] 5 2,

kde Z ~ N(0,72) a 72 = fi'(z)o*(x)\*(z) [ W?(t) dt. Chceme dokédzat, Ze
Yo o= (0h2) 2 [6%y a0 (@) — 0 (@) — 6] 5 Z.

Oznac¢me F),(-) distribuéni funkci Y,,, G,,(-) distribuéni funkeci X,, a kone¢éné @, (-)
distribuéni funkei Z. Z véty 18.4. v \Jacod a Protter (2004) a spojitosti ®,(-) ve
vsech bodech plyne, zZe nam staci ukazat, ze pro vSechna y € R plati

Fo(y) = @:(y) + o(1),
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a zaroven vime, ze pro vSechna y € R plati

Gn(y) = @-(y) +o(1).

Z trojuhelnikové nerovnosti déle plyne

1Fu(y) — ©-(y)| < [Fuly) — Ga(y)] + |Gu(y) — 2-(y)| = [Fuly) — Ga(y)] + o(1).

Dale mtizeme psat

1Fa(y) = Gu()| = [P0y () < 20) = P60y n(@) < 20)],

pr— y 2 S 7 1 p— 2
kde z, T +o%(x) + 6, a z véty [7| plyne, Ze lim,,_,, 2, = o(x) > 0. Odtud

jiz plyne pozadovany vysledek, nebof P(6%y ., (z) < 2) = P(6%y.,(z) < z) pro
vSechna z > 0.

O
Poznamky k vété[17:

e V souladu s ocekdvanimi jsme ukazali, ze modifikovany FY odhad je asymp-
toticky ekvivaletni (pro vnitini body) FY odhadu. Tedy je (100%) asympto-
ticky eficientni mezi linedrnimi odhady (ve smyslu véty [3]) a téméf asympto-
ticky eficientni mezi véemi odhady (ve smyslu véty [2)).

e Analogicky se da ukazat, ze oracle odhad pfislusny FYM odhadu, tj. :
a-%‘YMO,n("E) = max{&%y()m(x), 0},

je asymptoticky ekvivalentni FYO odhadu, tedy i FY odhadu, tedy i FYM
odhadu. Tedy FYM odhad je adaptivni.

Jak se vSak chova odhad, mame-li pouze konecny pocet pozorovani? Porov-
nejme rozptyl, vychyleni a stfedni ¢tvercovou chybu FYM odhadu s FY odhadem.

Véta 18. Pro libovolné n € N plati:
var(Gpy ar ()] < varlegy, ()],
MSE[6 5y 11.(2)] < MSE[65y.,,(2)].
Ditkaz. Oznaéme nejprve X = 64y, (), Z = 6fyp,(2), a1 = E[X|X > 0] >0,

4 =E[X|X < 0] <0,b =E[X2[X >0]>al>0,b,=E[X2[X <0] > a2 >0,
pr=P(X >0) >0, p,=P(X <0) >0, pak plati:

var[X] = E[X?] — (E[X])* = bip1 + baps — (a1p1 + asps)®
= bip1 + bops — aip} — 2a1p1asps — asps,

var[Z] = E[2?] — (E[Z])? = bipy — a2p?,

var[X| — var[Z] = bops — 2a1p1asps — a3p3 = baps — 2a1prasps — azp2(1 — p1)
= pa(by — a%) — 2a1p1azps + plpzaé.
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Jelikoz vSechny séitance na pravé strané jsou nezaporné, var|X| — var[Z] > 0 =
var(Giy s, (7)] < var[6y,, (z)]. Nyni stiedni ¢tvercovd chyba. Z faktu o*(z) > 0
plyne

|‘7FYMn( ) — ‘72(95)‘ < |6125’Y,n(x) - ‘72(35)‘ = MSE[&%YM,TL< )] < MSE[UFYn( )]-

U
Pozndmky k vété[18;

e Pokud navic plati P(6%y.,(x) < 0) > 0, pak plati ostré nerovnosti, tj.:

var [&%YM,n(x)] < Var[é%y,n(ﬂf)]?

MSE[O—FYMn< )] < MSE[f}%Ym(x)]'

e Je-li zg krajni bod nosice fx(-), pak analogicky plati
MSE[6Fy a1, (20)| X] < MSE[67y.,,(z0)| X], n €N,

tedy FYM odhad mé alespori 94,64% podminénou asymptotickou eficienci
v krajnich bodech nosi¢e fx(-) (viz|1.3.2).

e Analogické nerovnost plati napt. i pro prumeérnou absolutni odchylku odhadu
ve vyhodnocovanych bodech z1, ..., x,, (zkracené MAD), tj

MAD[é UFYMn Z |UFYMn ;) — % (z;)|
< Z |6y (i) — 0%(25)| = MAD[67Fy,.].

e Vychyleni odhad nemtzeme pfimo porovnat, nicméné snadno nahlédneme,
ze E[0%yarn(®)] > E[0Fy,(2)]. Tedy specidlné, pokud FY odhad nadhod-
nocuje skute¢nou hodnotu rozptylové funkce (tj. E 6%y, (x)] > o*(z), viz
a ), je novy odhad vice vychyleny. Pokud FY odhad podhod-
nocuje skute¢nou hodnotu ¢?(z), mize byt novy odhad vice nebo i méné
vychyleny.

e MSE je pro nas hlavni ukazatel kvality odhadu, jestlize odhadujeme o?(x)
pouze jednou (napi. aplikace na empirickd data). Naopak pokud odhady
opakujeme za pomoci simulovanych dat, jako vysledny odhad o?(x) obvykle
bereme primeér odhadii. V tomto pripadé je podstatnéjsi, aby byl odhad co
nejméné vychylen. Proto nami navrzena modifikace je vylepsenim FY od-
hadu v empirickych prikladech, ale pfi simula¢nich studiich s [ opakovanim,
pokud bychom o*(x) odhadovali jako pramér odhadi {67y s (%) }izt,...0,
muze vykazovat horsi vysledky (specialné pokud FY odhad nadhodnocuje
skutecnou hodnotu rozptylové funkce).
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2.6 Volba vyhlazovaciho parametru pii odhadu
rozptylové funkce

Protoze FY, FYM a XP odhad maji stejnou podminénou asymptotickou
stfedni ¢tvercovou chybu jako lokalné linedrni odhad FYO (podminénd asympto-
tika FY a XP odhadu je popsana v poznamkach pod vétami|15|a|16|a podminéna
asymptotika FYO odhadu plyne pfimo z véty ' mizeme pouzit metody volby
vyhlazovaciho parametru pro LL odhad regresni funkce popsané v 1.4 Ozna¢me
h(Xl, oo, X Y1, Y,) nékterou z metod volby vyhlazovacitho parametru za-
lozenou na datech (X1,Y7),...,(X,,Y,) jako napfiklad metodu kfizového ovéro-
vani, popsanou v[1.4.5] ¢i nékterou z klasickych nebo plug-in metod. Pro vypocet
odhadu rozptylové funkce pouzivame nasledujici algoritmus:

1. Pouzijeme h, = B(Xl, o XY, Y k vypodtu mEE(XG),
proi=1,...,n

2. Spocitame 72 = (V; — i (X;))% i=1,...,n.

3. Pouzijeme h,o = h(Xy,..., X, 72,...,#2) k v§poctu odhadii rozptylové
funkce.

V praktickych vypoc¢tech budeme pouzivat metody doporucené ve |[Fan a Yao
(1998). Z téch, které jsme popsali v [1.4, doporucuji autofi ¢lanku bud metodu
kiizového ovérovani, nebo plug-in metodu prezentovanou v ¢lanku Ruppert a kol.
(1995a)), pficemz preferuji druhou zminénou metodu. Metoda kiizového ovérovani
je implementovana v balicku locpol (Cabreral [2012) pod nazvem regCVBwSelC.
Pro vypocet plug-in vyhlazovaciho parametru LL odhadu s Gaussovym jadrem je
v balicku KernSmooth (Wand, |2015) implementovéna funkce dpill. V simula¢nich
prikladech budeme pro srovnani také pocitat asymptoticky optiméalni globalni
vyhlazovaci parametr pro odhady FY, FYM a XP. Ve vSech pripadech se jedna
o stejny vyhlazovaci parametr a z jejich podminéné asymptotiky plyne

1 = i [ AMSE[G ()| X fx (0w (o) d =
e i 1257 / @) pxteyto) o+ HUOD L otapeoyute do

Odsud snadno spocitame, ze
hopt — |:f W2<t) dtf04($))\2($)lU(x) dl’:| 1/5
"2 | n(o2)? [(6%(x)? fx (z)w(z) do

Pokud navic zvolime za W (-) Epanechnikovu jadrovou funkci a w(z) = 1, dosta-
vame

Lot _ { 15 [ o*(x)N*(x) dx ]1/5 (2.21)
m2 | (6% (@)? fx (@) da] '
Pro vypocet plug-in vyhlazovaciho parametru pro LL odhad s Epanechnikovou
jadrovou funkci vynasobime parametr ziskany funkci dpill konstantou:

S Wep )dt(UWGAUSS)2 1/5 B e
|~(012/VEPAA fWGAUSS< )dt:| B (30\/%) / ' (222>
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2.7 Motivacni priklad

Abychom ilustrovali riziko zapornosti F'Y odhadu, bylo potfeba najit vhodna
data. Rozhodli jsme se modelovat vysku chlapci v zavislosti na véku. Datovy
vzorek nazvany boys7482 je dostupny v balicku AGD (van Buuren, [2015).

Negativni odhady rozptylové funkce nastavaji typicky v bodech, v jejichz bliz-
kém okoli je Cetnost pozorovani relativné nizka, proto jsme vzorek dat ,nafedili“
tak, abychom snizili relativni ¢etnost pozorovani pro x blizké nule. Vysledny da-
tovy vzorek obsahuje 592 pozorovani vysky chlapct v zavislosti na veéku, ktery se
pohybuje od 0 do 21 let. VSechny datové tpravy a vypocty byly provedeny v pro-
gramu R Core Team| (2015)) a jsou k nahlédnuti v pfilozeném souboru. Pro vypocet
LL odhadu jsme pouzili funkci locLinSmootherC z balicku locpol (Cabrera, 2012).
Implementaci XP odhadu jsme provedli sami pomoci funkce multiroot z balicku
rootSolve (Soetaert], [2015) a je uvedena v pifloze [A.2]

140 160 180 200
L L 1 |

vyska (cm)
120
1

kvadrat rezidui

100
|

80
I

60
1

Veék (roky) veék (roky)

(a) LL odhad m(x) (b) FY odhad

Obrazek 2.4: Vyska chlapcti v zavislosti na véku: (a) LL odhad regresni funkce pii
pouziti hg‘f = 1,40; (b) FY odhad rozptylové funkce zalozeny na druhych mocninach
rezidui pfi pouziti hy 2 = 2,50.

Na obrazku vidime LL odhad regresni funkce. Vyhlazovaci parametr h,, 1
byl vybran pomoci metody kiizového ovérovani popsané v sekci Na zakladé
tohoto odhadu jsme ziskali druhé mocniny rezidui a FY odhad rozptylové funkce
pro 211 hodnot vékia chlapct ekvidistantné rozdélenych od x = 0 do x = 21. Na
obrazku [2.4b] je FY odhad znazornén speciélné pro x = 0 az x = 5. Z obrazku
muzeme nahlédnout, Zze pro malé hodnoty = je FY odhad zaporny. Pro ilustraci
jsme zvolili h, o = 2,50, nicméné z obrazku , znazornujici FY odhad v bodé
0 v zévislosti na hy, 2, je patrné, ze FY odhad vychézi zaporné i pro vyhlazovaci
parametr ziskany metodou krizového ovérovani, ten je na ose x zaznacen modie,
Cervené je pak zaznacen plug-in vyhlazovaci parametr (Ruppert a kol., [1995a)).
Pro porovnéani jsme na obrazku jesté vykreslili hodnotu FY odhadu v bodé
0,2 v zavislosti na h,, 5. V tomto bodé by jiz ani jedna ze zminénych metod nevedla
k zapornému odhadu.
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F-Y odhad

F-Y odhad

Obrazek 2.5: FY odhad v zévislosti na vyhlazovacim parametru: (a) v bodé z = 0; (b)
v bodé x = 0,2. Modfe je oznacen vyhlazovaci parametr ziskany metodou krizového
ovéfovani, cervené pak plug-in metodou.

Srovnani s XP odhadem

Riziko zapornosti odhadu nas motivovalo k popsani XP odhadu a posléze
definovani modifikovaného FY odhadu. Jak dopadly na stejnych datech (s pouzi-
tim stejnych rezidui), se stejnou jadrovou funkei (Epanechnikovou) a se stejnym
vyhlazovacim parametrem h, » = 2,50, mizeme nahlédnout na obrazku [2.6]

1T — FY o © o

80
o
20

71— FY o

60
15
1

10
1

kvadrat vypoctenych rezidui
40
kvadrat vypoctenych rezidui

20

00 o O%@
b0 b %@M 5
T T T T T
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5

vék (roky) Vvek (roky)
(a) (b)

Obrazek 2.6: Srovnani FY, FYM a XP odhadu na motiva¢nich datech pfi pouZiti
vyhlazovaciho parametru h,2 = 2,50. Modie je oznacen FY odhad, modie a cerné
FYM odhad a ¢ervené XP odhad.

Vykreslené kiivky jsou spocteny opét v 211 evaluacnich bodech ekvidistantné
rozdélenych od x = 0 do x = 21. Obréazek [2.6b] je pouze pfiblizenim sousedniho
obrazku pro x = 0 az © = 5. Neprekvapi nas, ze XP odhad a modifikovany FY
odhad vychéazeji nezdporné, nebot maji nezdpornost garantovanou jiz z definice.

48



Z obrazku muzeme dale nahlédnout, Ze pro vnitini body se kiivky FY a XP
odhadu témét prekryvaji, coz nés také neptekvapi, nebot odhady jsou (pro vni-
tini body) asymptoticky ekvivalentni. Zajimavéjsi je jejich srovnani v hrani¢nich
bodech, zejména vici rozptylové funkci, cemuz se budeme vénovat v simulacnich
prikladech. Nejprve vsSak srovnejme citlivost odhad na zménu vyhlazovaciho
parametru. Na obrazku je znazornéna zavislost odhadid v hrani¢nim bodé
x = 0,1 pro vyhlazovaci parametr h, o = 0,25 az h,» = 5. Je zde patrny velky
rozdil, XP je evidentné pomérné stabilni, pro h, 2 > 1 téméf konstantni. Naopak
FY odhad je velmi citlivy a navic, jak jsme ukazali dfive, pro nékteré vyhlazo-
vaci parametry nabyva zapornych hodnot. Vysvétlenim stability XP odhadu je
podminka (2.8). Diky ni je pozorovanim napravo od bodu z s nenulovou jédro-
vou funkei pfidélovana velmi mala vaha. Tohle jiz neplati u vnitinich bodti, coz
miizeme vidét na obrazku 2.7bl
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37

FY vs XP
FY vs XP
36

35
1

34
1

(a)z=0,1 (b) z =10

Obrazek 2.7: FY a XP odhad v zavislosti na vyhlazovacim parametru pii pouziti
Epanechnikovy jadrové funkce v bodé: (a) z = 0,1; (b) z = 10. Modfe je oznacen FY
odhad, cervené XP odhad.

Chovani odhadt je zde velmi podobné. Celkové miizeme konstatovat, ze u FY
odhadu (pfedevsim v hrani¢nich bodech) je nutné klast vétsi diraz na volbu vy-
hlazovaciho parametru i s ohledem na moznou zapornost odhadu. Poznamenejme
jesteé, ze citlivost odhadti na volbu vyhlazovaciho parametru je do velké miry dana
také volbou jadrové funkce. Napi. u rovnomérného jadra bychom ocekavali vyssi
citlivost a u Gaussova jadra naopak nizsi.

Vypocet vah u XP odhadu

Pro vypocet vah w,;(x) u XP odhadu jsme vychazeli z poznamky (2.9)). A
jsme nalezli pomoci Newton-Raphsonova iteracniho algoritmu pro hledani kotene
funkce (téZ zvaného metoda tecen), ktery jsme aplikovali na funkci F(-) defino-
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vanou v ([2.10). Kofen jsme hledali na intervalu (DMEZ, HMEZ), kde:

e (e Lax{(XG = 2) W, (X — )} > 0,

DMEZ = § ==

—00, max {(X; — z) Wy, ,(Xi —2)} =0,
max {(a;—Xi)iWhW(Xi—x)p fgfg;{(w — X;)4Wh,,(Xi — )} > 0,

HMEZ = { ==
00, max {(z — X;)+ Wi, ,(X; —2)} = 0.

1<i<n

Uvedeny interval zarucuje nezapornost vah. Zdrojovy kéd vypoctu XP odhadu

je v priloze [A.2]

2.8 Simulace: srovnani odhadu

Nyni provedeme nékolik simulaci s riiznou rozptylovou funkei o?(-), abychom
otestovali vlastnosti odhadt na konec¢nych vybérech. Ve vSech pripadech simulu-
jeme 200 ndhodnych vybért délky n = 201 z modelu

Y = exp{z;} + o(x)ei, (2.23)

kde nezavislou proménnou predem volime v ekvidistantné rozdélenych bodech
ry = 0,29 = 0,005, ...,290; = 1 a ndhodné chyby {¢;}?, generujeme z normo-
vaného normalniho rozdéleni. Vyhlazovaci parametry h, ; a h, 2 volime pomoci
plug-in metody popsané v ¢lanku Ruppert a Wand, (1997) a pouzivame Epanech-
nikovu jadrovou funkci.

Vzhledem ke zvolenému designu nemutzeme prilis ocekavat zapornost FY od-
hadu, tedy FY a FYM odhad budou témér vzdy stejné. Nicméné u rozdéleni
s velkymi shluky a velkou rozptylovou funkci mize byt FY odhad relativné ¢asto
zaporny, v takovych pripadech je FYM odhad jeho vyznamnym vylepsenim. Cilem
simulac¢ni studie je empiricky potvrdit teoretické vysledky ze sekce o horsim
chovani XP odhadu v hrani¢nich bodech.

Simulace 1

Rozptylovou funkci volime
o?(x) = (sin(4z) + 2)%

Primérna hodnota vyhlazovaciho parametru pro odhad rozptylové funkce vy-
chazi E[h]}] = 0,21 a jeho smérodatna odchylka sd[h]}] = 0,07. Pro porovnani
jsme také spocitali, dle vzorce , optimalni vyhlazovaci parametr ;" ; = 0,29.
Miizeme konstatovat, ze pro vétsinu vybért doslo k podhlazeni odhadu. Pro kazdy
vygenerovany vybér dat spocitame FY, FYM, FYMO a XP odhad v ekvidistantné
rozdélenych evaluacnich bodech x; = 0,005, zo = 0,020, ..., 267 = 0,995. Jejich
praméry, 10% a 90% kvantily mtzeme porovnat na obrazku [2.8 Zfejmé nej-
lepsich vysledkt dosahuje FYMO odhad, jevi se nejméné vychyleny. FYM a XP
odhady jsou pro vnitini body témér totozné, ovsem v hranic¢nich bodech je rozpéti
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kvantild XP odhadu zfetelné vétsi a vyrazné nartista smérem ke krajnim bodtm
intervalu, coz odpovida nasim o¢ekavanim (viz konstantni faktory podminéného
asymptotického rozptylu na obr. . Zda znaménka vybérovych vychyleni od-
hadi odpovidaji tém teoretickym (znaménkim podminénému asymptotickému
vychyleni), si miZe ¢tendf snadno ovéfit pomoci a .

12

N - fce volatility
- FYM
T - FYMO
o - XP

0.0 02 04 06 08 1.0

X

Obrazek 2.8: Priméry, 10% kvantily a 90% kvantily FYM, FYMO a XP odhadu
rozptylové funkce o%(z) = (sin(4x) + 2)? v modelu (2.23) na 200 opakovanich a pii
pouziti plug-in vyhlazovaciho parametru a Epanechnikovy jadrové funkce.

Porovnani prumérnych absolutnich odchylek odhada

Nyni srovndme priumérné (pfes evaluaéni body) absolutni odchylky odhadt
pro kazdy nahodny vybér, tj:

67
. 1 .
MADI[5?] = & Z 162(z) — o*(z3)).
i=1

Boxploty MAD[6%y.,,], MAD[6%y 5/ ,,], MAD[6 %y 1/0.,] @ MAD[6% p,,] spoctené na
200 simulacich jsou zobrazené na obrazku . Vidime, Ze (ve smyslu pramér-
nych absolutnich odchylek) nejhorsich vysledkti dosahuje XP odhad. FY, FYM
a FYMO dosahuji srovnatelnych vysledkii. Sefadime-li primérné hodnoty (pies
vSechny simulace) pramérnych absolutnich odchylek, dostaneme vzestupné:

] 2 |20
200 2~ MAD(6ty 1100s) = 10358 5o 2 MAD(6%y 1.0 = 1,0546,
1 200 | 20
— Y MAD[6} =1,0547, —— ) MAD[53 = 1,1075.
200 1 [UFY’n’S] ’ ’ 200 ; [O-XP,n,s] )
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Nejlepsi hodnotu tohoto ukazatele ma FYMO odhad. Bylo predem jasné, ze
s 2 MAD[63y prns] < 555 Do) MAD[6%,,,]. V nasem pifpadé nastava do-
konce ostra nerovnost, tedy FY odhad nabyva v nékterjch bodech zapornych
hodnot. P¥imé srovnani FYM odhadu vici FYMO odhadu a také FYM odhadu
viiéi XP odhadu nabizi obrazky [2.9b] a [2.9d]

MAD[FYMO]

MAD
L

T T T T T T T
FY FYM FYMO XP 05 10 15 20
MADIFYM] MADIFYM]

(a) Boxploty (b) FYM vs XP (c) FYM vs FYMO

Obrazek 2.9: (a) Boxploty MAD FY, FYM, FYMO a XP odhadu; srovnani primérnych
absolutnich odchylek: (b) FYM vs XP; (¢c) FYM vs FYMO.

Je mirné vyssi Sance, ze FYM odhad ,porazi* XP odhad (ve smyslu nizsi
prumérné absolutni odchylky), nezli opatné a nepatrné vyssi Sanci na to, Ze
FYMO ,porazi“ FYM odhad. Kvantifikujeme-li to presné, pak situace

MAD[a-%YM,n,S] < MAD[a-g(P,n,s]
nastava ve 138 pripadech ze 200 a ve 82 pripadech ze 200:
MAD[&%YM,TL,S] < MAD[a%‘YMO,n,s]‘

2 - - FYM 2 7 - PYM
- xp - xp

04

03
<
P——
10

kvadrat vybérového vychyleni
vybérovy rozptyl

00
1

(a) Kvadrat vybérového vychyleni (b) Vybérovy rozptyl

Obrazek 2.10: Srovnani FY a XP odhadu: (a) druhd mocnina vybérového vychyleni;
(b) vybérovy rozptyl.

Na zavér miizeme porovnat druhou mocninu vybérového vychyleni a vybérovy
rozptyl FYM a XP odhadu. Z obrazku je patrné, ze kvadrat vybérového vy-
chyleni XP odhadu je vétsi nez u FYM odhadu v hrani¢nich bodech, ve vnitinich
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bodech je priblizné stejny. U vybérového rozptylu je situace obdobnd, z obrazku
[2.10b] vidime, Ze v hrani¢nich bodech je vétsi vybérovy rozptyl XP odhadu a roz-
dil nartstd smérem ke krajnim bodim nosi¢e fx(-), jinde jsou vybérové rozptyly
priblizné stejné. Poznamenejme jesté, ze vybérovou MSE bychom ziskali prostym
seCtenim kvadratu vybérového vychyleni a vybérového rozptylu.

Simulace 2

Rozptylovou funkci volime

o*(z) = % +5(1 — z)*.

Priimérna hodnota vyhlazovaciho parametru pro odhad rozptylové funkce vy-
chazi E[h]}] = 0,18 a jeho smérodatna odchylka sd[h]}] = 0,08. Pro porovnani
jsme také spocitali, dle vzorce , optimélni vyhlazovaci parametr A, = 0,29.
Miizeme konstatovat, ze pro vétsinu vybéri opét doslo k podhlazeni odhadu. Od-
hady poc¢itame opét v evaluacnich bodech x; = 0,005, x5 = 0,020, ..., 27 = 0,995
a jejich kvantily jsou k nahlédnuti na obrazku MizZeme si vSimnout, Ze
pruméry a kvantily vSech vykreslenych odhadt jsou si velmi podobné s vyjim-
kou levych hrani¢nich bodt. Zde je rozpéti kvantili XP odhadu zfetelné vétsi
a vyznamn€ nartsta smérem k nule. V téchto bodech je nejméné vychylen FYM
odhad, FYMO odhad (v praméru) nadhodnocuje a XP odhad podhodnocuje roz-
ptylovou funkci.

&~ - fce volatility
- FYM
- FYMO
o | - XP
o
©
-
o
o _
T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Obrazek 2.11: Praméry, 10% kvantily a 90% kvantily FYM, FYMO a XP odhadu

rozptylové funkce o?(z) = § + 5(1 — z)3 v modelu (2.23) na 200 opakovanich a pii

pouziti plug-in vyhlazovaciho parametru a Epanechnikovy jadrové funkce.

Porovnani primeérnych absolutnich odchylek odhada

Boxploty MAD(6%y.,,], MAD[6%y1/.,], MAD[6%y 50, @ MAD[6% p,,] spoctené
na 200 simulacich jsou zobrazené na obrazku |2.12al. Viditelné nejhorsich vysledkt
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dosahuje XP odhad, a to ziejmé v disledku velmi vysokého rozptylu v levych
hrani¢nich bodech. Modifikovany FY odhad vykazuje srovnatelné vysledky jako
jeho oracle odhad. Pokud navic zprimeérujeme hodnoty primérnych absolutnich
odchylek pres vsechny simulace, dostaneme vzestupné:

1 200 1 200
200 2= MADI[GTy o) = 0.3003, o ; MADI[52y 1100s] = 03111,
1 200
== > MADIs} — 0.3553.
200 st [UXP,n,s] y

Tentokrat nejlepsi hodnotu tohoto ukazatele ma FYM odhad. P¥imé srovnani
FYM odhadu vic¢i FYMO odhadu a také FYM odhadu vic¢i XP odhadu nabizi

obrézky a.12d

MAD(XP]
MAD[FYMO]

H H o g
o o —_ -8
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01 02 03 04 05 06 07 08 01 02 03 04 05 06 07 08
MAD[FYM] MAD[FYM]

(a) Boxploty (b) FYM vs FYMO (c) FYM vs XP

Obréazek 2.12: (a) Boxploty MAD FY, FYM, FYMO a XP odhadu; srovnani pramér-
nych absolutnich odchylek: (b) FYM vs XP; (¢) FYM vs FYMO.

Ziejmé je mirné vyssi Sance, ze FYM odhad ,porazi“ XP odhad (ve smyslu
nizsi primérné absolutni odchylky) nezli opaéné. FYM a FYMO odhad maji pfi-
blizné stejné Sance na to, ze ,porazi“ jeden druhého. Kvantifikujeme-li to pfesné,
pak situace

MAD[C}%YM,TZ,S] < MAD[&E(P,TL,S:I
nastava ve 138 pripadech ze 200 a ve 105 pripadech ze 200:
MAD[@QFYMJZ,S] < MAD[&%‘YMO,W,,S]

Na zavér miizeme porovnat druhou mocninu vybérového vychyleni a vybérovy
rozptyl FYM a XP odhadu. Z obrazku je patrné, Ze kvadrat vybérového
vychyleni XP odhadu je vyssi v levych hrani¢nich bodech, jinde pfiblizné stejny.
Na obrazku 2.13D] vidime, Ze vybérové rozptyly obou odhadu jsou srovnatelné az
na levé hrani¢ni body, kde vybérovy rozptyl XP odhadu velmi rychle roste pro
x — 04.
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Obréazek 2.13: Srovnani FYM a XP odhadu: (a) druh& mocnina vybérového vychyleni;
(b) vybérovy rozptyl.

Tyto vysledky odpovidaji nasemu ocekavani plynoucimu z teoretickych vy-
sledkii v sekei [2.4.3] V obou simula¢nich p¥ipadech jsme ukézali, Ze FYM odhad
vykazuje lepsi vysledky nez XP odhad (ve smyslu primérné absolutni odchylky).
To je dano predevsim jeho podstatné mensim rozptylem v hrani¢nich bodech.
Mimo jiné jsme také empiricky potvrdili adaptivitu FYM odhadu, nebot vychéa-
zel velmi blizko svému oracle odhadu.

S pouzitim prilozeného kédu si mize samotny ¢tenaf vyzkouset chovani od-
hadt i pro jiné rozptylové funkce, piipadné i jiny design nezavislé proménné.
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Z.avér

Tato diplomova prace se zaméfuje na problematiku lokalné polynomickych
odhadt funkce podminéného rozptylu v heteroskedastickém regresnim modelu.
V  prvni kapitole, vénované odhadiim regresni funkce, jsme dikladné popsali
skvélé asymptotické vlastnosti lokalné linearniho odhadu regresni funkce. V druhé
kapitole, vénované odhadtm rozptylové funkce, jsme ukézali, Ze se tyto vlast-
nosti prenaseji i do lokalné linearniho odhadu rozptylu zaloZzeném na reziduich.
Nicméné Xu a Phillips upozornili na riziko zapornosti lokalné linearniho odhadu
rozptylu a navrhli vlastni odhad zaloZeny na reziduich, ktery ma zarucenu ne-
zapornost. Ackoliv ukazali, ze oba odhady jsou asymptoticky ekvivalentni pro
vnitini body, nesrovnali teoreticky jejich chovani v hrani¢nich bodech. To byl
jeden z cili této prace. Podafilo se nam ukéazat, ze FY odhad ma podstatné
lepsi asymptotické chovani v hrani¢nich bodech, coz se potvrdilo i v simulac¢ni
studii. To nas motivovalo k trividlni modifikaci FY odhadu, ktera zarucuje jeho
nezapornost a nezhorsuje jeho kvalitu (ve smyslu stfedni ¢tvercové chyby). Navic
jsme ukézali, ze modifikovany odhad je asymptoticky ekvivalentni F'Y odhadu pro
vnitini body. Kromé odhadt zalozenych na reziduich jsme se také zamysleli nad
pfimocarym odhadem a ukazali jeho nevhodnost kviili vyssimu asymptotickému
vychyleni.

Mezi dalsi popularni neparametrické metody, jejichz popis by byl nad ramec
této prace, patii vyhlazovaci spliny. Vztah mezi jaddrovou regresi a vyhlazovaci
spliny byl popsan v ¢lanku Silverman| (1984), obsahly popis téchto metod vcetné
jejich aplikace na odhad rozptylové funkce najdeme v knize Wang| (2011)).
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P¥ilohy

A. Zdrojovy kod programu

V této priloze uvadime ¢asti zdrojového kddu, které jsme programovali sami.
Cely zdrojovy kdéd je k dispozici na ptilozeném CD. Vypocet konstantnich faktori
br, vy a Br, Vi pro Epanechnikovu jadrovou funkci je v podkapitole Pro
rovnomérnou jadrovou funkci byl postup analogicky s tim rozdilem, ze hodnoty

Ae jsme spocitali pfimo pomoci Lambertovy W funkce. Implementace XP odhadu
je v podkapitole

A.1 Vypocet konstantnich faktora

# knihovna metod hledani kofene
library(rootSolve)

# Spocitame lambda_cD (dolni) pomoci metody ptleni intervalu.
# a znacCi lambda_cD.

FE <- function(a){
fOE <- function(u){
(ux(3/4)*(1-u"2))/(1-a*xu*x(3/4)*(1-u~2))
}
return(fOE)

KE <- function (a,c) {
# Funkce F(a,c) pro Epa jadro
integrate(FE(a), lower=-c, upper=1)$value

# Analyzovali jsme prib&h funkce ux(3/4)*(1-u"2).
# Na intervalu (-1, 1) m& minimum -sqrt(1/12) v bodé& -sqrt(1/3)
# Na intervalu (-sqrt(1/3), 0) je funkce rostouci.
# Tedy hledame lambda_cD na intervalech:

# a) (-2 *sqrt(3), 0), je-li c >= sqrt(1/3),

# b) (-4 / (3c(1-c"2)), 0), je-li c < sqrt(1/3).

koren <- function(c){
# ¢ >= sqrt(1/3)
uniroot (function(a) KE(a, c), c(-2 *sqrt(3)+0.00001, 0))$root
}
koren2 <- function(c){
# c < sqrt(1/3)
uniroot (function(a) KE(a,c),c(-4/(3%cx(1-c~2))+0.00001,0))$root
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# Spocitame lambda pro ekvid. posloupnost bod& ¢ od 0.07 do 1.
cc <- seq(0.07, 1, length.out = 101)
lambda <- rep(1:101)
for (i in 1:55) {
#c < sqrt(1/3)
lambda[i]=koren2(cc[i])
}
for (i in 1:46) {
# c >= sqrt(1/3)
lambda[i+55]=koren(cc[i+55])
}

# KONSTANTNI FAKTORY XP ODHADU

EO <- function(i){
e0 <- function(u){
((8/4)*(1-u~2))/(1-lambdali] *u*(3/4)*(1-u~2))
}

return(e0)

WEO <- function (i) {
# WO - Epanechnikovo jadro
integrate(EO0 (i), lower=-ccl[i], upper=1)$value

El <- function(i){
el <- function(u){
((u2)*(3/4)*(1-u~2))/(1-1lambda[i] *u*(3/4)*(1-u"2))
}

return(el)

WE1 <- function (i) {
# W1 - Epanechnikovo jadro
integrate(E1(i), lower=-cc[i], upper=1)$value

# Konstantni faktor vychjleni XP odhadu B(c)
biasXPE <- rep(1:101)
for (i in 1:101) {

biasXPE[i]=WE1(i)/WEO (i)

E2 <- function(i){
e2 <- function(u){
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(((3/4)*(1-u~2))/(1-lambda[i] *u*(3/4)*(1-u"2))) "2
}

return(e2)

WE2 <- function (i) {
# W2 - Epanechnikovo jadro
integrate(E2(i), lower=-cc[i], upper=1)$value

# Konstantni faktor rozptylu XP odhadu V(c)

rozptylXPE <- rep(1:101)

for (i in 1:101) {
rozptylXPE[1]=WE2(i)/(WE0(i)) "2

}

# KONSTANTNI FAKTORY FY ODHADU

IE <- function(j){
integrandE <- function(u){
(u~j)*(3/4)*(1-u"2)
}

return(integrandE)

UE <- function(j, i){
# mi(j, c)
integrate(IE(j), lower=-cc[i], upper=1)$value

# Konstantni faktor b(c) v posloupnosti cc

biasFYE <- rep(1:101)

for (i in 1:101){
biasFYE[i]=( (UE(2, i)~ (2))-UE(1, i)*UE(3, i) )/
( UE(2, 1)*UE(0, i)-(UE(1, 1)7(2)) )

# Rozptyl FY spolitame pro ekvid. posl. bodd c od 0 do 1.
int <- seq(0, 1, length.out = 101)
UEint<- function(j, i){
integrate(IE(j), lower=-int[i], upper=1)$value
}

VE <- function(i){
vnitrekE <- function(u){
((9%(1-u~2)"2)*(UEint (2, i)-uxUEint(1, i))~2)/
(16%(UEint (2, i)*UEint(0,i)-UEint(1, 1)°2)"2)
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by

return(vnitrekE)

rozptylFYE <- c(1:101)
for (i in 1:101){

rozptylFYE[i]=integrate(VE(i), lower=-int[i], upper=1)$value

A.2 Implementace XP odhadu

# knihovna metod hledéni ko¥ene
library(rootSolve)

Epanechnik=function(x, h, z){
# Epanechnikova jadrova funkce

((3/h)*(1-((x-z)/h)"2) /4)*(ifelse(abs(((x-z)/h))<=1, 1, 0))

# Dolni a horni mez intervalu, kde hledame kofen.
# ZaruCuji nezapornost vah.
dmez <- function(x, h, z){
ifelse(max((x-z)*(x-z>0)*Epanechnik(x, h, z))>0,
-1/( max((x-z)*(x-z>0) *Epanechnik(x, h, z)) ),-Inf)
}
hmez <- function(x, h, z){
ifelse(max ((z-x)*(z-x>0)*Epanechnik(x,h,z))>0,
1/( max((z-x)*(z-x>0) *Epanechnik(x, h, z)) ), Inf)

F <- function(a, x, h, z){

# Mimo interval (dmez, hmez) pfedefinujeme na log(abs(a)).

# Uvnitf¥ intervalu (dmez, hmez) se jednd o funkci F.
# F je definovand v rovnice (2.10).

ifelse((dmez(x, h, z)<a)&(a<hmez(x, h, z)),

sum( ((1+ax(x-z)*Epanechnik(x, h, z))~(-1))*
(x-z)*Epanechnik(x, h, z)), log(abs(a)))

# Vypolet lambda pomoci multiroot (Newton-Raphsonova metoda) .

# Hledame kofen nejvySe ze tfi startovnich bodi:

# 0, dmez+0.01 (pokud je kone¢nd) a hmez-0.01 (pokud je konelnd)

lambdal. <- function(x, h, z){
multiroot (function(a) F(a, x, h, z),
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ifelse((dmez(x,h,z)>-Inf) ,dmez(x,h,z)+0.01,0),rtol=1e-10) $root
}
lambda0 <- function(x, h, z){

multiroot (function(a) F(a, x, h, z),0,rtol = 1le-10)$root
}
lambdaP <- function(x, h, z){

multiroot (function(a) F(a, x, h, z),

ifelse((hmez(x,h,z)<Inf) ,hmez(x,h,z)-0.01,0),rtol = 1e-10)$root
}

minn <- function(x, h, z){
which.min(c(abs(F(lambdalL(x, h, z),x, h, z)),
abs (F(lambdaO(x, h, z),x, h, z)),
abs (F(lambdaP(x, h, z),x, h, z))))

lambda <- function(x, h, z) {
# Zvolime ten bod, ktery nejlépe spliiuje definici kotene.
ifelse(minn(x, h, z)==1,lambdalL(x, h, z),
ifelse(minn(x, h, z)==2,lambdaO(x, h, z),lambdaP(x, h, z)))

# kontrola kofene
F(lambda(x, h, z), x, h, z)

w <- function(x, i, h, z){
# vahy XP odhad
1/ (length(x)*(1+lambda(x,h,z)*(x[i]-z)*Epanechnik(x[i], h, z)))

# kontrola vah
sum( w(x, seq(l:length(x)), h, z) )

XPodhad <- function(x, r, h, z){
# XP odhad
XP <- (sum(w(x,seq(1l:length(x)),h, z)*Epanechnik(x, h, z)*r) )/
(sum(w(x, seq(1l:length(x)), h, z)*Epanechnik(x, h, z)))
return (XP)
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