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Anotace

Cilem této prace je zavést a podrobnéji rozebrat pojem posloupnost. Dale uvést zakladni cha-
rakteristiky tohoto zobrazeni a pojmu, které se s nim tzce poji (napft. limita). V tvodnich
¢astech jsou uvedeny zékladni definice a véty, které jsou pro praci s timto pojmem dtlezité.
V dalsich ¢astech jsou rozebrany pfipady posloupnosti, které jiz spadaji i do jinych matema-

tickych obord nez je matematickd analyjza.

V dalsich ¢éastech jsou potom rozebrany konkrétni situace a piiklady na vypocty limit po-
sloupnosti, chovani posloupnosti véetné feseni. Vzdy se jedné o konkrétni typ problému, ktery

se v dané ¢asti textu rozebira.

Klicova slova: posloupnost, limita posloupnosti, ptiklady na vypocet limit, diferen¢ni rov-

nice, konvergence, divergence.



Annotation

Abstract The aim of the thesis is to introduce and elaborate arithmetic sequences, and es-
tablish main characteristics of this projection and terms that are closely related to it (e.g.
limit). In the introduction, definitions and statements that are crucial for working with this
term are stated. Further, the reader is introduced to progressions, that belong into different

mathematical fields than mathematical analysis.

Further, particular situations and calculations of sequences limits and its behaviour, inclu-
ding the solution, are elaborated. It always considers one particular type of a mathematical

problem that the text concentrates on.

Keywords: Sequences, limit of sequence, difference, convergence, divergence, sequence mo-

notony.
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Uvod

Matematickd analyza je jednou ze stéZejnich partii matematiky. Zabyva se studiem mate-
matickych objekti, jako jsou funkce, posloupnosti, nekonecné ciselné rady, varia¢ni pocet,
integralni pocet a mnoha dalsich. V tomto textu se budeme vénovat teorii posloupnosti a
pokusime se tuto teorii rozsifit o informace, které se standardné pri bézném studiu tohoto

tématu neobjevuji. Dale ukdzeme praktické priklady na pouziti znalosti z teorie posloupnosti

napf. v geometrii.

Text je uréen studentiim matematiky, jakozto rozsitujici ucebni text tykajici se posloupnosti,
proto predpokladame, Ze ¢tenar je se zéklady teorie posloupnosti seznamen. Pro tplnost jsou
v jednotlivych kapitolach vzdy uvedeny potiebné definice a véty, které jsou pro préci s timto
typem zobrazeni podstatné. Jelikoz se jedné o rozsifujici u¢ebni text, jsou ke kazdé zkoumané
problematice pridany feSené piiklady, tykajici se konkrétniho problému. Prace je rozdélena do
CtyT kapitol, z nichZz prvni dvé jsou vénovany ¢iselnym posloupnostem a jejich limitam. Dalsi
dvé kapitoly jsou rozsifujici. Vénujeme se v nich typtim posloupnosti, které jsou nadstavbou

posloupnosti ¢iselnych.

Téma posloupnosti jsem si zvolil proto, ze matematickd analyza je mou oblibenou oblasti
matematiky, dale proto abych se pokusil ukazat, Ze toto téma lze rozsiti dale, nez je bézné
probirand latka na vysoké Skole. Konkrétné se jedné o neciselné posloupnosti, které jsou ro-
zebrany v kapitole 3, a analogii s realnymi funkcemi jedné a dvou proménnych. Tato analogie

je rozvedena ve ¢tvrté kapitole tohoto textu.



Kapitola 1

Ciselné posloupnosti

Zobrazeni f : N — M, kde M je nepréazdna mnozina se nazyva posloupnost. Tato definice
je nejobecnéjsi, jelikoz mnozina M neni bliZze specifikovana. V této Casti se budeme zabyvat
typem posloupnosti, které zobrazuji z mnoziny N (Ng) do ¢iselné mnoziny. Nejcastéji pu-
jde o mnoziny R resp. C. Zobrazeni N — M, kde M je Ciselnd mnozina se nazyva ciselnd

posloupnost.

1.1 Ciselné posloupnosti

Definice 1. Jestlize kazdému pfirozenému ¢islu n € N je pfifazeno ¢islo a,, € R (C), potom
fikdme, Ze (a,)°%, je posloupnost realnych (komplexnich) &sel. Cislo a,, nazveme n-tym

¢lenem této posloupnosti.

Existuji dva zékladni zptusoby zapisu posloupnosti:

o Explicitné : a, = (—1)", a, = Z—ﬂl, an = vn—+1—+/n—1 a tak podobné.

o Rekurentné: a; =1, apt1 =an(n+1) =ax =2, a3 =6, ...

Pozndmka: Nékdy se pro explicitni vyjadieni uziva oznaceni vzorec pro n—ty clen.

Obecné lze kazdé explicitni vyjadieni prevést na rekurentni, ale ne vSechna rekurentni
miZzeme prevést na explicitni vyjadfeni posloupnosti.
Priklad: Mé&jme posloupnost zadanou explicitné: a,, = n. Tuto posloupnost lze vyjadrit reku-

rentné napiiklad takto: a; =1, an41 = ap + 1.

Definice 2. Necht N je mnozinou pfirozenych éisel a k € N. Oznacenim N budeme rozumét

nekone¢nou podmnozinu pfirozenych ¢isel takovou, ze N := {n € N, n > k}.



Tato definice je uZite¢na pii zavadéni pojmu éiselnd posloupnost z toho divodu, Ze umoz-
fiuje omezeni defini¢éniho oboru posloupnosti na nekoneénou podmnozinu N.
Piiklad: Necht (a,)S2; je Giselna posloupnost takova, Ze a, = v/n? — 12n. Tato posloupnost
neni definovana pro n € {1,2,...,11}. V tomto pfipadé bychom za defini¢ni obor posloup-

nosti brali mnozinu Nys.

Véta 1.1.1. Rekneme, Ze posloupnost (an)22, se rovné posloupnosti (b,)02 4, jestlize pro

v8echna pfirozena ¢isla n plati rovnost a,, = b,,.
Dikaz. Ziejmy. O

Definice 3. Necht (a,); je ¢iselnd posloupnost a a, je jeji n—ty ¢len. Pak ¢len a,—;

nazyvame predchidcem ¢lenu a, a Elen apy1 je ndslednikem Clenu ay,.

Pozndmka: Prvni ¢len posloupnosti a; (pfipadné ag pokud je definiénim oborem posloupnost

Np) nema pfedchﬁdce[]
Definice 4. Mnozinou vsech ¢lenii posloupnosti (a, )5 ; rozumime mnozinu
{an}pe; ={z€R(C); IneN:z=ay}

Pozndmka: Pokud budeme potiebovat vypsat nékolik ¢lentt posloupnosti (a,)32; budeme to
znacit nasledovné: (aq, ag, ...,) Prikladem muZe byt napt. a, = (—1)" pro jejiz mnozinu
¢lenu plati:

{(=1)"}o2; = {—1,1} nebo b, = n pro jejiz mnozinu ¢lent plati: {b,}>°; = N}.

Poznamka: Posloupnost a, = n se nazyva identickd posloupnost.

Abychom spravné pochopili vlastnosti ¢iselnych posloupnosti, je Giéelné si nyni zavést nékteré

topologické pojmy, tykajici se mnoziny R (resp. C).

Definice 5. Necht M C R, M # 0. Rekneme, 7ze M je omezena zdola, jestlize Ja € R
takové, ze Vo € M : xz > a. Takové ¢islo a se nazyva dolni zadvorou mnoziny M.

Analogicky bychom definovali pojem omezena shora resp. horni zavora.
Definice 6. MnoZina M C R se nazyva omezena, je-li omezend shora i zdola.

Definice 7 (Alternativni definice omezené mnoziny). Necht M C R. Rekneme, ze M je

omezena, pokud Jk € R takové, ze Vo,y € M : |z —y| < k.

! Tento fakt vychézi z Peanovich aziomd
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Definice 8 (Axiom infima mnoZiny). EI Budiz M C R neprazdna zdola omezena mnozina.

Potom existuje jediné ¢islo A € R, které ma nésledujici vlastnosti:
1. VeeM: x> ),
2 VN eR, N> dzeM:z< N

Cislo \ zna¢ime symbolem inf M a ¢teme infimum M.

Pozndmka: Axiom infima tiké, Ze mezi dolnimi zavorami neprazdné zdola omezené mnoziny

existuje nejvétsi dolni zéavora.

Definice 9 (Axiom suprema mnoziny). (Analogicky jako infimum) Budiz ' C R neprazdna,

shora omezend mnozina. Pak existuje jediné &islo A € R, které mé néasledujici vlastnosti:
1. Ve e N: o <A,
2.VN eR AN <AFzeN:z>AN.
Cislo A zna¢ime symbolem sup N a ¢teme supremum N
Véta 1.1.2. Necht M C R je omezena mnozina. Pak 3inf M A dsup M.
Diikaz. Plyne z definici infima, suprema a omezené mnoziny. O

Definice 10 (Vnitini bod mnoziny). Necht M C R. Rekneme, 7e = € R je vnitinim bodem

mnoziny M, jestlize 3¢ > 0 takové, ze Us(z) C M.

Definice 11 (Oteviena mnozina). Mnozina M C R se nazyva oteviena v R, jestlize kazdy

jeji bod je jejim vnitfnim bodem.

Definice 12 (Vnit¥ek mnoziny). Vnittkem mnoziny M rozumime mnoZzinu vSech vnitinich

bodd mnoziny M. Vnitfek mnoziny M budeme znacit Int M.

Definice 13 (Hrani¢ni bod mnoZiny). Necht M C R a z € R. Rekneme, %e z je hrani¢nim

bodem mnoziny M, pokud Ve > 0 plati:

Ucz) N M £ D A Us(z) N (R\ M) £ 0.

2Je nezvyklé znagit axiomy jako definice. Ve skutednosti se nejedna o pravy axiom, ale o soucast definice

realnych &isel. Znadeni prevzato z [2]. Stejné tak axiom suprema mnoZiny.
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Pozndmka: Hraniénim bodem mnoziny M je tedy takovy bod, v jehoz kazdém okoli jsou

prvky jak z M tak i mimo tuto mnozinu.

Definice 14 (Hranice mnoziny). Hranici mnoZziny M C R rozumime mnoZinu vSech hranié¢-

nich boda M. Zna¢ime ji M.

Definice 15 (Uzavér mnoziny). Uzavérem mnoziny M rozumime mnozinu M U H(M).

Uzavér mnoziny M znacime M.

Definice 16 (Uzaviend mnozina). Rekneme, ze mnozina M je v R (resp. C) uzavien4, jestlize

obsahuje viechny své hraniéni body (tj. 9M C M, neboli M = M).
Definice 17. Rekneme, Ze posloupnost (a,)>%; je
o shora omezena, jestlize mnozina vSech ¢lenti této posloupnosti je shora omezena,
o zdola omezen4, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je zdola omezené,
o omezend, jestlize mnozina vsech ¢lent této posloupnosti je omezené.
Priklad: Posloupnost a,, = (—1)" je omezena, jelikoz pro vSechna pfirozena n plati, ze
1< (-1)" < 1.
Ptiklad: Posloupnost a, = n? je omezena zdola a neni omezena shora, protoze
VYneN:1<n?< +o0.
Definice 18. Rekneme, Ze posloupnost (a,)>2; je
o neklesajici, jestlize Vn € N: a, < apy1,
o rostouci, jestlize Vn € N: a,, < apy1,
o nerostouci, jestlize Vn € N : a,, > an41,
o klesajici, jestlize Vn € N : a,, > an41.

Posloupnost (ay);2; je monoténni, pokud splituje nékterou z vyse uvedenych podminek.

Posloupnost (ay,);2; je ryze monotdénni, pokud je rostouci nebo klesajici.

12



Priklad: Ukazme, Ze posloupnost a,, = ,712 je klesajici.

Resent: Jelikoz je an, = # pak ¢len ap41 = i MaA4-li byt tato posloupnost

1 _ 1
n+1)2 = n242n+1°

klesajici, musi podle definice 18| pro vSechna pfirozena n platit nerovnost an+1 < @y

anpi1 < Qp,
1 1
- < .
n2+2n+1 " n2
Jelikoz jsou pro vSechna piirozené n jmenovatele v danych vyrazech nezaporné, mizeme jimi
nerovnost vynasobit, aniz bychom museli ménit znaménko nerovnosti. Po této tpravé ziskame

nerovnost ve tvaru:

apr1 < Qp,
n?<n®+2n+1,

0<2n+ 1.

JelikoZ pro v8echna n € N plati, ze 2n + 1 > 0, je timto prokazano, Ze zadana posloupnost je

klesajici.

Definice 19. Rekneme, ze posloupnost (a, )52 je rostouci rep. klesajici na mnoziné M C N,

pokud Vn € M : apy1 > ap resp. ant1 < ap. Analogicky pro nerostouci, neklesajici na M.
Priklad: Posloupnost dana predpisem a,, = |n — 5| je klesajici na {1,2,3,4} a rostouci na Nj.

Definice 20 (Periodickd posloupnost). Necht (a,)5; je ¢iselnd posloupnost. Rekneme, 7e
(an)22 je periodickd, jestlize existuje k € N takové, Ze pro vsechna n € N : a,, = ap4. Cislo

k se nazyvé periodou posloupnosti.

Prikladem takové posloupnosti je napt. a, = (—1)", kterd méa periodLﬂ dva, pripadné
konstantni posloupnost a, = A € R (C), kterd ma periodu jedna.

Priklad: Mé&jme posloupnost (ay)22; zadanou nésledujicim zpusobem:

bl o = a, ay = B, a,B € R\ {0}.

n

an+2 =

Tato posloupnost méa nésledujici ¢leny:

™[R

a1 = «, G,Q:/B, a3 = —

, Q4 =
«

&

Il
Q®|Q 1=
|
==

3Periodou je mysleno piirozené &islo k.
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as = 1 = 5y ar = =pf=az

B

Jak vidno jde o posloupnost, kterd je periodickd s periodou k = 6. Jinymi slovy pro tuto

:O[:a:b a’8:

Q ||l
2

i wle

wlR| ©

posloupnost plati, ze Vn € N : a,, = ap46. Priklad: Mé&jme nyni posloupnost (a,)5 ; zadanou

nésledujicim zpisobem:

Qn

An42 = a1 = «, CL2=B7 a’BGR\{O}

an+1

Tato posloupnost ma néasledujici ¢leny

(07
_ _ _ _B_p 5 _a
a1 = o, az = 3, a3*aa a4*g*;, a5*E*E
B a
B 5 _a5 _,813 _a13
06—57 a7—@, as_ﬁ’ @9—ﬁ7

Nyni si zadefinujeme pomocnou posloupnost ¢(n), ktera kazdému ¢islu n € N prifadi soucet
exponentu Cisel o a B, piislusnych tomuto n- tému ¢lenu. V nasem piipadé tedy dostaneme
e() =1, p(2) =1, ¢(3) =2, p(4) =3, ¢(5) =5, p(6) =8, ¢(7) =13, ¢(8) =21,
Vsimnéme si, ze pokud posloupnost ¢(n) bereme jako posloupnost ¢isel, jedna se o Fibo-
nacciho posloupnost. O této posloupnosti se jesté zminime v pozdéjsim textuﬁ

Prikladem posloupnosti, ktera neni ani rostouci ani klesajici mtize byt posloupnost dané pred-
pisem a,, = (—1)", kterd ma ¢leny s pravidelné se stiidajicimi znaménky. Posloupnost, ktera

pravidelné st¥ida znaménka svych ¢lenii se nazyva alternujici.

Pozndmka: Posloupnost a, = (—1)" je mozné zapsat i jinym zpiisobem. Jednim z nich je

napiiklad a, = sin (W)

Definice 21 (Slozena posloupnost). Necht (a,)52; je ¢iselna posloupnost a (b,)02; je po-
sloupnost prirozenych ¢isel, tedy b : N — N. Pak posloupnosti (ay0b,)5 ; rozumime posloup-
nost (ap, )72 . Jde tedy o posloupnost, ktera je indexovana podle ¢lent posloupnosti (b,,)22 ;.

Odtud plyne nutnost aby (b,)5 ; zobrazovala do pfirozenych ¢isel.

Pozndmka: Jsou-li (an)22, a (by)52; posloupnosti pfirozenych ¢isel, pak skladani téchto po-

[e.9]

sloupnosti neni komutativni. Jinymi slovy obecné neplati, Ze (ay © by,)5%; = (by 0 an)o ;.

Piiklad: a, = n+ 1 ab, =n? pak a,ob, =n?+1,aleb,0a, = (n+1)2 =n?+2n+1.

Tyto posloupnosti se nerovnaji.

deast vztah
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Definice 22 (Maximum resp. minimum posloupnosti). Necht (a,)5° ; je realnd posloupnost.

Rekneme, ze ¢islo M € R je maximem posloupnosti (a,)5;, pokud Ing € N takové, Ze

n=1»
py =M AVneN:a, <M. Cislo M oznacujeme max dy, .
Rekneme7 ze ¢islo m € R je minimem posloupnosti (a,)s2; pokud 3n; € N takové, ze

ap, =m A ¥n € N:a, >m. Cislo m oznacujeme min a,,.

15



1.2 Diference posloupnosti

V této casti se budeme zabyvat vlastnostmi operatoru, ktery nazveme diference posloupnosti.

Definice 23. Necht (a,,)22 je ¢iselna posloupnost. Diferenci posloupnosti (ay )22 rozumime
posloupnost (Ay(an))3, definovanou piedpisem:
(An(an))k == ary1 — ag. (1.1)

Pozndmka: V zapisu diference se vyskytuji tii indexy. Index u nazvu posloupnosti (ay) je
soucasti standardniho znaeni posloupnosti. Index u znaku diference (A,,) fika podle které
proménné danou diferenci tvofime; nemé tedy vyznam proménné, za kterou by bylo mozné
dosadit jeji hodnotu, ale je pouhym néapisem, podobné jako napf. x v zapisu parcidlni derivace
(%). U posloupnosti jedné proménné nema4 tento index prakticky vyznam, nebot je vzdy
shodny s indexem u nazvu proménné. Zavadim jej kvuli konzistenci se znacenim diferenci
posloupnosti vice proménnych (viz . Index k jen standardné oznacuje poradi ¢lenu ve
vysledné diferen¢ni posloupnosti.

U posloupnosti jedné proménné budou zpravidla stejné viechny tii indexy. Pro prehlednost

zépisu posledni z nich vynechavame spolu se zavorkami, u nichz je uveden.

1.2.1 Aritmetika diferenci
Véta 1.2.1. Necht (a,)52; je ¢iselna posloupnost a ¢ € R. Potom plati, ze

Ap(c-ap) =c-Aplay) (1.2)
Dikaz. Podle definice rozepiSeme

Ap(c-ap) =c-apt1 —C- ap,
Ap(c-an) =c- (ant1 — an),

Ap(c-ap) =c-Ay(ay).

Véta 1.2.2. Necht (a,)5; a (by)22, jsou ¢iselné posloupnosti, potom plati, ze

An(an £ bp) = Ap(an) £ A (by). (1.3)

16



Driikaz. Podle definice diference posloupnosti rozepiSeme

n(an £bn) = any1 £ bpg1 — (an + bn)a

Anan = by) =
Ap(an £by) = apg1 £ bpy1 — an F by,
A ) =
A n) =

(
(

n(an +b,) = On41 — Qp £ bn+1 + bna
(

n(an £b Ap(an) £ Ap(by).
O
Pozndmka: Diky platnosti ((1.3) a (1.2) muzeme ¥ici, ze A, je linedrni operdtor.
Véta 1.2.3. Necht (a,)02; a (by)22 jsou ¢iselné posloupnosti, potom plati, ze
Ap(ap - by) = bpg1 - Ap(an) + ap - Ap(by). (1.4)
Diikaz. Opét podle definice diference rozepiseme
An(an : bn) = an+1bn+1 nbnu
An(an : bn) n+1bn+l anbn + anbn—i-l - anbn—i-ly
An(an : bn) n+1bn+1 - ananrl + ananrl - anbn7
An(an : bn) n+1 : (anJrl - an) + ay - (bn+1 - bn);
Ap(an - bp) = bpt1 - Ap(an) + an - Ap(by).
O

Pozndmka: Pokud bychom v predeslém vztahu zvolili pti¢teni a odecteni vyrazu an41b, do-
stali bychom, Ze

Ap(an - by) = any1 - A(by) + by - Ap(an).

Véta 1.2.4. Necht (a,)22, a (by)52, jsou Ciselné posloupnosti a Vn € N : b, # 0, potom

plati, ze

A, () = tnBnl@n) = an - An(bn) (1.5)
bn : bn+1
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Diikaz. Podle definice diference rozepiseme

Qn, an+1 Qn
A (i) =g
Qp, An+41 bn — Qan - bn+1
An (bn> - bn : bn+1 ’
A <an> _ Qpt1 b — A bpyr +ap by —ap by
"\b,/) bn - bpy1 ’
A, (%) _ bn - (ant1 — an) — an - (bpy1 — bn)’
by, bn - bnt1
A <an> b Ap(an) — an - Ay (by)
"\b, /) by - bnt1 ’

O

Pozndmka: Pokud bychom v tomto pripadé do ¢itatele pficetli a odecetli vyraz an+1 - bnt1,

dostali bychom vztah

A afn _ bn—l—l : An(an) — Qp+1 - An(bn)
" bn . bn—i—l

1.2.2 Aplikace diferenci

Pozndmka: Nasledujici ¢ast se tykd pouze posloupnosti redlnych ¢&isel.

Diferenci posloupnosti resp. operator A, (a,) mizeme vyuzit pii zkouméni chovani posloup-
nosti.

Jelikoz podle definice rostouci posloupnosti plati, ze Vn € Ni : an+1 > an, pak plati, ze
Ay (ap) > 0. Je-li Ap(an) < 0, pak je posloupnost (a,)5; je na Nj klesajici. V ptipadé, ze je
mezi Ay, (ap) a 0 neostra nerovnost, pak je posloupnost (a,)52; pro n € Nj neklesajici resp.

nerostouci.
Priklad: Ukazme, ze posloupnost (a,)52; dana pfedpisem a,, = % je klesajici.

Resent: M4-li byt posloupnost (an)22 Klesajici, pak Vn € Ny musi platit, ze Ay (a,) < 0.

Pokud na danou posloupnost pouZijeme operator Ay, (a,), dostaneme

1 1 1
()=t
n n+1 n

N (1) _n—(n+1)

n n-(n+1)’
(-t
n n‘+n
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Jmenovatel vyrazu je kladny pro vSechna n € N a tedy A, <7lz> < 0. Dana posloupnost je
tedy klesajici.

Piiklad: Uréeme, pro ktera n € N spliuje posloupnost dana piedpisem a, = n® — 6n? + 8
nasledujici nerovnosti: an41 > an a ant1 < ayp.

Regeni: JelikoZ je a, = n® — 6n%+8 je apny1 = (n+1)%> —6(n+1)2+8. Clen a, 41 rozepiSeme
n+12—6(n+1)2+8=n>+3n2+3n+1-6(n>+2n+1)+8=n>—3n>—9n+3,
Ap(an) = any1 — an =1 —3n2 —9n + 3 — (n — 6n> +8),

Ay (an) = 3n* —9n — 5.

Ziskali jsme tedy kvadratickou rovnici. Jelikoz nevime, jestli jsou kofeny této rovnice piirozena

¢isla, vyfeSme ji pro proménnou = € R.

D=9>—-4.(-5-3)=81460=141

9+ 141 9—-+v141
6

T2 = — Jelikoz je 11 < V141 < 12, pak ¢len nelezi v N.

. Diky pfiblizné hodnoté v/141 miZeme urcit, mezi jakymi

s g o X 9+/141
Zajimé nés tedy jen Clen ===

prirozenymi Cisly se nq nachézi.

6 6 3’
9+12 21 7
6 6 2
10 7
3< < —-<4
< 3 <2

Mame tedy urceno, Ze ny se nachazi mezi Cisly 3 a 4. Mezi té€mito Cisly vSak neni zadné

prirozené Cislo. Z toho plyne, Ze

< 0prone{l,2,3},
An(an)

> 0 pro n € Ny.

Plati tedy, ze a1 > ag > a3 > a4 Nag <asz <ag < ....

JelikoZ je az > a4 < as je ¢len a4 minimem dané posloupnosti a toto minimum je rovno
43 — 6 - 4% + 8 = —24. Posloupnost (a,)%%; je tedy rostouci pro n > 4 a klesajici pro
n € {1,2,3}.

Pozndmka: Nasledujici véta se tyka vypoctu limity ¢iselné posloupnosti. Tato latka je vy-
svétlena v nasledujicich odstavcich (¢ast [2.2). Doporuc¢ujeme tedy proto se k této vété vratit

pozdéji.
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=[]

0

an

20

-20 ®
-30
Obrazek 1.1: Cast grafu dané posloupnosti a, = n3 — 6n2 + 8

Véta 1.2.5 (Stolzova véta). E|Necht’ (an)224 a (bp)22 jsou &iselné posloupnosti, pri¢emz

(bn)22 je ostie rostouci posloupnost, rostouci nade v8echny meze. Pak pokud existuje

An4+1—0an

limy, 00 e pak existuje i lim,,_, ‘Z—: a tyto limity jsou si rovny.

. (079 . Ap+1 — Qp . An (an)
00 by 1300 bt — b 100 A (bn)

Priklad: Uréeme nasledujici limitu

no 72
lim 721“:1]6 .

n—00 n3
Uzitim Stolzovy véty ziskame

n k2 i E2 S k2 1)2 1
lim > k=1 — lim D ko1 > k=1 — lim (n+1) _ 1
n—oo  n3 n—oo  (n+1)3—n3 n—o03n?+3n+1 3

1.2.3 Vyssi rady diference

Stejné jako jsme v ivodu zavedli diferenci posloupnosti, mizeme zavést i diference vyssich

radu.

Ditkaz viz http://people.fifi.cvut.cz/pelanedi/StolzNove.pdf citovano dne 3.7.2017
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Necht (a,)5; je ¢iselnd posloupnost. Symbolem Ag) (an) budeme rozumét nasledujici vyraz
AP (an) = An(An(an)) (1.6)

a budeme jej nazyvat druhou diferenci posloupnosti (a,)52 .

Pokud bychom chtéli rozepsat druhou diferenci pomoci ¢lent posloupnosti (a,)32,, dostali

bychom nésledujici vyraz:
A%Q)(an) = Gpi2 — 20p41 + Gn. (1.7)
Priklad: Urc¢eme prvni a druhou diferenci posloupnosti dané predpisem a,, = sin(n).

Regeni: Podle definice diference mizeme napsat, ze A, (sin(n)) = sin(n + 1) — sin(n).

Tuto diferenci Ize upravit
sin(n) - (cos(1) — 1) +sin(1) - cos(n).
Tento tvar v8ak neni prili§ prehledny. Pokud pouzijeme vzorec
sin(x) — sin(y) = 2sin <x;y> - o8 (x ; y) ,

ziskdme poZzadovanou diferenci v prehlednéjsim tvaru:

1-— 1 1 1
A, (sin(n)) = 2sin <n—|—2n) - COS <n—|—2+n> = 2sin <2> - cos <n + 2> .

o0
n=1

cos(z) — cos(y) = —2sin (952_1,> sin <”” ;r y) .

Ag)(sin(n)) = 2sin <;) A, (cos (n + ;)) ,
3 _p-1 3 1
A (sin(n)) = 2sin (;) : (—2 sin <n+22n2> sin (W)) 7

AD (sin(n)) = —4sin? (;) sin(n + 1).

Druhou diferenci posloupnosti (sin(n)) ziskdme obdobnym zptsobem, uZitim vzorce

Stejnym zptisobem bychom odvodili nasledujici vztahy:

An(cos(n)) = —2sin G) sin (n + ;) ,

AP (cos(n)) = —4sin (;) cos(n + 1).
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Pomoci goniometrickych vzorcii a vySe uvedenych vztahi lze odvodit platnost néasledujicich

tvrzeni:
25sin(1)
An(tg(n)) = cos(1) 4+ cos(2n + 1)’
B —2sin(1)
Ap(cot(n)) = cos(1) —cos(2n+1)

Definice 24. Necht (a,)72 je ¢iselna posloupnost a k je pfirozené ¢islo. Symbolem A%k)(an)

budeme rozumét k-tou diferenci posloupnosti (ay)3 .

AP (a,) == Ap(An(. .. Ap(an))...).

k krat

Véta 1.2.6. Necht (a,)52; je ¢iselna posloupnost a k je pfirozené ¢islo. Potom plati, ze

k
AP (an) =) <I;> (=1 apyr1- (1.8)

=0

Diikaz. Pro k = 1 dostaneme platné tvrzeni: A, (a,) = any1 — an. Pfedpokladejme, ze vztah

(1.8) je platny, pak musi platit, Ze

N )

An(AP () =A, <an+k - (’f) nsit+ (3 Jomaca oot (U (P an )
An(A¥) () =an ki1 — Gk - <1 + <lf)> + @pyp1 - <(]f> - <§>> +...4
() gy ((k b 1) ; (Z)) LD (’;)

Nyni vyuZzijeme platnost néasledujiciho vztahlﬁ

k k k+1
Vk,l € N, k>l'<l>+(l+1>_<l+1)'

Mizeme tedy napsat, ze

k+1 k+1 E+1
A”(Ag{)(a”)):awrkﬂ'( 0 >_an+k'< 1 >+an+k2'< 9 >+

k+1 k+1
"H_l)k'a”“'( k >+(_1)k+1'a”' <k+1>'

7 této rovnosti plyne, ze

k
An(A0Man)) = 880 =3 (M) 1
=0

Tim je véta dokazana. O

5Platnost tohoto vztahu lze ovéfit pFimym vypodtem.
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Pozndmka: Nultou diferenci posloupnosti budeme oznacovat A%O)(an) a budeme pod timto

pojmem rozumét ¢len a,.

Véta 1.2.7. Necht (a,)02, je Ciselna posloupnost a a, je jeji n- ty ¢len. Potom pro ¢len

Gn+k, kde k € N plati nasledujici vztah:

k
k
An+k = Z <Z>A7(1k_l) (19)

=0

Diikaz. Metoda dikazu spociva ve vyjadiovani n+j—tého ¢lenu, pomoci diference, tedy podle

véty pro j € E O

"Oznagenim k rozumime mnozinu {1,2,...,k — 1,k}

23



Kapitola 2

Limita c¢iselné posloupnosti

V této kapitole se budeme zabyvat pojmem limita ciselné posloupnosti a metodami jejich

vypoctu. Uvedeme piehled platnych vét, které jsou pro praktické vypocty dulezité.

2.1 Okoli bodu

JelikoZ je ¢iselné posloupnost zobrazeni mnoziny N do R resp. C, miiZeme se ptat, jak se
budou chovat ¢leny dané posloupnosti v pripadé, Ze zvolené ¢isla n rostou nade vSechny
meze. Tento problém ndm objasiuje pravé termin limita ¢iselné posloupnosti.

Abychom v8ak mohli termin limity definovat naprosto presné, je ucelné zavést nékteré

nové objekty. V prvni fadé je nutné definovat pojem okoli bodu.

2.1.1 Okoli bodu

Definice 25 (Okoli bodu). Necht zp € R (C). Okolim bodu zy o poloméru € > 0 rozumime
mnozinu

Ue(c) ={x e R: |z — x| < e}.

Dale je mozné rozliSovat okoli pravé a levé. Levé okoli znac¢ime U (), pravé U (zg) pii¢emz

U (z0) == (xo — & x0) a UF(xg) := (wo; xo + €). Sjednocenim pravého a levého okoli

dostavame tzv. okoli tiplné.
Pozndamka: Je-li g € R, lze okoli tohoto bodu zapsat jako otevieny interval

Ug(ﬂjo) = (:Eo — &, g+ 8).
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Definice 26 (Prstencové okoli). Necht xg € R. Prstencovym okolim bodu zp o poloméru
e > 0 rozumime mnozinu P.(xg) := Uz(z0) \ {zo}. V pfipadé, ze xo € R lze prstencové okoli

zapsat jako sjednoceni dvou otevienych intervala takto:
P.(z0) = (zo — &; xo) U (20520 + €).

Pitklad: A=4, B=1.Zvolme k = 458 = k = 3 atedy Up(4) = (3; 1) a Up(1) = (—3: 3).
Jiz tato dvé okoli jsou disjunktni, zvolime- li € < % vysledna okoli musi byt také disjunktni.
Pozndmka: Okoli komplexniho ¢&isla jiz neni{ mozné zapsat pomoci intervalu, jelikoz mnozina
komplexnich ¢isel neni na rozdil od redlnych ¢isel usporadana.

Problematika komplexni posloupnosti, kterou lze chapat jako zvlastni piipad posloupnosti

bodu v prostoru je vysvétlena v ¢asti Na nésledujicim obrazku jsou znézornény okoli

realného a komplexniho ¢isla.
Im (x)

weR

Obrazek 2.1: Grafické znazornéni okoli prvku z R resp. C
Véta 2.1.1 (Rozlisitelnost boda pomoci okoli). Méjme A, B € R A A # B. Potom existuji
okoli U.(A) a U.(B) tak, ze U.(A) N U:(B) = 0.

Diikaz. Jelikoz je A rizné od B, pak jisté existuje k € R; k = M;QBl. Nyni staci zvolit € < k.
Dostaneme tak jednotliva okoli bodi A a B, jejichZ prunik je prazdné mnozina. O
2.2 Limita ciselné posloupnosti

V této Casti uvedeme zakladni teoretické poznatky, tykajici se limity ciselné posloupnosti.

Jednotlivé véty jsou prevzaty z [4], [2].
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Definice 27 (Vlastni limita ¢iselné posloupnosti). Rekneme, 7e realné posloupnost ()3,

mé vlastni limitu rovnu redlnému ¢islu A € R, jestlize plati:
Ve >0 3dng(e) e NVn € N, n > ng(e) : |a, — 4| <e.

Definice 28 (Nevlastni limita ¢iselné posloupnosti 1). Rekneme, Ze posloupnost ()02 ma

nevlastni limitu rovnu +oco a oznacujeme a, — +00, pokud plati:
Ve > 0 Ing(e) € N takové, ze Vn € N, n > ng(e) : |an| > €.

Definice 29 (Nevlastni limita &iselné posloupnosti 2). Rekneme, Ze posloupnost (a,,)3%, mé

nevlastni limitu rovou —oco a oznacujeme a,, — —oo, pokud plati:
Ve > 0 dng(e) € N takové, ze Vn € N, n > ny(e) : a, < —e.

Jinymi slovy: pokud ma posloupnost (a,);—; limitu A € R, pak pro kazdé kladné e
existuje néjaké piirozené ng(e) € N takové, ze pro vSechny indexy vétsi nez ng(e) (n > no(e))
plati, ze vzdalenost ¢lent posloupnosti od dané limity je mensi nez . Diky tomu lze definici

limity prepsat i takto:

Definice 30 (Limita ¢iselné posloupnosti pomoci okoli). Rekneme, 7e Ciselnad posloupnost

(an)o>; ma limitu 4 € R (C), pokud
Ve > 0 3ng(e) € N takové, ze Vn € N, n > ng(e) : ap € U:(4).

Jinymi slovy: Pokud ma ¢iselna posloupnost limitu A € R (C), pak pro libovolné okoli

U-(A) € U(A) o poloméru ¢ > 0 existuje né&jaké pevné ng(e) € N takové, Ze pro vSechny
indexy n € N, n > ng se v8echny ¢leny posloupnosti nachazi v daném okoli U (A).
Pozndmka: Symbolem U(A) oznatujeme mnozinu vSech okoli bodu A.
Dusledek: 7 tohoto faktu plyne, Ze pokud méa posloupnost limitu, pak mimo okoli limity
U:(A) lezi koneéné& mnoho ¢leni posloupnosti. Limita posloupnosti nam tedy nezéavisi na
koneéném poc¢tu ¢lent. (Dokonce dana posloupnost nemusi byt pro koneény pocet prvki
vibec definovana).

Fakt, Ze posloupnost (a,);—; mé limitu 4 € R (resp ]R*)H zapisujeme lim,, o ay, = A,
pripadné zkracené: a, — A.

Ma-li posloupnost (a,)pe; vlastni limitu (tedy lim,_,~ a,, # £00), pak takovou posloupnost

'R* :=RU {00, +o0} viz. Deﬁnice
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oznacujeme jako konvergentni. V piipadé, ze posloupnost (a,)s>; ma nevlastni limitu ji
oznacujeme jako divergentni.

Priklad: Mé&jme a,, = % Ukazme, Ze limita této posloupnosti je rovna nule.

Reseni: Podle definice limity sta&i pro kazdé e > 0 nalézt index ng(e) takovy, ze ¥n > ng(e)
plati, Ze |a, — A| < e. V naSem piipadé hledame ng, spliiujici nasledujici nerovnost:

-
——0|<e¢
n

1 1
tedy — < e. Jelikoz je € > 0 An > 0, mizeme danou nerovnost upravit takto: — < n. Nyni
n €

staci pro libovolné € > 0 zvolit ng(e) takto:

Pro vSechna n > ng pak bude platit potfebné nerovnost.

2.2.1 Zakladni véty o limitach
Véta 2.2.1 (Jednoznacnost limity). Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Diukaz viz [4] str. 28.

Véta 2.2.2. Necht pro dvé posloupnosti (a,)52; a (by)22, existuje n; € N takové, ze

VYn >ni: a, =b,. Potom plati
1. Posloupnost (ay)52; je omezend pravé tehdy, kdyz posloupnost (b,)52; je omezena.

2. Posloupnost (a,)%; méa limitu pravé tehdy, kdyz posloupnost (b,)2%; ma limitu.

(Vlastni ¢ nevlastni, z R nebo i z C)

Dukaz viz [4] str. 29.
Disledek: Ve vétsing dalsich vét muzeme predpoklad, Ze néco plati pro kazdé n € N nahradit
predpokladem, Ze to plati pro vSechna n > ni, kde n; je néjaké prirozené ¢islo. Dokonce

nemusi byt (a,)52; pro kone¢né mnoho indext vibec definovano.
Véta 2.2.3. lim, ;o a, = a € R(C) & limy 00 by, =0, by, = a,, — a.

Diikaz. Plyne piimo z definice limity.
lim, oo an =a< |a, —a| <e

limy, 400 by, =0< |by] < e O

217 je funkce nazyvana horni celd cdst.
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Véta 2.2.4. Necht lim,, o ap, = A; A € R(C) resp. lim,,—o0 a, = £00, pak je

limy, o0 |an| = |A].

Dikaz viz [4] str. 29.

2.2.2 Vztahy mezi omezenosti, monotonii a existenci limity

Véta 2.2.5. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Diukaz viz [4] str. 30.
Pozndmka: Opacné tvrzeni obecné neplati: posloupnost (sin(n))>2 ; je sice omezené, ale nema

limitu, stejné tak jako napt. a, = (—1)".

Véta 2.2.6. Necht lim,, o a, = +00(—00). Potom je (a,)52 ; omezena zdola (shora) a neni

omezené shora (zdola).

Diikaz. Pokud je lim, o a, = +00, pak pro skoro vSechna pfirozena n plati, ze |a,| > &
pro v8echna kladna €. At tedy zvolime libovolné ¢, vidy najdeme pielomovy index ng(e), od

néhoz dal budou vSechny ¢leny posloupnosti vétsi nez e. O
Pozndmka: Nasledujici véta se tyka pouze posloupnosti realnych cisel.

Véta 2.2.7. Kazda monoténni posloupnost méa limitu. Tato posloupnost je vlastni pravé
tehdy, kdyz je posloupnost omezena. V tom piipadé je lim,_,o an, = sup{a,}72; (limy o0 an =
inf{an,}2° ), je-li a, neklesajici (nerostouci). Tato limita je nevlastni < je (a,)52; neome-

zena. V tom piipadé je lim, o0 an = +00(—00), je-li (an)5>, neklesajici (nerostouct).

Dikaz viz [4] str. 30.

2.2.3 Véty o limité souctu soucinu

Véta 2.2.8. Necht (a,,)5°

o 15 (bn)o2; jsou dvé konvergentni posloupnosti. Potom plati:

1. limy oo (@p 4 by) = limy 00 @y + limy, o0 by,
2. limyo0(an - by) = limy, o0 @y - limy, 00 by,
3. limy o0 (y - ap) = v - limy, o0 @y, pro kazdé v € R(C),

4. limy, o0 (an/bp) = limy, o0 @/ limy, o0 by limy, o0 by # 0.
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Diikaz této véty prevedeme na nésledujici lemmata, z nichz néktera (2|j3)) maji samostatny

vyznam. Ditkaz téchto lemmat viz [4] str. 31-34.
Lemma 1. Necht lim;, o0 ay, = lim,, o0 by, = 0. Pak lim,,_,(ay, + b,) = 0.
Lemma 2. Je-li lim, o a, =0 a b, je omezena posloupnost, pak je lim, o (anb,) = 0.

Lemma 3. Necht a, je posloupnost realnych cisel, lim,, soca, = A € R a p,q € R jsou
takové, 7e p < A < q. Pak existuje ng(p, q) € N tak, ze Vn > no(p,q) : p < a, < q. Specialné
pro

A>0jeay, >A/2>0,

A<Ojea, <A/2<0,

A#0je |an| > |A]/2 >0

pro n > ng dost velké. (Posledni tvrzeni plati i pro posloupnost komplexnich ¢isel).
Lemma 4. Necht lim,, ,oc b, =b# 0, b € R (C). Potom je lim,, o0 1/b, = 1/b.
Pro dikaz véty [2.2.8 sta¢i pouzit vétu piedchozi lemmata, a nasledujici rovnosti:
(an +by) — (a+b) = (an, — a) + (b, — b),

(anbn, — ab) = (an — a)by + (b, — b)a,

ap, 1
= Qp—.

by by
Nasledujici lemmata se tykaji posloupnosti redlnych ¢isel, které mohou mit i nevlastni limity.
Lemma 5. Je-li posloupnost (a,)>2; omezena zdola (shora) a lim,_,. b, = +00(—00), pak

je limy, o0 (an + by) = +00(—00).
Diukaz viz [4] str. 33.

Lemma 6. Je-li a,, > a > 0 pro kazdé n € N, tedy (a,)52; je kladna posloupnost a
lim,, o0 by, = +00(—00), pak je limy, o0 anb, = +00(—00).

Je-li a,, < B < 0 pro kazdé n € N, tedy (a,)52; je zaporna posloupnost a
limy, 00 by, = +00(—00), pak je limy, o0 anb, = —00(400).

Je-li lim,, o0 a,, = £00 a limy, o by, = +00(—00), pak je limy, o0 anb, = £00(F0).

Dikaz viz [4] str. 34.
Pozndmka: Ostatni pripady se dokazuji analogicky. Staci si jen uvédomit,
7e z limy_y00 by = +00 (—00) plyne b, > 1 (b, < —1) pro n > ny, kde ny je pevné dané

pfirozené ¢islo.
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Lemma 7. Necht je lim,_, |bn| = 400 (specidlné lim,, o by, = +00), b, # 0 pro kazdé

n € N. Potom je lim, o 1/b, = 0.
Dikaz viz [4] str. 34.

Definice 31 (Rozsifeni realné osy). Ozna¢ime R* mnozinu R U {+00, —oco} a pro kazdé
a € R definujeme:

—o0 < a < +00,
a £ 00 = Fo0,
a - (£o0) = £oo pro a > 0,
a - (£o00) = Foo pro a < 0,
a/(£o0) =0,
(+00)/a = £o0 pro a > 0,
(£00)/a = Foo pro a < 0,
| + oo| = +o0,
+00 + 00 = +00, —00 — 00 = —00Q,
+00 - (£00) = £00, (—00) - (£00) = Foo.
Pozndmka: Nedefinujeme 0 - (£00), +00 + (—00),+00/ £ 00, a/0 pro a € R. Duvod, proé¢
jsou tyto vyrazy nedefinovany, bude vysvétlen v konkrétnich pifikladech na vypocet limity
posloupnosti napf. v ¢asti[2.3
Nyni miizeme zformulovat vétu, ktera v realném piipadé zobeciuje vétu [2.:2.8 i na piipad
nevlastnich limit:
Véta . Necht (an)22, a (by)o2; jsou posloupnosti realnych ¢isel. Potom plati:
o a)limy, o0 (an + by) = limy, o0 @y + limy, o0 by,
o b) limy, o0 (anbn) = limy 00 Gy, - limy, o0 by,
o ¢)limy o0 an /by = (limy 00 ap)/(limy, 00 by ),

pokud pravé strany jsou v R* definovany;
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o je-li by >0, limy, 00 by, = 0, limy, 00 an, > 0 (< 0), pak limy, o0 apn /by = +00 (—00),
o je-li by, <0, lim, 00 by, = 0, limy, 00 an, > 0 (< 0), pak limy, o0 ap /by = —00 (400),

o je-li limyyooay, = A € R\ {0}, limy—00by, = 0, b, # 0, kde b, je pro nekonecné
mnoho indext kladné a pro nekoneéné mnoho indext zaporné, pak posloupnost a,, /by,

nema limitu.

Dikaz viz [4] str. 36.

2.2.4 Limitni prechod v nerovnosti
Pozndmka: Tato ¢ast se tyka pouze posloupnosti redlnych &isel.

Véta 2.2.9. Necht posloupnosti (a,)02, (bn)o2; maji limity (vlastni ¢ nevlastni).

Je-li a,, < b, pro skoro vSechna n € N ,E| pak plati

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Dikaz viz [4] str. 38.
Poznamka: (Dulezité) I v pripadé, Zze mezi posloupnostmi je ostra nerovnost musime mezi
limitami nechat nerovnost neostrou.
Priklad: a, =1 —1/n, b, =1+ 1/n. Tyto posloupnosti se pro zadna n € N nerovnaji, dale
pro vSechna pfirozenad n plati, Ze a, < b,. Presto vSak plati rovnost limit lim, . a, =
limy, o0 by, = 1.
Diisledek: 7 této véty dostavame jiny dikaz pro jednoznac¢nost limity posloupnosti realnych
¢isel: kdyby lim, y0o @, = a A lim,_,ooa, = b, a # b, pak podle véty musi byt jak
a<b,takib<a,atedy a=0>0.

Vétal2.2.9 nam Fika, Ze pfi limitnim pfechodu se nerovnost zachova nebo se znaménko ne-
rovnosti pro limity zméni na rovnost. Nasledujici véta nam ze znalosti limit dvou posloupnosti

umozni najit limitu dalsi posloupnosti.

Véta 2.2.10 (O dvou policajtech). Jsou-li (a,)2

1y (bn)o2q, (en)22 tii posloupnosti reél-

nych ¢&isel, pro které plati:

1. an, < ¢, < b, pro kazdé n € N,

30pét stadi, aby tato vlastnost platila od n&jakého ng € N.
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2. limy, oo ap = limy, oo by, = A € R*,
potom také posloupnost (¢,,)5% ; mé limitu rovnu A.

Dikaz viz [4] str. 39.

2.2.5 Cislo e

Definice 32. Cislo e, jinak téz Fulerova konstant je realné ¢islo, definované jako nésledujici

limita:

e:= lim <1+1>n. (2.1)

n—00 n

Véta 2.2.11. Necht (ay)22; je Ciselna posloupnost a (k)22 je posloupnost pfirozenych

¢isel, splhujici lim, o k, = +00. Pak plati nasledujici rovnost

lim ap, = lim a,.
n—oo n—oo

Pokud mé prava strana smysl.
Diukaz viz [6] str. 33.

Lemma 8. Necht (ay)22; je redlna posloupnost s limitou +o0, pak plati:

1\ %
lim (1 + > —e.
n—oo anp,

Diikaz. Jelikoz plati, Ze lim, o a, = 400, miizeme danou rovnost piepsat takto:

1\ 1\*
lim (1+> = lim <1+> ,
n—00 an k—oo k
coz je podle (2.1) rovno e. O

Toto tvrzeni plati pro danou posloupnost (a,)22 . V jinych piipadech nemusi platit. Demon-
bn an
strujme na piikladu: Necht a, = n, b, = n?, ¢, = (1 + i) ad, = (1 + é) . Mame

2
tedy urcit limity lim,, (1 + %)n a lim,, oo (1 + #)n

Limity téchto posloupnosti upravime nasledovné:

2

1\" 1\"
lim <1 + ) = lim <1 + >
n—00 n n—o0 n

—_——
kn

4Ciselna hodnota e je priblizné 2,718.
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Jelikoz je lim,_, k,, = e, pak jisté existuje ng € N takové, ze pro v8echna n > ng je k, > 2.

1 n n
lim <<1 + ) ) > lim 2" = +o0.
n—oo n n—00

2
Tim jsme ukazali, ze lim,_, (1 + l)n = +00. Nyni zkoumejme druhou limitu

n
1 n
n—00 n

Tvar této posloupnosti upravime nasledovné:

Pro tato n tedy plati, Ze

Jelikoz je lim,_,o I, = €, pak existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng plati

1\"
2 < <1 + TL2> < 3.
Podle véty a lemmatu [16] tedy plati, Ze

2

1 n
lim 2 < lim <1+ 2) < lim 3,
n

n—00 n—00 ~ n—oo

1\"
1< lim <1+2> <1,
n— 00 n
a tedy podle véty o dvou policajtech je limita dané posloupnosti rovna jedné.
Vsimnéme si, ze jsme po zaménéni posloupnosti (a,)5, (by)52; dostali rizné limity,

ackoli plati, ze lim,, o0 @y, = limy,_so by, = +00.

Priklad: Urcete limitu posloupnosti dané predpisem:

<2+4+6+--~+2n>2”
ap = .

n2

Regent: Jelikoz vime, ze 2+4+4---+2n=2- ) _ k= n? 4+ n, miZeme predpis posloupnosti

o . . . .. _ (n24n 2n _ (n¥l\2n __ 1\7\2 «
muzeme upravit nasledovné: a,, = { *% resp. a, = ( - ) = ((1 + n) ) . Podle véty
o limité soucinu posloupnosti tedy plati, Ze lim,, oo (1 + %)Zn =e2.

2.2.6 Vybrané posloupnosti

Definice 33. Necht (a,)0%; je posloupnost prvki z mnoziny M a ki, ko, ..., kp,... je ros-

touct posloupnost pfirozenych &isel. Potom posloupnost (b,,)2% ; = (ax,, )22, n € N nazyvame

o

vybranou posloupnosti z posloupnosti (ay)52 ;.
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Piiklad: a,, = n, b, = (n!)2. Pro kazdé n € N nalezneme rostouci posloupnost p¥irozenych
cisel ki, kg, ... takovou, ze b, = ay,. V tomto pripadé plati, ze b, = a(,2. Plati tedy, ze
v8echny ¢leny posloupnosti (b,)5% ; nalezneme v posloupnosti (a,)5° ;, ale ne opa¢né.

Poznamka: Je-li (ky)02 ; rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, je ziejmé k, > n pro kazdé

n € N.

Nasledujici véta méa pro vypocty limit zna¢nou dulezitost.

Véta 2.2.12. Ma-li posloupnost (a,)02 limitu lim, o anp, = A € R* (C) (vlastni & ne-

vlastni), pak kazda posloupnost z ni vybrana ma také limitu A.

Dikaz viz [4] str. 40.
Pozndmka: Této véty se d& vyuzit pro ditkaz existence i neexistence limity.

1) pfimo: zname-li lim,,_, a,, pak okamzité najdeme limitu kazdé posloupnosti vybrané

oo

ze zadané posloupnosti (an)22 ;.

la) pfimo: vime-li, Ze posloupnost a, méa limitu a je-li limita néjaké z ni vybrané rovna

o0

A, pak je rovna A i limita (a,)52 ;.

2) nepiimo: podaii-li se nam z néjaké posloupnosti (ay)5>; vybrat dvé posloupnosti
(bn)22 1, (cn)22y takové, Ze limy_yoo by # limy, o0 ¢, potom pitvodni posloupnost nema li-

mitu.

Véta 2.2.13. 7Z kazdé neomezené posloupnosti redlnych ¢isel 1ze vybrat posloupnost, ktera

mé nevlastni limitu.
Dukaz viz [4] str. 41.

Lemma 9. (O posloupnosti vlozenych intervalii). Mé&me posloupnost uzavienych, omeze-
nych intervali (ay, b1), (a2, b2), ..., (an,by), ..., pronéz plati: a, < apy1 < byy1 < by (jinymi
slovy Vn € N : (an+t1,bnt1) C (an,by) ) Potom posloupnosti (ay)02; a (b,)52; maji limity
lim, yo0@p = a € R alim, oo b, = b € R a pro kazdé n € N plati: a, < a < b < b,, dile

(a,b) = N2y (a;, b;). Je-li navic lim,,—oo(an — by) =0 je a =b.
Dikaz viz [4] str. 41.

Véta 2.2.14 (Weierstrassova). Z kazdé omezené posloupnosti redlnych nebo komplexnich

¢isel lze vybrat konvergentni vybranou posloupnost.

Dikaz viz [4] str. 42.
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Definice 34. Necht (a,)9°; je posloupnost realnych ¢isel. Ozna¢me P(ap, n € N) mnozinu
vSech prvki z R*, které jsou limitou né&jaké vybrané posloupnosti z (a,)52 ;.
Jinymi slovy: Pokud je (b,)5%; vybrana posloupnost z (a,)52; a existuje limy, o0 by, pak

limy, 00 by, € P(an, n € N).

Potom plati nasledujici véty (2.2.15} [2.2.16} [2.2.17)), jejichz dukaz l1ze nalézt v [3].

Véta 2.2.15. Pro kazdou posloupnost (a,)52 ; mé piislusna mnozina P nejvétsi a nejmensi
prvek z R* které oznac¢ujeme lim sup a,, (limes superior a,, ) nebo lim a,, resp. liminf a,, (¢teme

limes inferior a,) nebo lim a,,.
Dikaz viz [3] str. 65.
Véta 2.2.16. Posloupnost (a,)2%; ma limitu pravé tehdy, kdyz lim sup a,, = liminf a,,.
Dikaz viz [3] str. 68.
Véta 2.2.17. Necht posloupnost (a,)2 ; je omezena shora (zdola), potom plati
limsup a, = lim (sup{an}r_z),
k—o00
liminfa, = lim (inf{a,}> ;).
k—o00

Neni-li posloupnost (a,)32; omezena shora resp. zdola, pak je limsup a,, = +00 resp.

(liminf a,, = —00).

Priklad: Urcete nasledujici limitu

lim n™.

n—oo
Resent: Intuitivné vime, Ze dana posloupnost mé limitu 4oc0, otazkou je, jak to formalné
dokézat. Nejjednodussi feSeni nabizeji vybrané posloupnosti: mtzeme si Fici, Ze Ze posloupnost
b, = n™ je vybrana z posloupnosti a,, = n. Protoze vime, Ze pokud posloupnost a,, mé limitu,

pak kazd4 posloupnost z ni{ vybrand ma tutéz limitu, plati, ze

lim n" = lim n = +o0.

Pozndmka: Nasledujici priklad se opira jak o znalost limity vybrané posloupnosti, tak o uziti

podilového (odmocniného) kritéria pro vypocet limit (viz ¢ast vztah [2.3)).

Priklad: Urcete nasledujici limitu

n—00 (nh)n!



Regent: Vyuzijeme znalosti toho, ze pokud mé posloupnost (a,)5; limitu, pak kazda z ni
vybrand ma stejnou limitu. Vime, Ze b, = n! je vybrana z ¢, = n a muZzeme tedy problém s
vySe uvedenou limitou prevést na problém hledéni limity nasledujici:

. a3 (n!)! »/3™n!
im

n—00 (n' n' n%oo nn

Gl

a
. ProtozZe je pro v8echna n € N a,, > 0, je 11m Ya, = lim ntl

Oznaéme a,, =
n—00 (O

. Gpy1 31! an n
lim = lim . =3 lim
n—o00 (@ n—00 (n + 1)"+1 3nn! n—00 (n + 1) . (n —+ 1)"

n \" 1 3
:3'JL%<n+1) =T e

2.2.7 Bolzanova-Cauchyova podminka konvergence

Definice limity posloupnosti nam fika, ze ¢islo A je limitou dané posloupnosti (a,)5>, kde
n € N. Abychom zjistili pf¥imo z definice, zda dané posloupnost ma limitu, museli bychom v
podstaté pfobrat vSechna ¢isla a zkoumat, zda nékteré z nich neni limitou. Nésledujici nutna
a postacujici podminka charakterizuje konvergentni posloupnosti pouze na zakladé chovéani

jejich ¢lenti.

Véta 2.2.18 (Bolzanova-Cauchyova). Posloupnost (a,)5 ; redlnych nebo komplexnich ¢isel

je konvergentni tehdy a jen tehdy, jestlize
Ve >0 3ng(e) e NVn,m € N: (n > no(e) Am > ng(e)) = |an — am| < €.
Diikaz rozdélime na t¥i lemmata, jejichz ditkazy nalezneme napt. v [4] str. 44
Lemma 10. Je-li posloupnost (a,)5 ; konvergentni, pak splije B.-C. podminku.
Lemma 11. Spliuje-li posloupnost (ay)22; B.-C. podminku, pak je omezena.
Lemma 12. Spliuje-li posloupnost (a,)22; B.-C. podminku, pak je konvergentni.

Priklad: Ukazme, Ze identickd posloupnost nespliiuje B.-C. podminku. Regent: Pokud by tato
posloupnost méla spliiovat B.-C. podminku, museli bychom pro vSechna kladna e nalézt
prirozené ¢islo ng(e) takové, ze Vm,n € N, m >n > ng(e) : |m —n| < e.

JelikoZ jsou &isla m, n pfirozend, pak plati, ze min{|m—mn|} = 1. Z toho plyne, Ze pro € € (0,1)

nelze takova ¢isla m a n nalézt. Tento fakt je vSak v rozporu s tim, Ze [m —n| < ¢ pro v8echna
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kladna e.

Tim jsme ukazali, Ze identicka posloupnost nespliiuje B.-C. podminku a protoZe je rostouci a
limitu tedy mé, musi byt divergentni.

2.2.8 Limita geometrické posloupnosti

Definice 35. Ciselné posloupnost (a,)5° ; se nazyva geometrickd, pokud pro vSechna pfiro-
zend Cisla n plati, Zze an+1 = an - ¢, kde ¢ € R je redlna konstanta, ktera se nazyva kvocient

geometrické posloupnosti.

Pozndmka: Konstantni nulovou posloupnost miizeme chapat jako zvlastni piipad geometrické

posloupnosti, pfi¢emz g je libovolné redlné ¢islo a a; = 0.
Lemma 13. Necht a,, = ¢". Posloupnost (a,)5; je :

o konstantni pro ¢ = 1 nebo ¢ = 0,

o rostouci pro ¢ € (1, 400),

o klesajici pro ¢ € (0,1),

o alternujici pro g € (—o0,0).

Diikaz. Pro ¢ =1 resp. ¢ = 0 je dikaz zfejmy. Pokud je ¢ > 1, pak plati, Ze
An(q") =q"-(g—1) > 0. Tim jsme ukazali, Ze geometrickd posloupnost s kvocientem vétsim
nez jedna ma kladnou diferenci a je tedy rostouci.

Nyni ukézeme, Ze posloupnost a, = ¢" je klesajici pro ¢ € (0,1). V tomto pfipadé je
An(q") =q" - (¢ — 1) <0, diference je tedy zaporna a dané posloupnost je klesajici.

Pro g € (—00,0) je posloupnost alternujici, jelikoz ji 1ze prepsat takto:
q" = (=1)"-q"
Posloupnost (|¢|™)5; mé kladné ¢leny. Z toho plyne, Ze posloupnost (¢")22 ; je alternujici. [
Véta 2.2.19. Necht (a,)22 je geometrickd posloupnost tvaru a, = ¢". Pak plati, ze
o limy y00q" =1prog=1
o limy, o ¢" = +00 pro q € (1, +00),
o limy, 00 ¢" = 0 pro |q| < 1 resp. ¢ € (—1,1),
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o limy,_,~ ¢" neexistuje pro ¢ € (—oo, —1).

Dikaz povedeme v literatuie neobvyklym zpiisobem, ktery ukazuje uziteénost pfevedeni
nékterych pojmu z teorie funkci do teorie posloupnosti. Podrobny vyklad potFebnych definic

a vét najde ¢tenal v oddile [£.1]

Diikaz. Pro g =1 resp. ¢ = 0 je dand geometricka posloupnost konstantni, tedy pro vSechna
pfirozena Cisla n plati, Zze a, = 1 resp a, = 0. Konstantni posloupnost ma vlastni limitu, v
tomto pfipadé plati, Ze lim, .o, 1" = 1.

Je- 1i ¢ € (1,400) pak vime, ze (¢")>2; je rostouci posloupnost. Uréime nyni druhou
diferenci této posloupnosti: AP (@) =q¢""2—2¢" T+ q" =q¢" - (¢* —2¢+1)=q"- (¢ —1)%
Z toho plyne, Ze pro q € (1,400) je An(¢") >0 A Aq(f)(q”) > 0. Dan4 posloupnost je tedy
ostie rostouci a ryze konvexni (viz definice . 7Z toho podle véty plyne, Ze pro takové
q je limy, .~ ¢" = +oc.

Piipad, kdy ¢ € (—1, 1), rozdélime na dvé ¢asti:

1. ¢ € (0,1): An(g™) < 0, posloupnost je tedy klesajici. Déle vime, Ze pokud je ¢ € (1, +00)
je limy, o ¢" = +00. Pokud je g € (0, 1), pak % € (1,+00) a tedy

1 1
lim ¢" = lim —5 = — =0.
n—oo n—o0 (l) X0

q

2. q € (—1,0) budeme fesit nasledovné: Pro libovolné g € R plati, ze
—lg|" < ¢" < la|™

Jelikoz q € (—1,0), pak |q| € (0,1). Pro tato ¢ je lim;, o0 |q|" = — limy, 00 |¢|* = 0. Z
toho podle véty o dvou policajtech plyne, ze ¢" — 0 pro g € (—1,0).

V piipadé, ze ¢ € (—oo, —1), budeme postupovat nasledovné: z posloupnosti (¢™)>2; vy-

2”)%0:1. Jeji kvocient je ¢> > 1, tudiz podle pfedchoziho

bereme posloupnost kladnych ¢leni (g
je ¢®* > 1. Jelikoz je (¢")92; pro tato ¢ podle predchoziho lemmatu alternujici, jsou ostatni
¢leny této posloupnosti zaporné, a tedy (¢")o2; nespliiuje B.-C. podminku. O

2.3 Limity posloupnosti s mocninami a odmocninami

V této Céasti se zaméfime na metody vypoCtu limit posloupnosti ve kterych se vyskytuji

mocniny,/ odmocniny a ukaZeme si jakymi zptsoby se daji takové piiklady Fesit.
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Prvnim pfistupem ktery v takovych pfipadech uplatnime (pokud to pijde), bude vytykani
dominantniho ¢lenu.

Prikladem na uziti vytykani dominantnich ¢lend miZe byt limita posloupnosti
a, = n? —n. Ze znalosti grafu kvadratické funkce sice intuitivné vime, Ze dana posloupnost
poroste nade vSechny meze a jeji limita bude tedy rovna +oo. Ukazuje se , Ze kdybychom

primo dosadili, dostali bychom vyraz oo — oo, ktery vSak neni definovany.

Pokud z dané posloupnosti vytkneme nejvyssi mocninu n dostaneme, ze
an=n?—n=n? (1-1)
Nyni diky limité sou¢inu posloupnosti dostaneme, Ze dana posloupnost mé limitu

1 1
lim n? —n = lim n2~<1—>: lim n?- lim (1—>:oo-1:+oo.

n— o0 n— 00 n n—oo n—oo n
. ) ) n? —4n+1
Priklad: Urcete limitu posloupnosti dané predpisem a,, = iz
n

RO=

Regeni: Pokud bychom p¥imo dosadili, dostali bychom vyraz , ktery vSak neni defi-
novany. Musime se tedy poohlédnout po jiném zptisobu feSeni, protoze nemtZzeme problém
vyTesit pomoci rozdéleni limity podilu na podil limit.

Pokud z ¢itatele i jmenovatele vytkneme nejvyssi mocninu n, dostaneme:

o om2—dn+1 . on?(1-24 Ly o2 144 L
lim ———— = lim 5 = lim — - lim 5
n—00 n—+ 2 n—00 n- (1 + ﬁ) n—oo 1, n—oo 1+ 2
v —_——
bn
Cn
L n2 1-24L . . ..
JelikoZ je b, = - =n ac, = # je limy, oo by, = 400 a lim,, o0 ¢, = 1 miZeme limitu

posloupnosti (ay)52 ; rozdélit na souéin limit posloupnosti (b,,)02 ;1 a (¢,)02 a plati rovnost:
limy, oo @y, = limy, o0 by, - limy, o0 ¢y = 00 - 1 = +00.

Pozndmka: Na uréeni limity posloupnosti (c,)52; jsme jiz mohli pouzit vétu o limité podilu
posloupnosti, nebot ¢itatel i jmenovatel konverguji k 1. V&imnéme si, Ze dané limita by se

nezménila i v pifpadé, ze bychom ¢itatel pozménili na n? — an + B; «, € R. Po vytknuti

n2-<1a+ﬁ2),
non

—————
kn

¢lenu n? bychom dostali:

kde limita posloupnosti (k)22 je podle véty o limité sou¢tu rovna 1, nezéavisle na para-

metrech «, . Muzeme tedy prohlasit, Ze limita posloupnosti, zadané jako podil polynomu
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proménné n, je ovlivnéna pouze stupni polynomi v Citateli a jmenovateli, pripadné koefici-
enty pred nejvyssimi mocninami.
Cviceni: Ovérte platnost nasledujicich tvrzeni:

. n?—100n+2
o lim = -1,
n—oo —n2 + 421n — 2

o lim =
n—oo 6no0 — 3501150 4 1

(2n3 4 11)50 <2>50
3 )

Z?il (aj n)

o nh—>Holo 26 =0; Vj€2/:5: a; # 0,
6 _ 9 5 6 3
o nli_)nolo(—l)” : % neexistuje,
4 3 2
. o M —2n°4n"—543
o nh_)rgo( 1) - B =0.

Dale si ukédZzeme nékteré chybné postupy, které se pii vypoctu limit vyskytuji:

2
n“+3n+1
Zadéani: = —u
adani: a, |
Chybné:
, lim, yoo(n? +3n+1) o0
lim a, = - 5 =—=1.
n—00 limy, 00 (n? + 1) 00
Spravné:
2 3 1 2 1
n“(1+:>+ % 1+24 =
lim a, = lim "1”2>:lim— lim 1”2:1.1:1
n—00 n—00 n2(1 + p) n—oco N4 n—oo 1 4 P

Zadani: a, = ("—1)”

Chybné:

Spravné:

n+1\" 1\" . . 1\"
anp = =(1+—-) = lima,=1lim (1+—] =e.
n n n— o0 n—oo n

Zadani: a, = vVn2 +n—vn2+ 1.
Chybneé:

vVn24+n

lim a, =

lim n? 4+ 1= 00— 0o =0 (nedefinovano).
n—0o0 n—oo

— lim
n—oo

40



Spravné:

2 2 1
\/n2+n—\/n2+1:(\/n2+n—\/n2+1)~\/n i A =
\/n2+n+\/n2+1

n+n—-—n?-1

= lim \/n2—i—n—\/n2 1= lim
ooV f ot Vi b1

1—= 1
= lim n = lim \/n2+nf\/n2+1:§
n—>oo <\/1+ _|_\/1+n2> n—00
V poslednim piikladu jsme hledali limitu posloupnosti, v niz se vyskytuji odmocniny. Tento

typ tloh 1ze Fesit standardné dvéma zpisoby:

o Jsou-li odmocniny stejného stupné a posloupnosti pod odmocninami nejsou tzv asympto-
ticky ekvivalentni (tj. limita jejich podilu neni rovna jedné) miZzeme pouzit vytykani
dominantniho cvlenuﬂ tedy takového, po jehoz vytknuti ma zbytek kone¢nou nenulovou
limitu.

Piiklad: a, = vn2 +1— /i = limy, 00 (VN2 + 1 — /1) = limy, 00 (ny /1 + L —/0) =

:hmn_mo(n-c/l %—ﬁ)):limn_}mn-limn%oo <1/1 %—ﬁ) =00-1=+4o0.

o Jsou-li odmocniny stejného stupné a posloupnosti pod nimi jsou asymptoticky ekviva-

lentni, pak musime danou posloupnost upravit. Nejéastéjsim postupem je rozsifeni jako

v

Piiklad: Mé&jme posloupnost a, = vVVAn2+ Bn+C —Dn?2 + En+F kde A>0AD >0
jsou kladné reéalna ¢isla. (Touto podminkou jsme zajistili, Ze jde o posloupnost definovanou

pro skoro v8echna n € N.) Zkoumejme nyni jeji limitu.

1. A# D: lim,_, a, uré¢ime vytknutim dominantniho ¢lenu:

limy, oo VA2 +Bn+C —vVDn2+ En+ F =

(o (- T 5D E18)) -
= lim, o0 1 - liMy 00 (\/A+g+%—\/]_)+%—l—%) zlimnﬁoon-(\/Z—\/E).

Pro A > D je hledané limita rovna +oo, pro A < D je hodnota limity rovna —oo.

2. Pro A= D = a > 0 ma dané posloupnost ma nyni tvar

an = Van2+ Bn+C — an?+ En + F.

Sviz W
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V tuto chvili jiz nemtZeme pouZit vytykani dominantniho ¢lenu, protoze by nés tento
postup privedl k vyrazu +oo-0, ktery nenf definovany. Danou posloupnost tedy musime
vynésobit ,,vhodnou jednickou“, tedy rozsifit tak, aby bylo v ¢itateli mozno pouzit
vzorec (a +b) - (a — b) = a® — b?, ktery odstrani odmocniny v piivodnim vyrazu za tu

cenu, ze se presunou do jmenovatele, nyni vSak jiZz v souctu.

Pivodn{ vyraz: Van2 + Bn+ C — vVan2 + En+ F,

budeme rozgifovat vyrazem: \/om2 +Bn+C+ \/om2 + En+ F.

~ N2

Pokud timto vyrazem rozsifime zadanou posloupnost, ¢imz dostaneme posloupnost

(an)P2 ve tvaru:

B an’?+Bn+C —an?—En—F B Bn—En+C+F
Van?2 + Bn+C +Van?2 +En+ F n,(\/aJr%Jrn%Jr a+%+%>

Gn

C F
n-(B-—E+¢-E)

n

n-(\/a+§+%+\/a+§+n%)

V tomto tvaru uz mizeme pouzit vétu o limité soucinu posloupnosti a dostaneme, Ze
B—-F

Nl

hledana limita je lim, o0 ap =

Zaver:

a, =VAN2 + Bn+C —vDn?2 +En+F, kde A>0AD > 0.

—oo pro A < D,
nh_{glo Gn = § +o00 pro A > D,
B-E
NG pro A=D=a>0.
Pozndmka: Vsimnéme si, ze hodnota limity v zaddném pripadé viibec nezavisi na hodnoté

parametri C, F' € R.

Priklad: Uréete limitu posloupnosti a, = v4n2 — 100n + 23 — v/4n2 + 50n — 120.
Resent: Vidime, Ze koeficienty u ¢lenu n? jsou stejné a tedy nelze pouzit vytykani dominant-
niho ¢lenu n. Pokud bychom postupovali rozsifenim daného vyrazu vhodnou jednickou zjistili

bychom, Ze lim, o a, = —%.
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Obdobnym zptsobem lze Tesit limity vSech posloupnosti tvaru a, = {“/ P(n) — {“/ Q(n), kde

ke Na P(n),Q(n) jsou polynomy proménné n. Vzdy bychom uZivali nasledujiciho vztahu:

N
—_

VEeN:a* —bvF=(a—0b)-) (aF 177 .%)

<
Il
o

Priklad: Uréete limitu posloupnosti a, = v/n3 + n2 — v/n3 + n.
Regent: Opét mame situaci, Ze koeficienty pred nejvys$imi mocninami n v jednotlivych od-
mocninach jsou stejné a tedy nam selZze metoda vytykani nejvyssi mocniny, déle vidime, Ze
v této posloupnosti se vyskytuji tFeti odmocniny, kterych se potfebujeme vhodnou tpravou
zbavit.
Vyuzijeme piredchozi véty o podilu polynoma:

a® =03 = (a—0b)-(a® +ab+b?).

Danou posloupnost budeme tedy v ¢itateli i jmenovateli nasobit vyrazem

v (n? +n2)2+ {s/n3+n2- €/n3+n+ v/ (n3 +n)2.

Po této apravé dostaneme danou posloupnost do tvaru

n3+n2—n3—n
Ay = - =
n {’/(713“‘77/2)2“‘ iﬁ’/(n3+n2) \5/77}3_’_”_’_ %/(n3+n)2
2
n“—n

Y(n3+n2)2+ (3 +n2)  Vnd+n+ {’/(n3+n)2'

V tento moment uz mizeme pouzit vytykani nejvyssi mocniny, protoze vyraz ve jmenovateli

obsahuje pouze soucty, a tedy nebudeme délit nulou.

n?-(1-1)

1\%2 . 1 . 1 1\?

n? - 3<1+> +</1+-“1+2+3(1+2>
n n n n

a tedy hledand limita je limy, 00 ap = limy 00 71 - limy 00 % = %

Ulohy, ve kterych se vyskytuji rizné odmocniny fesime obdobnym zpiisobem, pouze si dané

odmocniny musime upravit na stejné. Pro ndzornost uvedeme konkrétni priklad:

Méjme posloupnost a, = v/n3 —n2 —v/n2 + 1. V tomto pifpadé se v posloupnosti vyskytuje

druha a tfeti odmocnina. Hledanou tpravou bude tedy mocnina takového stupné, ktery je
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délitelny dvéma i t¥emi, v tvahu proto pfipadaji v8echna ¢isla tvaru {6k}; k € N, avSak pro
jednoduchost vypoctu je uzite¢né pouzit nejmensi spoleény nasobek danych déisel.

Zvolme tedy za hledanou odmocninu §/ aupravme zadanou posloupnost. Vime, Ze pron € Ny,

Vnd—n2=/(n3—=n2)?avn2+1=1/(n2+1)>"

Danou posloupnost (a,)5 ; tedy miuZeme piepsat jako:

an = f/(n3 —n2)? - i/(n2+1)3

a dale mtzeme pokracovat podle predchoziho postupu. V tomto piipadé budeme vyuzivat

plati:

nasledujici vztah: a® — b5 = (a — b) - (a® + a*b + a3b? + a®b® + ab* + b°).

(Vysledkem limity je: limy o0 (V0% — 02 — Vn2 + 1) = —2).

V této chvili bychom méli mit zdkladni aparat na poc¢itani limit posloupnosti s mocninami a

odmocninami.

Priklady na procviceni

Spoctéte nasledujici limity:

. n®—123n% +n —120 1

1. lim = —=
—00 —2zN ns — n

n 2n3 +n2 — 101n + 3 2

. (n+1)%-Bn-2)3 (n?+1)4 27

2. lim = —

n—00 (n+3)6-(2n+1)7 128

o V2n+1-—vn+3
3.1 = (\f—\/§+2\/§—2
nl—>n<>10\/3n+3—\/4n+1

n? — 5n
4. lim _ (1—%5
n—oo \/nt 41 —+/2n% + 3

5. lim v/nt+n2—/n?+12n= (—24)
n—oo

6. lim \/n++vn—/n—+n= (1)

n—o0

2.4 Podilové a odmocninové kritérium

V této ¢asti se sezndmime s metodou vypoctu limity posloupnosti, u kterych selhavaji postupy
doposud pouzivané (rozsifovani, vytykani dominantnich ¢lenit apod.) a z néhoZ se nasledné

odvodi tzv. fada dominanci pro posloupnosti.
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2.4.1 Podilové kritérium

Necht (a,,)$°, je kladn& posloupnost redlnych &isel. Dale necht Vn € N 3¢ € RT takové, Ze

GZ—Il<q<1.Ztohototvrzeniplyne,ieg—f<q:>a2<a1-q;a—3<q:>a3<a2-q<

az

ar-q% ..M < g =an <an-q<ap-qt Podlevétyplati:

Qn
lim an11 < aqp- lim ¢".
n—oo n—oo

JelikoZ je (an)?, posloupnost s kladnymi ¢leny a ¢ € RT, pak a1 - ¢" je také posloupnost s
kladnymi ¢leny.
Diky vété vime, Ze

Opro0<g<1,

lim ¢" = 1 pro g =1,

n—oo
400 pro g > 1.

a
Pokud tedy plati, ze Vn € N: = < ¢: g € (0;1), pak je limita posloupnosti (a,)5;

rovia
n

nule. Analogicky pokud pro vSechna pfirozena n plati > q > 1, pak lim, 00 an = +00.

An41
Qn
Tim jsme odvodili zéklad tzv. podilového kritéria. Zbyva provést jedno zobecnéni: protoze
limita posloupnosti nezalezi na libovolném koneéném poctu jejich ¢lent, stacéi, aby podminka

an

Intl < g < 1 resp. % > ¢ > 1 platila pouze pro dostate¢né velkd n € N.

an a

Véta 2.4.1. Necht (a,)5; je kladna posloupnost.

o Necht 3¢ < 13ng € NVn € N,n > ng : & < ¢. Pak lim,,—so0 @y, = 0.

an

o Necht 3¢ > 13ng € NVn € N,n > ng : 2 > ¢. Pak lim,,_,o a,, = +00.

an
Drikaz. Plyne z pfedchoziho odvozeni. O

an+1
an

Diisledek: Necht (a,)52; je kladna posloupnost a lim, = p. Je-li p < 1, pak je

lim, oo ap, = 0. Je-li p > 1, pak je lim, 00 @y, = +00.

Diikaz. Je-li p < 1, pro v8echna n vétsi nez néjaké ng € N plati GZ—:l < 1%1 =q < 1, ¢imz

jsou splnény piedpoklady véty O

Funkcénost tohoto kritéria muzeme ukazat pfimo na geometrické radé:
Mgjme posloupnost a,, = ¢"; g € (0;+00) a zkoumejme limitu podilu GZ—T Vime, 7e ¢ € R™
a tedy dana posloupnost je posloupnosti s kladnymi ¢leny a lze tedy pouzit podilové krité-

rium. Dale vime, Ze a, = ¢" = ap41 = an-
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+1
— 1 q"
= limy, 00 o

An41

limy, 00 2 =g = je- li ¢ > 1 je hledana limita rovna +oo, je-li 0 < ¢ < 1,

pak je hledané limita rovna 0, coz pfesné odpovidé vlastnostem limity geometrické posloup-
nosti.

Priklad: Urcete limitu posloupnosti a, = 5.
Regenf: Dan4 posloupnost je kladna pro vSechna prirozena n a lze tedy uzit podilového kri-
téria.

. Gp41 . 2" -n 1
lim = lim ——M — —.
n—o0o G n—oo 2n+1 . (n + 1) 2 n—ooo N 2

Ant1
an

JelikoZ jsme zjistili, Ze lim,, o0 < 0 je limp 00 3 = 0.
Pozndmka: V tomto piipadé bylo mozné urc¢it limitu dané posloupnosti piimo, piiklad slouzi

jako ilustrace pouziti podilového kritéria.

1(3n)!
Priklad: Urcete limitu posloupnosti a, = w
n)!
Regeni: Dan4 posloupnost je posloupnosti s kladnymi ¢leny a tedy mtuzeme podilové kritérium
pouzit:
1(3n)! (3 3)! (3 3)! 4n)!
poo G e DG e DY) ()
(4n)! (4n +4)! n—oo  ap n—o0 (4n + 4)! n!(3n)!
lim Y i (n+ 1)!(3n + 3)!(4n)! lim (n+1)3n+3)(3n+2)(3n+1)
n—oco a,  n—ooo  nl(3n)l(4n+4)!  n—eo (4n+4)(4n +3)(4n +2)(4n + 1)

V tuto chvili uz miazeme pouzit vytknuti dominantniho ¢lenu v Citateli i jmenovateli:

b Gt g PO 3L )3+ 23n(L 4 g 2t 27
n—oo @y, n—oo 4n(1 + %)4n(1 + %)471(1 4 %)471(1 + ﬁ) o Srend T 956"

Zjistili jsme tedy, ze lim, oo agf = % <1=lim, ,xa, =0.
Pozndmka: V pripadé, Ze vysledkem podilového kritéria je ¢islo 1, nelze pomoci této metody
ur¢it hodnotu hledané limity posloupnosti.

Néastin poznamky:

Necht a, = n, b, = % Vime, Ze lim, o a, = 400 a lim, ., b, = 0. UkaZeme, Ze
. . b
lim,, oo 22 = lim,, oo 2+ = 1.
a bn
_ _ ant+1 _ n+l _ 1 _ 1 bhnyi1 _ n
apn=n=apy1 =n+1=7"2="2 1A Aby=5=>bp=77=> 73" =77~ L

Nalezli jsme tedy dvé posloupnosti s kladnymi ¢leny a s riznymi limitami, jejichZ podil n+ 1
a n-tého ¢lenu konverguje k jedné, z ¢ehoz plyne platnost poznamky.
Podilové kritérium lze pouZit i pfi zkoumanim limit posloupnosti, zavislych na realném

parametru.
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n nl

Priklad: Urcete limitu posloupnosti a, = — - v zavislosti na parametru 6 € R.

Reseni: Pro zacatek si § omezime jen na interval (0; +00) z davodu, aby dana posloupnost

méla jen kladné ¢leny.

5"n)! "t (n 4 1)! . Qpa "4+
n = "0 = i = et = Jim w gl
n (n+1) n—oo ap,  n—oo (n+1) nn!
. ontt (n + 1)! n" ) 5(n+1)n™ _ n \"
= lim . . = lim =4¢- lim
n—00 5” (n + 1)ntl nooo (n+1)(n+1)7 n—oo \ m + 1
n+1-—-1 1 " 1
= =(1- — —.
n+1 41 n+1 e
li An+1 o
im =-=q.
n—o0o e

Vysledkem podilového kritéria je tedy ¢islo g z ¢ehoz plyne, ze limita dané posloupnosti je
rovna +oo pro § € (e; +00), nebo rovna 0 pro 6 € (0; e).

Nyni miZeme zodpovédét otazku, pro¢ jsme si v zadani piikladu zvolili § € R. Jelikoz
vime, Ze lim, o |an| = |[lim, o0 an| (pokud maji obé& strany smysl), pak musi platit, Ze

n

pro ¢ € (—e; 0) lze danou posloupnost prepsat jako b, = (—1)" - 5;;:!’ kde 02 € (0;¢e)

Pro takto zvolené d9 pak plati, ze b, = (—1)" - ay.

Plati tedy, Ze limy, o0 |by| = limy o0 [(—1)" - ap| = limy o0 |ap . Jelikoz je (ay)02; kladna
posloupnost tak plati, Ze |a,| = a,. JelikoZ a,, — 0 pro § € (0;e), pak i b, — 0 pro d3 € (0; e)
a posloupnost (a,)52 tedy konverguje k nule pro vSechna 6 € (—e; e)ﬂ

Pozndmka: Pokud bychom ¢islo e do zkoumaného intervalu zahrnuli, dostali bychom

lim,, 00 2L = 1 a tedy pomoci tohoto kritéria nelze o limité rozhodnout. Situaci kdy § = e

muzeme rozebrat pomoci Stirlingova vzorce.

Stirlingtiv vzorec

Tento vzorec byl odvozen skotskym matematikem Jamesem Stirlingem a slouzi k aproximaci
faktorialu pro dostatecné velka ¢isla.

nl =T(n+1) ~ v2mn (%)n (2.2)

Poznamka: I'(n + 1) je oznaceni Gamma funkce, ktera je definovana nasledujicim zpusobem:

I'(n) ::/ " e "dx.
0

SV piipadé, ze § = 0 nelze uzit podilové kritérium. Pfesto je limita posloupnosti rovna nule, jelikoZ jde o

konstantni nulovou posloupnost.
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Pomoci Stirlingova vzorce tedy muzeme vyraz e™n! prepsat jako nasledovné:

n n
e"n! =e" - V2mn (7> =2mn-n".
e
.y . e” - n! .
Pokud se nyni vratime ke zkouméni limity posloupnosti a,, = —, pak aproximaci podle
n

Stirlingova vzorce dostaneme, Ze

n.nl /9 L
lim e-n lim vemntno lim V2mn = +o0.

n—oo nh n—oo nmn n—o0

Q

5;5” konverguje k 0 pro § € (—e; e),

Zavérem piikladu tedy mizeme tici, Ze posloupnost a,, =

pro ¢ € (e; +00) je rovna +00 a pro d € (—oo; —e) neexistuje.

Pozndmka: V pfipadé, ze zkoumané posloupnost obsahuje ¢leny s faktoridly a vime s jistotou

ze je pro s.v.n. kladna, je podilové kritérium velmi cennym néstrojem na urceni jeji limity.
Podilové kritérium lze zobecnit nésledujicim zptisobem:

Necht (a,)52, je libovolna ¢iselnd posloupnost, spliwjici Vn € N : a, # 0. Pak existuje-li

An41

= g € R, pak mohou nastat ¢tyti pripady:

limy, 00

= 400 pro g > 1,

=0proge(-1,1),
lim a,
n—00 . .
neexistuje, pro ¢ < —1,

nelze pomoci tohoto kritéria urcit pro g = 1.
\

2.4.2 Dominané¢ni fada

V této ¢asti si odvodime tzv. dominanéni fadu pro posloupnosti.

Definice 36 (Asymptotickd dominance). Mé&me dvé kladné, realné posloupnosti (a,)22; a

[eS)
n=1>

(bn)22 ;. Rekneme, 7e (b,)%°, je asymptoticky dominantni vidi (ay,) pokud

limy, oo ‘g—: = 0 a piSeme a,, < b,. V piipadé, Ze lim,_ 2—2 = 0, je (an)p2, asymptoticky

dominantng vaci (by)22, a znacime b, < ay,.
Lemma 14. Pro realné posloupnosti plati nasledujici fada:
nf < ¢"<nl<n® kde keRaqe (1,400).

Pro dikaz tohoto tvrzeni uZijeme podilové kritérium.
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1. Chceme ukézat, 7ze n* < ¢ pro k € R a ¢ > 1. Podle definice <« musi platit, Ze

k

lim,, oo Z— = 0. V rozhodovani o pravdivosti tohoto tvrzeni ndm pomiize podilové
. . k 1)k .
kritérium. Oznacme a,, = Z—n, pak ap41 = (ZLB = limy,_oo ag;“ =
k n
= Mp—co L pFE T My —00 T 1My —00 W = ¢
~— ~——
! 1/q

Podle pfedpokladu je ¢ > 1 a tedy je lim, az;rl < 1 = lim, o a, = 0. Dokazali

jsme tedy, ze Vk € R a Vg € (1, 4+00) je nF < ¢".

O
2. Vezméme a, = n%, pak je apq1 = % Chceme uréit limitu lim,, ag:1:
. Gpa1 _ (n+1)! n" ) n \"
lim = lim ————- = lim =
n—oo  Qp n—00 (n + 1)n+1 n! n—oo \ n + 1
li 1
im ———— = —
17
nveo (25)
Jelikoz % < 1 je timto platnost vztahu n! < n™ dokazana.
O
n n+1
3. Vezméme a, = L3, pak je apq1 = (ZTJ;)!. Opét budeme urcovat limitu lim,_ azf :

lim,, oo “211 = lim,, 00 niﬂ = 0. Jelikoz plati nerovnost 0 < 1, je timto platnost vztahu

q" < n! pro q € (1,400) dokazana.
O

Lemma 15. Necht (a,)02, (bn)22, (cn)o2; jsou realné posloupnosti, spliujici a, < b, A

by, < ¢y, pak také a, < c,.

Diikaz: Ma-li byt a, < b,, pak plati, ze lim,_ 2—2 = +o00. Podle stejného predpokladu:
bn < ¢y = limy, 0 Z—Z = +o00. Chceme ukazat, ze pokud obé tvrzeni plati, je také

limy, 00 2% = +00.
n

. c . ¢, b . c )
lim — = lim —--—" = lim — - lim — = +00:(4+00) = +00.
n—oo @, n—oob, a, n—ooc b, n—oo a,
~— ~—
400 400
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2.4.3 Odmocninové kritérium

Véta 2.4.2. Necht (ay,)22; je posloupnost realnych ¢isel takova, ze Vn € N : a,, > 0, pak

plati:

lim {/a, = lim ot (2.3)

n— o0 n—00 (A

Dikaz véty viz [0] str. 25-26.

An41
an

Upozornéni: V tomto piipadé néas zajimé pouze ¢iselny vysledek lim, oo , ktery uz

neporovnavame s jednic¢kou.

Lemma 16. Necht (a,);2; je konstantni kladna posloupnost, pak plati, ze

lim a, = 1.

n—o0

Dikaz. Jelikoz je v tomto pripadé (ay)52 ; konstantni, kladna posloupnost, lze uzit rovnosti

ze vztahu 2.3

. . An+1 c
lim ¥a, = lim =-=1.
n—o00 n—00 C

Piiklad: Urc¢eme limitu posloupnosti a,, = ¢/n.

Reseni: Posloupnost (bn)22, je kladna pro vSechna n € N. Opét tedy vyuzijeme rovnosti

23

1
lim ¥m= lim " =1

n— o0 n—oo M

n

Pfriklad: Uréeme limitu posloupnosti a,, = V'n!.

Regent: Opét vyuzijeme stejnou rovnost. Plati tedy, Ze

1)!
lim Vn!= lim w: lim (n + 1) = +o0

n—0o0 n—00 n! n—o0

Zajimavym piikladem je limita nasledujici posloupnosti:

Priklad: Ur¢eme limitu posloupnosti a,, = =

Reseni: Danou posloupnost upravime:



V tuto chvili mizeme pouzit odmocninové kritérium.

. n! ] (n+1)! n" ] n \" ) 1 1
lim — = lim - — = lim lim —— =

2.5 Limity posloupnosti s parametrem

V této casti se budeme zabyvat metodami vypoctu limit ¢iselnych posloupnosti, v nichz se
bude vyskytovat redlny parametr x € R. Tento typ ¢iselnych posloupnosti budeme oznacovat
(an(@))3s.

Problematika zkouméni limit posloupnosti s parametrem je komplikovanéjsi, nez zkoumani
limit ¢iselnych posloupnosti, které neobsahuji proménnouﬂ Musime totiz rozlisit vSechny pii-
pady parametru x € R a urcit pro kterd £ ma dana posloupnost jakou limitu, pfipadné pro
jakd x mé vibec smysl takovy problém fesit. Tento problém budeme demonstrovat na nésle-

dujicim piikladu:

Priklad: Urcete limitu posloupnosti na zakladé parametru « € R.

lim (2% 42 — 1)"

n—oo

Regent: Ackoli se na prvni pohled zd4, ze jde o komplikovany ptipad, uvédomme si, Ze pro-

ménné n se vyskytuje pouze v exponentu dané posloupnosti. Danou posloupnost tedy mtizeme

chapat jako geometrickou s kvocientem ¢ = 22 —  — 1.
Z predeslych ¢asti vime, ze
400 pro g > 1,
lprog=1
lim ¢" = ’
n—o0
0 pro g e (=1,1),
neexistuje pro ¢ < —1.

V nasem piipadé tedy staci urcit, pro kterd x € R nabyva ¢ které hodnoty.

"Posloupnosti s parametrem jsou ve skute¢nosti posloupnosti funkei, kterym se viak v tomto textu nevé-

nujeme. Budeme tedy funkéni posloupnosti bréat jako zvlastni pripad ¢iselnych posloupnosti.
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1. g>1

1‘2—:n—1>1,

.%'2—33—2>0,

(x+1) (z—2)>0.

Z tohoto rozpisu plyne, ze pro x € (—oo, —1) U (2, +00) je ¢ > 1 a tedy je pro tato x

limita posloupnosti rovna +oc.

2.q=1

Vyuzijeme predchozi vypocet, jen misto nerovnosti budeme fesit rovnost. Jelikoz jsou
v8echny tpravy ekvivalentni, dostavame: ¢ = 1 < x € {—1, 2}. Pro tato = je dana

posloupnost konstantni a ma limitu 1.

3. ¢g<—1
2—r—1<-1
-z <0

x-(x—1)<0
Z tohoto rozpisu plyne, ze pro x € (0, 1) je ¢ < —1 a tedy pro tato = limita neexistuje.

4. Prox € (-1, 0)U(1, 2) je g € (—1, 1) a tedy je limita posloupnosti pro tato x rovna
0.

Zavérem tedy muzeme shrnout

+o0 pro x € (—oo, —1) U (2, +00),

1 prox € {—1, 2},
lim (22 —z —1)" =
n—oo

0 prox € (-1, 0) U (1, 2),

neexistuje pro z € (0, 1).

Definice 37 (Obor konvergence). Necht a,(z) je ¢iselnd posloupnost s parametrem z € R.

Oborem konvergence posloupnosti a,(z) budeme rozumét mnoZinu

O :={z eR, li_)m an(z) € R}. (2.4)
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Pod pojmem obor konvergence posloupnosti tedy rozumime mnozinu vsech = € R, pro
které dané posloupnost konverguje.
Pozndamka: Pro predchozi piiklad by platilo, ze O = (—1, 0) U (1, 2). Pokud bychom se ptali
na obor konvergence posloupnosti a,, (z) = 2", dostali bychom obor konvergence O = (—1, 1).
Piiklad: Jako dalsi priklad mtuZeme uvaZovat posloupnost a,(z) = sin”(x), € R a mame za
tikol zjistit obor konvergence O. JelikoZ sin : R — (—1, 1) a a,, = sin™(x), je pro pevné zvolené
xo € R geometrickou posloupnosti s koeficientem sin(zg), sta¢i rozmyslet, pro jaka zo € R
je dana posloupnost konvergentni resp. divergentni, p¥ipadné kdy neméa limitu. Ze znalosti
oboru hodnot dané funkce vyplyva, Zze dan& posloupnost neméa limitu pro ta xg, v nichz je
sin(zg) = —1. V ostatnich piipadech jde o konvergentni posloupnost. Nasim tkolem je tedy
urcit takovou mnozinu A C R takovou, ze Vo € A : sin(zg) = —1. Hledany obor konvergence
bude potom ve tvaru O =R\ A. Resime tedy rovnici sin(x) = —1. Snadno rozmyslime, Ze

sin(z) = -1 x € U {?ﬂr + 2/-c7r}
keZ 2

Obor konvergence dané posloupnosti je tedy

3
O=R — + 2k
\ U { 5 + 7'(‘}
keZ
n
Priklad: Urcete, pro jakd x € R je posloupnost a,, = H(x2 — 3)* konvergentni.

k=1

Reseni: Rozepisme prvnich nékolik ¢lenti posloupnosti:

a1 = (22 -3), az = (22 —=3)- (22 -3)2 = (22 -3)3,...,ar = (22 —=3)...- (2?2 = 3)F~1. (22 - 3)F.
n-ty ¢len posloupnosti lze tedy zapsat jako a, = (22 — 3)2k=1% a je tedy roven

n2+n

an = (z? —3) 2

JelikoZ je limy, oo ”2; ' = +00 mize byt dana posloupnost konvergentni pouze pokud

|22 —3| < 1. Tento jev nastane pravé tehdy, kdyz 2 < |#2| < 4. Hledanym oborem konvergence
je tedy sjednoceni intervali O = (-2, —v/2) U (v/2,2)

n2 n
Pozndmka: Body 4+/2 do oboru konvergence nepatii, protoze a,(+v2) = (—1) > a pro
n2 n
viechnan € N : 2\(n2+n). Plati, tedy, ze ((—1) 7 )20, mé ¢leny:(—1,-1,1,1,-1,—1,...).

Priklad: Uréeme nasledujici limitu: lim, oo (1 + nx).

80znadeni, Ze &islo 2 déli vyraz n? +n
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Regent: Opét se jedné o posloupnost s parametrem x. Musime tedy rozhodnout, jak se dana
posloupnost bude chovat v zavislosti na tomto parametru. Plati, ze A, (1 4+ nx) = x. Dana
posloupnost je tedy rostouci pro x € (0, 00), klesajici pro z € (—o0,0) a konstantni pro z = 0.
Pro urceni limity muzeme pouzit vytykani dominantniho ¢lenu: a,, = n-(z+ %) 7 této upravy
plyne, Ze lim,, o (1 + nx) = x - co. Plati tedy, ze pro x € (0,00) je limy, o a, = 400, pro
x € (—00,0) je limy,_yoo = —00. V piipadé, ze z = 0 je (a,)52; konstantni posloupnost tvaru
an, = 1 a mé pro toto z limitu rovnu jedné.

V zadani posloupnosti s parametrem vSak nemusi byt vSechny ¢leny obsahujici x bezpro-
stfedné svazény s proménnou n viz nasledujici priklad:

Priklad: an(z) = (z — 5)(xz — 2)"™. Pokud bychom chtéli uréit limitu této posloupnosti, museli
bychom si ujasnit, jakych hodnot nabyvéa vyraz (x — 5) pro kterd € R. V tomto pfipadé

bychom dostali, Ze

—oo pro z € (3,5) U (5, 00),
Jim (z = 5)(z = 2)" = ¢ 0 pro z € (1,3) U {5},

neexistuje pro z € (—oo, 1) U {3}.

V piipadé, ze x =5 je a,(x) konstantni nulovou posloupnosti.
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2.6 Posloupnosti ¢asteé¢nych souctia

V této casti se budeme zabyvat typem posloupnosti, ktery se tyka posloupnosti soucta ¢lent
posloupnosti a, € N — R. Uvedeme vSak jen nékolik pfikladi jelikoz je tato problematika

velmi podrobné rozebrana v teorii éiselnych fad?}

Definice 38. Necht (a,)72, je ¢iselna posloupnost. Posloupnost ¢asteénych soucétu ¢lent

posloupnosti (ay)22; oznac¢me (S,)22 ;. Tato posloupnost ma n-ty ¢len tvaru:

Sn=)_ am. (2.5)
m=1

Pro blizsi predstavu uvedeme rozpis prvnich nékolika ¢lent posloupnosti (S,)02; S1 =

a1, So=a1+as,..., Sp_1=a14+as+as+...+an_1,5. =a1+as+ ...+ ay.

Véta 2.6.1. Jestlize Vn € N: a, > 0, pak posloupnost (S,,)5%;, piislusna této posloupnosti

je rostouci.

Diikaz. Ma-li byt posloupnost (5,)5; rostouci, musi platit, ze A,(S,) > 0. Pokud tento

vyraz rozepiSeme, dostaneme:

An(Sn) = Sn—i—l - Sny

n+1

An(Sn) - Z Qm — Zn: Qs
m=1 m=1

n n
An(sn) = Qp+1 + Z Am — Z Qm,
m=1 m=1

0

An(Sn) = ap+1-

Podle predpokladu je viak Vn € N : a, > 0 a tedy je i ¢len any1 > 0 = A,(S,) > 0.

Posloupnost ¢asteénych soucti je tedy rostouci. O

Diky véte vime, Ze posloupnost ¢asteénych souctt posloupnosti s kladnymi ¢leny
je rostouci a tim padem musi mit limitu. Zbyva jen rozhodnout, jestli je tato limita vlastni
¢i nevlastni. V piipadé, Ze lim, 0 S, = S € R, fekneme, Ze S, potazmo fada Y a, je
konvergentni. V piipadé, ze lim, o S, = +00, fekneme, Ze posloupnost S, resp. fada

> a, diverguje k +o0.

°I5] kapitola 10
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Priklad: Zajimavym piikladem je uréit soucet fady >, % (tzv. harmonické Tady).

Reseni: Snadno uréime, ze pro vSechna n € N je % > (0 a prislusné posloupnost S, je tedy
rostouci.

K urceni souc¢tu vyuzijeme odhad, ktery jako prvni pfedvedl Mikulas Oresme:@

2n
1 1 1 1 /1 1 1 1 n
S =3 "= =1 —>1 e I S I R
> kzk +5 +3+ g 2 +2+(4+4>+ +(2n+ +2n> +3
Diky nerovnosti Son > 1+ § a vété 1} plati, Ze lim, ;00 Son > limy, 500 (1 + §) a tedy je

lim,, 00 Son = +00. Soucet Fady > .00, 1 je tedy roven +oo.

n=1n
Dalsim uzite¢nym prikladem, je urcit soucet geometrické rady, tedy seCist vS8echny cCleny
geometrické posloupnosti a,, = q".
JelikoZ z vlastnosti limity geometrické posloupnosti vime, Ze lim,,_,o, ¢" = 400 pro

€ (1,400), budeme se zabyvat pouze ptipadem, Ze ¢q € (0, 1).
Zkoumejme tedy > o7 ;¢™; ¢ € (0,1). Pokud vyjadiime n-ty ¢len posloupnosti ¢aste¢nych

soucti, dostaneme

n
=Y =1t T
k=0

7 vlastnosti déleni polynomu polynomem vime, Ze

1-¢"):(1-q@)=14+q+@+...+¢" > +q" 1

Z tohoto faktu plyne nésledujici rovnost:

Sp = +q".

I—¢q
JelikoZ uvazujeme ¢ € (0, 1), je limy, 00 Sy = limn_mo(% +q") = l—iq.

V pripadé, Ze bychom chtéli s¢itat ne od nuly, ale od jednicky, museli bychom tento vztah

upravit:
q
1= 1 —1=—
Se-grem (Be) -,
Pro soucet geometrlcke fady s kvocientem ¢ € (0,1) tedy plati nasledujici vztah:

n o__ n o __
Zq —71_qresp. Zq 14 (2.6)
n=0 n=1

10Mikulas Oresme byl francouzsky scholasticky umélec narozen mezi 1320 -1330 v Normandii — 11. gervence

1382 Lisieux, Francie, prispél i do rozvoje matematiky.
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2.7 Limity posloupnosti a geometrie

Priklad: Mé&jme pravidelny n thelnik o strané a € R™. Tento n thelnik se sklad4a z n € N3
shodnych, rovnoramennych trojihelnikt o stranach a,r,r € R*. Velikost tthlu naproti strané
a je pro kazdé n roven |ZBCA| = 2% NaSim tkolem bude zjistit obsah tohoto n-thelniku v
zévislosti na n.
Jelikoz se utvar sklada z n shodnych trojuhelniki, musi platit, Ze celkovy obsah dtvaru je
roven

S=n-Sa
Nyni spo¢téme obsah jednoho z trojihelnikt. Vime, Ze pro libovolny trojihelnik plati

S = % -a-v,. Pomoci Pythagorovy véty snadno dopoéteme, Ze a = v/r2 — v2 a pomoci funkce

cos jisté plati, ze cos(T) = 2 = v = r - cos(). Dostavame tedy nasledujici vztahy:

1
SA==-a-v,
A=gasv
SA:\/T2—02'U,U:T'COS(E),
n

Sp = \/T2 — 12 cos? (E) ST+ COS (E) ,
n n
r? .4 /1— cos? (E) - cos (E) ,
V n n

S— —
|sin(%)|

SA = r?. ‘sin (E) - CoS (%) .

n
JelikoZ pocéitame obsah ttvaru, ktery je vzdy nezaporny, nemusime brat v potaz absolutni

SA

hodnotu u sin(Z). Déle vime, Ze Vo € R : sin(z) - cos(z) = 3 - sin(2z). Diky platnosti tohoto

1 2
SA:~7“2'sin<7r>
2 n

Pokud chceme urcit obsah celého n-thelniku, musime obsah trojihelniku vynasobit jejich

vztahu dostaneme, Ze

poctem.

Dostéavame tedy, Ze hledany obsah je roven

1 2
S—n-SA—Q-TQ-sin(W)-n.

o7



Zkoumejme nyni, jak se bude tento obsah chovat v pfipadé, ze n — oc.

1 2
lim S = lim 2'T2~Sin<ﬂ-> -n

n—oo n— 00 n
1 2
lim S == 72 lim sin(w> -n
n—00 2 n—00 n
1 2 2
lim S ==-72. lim sin<ﬂ> -n-—7T
n—oo 2 n—o0 n 2ﬂ
1 sin(2x
lim S == 2772 lim 2(")
n—00 2 n—00 2m

n

lim S =772
n—oo

Uvazujme nyni stejny n-thelnik, ale v tomto piipadé zkoumejme, jak se bude chovat obvod
tohoto utvaru. Obvod vzniklého n-thelnika se sklad4 z n tsecek o délce a. Vime, Ze pro kazdé

n € N3 plati
. ™ a . ™
sm(—) :—:>a:2r-sm(—>.
n 2r n

Chceme-li spocitat limitni obvod tohoto Gtvaru, musime ur¢it nasledujici limitu

. . ™ . . ™ s
lim 2r-sin(—)-n= lim 2r-sin(—) -n-—,
n—00 n n—o00 n ™

sin (%)
77

. . ™ .
lim 2r -sin (—) -n =27r- lim
n—oo n n—o00

313

lim 27 -sin (E) -n = 27r.
n

n—oo

E Priklad: Jako dalsi pfiklad posloupnosti v geometrii uvedeme spirdlu. Vezméme tsecku
|AB| € E2. Nad touto tseckou sestrojme piilkruznici kg. Déle naleznéme stied Sap = A;
a sestrojme pulkruznici nad pramérem A;B. Déle najdéme stfed Sa,p = Az a cely postup

opakujme stale dal. Je-li polomér pivodni kruznice rg € R* pak polomér druhé kruznice

T r T T

jerr = 50, ro = 51 = ZO’ ey TR = 2—2, .... Prislugné obvody jednotlivych ptlkruznic jsou
7

potom podle vztahu pro obvod rovny Oy = 2”% =7rg = O = r, = Wz—z. Je vidét, ze

posloupnost obvodt O, je klesajici posloupnost s limitou lim O, = 0. Pokud bychom chtéli
n—oo

urc¢it celkovou délku spiraly, ktera vznikne z jednotlivych piilkruznic, dostaneme:

> > 7 1
OZZOTL:ZQ—”O:WTOZQ—”.
n=0 n=0 n=0

Dostali jsme tedy soucet geometrické posloupnosti s kvocientem g = 1/2, ktery je podle

roven jedné. Zjistili jsme tedy, Ze ¢iselna fada reprezentujici soucet délek jednotlivych oblouki

yyuzili jsme faktu, ze limy 0 w =1, kdey=Zalimpy00 = =0
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je konvergentni a ma soudet O = 27rg, o € RT.

Uvazme nyni dalsi piiklad: Mé&jme rovnoramenny trojihelnik ABC, |AC| = |BC| = b €

pokud pro jeho strany bude platit: a, = £, b, = b.

n?

Pro popis situace se hodi zavést body trojihelniku do kartézské soustavy. Miizeme bez Gjmy

na obecnosti prifadit souradnice nasledujicim zptisobem:

A= [—%, 0], B= [g,O], C = [0,b]. Pro prislusné n € N pak bude platit, ze
Ap = [=55,0], B, = [55,0],C,, = [0,b].Z analytického vyjadieni t&zisté trojuhelniku zada-
An+ B, +C,
ného tfemi body plyne, ze T}, = % Pro z-ovou a y-ovou soufadnici tézisté tedy
plati
-2 4+ a2 40
Tn(l‘) —_ 2n 32n — 0’
0+0+0 b
T, = =,

Plati tedy, ze limy, o0 Ty = [limy—s00 T (), limy, 00 T (y)] = [0, 5/3].

Yy

Uvazme vSak nyni druhou stranku problému: Jestlize A, = [—5-,0], B, = [5-,0] pak vzda-

lenost bodu

A, By| bude pro pevné n rovna . Z toho plyne, Ze lim |4, B,| = 0 a mizeme

Fici, Ze pron — oo je A — B resp. B — A. V takovém pfipadé se tedy z trojuhelniku stéava
C+ Sap

— = [0,b/2].

Dostali jsme se tedy do problému, jelikoz b # 0 je nemozné aby % = g. Tento problém

asecka CS4p, kterd méa vsak téziste T =

demonstruje, Zze ne ve vSech pripadech ndm nezalezi na pofadi limit. Jinymi slovy v nasem
pripadé:
nh_{rgo T.(AABC) # T(nli_>no1O AA,B,Cy).

Priklad: Uvazme tsecku |AB| délky a € RT. Tuto tisetku rozdélme na tietiny a nad stiednim
dilem sestrojme ramena rovnostranného trojuhelnika. Cely postup opakujme. (Viz. obrazek)
Timto postupem dostaneme jednu stranu Kochovy vlocky. Vezmeme-li obvod této kiivky v jed-
notlivych krocich jako ¢leny ¢iselné posloupnosti (viz. obrazek, zjistime, Ze jde o rostouci
posloupnost, presnéji o geometrickou posloupnost s koeficientem g = %, ktera je jisté rostouci.
Budeme- li zkoumat limitu této posloupnosti snadno se piesvédéime, Ze limn_mo(%)”-a = 4o00.
Tento fakt ukazuje, Ze Kochova kfivka je pripadem kfivky, ktera ma nekonecny obvod.
Zkoumejme nyni obsah tohoto titvaru. V prvnim kroku jde o obsah rovnostranného trojihel-

niku o strané a. Ve druhém se k tomuto obsahu pri¢tou tfi rovnostranné trojuhelniky o strané
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5. V dalsim kroku budeme pfic¢itat 12 trojihelnikii o strané §. Timto zpiisobem budeme po-

kracovat stale dal. Vime, Ze pro libovolny rovnostranny trojihelnik plati, ze S = %. Pro
celkovy obsah tohoto ttvaru plati, Ze

S = f: S,
n=1

kde S je obsah puvodniho trojuhelniku a Sy je obsah trojihelnikii vzniklych pii k—tém
kroku. Nyni tento obsah ur¢ime:

2V/3 2/3 2/3 23 2V/3
5:‘1{+3-a3\6[+12-“‘[+.. a*v3 af-(

ped e
st Tt

Vyraz v zavorce je souc¢tem geometrické fady s kvocientem ¢ = %, ktery jiz podle 1’ umime

324 4 * 12

urcit. Mizeme tedy napsat, ze

2 2
S:a\/g_i_a\/g' 1

a?-2v3
4 12 1-— ’

5

Timto jsme ukézali, Ze Kochova vlocka je geometricky utvar, ktery méa konecny obsah, ale

Nele

nekoneéni obvod. [[Z]

127 droj obrézku http://www.cosmicriver.net /blog/the-koch-snowflake (dne 3.7.2017)
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Obréazek 2.2: Grafické znazornéni zmén strany Kochovy vlocky
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Obrazek 2.3: Grafické znazornéni Kochovy vlocky
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Kapitola 3

Neciselné posloupnosti

Doposud jsme se zabyvali posloupnostmi, které zobrazovali z mnoziny N do ¢iselné mno-
ziny R(C). V této kapitole se budeme vénovat posloupnostem, které zobrazuji do jinych nez

¢iselnych mnozin.

3.1 Posloupnosti boda v E"

Doposud jsme se zabyvali posloupnostmi, které zobrazovali mnozinu N nebo néjakou jeji pod-
mnozinu do mnoziny R(C). Obecné se tyto posloupnosti oznacuji jako ¢iselné posloupnosti.
V této casti textu se budeme zabyvat tipem posloupnosti, které zobrazuji mnozinu N do

mnoziny IETE] Pod oznacenim E” rozumime mnoZzinu vSech uspofadanych r-tic
el =x=(r1,29,...,2,); Vier:x; €R (3.1)
na niz je definovana vzdalenost p. Dvojice {E", p} se nazyva metricky prostor.
p(,y) = [l —yll, (3.2)

kde ||z — y|| je Eukleidovskd norma.

Posloupnost bodi v E" oznacujeme (™. Pod timto ozna¢enim rozumime
2™ = (21(n), 22(n), ..., 2, (n)), (3.3)

kde z;(n) je realna ¢iselnd posloupnost.

Posloupnost (™ je tedy zobrazeni N — R”.

Lp-rozmérny Eukleidovsky prostor.
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Priklad: Necht r = 2, pak piikladem posloupnosti bodt v E? mize byt napf
2™ =(n—-2,n+2).
éleny této posloupnosti jsou tedy usporadané dvojice.
2 = (=1,3), 2@ =(0,4), 2% = 1,5),..., 2™ =k -2,k +2),...

Pozndmka: U posloupnosti bodit nema smysl zavadét pojmy rostouci, klesajici posloupnost,

jelikoz mnozina r-tic neni usporddana, podobné jako mnozina komplexnich &isel.

Definice 39 (Okoli bodu v E"). Necht z(9) € R". Okolim bodu z(?) o poloméru e rozumime
mnoZzinu

U.(29) = & € E'[p(x,2%)) < ¢}

Definice 40 (Limita posloupnosti bodi). Necht (™ je posloupnost bodi z E'. Rekneme,

7e posloupnost (™ ma limitu (¥ € E" pokud
Ve > 0 ng(e) € N takové, ze Vn € N,n > ng(e) : p(a™, 20 < . (3.4)

Pokud ma tedy bodova posloupnost vlastni limitu, pak pro kazdé kladné ¢ existuje index
no(e) takovy, ze pro vSechny indexy vétsi nez ng(e) je vzdalenost nasledujicich ¢lena (bodit)
posloupnosti od limitniho #(9) mensf nez e.

I v tomto pfipadé lze definici limity popsat i pomoci okoli bodu:
Definice 41 (Vlastni limita v E”). Rekneme, ze (™) ma vlastni limitu z(®) € R” pokud
Ve >0 3ng(e) e NVn eN, n > ng(e) : 2™ e U (z).

Definice 42 (Nevlastni limita v E"). Necht (™ € N — R”. Rekneme, Ze 2™ ma nevlastni

limitu +oo (resp. (™ diverguje k o), pokud
Ve > 0 Ing(e) € N takove, Ze Vn > ng(e) : p(z™,2) > ¢,
kde 2’ je ve vSech slozkach konstantni nulova posloupnost.

Pozndmka: U posloupnosti bodi nerozlisujeme nevlastni limity na 4+oco. Pokud zjistime, Ze

limita posloupnosti z(™ je nevlastni, fekneme, Ze posloupnost diverguje k oo.
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Véta 3.1.1. Necht (™ € N — E". Tato posloupnost mé vlastni limitu pravé tehdy, kdy?
Vi € 7 : xi(n) = L; € R. Jinymi slovy pokud mé mit posloupnost bodii vlastni limitu, tj. kon-
verguje k néjakému koneénému bodu, pak viechny slozky posloupnosti z(™ jsou konvergentni

¢iselné posloupnosti.

Pozndmka: Jako specidlni pripad posloupnosti bodi v metrickém prostoru mizeme brat kom-

plexni posloupnost jedné proménné. Staci uvazit ze x1(n) = Re(ay) a z2(n) = Im(ay,).

3.2 Posloupnosti matic

V této casti se budeme zabyvat posloupnostmi matic, a jejich determinantyﬂ

Pozndmka: Jelikoz budeme pracovat s maticemi, musime si dat pozor na to, kde se v danou
chvili pohybujeme. Matice jsou totiz vzdy tvoreny nad ciselngm télesem T', pro které plati,
7e T\ {0} je Abelova grupa. NemuZeme tedy pripustit vyskyt +oo, protoze neni definovano

o0 — 0.

Definice 43. Necht T je téleso a A je matice tipu m x n nad télesem T'. Necht pro viechna
i € maj € n jea; redlna ¢iselna posloupnost, tj. a;;(n) : N — R. Posloupnosti matic

budeme tedy rozumét nasledujici obdélnikové schéma:

air(n) ap(n) ... a(n)
A as1(n) ag(n) ... a(n)
am1(n)  ama(n) ... amn(n)

Pozndmka: Pro nazornost v piikladech se budeme zabyvat prevdzné maticemi tipu 2 x 2.

Priklad:

n 2n 1 2 2 4 3 6
An: :>A1: ,AQZ ,Agz yoen
-n n—+1 -1 2 -2 3 -3 4

Uréime-li z kazdého ¢lenu této posloupnosti determinant piislusné matice, ziskAme ciselnou
posloupnost. V tomto pifpadé: detA, = n- (n+ 1) — (—n - 2n) = 3n? + n. Je vidét, 7e

lim,, o0 (det A,) = +o00. Pokud, kazdou posloupnost v matici A,, nahradime jeji limitou,

1] cast 14
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ziskame ,,matici“lﬂ

) 00 0
lim A, = ,
jejiz determinant je skutecné roven +oo. V piipadé, Ze bychom za ag1(n) zvolili identickou

posloupnost, dostali bychom se do nasledujici situace:

n 2n N ) ) '
Ap = = det(A,) =n“+n—2n"=—n"+n= lim (detA,) = —o0.
n n+1 n—o00
Pokud bychom v8ak hledali determinant limitni matice, dostali bychom

det ( lim A,

) oo o0
n—00

00 0
Tento determinant vSak nelze ur¢it. Nabizi se tedy otéazka, v jakém pripadé lze zaménit poradi

determinantu a limity.

Véta 3.2.1. Necht (A,)2%, je posloupnost ¢tvercovych matic fadu m podle definice

Pokud plati, ze Vi, j € m : lim, o a;5(n) € R, pak

lim (det A,) = det ( lim An> .

n—oQ n—o0
Diikaz. Pokud je splnén pfedpoklad, Zze vSechny limity posloupnosti v matici A,, jsou realna

¢isla, muZeme pomoci definice rozepsat limitu determinantu:

nlgn;o(detA = nhﬁn;() (Z sgn(m ) Z sgn(m ( lim (Aiﬁ(i))n) = det (TLILH;O An> .
JelikoZ je m konecCné, pfirozené ¢islo a vSechny limity posloupnosti z matice jsou vlastni, staci

pouzit vétu o souctu resp. soucinu limit posloupnosti. Tim je véta dokazana. ]

3.2.1 Invertibilnost posloupnosti matic

Jak vime, ¢tvercova matice fadu m je invertibilni (tj. existuje k ni matice inverzni), pravé
tehdy, kdyZ je jeji determinant nenulovy. Pro tuto matici plati, ze: A~ = det 5 - (ad] AT,
Mizeme tedy utvofit matici inverzni k libovolné étvercové matici, o niz vime s jistotou, zZe
mé nenulovy determinant.

Priklad: Uvazme posloupnost matic

n 1
Ap = 1

3Nejedna se o matici, jelikoz prvky £oo nejsou z t&lesa.
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JelikoZ je det(A,,) = %, je tento determinant nenulovy pro vSechna n € N a tedy pro vSechna
pfirozena &isla je inverzni matici k matici A,, matice A1, kterd ma tvar:
1
A_l —n- L+ nZ -1

n
—-n n

Pokud bychom ale vzali v avahu limitni matici tvaru

oo 1
lim A, =A= ,
oo 1

zjistime, Ze nelze dany determinant urcit (dostali bychom vyraz co — 0o). Tato posloupnost
matic tedy nema limitu.

7 tohoto faktu plyne, Ze invertibilnost ¢lenti posloupnosti matic neni uzaviena na limitu.

Dalsim pfikladem muze byt nasledujici posloupnost matic:

cos(n) —sin(n) ) )
A, = = lim (det A,) = lim (cos“(n) +sin“(n)) = lim (1) =1
Sin(n) COS(n) n—o0 n—00 n—00

Vidime, Ze limita determinantu kazdého ¢lenu posloupnosti matic je roven jedné, pro vSechna
n € N. Na druhou stranu vime, Ze lim,_,o cos(n) ani lim,_, sin(n) neexistuji. Neni tedy

mozné vyslovit vSeobecné platnou formuli.

Véta 3.2.2. Necht (A,)5; je posloupnost matic a necht pro vsechna n € N je det A, € R.
Vezméme nyni ¢iselnou posloupnost (by)p2 := (det(Aﬁ))zo:l. Pak plati, Ze pokud je

det A,, € (—1,1) \ {0}, pak posloupnost (b;)2°; konverguje k nule.

Diikaz. Pro determinant obecné ¢tvercové matice I plati, Ze (det(F))* = det(F*), kde k € N.
Déle vime, Ze pokud je pro vSechna n € N determinant A,, € (—1,1) \ {0}, je kazdy ¢len
posloupnosti A,, requldrni matici.

Budeme-li vsak danou posloupnost umocnovat a z vysledné matice uréime determinant, zis-
kime geometrickou posloupnost b, = (det(Ak))2° . kde det(A,) je koeficient geometrické
posloupnosti. Z predchozi ¢asti vime, Ze lim, o ¢" = 0 < ¢ € (—1,1). Tuto vlastnost vsak
koeficient det(A,,) spliuje. Plati tedy, Ze pokud je pro vSechna pfirozena ¢isla n determinant
matice A, € (—1,1)\ {0} je limg_ oo det(A¥) = 0 a dana posloupnost regularnich matic

konverguje k singularni. O
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Priklad: Méjme matici

A=
B

kde a, 8 € RT a «a je pevné zvolené. Urcete, pro kterd 3 bude posloupnost (A™)> ; konvergo-

— Q=

vat k singularni matici. Resent: Uréeme determinant matice: det A =1 — g Podle predchozi

véty musi platit, ze det A € (—1,1) \ {0}.

o

det A 0= # a.

detA <1=1- g < 1, musi tedy platit, ze —g < 0. To je vsak splnéno pro vSechna
a,f €RT.

o

o

detA > -1 = —g > —2. Tuto nerovnost mizeme upravit na 5 < 2a.

Pokud je o pevné zvolené, kladné realné ¢islo, pak pro v8echna 8 € (0, a) U (a, 2«r) bude

o

posloupnost (A™)2° ; konvergovat k singularni matici.

Pozndmka: Posloupnost (A™)2° ; muZeme chapat jako specialni pfipad geometrické posloup-

nosti s kvocientem g = A.

1 «
Priklad: Mé&jme matici A = , kde a € R. Urcéeme pro ktera a € R bude
a 1

posloupnost (A™)5° ; konvergovat k singularni.

Refeni: Snadno uréime determinant matice: det A = 1 — a?. Mizeme tedy Fici, ze (A™)%°,

konverguje k singularni matici, pokud a € (—v/2,v/2).
3.2.2 Diference posloupnosti matic

Stejné jako u ¢iselnych posloupnosti, tak i u posloupnosti matic miaZzeme pracovat s diferenci.
Budeme ji definovat standardné: A, (A,,) := A,41 — A,,. Jelikoz jsou vSechny prvky matice
A, ¢iselné posloupnosti a ¢leny matic se s¢itaji resp. odecitaji po sloZkdch, miuzeme vyslovit

nasledujici vétu:

Véta 3.2.3. Necht (A,)2; je posloupnost matic, (Ay);; = ai;(n), pak plati
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Diikaz. Jelikoz je A, (Ay) = App1 — A, , pak plati, Ze

ain(n+1) ... am(n+1) ain(n) ... aim(n)

N a21(71.+ 1) agm(’f.l—i- 1) B azi(n) ... azm(n) _
ani(n+1) ... apm(n+1) an1(n) ... apm(n)
ain(n+1)—ap(n) ... amn+1) —apm(n) Ap(ary) ...

_ agl(n—i—l) —agl(n) agm(n—i-l) —agm(n) _ An(agl)
ani(n+1) —api(n) ... apm(n+1) —apm(n) Ap(an1) ..

68



Kapitola 4

Analogie s funkcemi

4.1 Konvexni a konkadvni posloupnost

Pozndmka: Tato ¢ast se tyka pouze posloupnosti redlnych ¢isel.
Podobné jako se u funkci jedné realné proménné zkoumaji lokdlni, globalni extrémy, zkouma
se i konvexnost resp. konkdvnost funkce. Zde se pokusime tyto dva pojmy zavést i pro realné

¢iselné posloupnosti.

Definice 44. Rekneme, 7e posloupnost (an)2 4 je v bodé ng € N konvexni, pokud

V{ng — 1,n9,n0 + 1} € N plati

U, < Trotl T Ano-1 ;“”U‘l (4.1)

Definice 45. Rekneme, 7ze posloupnost (an)22; je v bodé ng konkavni, pokud

V{no — 1,n9,n9 + 1} € N plati

Gng > B

V pripadsé, Ze posloupnost (a,)° ; spliiuje vlastnost (4.1) resp. (4.2) pro v8echnan € I C

N, pak fekneme, ze (a,)52; je konvexni resp konkavni na mnoziné /.

Definice 46. V pripadé, ze ve vztazich (4.1)), (4.2) plati ostré nerovnosti, pak hovotime o

ryze konvexni resp. ryze konkavni posloupnosti.
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Véta 4.1.1. (Druha diference a konvexnost/ konkévnost)
Necht (a,)52; je realna posloupnost. Tato posloupnost je na mnoziné I C N ryze konvexni

resp. ryze konkavni, pokud Vn € I je

>0 = a, konvexni
Ag)(an)

<0 = a, konkévni

Dikaz. Pokud vyraz (4.1) resp. (4.2) vynasobime dvéma a prevedeme vSechny ¢leny na pravou
stranu nerovnice, dostaneme

Angy+1 + Apo—1 — 2an0 § 07
neboli

AP <.

n

O

Pozndmka: V pfipadé, Ze bychom do vyse uvedeného vztahu vzali v potaz neostré nerovnosti,
hovotili bychom o konvexni resp. konkévni posloupnosti.
Piiklad: Ovéite, ze posloupnost a, = n? — 4n je ryze konvexni.
Regent: Vime, Ze plati
tn1=(n—1)*—4(n—1) =n? —6n+5,
an =n? —4n,

apt1 = n? —2n — 3.

Ag)(an) mé tedy nasledujici tvar:

N

AP (a,) =n?—2n —34n? —6n+5—2(n® — 4n),

n

AP (a,) = 2n% — 8n + 2 — 2n% + 8n,

n

AP (a,) =2 >0.

n

Ukézali jsme, Ze Vn € N je Af) (an) > 0 a dana posloupnost je tedy na celém N ryze konvexni.

Véta 4.1.2. Necht (ay,)22; je realnd posloupnost, I C N. Necht Vn € I je A,(@Q) = 0, pak je

(an)o; na I bud konstantni, nebo linearni posloupnosti.

Dikaz. o Budiz a,, = K € R pro vSechna n € I. Pak je jisté ap,+1 = any = any—1 = K.

Tim padem je ang1 + ang—1 — 2an, = K + K — 2K =0 =AY,
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o Necht a, = An+ B, A,B € R. Potom je ap,—1 = An+ B — A, a,, = An + B,
Gpg+1 = An+ B + A.
AP = An+B—A+An+ B+ A—2(An+ B) = 2An + 2B — 2(An + B) = 0.

Priklad: Mé&me posloupnost a, = (—1)". Pro tuto posloupnost plati, ze

—lpron=2k+1,k €N,

an =
+1 pron =2k, k € N.

Podle definice konvexni a konkavni posloupnosti je tedy dana posloupnost pro vsechny liché

¢leny (vyjma ¢lenu a1) konkavni a pro v8echny sudé konvexni. Této vlastnosti vSak nabyva

pouze v jednotlivych bodech. Muzeme tedy fici, ze posloupnost je bodové konvexni resp.

konkavni, ale neexistuje zddnéd mnozina I C N takova, Ze by se tato vlastnost zachovala pro

vSechna n € 1.

Véta 4.1.3. Necht (ay,)22 je realna posloupnost. Pak plati, ze je-li (a,)52; konvexni, pak

(—an)5, je konkavni resp. je-li (a,)0%, konkavni, je (—ay)52; konvexni.

Diikaz. Provedeme pro prvni piipad (druhy je analogicky).

Necht (a,)22 je na N ryze konvexni, pak plati, ze

Ap+1 + Ap—1
%>an‘

Vezmeme-li nyni posloupnost (—ay,) bude nerovnost vypadat takto

[e9)
n=1>

—Qp41 + (_an—l)

> —apn /- (-1)
2
W < ap = (—ap)ol je konkavni.
Analogicky pro prechod konk4vni na konvexni. O

Véta 4.1.4. Necht (ay)22; je rostouci resp. klesajici realna posloupnost. Necht Ing € N

takové, ze Vn € N,n > ng plati (4.1) resp. (4.2). Pak plati, ze

lim a, = +oo resp. lim a, = —oo.
n—oo n—oo

Diikaz. Provedeme pro pripad konvexni posloupnosti. Pro konkavni pfipad je postup analo-

gicky.
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Jelikoz je (an)22 rostouci posloupnost, pak musi existovat lim,_,o an, = L € R*. Déle vime,
ze je- li tato posloupnost konvexni, pak pro skoro vSechna n > ng je ant2 + an — 2a,41 > 0.

Nyni tuto nerovnost upravime

An42 > 20p41 — Gn,

Ap+2 > Ap41 + An(an)

Z faktu, ze (an)22, je rostouci plyne, ze Ay (an,) > 0 a z pfedpokladu konvexnosti plyne, ze
(Ap(an))22 je rostouci posloupnost a mé tedy limitu. Diky zachovéani limity pii posunuti
vime, ze ma-li (a,)5%; limitu L pak méa stejnou limitu i posloupnost (ap+x)5>;, k € Z.

Podle véty [2.2.9] tedy musi platit, Ze
Jlim_ anip > lim (ant1 + An(ay)).
Oznac¢me lim,, o0 a, = L a lim, o0 Ap(a,) = L'. Dostaneme tedy rovnost
L>L+1L.

Pokud by bylo L realné ¢islo, dostali bychom, ze 0 > L', kde L’ > 0, protoze (A, (a,))22, je

kladna a rostoucﬂ Tato moznost tedy nastat nemiize. Protoze je podle predpokladu posloup-

nost (an)o%, rostouci a zamitli jsme moznost Ze jeji limita je vlastni, zbyva pouze moznost,
ze limy, ,o0 ap = +00. Tim je véta dokazana. ]

Podminky, Ze (ay)32 je rostouci a konvexni resp. klesajici a konkavni jsou velmi pod-
statné. Ukazme na konkrétnim piikladu, Ze posloupnost, kteréd je rostouci a konkdvni muze
mit vlastni i nevlastni limitu.

Priklad: Vezméme dvé posloupnosti a, = —% a b, = \/n. Lze snadno uréit, ze A,(—2) =
ﬁ >0aA,(yv/n) =vn+1—y/n> 0. Obé posloupnosti jsou tedy rostouci. Pokud bychom

zkoumali druhé diference téchto posloupnosti, fesili bychom postupné dvé nerovnice:

1 1—|— <0
n+2 n n+1 ’

Vn+2+vn—2vn+1<0.

Prvni nerovnici bychom postupné upravili na tvar n? + 2n < n? + 2n + 1 resp. 0 < 1, ktera

je splnéna pro vSechna n € N.

! Je-li libovolna posloupnost (b,)3%; kladné a zaroven rostouci, nemtize nastat, ze lim, oo bp = 0
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Druhou nerovnost upravime podrobnéji:

Vn+2+4v/n<2vVn+1/%
2n—|—2\/m+2<4n+4/:2,
VnZ+2n+n+1<2n+2
\/m<n+1/2,

n4+om<n?+2n+1=0<1.

Druhé nerovnost je také splnéna pro vSechna pfirozena n. Nyni tedy s jistotou vime, Ze obé
posloupnosti jsou rostouci a konkévni.

Snadno uré¢ime limity danych posloupnosti:

-1
lim a, = lim — =0,
n—o0 n—oo n

lim b, = lim /n = +oo0.
n—oo n—oo

Ukézali jsme tedy, ze pouze na zakladé faktu Ze posloupnost je rostouci a konvexni (pfipadné

klesajici a konkavni), nelze nic ¥ici o limité této posloupnosti.
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4.2 Diferenc¢ni rovnice

Pod pojmem diferenéni rovnice rozumime rovnici, ve které je hledanym vystupem néjaka

(e 9]

¢iselna posloupnost (ay)22; , podobné jako v pfipadé diferencialni rovnice je vystupem funkce

f ().

Definice 47. Necht & € N, p1,...,pr € R,pr # 0, a necht je dale (a,)2; posloupnost

n=1

redlnych ¢isel. Linedrni diferen¢ni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koeficienty budeme

rozumét rovnici
Qnik +P1 Opig—1+ - +Pp-an=by, nEN, (4.3)
kde neznamou je posloupnost (a,)52 ;.

Regenfm rovnice |) rozumime kazdou posloupnost (ay)>2; splilujici 1} pro kazdé
n € N. Cheeme-li, aby feSeni rovnice (4.3 spliiovalo podminky

a(l) =ay, ...,a(k) = ag, (4.4)

kde ¢isla aq,...,ar € R jsou pfedem déna (tzv. poéateéni podminky), pak hovoiime o
pocateéni tuloze.
Pokud Vn € N : b, = 0, pak rovnice (4.3) mé tvar

Untk +P1-Opik—1+ ... +pPp-an =0, neN (4.5)

Tato rovnice se nazyva homogenni.

Linearni diferen¢ni rovnice jsou specialnim piipadem linedrnich rovnic (linearni zobrazeni
a TeSeni soustav linearnich rovnic). Jejich levou stranu lze totiz interpretovat jako hodnotu
linearntho zobrazeni. Konkrétné se jedna o linearni zobrazeni prostoru vSech posloupnosti s

do s definované predpisem
L((an)pnZ1) = (@ntk +p1 - @ngk—1+ -+ Pr - an)ply, (4.6)
jehoZ linearitu neni t&zké ovérit.
Véta 4.2.1. Pocatecni uloha , ma pravé jedno reseni.
Dukaz viz 2] str. 362.
Véta 4.2.2. Mnozina FeSeni rovnice tvori vektorovy prostor dimenze k prostoru s.
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Diikaz viz [2] str. 362-363.

Nasledujici pojem hraje kli¢ovou roli pii hledani feSeni diferen¢ni rovnice.

Definice 48 (Charakteristicky polynom). Charakteristickym polynomem rovnice (4.5)) rozu-

mime polynom
A= N p AT X+ g (4.7)
kde A je redlna, pripadné komplexni proménné.

Véta 4.2.3. Necht A\q,..., As jsou vSechny navzijem rizné reilné koreny charakteristického
polynomu s nédsobnostmi 1, ..., rs. Necht &1, ..., & jsou vSechny navzajem ruzné koreny
polynomu (4.7)) s kladnou imaginarni ¢asti a ndsobnostmi ¢, ..., q;, pfi¢emz

& = pj(cosv; +isinvy), pj > 0,v; € (0,27), j € 1. Pak néasledujici posloupnosti tvori béazi

prostoru feseni rovnice (4.5)):

{A1} {nA1}, e {n" 1AL},
{(Adh {nAy, {n" 1AL
{utcosvin}, {nufcosvin}, ... {n®~'ufcosvin},
{utsinvin}, {nuPsinvin}, ... {n® 1uPsinvin},
{utcosyn}, {nulcosyn}, ... {n®1utcosyn},
{pupsinyn}, {nul'sinyn}, ... {p@lutsinyn}.

Dikaz resp. naznak dukazu viz [2] str. 364.

Pozndmka: Bazi prostoru feseni rovnice (4.5) se ik fundamentalni systém FeSeni rovnice

(E3).

Priklad: Naleznéte vSechna feSeni homogenni linearni diferen¢ni rovnice
(pt2 — 2ap41 — 8a, = 0,

vyhovujici podminkdm ag = 2, a; = 4.
Regent: Charakteristicky polynom dané rovnice je roven A% — 2\ — 8 a mé nasledujici kofeny:

A1 =4, Ay = —2. Obecny tvar hledané posloupnosti je tedy a, = C; - 4™ + Cy - (—2)", kde
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C1,C5 € R. Dosadime-li po¢ateéni podminky, ziskdme soustavu rovnic

Ci+Cy=2
4C1 — 20y = 4.
Tato soustava mé jediné TeSeni a sice C = %, Cy = % Hledané posloupnost, spliujici
pocateéni podminku mé tedy tvar
4 2
anp == -4"+ = - (=2)"

oS
n=1»

Priklad: Urc¢ete predpis posloupnosti (a,,) spliujici nasledujici vlastnosti:
O Gn42 = Gn,
ca=a, ag=p, o, €R.

Reseni: Dané diferen¢ni rovnice se da prepsat na homogenni rovnici nésledovneé:

yn+2)—y(n)=0.

a jeji charakteristicky polynom ma nasledujici tvar: A> — 1 = 0 (méa kofeny A2 = £1).
Hledana posloupnost bude tedy ve tvaru y(n) = C1 + Cy - (—1)". Pokud dosadime pocatecni

podminky dostaneme soustavu rovnic

C1—Cy =«
C1+C2 = B,
kterd ma reseni C; = a ;L ﬁ, Cy = B—Ta' Hledana posloupnost ma tedy tvar
o+ o —
yin) =S58 L OB gy

Nasledujici véta popisuje tvar FeSeni vSech rovnic (4.3)).

Véta 4.2.4. Necht posloupnosti {a1(n),...,ar(n)} tvori fundamentalni systém feSeni rovnice
(4.5). Necht posloupnost (z,)22; je feSenim rovnice (4.3). Potom posloupnost (a,)5e; fesi
rovnici (4.3)), pravé kdyz existuji ¢, ..., cx € R takové, ze

k
an = 2n + Z ciai(n)
i=1
pro kazdé n € N.
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Diikaz. Pokud posloupnost (a,)32 Tesi rovnici (4.3)), pak plati, ze L((an)22,) = (bn)52

n=1 n=1*

Pokud za a,, dosadime, ziskdme

k
Liay) = L (zn +> ciai(n)> .
=1

Diky linearité L miizeme tuto rovnost pirepsat:

k
L(ay) = L(zn) + L (Z ciai(n)> .
i=1
Jelikoz {a1(n),--- ,ax(n)} tvori fundamentalni systém, pak L (Zle ciai(n)) = 0. Dosta-
vame tedy rovnost, ze L(a,) = L(z,) = b,. Tim je véta dokazéna. O

ReSeni (2,)2°; z této véty se tradi¢né nazyva partikularni feSeni. Nésledujici véta 1ika,

jak v nékterych pripadech toto partikularni feSeni nalézt.
Véta 4.2.5. Necht posloupnost (a,)22; v rovnici splituje pro kazdé n € N
an = " (P(n) cos(vn) + Q(n) sin(vn)), (4.8)
kde a,v € R a P, @ jsou polynomy. Pak existuje FeSeni rovnice ve tvaru
z(n) =n"a"(R(n) cos(vn) + S(n)sin(vn)),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vyssiho nez max{st P, st @} a m € N U {0}
udéava, jakou nasobnost mé ¢islo a(cos v +isinv) jakozto kofen charakteristického polynomu

prislusného rovnici (4.5)).
Diukaz viz [2] str. 366.
Priklad: Naleznéte resSeni diferen¢ni rovnice

an42 — Ap =7

Regenf: Pokusime se danou tlohu vyTesit néasledujicim zpisobem: Rekneme, 7e hledané po-
sloupnost je ve tvaru a, = An? + Bn + C, A, B,C € R (odhadneme tvar hledané posloup-
nosti). Tim padem je

anio = A(n +2)2+ B(n+2) + C = An® + n(4A + B) + 4A + 2B + C. Pokud od tohoto

vyrazu ode¢teme y(n) dostaneme
Gnyo — ap = 4An +4A 4+ 2B.
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Polozme nyn{ pravou stranu vyrazu rovnu pravé strané diferen¢ni rovnice.
4An+4A+2B=n=4A=1 N 4A+2B =0

1

4A+2B =0
B=-2A
B=_1
2
Partikularni feSeni dané diferen¢ni rovnice mé tedy tvar
1 1
ap = 1n2—§n+0, C eR.

Méme-li najit vSechna feSeni dané rovnice, musime jes$té urcit feSeni homogenni rovnice
Any2 — ap = 0. Charakteristicky polynom této rovnice je A> — 1 = 0, a ma tedy kofeny
A1,2 = 1. Obecné feseni dané rovnice je tedy y(n) = C1 4+ Cq - (—1)". Danou rovnici tedy

spliiuje kazda posloupnost tvaru

1 1
an=-n*—-n+C+C+Cs-(-1)", C1,C2 € R.
4 2 ~——
a

Priklad: (Fibonacciho posloupnost) Urcete predpis Fibonacciho posloupnosti.

(p42 = Apt1 +ap, a1 =1, az =1

Reseni: Danou rovnici upravime na homogenni: a2 — ant+1 — an = 0.

145

Charakteristicky polynom této rovnice mé tvar A2 — A —1 = 0, jehoZ kofeny jsou A2 =

Obecné feseni bude tedy ve tvaru

anp = C1 - <1+2\/5> +Co - <1_2\/5>

Nyni budeme hledat feSeni, vyhovujici po¢ateénim podminkam a; = 1, as = 1. ZiskdAme tim

soustavu rovnic

1++5 1-V5

Cr- C =1
1 5 + (2 5
3 ) 3—V0
Cr- V5 + Cy - V5 =1,
2 2
ktera méa feseni C7 = %, Cy = —é. Mizeme tedy napsat vyjadieni Fibonacciho posloup-

nosti:

an:\/g((”\/g)n_(l‘ﬁ)n). (4.9)
5 2 2
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4.3 Posloupnosti dvou proménnych

Stejné jako pracujeme s funkcemi dvou proménnych, muZzeme obdobné definovat i ¢iselnou
posloupnost dvou promeénnijch (amm)frf’n:l ktera kazdé dvojici [mg, ng] € N? piitadi ¢islo z R

resp. C, podle toho o jakou posloupnost se jedné.

Pozndmka: Stejné jako jsme u posloupnosti jedné proménné mohli zuzit defini¢ni obor N
na Ni i zde miZeme v piipadé nutnosti omezit defini¢ni obor posloupnosti dvou proménnych
z mnoziny N? na mnozinu N := Ni x N;. U téchto posloupnosti se pokusime, stejné jako v

pripadé jedné proménné, zkoumat monotonii, limity, marima, minima atd.

Problém, ktery se u posloupnosti vice proménnych ukazuje jako jeden ze zasadnich je ten,
ze ¢lenu [my,n1] € N? nelze jednoznacné piifadit naslednik. Tento problém nam v piipadé
posloupnosti jedné proménné odpada, nebot néslednik ¢lenu a,, je ¢len ay,1.

MuZeme si pomoci tim, Ze si zadefinujeme ndslednik ve sméru proméenné tj. Ze jednu

proménnou budeme vnimat jako konstantu a druhé prifadime o jedna vétsi prvek.

. L L 00 C .
Definice 49. Mé&jme posloupnost dvou proménnych (amm)m’n:1 a Qmpy je jeji ¢len. Nd-
slednikem ve smeru promeénné m rozumime ¢len ap,y1,. Ndslednikem ve sméru proménné
n rozumime &len apm, n41 a diagondinim ndslednikem rozumime ¢len a1 n41. (Pokud jsou

prislusné ¢leny definovéany).

Piklad: M&me bod K € N2 = [1,3] Naslednikem ve sméru proménné m je [2, 3], ve sméru

proménné n jde o [1,4] a diagonélni naslednik je [2,4].

Definice 50. Mé&jme dvé rostouci posloupnosti pfirozenych €isel (am)oo_; a (8,)02 . Vybra-
nym smérem posloupnosti (am,n)py ,—1 podle proménné m nazveme posloupnost (aq,, )

)
m,n=1»

obdobné pro smér podle proménné n by §lo o posloupnost (amﬁn)ﬁfﬂ:l.

Budeme-li zkoumat chovani posloupnosti dvou proménnych z hlediska nasledniku ve
sméru, dostaneme se ke zkouméani vlastnosti posloupnosti jedné proménné, pri¢emz druhé
proménna je chapéna jako parametr z N.

Timto zpusobem muzeme definovat posloupnost rostouct, klesajici, nerostouct, neklesajici
ve SMEru promenneé.

Piiklad: Mé&me posloupnost dvou proménnych @, , = m + n.
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o Zkoumejme nejdiive situaci, kdy n je pevné zvolené pfirozené &islo a m je proménné.
Potom, je-li posloupnost (am,n);’;n:l rostouci ve sméru proménné m pak musi platit,

7€ Q41,0 > Qmp- Jinymi slovy musi platit nerovnost
m+14+n>m-+n.

Po upravé dostaneme, Zze 1 > 0 a tato nerovnost jisté plati Vm € N. Zavérem tedy

muzeme Tict, Ze posloupnost je rostouci ve sméru proménné m.

o Obdobnym postupem dokaZeme, Ze dané posloupnost je rostouci i ve sméru proménné

n. Musi totiz platit, Ze @ ny1 > am,n neboli
m+n+1>m+n=1>0,

coz je stejné nerovnost jako v predchozim piipadé a dana posloupnost je tedy rostouci

1 ve sméru promeénné n.

Otézka, ktera se nyni nabizi je, jestlize z faktu, Ze dana posloupnost je rostouci ve sméru jak
proménné m tak n plyne, Ze je rostouci ve v8ech vybrangch smérech.

Tuto otazku muzeme zobecnit do nasledujici véty:

Véta 4.3.1. Necht mé posloupnost dvou proménnych (amm);’fj’n:l stejnou monotonii podle
proménné m i n, pak kazda posloupnost (aa,, s, )mn=1 Vybrand z (amn ) n—1 ma stejnou

monotonii.

Diikaz. (BUNO (amn)pn=1 je podle m i n rostouci)

o)

Vime, Ze (am)r—1 1 (Bn)nZy jsou rostouci posloupnosti. Pokud je (@m,n )y~ rostouci podle

proménné m resp. n, pak musi platit, Ze aqa,, 1,8, > Gam, B, TESP- Gay, Byt > Gam,B,- Obecné

se da Tici, ze pokud je (am,n)omo’n:1 rostouci podle obou proménnych tak musi platit:

At 1,Bns1 > Ao, Bt
Aot ,Brg1 = Cmi1,8n

aam+l 76n+1 > aam ,Bn

pro kazdé m,n € N. O
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Definice 51 (Diference ve sméru proménné). Necht (ar,l,n)fnomz1 je posloupnost dvou pro-
ménnych (m,n). Diferenci podle proménné m budeme rozumét am1, — am,py & budeme
ji znacit Ay, (am,pn), diferenci podle n budeme analogicky rozumét dm, n+1 — Gm,n @ znacit
Ay (am ). Diagonalni diferenci budeme rozumét vyraz ay,41,n4+1 — @m,n & budeme jej znacit

Apy (@ p)-
y —

A A,,
_ JAN.
5 . min

Amn+1

a y
pt1:m m+1;n+1

Obrazek 4.1: Graficky néhled diferenci podle proménnych.

Lemma 17 (SmiSena diference). Necht (am,n)p; n—1 j€ posloupnost dvou proménnych. Pak
plati, ze

A (An(amn)) = An (Am(amn)) -
Diikaz.
An(Am(am,n)) = Om4+1,n+1 — Omn+1 — (am+1,n - am,n) = m+1,n+1 T Cmp — Amt1,n — Amntl

Am<An<am,n)> = Om+41,n+1 — Om+1,n — (am,n—H - am,n) = Om+1,n+1 + Um,n — Gm+1n — Amnt1

O

Priklad: (amn)p; nm1 = @m + Bm - n +yn. Zkoumejme diference podle jednotlivych promén-
nych: Ay (amn) =a(m+1)+B(m+1)n+yn—am—pFm-n—yn =a+ fn
Ay (ampn) =am+ Bm(n+1) +vy(n+1) —am — fmn —yn = fm + v
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An(Am(amn)) =a+pBn+1) —a—pBn=p
Am(An(am,n)) =B(m+1)+~v—Bm—v=patedy Ap (An) = An (An)

Pokud tedy plati, Ze Ay, (Ay) = o € R pak (amn)p;,—1 obsahuje ¢len a-m - n

Lemma 18. Necht (amn)fno’n:1 je posloupnost dvou proménnych, pak plati, Ze
Am(An(amn)) = Bmp(@mn) = Bm(amn) = An(ammn)-

Diikaz. Vime, Ze Ay, = Gmtin — Gmp @ Dy = Gmnt1 — Gmon, Pokud tyto vyrazy secteme,
dostaneme: A, + Ay = amt1.n + Gmnt1 — 2am n-

Dale vime, Ze Ay, (An) = @mt1,n+1 + CGmpn — Cmtin — Gmnt1 =

= Umt1n + Gmptl = Gmtintl + Gmn — Am(Ay). Dosadime-li tento vyraz do pfedchoziho

vztahu, dostaneme:

Am(am,n)+An(am,n) = am+1,n+1+am,n_Am(An(am,n))_2am,n = Om+41,n+1 — Amn _Am(An);

Am,n(am,n)

dostavame tedy rovnost
Am(am,n) + An(am,n) = Am,n(am,n) - Am(An(am,n))a

resp.
Am(An(am,n)) = Am,n(am,n) - Am(am,n) - An(amm,)-

O

Véta 4.3.2 (Jednozancnost zadani posloupnosti). Necht (amn)p;,—1 je posloupnost dvou
proménnych. Dale necht zname vSechny ¢leny posloupnosti ai, a a1 a posloupnost dvou
proménnych Ay, (Ap(am,n)), pak 1ze urcit viechny cleny posloupnosti (@mn )y =1 a tyto éleny

jsou jednozna¢né urceny.
Diikaz. Vyuzijeme rozpisu smiSené diference z lemmatu [17] a upravime jej nasledovné:
Um+1,n+1 = Am(An(am,n)) — Gmpn T Amt1n + Amopt1-

Budeme postupovat indukci pres obé proménné. Jelikoz zndme vSechny ¢leny posloupnosti
Am,1 & a1y, zndme tedy i ¢len ay 1. Prvni ¢len, ktery uréime je ag 2, ktery podle predchoziho

vztahu musi byt roven
azo = Ap(Ap(a1,1)) — a1 +ag1 + a2,
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kde vSechny ¢leny na pravé strané rovnosti zndme. Tim jsme urcili ¢len ag 2. Dale se pak

musime rozhodnout, jestli se budeme pohybovat ve sméru proménné m nebo n.
1. Pohybujme se ve sméru proménné n.
Potfebujeme urcit ¢len ag 3, pro ktery podle piedpokladu plati, ze
az3 = Ap(Ap(a12)) — a2+ agz + ai 3.

Zde opét zndme vSechny ¢leny na pravé strané rovnosti. Timto zptisobem bychom uréili

hodnotu vSech ¢lent ag i, kde k € N a pro kazdy z téchto ¢lenti by platilo
agk = Am(An(ar k1)) — a1 p-1 +agp—1+ayp.

2. Nyni se pohybujme ve sméru proménné m.
Clen ag2 urc¢ime stejné jako v piipadé 1. Nyni potiebujeme urcit ¢len ag 2, pro ktery

podle predpokladu musi platit, Ze
az2 = Ay (Ap(ag1)) —az1 +ag1 + azo.

élen a4,2 = Am(An(ag’l)) —a31 taq1 +as2 atd.
Timto zplisobem bychom dopocetli vSechny ¢leny a; 9, kde [ € N a pro vSechny tyto

¢leny by platilo, ze
a2 = A (An(ai—11)) —a—11 + a1 + a—1 2.

Timto postupem tedy lze postupné dopocitat libovolny ¢len dané posloupnosti. Pokud
ve vyjadfeni hledaného ¢élenu postupné nahradime vSechny ¢leny, které ve svych in-
dexech neobsahuji jednic¢ku jejich vyjadfenim, ziskdme hledany ¢len vyjadieny pouze
pomoci smiSenych diferenci a ¢lent s indexy obsahujicimi jednicku.

Kazdy ¢len této posloupnosti tedy lze vyjadiit pomoci ¢lentt a1, a1, a Ap (An(amn)).

O

Priklad: Mé&jme posloupnost dvou proménnych (@, ) zadanou podle predpokladi véty

Urceme clen asg 4.

Regeni: Podle predpokladu rozepiSeme:

[e'S)
m,n=1>

asa = Ap(Ap(a13)) —a13+ az3 + aya,
az3 = Ap(Ap(a12)) — a2+ azp + a3,

azo = Ap(Ap(a1,1)) — a1 +ag1 + ar .
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Nyni rozpis ¢lenu ag 2 dosadime do predpisu ¢lenu ag 3. Ziskdme tim vztah

az3 = Ap(Ap(ar2)) —aie +a13+ An(An(a1)) — a1 + a1 + a2,

az3 = A (Ap(ar12)) + A (An(ar1)) +a13 + a2 —ai 1.

Postup provedeme znovu, jen do vztahu pro as 4 dosadime za ¢len ao 3. Tim ziskdme vyjadrent
¢lenu ag 4 pouze pomoci smiSenych diferenci a ¢lent posloupnosti (am,1)oe—; a (a1,n)52 .

Hledany ¢len bude ve tvaru:
az4 = Ap(An(a11)) + Am(An(ai2)) + Am(An(a1,3)) + a1a + a1 —ai.

Tento ¢len je tedy pomoci vychozich udaji zadan jednoznac¢né. Stejnym zpisobem, tedy

postupnym vyjadfovanim jednotlivych ¢lenti bychom urcili napt. bod a3 3, pro ktery plati:

as3 = Ap(Ap(a11)) + An(An(ar2)) + An(Ap(az1)) + An(Ap(aze)) +a13+az1 —ar.

n
aiy aiz a3 ala ais aie
m ag as3 a2y
a9 4
a32 ass
asi
42
41

Obrazek 4.2: Grafické zndzornéni situace
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Véta 4.3.3. Necht (amyn)?r?,nzl je posloupnost dvou proménnych. Nasledujici tvrzeni jsou

ekvivalentni.
1. Vm,n € N: Ap(Ap(amn)) =0,
2. 3 (bm)%zh (Cn)%ozl CQmon = bm + cp.-

Dikaz. (2= 1) Je-li amyn = by, + cn, pak plati, ze
Ap(An(amn)) = Apn(An(bm + cn)) = A (An(bm) + An(cn)) = Am(cntr —cn) =0

Ap(bm) = 0 protoze (by,)>>_; je posloupnost proménné m a tedy pii diferenci podle n ji
bereme jako konstantu.
“ _ _ / _ - ~ . . P
m m,1ly n - n - m mn- I
(1 = 2) Polozme b Am,1, C A1 & A, = by + ¢n. UkdzZeme, Ze plati nasledujici

g =
rovnost: a,, , = Gmn-

/
n=1: Q1 = A1+ 01,1 — Q1,1 = A1,

)

/
m=1: ai, = 01,1 +a1n —a11 = a1 p.

Podle predchozi implikace je A, (Ay(al,,,)) = 0. Podle pfedpokladu plati,

m,n

7e Ap(An(amn)) = 0. Z toho podle véty o jednoznacnosti plyne, ze ay, , = Gmn- O

Pozndmka: Tvrzeni véty se da preformulovat tak, Zze pokud je Ay, (Ap(am,n)) = 0, pak plati
nésledujici rovnost

Am+1n+1 + CGmn = Gm41n + Ompt1-

Na nasledujicich obrazcich je znazornén pohled na graf posloupnosti dvou proménnych, ktera

pro viechna m,n € N spliwje, Ze Ay, (Ay(amn)) = 0.
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n

Obrazek 4.3: Nahled na graf posloupnosti z hlediska proménné n (leva ¢ast) a m (prava ¢ast).

Obrazek 4.4: Cast grafu celé posloupnosti (amm)pn=1 sPIujict Ay (An(amn)) = 0.

4.3.1 Limita posloupnosti dvou proménnych

Stejné jako jsme zkoumali limitu u ¢iselné posloupnosti jedné proménné n, mizeme se pokusit
zkonstruovat obdobny pojem i pro posloupnost dvou proménnych. Budeme se snazit zjistit,
k jaké hodnoté se blizi ¢leny posloupnosti (amn)5;,—1 v piipadé, Ze m,n — oo (Pokud to je
mozneé).

Umluva: V této ¢asti budeme pod oznacenim lim a,, , rozumét limitu pro m,n — oo.

Definice 52. Necht (amn);; ,—1 je posloupnost dvou proménnych. Rekneme 7e (amm)pyne1 M
limitu L € R, pokud Ve > 0 Img, ng € N takové, 7e pro viechna [m,n] € N2, kde

m >mgy V n>ng plati, ze |am, — L| < €.

Vsimnéme si, Ze jako jsme u posloupnosti jedné proménni pozadovali platnost daného
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tvrzeni pro ,skoro vechna“ n € N, tak i zde pozadujeme platnost tvrzeni pro "skoro vSechny

uspoiddané dvojice [m,n] € N?”.

1

Priklad: Ur¢eme limitu posloupnosti am,, = 5.
Regent: Z predpisu posloupnosti plyne, Ze pro vsechny dvojice [m, n| je ap,, > 0. Déle pomoci
Apy(am ) resp. Ap(am,n) zjistime, Ze je dana posloupnost klesajici ve vSech smérech.

Am( ! ):7% An( !

o CEETIE =) = fm. Predpokladejme, Ze plati: lim % = 0.

Nyni se toto tvrzeni pokusime dokazat pomoci definice

Chceme, aby pro vSechna kladné e existovaly prelomové indexy mg, ng € N takové, ze pro
viechny uspofadané dvojice [m, n]; m >mg V n > ng platilo |- — 0| < e. Danou nerovnost
lze prepsat nésledujicim zptisobem: é < mn.
JelikoZ je a,,,, = mn ostfe rostouci ve vSech smérech, urcité existuji pozadované indexy
mo, ng € N takové, ze é < mgng a pro viechny [m,n] € N? které spliuji, Ze m > mg Vn > ng
je dané nerovnost splnéna. MiZeme tedy Tici, ze lim % = 0.

Fakt, Ze (@mn)p; =1 ma limitu, lze zapsat také pomoci okoli:

Definice 53. Necht (amyn)f,f’n:l je realna posloupnost dvou proménnych, kterd mé limitu
L € R*. Potom Ve > 0 3U.(L) € U(L) takové, ze pro skoro viechny dvojice [m,n] € N? :

amn € U:(L).

Podle definice ma tedy posloupnost (am,n ), ,—1 limitu L € R*, pokud vné libovolného
okoli této limity lezi pouze kone¢ny pocet ¢lenti této posloupnosti. V piipadé posloupnosti
dvou proménnych to znamend, Ze existuje konecnéd mnozina usporadanych dvojic, jejichz
funkéni hodnota nespada do daného okoli. Dalsi moznosti jak chapat limitu posloupnosti
dvou proménnych je nasledujici:

Pro pevné zvolené my € N vezméme posloupnost (k)02 ;, kterd je vSak pro dané my

|
---— S
&

m n

Obrazek 4.5: Okoli limity posloupnosti dvou proménnych
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posloupnosti pouze proménné n a zkoumejme limitu lim,, o k. Pokud tento postup pro-
vedeme pro rizna myg, vysledné limity posloupnosti (kp, )52, nam tvoii posloupnost limit
puvodni posloupnosti zavislé na n.

Stejnym zptisobem bychom postupovali pro pevné zvolené ng € N, ¢imz bychom ziskali po-
sloupnost (I, ny)oe—1 @ pro dana ng bychom zkoumali limitu posloupnosti limy, o0 Iy ng- Pro
nézornost ukazme priklad.

4+ =. Vezméme mgy €

Méjme posloupnost dvou proménnych danou predpisem a,, ., = % %
N jako pevné zvolenou konstantu, ziskdme tim posloupnost (K, n)oe;, ktera bude dana
predpisem k,, = m% + % Pro zvolené my jisté plati, Ze lim,, o kn, = n"% Stejnym zpusobem
o0

zkonstruujeme pro pevné zvolené ng posloupnost (I, ng)oe_y,

. _ 1 1

ktera bude tvaru [, = ;- + o
V tomto ptipadé plati, Ze lim,,— ool = nio Nyni bychom za mg pifipadné ng dosazovali
prirozena ¢isla. V obou pfipadech bychom ziskali posloupnost se ¢leny {1, %, %}, ktera
konverguje k nule. Pokud tedy chceme konstruovat limitu posloupnosti dvou proménnych

takto, muzeme tuto limitu definovat nésledovné:

Definice 54. Necht (am,n)%},n:l je posloupnost dvou proménnych.
Oznatme (kp,)oo_; = (iMp—o0 Gmn)oe—q a (In)22 = (liMp—co Gmn)osy. Rekneme, 7e po-

sloupnost (am,n ), =1 Ma limitu L € R*, pokud

lim k,, = lim [, = L.
m—0o0 n—oo

Ukézeme, Ze definice limity posloupnosti dvou proménnych a neifkaji totéz.

Priklad: Mé&jme posloupnost dvou proménnych danou predpisem

0 pro m # n,

Umn =

1 pro m =n.
Tato posloupnost bude mit limitu jen podle definice (54]) protoze libovolné posloupnost
(kmon )1 resp. (kmono)re—q budou konvergovat k nuleﬂ Podle definice tato limita ne-
existuje, protoze kdyZ vynechame libovolnou koneénou mnozinu dvojic [m,n], bude pfesto
existovat nekonecné dvojic [mg, ng| takovych, ze my = ng a tedy mimo okoli limity bude lezet

nekoneéné mnoho ¢lent této posloupnosti.

2V kazdé z nich je pouze jeden prvek nenulovy.
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4.3.2 Priklady na diferenci vice promennych

~ 7 . 3 z L3 —_ 2 _ 2
Pitklad: Zkoumejme chovani posloupnosti ay, , = e~™ T6m=n"+in,

Resenf: Defini¢nim oborem této posloupnosti je celé N2.

_m2 o2 _ 2
Am(am,n) —e " +4n (e m*—2m—1+6m+6 —em +6m)

_m2 2 2
At ) =T (e meHAmES _ gmm *6’”)

JelikoZ je pro vSechna n € N vyraz e~ 5 0 musi byt diference této posloupnosti podle

—m24+4m+5 _ —m24+6m

proménné m rovna nule pravé tehdy kdyz e e = 0. Tento pripad nestane,
pokud 4m + 5 = 6m a tedy pro m = % Tento ¢len vSak nendlezi mnoziné N, vime vsak, Ze

2 < g < 3. Z tohoto faktu plyne, ze

Ay (ampn) > 0 prom e {1,2}

A (ampn) <0 prom € N3

Pro konstantni pfirozené ¢islo ng tedy plati, Ze a1, < a2,y < @309 > Gang > - - -

> Uy > - - - a dand posloupnost nabyva maxima v bodé [m,n] = [3,n], kde n € N.
A (CL ) _ e—m2+6m . <e—n2—2n—1+4n+4 o e—n2+4n)
n\Am,n) =

—m?2 _m2 2
An(amn) = 7O (T 2nEE _ omntan)

Jelikoz je pro vSechna m € N vyraz e~m*H6m () musf byt diference této posloupnosti podle

—n242n+3 _ efn2 +4

proménné n rovna nule pravé tehdy, kdyz e = (. To nastane v piipadé,
7e 2n + 3 = 4n a tedy pro n = % Ani tento ¢len vSak nelezi v mnoziné N. Vime v8ak, Ze

1< % < 2. 7 tohoto faktu plyne, ze

Ap(amp) >0pron =1

Ap(ampn) <0 pron € Na.

Pro konstantni mg € N tedy plati, Ze amq,1 < @mg,2 > Ame,3 > -.- > Qmen > ... & dand

posloupnost méa pro konstantni pfirozené mg maximum v bodé [my, 2]

Pokud nyni spojime tvrzeni o maximech dané posloupnosti podle jednotlivych proménnych

.. L, o _ 22 2_92 .
m,n, zjistime, ze Max(amn)>, _q = agg =e 0 T03727H42 = 0 — 1,
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Piiklad: Naleznéte minimum posloupnosti (amn)pe,—1 = m* — 5m +n* — Tn.
Reseni: Ulohu budeme Fesit pouzitim diferenci podle jednotlivych proménnych. Uréime, Ze
Ap(amn) = 2m — 4 a Ay(amyn) = 2n — 6. Podezielym bodem z minima je tedy bod

[mo, no] = [2, 3]. Nynf uréime funkén{ hodnotu v daném bodé: as 3 = 22—-5-2+32—7-3 = —18.

Pozor: Lze snadno urcit, Zze az3 = az3 = az4 = az4. Ve viech téchto bodech nabyva
posloupnost m? — 5m + n? — Tn hodnoty —18. Z toho plyne, Ze nestadi jen najit body, v
nichz jsou prislusné diference nulové k tomu, abychom ziskali extrém posloupnosti. Ziskdme
tim pouze bod, ktery je z extrému podeziely (tzv. staciondrni bod). V tomto piipadé plati, ze
V[m,n] € N?: a,,,, > —18 a dané ¢tyii body jsou opravdu body globalniho minima. Existuj
v8ak i1 pripady, kde tato vlastnost neplati. Pokud tedy najdeme stacionérni body dané po-
sloupnosti, musime provérit hodnotu posloupnosti na urcitém okoli stacionarniho bodu. To

providime z dtvodu, Ze tohoto extrému muze posloupnost nabyvat ve vice bodech.
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Zaver

Cilem préce je zavést a podrobnéji rozebrat, pripadné rozvést pojem posloupnost. Vzhledem
k rozsahu tohoto tématu jsem se rozhodl uvést v prvni kapitole zakladni charakteristiku a
vlastnosti tohoto zobrazeni formou platnych definic a vét. Dale jsem zavedl pojem diference
¢iselné posloupnosti, u které jsem ukézal jaké mé vlastnosti. Bohuzel se mi nepodafilo tuto
problematiku zcela rozebrat. Konkrétné se mi nepodafilo odvodit diferenci sloZené posloup-

nosti.

V dalsi kapitole jsem se vénoval pojmu limita ¢iselné posloupnosti, ktery jsem pomoci zdroji
rozebral dikladnéji a pokusil sem se uvést ke kazdému typu tipu posloupnosti, u které byla
zkoumana limita, uvést ilustrativni priklady, ujasfiujici postup reSeni. Nasledujici dvé kapi-
toly jsem vénoval rozsifeni posloupnosti i na piipady, kdy zobrazujeme do jiné nez ¢iselné
mnoziny. Prvn{ z nich byla vénovana posloupnostem bodt v Eukleidovském prostoru a po-

sloupnostem matic. Konkrétné posloupnosti matic se mi také nepodarilo pfili§ rozvinout.

Ve ¢tvrté kapitol jsem se zabyval analogii mezi posloupnostmi a redlnymi funkcemi. Cilem
bylo prenést nékteré pojmy z teorie funkci na &iselné posloupnosti. Konkrétné se jednalo
o zavedeni konvexnosti a konkidvnosti pro posloupnosti jedné proménné, dale pak zavedeni
posloupnosti dvou proménnych. Divodem, pro¢ bylo toto téma zafazeno je pokus demon-
strovat chovani funkci dvou proménnych na teoreticky jednodussim pripadé. BohuZel rovnéz
teorii o posloupnostech dvou proménnych se mi nepodafilo vystavét na dost velké drovni.
Dalsim zajimavym aspektem by byla napf. teorie diferencnich rovnic pro posloupnosti dvou

proménnych a metody jejich feSeni.

91



Uc(A) e Okoli bodu A o poloméru € > 0
Po(A) Prstencové okoli bodu A o poloméru € > 0
U(A) Mnozina v8ech okoli bodu A
) P Ciselna posloupnost
e Mnozina ¢lent posloupnosti (an)22
Ap (@) oo Diference ¢iselné posloupnosti (ay)o2
Ag)(an) ...................................... Druhé diference ¢iselné posloupnosti (ay)32 4
U Posloupnost bodu v E”
R e Posloupnost dvou proménnych
Ap(Gmpn) oo Diference posloupnosti dvou proménnych podle proménné m
Ap(@mp) e Diference posloupnosti dvou proménnych podle proménné n
A (Ap(@mmn)) oo SmiSena diference posloupnosti dvou proménnych
(BUNO) © oottt Bez jmy na obecnosti

92



Literatura

[1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

J.Be¢var.: Linedrni algebra(Ctvrté vydani). MATFYZPRESS vydavatelstvi Matema-
ticko fyzikalni fakulty v Praze, Praha 2010. ISBN 978-80-7378-135-4

V. Hajkova, M. Johanis, O. John, O.F.K. Kalenda, M. Zeleny.: Matematika. MAT-
FYZPRESS vydavatelstvi Matematicko fyzikalni fakulty v Praze, Praha,2012. ISBN
978-80-7378-193-7

V. Jarnik.: Diferencidlni pocet II: Pokracovani dvodu do poctu diferencidlniho. Vydava-

telstvi Ceskoslovenské akademie véd v Praze, Praha,1953

J. Kopéacek.: Matematickd analyza nejen pro fyziky I.(¢tvrté prepracované vydani).
MATFYZPRESS vydavatelstvi Matematicko fyzikalni fakulty v Praze, Praha, 2004.
ISBN 80-86732-25-8.

J. Kopéacek.: Matematickd analijza nejen pro fyziky I1.(¢tvrté vydani). MATFYZPRESS
vydavatelstvi Matematicko fyzikalni fakulty v Praze, Praha, 2004. ISBN 978-80-7378-
282-5.

[online| http://www.cynyc.net/PedF /MA%201/Skripta%2026-01-2017.pdf

93



	Úvod
	Císelné posloupnosti
	Císelné posloupnosti
	Diference posloupnosti
	Aritmetika diferencí
	Aplikace diferencí
	Vyšší rády diference


	Limita císelné posloupnosti
	Okolí bodu
	Okolí bodu

	Limita císelné posloupnosti
	Základní vety o limitách
	Vztahy mezi omezeností, monotonií a existencí limity
	Vety o limite souctu soucinu
	Limitní prechod v nerovnosti
	Císlo e
	Vybrané posloupnosti
	Bolzanova-Cauchyova podmínka konvergence
	Limita geometrické posloupnosti

	Limity posloupností s mocninami a odmocninami
	Podílové a odmocninové kritérium
	Podílové kritérium
	Dominancní rada
	Odmocninové kritérium

	Limity posloupností s parametrem
	Posloupnosti cástecných souctu
	Limity posloupností a geometrie

	Necíselné posloupnosti
	Posloupnosti bodu v Er
	Posloupnosti matic
	Invertibilnost posloupností matic
	Diference posloupnosti matic


	Analogie s funkcemi
	Konvexní a konkávní posloupnost
	Diferencní rovnice
	Posloupnosti dvou promenných
	Limita posloupnosti dvou promenných
	Príklady na diferenci vice promennych



	Záver
	Užité znacení
	Literatura

