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Uvod

V mnoha odvétvich se odbornici s vyuzitim statistiky zajimaji o vztahy mezi
dvéma a vice jevy. Pozoruji-li dva jevy soucasné, chtéji védét, jestli tyto jevy
spolu souvisi a navzdjem se ovliviuji. Pokud uz vi, ze dva jevy spolu souvisi, je
prithodné déle urcit, ktery jev byl pri¢inou jevu druhého.

Pro ilustraci si uvedeme ptiklad z odvétvi mediciny: Pacient se 1é¢il s nemoci
A. Pri krevnich testech 1ékari zjistili pritomnost latky B v krvi. Na nemoc A se
budeme odkazovat jako na jev A a na vyskyt latky B v krvi jako na jev B. Lékari
tedy pozorovali soucasné jev A a jev B. Otézkou vsak je, jestli nemoc A a vyskyt
latky B spolu néjak souvisi.

Za pomoci statistického aparatu umime souvislost dvou jevli zkoumat. V pii-
padé, ze ukazeme, ze jevy spolu souvisi, zajima nas dale smér vlivu puisobeni.
Chceme zjistit, jestli nemoc A zpusobila, ze se v krvi vyskytla latka B, nebo
jestli se v krvi nejdrive objevila latka B, kterd potom zptsobila, ze pacient one-
mocnél nemoci A. Jevy A a B se nemusi ovliviiovat primo. V1iv na tyto dva jevy
muze mit jiny jev C, ktery nepozorujeme. Jev C' muze byt napriklad geneticka
dispozice daného pacienta, ktera zpusobila, zZe se v krvi objevila latka B, a zaroven
pacient onemocnél nemoci A.

Pro vyvoj 1é¢by nemoci A je tfeba smér piisobeni jevii A a B znat. Pokud by
farmaceuticka firma vyvinula 1ék, ktery by odstranil z krve latku B, a chtéla by
timto zpusobem vylécit nemoc A, 1ék by nefungoval v pripadé, kdy je pritomnost
latky B pouze nasledkem nemoci A. Pokud naopak urc¢ime, ze latka B zpusobuje
nemoc A, muzeme tuto skuteénost vyuzit k lé¢eni nemoci A.

V pripadé, kdy jsme schopni statisticky potvrdit smér piisobeni jevi, neni jesté
zaruceno, ze tento smér pusobeni plati ve vSech dalsich pripadech, protoze stéale
hraje roli ndhoda a jiné okolnosti. Napiiklad vime-li, Ze latka B v krvi zpiisobuje
vyskyt nemoci A, tak obecné neplati, ze dalsi pacient, u kterého se v krvi objevi
latka B, nasledné onemocni nemoci A. Svoji roli muze hrat i geneticka dispozice C
daného pacienta, ktera ovlivni, ze se v krvi objevi latka B, ale pacient neonemocni
nemoci A. Pripad, kdy se u pacienta vyskytla v krvi ldtka B a on nasledné
onemocnél nemoci A budeme nazyvat pri¢ina ucinku, zatimco v pripadé, kdy se
u pacienta v krvi vyskytla latka B a nas zajima, jestli pacient onemocni nemoci
B, budeme hovotit o t¢inku priciny.

Smeér pusobeni jevii nejsme schopni urcit pouze z pripadii, které napozorujeme
ve stejném case. V predchozim prikladu mizeme u pacienta pozorovat vyskyt
nemoci A a vyskyt latky B v krvi pouze ve stejném cCase. Nejsme schopni tici,
jestli se latka B v krvi vyskytla diive, nez se objevily prvni priznaky nemoci
A, nebo obracené. Pro urcovani sméru pusobeni jevii budeme potiebovat Sirsi
aparat.

Jeden z nastroji na urcovani sméru pusobeni jevit mize byt intervencni po-
kus. V takovém pokusu nedochézi pouze k pozorovani, ale provedeme néjaky
zasah do pozorovaného systému, pripadné pouze do jeho vybrané ¢asti, a potom
sledujeme, jak tento zasah ovlivnil systém. Zasahem muze byt napiiklad podani
léku pacientovi. Systémem by v tomto pripadé byla skupina pacienti, kterym
bychom podali 1ék a déle zkoumali, jak na 1ék budou reagovat, zdali se uzdravi,
nebo neuzdravi. Nemusime 1ék podavat vsem testovanym pacientiim, mizeme si



pacienty rozdélit na dvé skupiny, jedné skupiné pacientt 1€k podame a druhé ho
nepodame. Porovnanim vysledkii v jedné a druhé skupiné mizeme byt schopni
néco rici o uc¢inku léku. Ani v tomto pripadé vsak nenapozorujeme vSechny po-
trebné situace. U pacienta, ktery se uzdravil, kdyz jsme mu podali 1ék, nezjistime,
jestli by se uzdravil i v pripadé, kdy bychom mu lék nepodali.

Dilezitou roli v intervenc¢nim pokusu hraje rozdéleni systému do skupin.
V predchozim odstavci jsme pacienty rozdélili na dvé skupiny. Jak ale zaradime
pacienty do skupin? Zname-li poradi vSech n pacientii, jak se hlasili na ptijmu,
mohli bychom Tici, Ze prvnich  pacientii, zafadime do skupiny 1 a zbytek do sku-
piny 2 (pokud je pacientu lichy pocet, tak prvnich "T“ zatadime do skupiny 1
a zbytek pacientu do skupiny 2). Také bychom mohli Fici, Ze kazdy lichy pacient
v poradi bude ve skupiné 1 a kazdy sudy pacient v potadi ve skupiné 2. Moznosti,
jak pacienty rozradit, je mnoho. Pii rozdélovani do skupin je potieba dbat na to,
aby pacienti nebyli rozdélovani do skupin podle pravidel, ktera by mohla ovlivnit
vysledek pokusu.

Ne vzdy je mozné (z etickych nebo finanénich divodi) provadét zésah do sys-
tému. Napriklad v pripadé zkouméni vlivu kouteni na vyskyt rakoviny plic neni
etické nutit skupinu jedinct zacit kourit, abychom mohli potvrdit, Ze u nich spise
dojde k rakoviné plic nez u druhé skupiny jedinci.

V této praci se pokusime ¢tendfe uvést do problému urcovani vzajemnych
vztahii mezi soubézné pozorovanymi jevy. V prvni kapitole se v éasti [1.1] zamé-
fime na urcovani, jestli spolu dva jevy souvisi. Dale budeme chtit urcit smér
pisobeni téchto jevi, ¢imz se budeme zabyvat v ¢asti[1.2} JelikoZ z dat nemdme
napozorovany vSechny potrebné situace pro urceni pri¢innych vztaht mezi jevy,
budeme se muset vyporadat s problémem chybéjicich proménnych, bud pomoci
intervence v ¢asti[I.3}, nebo pomoci randomizace v ¢ésti [1.4]

V druhé kapitole si ukazeme, jak 1ze vztahy mezi jevy zaznamenat — v ¢asti[2.1
pomoci grafii a v ¢asti pomoci strukturalnich rovnic. Jako priklad struktural-
nich rovnic pro linearni rovnice si v ¢asti povime néco vice o linearni regresi.
Na zavér si predstavime v ¢asti [2.4] nékolik postupti, jakymi jsme schopni urcit
zavislosti jevi v daném systému, a v casti se budeme zabyvat otazkou, za ja-
kych podminek mutzeme vlastnosti po-zasahového systému popsat vlastnostmi
pred-zasahového systému.



1. Od asociace ke kauzalite
za randomizace

Nejprve si vysvétlime pojmy asociace a kauzalita. Budeme je ilustrovat na pii-
kladu méreni ucinku podaného 1éku. Déle si zavedeme znaceni pro zasah do mo-
delu a nakonec si vysvétlime pojem randomizace. Mame-li dobie randomizo-
vany systém, jsme schopni prokazanim asociace mezi dvéma veli¢inami potvrdit
i kauzalni vztah mezi témito dvéma veli¢inami.

1.1 Asociace

Rekneme, 7e mezi dvéma jevy je asociaéni vztah, pozorujeme-li tyto dva jevy
soucasné. Ve statistice miru asociace mezi dvéma jevy muzeme vyjadiovat riz-
nymi zpusoby, napr. testovanim hypotéz o korela¢nim koeficientu, podily a rozdily
pravdépodobnosti mezi dvéma jevy, testovanim pomoci y-kvadrat testu nezavis-
losti na kontingenc¢ni tabulce. Miru asociace vyjadiuje také pomeér sanci.

Pro urceni asociace dvou jevi, napt. jevil A a B, potiebujeme znat jejich sdru-
Zenou pravdépodobnost P4 g, coz je pravdépodobnost, Ze nastane jev A a zaroven
nastane jev B

Py, p=P(ANB).

Asociacni parametry jsou takové parametry, které muzeme odvodit ze sdru-
zené pravdépodobnosti P4 p dvou porovnavanych jevii A a B. Typickym asoci-
acnim parametrem je podminénd pravdépodobnost, neboli pravdépodobnost jevu
A za podminky, Ze nastal jev B a ten ma nenulovou pravdépodobnost:

P(ANB)  Pup
P(B)  P(B)

P(A|B) =

Asociaci mezi dvéma jevy, jeji zkoumani a vyvozeni zavéru si ukazeme na hy-
potetickém prikladu popsaném v ¢lanku [I].

Pomoci pokusu chceme ukazat, ze 1ék na bolest hlavy je ucinny. Testovani se
zucastnilo 200 jedinct, kterym byl v pripadé bolesti hlavy podan prasek, 100 je-
dinctim byl podan aspirin, 100 jedinctim pouze placebo. Pokud na sobé jedinec
pozoroval odeznéni bolesti do 30 minut od poziti prasku, byl oznacen jako uzdra-
veny, v opacném pripadé jako neuzdraveny.

Neuzdraveny Uzdraveny | Celkem
Placebo 88 12 100
Aspirin 70 30 100
Celkem 158 42 200

Tabulka 1.1: Tabulka znézornujici pocCty pacientii, ktefi dostali urcity typ prasku
a jak na dany prasek reagovali. Tabulka ¢erpa tdaje z ptikladu popsaném v [1].

Testovani jedinci nevédéli, kterou pilulku dostali, jestli placebo nebo aspirin,
aby nedoslo k ovlivnéni pokusu. Reknéme, Ze prvnich sto pacientt dostalo aspirin
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a druhych sto pacientt dostalo placebo pilulku. Vysledky pokusu zaznamenava
tabulka [I.1], kterd se nazyva kontingenéni tabulka, a pro takové tabulky existuji
statistické metody, pomoci kterych lze urcit, jestli tvrzeni ., aspirin je ucinng“
plati.

Nejprve si prepiseme tabulku s poc¢ty pripadi v jednotlivych kategoriich
na tabulku[l.2|relativnich ¢etnosti uzdraveni a neuzdraveni pro dany prasek. Tyto
relativni ¢etnosti odhaduji pravdépodobnosti uzdraveni a neuzdraveni pro dany
prasek. Pravdépodobnost uzdraveni v pripadé, kdy pacient dostal aspirin, ozna-
¢ime py, pravdépodobnost uzdraveni v pripadé, kdy pacient dostal placebo, ozna-
¢ime py a jejich odhady oznac¢ime p; a pg. Pravdépodobnosti neuzdraveni jsou
doplinkové pravdépodobnosti do jedné k dané pravdépodobnosti uzdraveni, proto
pro né nebudeme zavadét specialni znaceni, ale oznac¢ime je jako ,,1— pravdépo-
dobnost uzdraveni® pro dany prasek.

Neuzdraveni  Uzdraveni | Celkem
Placebo | 1 —py = 0,88 pg = 0,12 1
Aspirin | 1 —p; =0,70 p; = 0,30 1

Tabulka 1.2: Tabulka znazornujici relativni Cetnosti uzdraveni a neuzdraveni
v pripadech, kdy pacient dostane aspirin nebo placebo.

7 tabulky muzeme ihned vyjadrit pomeér pravdépodobnosti uzdraveni, o-
znacime ho RR z anglického risk ratio

i 030

RR =
po 0,12

= 2,50.

Pomeér pravdépodobnosti RR je vétsi nez 1, proto je pravdépodobnost uzdra-
veni pri pouziti aspirinu vétsi nez pravdépodobnost uzdraveni pri pouziti placebo
pilulky, konkrétné pravdépodobnost uzdraveni pti pouziti aspirinu je dvaapulkrat
vétsi nez pri pouziti placebo pilulky.

Dalsi zpiisob vyvozeni zavéru z tabulky muze byt pouziti poméru Sanci
(zna¢ime OR z anglického nazvu odds ratio). Sance na tspéch je podil pravde-
podobnosti tspéchu a pravdépodobnosti netspéchu, tedy ﬁ, kde p je pravdé-
podobnost tspéchu. V tabulce[1.2]je pravdépodobnost uspéchu pravdépodobnost
uzdraveni, pravdépodobnost netispéchu je pravdépodobnost neuzdraveni. Sance
na uzdraveni je tedy podil pravdépodobnosti v jednom fadku. Sance na uzdraveni
pri poziti placebo pilulky je % a Sance na uzdraveni pii poziti aspirinu je -2

1-p1~
Pomér Ssance na uzdraveni pii poziti aspirinu a placeba vyjadiuje podil OR

OR — Lo _Pi(L=py) _ 030088
2o gy (1—p)  0,12-0,70

1—po

= 3,14.

Sance, 7e se pacient uzdravi, kdyz dostal aspirin, je vice nez tiikrat vétsi,
nez Sance, ze se pacient uzdravi, kdyz dostal placebo pilulku. Z vysledku tohoto
meéreni to vypada, ze bychom mohli podporit tvrzeni aspirin je ucinng.

Pomoci RR i OR jsme dosli k zavéru, ze mezi pouzitim aspirinu a uzdravenim
je néjaky vztah. Pri pozorovani uzdraveni v pripadé pouziti aspirinu jsme ale



neuvazovali moznost, ze by se dany pacient mohl uzdravit i v pripadé, kdyz by si
aspirin nevzal. Tento pripad nejsme schopni napozorovat, protoze jsme danému
pacientovi jiz podali aspirin. Abychom mohli fici, Ze aspirin je ¢inny na bolest
hlavy, potifebovali bychom nejdiiv vyftesit problém s chybéjicimi pozorovanimi.
Tim se budeme dale zabyvat v nasledujici ¢asti.

1.2 Kauzalita

Kauzalita popisuje pricinnou zavislost mezi dvéma jevy. Je-li mezi dvéma jevy
kauzéalni vztah, znamena to, ze jeden jev je pri¢inou jevu druhého, ktery je ucin-
kem. Toto nam zarucuje, ze v pripadé, kdy pozorujeme jev, ktery je pricinou, tak
nasledné musime pozorovat i druhy jev, ktery je ti¢cinkem jevu prvniho. Kauzalni
vztah mtze byt prfimy, nebo neptimy. Mame-li jevy A, B, C', tak piimy kauzalni
vztah mezi jevy A a B je, pokud jev A primo zpusobi, ze nastane jev B. Neprimy
kauzalni vztah mezi jevy A a B je v pripadé, kdy jev A zpusobi, Ze nastane jev
C a jev C' nésledné zpiisobi vyskyt jevu B. Vime-li, Ze mezi dvéma veli¢inami je
asociacni vztah, ptame se, jestli je mezi nimi i vztah kauzalni.

Na prikladu v predchozi kapitole jsme si ukézali, Zze mezi uzitim aspirinu
a uzdravenim je asociacni vztah. Nyni bychom chtéli ukazat, ze tento vztah je
kauzalni, tedy Ze aspirin je opravdu pri¢inou uzdraveni pacienta. Abychom mohli
ur¢it kauzalni vztah mezi uzitim aspirinu a uzdravenim, potfebujeme nejdiive
vyTesit problém counterfactuals, tzv. kontrafaktudlnich pozorovdini. Jedna se o hy-
potetické situace, které nemuzeme na datech pozorovat. Napriklad uzdravil by se
pacient, ktery se uzdravil pii poziti aspirinu, i v pripadé, kdyby si aspirin nevzal?

Vezmeme-li 100 pacientti, kteri si vzali aspirin, tak pro né mame napozorovano,
jestli se uzdravili, nebo neuzdravili. Pro pacienta, ktery si vzal aspirin a uzdra-
vil se, bychom chtéli zjistit, jaka by byla pravdépodobnost, Ze by se neuzdravil,
kdyby si aspirin nevzal. Tuto pravdépodobnost nazveme kauzdini pravdépodobnost
a oznac¢ime PC z anglického probability of causation. Zndme-li kauzalni pravdépo-
dobnost, miizeme uz néco rici o tom, jestli byl aspirin opravdu pri¢inou uzdraveni
pacienta.

Pro pacienty, kteri si vzali aspirin, vSak nemame pozorovany pripady, kdy si
aspirin nevzali. Vysledky pokusu v pripadé, kdy si pacient nevzal aspirin mame
pro jinych 100 pacientt. Definujeme-li si nové veli¢iny, které budou popisovat 4
mozné situace vysledku pokusu (viz ddle), tak budeme schopni z namérenych dat
na 200 pacientech vytvorit novou kontingencni tabulku.

Zavedeme si dvé nové indikatorové veli¢iny uzdraveni Ry a Ry. Ry pro ptipad,
kdy si pacient aspirin nevzal a R; pro pripad, kdy si pacient aspirin vzal. Mdme
celkem 4 mozné situace ve vysledku pokusu. Pacient si

e aspirin nevzal a uzdravil by se: Ry =1,
e aspirin nevzal a neuzdravil by se: Ry =

e aspirin vzal a uzdravil by se: R =1,
e aspirin vzal a neuzdravil by se: R, =0,



Presné pocty pacientii, kteti spadaji do kazdé ze 4 moznosti vysledku pokusu,
zndme z tabulky [1.1 Pocet pacientii oznacime slozenymi zdvorkami {}, tedy
{Ry = 1} je pocet pacientt, ktef{ si vzali aspirin a uzdravili by se. Z dat vime, ze

(Ry =1} = 12, (R, = 1} = 30,
{Ro =0} = 88, {R, =0} = T70.

Jak uz bylo zminéno diive, pro pacienta, ktery si vzal aspirin, chceme popsat,
co by se stalo, kdyby si aspirin nevzal a pro pacienta, ktery si aspirin nevzal
nas zajima, co by se stalo, kdyby si aspirin vzal. Obé veli¢ciny Ry i R; mame
napozorovany na 100 pacientech, ale tito pacienti nejsou stejni. Pro 100 pacientt
pozorujeme veli¢inu Ry a pro jinych 100 pacienti pozorujeme veli¢inu R;. Néas
zajimaji hypotetické situace, co by se stalo, kdyby si 100 pacientti, kteti si vzali
aspirin, aspirin nevzalo a naopak co by se stalo, kdyby si 100 pacienti, ktefi si
aspirin nevzali, aspirin vzalo. Sestavime si proto kontingencni tabulku pro hypote-
tickych 100 pacientii, u kterych nas budou zajimat pocty pacientt v jednotlivych
hypotetickych situacich, kdy veli¢iny Ry a R; nabyvaji rizné hodnoty. Z tabulky
zname marginalni pocty veli¢in Ry a Ry (celkové pocty pacienti pro Ry = 0,
Ry =1, Ry =0a R; = 1). Protoze nezname pocet pacientt, ktefi si vzali aspirin
a uzdravili se, zatimco kdyby si aspirin nevzali, tak by se neuzdravili, oznacime
si tento pocet = a plati

r={Ry=0, Ry =1}.

S pomoci nové zavedeného x a znalosti marginalnich poc¢tu velicin Ry a R
jsme jiz schopni vytvorit celou tabulku [I.3]

Ry
0 1 Celkem
R, 0 88 —x xr— 18 70
1 x 30—z 30
Celkem 88 12 100

Tabulka 1.3: Tabulka zaznamenava pocty pacientt v hypotetickych pripadech —
napr. kolik pacientt, kteri si vzali aspirin a uzdravili se, by se uzdravilo i v pripadé,
kdy by si aspirin nevzali. Veli¢iny Ry a R; jsou indikatorové veli¢iny uzdraveni
zavedené diive. V tabulce vyuzivime margindlni pocty pacientl pro veli¢iny R,

a Ry z tabulky

Kauzalni pravdépodobnost PC', Ze pacient, ktery si vzal aspirin a uzdravil se,
by se neuzdravil, kdyby si aspirin nevzal, nyni mizeme vyjadrit pomoci nahod-
nych veli¢cin Ry a Ry, podminéné pravdépodobnosti a hodnot z tabulky jako

PRy=0,R =1 =«

PC =P[Ry =0|R, = 1] = T T

Pocty pacientii v tabulce nemohou byt zaporné, musi tedy platit:

88 — 2 >0, x— 18>0,
x>0, 30 — 2 > 0. (1.1)



Z rovnic (1.1)) dostdvame omezeni pro z:

18, (1.2)
30.

IN IV

Omezeni (1.3) nam 1ikd, ze PC' < 1, coz je zakladni vlastnost pravdépodob-
nosti a nepfindsi ndm novou informaci. Odhadu ((1.2)) mizeme vyuzit a omezit
diky nému kauzalni pravdépodobnost

x 18

PC=" >

50 =30 00

Pravdépodobnost, ze by se pacient neuzdravil v pripadé, kdy by si nevzal
aspirin, vime-li, Ze se uzdravil, kdyz si aspirin vzal, je vétsi nez polovina, proto
muzeme podporit tvrzeni, ze aspirin byl pri¢inou uzdraveni.

V prikladé s pacienty a lécenim bolesti hlavy, rozebiraném vyse, rozliSujeme
nasledujici dvé situace:

Situace A: Pacienta bolela hlava, vzal si aspirin a hlava ho bolet prestala.
Byl to ucinek aspirinu, co mu pomohlo od boleni hlavy?

Situace B: Pacienta bolela hlava. Rozmysli se, co udéla, aby zabréanil bolesti.
Pomohl by mu aspirin od boleni hlavy?

O situaci A hovorime jako o situaci, kterda vyjadiuje pricinu ucinku, pozo-
rujeme Ucinek a chceme urcit, co bylo jeho pric¢inou. Situace B popisuje ucinek
priciny, neboli hypotetickou situaci, co by se stalo, kdyby si aspirin vzala.

Vratime se jesté k problému chybéjicich proménnych, kdy nemtzeme napozo-
rovat dva rtzné typy zasahu na jedné jednotce pozorovaného systému — v nasem
pripadé jednom pacientovi. Problém chybéjicich proménnych ma obecné nékolik
reseni. Jsou jimi napriklad:

o Védecké reseni: zkoumanim a mérenim pacienta mizeme zjistit, ze se na-
chézi ve stejném stavu jako predtim, nez mu byl podan aspirin. Jakmile
zmérime, ze se pacient nachazi ve vychozim stavu, mizeme na néj aplikovat
druhy zptsob zasahu, tedy mu nepoddme aspirin. Timto zpisobem doka-
zeme na jednu a tutéz jednotku pouzit oba zptsoby zasahu. Pro priklad
s pacientem neni tento zptsob TeSeni vhodny, protoze dostavi-li se bolest
hlavy nékdy v budoucnu, mize mit jinou pri¢inu, nez bolest hlavy, kterou
jsme 1é¢ili aspirinem.

o Statistické TesSeni: misto kauzalni pravdépodobnosti budeme zkoumat
priumérny kauzélni Gc¢inek zdsahu do modelu (uziti aspirinu). Stejné jako
v [2] definujeme prumérny kauzalni tcinek 7' jako rozdil stfednich hodnot
vysledki pro pripady, kdy pacient dostal aspirin a pro pripady, kdy dostal
pouze placebo

T=ERy—E Ry, (1.4)

kde Ry a R; jsou indikatorové veli¢iny uzdraveni zavedené drive. Z na-
merenych dat jsme vsSak schopni vyjadrit pouze stfedni hodnotu v ramci
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skupiny pacientt, ktefi dostali aspirin, E (R;|R = 1) a v rdmci skupiny pa-
cienti, kteri dostali placebo, E (Ry|R = 0), kde veli¢ina R urcuje zarazeni
do skupiny, ktera dostala aspirin R = 1 nebo placebo R = 0. V kapitole[l.4
si ukazeme, ze za urcitych predpokladi muzeme stfedni hodnotu E R; od-
hadovat podminénou stfedni hodnotou E (R;|R = i), kde i nabyvd hodnot
0al.

1.3 Intervence

Intervence, neboli vnéjsi zasah do modelu, simuluje fyzikalni intervenci tim, ze
danou nahodnou proménnou nahradi konstantou. Naptiklad nahodné proménné
X priradime hodnotu z. Intervenci budeme znacit operatorem do(x). V pripadé,
kdy neni jasné, na jaké velic¢iné provadime intervenci, piSeme operator do(x) jako
do(X = z), abychom zduraznili, Ze proménné X pfifazujeme hodnotu x.

Skupinu, na které provadime intervenci, oznacujeme jako intervencni skupinu.
Skupinu, na které jsme intervenci neprovedli, oznacujeme jako skupinu kontrolni.
V nasem prikladé intervencéni skupina pacientt byli pacienti, kteii dostali aspirin,
a kontrolni skupina byli pacienti, kteti dostali placebo.

Mame-li dvé ndhodné veliciny X a Y, tak rozdéleni veli¢iny Y je rozdilné
v modelu, na ktery provadime intervenci, tedy P(Y = y|do(X = x)), kde y je
hodnota veli¢iny Y, a v pripadé podminéného rozdéleni veli¢iny Y za podminky,
ze zname velicinu X, tedy P(Y = y|X = z). Rozdil je v ptistupu k pozorovani.
Operator do(x) reprezentuje intervenci v modelu, to znamena, ze na model prove-
deme urcity zasah zvenéi a potom pozorujeme proménnou Y. Zatimco, chceme-li
zjistit podminénou pravdépodobnost P(Y = y|X = z), pozorujeme cely model
a zaznamenavame pouze pripady, kdy X = x.

Rozdil mezi operatorem do(x) a podminénou pravdépodobnosti si ilustrujeme
na piikladu zpusobu lé¢eni bolesti hlavy u pacientt z kapitoly [I.1] Jako veli¢inu
Y pouzijeme indikdtorovou veli¢inu R zatazeni do skupiny zavedenou v ¢asti[1.2]
Veli¢cina R nabyva dvou hodnot, je rovna 0, pokud pacient dostal placebo a je
rovna 1, pokud dostal aspirin. Veli¢cina X bude indikatorova veli¢ina uzdraveni
pacienta, tedy X = 0, pokud se pacient neuzdravil a X = 1, pokud se paci-
ent uzdravil. Chceme ukézat, Ze je rozdil mezi témito dvéma pravdépodobnostmi
P(R = 1|do(X = 1)) a P(R = 1|X = 1). Operétor do(X = 1) v tomto pfi-
padé je pouze hypoteticky, protoze neumime daného pacienta donutit, aby se
uzdravil. Pokud bychom takového zasahu byli schopni, tak dvé rozliSované prav-
dépodobnosti popisuji situace: P(R = 1|do(X = 1)) — jakd je pravdépodobnost,
ze pacient dostal aspirin za podminky, Ze vime, ze se uzdravil. Pacient by se
uzdravil v kazdém pripadé, proto pravdépodobnost toho, ze dostal aspirin viibec
nezavisi na intervenci do(X = 1) a plati P(R = 1|do(X = 1)) = P(R = 1).
V druhé situaci: P(R = 1|X = 1) — jaka je pravdépodobnost, Ze pacient dostal
aspirin za podminky, ze se uzdravil. Vyuzijeme-li idaje z tabulky a Bayesovy
véty, dostaneme ciselné vyjadieni pravdépodobnosti, odkud je vidét, ze je rozdil
mezi podminénou pravdépodobnosti a operatorem do(x):



P(R=1|do(X =1)) = P(R=1)=05

P(X=1R=1)-P(R=1) 3.05
PR=1X=1) = PX= 1) = 00~ 0,71
200

Na prikladu s pacienty je obtizné si predstavit provedeni intervence kviili
tomu, ze neumime donutit pacienta, aby se uzdravil. Lépe lze problém ilustro-
vat na prikladu z [3], kde zkoumédme dvé indikdtorové velic¢iny, veli¢ina X indi-
kuje, jestli prsi a velicina Y indikuje, jestli je ulice mokra. Pozorujeme-li, ze je
ulice mokra, tak je velmi pravdépodobné, Ze prsi, coz vyjadiuje pravdépodobnost
P(X = 1Y = 1). Pokud ale provedeme zasah zvenéi (intervenci na veli¢inu Y)
tim, ze na ulici vylijeme vodu a docilime tak stavu, ze je ulice mokra, nebude
mit mokra ulice zddny vliv na to, jestli prsi nebo ne (tedy na veli¢inu X). Prav-
dépodobnost, 7ze prsi, za intervence na veli¢inu Y je tedy stejnd, jako samotna
pravdépodobnost toho, ze prsi P(X = 1|do(Y = 1)) = P(X = 1), coz se rovna
podminéné pravdépodobnosti P(X = 1|Y = 1) pouze v pripadé, ze veliciny X
a Y jsou nezavislé, coz obecné neplati.

Sdruzené rozdéleni velicin X a Y pfed intervenci a po intervenci se lisi.
Pred zdsahem méame sdruzené rozdéleni X a Y definované sdruzenou pravdé-
podobnosti

P(X =zY =y),

kde x je mozna hodnota veli¢iny X, y je hodnota veliciny Y. Po zasahu mame
sdruzené rozdéleni X a Y vyjadiené

P(Y =yldo(X =1z)).

Zmame-li sdruzené rozdéleni veli¢in v systému, mizeme vyjadrit efektivitu
zasahu do systému (napr. efektivitu 1écby) pomoci rozdilu strednich hodnot, kde
2o a x1 jsou dva ruzné druhy zasahu do puvodniho systému na velicinu X, které
chceme porovnavat. Efektivita zasahu vyjadrena rozdilem stfednich hodnot

E(Y|do(x1)) — E(Y|do(x)).
Efektivitu zasahu lze mérit také pomérem strednich hodnot
E(Y|do(x1))
E (Y|do(zg))

Abychom mohli intervenci spravné pouzit, potiebujeme védét, jak urcit inter-
venéni skupinu jednotek v systému. Vice si k tomu fekneme v dalsi kapitole.

1.4 Randomizace

Rozdéleni jedincii do intervenc¢ni a kontrolni skupiny je dulezité. V pripadé,
ze by v jedné skupiné naptiklad byli jedinci, ktefi jsou viiéi intervenci imunni, ne-
mohli bychom z vysledku pokusu nic rozhodnout. Do kontrolni skupiny zaradime
nekuraky a do intervenc¢ni skupiny kuraky. Obéma skupindm zamezime pristup
k cigaretdm a budeme na jednotlivcich mérit, jestli proti abstinenénim priznakim
funguji nikotinové naplasti.
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Z prikladu je jasné vidét, ze rozdéleni jedinci do skupin je nesmyslné. U ne-
kurakl se viibec nebudou projevovat abstinencéni priznaky, tudiz nebudou potre-
bovat nikotinové naplasti a pripadné by na né naplasti nemély zadny vliv. Mohli
bychom udélat mylny zavér, ze na skupiné kurdk nikotinové néplasti funguji,
zatimco na nekurdcich naplasti nefunguji. Z tohoto divodu je nutné mit jedince
do intervencni a kontrolni skupiny spravné nahodné zarazeny. A k tomu se vyuziva
randomizace.

Randomizace je proces ndhodného rozrazeni jedinct do skupin tak, aby kazdy
jedinec mél stejnou pravdépodobnost, ze je pfifazen do kontrolni skupiny jako
do intervencni skupiny. Takovyto proces muze byt napiiklad hézeni minci. Vy-
sledek hodu je ndhodny, tudiz roztazovani jedinci do skupin podle hodu minci
by také bylo ndhodné. Pokud méame vice skupin, miizeme hazet kostkou, a to
nam opét zaruci, ze pravdépodobnost zatazeni jakéhokoliv jedince do libovolné
skupiny je stejna. Proces randomizace je také michani balicku karet, kde chceme
zarucit, ze sefazeni karet v balicku bude ndhodné, abychom zamezili moznosti
podvadéni. Nahodnym rozrazenim jedincti do skupin eliminujeme systematické
chyby, které by mohly mit vliv na vysledek pokusu (viz ptiklad vyse).

Vratime se k vyjadieni primérného kauzalniho uc¢inku 7', ktery jsme si defi-
novali v rovnici jako T'=E Ry — E R;. Obecné neplati

EROZE[R()'R:O],EHH ERle[R1|R:1]

Z [2] vime, ze pokud vSak plati, ze pfitazovani jedinci do skupin je statisticky
nezavislé se vSemi ostatnimi veli¢inami v modelu, tyto dva vyrazy se rovnaji.
Roziazovani jedinciu do skupin (veli¢ina R) je nezavislé s ostatnimi veli¢inami
(Ro, R1), pokud je randomizace spravné provedena a jedinci jsou do skupin rozia-
zovani nahodné.

V pripadé randomizovaného pokusu miizeme tedy primérny kauzalni tcinek
T vyjadrit jako

T = E[Ro|R = 0] — E[Ri|R = 1],
kde obé stfedni hodnoty umime odhadnout z napozorovanych dat jako prislusné
nestranné odhady.

Pokud tedy mizeme na systém jedinct, se kterymi v ramci pokusu pracujeme,
provést randomizaci, vzdy muzeme vyjadrit primérny kauzdlni tacinek zasahu
do modelu.

Pro randomizovani praktickych pokust existuje mnozstvi pristupt, strucny
prehled nékolika z nich je popsan dale.

1.4.1 Upln4 randomizace

Uplné randomizace je proces ndhodného rozfazeni do skupin, ktery je zalo-
zeny na hlavni veli¢iné, ktera mize mit riizné tirovné, a dalsich rusivych veli¢inach.
Uplné randomizace kontroluje hlavn{ veli¢inu tim zptsobem, Ze snizuje jeji roz-
ptyl. Ostatni vedlejsi veliciny ponechava bez zasahu. Napriklad mame 25 rtznych
pacient, které chceme 1é¢it 5 druhy rtznych léciv, a zkoumame uc¢inek daného
lé¢iva. Hlavni velic¢ina je druh 1é¢iva, ma 5 trovni, neboli 5 druht 1éki. Vedlejsi
veli¢inou muze byt napriklad pohlavi, vyska pacienta nebo jeho hmotnost. Pokud
je pacient napriklad tézsi, nemusela by mu stacit dané davka léku a nezabiralo
by na ného, at by dostal jakykoliv 1ék. Vedlejsi veli¢inu ale nijak neomezujeme.
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Pocet randomizovanych jednotek musi byt délitelny poc¢tem trovni hlavni ve-
liciny, abychom meéli stejné zastoupeni kazdé drovné. V nasem piipadé je pocet
pacientu — 25, délitelny poctem 1éktu — 5. Kazdy podavany 1ék bude zastoupen
mezi pacienty pravé pétkrat. Ocislujeme-li si pacienty napriklad abecedné podle
prijmeni, potom hledame sekvenci 25 cisel sestavenych nahodné tak, aby kazdé
¢islo od 1 do 5 bylo v této sekvenci zastoupeno pravé pét krat. Pocet vsech
moznych sekvenci je Wﬁ'y{), ~ 6 - 10" a kazd4 z nich je stejné pravdépo-
dobné. Vybereme-li tedy jednu libovolnou sekvenci, mame tplné randomizovany
experiment s jednim hlavnim faktorem na péti drovnich a kazda droven ma pét
opakovani. Naprtiklad abecedné sefazeni pacienti mohou obdrzet nasledujici léky
(3,4,2,1,3,5,4,2,1,5,1,3,3,1,2,5,4,3,4,4,2,5,1,5,2).

Hlavnich faktorti mize byt i vice nez jeden. Vzdy ale plati, Ze celkovy pocet
jednotek, které chceme randomizovat, musi byt délitelny kazdym poctem trovneé
vSech hlavnich faktort.

1.4.2 Blokova randomizace

V pripadé uplné randomizace nijak nekontrolujeme vedlejsi velic¢iny a jelikoz
jedince zatazujeme do skupin nahodné, nemame zajisténo, ze by vedlejsi velic¢iny
meély ve skupinach stejné zastoupeni. Obzvlasté pokud mame mensi mnozstvi je-
dinci, tak nerovnomérné zastoupeni vedlejsich veli¢in ve skupinach muze zpusobit
chyby v méteni. Blokova randomizace, jak je popsano v [4] zvySuje pravdépodob-
nost, ze v kazdé skupiné bude stejny pocet jedinci dané vedlejsi velic¢iny tim, ze
v ramci jednoho bloku je prifazeno stejné mnozstvi jedincii do kontrolni skupiny
jako do intervencni skupiny. Z toho divodu velikost bloku musi byt délitelnd po-
¢tem skupin, do kterych rozrazujeme. Rozrazujeme-li do kontrolni a intervencéni
skupiny — celkovy pocet skupin je tedy 2, nemtzeme mit blok velikosti 3. M-
zeme mit ale blok o velikosti 4 a v rdmci tohoto bloku mame celkem 6 moznych
alokovani jedincii do skupin:

K K I 1, I K I K|,
K I K I, I K K 1
K I I K| I I K K],

kde K znaci zarazeni dané¢ho jedince v bloku do kontrolni skupiny a I znaci za-
razeni do intervenéni skupiny. Chceme-li kontrolovat napriklad vedlejsi veli¢inu
hmotnost, tak kazdy blok oznacuje jiny interval hmotnosti (prvni blok obsahuje
pacienty spadajici do kategorie 50kg—59kg, druhy blok pacienty s 60kg—69 kg
a tak déle az Sesty blok obsahuje pacienty o hmotnostech 100 kg-109kg) a ran-
domizace nasledné probiha uvniti kazdého bloku. Pokud bychom méli 24 paci-
entll, které mame rozdélené do blokti podle hmotnosti popsanych vyse a chceme
u kazdého pacienta urcit, jestli si ma vzit aspirin A, nebo placebo P, tak jedna
z moznosti umisténi pacientu je:

1.blok: [P P A A 2. blok: [A A P P,
3. blok: [P A A P, 4. blok: [P A A P,
5.blok: [P P A Al 6.blok: [P A P A].

Nevyhodou blokové randomizace je, zZe proces roziazovani do skupin v ramci
bloku je predvidatelny. Pokud jiz mame polovinu bloku rozfazenou do kontrolni
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skupiny, je jasné, ze druha polovina jedincti v ramci bloku bude zarazena do inter-
venéni skupiny. Lepsi zpiisob blokové randomizace je blokova randomizace s na-
hodné vybranou velikosti blok.

1.4.3 Blokova randomizace s ndhodné vybranou velikosti
bloku

Pro blokovou randomizaci s ndhodné vybranou velikosti bloku plati stejné
podminky na pocet skupin a velikost bloki jako v pripadé blokové randomizace.
Stejnym zptusobem probihd i zafazeni jedincti do blokt, které kontroluji néja-
kou vedlejsi veli¢inu. Pro zmenseni vlivu predvidatelnosti pri zarazovani jedinct
do skupin v rdmci bloku je velikost bloku ndhodné volena z nékolika moznych
velikosti.

Pouzijeme stejny priklad jako pro blokovou randomizaci. Ndhodné budeme
vybirat velikost bloku 4 nebo 8, napriklad v poradi 4, 8, 8, 4 pro 4 bloky. Nyni
mame pacienty rozdélené podle hmotnosti na prvni blok 50 kg—64 kg, druhy blok
pacienty s 65 kg-79 kg, treti blok 80 kg-94 kg, ¢tvrty blok pacienty s 95 kg—109 kg.
Roztrazeni pacientl do kontrolni a intervencéni skupiny miize byt naptiklad nésle-
dujict:
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2.

Strukturalni modely

V této kapitole se budeme zabyvat hleddnim vhodné reprezentace kauzalnich
vztahil, mame-li k dispozici napozorovana data, na kterych jsme provedli inter-
venci. Nejprve si kauzalni strukturu zavedeme pomoci grafii s vyuzitim termint
z [3], poté si definujeme strukturdini rovnicovy model, abychom byli schopni kvan-
tifikovat kauzalni vztahy mezi velicinami.

2.1 Reprezentace kauzalnich vztaht za pomoci

grafi

Pouzijeme zakladni pojmy z teorie grafti jako napriklad vrchol, hrana, orien-
tace hrany, cesta bez toho, abychom si je definovali, dalsi zakladni pojmy shrnuje
definice [1l

Definice 1 (Zakladni definice). Definujeme tyto zdikladni pojmy z [3]:

Zakladni vlastnost kauzdlnich vztahi X je pricinou Y znacime orientovanou
hranou z vrcholu X do vrcholu Y .

Dva vrcholy v grafu jsou sousedici, pokud mezi nimi existuje hrana.

Rodi¢e wvrcholu X jsou vsechny wvrcholy, ze kterych smeruji orientované
hrany do X.

Déti vrcholu X jsou vSechny vrcholy, do kterych miri z X orientované hrany.

Cyklicky graf je graf, ktery obsahuje orientovanou kruznici, tedy existuje
oritentovand posloupnost vrcholiu zacinajici z jednoho vrcholu, kterd se vrati
opét do toho stejného vrcholu.

Acyklicky graf je graf, ktery neobsahuje orientovanou kruznici.

Kostra grafu G je neorientovany podgraf G, kteryj obsahuje vsechny vrcholy
grafu G a neobsahuje Zddnou kruznici.

Uplny graf je graf, ve kterém z kazdého vrcholu vede hrana do vsech ostatnich
vrchol.

Necht X, Y a Z jsou vrcholy. Rekneme, Ze cesta X —Y — Z je neblokovana
trojice (z anglického unshielded tripple), pokud X a Z nejsou sousedici vr-
choly. Ddle rekneme, Ze vrchol Y je kolider (z anglického collider), pokud
plati nasledujici kauzdlni vztah:

X —Y«+— 7

Pokud navic neexistuje hrana mezi X a Z, rekneme, Ze Y je neblokovany

kolider.

Konfounder (z anglického confounder) je skrytd proménnd, kterd je spolec-
nou pricinou alespon dvou pozorovanich promeénnych. MnoZina obsahujici
skryté konfoundery je podmnozinou mnoZiny skrytych proménngjch.
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(a) X je pri¢inou Y b) Acyklicky graf na tfech vrcholech

éi@ 6

(c) Cyklicky graf na étyfech vrcholech  (d) Uplny graf na étyfech vrcholech

Obrazek 2.1: Ukazkové grafy

Pojmy z definice [I] si ilustrujeme na grafech z obrézku 2.1 Na obrézku
je znazornén kauzéalni vztah mezi velicinami X a Y. Protoze je hrana orientovana
k vrcholu Y, znamena to, Ze veli¢ina X (reprezentovand jako vrchol X) zpusobila,
ze nastala velicina Y, tedy veli¢ina X je pricinou veli¢iny Y.

Vrcholy D a E na obrazku jsou sousedici, zrovna tak vrcholy D a G,
E a G, G a F, protoze mezi kazdou zminénou dvojici vrcholt existuje hrana.
Vrcholy E a F' sousedici nejsou, protoze mezi nimi hrana neexistuje.

Graf na obrézku je acyklicky, protoze v ném neexistuje orientované kruz-
nice, zatimco v grafu na obrazku je orientovanda kruznice tvorena vrcholy
E, D a G, proto je graf na obrazku cyklicky.

Vrchol A na obrazku 2.1b)) je rodi¢ vrcholit B a C' a naopak vrcholy B a C' jsou
déti vrcholu A. Neblokovanou trojici tvori naptiklad vrcholy G, E a F' z obrazku
, protoze neexistuje hrana mezi vrcholy E a F. Jeji prostfedni vrchol G neni
kolider, protoze hrany jsou orientovany opacnym smérem — kauzalnimi pojmy
receno, vrchol GG, ktery znaci néjaky jev G, je spolecnou pricinou jevia E a F.
Vrchol B na obrazku je kolider, protoze do ného sméruji dvé rizné hrany,
¢ili je spoleénym tucinkem jevit A a C. Vrchol C' ale neni neblokovany kolider,
protoze vrcholy A a B jsou spojeny hranou, pokud by hrana mezi témito dvéma
vrcholy neexistovala, byl by vrchol C' neblokovany kolider.

V grafech nemame urceno, ze by néjaky vrchol meél vlastnosti skryté pro-
ménné (jev, ktery oznacuje tento vrchol by nebyl zméfen). Pokud bychom ale
rekli v grafu na obrazku , ze vrchol A oznacuje skrytou proménnou a vr-
choly B a C' oznacuji pozorovanou proménnou, tak by vrchol A byl konfounder,
protoze je jako skrytd proménnd pricinou dvou rtiznych pozorovanych promeén-
nych.

Graf na obrazku je uplny, protoze z kazdého vrcholu vede hrana do zby-
Iych t¥1 vrcholi. Na tomto grafu si ilustrujeme také pojem kostry grafu. Kostra
grafu nemusi byt pouze jedna pro dany graf. Napriklad v uplném grafu na ¢tyrech
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Obréazek 2.2: Dva typy kostry uplného grafu na ¢tyfech vrcholech. Zbylé kostry
ziskame rotaci hran kazdého z typt kostry podle pomyslného stiedu ctverce, ktery
tvori vrcholy, postupné o 90°, 180° a 270° a pro prvni kostru navic i zrcadlenim
podle horizontalni osy.

vrcholech jsme schopni vybrat 8 podgrafi, které splnuji podminku, ze obsahuji
vSechny vrcholy a neobsahuji kruznici. Priklad dvou moznych koster grafu z ob-

razku [2.1d) je vidét na obrazku[2.2]

V celé teorii predpokladame, ze zadna proménna nemiize byt pric¢inou sama
sebe at uz primou, nebo neprimou. Tudiz v grafu nemuze existovat zadny ori-
entovany kruh, ani smycka na jednom vrcholu (hrana, ktera vede z daného vr-
cholu do toho samého vrcholu). Kategorii takovych grafti nazyvame orientované,
acyklické grafy (pouzijeme zkratku DAG z anglického directed acyclic graphs),
naptiklad graf na obrazku .

®—®
N
©

Obrézek 2.3: Uplny, ¢asteéné orientovany, acyklicky graf — CPDAG, na tfech
proménnych.

DAG neni mozné sestavit pouze z napozorovanych dat, kvili chybéjicim pozo-
rovanim, kterd nam znemozni urcit presnou kauzalni strukturu daného problému.
Pouzitim napozorovanych dat ale mizeme ziskat tridu ekvivalence, do kte-ré hle-
dany graf patii. V ramci tridy ekvivalence maji grafy stejnou kostru a stejné
neblokované kolidery. Ttidu ekvivalence mizeme reprezentovat pomoci uplného,
castecné orientovaného, acyklického grafu — zkracené CPDAG z anglického com-
pleted partially directed acyclic graph. Pro kazdou neorientovanou hranu v CP-
DAG existuji aspon dva DAG, jeden za kazdou moznou orientaci hrany. DAG
na obrazku tedy spadd do tridy ekvivalence znazornéné CPDAG na ob-
razku 2.3
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2.2 Strukturalni rovnice

Grafy zachycujici kauzalni strukturu problému nepopisuji velikost piisobeni
veli¢in mezi sebou. Abychom mohli tyto kauzalni vztahy mezi veli¢inami kvan-
tifikovat, zavedeme si v této kapitole pojem strukturdini rovnice, které vychézeji
z grafti zachycujicich kauzalni strukturu a jiz v sobé obsahuji velikost piisobeni
velicin.

Pomoci graf znazornujicich kauzalni strukturu daného problému nejsme scho-
pni urcit, jak velké jsou ucinky danych velicin. Tuto skute¢nost zachycuji az
strukturalni rovnicové modely. Zakladni ptiklad strukturalnich rovnic je linedrni
regrese, kde mame vztahy mezi proménnymi vyjadiené linearni rovnici. Stejné
jako nelze v linearni regresi vyjadrit zavislost Y na X, zname-li zavislost X na Y,
ani v pripadé strukturalnich rovnic, tedy kauzélnich jevi, nejsme schopni po-
psat opacny vztah mezi proménnymi, zname-li jeden smér kauzalniho ptisobeni.
Strukturalni rovnicovy model (zkracujeme SEM z anglického structural equation
model) se snazi oprostit od znaceni ic¢inku pomoci algebraické reprezentace (koe-
ficient v rovnici) a opétovné nadefinovat t¢inek jako obecnou kapacitu prendseni
zmén mezi proménnymi. Obecny rovnicovy strukturalni model je tvaru

kde X; je i-t4 proménnd v modelu, PA; jsou rodi¢e proménné X;, které zname
z grafu zachycujiciho kauzalni strukturu daného modelu, a U; jsou chybové pro-
ménné X,.

Definice 2 (SEM — Structural Equation Model; [5]). Mdme soustavu rovnic
ve tvaru , které reprezentuji nejaky kauzdlni proces. Systém takovych rov-
nic nazveme strukturalni, pokud tyto rovnice jsou autonomni, tzn. kazdd rovnice
je invariantni vici mozZnym zmendm ve znéni jingych rovnic.

Definice 3 (Vnéjsi a vnitini proménné). Vnéjsi proménné reprezentuji skryté
nebo nepozorované promenné, které statistik chce ponechat nevysvétlené. Jsou to
promeéenné, které ovlivniuji ostatni proménné = vnitini proménné, ale samy nejsou
nicim jingm ovliviiovdany.

Nové zavedené pojmy si ilustrujeme na prikladu znazornéném na nésledujicim

W @ O
oy
O=>O—>@

Obrézek 2.4: Diagram znazornujici ilustrativni kauzalni strukturu vzorového pro-
blému.



Kauzalni strukturu z obrazku lze popsat pomoci rovnicového struktural-
niho modelu, tedy SEM, nasledujicim zptsobem:

X = fx(Ux),
Y = fyr(X, Uy),
Z = Y, Uy). (2.2)

Ve treti rovnici pro proménnou Z se nevyskytuje proménna X, sice z obrazku
vidime, Ze na Z proménna X pusobi skrze Y, ale v SEM v rtadku pro ¢-tou pro-
ménnou jsou zachyceny pouze rodice ¢-té proménné.

V SEM , jsou vnitini proménné X, Y a Z a vnéjsi proménné jsou Uy,
Uy a Ugz. Pokud jsou vnéjsi proménné navzajem korelované, tak se tato kore-
lace v grafu zndzornuje pomoci ¢arkované hrany orientované na obé strany, coz
v grafu [2.4] nen{ zachyceno. V grafu je ale zndzornéna kovariance mezi vnitinimi
velicinami X a Y a mezi vnitinimi velicinami Y a Z, coz vyjadiuji koeficienty «
a [ na hranach mezi danymi vrcholy grafu

cov(X,Y) = a, cov(Y, Z) = p.

Je dulezité do grafu zaznamendvat vSechny informace, které jsme z namére-
nych dat ziskali. Naptiklad z obrazku vime, Ze

cov(Ux,Uy) =0 a cov(Uy,Uz) =0,

protoze mezi vrcholy Uy a Uy, ani mezi vrcholy Uy a Uz neni vyobrazena car-
kovana hrana znézornujici kovarianci.

Pokud bychom v modelu pouzili operator do(X = xg), neboli provedli
intervenci na veli¢inu X, dostaneme model reprezentovany SEM

X = o,
Y = fr(X, Uy),
Z = fz2(Y.Ug). (2.3)

2.3 Linearni regrese

Linearni regrese je zakladni piiklad strukturalniho modelu pro pripad, kdy
mame pouze jednu proménnou X, tudiz rovnice f; z je pouze jedna (i = 1)
a je linearni. Rodi¢ proménné X je proménna Y a vnéjsi proménna Uy je znacena
jako chybova proménna e.

Model v piipadé jednoduché linedrni regrese jako v [6] je popsdan ndhodnymi
velicinami X a Y, regresnimi koeficienty [y, 51 a chybovou veli¢inou €. O pro-
ménné e predpokladame, ze ma normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou
a pevné danym nezndmym rozptylem: ¢ ~ N(0, 0?). O proménné X se hovoif jako
0 nezavislé proménné a o proménné Y jako o zavislé proménné.

SEM pro linearni regresi vypadéa nésledovné

Y =0 +65X+e

18



Chybovou veli¢inu € nejsme schopni napozorovat, ale protoze vime, Ze ma nu-
lovou stfedni hodnotu a je nezavisld na X, tak mizeme psat podminénou stredni
hodnotu Y za podminky X jako

EY[X] =50+ 51 X. (2.4)

Na datech provedeme n pozorovani proménnych X a Y a vysledky pozoro-
vani si zaznac¢ime jako hodnoty Xi,..., X, pro hodnoty veliciny X a Yi,....Y,
pro hodnoty veli¢iny Y. Nasim cilem je prolozit namérena data primkou, neboli
odhadnout parametry (g, 81, které popisuji prokladanou primku. Hledand primka
bude tedy tvaru

y = Bo + bz (2.5)

Parametry 5y, 51 se odhaduji metodou nejmensich ¢tverc, tj. hleddme mini-
malni realné hodnoty by a by ve vyrazu

(BO; Bl) = argmin i(}/z — by — lei)2, (2.6)

bo, b1 €R i=1

abychom dostali odhady B(), B parametra [y, 3.

Pomoci regrese jsme schopni i predpovidat hodnoty zavislé veli¢iny, neboli po-
moci pravé strany rovnice primky , muzeme urcit levou stranu rovnice — hod-
notu zavislé proménné y. Potfebujeme k tomu znat regresni koeficienty — z pred-
chozich pozorovani vyjadiime odhad regresnich koeficientii BO, Bl a napozorujeme
veli¢inu X. To nam staci k vyjadieni odhadu veli¢iny Y. Naptiklad z predchozich
testil vime, ze vyska syna pri narozeni zavisi na vysce otce. Z diive pozorovanych
dat jsme odhadli regresni koeficienty Bo; Bl a zname vysku otce, oznacime ji x,
vysku syna pfi narozeni y mizeme vyjadrit ve tvaru .

Zmame-li vSak porodni vysku syna, nefikd nam to nic o vysce jeho otce, pro-
toze smér regrese nemuzeme obratit. Koeficienty BO a Bl jsme odhadovali z rovnice
(2.3) metodou nejmensich ¢tvercu . Pokud bychom vsak chtéli odhadovat
vysku otce X, zname-li porodni vysku syna Y, museli bychom nejdiive odhad-
nout koeficienty Bé a B, z rovnice:

X =B, +BY +¢, (2.7)

pomoci metody nejmensich ¢tvercu jako TeSeni rovnice:

(B(l)’ Bi) = argmin zn:(Xz — by — b Y;)?. (2.8)

bo, b1 ER i=1

Na prvni pohled je ziejmé, ze rovnice (2.6) a (2.8) se lisi, tudiz se budou lisit
i regresni koeficienty rovnic (2.3) a (2.7)), tedy v nasem prikladu nejsme schopni
pomoci koeficienti [y, 81 vyjadrit zavislost vysky otce na porodni vysce syna.

2.4 Odhadovani kauzalni struktury
V této c¢asti si uvedeme nékolik zplisobi, jak z napozorovanych dat sestavit

graf zachycujici kauzalni zavislosti mezi pozorovanymi veli¢inami. Na napozoro-
vanych veli¢inach budeme zkoumat podminéné nezavislosti s pomoci d-separace.
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Nejprve si proto zavedeme a ilustrujeme pojem d-separace, a poté rozebereme
néekolik metod z [3] pro uréovani kauzalni struktury na datech, ktera jsou pouze
napozorovana a neobsahuji zadné skryté konfoundery.

Definice 4 (d-separace; [5]). S je libovolnd mnoZina vrcholi v daném grafu, mize
byt i prazdnd. Rekneme, Ze mnoZina vrcholii S blokuje cestu p, pokud plati alespori
jedno z ndsledujicich tvrzeni:

(i) p obsahuje alespon jeden vrchol, ze kterého vychdzi hrana orientovand od to-
hoto vrcholu (dany vrchol je pricinou) a tento vrchol je obsaZen v mnoziné
S,

(ii) p obsahuje alespon jeden kolider, ktery neni v S a nemd Zddného ndsledov-
nika v S.

Pokud S blokuje vsechny cesty z X do'Y ', potom rekneme, Ze S d-separuje X a Y.

Pozndmka. Mnozina S muze obsahovat i vrchol, ktery nelezi na cesté p. Tedy
cesta p muze byt blokovana vrcholem, ktery nelezi primo na cesté p, ale je ic¢inkem
(vede do néj hrana) vrcholu cesty. Naptiklad v situaci

X—->V+Y -2

V tomto pripadé vrchol Z blokuje cestuz X do Y X — V « Y z podminky (i),
kdy z vrcholu cesty Y vede hrana do vrcholu Z, ktery je v separac¢ni mnoziné S.

7 definice d-separace dostaneme, ze dva vrcholy X a Y jsou blokovany vrcho-
lem Z v pripadé, kdy:
e« X a Y jsou spojeny fetizkem a vrchol Z je v tetizku,

X—=>7Z-=Y X+ Z<+Y,
e Z je spoletnou pricinou X a Y,
X<+ 7Y,

o vrcholy X a Y mayji spoleény tcinek (je mezi nimi kolider) na vrchol, ktery
neni vrchol Z a Z neni ani nasledovnik tohoto spole¢ného uc¢inku,

X—>V+Y—>Z

Prvni dva piiklady vychézi z ¢asti definice (i) a t¥eti piiklad vychézi z ¢asti defi-
nice (ii).

Pomoci neblokované trojice vrcholt mtizeme urcit podminéné nezavislosti
s vyuzitim prikladu z [7], abychom nésledné mohli dat do spojitosti d-separaci
a podminénou nezavislost.
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Mame-li tii veliciny X, Y a Z, u kterych chceme urcéit vzajemné kauzalni
pusobeni v pripadé, kdy X a Y na sebe pfimo nepiisobi, mohou nastat celkem 4
situace orientace hran mezi velicinami:

X - 7Z =Y, X = Z « Y,
X «— Z =Y, X — Z <+ Y.

V piipadé X — Z — Y (stejné tak i v pfipadé X <+ Z <+ Y)
plati, ze krajni veliciny X a Y jsou nezavislé, kontrolujeme-li prostiedni veli¢inu
Z v tetizku. Naptiklad velicina X predstavuje kouteni, velicina Z vyskyt dehtu
v plicich a veli¢ina Y rakovinu plic. Vime, ze plati, Zze koureni zplisobuje vyskyt
dehtu v plicich, coz dale zpusobuje rakovinu plic. Pokud bychom kontrolovali
vyskyt dehtu v plicich, tak se veliciny X a Y stanou nezavislé, protoze prerusime
retizek kauzélnich pusobeni mezi nimi. Plati tedy X L Y|Z. Veli¢cina Z také
blokuje cestu mezi X a Y, protoze se jedna o tetizek. Protoze se jedné o jedinou
cestou mezi X a Y, tak Z d-separuje veliciny X a Y.

V pripadé X «+ Z — Y, kdy je velicina Z spole¢nou pri¢inou X a Y, plati,
ze X a 'Y jsou nezavislé, pokud kontrolujeme jejich spole¢nou pti¢inu Z. Veli¢ina
X predstavuje pocet ¢apti ve meésté, velicina Y predstavuje pocet narozenych
déti ve mésté. Mezi velicinami X a Y je pozitivni korelaéni vztah, coz znamena,
ze s rostoucim poctem Capu se zvétSuje i pocet narozenych déti. Korelace neni
zpusobena tim, ze ¢api nosi déti, ale tim, Zze ve vétsich méstech se rodi vice déti
a zaroven se v nich zdrzuje vice ¢api. Pokud tedy budeme kontrolovat velikost
meésta, tak se pocet ¢apu a pocet narozenych déti stanou na sobé nezavislé. Do-
stavame tedy X L Y'|Z. Stejné jako v predchozim piipadu plati, Ze veli¢ina Z
d-separuje veliciny X a Y.

V pripadé X — Z <+ Y, kdy velicina Z je kolider, plati, ze veliciny X
a Y jsou zavislé, kontrolujeme-li Z, a to i v pripadé, kdy o nich vime, zZe ptivodné
na sobé byly nezavislé. Toto mizeme ukazat na prikladé, kdy mame dva vojéky,
kteri stfili na vézné. Veliciny X a Y predstavuji informaci o tom, jestli dany
vojak vystrelil a velicina Z tika, jestli je vézen nazivu. Vojaci stfili na vézné
nezavisle na sobé. Tedy plati, ze X L Y. Pokud ale vime, 7Ze vojak X nevystrelil
a zaroven kontrolujeme veli¢inu Z, tedy vime, Ze vézen zemfel, tak musi platit,
ze vojak Y vystrelil. Tim dostavame podminénou zavislost mezi veli¢inami X
a Y za podminky Z. V tomto pripadé ani neplati, Zze by veli¢ina Z d-separovala
veli¢iny X a Y, protoZe je porusena podminka (ii) z definice d-separace.

Rozborem vsech moznych situaci, které by mohly pro tii veli¢iny nastat, jsme
zjistili, ze v pripadé, kdy jsou veliciny X a Y nezavislé za podminky tfeti ve-
liciny Z, plati, ze veli¢ina Z d-separuje tyto dvé veliciny, tedy d-separace nam
dava nutnou a postacujici podminku pro uréeni podminénych nezavislosti mezi
dvéma proménnymi, zname-li tfeti proménnou v DAG. Obecné lze misto Z brat
celou separac¢ni mnozinu S. Déale jsme také zjistili, ze v pripadé, kdy mame ne-
blokovanou trojici vrcholt X — Z — Y a zndme separac¢ni mnozinu vrcholi X
a Y, muzeme tuto trojici orientovat v pripadé, kdy Z neni v separa¢ni mnoziné.
Jestlize Z neni v separa¢ni mnoziné, znamena to, ze Z ne-d-separuje vrcholy X
a Y a nutné tedy musi byt trojice orientovana tak, aby vrchol Z byl kolider,
tedy X — Z < Y, protoze ve vSsech ostatnich pripadech je vrchol Z v separacni
mnoziné. Tento poznatek vyuzijeme pti konstrukci PC-algoritmu v dalsi ¢asti.
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2.4.1 PC algoritmus

PC algoritmudl] je algoritmus na ziskani CPDAG z tiplného neorientovaného
grafu pomoci podminénych nezavislosti a d-separace. Algoritmus bézi ve tirech
krocich a je definovan na tplném neorientovaném grafu.

Algoritmus:
Vstup: tuplny neorientovany graf

Krok 1. Ze vsech moznych dvojic vybereme jednu libovolnou dvojici vrchola
X a Y. Pokud existuje libovolna mnozina vrcholi M, kterda splnuje
X L1 Y | M, zrusime hranu mezi vrcholy X a Y. Pokracujeme dalsi
dvojici, dokud nevycerpame vSechny mozné dvojice, potom pokracujeme
krokem 2.

Krok 2. Vybereme libovolnou, dosud neorientovanou, neblokovanou trojici
X — Z — Y, pokud Z neni v separacni mnoziné vrcholu X a Y, tak
orientujeme hrany X — Y <« Z. Pokracujeme s dalsi dosud nepouzitou
neblokovanou trojici, dokud nevycerpame vsechny neblokované trojice,
potom pokracujeme krokem 3.

Krok 3. Vybereme neorientovanou hranu grafu, kterou jsme jesté v kroku 3. ne-
zkouseli orientovat. Zvolime jednu orientaci hrany, pokud touto orientaci
vznikl v grafu kruh, tuto hranu smazeme, pokud touto orientaci vznikla
v grafu V-struktura (vytvorila se orientace X — Y < Z), taktéz hranu
smazeme. Stejny postup opakujeme pro druhou orientaci hrany. Pokud
jsme hranu nesmazali, nechame ji neorientovanou a pokracujeme na dalsi,
dosud nepouzitou hranu. Projdeme-li vSechny neorientované hrany, al-
goritmus kondi.

Vysledkem algoritmu je CPDAG.

V prvnim kroku najdeme kostru grafu. Pro dvojice vrcholu otestujeme, jestli
pro né existuje separa¢ni mnozina M, diky které by vrcholy byly podminéné ne-
zavislé. Pokud takova separa¢ni mnozina existuje, smazeme hranu mezi X a Y
a pokracujeme na dalsi dvojici vrcholi. Hranu mtzeme smazat, protoze pokud
jsou za néjakych podminek veliciny X a Y nezavislé, tak nemohou mit na sebe
piimy kauzélni vliv. Pokud plati X 1 Y | M s libovolnou separac¢ni mnozinou
M, tak v grafu mezi X a Y neexistuje hrana. Nejprve ovérujeme nezavislosti s ma-
lymi separa¢nimi mnozinami (zaneme se separani mnozinou obsahujici pouze
jeden vrchol) a postupné zvétSujeme jejich velikost pridavanim dalSich vrcholu.

Ve druhém kroku vyuzijeme separa¢ni mnozinu vrcholi X a Y, abychom
orientovali neblokované kolidery. Vime, ze neblokovana trojice ma mit orientaci
V-struktury (X — Z « Y), pokud Z nepatii do separaéni mnoziny X a Y
z poznatkt z ivodu kapitoly Pokud Z patii do separacni mnoziny X a Y,
nemuzeme jednoznacné urcit, kterd orientace hran ma byt pouzita, neblokovana
trojice tedy zustava zatim neorientovana.

Ve tretim kroku vylucovaci metodou uréime orientaci dosud neorientovanych

I'PC algoritmus je nazev algoritmu, nejedné se o zkratku PC pro probability of causation,
kterou jsme definovali v kapitole ani pro personal computer.
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hran. Pokud by néjaka pridand hrana vytvorila cyklus, tak ji vylouc¢ime, protoze
hledame orientovany necyklicky graf, ktery neobsahuje kruh. Zrovna tak muzeme
vylou¢it hrany, které by svym orientovanim vytvorily V-strukturu X — Y « Z,
protoze vsechny takové V-struktury byly doplnény v druhém kroku.

Tento algoritmus ma exponencialni cas, ale pro ridké grafy zvladne dobéhnout
i pro nékolik tisic proménnych v prijatelném case.

2.4.2 Skoérové metody

Skorové metody pracuji s ohodnocenim grafu, neboli skére. Podle urcitych pra-
videl prifadi danému DAG skére, kterym se potom porovnavaji DAG navzajem
a vybere se takto DAG nejlépe popisujici danou kauzalni strukturu. Aby skérova
metoda byla rychlejsi a spolehlivéjsi, je vyhodné, aby byla skore-ekvivalentni.
To znamend, ze pro vSechny grafy v jedné tiidé ekvivalence dostaneme stejné
skore. Skorové metody tak neuprednostni jeden graf pred druhym, pokud oba
grafy patii do jedné tfidy ekvivalence a jsou statisticky nerozeznatelné. Skore
grafu by také mélo byt rozlozitelné, to znamenad, ze jsme schopni vyjadrit skore
grafu jako soucet ohodnoceni jednotlivych vrcholi. V pripadé rozlozitelnosti se
zrychli vypocet celkového skore.

Pro grafy s mensim poctem vrcholi (ozna¢me pocet vrcholt k) je mozné spo-
¢itat skore pro kazdy DAG na k vrcholech a tato skére nasledné porovnat mezi
sebou. DAG s nejvétsim skore nejlépe popisuje danou kauzélni strukturu. Tento
pristup neni ovsem vhodny pro vétsi pocet vrcholi, s rostoucim k se totiz expo-
nencialné zvétsuje pocet DAG na k vrcholech. Pro vétsi pocet vrcholu grafu je
vhodné pouzit skorovou metodu nazyvanou skorovy hladovy algoritmus z anglic-
kého ndzvu Greedy Equivalent Search (zkracené GES), ktery je uveden v [§].

2.4.3 Metody pro zcela identifikovatelné modely

Algoritmy z predchozich dvou sekci vraci jako vysledek pouze tiidu ekviva-
lence, do které se fadi hledana kauzalni struktura problému feseného z napozo-
rovanych dat. Za urcitych predpokladl je mozné jednoznacné urcit i skutecnou
kauzalni strukturu problému, tedy DAG.

Hledanou kauzélni strukturu problému si oznac¢ime jako graf G. V [9] je uka-

zano, ze pokud jsou strukturdlni rovnice daného problému ve tvaru aditivniho
modelu sumu (zkracené ANM z anglického Additive Noise Model)

Xi = [i(PA;) + n,

kde PA; je mnozina rodi¢i vrcholu X; v grafu G, n; jsou nezavislé chybové
proménné, tak je mozné za urcitych technickych predpokladi jednoznacné urcit
z napozorovanych dat skuteénou kauzéalni strukturu problému — graf G.

V pripadé, ze chybové proménné n; maji normélni rozdéleni a funkce f; jsou
linearni, nelze za platnosti technickych predpokladil jednoznacné urcit kauzalni
strukturu, Ize pouze urcit tridu ekvivalence, do které hledand kauzalni struktura
patii. Pokud je navic splnéna podminka rovnosti rozptyli chybovych proménnych
n;, tak je mozné podle [10] taktéz jednoznacné uréit kauzalni strukturu problému.
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2.5 Problém identifikovatelnosti

Ne vzdy jsme schopni urcit kauzalni strukturu daného problému pomoci me-
tod zminénych v predchozi kapitole, v takovych pripadech bychom ji chtéli umét
alespon néjak popsat. Model zaznamenavajici dany problém, lze popsat pomoci
pravdépodobnostniho rozdéleni. Predpokladejme, ze mame v pozorovaném mo-
delu t¥i ndhodné veliciny X, Y, Z, které jsou popsany SEM (2.2)). Na napozoro-
vanych datech toto sdruzené rozdéleni oznacujeme

PX,Y,ZZP(X:%Y:%Z:Z%

kde X, Y, Z jsou pozorované veli¢iny a x,y, z jsou jejich hodnoty. V pripadé, kdy
na pozorovany model provedeme néjaky zasah zvencéi do(X = x), tak tento po-
zasahovy model méa rozdéleni

P(Y =y, Z = zldo(X = x)).

Chtéli bychom umét néco tici o po-zasahovém rozdéleni modelu, neboli umét
po-zasahové rozdéleni vyjadrit pomoci pred-zasahového rozdéleni napozorova-
ného modelu. Problém urceni po-zasahového rozdéleni pomoci znamého pred-
zasahového rozdéleni se nazyva problém identifikovatelnosti. V pripadé, kdy mame
identifikovatelny model, jsme schopni po-zasahové rozdéleni modelu vyjadrit po-
moci pred zasahového, coz vede k tomu, ze umime vyjadrit kauzalni efekt X na Y
jako P(Y'|do(X = z)), pomoci pred-zdsahového rozdéleni Px y, z.

Definice 5 (Identifikovatelnost, [5]). Necht mdme strukturdlni model M. Kau-
zalnd icinek veliciny Y na X v modelu M oznacime jako Q(M):

QM) = P(Y = y|do(X = x)).

Velicina Q(M) je identifikovatelna, pokud pro jakékoliv dva modely M, a M,
plati:
P(My) = P(M;) = Q(M;) = Q(M) (2.9)

Poznamka.

1. Pro platnost modelu M existuji predpoklady, které musi byt splnény, aby-
chom mohli identifikovatelnost definovat.

2. Pokud plati implikace (2.9)), veli¢ina @ zavisi pouze na rozdéleni P a lze ji
vyjadrit pouze pomoci P. Coz je presné to, co bychom chtéli pro vyteseni
problému identifikovatelnosti.

Priklad:

Pouzijeme SEM z obrazku [2.4] kde definujeme M; = model (2.2) a M, =
model (22.3)), a ukdzeme stejné jako v [5], Ze i pfesto, ze nezname presnou definici
funkel fx, fy, fz, jsme schopni Tict, Ze E [Y|do(xg)] je identifikovatelna:

Predpoklady:
e Y je funkce pouze proménnych X a Uy,

» Uy je nezavislé na Ux a Uy, coz implikuje cov(X, Uy ) = 0.
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V modelu M; mame:

E [Y|X =] = E[fy(X, Uy)|X = 20] = E [fy (x0, Uy) | X = 20] =
= E [fy (w0, Uy)].

V posledni tpravé jsme vyuzili toho, Ze fy(zo, Uy) a X = zq jsou nezavislé
a E[X|Y] = EX, jsou-li X aY nezavislé.

V modelu M; mame:

E [Ydo(xo)] = E [fy (20, Uy)].

PTi pouziti operatoru do(z) vyuzivame toho, ze podminénd stfedni hodnota
operatorem do(z) je stfedni hodnota v modelu, na ktery jsme intervenci pouzili.

Vidime, Ze podminéna stfedni hodnota v intervené¢nim modelu M je stejna
jako podminéna stredni hodnota v ptivodnim modelu M;. Po-zasahova podmi-
nénd stredni hodnota E [Y|do(xg)] se rovné pred-zdsahové podminéné stredni hod-
noté E [Y|X = xo], ¢ili podminéné stfedni hodnota je identifikovatelna.

2.5.1 Model bez skrytych konfounderi

Chceme-li identifikovatelnost urcit pomoci grafii, musime predpokladat, ze
vSechny kauzalni uc¢inky jsou identifikovatelné pravé tehdy, kdyz je model mar-
kovsky. Model je markovsky v ptipadé, Ze je jeho graf acyklicky (neobsahuje zadny
orientovany graf) a vsechny chybové prvky Uy, Uy, Uz jsou nezavislé.

Véta 1 (Kauzalni Markovova podminka, [5]). Jakékoliv rozdéleni generované
markovskym modelem M muZe bijt psino jako

n

P(Vi=v,Va =w2,...Vy = v,) = [[ P(V; = vs| PA; = pay),

=1

kde Vi,...,V,, jsou wnitrni proménné v M, vy, ...,v, jsou jejich hodnoty a PA;
jsou vnitrni vrcholy, které jsou zdroven rodici prislusného V; v kauzdlnim grafu
popisujicim model M, pa; jsou jejich hodnoty.

Diikaz. Viz [11] strana 30.
U

Sdruzena pravdépodobnost vSech vnitinich proménnych v grafu lze psat jako
soucin podminénych pravdépodobnosti vnitinich vrcholit podminénych mnozinou
jejich rodicu, ktef jsou zaroven vnitini vrcholy.

Markovovu podminku muzeme pouzit napiiklad na graf z obrazku [2.4] Vné&jsi
chybové veliciny Uy, Uy, Uz jsou nezavislé, protoze mezi nimi v grafu neexistuje
zadna hrana, graf je acyklicky, tudiz je i Markovsky a muzeme vétu [I] pouzit.
Mame tii vnitini proménné, a to V; = X, Vo =Y, V3 = Z. Rodicem X je Uy,
coz je ale vnéjsi proménnd, tudiz ¢len pro ¢ = 1 bude pouze P(X = z), kde x je
hodnota veli¢iny X. Rodice Y jsou vrcholy X a Uy, vrchol Uy je ale vnéjsi vrchol,
proto nepatii do mnoziny vrcholi, kterou podminujeme, tedy ¢len pro i = 2 je

25



P(Y = y|X = x), kde x je hodnota veli¢iny X a y je hodnota veli¢iny Y. Vrchol Z
ma rodice Y a Uy, ale Uz je vnéjsi vrchol, tudiz ¢len proi = 3 je P(Z = z|Y =vy),
kde y je hodnota veli¢iny Y a z je hodnota velic¢iny Z. Sdruzenou pravdépodobnost
velicin X, Y, Z muzeme diky kauzalni Markovové podmince psat jako:

PX=u2,Y=yZ=2)=PX=2)-PY=ylX=x)PZ=zY =y).

Ukézali jsme si, jak mizeme z markovského grafu urcit rozdéleni jeho vnitinich
veli¢in. Déle si ukazeme, jak lze vyjadrit rozdéleni vnitinich veli¢in v modelu
po intervenci do(X = x).

Véta 2 (Zkracena faktorizace, [5]). Pro kazdy markovsky model M je rozdélend
po intervenci do(X' = x¢) na mnoziné vnitinich proménngich X' ddno zkrdcenou
faktorizaci:

PVi =v, Vo =vy,....Vp = 'Uk]do(X/ =) =

= H P(V; = U1|PAZ = pai)]x:zo, (210)
ilvigx’

kde V; jsou vnitrni promeénné v M, na které nebyl provdidén zasah, a vy, ..., U,
jejich hodnoty. pa; jsou hodnoty vnitrnich rodicu PA; prislusného V; v kauzdlnim
grafu popisujicim model M a P(V; = v;|PA; = pa;) je pred-zdasahovd podminénd
pravdepodobnost.

Diikaz. Viz [5] strana 109.
U

Tato véta zobecnuje vyjadreni rozdéleni z véty |1 pro po-zasahové intervencni
rozdéleni. Jak je vidét z , souc¢in na pravé strané rovnice vynechava vrcholy,
kterym byla intervenci pritazena hodnota xg. Zkracend faktorizace nam usnad-
nuje vyjadreni po-zasahového rozdéleni primo z grafu.

Pokud bychom pouzili stejny priklad jako pro ilustraci véty (1 vychazeli by-
chom z modelu 2.3 V tomto pfipadé budeme provadét intervenci na prost¥edni
vrchol v fetizku, tedy na veli¢inu Y. Mnozina vrcholt X' obsahuje pouze vrchol
Y. Opét mame tii vnitini proménné V; = X, Vo = Y, V3 = Z z predchoziho
prikladu jiz zname rodice prislusnych veli¢in, staci nam tedy zkontrolovat, zdali
pro pifslusné i plati V; € X', abychom podle toho zafadili piislusny ¢initel do sou-
¢inu, nebo ne. V mnoziné X' je pouze veli¢ina Y, proto nam stadi vytadit ¢initel
pro ¢ = 2 a misto hodnot y dosazovat zasahem prifazenou hodnotu yy. Celkovée
tedy méame:

P(X =z, Z =z|do(Y =y)) = P(X =) - P(Z = z|Y = y).

Znédme sdruzené rozdéleni velicin X a Z za intervence do(yp), takze jsme
schopni vyjadrit rozdéleni obou veli¢in zvlast, protoze vime, ze obé veli¢iny jsou
diskrétni, stac¢i tedy marginalizovat (nascitat) pres vSechny hodnoty jedné veli-
¢iny, abychom dostali vyjadifenou veli¢inu druhou za platnosti intervence do(y).
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P(X = z|do(Y ZP =,Z = z|do(Y = yp)) =

S P(X =) PZ =Y =) = P(X =) Y P(Z = 2|y = yo) =
=P(X =ux)

Soucet pravdépodobnosti P(Z = z|Y = yy) musi dat z vlastnosti pravdépodob-
nosti vysledek 1. Jak je vidét z odvozeni vysSe, rozdéleni veli¢iny X za intervence
do(yo) je stejné jako rozdéleni X bez intervence. To je patrné i z obrazku 2.3
kde je vidét, ze veli¢ina Y nijak neptisobi na veli¢inu X, proto rozdéleni X se ne-
méni s provedenim intervence na Y. Naopak na veli¢cinu Z méa veli¢ina Y pfimy
kauzalni a¢inek, tudiz rozdéleni veli¢iny Z po intervenci do(yo) by mélo zaviset
na yo:

P(Z = z|do(Y ZP =ux,7Z = z|do(Y = y)) =

ST P(X =) P(Z = oY =) = P(Z =¥ =) X P(X =
= P(Z = z|Y =y,)

Opét plati, Ze soucet pravdépodobnosti P(X = x) pres vSechny hodnoty z je 1.

Ukéazali jsme si, jak mizeme ziskat sdruzenou pravdépodobnost vnitinich ve-
licin po zasahu zvenc¢i pomoci markovského grafu, kde nemame zadné skryté kon-
foundery. Tento postup bychom chtéli rozsitit i na model, ktery miize obsahovat
skryté konfoundery, a o tom si néco vice rekneme v dalsi kapitole.

2.5.2 Model obsahujici skryté konfoundery

V pfitomnosti Skrytych konfounderﬁ v modelu se vyjadreni kauzélniho Vlivu
padé nemiizeme pouzit marginalizaci pfes vnéjsi proménné, kterou jsme vyuzili
v prikladu v minulé kapitole. Potfebujeme tedy zjistit, jak vypadda mnozina pro-
ménnych, pres kterou mizeme marginalizovat, aniz bychom zménili ic¢inek inter-
vence.

Pro ptipad markovského grafu (acyklicky graf, jehoz chybové veli¢iny jsou
nezavislé), kdy zkoumame kauzélni uéinek veliciny X na veli¢inu Y, vime z [11],
ze jsme schopni vyjadrit po-zasahové rozdéleni proménné Y jako

P(Y = yldo(X ZP = y|PA; = pa;, X = z)- P(PA; = pa;), (2.11)

kde PA je mnozina rodi¢i PA; veli¢iny X (té veli¢iny, na kterou jsme provedli
intervenci) v grafu, pa; jsou hodnoty veli¢iny PA;.

Na rozdil od pripadu, kdy jsme v modelu neméli zadné skryté konfoundery
a pri vyjadrovani po-zasohového rozdéleni jsme marginalizovali pres vSechny vnéj-
si proménné, v pripadé modelu se skrytymi konfoundery pro markovsky graf staci
marginalizovat pouze pres rodic¢e té proménné, na kterou provadime zasah.

Pro grafy, které nejsou markovské, potfebujeme najit mnozinu spliujici za-
chovani tc¢inku intervence. Takovato mnozina se nazyva postacujici mnoZzina, jeji
presnou definici shrnuje nasledujici definice.
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Definice 6 (Hledani postacujici mnoziny, neboli kritérium zadnich vratek). Mno-
Zina S je postacujici, pokud plati ndsledujici dvé podminky:

1. Zddng prvek mnoZiny S neni ndsledovnikem X,

2. mnozina S blokuje vsechny cesty z X do'Y , které konci hranou orientovanou
k X (tj. cesty, které jsou zadnimi vratky k X ).

Zadni vratka k X oznacuji nepodlozené asociace mezi X a Y, zatimco cesty
orientované od X k Y nesou kauzalni vztahy mezi témito dvéma veli¢inami. Zablo-
kovani prvné zminénych cest podminénim mnozinou S nam zajisti, Ze z asociace
mezi X a Y prokdzeme kauzalitu, neboli X bude mit kauzalni vliv na Y.

Nalezeni pripustné mnoziny nam zajisti odstranéni vSech nezadoucich sys-
tematickych chyb, které by mohly ovliviiovat kauzalni ac¢inek X na Y. Proto
v pripadé, ze mnozina S je pripustna, plati:

P(Y =yldo(X =z), S=s)=PY =yl X =z, 5=3s), (2.12)

kde x je hodnota prifazenda intervenci veliciné X, y je hodnota veliciny Y a s
je prvek mnoziny S. Rovnice vyjadiuje, ze pro jednotlivé prvky posta-
cujici mnoziny ziskdme kauzalni uc¢inek X na Y pomoci asociativnich vztaht.
Chceme-li vyjadrit celkovy kauzalni acinek X na Y staci pouzit vétu o celkové
pravdépodobnosti, vyuzit a sCitat pres vSechny prvky s mnoziny S:

P(Y = yldo(X ZP =y|ldo(X =z),S=s)-P(S=s)=
seS
=) PY=y|X=1,S=5)-PS=s) (213)

seSs

Prvky na pravé strané rovnice zndme z namérenych dat, nebo jsme je schopni
ziskat pomoci statistickych nastroju (napt. linedrni regrese). Ziskali jsme tedy
vzorec pro urc¢eni kauzalniho tc¢inku X na Y i v pripadé, kdy mame v modelu
skryté konfoundery.

V pripadé, kdy nejsme schopni nalézt z namérenych dat zaddnou pripustnou
mnozinu, 1ze také vyjadrit kauzalni tc¢inek X na Y, ale uz jinym postupem, nez
byl uveden vyse, a ten je popsan v [5].
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Z.aver

Prace se zabyvala asociacnim a kauzalnim piisobenim jevii mezi sebou. Nej-
prve bylo ukazano, ze pozorovani dvou veli¢in zaroven jesté neznamena, ze by
jedna veli¢ina byla pti¢inou veli¢iny druhé. Pro urc¢eni kauzalnich vztaht bylo po-
tfebné popsat i chybéjici pozorovani, které z napozorovanych dat nejsou znama.
Urceni kauzalniho vztahu z napozorovanych dat s vyporadanim se s kontrafaktu-
aly pomoci intervence bylo ilustrovano na praktickém ptikladu z odveétvi mediciny,
ktery 1ze vyuzit napriklad pfi testovani ic¢innosti nového léku ve farmaceutickém
prumyslu. Déle bylo uvedeno nékolik typt randomizace, které lze vyuzit pii ex-
perimentech.

V druhé poloviné préace byla zavedena reprezentace kauzalnich vztaht mezi
jevy pomoci teorie grafii a bylo ukazano nékolik metod pro sestaveni grafu kauzalni
struktury daného problému. V grafech neni zahrnut kvantitativni popis kauzal-
nich vztahli mezi jevy, proto byly popsany strukturalni rovnicové modely. Jako
jejich zakladni priklad byla rozebrana linearni regrese, coz je strukturalni rovni-
covy model pro pripad pouze jedné rovnice, ktera je navic linearni. Nakonec byl
diskutovan problémem identifikovatelnosti, neboli moznosti popsat po-zasahové
vlastnosti modelu pomoci pred-zasahovych.
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uzdravilo i v pripade, kdy by si aspirin nevzali. Veliciny Ry a 24

jsou indikatorove veliciny uzdraveni zavedené drive. V tabulce vy-

uzivame marginalni pocty pacientu pro veliciny Ry a f2; z tabulky
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Seznam pouzitych zkratek

OR - pomér Sanci z anglického odds ratio

PC - pravdépodobnost priciny z anglického probability of causation

DAG - orientovany acyklicky graf z anglického directed acyclic graph

CPDAG - uplny c¢astecné orientovany acyklicky graf z anglického completed par-
tially directed acyclic graph

SEM - strukturalni rovnicovy model z anglického Structural Equation Model
GES - Greedy Equivalent Search je ptiklad skérové metody

ANM - model séitavého sumu z anglického Additive Noise Model
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