MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

DIPLOMOVA PRACE

Vaclav Bara

Elektromagneticka rotacni superradiace

Ustav teoretické fyziky

Vedouci diplomové prace: Mgr. Tomas Ledvinka, Ph.D.
Studijni program: Fyzika
Studijni obor: Teoreticka fyzika

Praha 2017






Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,
ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této préace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V Praze dne ............ Podpis autora



ii



Néazev prace: Elektromagneticka rotac¢ni superradiace

Autor: Vaclav Bara

Ustav: Ustav teoretické fyziky

Vedouci diplomové prace: Mgr. Tomas Ledvinka, Ph.D., Ustav teoretické fyziky

Abstrakt: V této praci ukazujeme rozptyl elektromagnetického zareni na rotujicim
valci a na rotujici sfére s vyuzitim formalismu vektorovych sférickych harmonik.
Za splnéni specifické podminky pak nalézame rotacni superradiaci, jev ptivodné
objeveny Y. B. Zel’dovicem v 70. letech, pfi némz zareni rozptylem na rotujicim
objektu ziskava energii. V tomto specifickém ptipadé je podstatou jevu disipace
energie v podobé Jouleova tepla, které vznika diky generaci plosnych proudi
na vodici. Superradiace nastava i pri rozptylu zareni na rotujici ¢erné dite, zde
vsak neni disipace energie pritomna. Shrnujeme vysledky prevzaté z literatury pro
rozptyl zareni na rotujici ¢erné dite véetné aplikace zvané Black-hole bomb, kdy
mody zareni lze na urcitych intervalech aproximovat vysledky obecné relativity
rozptylem na plochém prostorocase.
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Abstract: We show the scattering of electromagnetic radiation on a rotating cylin-
der and a rotating sphere using formalism of the vector spherical harmonics in this
thesis. If a specific condition is satisfied then we can observe the rotational su-
perradiance, phenomena originally discovered by Y. B. Zel’dovich in 1970s say-
ing that the radiation can gain power by scattering on a rotating body. In this
particular case there is an underlying principle of the rotational superradiance,
the energy dissipation in the form of Joule heating created due to the induction
of surface currents on the conductor. Superradiance can occur in the radiation
scattering on the rotating black hole background, although there is no dissipation
present. We summarize the results of scattering on the Kerr black hole from the
literature, including an application called Black hole bomb, when the black hole
is enclosed into a perfectly reflecting mirror. We show that for the lowest modes
of the radiation at specific intervals the general relativity results can be approxi-
mated by scattering on the flat spacetime.
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Uvod

Obecna teorie relativity predpovédéla existenci ¢ernych dér. V roce 1963 nasel
Roy Kerr za pomoci tehdy modernich algebraickych metod feSeni Einsteinovych
rovnic gravitacniho pole [1], které odpovida rotujici cerné dite, jez je popsdna
hmotnosti M a momentem hybnosti J. Ve stejném roce identifikoval Maarten
Schmidt zarivy objekt 3C 273 (obrazek 1) v souhvézdi Panny na nebeském rov-
niku jako kvazistelarni objekt (kvazar) sklddajici se prevazné z vodiku [2]. Spek-
tralni ¢ary byly vsak vyrazné posunuty a jeho zavérem bylo, Ze objekt musi byt
velice daleko. Sviij objev prezentoval Jessemu Greensteinovi, tehdejsimu rediteli
astronomického tstavu na Caltechu, ktery poté ukazal, ze prvni pozorovany kva-
zistelarni objekt 3C 48 ma také vyrazny rudy posuv a vzdaluje se od Zemé jesté
vyssi rychlosti [3].

Fyzici tehdejsi doby se domnivali,
a spravné, ze v jadrech kvazari ro-
tuji supermasivni ¢erné diry, které jsou
zdrojem radiového vinéni, jez poprvé
identifikoval jako kosmické zareni Karl
Jansky [4] roku 1933 pii objasnovani
sumu na bezdratové telekomunikacéni
lince nad Atlantikem.

Zel'dovi¢ ukézal [5, 6], ze rotujici
vodivé objekty v plochém prostorocasu
mohou predavat svou energii do vln,
které se na nich rozptyluji, ba co vic, ze
i pri nedopadajicim zareni muze rotu-
jict teleso vyzafovat energii. Termody-  oprs7ek 1: Pozorovani kvazaru 3C 273. Ob-
namicky ditkaz této teorie vedl Beken- 470f Jje vypiijéeny ze stranek www.nasa.gov.
steina [7] k myslence, Ze i rotujicf Cerné  Jedns se o snimek nejzarivéjsiho kvazaru po-
diry musi vykazovat stejné vlastnosti, fizeny Hubbleovym vesmirnym teleskopem.
nebot i pro né existuje série termody-
namickych zédkont [8]. P¥i studiich per-
turbaci na pozadi Kerrovy ¢erné diry pak Teukolsky a Press ukézali [9, 10, 11], Ze
cerna dira skutecné muze zesilovat rozptylované zareni, a dochazi tak k extrakci
energie z této ¢erné diry.

Zel’doviciv model rotujiciho valce [6] ukazuje, Ze extrakce energie je disi-
pativni proces, pfi némz se uvoliiuje teplo. Teukolsky-Pressovo feseni [11] vsak
zadnou disipaci neuvazuje. V ergostére, ktera obklopuje vnéjsi horizont Kerrovy
cerné diry, mohou existovat viny se zapornou energii, které ¢erna dira pohlti, ¢imz
prijde o cast své vlastni energie. Je tedy superradiace v obecné relativité stejny,
¢i alespon analogicky, proces, ktery nastava u rotujiciho Zel’dovicova valce?



Thibault Damour [12] ukézal, Ze na ¢ernou diru, konkrétné pak na jeji vnéjsi
horizont, lze pohliZet jako na membranu o plosném odporu /ue = 3772, na niz
vznikaji pri rozptylech proudy stejné jako na Zel’dovicové valci a plati pro né
Ohmuv i Jouleuv zakon.

Elektromagneticka rotaéni superradiace je proces, pri némz se zesiluje elektro-
magnetické zareni rozptylem na rotujicim objektu. V této praci resime Zel’dovi¢uv
model pro rozptyl TM zéatreni na rotujicim valci, ¢imz navazujeme na bakalarskou
praci [13], kde je analyzovan rozptyl TE polarizovanych vln na stejném valci.
Déle ukazujeme odraz zareni na stojici a rotujici sféfe pro obecné uhlové rych-
losti. Situaci nahlizime pro parcialni viny, které jsou v obou pripadech timérné
elme—wt) kde m je azimutalni vinové &slo, w jejf frekvence a ¢ tthlova azimutalni
souradnice v roviné kolmé na osu otaceni.

Dale rekonstruujeme Teukolskeho postup nalezeni vinové rovnice pro elektro-
magnetické pole za pomoci Newman-Penroseova formalismu [9]. Nasledné shrnu-
jeme poznatky o feSeni rovnice v souladu s postupy Cardosa, Brita a Paniho [14].
Ukazujeme jednu z prvnich aplikaci superradiace, kterou je konstrukce éerno-
dérové bomby, tedy Kerrovy ¢erné diry uzaviené do idealné odrazivého zrcadla.
Zrcadlo ma takovy tvar, aby v kazdém jeho bodé bylo nulové normalové magne-
tické a tecné elektrické pole, modelujeme jej tedy vodivym rezonatorem.

Superradiace vSak nenastava jen rozptylem na rotujicich objektech. Abychom
ukazali, Ze superradiace je jev objevujici se i v klasické fyzice, ukazujeme interakci
nehmotného Klein-Gordonova pole s vnéjsim potencidlem v dodatku D.2. Pojem
superradiace poprvé pouzil R. H. Dicke [15] a viibec prvni efekt povaZzovany za su-
perradiaci (spontanni vyzafovani objektu pohybujiciho se nadsvételnou rychlosti
v daném médiu) popisujeme v dodatku D.1 po vzoru prace [16].



1. Pribéh extrakce energie

1.1 Zel’dovic¢ a rotacni superradiace

Na pocatku 70. let vyslovil Yakov Borisovi¢ Zel’dovi¢ hypotézu, ze 1ze ex-
trahovat energii z rotujici ¢erné diry stejné, jako v klasickém ptipadé lze cerpat
kinetickou energii rotujicich objektti rozptylem zareni.

Neché-li se akustickd vlna dopadnout a odrazit na médium, které se pohybuje
v daném prostredi rychleji nez zvuk, dojde ke zvysSeni hlasitosti zvuku. Za po-
dobny efekt byla roku 1958 udélena Nobelova cena za fyziku ,,Za objev a inter-
pretaci Cerenkovova jevu “. Ta 11k, Ze ¢astice pohybujici se v médiu rychleji nez
svetlo spontanné vyzaruje elektromagnetické viny. Pohyb c¢astice v dielektrickém
prostredi 1ze nahlédnout v dodatku D.1.

Zel'dovi¢ si vsiml, ze analogie odrazu viny na desce nebude fungovat ve va-
kuu, nebot se zde nemuze hmotnad deska pohybovat rychleji nez svétlo, ovsem
v zaktivené geometrii lze zesileni elektromagnetickych vin ziskat. Ve svém clanku
[6] tvrdi: ,, It can be assumed that the effect in question appears also when the
interaction of the waves with the rotating body is connected with the gravitational
field of this body and does not depend on dissipated processes in the material of the
body.” S touto myslenkou se ptivodné nemohl ztotoznit Kip S. Thorne, kterému
ji Zel’dovi¢ prezentoval [17]. Sdzku o lahev brandy vsak se Zel’dovi¢em prohral
[17], efekt se o par let pozdéji skutecné objevil v obecné teorii relativity.

Ve stejném clanku Zel’dovic také navrhl obalit rotujici objekt polopropustnym
zrcadlem. Ve ¢lancich [6, 5] ukdzal rozptyl skalarniho a elektromagnetického pole
na pomalu rotujicim valci. Elektromagnetické pole se rozptylem zesili za splnéni
podminky

w —mf) <0,

kde w je kladna frekvence zareni, m pocet period viny v azimutalnim smeéru a 2 je
velikost 1thlové rychlosti valce.

Jako nejjednodussi je (jako varianta Zel’dovicova ptivodniho modelu) v této
praci uvazovana rotujici valcova slupka. Prace nejprve shrnuje vysledky bakalar-
ské prace [13] v podkapitole 2.2.1, kde stejné jako Zel’dovi¢ [6] studujeme rozptyl
valcové TE vlny. V této praci se v nékolika modelech zkoumaji vlastnosti ro-
tacni superradiace. Pridan je rozptyl TM vlny na rotujicim valci a obecny rozptyl
na rotujici vodivé sfére. V kapitole 3 podavame termodynamicky dikaz super-
radiace pro obecné axidlné symetrické téleso rotujici okolo své osy symetrie dle
vzoru Bekensteinova ¢lanku [16]. Navazné na to prebirdme i dikaz superradiace
v obecné relativité v kapitole 5.1 pro Kerr-Newmanovu c¢ernou diru za pomoci
Bardeenovych-Carterovych-Hawkingovych mechanickych zakont ¢ernych dér [8],
které jsou dnes zndmy jako termodynamické zadkony Kerr-Newmanova prostoro-
casu.
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Obrazek 1.1: Amplification and absorption of electromagnetic (s = 1) waves by a rotating black hole. The fractional
energy amplification (positive Z) or absorption (negative Z) of the three most strongly amplified spheroidal-wave
modes is shown as a function of the wave's frequency w (in units of m times the hole’'s maximum rotation frequency
wf’x = 2/M ). The different curves parametrize the specific angular momentum a of the hole in units of its mass
M, ranging from a/M = 0 (Schwarzschild) to a/M ~ 1 (extreme Kerr). The curves labeled o and j3 indicate values
a/m = 0.999 and 0.99999, respectively. To show five logarithmic decades of both positive and negative values, and
a linear region where the zero crossings occur, the ordinate has been plotted proportional to sinh*1(105Z). The
significance of Z — —1 as |w| becomes large is that the hole becomes "black", with all incident energy asorbed. The
significance of a range of w with Z positive is that waves in this range extract energy from the rotating hole, and
come out "superradiantly amplified."(Pfevzaty popisek a obrizek z [11])

1.2 Extrakce energie z cerné diry

Na konci 60. let minulého stoleti ukazali James M. Bardeen, Brandon Carter
a Stephen Hawking, ze pro Cerné diry plati specifické mechanické zakony [8].
Jednim z téchto zakonu je zakon rostouctho horizontu cerné diry, tedy fakt, ze
velikost horizontu nemize zadnym nekvantovym jevem klesat.

Jacob Bekenstein uvidél analogii ristu horizontu s rustem entropie [18], jeho
argument se vSak nesetkal s pochopenim, alespon zprvu. Hlavnim protiargumen-
tem termodynamické teorie byla Spatna predstava toho, ze cerné diry nemohou
vyzatrovat. Jakékoliv téleso o nenulové teploté by vSak zarit mélo. Naopak argu-
ment pro prijeti teorie byl, ze spadne-li téleso do ¢erné diry, neméla by se ztracet
entropie, cernd dira by tedy méla mit svou entropii a tu pri prijeti jakéhokoliv ob-
jektu zvysit. Spor nakonec rozhodl Stephen Hawking ve prospéch Bekensteinovy
predstavy, kdyz ukazal, ze diky kvantovym efektim v blizkosti horizontu muze
dochézet k vyzarovani energie cerné diry — k vyparovani ¢ernych dér. Za pomoci
termodynamickych zdkoni pak Bekenstein dokonce ukézal [7], zZe lze rozptylem
viny imérné et kde ¢ je azimutalni Boyer-Lindquistova soufadnice, z ro-
tujici nabité cerné diry extrahovat rotacni elektromagnetickou energii, a to za
splnéni specialni podminky

w—mfy <0,

kde Qg je uhlova rychlost vnéjsitho horizontu r = r, = M + /M? — a?.



Spolu s termodynamickymi argumenty byla extrakce energie potvrzena i fe-
senim perturbac¢nich rovnic pro pole v okoli ¢ernych dér. Saul A. Teukolsky v ro-
ce 1972 [19] ukézal shrnuti chovéani Kerrova prostorocasu s lehkymi perturba-
cemi. V nasledujicich dvou letech vydal spolu s Williamem Pressem trojici ¢lankt
[9, 10, 11], v nichZ nejprve ukazuje elegantni odvozeni vinové rovnice pro gravi-
tacni a elektromagnetické viny za pomoci Newman-Penroseova (NP) tetradového
formalismu a nasledné ukazuje, ze Kerrova cerna dira je stabilni vic¢i takovym
perturbacim. V poslednim zminéném clanku pak spolu s Pressem ukazuji inter-
akci Kerrovy ¢erné diry se zarenim. Zesileni rozptylem, které ziskali pro elektro-
magnetickou vlnu, je ukdzano na obrazku 1.1. Jejich postup ¢astecné shrnujeme
v kapitole 5.

1.3 Membranové paradigma

Spolu s astronomickymi objevy pfichézi vzdy i mnoho inspirace pro astrofy-
ziky a ve 20. stoleti nove i pro relativisty, ktefi se stali nedilnou soucasti ast-
rofyziky ve chvili, kdy se cerné diry prijaly jako existujici a pozorované objekty
naseho vesmiru.

»In theoretical physics a special role is played by the diagrams, pictures, men-
tal images, and descriptive phrases that accompany our equations,” pisi Richard
H. Price a Kip S. Thorne v prvni kapitole své knihy Membranové paradigma
[20]. V knize popisuji jednu z takovych mnemotechnickych pomtcek pro chapani
¢ernych dér, kterym membranové paradigma je.

Jeden z klicovych ¢lankt pro membranové paradigma [12] vySel v lednu roku
1978. Thibault Damour v ném popsal zptsob, jak se na ¢ernou diru divat jako na
vodivou membranu, po jejimz povrchu te¢e proud. Damour uvazuje ¢tyiproud J¢,
ktery se zachovava napri¢ celym prostorocasem. Urcity naboj ¢i proud miize skon-
¢it pod horizontem cerné diry. Pokud nas ale nezajima, co se v oblasti r < r,
déje, 1ze situaci vytesit fenomenologicky pridanim plosného ¢tyrproudu tekouciho
na horizontu. Jak sdm v ¢lanku pise: ,Matematicky je problém nasledujici: Se za-
danym proudem J%(v,r,0,p) takovym, Ze J%, = 0, najdéme komplementarni proud
Jj% s nosiCem na r = r takovym, ze J*Y (r —r, )+ j se zachovava, kde Y je Heavi-
sideova funkce.” Vysledkem Damourova snazeni pii zavedeni plosnych proudt je
vztah

E+V xB, =4n(K —oV),

kde K je plosny proud, ¢ zavedena plosna hustota naboje a V' je rychlost hori-
zontu, kterému je prirknut odpor 47 ~ 377 2.

Pokud tedy lze zkonstruovat tvar plosného Ohmova zdkona na vnéjsim hori-
zontu r = ry, je mozné divat se na procesy, k nimz dochazi pri rozptylu elek-
tromagnetického vinéni, jako na procesy disipativni. Pravé disipace je zakladnim
kamenem superradiace. Pokud to tak je, musi existovat néjaky tvar Jouleova za-
kona pro rotujici ¢ernou diru, ktery bude vyjadfovat zménu vykonu rozptylené
oproti dopadajici viné, a tento rozdil musi souviset se zménou rotace cerné diry.

7



V kapitole VI ¢lanku [12] Damour naléza tento tvar Jouleova zdkona
0= / 4n|K — oV |2 dA
H

kde Q = M—Q8S, a S, =dS, /dv je tok momentu hybnosti (v je ¢asova souradnice
spadajici do Kerrovych soutfadnic, jez ¢lanek [12] vyuziva).

Déle Damour formuluje Ohmuv zakon ve tvaru A,(62) — A,(61) = RI, kde
I je celkovy proud a rozdil AA, zde ma charakter napéti mezi dvéma body
na horizontu. Diky tomu je mozné najit celkovy vykon dodany do éerné diry

M = RI>.

Membranové paradigma tedy jako mnemotechnickd pomucka dovoluje pred-
stavovat si nejasny, nedisipativni proces superradiace na rotujici ¢erné dire jako
disipativni proces roztyplu na vodivé membrané, kde k disipaci dochazi. To vSe
plati jen diky tomu, Ze kazdy bod na horizontu rotuje stejnou thlovou rych-
losti Qfr, a chova se tak jako tuhd membrana — okomentovano v resersni kapi-
tole 5.

1.4 Soucasna doba

Superradiaci se dnes zabyvéa predevsim Vitor Cardoso a Richard Brito, kteri
spoleéné s Paolem Panim vydali knihu [14], kde se diskutuji vSemozné typy super-
radiantnich efektu. Od téchto autoru lze nalézt vice publikaci k danému tématu,
za zminku stoji pojednani o nestabilitich ¢ernych dér [21, 22] ¢i dizertacni prace
Richarda Brita [23] zabyvajici se mimo jiné hmotnymi bosonovymi poli se spi-
nem 2.

V knize [14] ukazali vySe zminéni autori, jak lze feSit rozptyly mnoha typu poli.
Jev elektromagnetické superradiace, ktery je tsttednim tématem této prace, je
pouze jednim z procesu extrakce energie. Superradiaci 1ze pozorovat i pro skalarni
a gravita¢ni pole, a to nejen pro rotujici objekty. Zajimavosti je, Ze superradiace
se objevuje pro bosonové pole, nikoliv pro fermionové [14]. ReSeni v{se zminéné
Teukolskeho rovnice tak povede na superradiaci pro skalarni, elektromagnetické
a gravita¢ni vlny, nikoliv pro pole neutrinova ¢i elektronova.



2. Rozptyl na rotujicim valci

Rozptyl elektromagnetické viny na rotujicim objektu je demonstrovan v této
kapitole nalezenim refrakénich koeficient intenzity a vykonu pro rotujici valcovou
slupku o konstantni vodivosti.

Rozptyl TE viny byl jiz rozebran v bakalarské praci [13], a proto zde nebude
podrobné rozpracovan, vysledky budou shrnuty v prvnich dvou sekcich.

: I
Q TE
——
—_—

—_————
“TM
Js

ETM

dopadajici

ETI\- 4 ‘ | ‘ ‘ -
superradiantni TE T
\i%__// E superradiantni

2.1 Vlny ve valcovych souradnicich

Umluva: Rychlost svétla ve vakuu napHE kapitolou 2 poklddame rovnou jedné, ¢ = 1,
proto v textu platf k = w/c = w, také pgep = 1/c2 = 1.

Vlnovou rovnici pro elektromagnetické potencialy lze separovat ve valcovych
soutadnicich (p, ¢, z). Aby mély rovnice pro potencidly vlnovy tvar

0OA=0, O0® =0, (2.1)
¢i zkracené (1 A* = 0, musi byt splnéna harmonicka kalibra¢ni podminka
V' A + pﬂﬂﬁoat(ﬁ = 0. (22)

VlInové rovnice ve vybranych soufadnicich [24] lze fesit pomoci separace promén-
nych. Pro jednoduchost zavedeme stejné jako v praci [13] vektorovy potencial
A = Ae,, ktery je teény k povrchu rotujiciho valce a vede na TE polarizované
zéateni. Z vlnovych rovnic a kalibra¢ni podminky pak automaticky plyne

® =0, A=) by (wr)elme—en (2.3)



Obrazek 2.1: Na obrazcich je zndzornéno elektrické pole TE viny & magnetické pole TM
viny. Na levém obrazku vidime pFichazejici vinu, uprostfed je vina odchdzejicl a pravy obrazek
ukazuje stojaté vinénf uvnitF vdlce. Obrdzek je vyhotoven pro m = 4.

kde b, je libovolné feseni Besselovy rovnice [13]. Elektromagnetické pole lze ziskat

E=-V&-0A, (2.4)
B=VxA, (2.5)
¢i ve 4D zapisu F, = Ay — Ay . Druhou polarizaci TM lze ziskat transformaci
E — ¢B, B+— —lE, (2.6)
c
diky niz B ~ e,. Vysledné elektromagnetické pole bude mit tvar
- im dfﬂgM i(mp—
Blta) =X (wfE(p)e. — 21 pey + Tie, ) o0, )
: d TE )
Blta) = X (ifiples + L1 ple, - P, emmn, e
- p p

kde frE, fIM jsou radialni profily TE a TM polarizovanych vln. Rozvojem funkci
1 0

HO@) L HP@) L =, Ju@) Lam, (2.9)
T
HY (@) & o B S oo™, Inf@) Boos[[ 475 ~a] @10)

Ize vidét, ze H(?, resp. H\}) odpovid4 pro w > 0 piichazejici, resp. odchazejici
vlné a jediné regularni feseni v po¢atku souradné soustavy je stojaté vinéni .J,,.
V dodatku B.1 je navic diskutovino i dalsf fefeni, kdy A ~ €%,

Grafické znazornéni z-ové slozky elektrického TE ¢ magnetického TM pole je
vidét na obrazcich 2.1 a 2.2.

2.2 Rovnice na rotujicim rozhrani

Pokud se elektromagnetické zareni rozptyluje na valci o plo$né vodivosti o,
musi splnit Maxwellovy rovnice nejen ve vakuu, ale také na rozhrani vnitiku

'Kovariantni derivace zde znaéi kiivost soufadnic, nikoliv kfivost prostoru.
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Obrazek 2.2: Pole vné vialce se sklddajl. Na levém obriazku lze vidét pole, pokud valec
absorbuje zafenf, pravy obrazek je naopak pole, pokud nastdva superradiace. Hodnoty jsou
zde nadsazené (poméry odchozi:pFichozl jsou 1:1.9 a 1.9:1), aby byl efekt poznatelny
oproti stojatému vinéni.

a vnéjsku valcové slupky. Tyto rovnice maji po slozkich tvar [13]

[E)l = 2(ps +0osvEp)/eo, || [B] = 0,
[Ef,o] = 0, [Bf,o] - P"OJSFY(EZ - UB!,O): (211)
[E:] = 0, [B:] = —pov(0sEyp + vps).

kde v = (1 — Q2a? — je Lorentzuv faktor a v = Qa je povrchova rychlost valce

o poloméru a, ktery rotuje s thlovou rychlosti 2 = Qe,. V aproximaci pomalych
rychlosti Qa < ¢ lze psat v &~ 1 a v této aproximaci z rovnic taktéz vymizi
vSechny ¢leny, v nichz se vyskytuje v-y.

Vyhodné je ze skoku [E,] vyjadiit plosnou hustotu naboje ps, kterd se na
valcové slupce rozprostira,

e = (6—0 A UJSE@) (2.12)
Y
a nasledné dosadit do rovnice pro skok [B,]

[B:] = —moy (osEp + %[Ep] - v%gE,p) = —v[E,] — ﬁﬂ%E@. (2.13)

Elektromagnetické pole slozené ze vsech TE i TM médu

B=2 - (iﬁf (p)e, — A (.0)8@) + iweszE(p)] M (219)
m | P " dp m

B=} (—imf n(p)ep — dfm” (P)erp) + iweszM(P)] ellme=e) (2.15)
m | p " dP m

11
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Obrdzek 2.3: Na rotujicim vélci se generuje plodny proud, ktery je timérny cos(my). Te¢né
slozky elektrického pole jsou pro TE vinu nenulové ve sméru z a pro TM ve sméru o, jak
je vidét. Efekt ¢lenu pgv vymizf pro TE vinu (ps = 0) a pro TM nezménf smér, na obrazku
Jje tak znidzornény celkovy proud na povrchu valce. Pro dopadajic/ TE vinu je vidét, Ze m
m4 skutecné vyznam period v azimutdlnim sméru, nebot toto &islo udivd polet regioni,

kde proud tece ve sméru a proti sméru osy z. Analogicky pro TM vinu ve sméru e,. Na
poslednim obrazku na valec dopadd vina slozend z TE£=1a TM £ = 4.

1ze dosadit do rovnice na rozhrani (2.11) a ziskat sérii rovnic pro nezndmé koefici-
enty BTE, 4 TE BT ™ ge ynidmym vstupem dopadajicich TE i TM vIn o T8, o™,

P1i rozptylu se bude generovat plosny proud na povrchu valce. Pro ruzné
dopadajici vlny je ukazan na obrazku 2.3.

2.2.1 Dopadajici TE polarizovana vlna

Tato ¢ast byla naplni prace [13], proto ptejaté vysledky v této ¢asti nejsou
podrobné zdavodnény. Rovnice (2.11) nemisi TE a TM polarizace, jak lze snadno
nahlédnout.

Pro TE polarizaci se nemisi ani jednotlivé médy m. Relativni amplitudové
koeficienty odrazu a vnitini viny jsou

TE _ @
ﬁ?E _A Hﬁ)(wa)Jm(wa) o A= 2w (216)
arn” A+ Hp'(wa)Jp(wa) TosYpowa w — mi}

af® 94 A-1],(ak)HS (ak)

TE
1
Tm (2.17)
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Obrdzek 2.4: Na rotujicl vilec dopadi elektromagnetickd vina TE polarizace. Odrazf se a
relativni pomér vykonii RT® je v uréité oblasti vétsf neZ jedna, tedy vina odndsf energii,
kterou extrahovala z rotujiciho valce.

Relativni odchazejici vykon je dan pro kazdou parcialni vinu

PR 2
— ( S;‘)dchaze‘]lm) B ﬁ:;"zE
Rm - ( Sf};fichézejici > - &EIE ! (218)

kde je vyhodnéjsi definovat tento vykon za pomoci stfednich hodnot, nebot tim
vypadnou piispévky od stojatych vln uvniti vdlce. Podminka na to, aby RIEF > 1,

w—m <0, (2.19)

se nazyva Misner-Zel’dovicova podminka existence superradiace pti rozptylu viny
dopadayjici na rotujici valec. Energeticka bilance ma tvar

B P =1—mayos(w —mQ) vy | Jm(wa) ?, (2.20)

odkud lze pifmo vyéist, Ze |BEE|? > 1 & w — mf < 0. Tento relativni odraZeny
vykon RI® je znazornén na obrazku 2.4.

2.2.2 Dopadajici TM polarizovana vina

Dosazenim TM pole do rovnic (2.11) lze uvazit, Ze skok jedné teéné slozky [E,]
elektrického pole je automaticky splnén, nebot tato slozka je pro TM polarizaci
nulova. Stejné tak skok radialni slozky pole magnetického. Nulova je i slozka B,
a tudiz i jeji skok musi byt nulovy. V rovnici pro skok [By| se navic objevuje E,
a By, které jsou nulové, rovnice je také automaticky splnéna.

Jediné rovnice prinasejici néjakou informaci na rozhrani pro rozptyl TM viny
jsou rovnice

HoOsg

[B))=0 a [B]=-2%E,_E,) (2.21)




™
m

R

w [HZ]

Obrazek 2.5: Na valec rotujici s povrchovou rychlosti v = Qa = 0.7c dopad3 elektromagne-
tickd vina TM polarizace. Stejné jako u rozptylu TE viny je pro kaZdou z vin typicka oblast
superradiace, v niZ plati w < m$). Na prvni pohled je zfejmé, Ze zesilenl viny je nejsilnéjsi
pro méd m = 1.

pro obecnou superpozici véem TM maédu Ize rovnice upravit do tvaru

%ﬂ%ﬂgng a ;@—mWMMWEJ%E;%%@JW
(2.22)

Stejné jako u TE vIny Ize nahlédnout, Ze jednotlivé médy se nemisi, soustava
je v tomto smyslu separovatelna a stac¢i resit rovnice

dfm o AH v AHS) ™ dm
—— | = — —n - — = 2.23
] — U )+ A L ) N ) =0 .29
[fm] = @™ H® (wa) + LM HY (wa) — y™M T, (wa) = in"yglmctli(wa), (2.24)
P
kde k = ’%m Resenim rovnic je relativni amplitudovy koeficient odrazené
viny
™ A J (wa)HY' 2 — mQ
ﬁq}M _ ! (wa) n f(wa) pro A= 7w ml (2.25)
O, A+ J! (wa) o (wa) MO spowa w

Na rozdil od TE vIn zde vysly derivace Besselovych a Hankelovych funkei.
Navic v parametru A je bezrozmérny ¢len w/vy(w — mf)) na minus prvni oproti
TE polarizaci.

U odrazeného vykonu parcialni viny

2
m

T™
am

R™ — (2.26)

lze analogicky uréit, ze Ry, > 1, pravé kdyz je splnéna Misner-Zel’dovi¢ova pod-
minka

w—m <0, (2.27)
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Obrazek 2.6: Zavislost odrazu vykonu na podflu Q/w ddvd jasny vysledek. Superradiantnf
rozptyl nastdvd ve chvili, kdy Q/w > 1/m, jak ukazuje graf.

prubéh relativniho vykonu je znidzornén na obrazku 2.5. Superradiace pro zavis-
lost na podilu 2/w je zndzornéna na 2.6.

2.3 Energeticka bilance TM viny

2.3.1 Skok Poyntingova vektoru

Ve zminované bakalarské praci byla rozebréana energetickd bilance pfi roz-
ptylu cylindrické TE viny, stejny vztah je proto potfeba nalézt i pro TM vinu.
Poyntingtv teorém na rozhrani nam tika, ze

(n - [S]) = —(Re[js] - Re[E]) = (Py), (2.28)

odkud lze zjistit stfedni hodnotu vykonu mechanickych sil za pomoci skoku radi-
alni slozky Poyntingova vektoru

(P2) = (1S)) = - (B x Hul) = 5 RelBy x Hi) = 5= RelBpn B )
(2.29)

Nejprve diskutujme vnitfni Teseni. Stiedni hodnota radiilni slozky Poyn-
tingova vektoru je zde nulova, nebot je tmérna Re[iJm(wa)J),(wa)]. Sbihava (+)
a rozbthava (—) vlna d4 prispévek

[ dH®
Sty _ Y a™|2Re |i—"(wa) HY (wa) | , 2.30
(i) = g R Re s G 0 ) (2:30
-\ _ W oTMp2 --de(nl,) (2) - _ _ pTMy o+
(Sp) =~ G Re |G () B w0) | = —REN(S), (23D
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realnd ¢ast ve stfedni hodnoté muze byt vyhodnocena za pomoci Wronskianu.
Pro zjednoduseni zapisu wp = =

(1)
Re [ﬁﬁm@] — —Im ldJmJ _ Wmy i (d‘}mym - deJm)

dez ™ dz ™™ dz dx dx
(2.32)
dY, dJm,, 2
“ T e (2:33)
Vysledné tedy lze psat
N B RTM -1
([S ,m]) = (Sp,m> + (Sp,m> —0= W (234)

Pii superradiantnim rozptylu je RfM > 1 a ([S,m]) m4 kladnou hodnotu.
Tomuto skoku je roven vykon mechanickych sil (Jouleuv vikon)

™
P;=—j,-E = M, (2.35)

T o @
odkud je vidét, ze P; > 0 za predpokladu, Zze w < mf), a systém tak predava
energii viné v podobé tepla. Tento disipativni proces je podstatou superradiace.
Jouleuv vykon primo souvisi s momentem sily, ktery na rotujici valec pusobi,
P; = —QM, ~ R™ — 1, odkud M, ~ 1 — RIM. V piipadé superradiantniho
rozptylu je M, < 0, coz by odpovidalo brzdéni valce. Vnéjsi silou vSak tento efekt
vyrovnavame, aby thlova rychlost byla konstantni a vySe uvedené postupy mély
jednoduchy tvar.
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3. Rozptyl na sfére

Umluva: V této kapitole je po&ftino s obecnou rychlost( svétla ve vakuu c. AZ ke konci pro
potfeby vykreslovani vysledkii je poloZena rovna jedné analogicky kapitole 2. Zavad( se také
bezrozmérny parametr + = kr, resp. § = ogupc, ktery ma vyznam $kalovaného poloméru sféry,
resp. bezrozmérné vodivosti povrchu.

Znakeni: Necht f je funkce, poté f(z) = zf(z). Platl f'(z) = f(z) + zf'(z).

Stéricka slupka o poloméru a, jez rotuje s thlovou frekvenci €2, rozptyluje
elektromagnetickou vlnu popsanou v dodatku B.2 (véta 13).

ETE nebo TM
dopadayjici

E TE+TM
superradiantni

Fyzikalni zménou oproti rozptylu na valcové slupce bude predevsim miseni
jednotlivych mdédiu i polarizaci pri rozptylu. Samotna dopadajici TE vina se roz-
ptyli na superpozici TE 1 TM polarizovanych vin o raznych médech.

Tato vlastnost vede k tomu, Ze rovnice je potteba Tesit numericky a podminku
superradiantniho rozptylu lze uréit pouze termodynamicky.

3.1 Superradiace a termodynamika

V této kapitole je ukazano, jak vypadé rozptyl na rotujici sfére. Dopadajici
parcialni vlna se rozptyli do mnoha médua. Kvali tomuto efektu neni mozné ziskat
presnou podminku na superradiantni rozptyl, nebot matematicky se jedna o tillohu
invertovani ¢tvercové matice s nekoneéné radky a sloupci.

Zde po vzoru Bekensteina [16] podejme termodynamicky dikaz superradiace
na rotujicim télese, které je axiilné symetrické dle osy rotace. Dopadajici viny
lze charakterizovat frekvenci w a azimutalnim éislem m, které udava pocet period
v roviné kolmé na osu rotace objektu [nebo v kvantové predstavé nese moment
hybnosti ve sméru osy rotace|. Dopadajici vykon d P na thlovém rozsahu dw ma
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hodnotu
dP = I(w,m)dw, (3.1)

kde faktor I(£2,m) je vykon neseny vlnou dané frekvence. Veskery dopadajici vy-
kon se rozdéli na vykon P, absorbovany rotujicim objektem a vykon P, rozptyleny.
Zavedenim koeficientu absorpce parcidlni viny a(w,m) lze psat

dP, = a(w,m)I(w,m)dw, (3.2)
dP; =dP — dP; = [1 — a(w,m)] I(w,m)dw, (3.3)

kde se projevi axialni symetrie objektu, kdy a je zavisla pouze na dopadajici viné.
Pro ne-axi&lni symetrii jsou koeficienty dopadu zavislé i na dalsich parametrech.

Celkova zména vnitini energie objektu ma tvar
= /dP{1 —€e= /a(w,m)f(w,m)dw — &, (3.4)
kde € je koeficient spontanni emise vykonu. Zména momentu hybnosti ve sméru
osy z ma tvar [16]

3
%: an,mlw,m dw — J? 3.5
dt €
w

pii spontdnnim tbytku ¢asové hustoty momentu hybnosti J2. Pfijaté teplo mé
tvar

6Q =dU — W =dU — Q- dJ . (3.6)

Derivujme prvni termodynamicky zakon dle ¢asu za konstantni teploty T', se
zavedenim entropie dS = dQ) /T nabyva prvni termodynamicky zakon tvaru

ds dU,, dJ 3 e —QJ3
dat Tldt N dt] T/(l_ _) ) w;m) d = —
(3.7)
a druhy termodynamicky zédkon ika dS/dt > 0. V rezimu, kdy je spontdnni emise

zanedbatelna, plati ze lze zapsat ¢asovy prubéh dodavaného tepla jen za pomoci
integralu

_m_/( —m= ) (w,m) I (w,m) dw . (3.8)

Jelikoz integral nabyva platnosti pro libovolny rozsah frekvenci, na jejichz
vybéru nezavisi mikroskopické fyzikalni zakony, musi byt nutné integrand kladny.
Koeficient neseného vykonu I(w,m) je kladny vzdy, proto plati

w

(1 - mg) a(w,m) > 0. (3.9)
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S konfiguraci w < mf) pak musi byt absorpéni koeficient zaporny, tudiz vina
svym rozptylem z objektu extrahuje energii. Tato podminka se nazyva Zel dovico-
va podminka rotacni superradiace.

Pokud by byla splnéna podminka w = mf2, vypadne integral iplné a zména
entropie bude ddna pouze spontanni emisi

T% = QJF —, (3.10)

a tedy € — QJ? < 0 pro libovolnou thlovou rychlost. Odtud plyne ¢ < Q.J? 5
0, pro koeficient plati J? > ¢/Q. Na zdkladé této predstavy uvaZoval Zel’dovié
analogii, kdy Kerrova ¢erna dira musi spontanné vyzarovat energii a snizovat svij
moment hybnosti. V pozdéjsi dobé se tato predstava ukazala jako spravna.

3.2 Rovnice na rozhrani

Maxwellovy rovnice na rozhrani rotujici sféry o poloméru a thlovou rychlosti
Q2 = Qe, jsou odvozeny v dodatku B.4. Lze je zapsat ve skalarni

[ET‘] — 7(193/60 + ﬁl]o'sUEtﬁ): [Br] = O:
[Ee] = 0, [Bo] = nov(0sEs + vps), (3.11)
[Etﬁ] = 0, [Bdi] = _ﬂDC"sF)’(EfJ + UB?')

i vektorové podobé

n - [E] = ps/eo, (3.12)
n x [E]=cn-[B] =0, (3.13)
n x [B] = yuoos (E” + UB,-GQ) + Yo ps, (3.14)

kde v = Qasin(f)e, je rychlost bodu na povrchu sféry. Ze skoku radidlni slozky
elektrického pole lze ziskat plosnou hustotu naboje a plosny proud upravit do
tvaru

: v? 1 v
Js = Y0s (E” +vB,egp + C—2E¢8¢) + QC_Q[ET] €4. (315)

3.3 Vlny na rozhrani

Reseni vlnové rovnice ve sférickfch soutadnicich je podrobné&ji popséno v do-
datku B.2. Kip Thorne ve svém ¢lanku [25] zavedl nové funkce, mezi nimi i vek-
torové sférické harmoniky, diky nimz lze zapsat obecné elektromagnetické pole

19



v podobé

7 7

E= Z(ff yimo i D gy e (g@(mg"’(r))i@ﬁi") e,

(3.16)
B- Z(Qﬁ e+ LD sy + (o) + 20) Y(e”) |

e

(3.17)

kde Y, jsou vektorové sférické harmoniky (dodatek A.4) a pro funkce f, g¢ plati

(@pmh{(7), sbihavé TE vina,

fe(r) =4 ﬁgmhgl)(’?'), rozbihava TE vlna, (3.18)
| Vem je(7),  stojata TE bvlna,
Amh{?(#), sbihavd TM vlna,

ge(r) =4 Bgmhgl)(’f‘), rozbihava TM vlna, (3.19)
\Ggmjg(f'), stojata TM vlna.

Rovnice s nulovou pravou stranou (3.13) lze projekci na elektrické a magne-
tické vektorové harmoniky (véta 6) pfevést na tvar

[fe =0, lig:] — 0, (3.20)

a zustava tak pouze rovnice pro plosnou rotaci magnetického pole. Jeji projekce
nyni probereme zvlast pro stojici a rotujici sféru.

Koeficienty rozptylu pro stojici sféru jsou znamy jiz dlouhou dobu. Kompletné
popsal rozptyl na stojici sfére Mie pri svém zkoumani rozptylu zafeni na sférickych
¢asticich. Zajimavé zobecnéni pro homogenni dielektrickou sféru lze najit napr.
v [26]. ReSeni Maxwellovych rovnic na rozhrani rotujici sféry je analogicky postup,
ktery se ovsem z duvodu slozitosti Feseni v literature nevyskytuje.

3.4 Stojici sféra

Nejsnazsim pripadem je volba €2 = 0, kdy se sféra nepohybuje. Plogny proud
na rozhran{ nabyv4 trividlntho tvaru j, = o9 E), sklad4 se tedy pouze z vodivostni
¢asti. Rovnici (3.14) 1ze opét projektovat na jednotlivé harmoniky

[(nx [B] = nootBy) - Y, dQ =0, (3.21)

piicem? index 0 u ¢? symbolizuje nulovou rotaci. V nésledujici kapitole pak zo-
becnime situaci na o, = 0,(12), 0¥ je konstantni.
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Obrizek 3.1: Koeficienty fBm,Bm jsou komplexni, poméry RFE = |Bm/am|?, REM =
| B /Am|? jsou dmérné rozptylenému vykonu. Pro rozptyl TE i TM viny existuji riizné
rezonancnf frekvence, pti nichZ dochazi k totdlnimu odrazu. Tyto frekvence odpovidaji re-
zonancim popsanym v dodatku B.5.

Diky ortogonalité vektorovych harmonik Ize rovnice na rozhrani zapsat v ele-
gantnim tvaru

50 3.22
(H] ==idf Lo = "ai(@),

kde & = ka je $kalovany polomér dané koule a 6° = pyo?c je bezrozmérn4 vodivost.
Specifickou vlastnosti pri rozptylu viny na stojici sféfe je, Ze rovnice smésuji TE
a TM polarizace, tedy v rovnicich nevystupuji f;, g, provazané. Tato vlastnost jiz
pfi pomalé rotaci vymizi.

Hledanad vlna mé radialni profil (3.18), (3.19) dany vétou 14, feSenim jsou
potom koeficienty rozptylené viny 5, B, a koeficienty vnitinich feseni ,, G, (fecka
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pismena odpovidaji TE polarizaci, kapitalky latinské abecedy TM)

1—6%,(a)h{? (a 2

ﬁf = O'E.E(A)Afl)(/\)’ Ve = Qg DA_ AT (1) rany? (323)
1+ 8%5e(a)h, " (a) 1+ 6%j,(a)h, " (@)
1 50 “ria ;1;(2) ra 9

Be = Ae of-f(?)('*fl)) (?)’ Ge= A T (3.24)
1+ 0% 55(a)(hy ) (@) 1+6°55(a)(h, ) (a)

Reseni je graficky zpracovano na obrazku 3.1.

Jak je vidét z Teeni, existuji takové poloméry, kdy dochazi k totalnimu odrazu.
Jedné se o pripady, kdy nastdva rezonance. Vice lze nahlédnout v dodatku B.5.

—
Znaceni: Nazvem f-vektory je minéna posloupnost prvkii 8 = {8:}¢. Endomorfismy na tomto
vektorovém prostoru jsou £-matice, které Ize pro prehlednost zapisovat s nasledujfcimi pravidly:

= D, — Diagonalnf £-matice odpovidajicf a.
= T, — Tridiagonalnl £-matice odpovidajfcf .
= N, — Obecnéjél £-matice odpovidajlc( a.

Formalné lze zapsat rovnice v f-maticové podobé za pomoci S-matic D;

— - - — — —
ﬁ = Dgao:, Y= D.],aOf? B = DBAA, G = D'GAA. (325)

3.5 Rotujici sféra

Rotujici sféra musi splnit rovnice na rozhrani, nyni s nenulovou povrchovou
rychlosti v = Qasin(f)e,. I v ptipadé rotujici sféry musi byt splnéno

[fd=0 a lﬁ”l =0, (3.26)

posledni z rovnic (3.14) je ov8em provazana, vyskytuje se v ni miseni polarizaci
i moéda. Tuto rovnici lze opét projektovat na magnetické, elektrické a radialni
harmoniky. Integraly vzniklé projekeci obsahuji Lorentzuv faktor

2 2 —1/f2
y = (1 L Cf‘ sin2(9)) , (3.27)

a integrace pres @ se tak stava obecné naroénou. Jednou z moznosti, jak integrace
urychlit, je zavést vodivost takovym zpusobem, aby tento ¢len vyrusila, v limité
nulovych otac¢ek se pak bliZila hodnoté o2, kterd je pouZita pro stojici sféru.
Nejsnazsi zpusob, jak takovou vodivost zavést, je

(2a?

o, =00y = 02\/1 = sin?(6). (3.28)

Takto zavedené plosné vodivosti bude odpovidat i bezrozmérna vodivost § = §°/~.
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Magnetické pole, TE Elektrické pole, TM

™\
A\
_/'_).

2

Obrazek 3.2: Na sféfe (Fez sférou je modFe zabarveny, rotace naznalena Sipkami) se generujl
proudy, které jsou dilvodem disipace energie na rozhrani. Tyto plosné proudy jsou diny
skokem magnetického pole. Na levém obrazku je patrné, Ze magnetické pole ma na rozhranf
rotujicl sféry v roviné (z,y) nulovy skok. Vpravo je vidét elektrické pole pro TM vinu, které
Je Cisté radidinf. Skok radidlnf sloZky udavad hustotu plosného niboje na sféfe. V tomto
specidlnim pfipadé je ale pole spojité, a jeho skok je tudiZ nulovy. JelikoZ je pole Cisté
radidinf, je 3s = osE + psv = 0 a k disipaci opét nedochdzi. Obrazek je vyhotoven pouze
pro jeden fez z = 0, aviak zde popsané vlastnosti plati obecné.

Projekce rovnic na radialni harmoniky dava trividlné 0 = 0. Projekce na elek-
trické a magnetické pak vede na rovnice (odvozeno v dodatku B.6)

d Q Q g +1
[ ff] _ o (1 - m_) PRLS S TV
w w I

dr LC+1)
0 222 ~
HoOg Qa £m mc dgf’ fm
_PBoTs K oy MCTI0 e ) 3.90
TUer1) W ;(ff em ¥4 3“‘) (3:29)

i®wdg, QO +1),
(w—=mQ) 9] = ———=% — — > =Y Foalm

£

0 (242 2 A
Mooy Q%a ' im“c dgy
W+ o 2 ((ff’jf’m) T3 di‘) (3:30)

za vyuziti integrala
Iim — / dQ (sin(0)Yem03Yem)) .  Kim, = / dQ (sin?(0)05Yer0sYem) - (3.31)

£'m

V tomto tvaru jsou rovnice prili§ dlouhé a neprehledné. Struktura rovnic na-
povida, ze by bylo vyhodnéjsi zapsat je v maticovém tvaru
N — - -
- - N —
DA, + DpB,, = T, + T.Bﬁm' (333)
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Kazdou z matic lze rozdélit na jeji pfispévek od pomalé (P) rotace a relativistic-

kou korekei (R)

N, = DF — NE, Ns =Dj — N, (3.34)
Ta=TH+TE Tp=TE+TE, (3.35)
D, = D% + D%, Dp = D§ + DE, (3.36)
To=TF - TE Ts=T —T§, (3.37)

tvary jednotlivich matic je mozné najit v dodatku B.7.3. Odvozeni téchto matic
a prislusné zavedeni Sipkovych vektoru je podano 4 dodatcu:h B.7.1aB.7.2. Jedna

se 0 matice oo X 0o a formélné je lze vytesit pro /3 B tedy koeficienty odrazenych
vykoni TE a TM polarizaci elektromagnetickych vln. Toto formélni feseni

— N —

B=-Ny (Nzam - TaAm) (3.38)
— N — —

B = 05! (Tadm + TsBrn — Dadn) (3.30)

kde jsou pro prehlednost zavedeny nové matice
N, =Ng—TgD3'Ts, Ny=N,—TpD5'Ts, Ts=Ta—TpDz'Da, (3.40)

vsak neni pro poéitani koeficientun odrazenych vin prilis uziteéné, nebot je potieba
délat inverzi nediagonalnich matic nekoneéné dimenze.

Specidlnim pripadem je limita €2 — 0, kdy vSechny matice mimo diagonalnich
matic pomalé transformace vymizi. Lze tak ziskat dvé separované rovnice

— —= — —
Pl @m+DE|_ Bm=0, DXl _An+Dp| _ Bn=0. (3.41)
Reenim téchto rovnic jsou koeficienty pro odrazenou vlnu
3 — o[ p?Pl a B __pP Pl A
Bn=-DE|_DE| dmn a Bn=-D |Q DE| A, (3.42)

Tyto vysledky jsou totozné s fesenim podkapitoly 3.4 se zavedenim diagonélnich
matic

—1
Dpe = —Df,f’\ﬂzo P (3.43)

o |n=o

-1
— P P
a  Dpa=-Dp|

A|Q=o'

Jev superradiace je spojeny s disipaci energie, ktera nastava diky generovani
plosnych proudi na povrchu sféry. Existuji vSak i specidlni pripady, pii nichz
k disipaci dochazet nebude a nastane totalni odraz, jak je vidét napt. v obrazku
3.4, kdy je pro specifické frekvence hodnota odchézejictho vykonu vlnou rovna
hodnoté vykonu prineseného. V takovém pripadé na rozhrani splyva magnetické
pole a pole elektrické ma nulovou teé¢nou projekci. Magnetické pole pro TE, resp.
elektrické pole pro TM polarizaci v roviné (z,y) je vykresleno v obrazku 3.2.
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Obrazek 3.3: Je vidét, Ze pro TE viny jsou rfeSeni dostatecné presnad pro sudé dimenze,
naopak pro dopadajici TM viny vychazi koeficient odrazu presné pro liché dimenze matic.
Rychlost konvergence ke strojové presnosti je riizna pro riizné hodnoty vodivosti, tento graf
Jje vyhotoven pro bezrozmérnou vodivost §° = 0.9.

3.6 Chyba kone¢nych dimenzi

Namisto matic fadu oo x oo 1ze vzit pouze matice typu n x n. Tim se v feseni
objevi nova chyba. Jelikoz se budou rovnice fesit numericky, postaci, bude-li tato
chyba mensi nez chyba numerické metody.

Termodynamika (podkapitola 3.1) ¥ikd, Ze pro w < mf) nastdva superradi-
antni rozptyl a pro w > m{2 klasicky, pri némz sféra absorbuje vykon prinadseny
zafenim. Samotna termodynamika nepozaduje totalni odraz pro w = mf2. Elek-
tromagnetické rovnice vsak jiz pozaduji, aby byl vykon spojitou funkci frekvence,
a proto musi totalni odraz nastat. V tomto bodé tak lze vzit feSeni pro ma-
tice n x n a ukézat odchylku od totalniho odrazu. Graficky je truncation error
zpracovan v obrazku 3.3.

Jak je vidét, uz pro nizké hodnoty lze pro dopadajici TE (2 x 2) pfipadné
TM (1 x 1) vlnu najit chybu srovnatelnou se zaokrouhlovaci chybou 107'°. Tyto

eV,

V obrazku 3.4 je zajimava oblast w < mf2, kde ma podle termodynamic-
kého diikazu dochézet k superradiantnimu rozptylu. To se zde s piesnosti 10714
potvrzuje.

Pro volbu nulové vodivosti 42 = 0 m4 sféra nekoneény odpor. V takovém
pripadé vlna projde dal a zadny proud na povrchu se negeneruje. Veskera energie,
ktera tak prosla dovniti sféry ji musi zase opustit

V obrazcich 3.5, resp. 3.6 jsou ukdzany relativni odrazené vykony pro kazdou
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Obrazek 3.4: Graf ukazuje dopadajici TE, resp. TM vinu o ¢&isle £ = 1, tedy viny nese
nejmensi moZny moment hybnosti. Existuji frekvence, pfi nichZ dochdzf k totdlnimu odrazu.
Prvnf z nich je wg = m£2. V dalsich nastavd lokalnf maximum, které opét odpovid4 situacim,
kdy vnitinf Feden( (stojaté vinénfl) vymizi na povrchu sféry.

parcialni vlnu, pokud dopadi TE polarizovana vina, resp. TM polarizovana vlna
s £ = 1, pro néjz dochézi k nejvétsimu efektu zesileni vln rozptylem.

Na téchto obrazcich je vidét, ze i pti dopadu jediné polarizované viny se odrazi
vlna slozena z obou polarizaci a vice médu. Dopada-li méd /¢, odrazi se ve stejné
polarizaci médy £ + 2k pro k € Z a v opacné ¢ + 2k + 1. Napt. v obrazku 3.5
dopada TE polarizovana vlna o £ = 1, proto se bude odrazena vlna skladat z TE
modu 1,3,5,... a TM maoda 2,4,6, .. ..

3.7 Vykon neseny vinou

V predchozich podkapitoldch je pouzivan relativni odrazeny vykon pro de-
monstraci superradiantniho rozptylu na rotujici sféfe. Pfipomenme, Ze energie
elektromagnetického pole ma tvar

w:%(E-DJrH-B). (3.44)

7 normalizace magnetickych a elektrickych vektorovych sférickych harmonik
(véta 6)

/dﬂ }G?ﬁ : }fg?m; - E(E + 1)§Eﬁ’§mm’ 5&,6 (345)

plyne, Ze parciélni vina (¢,m) bude mit vykon tmérny ¢(£+1)|A|?, kde | A|? je kva-
drat amplitudy viny. Napr. prichozi TE vlna nese vykon £(£ + 1)|a,|? atd.

Pro obecné dopadajici vinu s rozdélenim {a;, A;} lze zapsat relativni odrazeny
vykon jako podil celkové odchazejici a prichozi energie

p LU+ [|Banf + | Benl?]
R=—=& ) (3.46)
P 2+ 1) lam + | Aenf?]
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Obréazek 3.5: Vodivd sféra o bezrozmérné vodivosti §° = 0.9 rotuje s tihlovou rychlostl
Q) = 1. Re&fme situaci v aproximaci 6 x 6, kde je chyba aproximace (imérn zaokrouhlovacl
chybé& double-precision 10~16. Dopadajici TE polarizovand vina o médu £ = m = 1 se
rozptyluje a odchazejicl zd¥enf je sloZeno ze Sesti vin, tFf TM a tif TE (TM méd £ = 6
jiZ nemd v grafu Zadny pozorovany (éinek). Prvni vina (TE, £ = m = 1) je v odraZeném
svazku jasné dominujici. Pro specifické rezonancnf frekvence dochazi k totdInfmu odrazu.
V obrizku je vidét, Ze pro tyto frekvence amplitudy vSech vin mimo dominantni vymizi
a nedochdzi k miseni médii rozptylem.

V prikladech vyse jsou normalizované dopadajici parcialni viny, tedy viny, pro
néz plati |A¢|? = da1 a |ag|? = a1, tedy piinaSeny vykon ma &iselny koeficient 2.
Relativni odrazeny vykon ma pro parcialni viny, resp. celou kolekci odrazenych
vin tvar

Re="D (15,2 4 1BP)  resp. Rﬁ”zzw(lﬁd“l&l?)-

2 £
(3.47)
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Incidentni TM; {=1,m=1

T™; £=1 |-

Obrédzek 3.6: TM vina (méd € = m = 1) dopada na rotujici sféru o bezromérné vodivosti
6° = 0.9 a tihlové rychlosti @ = 0.7. Situace je Fe$ena v aproximaci 5 x 5, odra( se tak
pét vin, z toho tfi TM a dvé& TE polarizované viny (€ =5 je jiz zanedbatelnd, v grafu se
ani neobjevl nad hodnotou —16). Je vidét, Ze pro w < mS) nastdva superradiace. Stejné
jako pro dopadajfcl TE vinu na obrazku 3.5 pro rezonanénf frekvence, pFi nichZ dochazl
k totdInimu odrazu, vymiz( vSechny viny aZ na dominantni TM vinu £ = m = 1.
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4. Rotujici télesa a zrcadla

V této kapitole je demonstrovin puvodni Zel’dovi¢uv navrh [6] na uzavieni
rotujictho axidlné-symetrického télesa do dokonale odrazivého zrcadla. V takovém
pripadé (jak je ukazano niZe) bude mit frekvence zafeni komplexni charakter
w = wpg + iwy a plati

e Wt — g WRIQWIT, (4.1)

Reélna ¢ast ma tak vyznam skuteéné frekvence zareni, imaginarni slozka udava
zesileni viny (v pfipadé Gtlumu musi byt tato slozka zdporna).

Predchozi kapitoly ukézaly, jak se chova zareni pii rozptylu na rotujici valcové
a kulové slupce. Jelikoz je uvazovano dokonale odrazivé zrcadlo, muze byt takové
pouze pro jednu zakladni frekvenci a ji prislusné vyssi harmonické viny. V této
kapitole jsou ukazany ty z téchto vin, které maji nejvétsi vinovou délku. U rotujici
stéry je pro srovnani ukazano nékolik vyssich vin.

4.1 Rotujici valec

Prvni ze zkoumanych objektt je rotujici valec. Z predchozich kapitol plyne
vztah na rozhrani rotujiciho valce pro TE a TM polarizované zareni

TE: [A — Jm(wa)H® (wa)] afE — [A + Jm(wa)Hg)(wa)] BrE = 0,
T™ : [A — dj—;‘(wa) d‘;{f) (wa)] {A + dJ""( )d‘g;) (wa)] BIM - — 0.
(4.2)

Pokud je valcova slupka obklopena valcovym zrcadlem o poloméru b > a, bude
i na této slupce dochazet k absorpci, kterd je zavisld na frekvenci. Na rozhrani
zrcadla musi stale platit Maxwellovy rovnice a musi vymizet teéné elektrické pole.
V pripadé zrcadla nehraje roli pole vné této valcové slupky a plati

TE: (1-¢&E)HP (wh)a TE+H(1)(wb)ﬁTE = 0,
(4.3)

TM: (1 — M) 2 (wh)aTM + 222 (ub) TN = 0,

kde £FE a ¢™ jsou koeficienty absorpce pii odrazu. Rovnice (4.2) a (4.3) tvoii
pro kazdou z polarizaci soustavu rovnic, kde neznAmymi jsou amplitudy intenzi-
ty am, Pm. Jednd se o homogenni soustavy rovnic. Podminka na existenci pole
o jedné zakladni frekvenci v takovém systému Tika, Zze determinant matice sou-

29



A5kt TE : :
0.25- 0.05 |- ™ :
0.20 | : L.
0,00 pr e T
3 0.15) 3 g i
_005 U -
0.10+ / :
0.05 - —-0.10 Ty
0.00 | ||||||| | |||T|T 0.15 ‘
"10° 10! 102 "10°
b/a b/a
0015 ! T T T T ! ! !
! — TE
0.010
-- ™
0.005 | o
g s T &5 s
00 T L D =
—0.005 koo i
—-0.010 [ | i
10° 102

Obrazek 4.1: Imaginarni sloZka frekvence zafeni wy se dostdvd do kladnych hodnot, kdyz
zadina platit podminka superradiace wr < mS). V takovém piipadé je vidét zesilenf ~ e*1t.
V limité b — oo je viak vidét, Ze wy — 0 a vnéjsi zrcadlo pFestava mit vliv na experiment,
nebot se k nému svétlo nikdy nedostane. Stejné tak je vidét, Ze existuje misto nejvétsiho
ttlumu (vpravo nahoke), ovsem pFi velkém pFibliZeni se bude Gtlum opét minimalizovat
a platiwy — 0 pro b — a.

stavy musi byt nulovy. Pro kazdou polarizaci tak existuje rovnice

TE : [A — Jn(wa) HY (wa)| HY (wb)+
+ [A+ Jn(wa) HY (wa)| (1 — 5 HR (wb) = 0, (4.4a)
[ dJ,, dH® dHD
TM : |A— b (wa) ) wa)] 1) (wb)+
dJp, dHD oy AH )
+ [A+ dp (wa) a0 (wa)] (1-¢, )d—p(wb) =0, (4.4b)

kde neznaAmou proménnou je w € C, nebot vsechny ostatni parametry v rovnici
jsou pevné zadany.

Na obrazku 4.1 je vidét TE a TM polarizované zareni pro rotujici valec. Je
vidét, Ze pro urc¢itou hodnotu b/a klesne redlnd slozka frekvence na hodnotu
takovou, ze wr < mf2, diky ¢emuz zacéne vnitini valec odrazet vice zareni, a chovat
se tak jako zdroj. Prechod od tatlumu k zesileni zareni je vidét v imaginarni
slozce frekvence, kterd pro tento specificky pomér b/a, kdy wr < mf), méni své
znaménko.

30



4.2 Stojici sféra

Rozptyluje-li se zareni na stojici sfére, plati diagonalni vztah mezi koeficienty
dopadajici a rozptylené viny

TE : R}E(a)&gm - 5gm = U}
(4.5)

TM™ : R}M(a)Agm - Bgm = U}
kde R}® = Rf™(a) obsahuje informaci o rozptylu na stojici sféfe. Na rozdil od

aproximace 1 X 1 pro rotujici sféru plati pro libovolné ¢. Funkce je proménnou
soucinu poloméru sféry a tthlové frekvence zareni

- (2)
1 — 594t () 2 (5)

_ 1 8%(@)h” (@)

RTE(O,a) — -~ - , RTM (O’a) f— dj‘ Adf‘ (46)
‘ 1+ 5 @hd@)’ 1+ 03t (a) % (a)

Pridanim kulového zrcadla pribudou nové podminky pro odraz na rozhrani
vnéjsi kulové slupky o poloméru 7 = b = wb

TE: [fiy = (1—¢&FB)R (wb)am +hi (wb)Bm = O,
dh(® dh{V (4.7)
™ : [.aé]b = (1_ EM)_dg-“_(wb)Afm+_df.r(wb)Bfm - O:

kde &FF € [0,1] jsou opét koeficienty absorpce, které mohou byt také funkei w.
Proudy, které jsou generovany na sfére pti volbach ruznych polarizaci a médu,
jsou znazornény v obrazku 4.2. Podminka na existenci monochromatického elek-
tromagnetické pole uvnitt zrcadla je opét dana nulovosti determinantu homogenni
soustavy rovnic

TE:  RPE@AYwh) + (1 - RAP W) = 0,
(4.8)

TM: B™(@) % (wb) + (1 — €M) % (wb) = 0.

JelikoZ sféra stoji, jsou koeficienty R}, RfM vzdy mensi nez jedna aZ na pii-
pad rezonanénich frekvenci. Musi tak nutné dochazet k utlumu, nikdy k narastu.
Imaginarni slozka frekvence tak splni w; < 0.

Nyni uvazujme dokonale odrazivé zrcadlo pro kazdou frekvenci, méd i pola-
rizaci, koeficienty absorpce jsou nulové. A rovnice se zjednodusi. V limité, kdy je
sféra dokonale nevodiva, plati §° — 0 a v této limité jsou odrazové koeficienty
RFE, R rovny jedné. Z rovnice (4.8) tak zistane jen podminka pro rezonator
o poloméru b, ktery je vice rozebrany v dodatku B.5.

Pro speciélni vodivost o, = 1/377 Q7! je vykreslena redln4 i imaginArni ¢4st
frekvence TE i TM polarizované viny v obrazku 4.3.
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Obrazek 4.2: Obrazky ukazuji pro jednotlivé médy, jak budou vypadat plosné proudy na
rezondtoru. V prvnim sloupci jsou vidét elektrické proudy generované na povrchu dokonale
odrazivého zrcadla, s niZ jsou konstruovany obrazky 4.3, 4.4, 4.5 a 4.6. Plosny proud vzni-
kajicl pfi odrazu pole se smiSenymi médy je ukdzan ve druhém sloupci, se smichanymi médy
i polarizacemi potom ve tfetim.

4.3 Rotujici sféra

Rotujici sféra je komplikovanéjsi, nebot mixuje médy a polarizace. Jiz aproxi-
mace maticového problému 1 x 1 je vSak dostateéné presnd a mé smysl ji pouzit
diky jeji jednoduchosti. Nebot se vnéjsi kulova slupka, ktera plni funkei zrca-
dla nepohybuje, plati pro ni stale stejné polarizace i médy nemixujici podminky.
V této aproximaci existuji vlny pouze s £ = 1. Spoleéné s podminkami na ro-
tujici sfére opét ziskavame homogenni soustavu rovnic, kterd je reSitelnd, je-li
determinant prislusné matice nulovy:

TE: RIE@h(wb) + (1 - Bh7wb) = o, 49)
4.9

T™: R™(@) % (wb) + (1 — €M) wh) = o,
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Obrdzek 4.3: Redlnd a imagindrnf &3st frekvence maji rozdilné vyznamy. Zatimco redlnd &3st
uréuje skutenou frekvenci zafeni, imaginarni sloZka reprezentuje nardst energie. Je vidét,
Ze &m je zrcadlo bliZze stojicr sféfe, tim vé&tsi tlumenf nastavd, nebot koeficient zesfleni wy
zde klesd smérem doleva. Naopak &im déle kulové zrcadlo je, tim méné dochazi k dtlumu
a systém se chovd tak, jakoby zrcadlo nemélo viiv. SamozFejmé v limité, kdy je vnéjsf kulova
plocha v nekonecnu, je ttlum nulovy. UvaZovand vina md £ = m =1 (pro obé& polarizace),
a generuje tedy proudy na povrchu zrcadla odpovidajici prvnimu sloupci obrdzku 4.2.

tentokrat vsak maji odrazové koeficienty tvar (dle dodatku B.7.3)

[l R )
w + 40° [( msl) — IQQGQ{UKH] 71 wa)fzgl)(wa)’ .
w—m) — m92a2w dit (wa dﬁf} wa

R™ ( 0% [1 4 | &t wa) ?{1}( ) (4.11)
(w—mQ) + 0w [1 + 5% 2w} —d%(wa)d—dylﬁ—(wa)

S vyuzitim dokonale odrazivého zrcadla (nulové koeficienty absorpce) lze za-
psat podminku pro existenci elektromagnetického pole ve tvaru

10w—6° [10(w—m€)—0%a%w|j1 (wa)h{® (wa) 3

. (1) 7.(2) _
TE: 10w+6° [10(w—m2)—Q2a%w|j1 (wa)hi" (w )h (W) + hi"(wb) = 0,
(4.12)
w—m. 0 [1+ ™ 02020 Y1 (ya wa) qi b 7(2)
TN @)=+ 5% G )d(,a}( )dﬁﬁ wb) + 2 wh) = o,
(w—m(l)—f—c?ﬂw[l—l—%(ﬂc:?w]ﬁl(wﬂ-)—l—(“-’a)
kde jsme vyuzili znalosti
1
KM= / dQ (sin’(0) 0,Y1105Yr1) / dQ sin*(26) = . (4.13)

I zde je pro nulovou vodivost reflexni koeficient roven jedné a vlna si vnitini
kulové slupky viubec nevsima. Systém se tak opét chova jako idedlni rezonator
o poloméru b.
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Obrazek 4.4: Mezi zrcadlem a rotujicf sférou je TE polarizované zafen/ médu £ = m = 1.
Rediné slozky frekvence nezavisi na tihlové rovnikové rychlosti ota&ejiciho se valce, pouze na
vzdalenosti b. Rotace totiZ nijak neménf vzdalenost mezi vnitini sférou a zrcadlem. Ovsem
ménf se odrazivé koeficienty, a proto je imagindrni sloZka dhlové frekvence zafen( riiznd
pro riizné typy rotaci. Cim vy3$f rotace je, tim mensl musi byt polomér zrcadla, aby doslo
k ndriistu neseného vykonu.

S volbou £ =m =1 a §° = 1/4x lze rovnice (4.12) piepsat do tvaru

TE : 40mw— [lﬂ(w—mﬂ)—QQ(z?w]il(wa)fitilji(wa) Agl)(wb) I ﬁgg) (wb) — 0,
40?rw+[lﬂ(w—mﬂ)—92a2w]31(wa)hl (wa)
(4.14)
4Am(w—Q)—w [1+%ﬂza2w] % (wa) dﬁ;(;) (wa) iV dih®
TM : — 7 (wb) + 5~ (wb) = 0,

= h
A (w—Q)+w [1+%92a2w] % (wa)—f—(wa)

kde nezndmé w = wg + iwr je funkei w = w(b,af). Pro nékteré vybrané hodnoty
jsou pfislusné hodnoty aw vykresleny v zévislosti na b/a v obrazku 4.4, resp. 4.5
pro TE, resp. TM polarizaci.

V obrézcich 4.1, 4.3, 4.4, 4.5 jsou znazornény frekvence vln, které mohou
existovat mezi objektem a zrcadlem. Nejedna se ovSem o jediné viny. Rovnice
(4.4), (4.8), (4.9) tesi i jiné frekvence w. VySe uvedené viny jsou charakteristické
nejnizsi moznou existujici frekvenci, pro které je snadné splnit podminku super-
radiace wr < mf) jiz pro malé poméry b/a. Existovat budou i vy3$i harmonické
frekvence. Pro rotujici sféru uzavienou v zrcadle s TE polem je pét ruznych reseni
znazornéno v obrazku 4.6.
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Obrdzek 4.5: Pro TM polarizovanou vinu uvnitf zrcadla je vidét podobny pribéh redlné
i imagindrnf sloZky frekvence zafeni. Na redlnou slozku opét nemd rotace Zadny vliv, ovsem
imagindrnf slozka m4 rychlejSi narist s vyssf rovnikovou rychlosti aS). Z analyzy superradiace
v kapitole 3 je patrné, Ze TM polarizované pole ma vé&tsi relativni amplitudu odrazu, a i zde
Je vidét o ¥ad vétsf naridst amplitudy oproti TE polarizaci.

4.4 Aproximace

Z numerického TeSeni rovnic je patrné, ze imaginarni slozky jsou velice malé,
a proto lze pro kazdou redlnou frekvenci wg hledat w = wy + i€, kde € je mala
porucha realné frekvence. Nabizi se tak otdzka, jak moc by byla aproximace do
prvniho fadu € pro prislusné rovnice (4.4) pro valec nebo (4.9) pro sféru presna.

Pocéitacovy software zvladne poéitat rovnice po aproximaci velice rychle, a pro-
to méa smysl ji provést. Rovnice pro sféru jsou vsak stale prili§ komplikované. Pro
valec lze rozvojem rovnice pro TE polarizaci (4.4) do prvniho fadu v € najit jeho
pribliznou hodnotu

_ 2a 0 wo(wp — M) (woa) Yo, (wob)
e =Re { %bwojm-i—l (wob) + poosatp(wea)Y, (4.15)

kde vinou aproximativni metody vznikne nefyzikilni imaginarni ¢ast (ta by se
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Obrézek 4.6: Je vidét, Ze &fm vy$3( koFen k; rovnice (4.9) pro TE polarizaci mame, tim vy33(
redlnou frekvenci vina ma. Situace tak odpovida existenci vysSich harmonickych frekvenci.
Na imagindrnf sloZce je vidét, Ze nejvyssf zesilen/ vin mnohondsobnym odrazem nastdva
pro zdkladnf frekvenci. Také je vidét, Ze ¢im vySsf je wg (a tedy i pomér b/a), tim pozdéji
nastdva superradiace a zména znaménka imagindrni E3sti.

jinak s vyssimi ¢leny fady secetla na nulu). Koeficient T méa tvar

Wo

T = —4iY7 (wob) l(mQQ — mwp — ?) Jm(woa) + woa(wo — mQ)JmH(woa,)l —
— 2ob(wo — M) (Jm(woa) Yy (wob) + Jm41(wob) HY (woa) ) (4.16)

a je patrné, Ze o znaménku e rozhoduje wp(wo — mS2) superradiantni nartst am-
plitudy se objevi pro wp(we — m) < 0.

Graficky je aproximace pro rotujici valec i rotujici sféru znézornéna spolu
s numerickym feSenim v obrazku 4.7
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Obrdzek 4.7: Numerickd, tedy pfesnéjsf feSeni, jsou zndzornéna plnou Sedou &arou. Z obrazkii
Jje vidét, Ze jak pro sféru, tak pro vdlec jsou obé Fesenl velmi pfesnd v oblasti, kde je
lawr| < 1. Jakmile se vsak hodnota |awr| zacne zvétSovat, rovnice davajf jiny vysledek.
V superradiantnf oblasti, kde nds vysledek zajim3 pfedevsim, je vsak moZné aproximaci
pouZit.
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5. Rozptyl na rotujici cern

V této kapitole shrneme poznatky o superradiantnim rozptylu zareni na cerné
dite. Kapitola ma cisté resersni charakter a veskeré vysledky jsou prevzaté z jiz
existujici literatury, pfedevsim potom z ¢lanku [9, 10, 11|, z knihy [14] a z dizer-
tacni prace Richarda Pirese Brita [23].

Prvni podkapitola je vénovana existenci jevu superradiace dle mechanickych
zékonu Cernych dér [7, 8, 18] jako analogie podkapitoly o termodynamice v kla-
sickém modelu 3.1, jez je také inspirovdna J. Bekensteinem [16]. V podkapitole
druhé shrnujeme znamé poznatky o rotujici cerné dite. Tteti podkapitola se veé-
nuje po vzoru clanku [9] odvozeni Teukolskeho rovnice pro porusenou Kerrovu
metriku. Zavérem ve dvou podkapitolach shrnujeme superradiaci pri rozptylu na
Kerrové ¢erné dite a aplikaci na tzv. black hole bomb, tedy Kerrovu ¢ernou diru
uzavienou v idedlné odrazivém zrcadle.

5.1 Termodynamicky diikaz superradiace

Jacob Bekenstein [18] ukazal, Ze existuje moznost nahlizet na Bardeen-Carter-
Hawkingovy rovnice [8] jako na ¢tyri termodynamické zdkony cernych dér. Jeho
hlavni argument byl, Ze se z vesmiru nesmi ztracet entropie, a proto pad pred-
métu do cerné diry musi zvysit entropii tohoto vesmirného objektu. Pro efekt
superradiace vSak nema interpretace rovnic vyznam a stejné se zde objevi. Prvni
z mechanickych zdkonu tika, ze

SM = 8£5A + QudJ + PpiQ, (5.1)
T

kde k je povrchova gravitace, {1y, resp. @y jsou uhlova rychlost, resp. elektrosta-
ticky potencial vnéjsiho horizontu, jehoz plocha je A. Pro Kerrovu ¢ernou diru
je @y = 0, pro Reisnner-Nordstromodu zase {2y = 0. S ohledem na stacionarni
a axialné symetricky prostorocas uvazujeme perturbace poli ~ e™®~%“! (¢t ¢ jsou
soufadnice svazané s Killingovymi vektory ptislusnych symetrif). Pak plati [14],
ze

oJ m 0Q q

— = — resp. —_ =, 5.2

oM w P oM w (52)
kde ¢ je specificky naboj pole. Potom lze vyjadrit zménu velikosti vnéjsitho hori-
zontu cerné diry

K w K w
oM =———0A ) oM = ——FA. 5.3
mw — mfy resp 8Tw —qdy (5:3)

Druhy mechanicky zakon tika, ze d A > 0 bez ohledu na zkoumany proces. Pokud
je to pravda, plati pti zvoleni w < mSQy, resp. w < q®y, ze OM < 0, a ¢erna
dira tak ztraci energii. Ta je odnasena odchazejici vlnou, ktera je tak oproti viné
dopadajici zesilena.
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Obrazek 5.1: Cerna dira, jejiz vnéjsi horizont (Eernd koule) je ro = M + /M? — a2, ma
ve svém okoli ergoregion — vysrafovanou oblast mezi vnéjsim horizontem a statickou mezi,
kde plati g;+ = 0 (modra oblast na levém obrazku).

5.2 Rotujici nenabita cerna dira

»Jev superradiace vyzaduje disipaci. Ta se miize objevit v rtiznych podobéch,
napt. viskozita, tfeni, turbulence, radia¢ni chlazeni atd. VSechny tyto formy disi-
pace jsou spojeny s né¢jakym médiem nebo hmotovym polem, které zprostiedko-
vava prostiedi pro superradiaci,“ pravi Richard Brito [23].

V obecné relativité je prosttedim pro efekt superradiace cerna dira, pro ro-
tacni superradiaci poté Kerrova ¢i Kerr-Newmanova. V této podkapitole shrinme
zakladni poznatky o rotujici nenabité c¢erné dite, tedy Kerrové, nebof o ni se
v této kapitole bavime predevsim.

Jednotky: V této kapitole uvaZzujeme geometrizované jednotky ¢ = G = 1.

Zajimavost: Pojem ,Zerné dira" poprvé pouzil J. A. Wheeler v roce 1967 (dle [14]), tedy &tyfi roky
po Kerrové objevu feseni Einsteinovych rovnic a vice nez padesat let po zrodu Schwarzschildova
feSeni. V roce 1971 se potom tento termin objevil v élanku Introducing the black hole [27].

Roy Kerr objevil tfidu feseni Einsteinovych rovnice pole [1], ktera je charak-
terizovand dvéma parametry — hmotnosti ¢erné diry M a parametrem a. Celkovy
moment hybnosti ¢erné diry je soucin J = Ma. Toto feseni je asymptoticky ploché
ve velké vzdalenosti od cerné diry, tedy metrika v dostatecné vzdalenosti odpo-
vida metrice Minkowskeho prostorocasu. V limité a — 0 se metrika redukuje
na Schwarzschildovu. Prostorocasovy interval 1ze vyjadiit napt. v Boyerovych-
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Lindquistovych (ddle jen BL) soufadnicich [28] ¢,r,0, ¢

AY

ds® = — 22482 + gsnﬁ(a) (dq& _ Mar

A

2
)
dt —dr? 4 X d#? 54
¥ ) +xdr+ , (5.4)
kde A = r?—2Mr+a® 3 = r*+a’cos?(f) a A = (r*+a*)?— Aa®sin?(f). V tomto
tvaru je vidét podobnost Kerrova reseni s metrikou plochého prostorocasu

ds® = —dt*> + r?sin?(0)[d¢ — Qdt]* + dr® + r2d6?, (5.5)

kde je vyuZita rota¢ni transformace azimutlni soufadnice ¢ — ¢ = ¢ + Qt. Roli
uhlové frekvence tedy hraje Q = —g14/gs6 = 2Mar/.A. V plochém prostorocase se
jedna o rotujici souradnice na jinak statickém pozadi. Na Kerrovo feseni se vsak
dé divat jako na rotujici ¢ernou diru, nebot souradnice jsou z pohledu pozorovatele
v nekonecénu statické, jak je vidét pro

_ 2Mar N 1

T~ (5.6)

Q

Metrika je singulédrni pro A = 0 a timto vztahem je definovan horizont Kerrovy
¢erné diry. Resenimi jsou hned dva horizonty, vnitini a vnéjsi

re= M+ VIP—a, (5.7)

které se v limité a — 0 méni na singularitu r_ — 0 a Schwarzschildav polomér
ry — r5. Pro demonstraci superradiace je dulezity vnéjsi horizont 7, jenz ma
uhlovou rychlost [23]

a a
— — 5.8
r2 +a®  2Mr, (5:8)

Qy = 72
Yoo

T‘=?"+
nezavislou na (6,¢), chova se proto jako celistvd tuh4 membrana.

Vné horizontu lze najit statickou mez, ktera je definovana vymizenim slozky
metrického tenzoru g;; = 0. Tato statickd mez ma prubéh

Tergo(8) = M + /M2 — a2 cos?(B). (5.9)

Maximalni polomér statické meze je na rovnikové oblasti ¢erné diry r¢ = 2M
a minimalni na pélech, kde se mez dotyka vnéjsiho horizontu r = M++/M? — a?.
Oblasti mezi vnégjsim horizontem a statickou mezi se ika ergosféra (nebo také
ergoregion). Vykresleni vnéjsiho horizontu, statické meze i ergosféry je v obraz-
ku 5.1. Nazev ,ergosféra“ pochazi od J. A. Wheelera a vychazi z feckého slova
ergon — ¢in, jednani. Tento nazev si zaslouzi pravé diky moznosti extrakce rotacni
energie Cerné diry, a to za pomoci Penroseova procesu [29] nebo zde probirané
rota¢ni superradiace.

Penroseuv proces uvazuje geodetiky ¢astic s negativni energii. Grib, Pavlov
a Vertogradov ukazali [30], Ze takové geodetiky nemohou za¢inat ani kon¢it uvnitf
ergosféry.
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Superradiace vyuziva existence zafeni se zapornou energii, které muze v ergo-
sféie existovat [31]. Ve v&i obecnosti se dopadajici vlna rozdéli na vinu odchazejici
a vlnu pohlcenou rotujici ¢ernou dirou. Pokud by se jednalo o Schwarzschildovu
¢ernou diru, veskeré zareni by bylo pohlceno. V pripadé nenulového parame-
tru @ ma vsak i odchézejici vlna nenulovou amplitudu a za splnéni podminky
w — mfy < 0 ma vina pohlcena ¢ernou dirou zapornou energii.

5.3 Teukolskeho rovnice

Ve stejném obdobi, kdy Roy Kerr objevil metriku rotujici ¢erné diry, byla
obecné teorie relativity popisovana pomoci nulového tetrddového formalismu,
ktery nese jméno po Newmanovi a Penroseovi — NP formalismus.

RozliSeni tenzorovych a tetradovych indexi: Tenzorové indexy znatfme feckymi pismeny
[, v, ... atetrAdové indexy stejnymi pfsmeny v zavorkach (u),(v),...

Zékladem NP formalismu je nulova tetrada

elg = ¥, (5.10)
ey =", (5.11)
efgy = m*, (5.12)
ez = m", (5.13)

kde /¥, n# jsou readlné a m* je komplexni étyrvektor. VSechny tyto tetradové ctyt-
vektory jsou nulové, tedy jejich velikost je nulova. Skalarni souéin je dan skrze
metriku

01 0 0
10 0 O

¢ (@)eu(8) = Ta)(8) =100 o -1l (5.14)
00 -1 0

tato metrika se pak pouziva ke snizovani i zvysovani indexu v tetradovém forma-
lismu, nebot je sama sobé inverzi.

Projekei na nulovou tetradu NP formalismu 1ze Sest nezavislych slozek antisy-
metrického tenzoru elektromagnetického pole F),, zapsat pomoci tif komplexnich
NP veli¢in

1 _ _

a z nich lze zpétné zkonstruovat Maxwell-Faradaytuv tenzor

F}W =2 (fmmv]d)o + (n[#gl'] + mmﬁlv]) b1 +mpmy, (1)2) +c.c. (5.16)

V NP formalismu se téz zavadéji projekce kovariantni derivace D = ¢#0,,
d =nt0,,6 = m"d,,0 = m*d,, s jejichz pomoci lze velmi lisporné zapsat rovnice
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pro komplexni pole ¢;, ty lze najit odvozené napt. v diplomové praci Williama
M. Kinnersleyho [32]
(D —2p) b1 — (8 + 7+ 20) o = 2] ),
(0 —27) b1 — (d + 1 — 27) bo = 2w Ty,
(D= p+26) b2 — (3+2m) 1 = 21 (m),
(0 —7+28) g2 — (d + 21) §1 = 2mJ(w),

kde proudy na pravé strané jsou projekcemi na tetradu, napt. Ji,) = J,n*. Rovnici
lze zapsat i v kompaktnim maticovém tvaru [33]

bo
D| ¢y | =0, (5.21)
b2

kde D je maticovy (4 x 3) diferencidlni operator nepropojujici ¢ a ¢, v Zddné
skalarni rovnici.

Ukazuje se, ze Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické pole v NP forma-
lismu jsou separovatelné pro ¢g a b-, jak ukazal Teukolsky pfi studiu perturbaci
Kerrova prostorocasu [9]. Za vyuziti identit

(a—pf—a—-2r+m)(D—-2p)—(D—€e+e—2p—p)(6—27)=0, (5.22)
d+y—F+2u+m@)0+2n)——B—a—2r+m)(d+2u) =0  (5.23)

lze rovnice zapsat ve tvaru

[(D—e+€—2p—p)(d+p—27)-

—(a—B—a—2r+7)(0 + 71— 2a)|dpo =21y, (5.24)
[(d+7—7+2u+m)(D—p+2€)—

— (O +a+p+2n—7)(0 —7+28)py =21y  (5.25)

coz odpovida rovnicim (3.5) — (3.8) prace [9], kde jsou zaroven podrobnéji popsany
zdrojové proudy .Jy, Jo2, které pro tuto praci nejsou dulezité.

Pro Kerrovu ¢ernou diru je vyhodné pouzit BL soufadnice. Rovnici (5.30) vSak
lze odvodit i v Kerr-Schildovych soutadnicich za pomoci riazné volenych tetrad,
jak ukazuje ¢ast I1. prace [11]. Pfi volbé Kinnersleyho tetrady

" — [# 1,0, %] . ot =[P +a?-A0,d], (5.26)
mt = %m [z'a, sin(#),0,1, ml , (5.27)

v BL soufadnicich (¢,r,0,¢) lze vyjadiit jednotlivé NP veli¢iny [9]
p= _Tlcosw)’ B= —C;tﬁ@ m= %925 a=mn—f, (528)
re O Selels v= et TR =0, (529
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3 ] T
)

0 *
s Xo Bez zdroje
-2 p x1 Bez zdroje
1 $o Jo
-1 P2, p2J
2 Yo 2T,
-2 Py 2p7'Ty

Tabulka 5.1: Tabulka obsahuje nékolik NP veli¢in. &g, d2 jiZ bylo ukdzano v pfedchozim
textu. o,y jsou dvé z péti reprezentaci Weylova tenzoru v NP formalismu a xo,x1
Jjsou vyjadFenim Diracova pole. Zdroje Ty, T, jsou zavedeny analogicky k Jy,Jo pFislusnymi
tipravami NP rovnic. Tabulka je pFevzata z [9].

a dosazenim ziskat Teukolského rovnici. Ta predstavuje chytfe upraveny tvar
(5.24), resp. (5.25) tak, ze pti volbé s = 1 je neznamou funkci b = g apros = —1
je nezndméa p~2¢,. Rovnice ma prekvapivé jednoduchy tvar, poprvé publikovany
v Physical review letters 1972 [19] a pozdé&ji (1973) v The Astrophysical Journal [9]

l(r2 +a?)? 2 sing(ﬂ)] O  4Mar R lag 1 ] 0%

A o T A 0tog | |A  sin2(0)| 942

s 0 [\ s1100 1 o0 (. o0 a(r— M) icos(f)]| O
-4 @(N a) —sin(e@(ﬂ“(‘*W)—%[ AT smm;)l 5

Y lw o —ia cos(g)] %_‘i’ +(s2cot2(6) — s) b = 47ST  (5.30)

Tato rovnice popisuje nejen pro perturbované elektromagnetické pole, ale
i pole skalarni, spinorové a gravitacni. Vyznam jednotlivich neznamych funkeci
a jim pfislusejici hodnoty spinové vahy s lze najit v tabulce 5.1. Pro elektromag-
netické pole tak lze najit ¢ a ¢,. Pro nalezeni kompletniho feseni je jesté potieba
Iesit neseparovanou rovnici pro ¢;.

Alternativni odvozeni rovnice, ovSem jen pro gravita¢ni pole, podava Ryan [34]
s vyuzitim Penroseovy vlnové rovnice pro gravitacni pole.

wLazraénou* prednostni Teukolskeho rovnice je, ze ji lze fesit metodou sepa-
race proménnych. Uvazujme neznidmou ve tvaru \ = R(r)S(0)P(¢)T(t), potom
je snadné presveédcit se, ze P(¢)T(t) = exp[i(m¢ — wt)]. Zavedenim funkei

K = (r* + a®*)w — am, (5.31)
A=A+ (aw)? — 2m(aw), (5.32)
m? 2ms cos()

_ 2 _
Ns = =0 + n°(0) + 5% cot(f) — s, (5.33)

kde A = Ay, je separacni konstanta, lze rovnice zapsat v separovaném tvaru.
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Separované rovnice nalezl poprvé Teukolsky [9]

_ed [ o1dR K?—2is(r— M)K B
A . (A 5) + ( A + diswr — A | R=0, (5.34)

1 df. ,.dS 5 5 o B
sin(0) 40 lsm({?)@] + (a w* cos®(#) — 2aws cos() — ns + A) S=0 (5.35)

a zde je tento tvar rovnic odvozeny v dodatku C.

5.4 Superradiantni rozptyl na Kerrové cerné dire

Rovnice (5.34) a (5.35) jsou oby¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi druhého
radu. Neznamé funkce ¢ Ry, ¢Sem popisuji ¢ast pole zareni, které se rozptyluje na
rotujici ¢erné dife. Funkci R ma potom smysl hledat predevsim v radialnim ne-
koneénu, kde je mozné porovnat vykony nesené prichéazejici a rozptylenou vinou,
a pobliz horizontu, kde je pottfeba resit okrajové podminky. Separa¢ni konstantu
sAem 1ze ziskat z rovnice (5.35) a tu pak pouzit pro uréeni hodnot funkce R.

5.4.1 TUhlova rovnice

Uhlové rovnice pro funkei S = S(6)

1 d . 595 2 2 2 B
sin(0) a0 lsm(ﬂ) dQ] + (a w” cos”(f) — 2aws cos(0) — ns +A) S=0 (5.36)

ma teseni zavislé hned na tfech parametrech. Rovnice totiz spolu s pozadavkem
na regularitu v .S(0) a S(m) [9] pfedstavuje Sturm-Liouvilliv problém vlastnich ¢éi-
sel [35]. Resenfm jsou funkce ¢Sy, = ¢Spm(—aw?, cos 8), které se pro a = 0,5 =0
redukuji na asociované Legendreovy polynomy. Nazyvaji se spinem-vazené sfero-
idalni harmoniky. Prislusna vlastni ¢isla (Ag, témto funkcim jsou sefazena vze-
stupné dle indexu s a v nizkofrekvenéni aproximaci aw < 1 plati [23]

A = L0+ 1) + s(s + 1) + O(a®w?). (5.37)

Ze Sturm-Liouvillova teorému vyplyva, Ze feSeni rovnice jsou ortogonalni za
pouziti vdhové funkce sin(f) a lze je vhodné normovat a po vzoru [14, 23]

/ " |+Sem|? sin(6) d8 = 1. (5.38)
0

Vice se o funkcich lze dozvédét v zajimavém matematickém ¢lanku [36].

5.4.2 Radialni rovnice a superradiace

Elegantni metodou nalezeni efektu superradiace je metoda efektivniho po-
tencidlu popsana v dodatku D.3, kterou ve své knize pouzivaji Cardoso, Brito

45



a Pani [14]. Rovnici (5.34) lze zavedenim funkce Y = /A%(r?2 +a?)R a Zelvi
soufadnice 7, vztahem dr,/dr = (r?+a?)/A pfevést do asymptotickych tvara [9]

%Y  w?+ 2iws

ry = 00 Grat Y =0, (539)
oY o 2isky(ry — M) §*(ryp— M)?)
roomeoi g K- Sy S e | Y =0 (5.40)

kde r, — oo, resp. r, — —o0, v feéi puvodni BL souradnice to znamena r — oo
resp r — 14, a kde kg = w — mQy. Jak ukazuje rovnice (4.77) knihy [14],
asymptotickymi reSenimi radialni ¢asti Teukolského rovnice R = (R, jsou

— T T

; [
th’m t‘t TA_SB_“CH“ a stm ~ T +R

r T23+1 !

(5.41)

kde Z,R,T jsou amplitudové koeficienty dopadajici, rozptylené a pohlcené viny,
pricemz jiz neuvazujeme Teseni odpovidajici viné opoustéjici vnéjsi horizont smé-
rem od Cerné diry, tedy O v [14, 23] volime nulové. Vztah mezi amplitudovymi
koeficienty lze nyni fesit za pomoci metody efektivniho potencialu [23] popsané
v dodatku D.3. To vede na vztah [23]

k
RI* = |Z|* - k—HITF- (5.42)

Pfi nenulovém koeficientu |7|?, ks > 0 a za splnéni podminky
ky =w—mQy <0 (5.43)

je pak |R|* > |Z|?, a odchazejici vlna m4 tak vétsi amplitudu nez vlna ptichize-
jici. Kvadrat amplitudovych koeficienti pak pifimo souvisi s koeficienty vykonu.
Podrobné l1ze najit rozbor koeficientu vykonu pro elektromagnetické i gravitacni
pole v [11, 14]. Jak piSe Brito [23] ve své dizerta¢ni praci, efekt superradiace
by nenastal bez moznosti disipace na horizontu rotujici ¢erné diry. Za priklad
uvadi rotujici hvézdu, u niz k superradiantnimu rozptylu nedochazi, nebot nema
horizont.

Teukolskeho rovnice prinasi komplikovana feseni Ry, kterd musi splnit rov-
nici (5.34). Vysledkem jsou pole ¢y, ¢, kterd ptimo souvisi s vykonem pole v radi-
a¢ni z6né — daleko od Kerrovy ¢erné diry. Teukolsky [11] zavadi relativni koeficient
vykonu pro rozptylovanou elektromagnetickou vinu

_ dE,/dt | dEpg/dt
Ztm = dB,/dt T dB,/dt’ (5.44)

ktery vyjadiuje relativni ibytek energie ¢erné diry. Numericky je koeficient spo-
¢ten a zndzornén v [11], odkud jsme pievzali obrazek pro superradiantni rozptyl
zareni v prvni kapitole této prace 1.1.

Koeficient Zgy, uréili Starobinsky a Churilov [37] v nizkofrekvenéni limité
wM < 1 za vyuziti aproximace feSeni Teukolskeho rovnice hypergeometrickymi
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Obrdzek 5.2: Brito v tomto obrazku ukazuje redlnou a imaginarni slozku frekvence rezona-
toru o poloméru ry, pro skaldrni a vektorové elektromagnetické pole, jak je vidét na pravém
obrazku, kde je vykreslena imagindrni slozka thlové frekvence, kterd je kladni. Na levém
obrazku je vidét redlnd &ast, navic jsou zde pfidiny TE a TM mdéady, které zndzorriuji stejnou
tlohu pro elektromagnetické pole, pouze v plochém prostorocase. (Prevzato z [23])

funkcemi. V notaci Brita a Cardosa [23], kterou piejima i tato prace, méa vztah

tvar

ng _ —8MT’+(QJ o mQH)wM“(Tl . i‘.,,_)21?3 lf( €12(£ + 1) )1!] % (545)

20120 +1
M? (w — mQH)2

¢
X 1+ — 5.46
kl;Il ! k? mri Ty (5.46)

b

kde Ty je teplota vnéjsiho horizontu. Je vidét, ze vztah je o hodné slozitéjsi
analogii vztahu (2.20) odvozeného v bakalarské praci [13]. Za splnéni

w—mQy <0 (5.47)

je Zpy kladné, a proto se energie ¢erné diry zmensuje, nebot je odnasena rozpty-
lenou vilnou.

5.5 Black hole bomb

Stejné jako v kapitole 4 byly uzavieny rotujici objekty do idealniho zrcadla, l1ze
i Kerrovu ¢éernou diru myslenkové obalit ideadlnim zrcadlem. V takovém pripadé
pribudou okrajové podminky na zrcadle a thlova frekvence viny w méa nenulovou
imaginarni slozkou.

Elektromagnetické pole je v obecné relativité popsano skrze tenzor F), , ten
lze projektovat na nulovou Kinnersleyho tetradu [38]

€)= F}-"Ve”(a)ev(t): (5.48)
1 [a3 v
B = §EpvaﬂF ‘Se’“'(a)e @) (5.49)
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v jednotlivych slozkach

[ - - 9 A 2 2
g(,.) _ -iaj;i;p) (¢2 _p(bo) + c_c.] Qﬁ Re b1, (550)

VA(r® +d?) (1 b ) tee| - QQ\E sin(0)Im¢y,  (5.51)

5%o — 2A
& 1,0\/_( P> ) +c.c (5.52)
@) = 23 F agan) teo .

1 +
B(r} = l%riip) ((1)2 - §Ap2¢)0) + C_C] + 2 \/; Im (1)], (553)

ﬁ (5(130 - '02—2) + c.c.] + 2&\/; sin(f) Redy, (5.54)

b2
B(qf,) p\/_ (2\/— \/_pQA) +c.c., (5.55)

Be) = —

kde pripometime A = (r? + a?)? — Aa?sin?(f). Tecné elektrické a normdlové
magnetické pole musi na zrcadle vymizet. To je mozné splnit za podminek [23]
po = pAcb Pl = &‘)2, Tm ¢; = 0. (5.56)

Z téchto podminek lze zavedenim @y = g, @3 = 2¢5/p? ziskat podminku

| D

|(D0|2 ~ A2

(5.57)

a nasledné vyuzit vlastnosti feseni Teukolskeho rovnice. V reéi Teukolského funkce
s Rem 1ze zapsat prekvapivé podminku pro obé polarizace v jedné rovnici

8,R_, = ... (5.58)

Reseni znazornil Brito [23] (zde v obrazku 5.2) pro axialni (TM polarizace)
a polarni (TE) médy. ReSenim je redlné a imaginarni ¢ast tthlové frekvence zéafent,
které neni okamzité béhem nékolika odrazu pohlcené zrcadlem.

Nabizi se otazka, zda by nesla superradiace na Kerrové ¢erné dife modelovat
pomoci klasického modelu. Kapitola 4 tesi také model rotujiciho objektu uza-
vieného v dokonale odrazivém zrcadle. Ukazuje se, Ze rotujici vilec ma odlisné
vlastnosti, avSak v nejnizsi aproximaci je vidét podobnost obrazkn 5.2 a 4.4, 4.5.
Podrobné je vse popsano v obrazku 5.3.
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Obrazek 5.3: Pivodni obrazek vypiijceny z prace [23] je zde obohaceny o vysledky této prace.
Modré CtverecCky, resp. zelend Carkovana Cara predstavuji rozptyl TM, resp. TE médu na
rotujici sféfe. S volbou klasickych parametri a — M,Q — 1.280g pfiry = 1,a = 0.8M se
realné slozky frekvenci shoduji' s vysledky R. Brita pro rovnice obecné relativity v plochém
prostoroCasu. Imaginarni slozka pro TM méd pak odpovidd s vyraznou presnosti reseni
komplikovanych obecné-relativistickych rovnic. TE méd dava dobrou predstavu pro chovani
pobliz hranice wgp — mQy = 0.
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Elektromagnetické zafeni muze byt zesileno odrazem od rotujicich objektu.
Termodynamické argumenty ukazuji, Ze tak musi nastat pro libovolny axidlné
symetricky objekt rotujici okolo své osy symetrie tthlovou rychlosti o velikosti
), dopada-li na n&j vlna o frekvenci w tmérna ™99 kde ¢ je azimutalni
souradnice v roviné kolmé na osu rotace, a pokud je splnéna podminka

w—mf < 0.

Rotujici valcova slupka odrazi viny, aniz by smésovala jednotlivé polarizace
a mody zareni. Problém rozptylu na rotujici valcové slupce je tak mnohem snazsi
nez rozptyl na rotujici sfére, kde se misi jak polarizace, tak médy. Na rozdil od
rotujici sféry lze pro jakoukoliv dopadajici vinu na rotujici valec nalézt explicitni
podminku superradiace w < mf2, ktera souhlasi s termodynamickou predpovedi.
Pro rotujici sféru nelze podminku explicitné najit za pomoci Maxwellovych rov-
nic, nebot TeSeni dokdZeme najit pouze numerickou metodou, kterda nevede na
absolutné presné reseni.

Uzavteni rotujicich objektt do dokonale odrazivych zrcadel vede k existenci
komplexnich dhlovych frekvenci vin w = wg + iwy, kde —wy je koeficient ttlumu.
Uhlové frekvence wg nezavisi na rotaci objektu, pouze na poméru b/a. Podminka
superradiace je zavisla pouze na této realné frekvenci, tedy superradiace nastane,
pokud je splnéna podminka wgr — m€) < 0. Jelikoz je wg — 0 pro b/a — oo, vidy
pro vlnu s m # 0 k superradiaci a naslednému exponencialnimu narustu dojde,
stac¢l dostatecné zvétsit zrcadlo, v némz se rotujici objekt vyskytuje.

Efekt superradiace (stejné jako jev absorpce) je spojeny s disipaci energie na
povrchu rotujiciho valce & sféry, kde se vytvari Jouleovo teplo. Tento efekt realné
nastava pri rozptylu zareni na vodivych objektech, nikoliv potom pfi rozptylu
na ¢erné dire, kde je podstatou superradiace vlna se zdpornou energii vznikajici
v ergosfére. Ukazalo se, ze vysledky klasické fyziky lze dobre aproximovat rozptyl
zéfeni na Kerrové ¢erné dire pro méd £ = m = 1. Dle fenomenologické predstavy,
kdy je na ¢ernou diru pohliZzeno jako na tuhou vodivou membranu o impedanci
vakua, taktéz dochazi k disipaci vznikem prislusnych plosnych proudi a na jev se
dé nahliZzet jako na disipativni. Price tedy ukazuje, Ze rota¢ni superradiace zde
neni dasledkem mimoradného chovani specialnich feseni polnich rovnic v Kerrové
prostorocase, ale jev obecnéjsi.

Je vidét, Ze postupy vedouci k vysledkum jak v klasické fyzice, tak v obecné
relativité jsou podobné. Hlavnim rozdilem je vsak slozitost prislusnych funkei,
ktera si vynucuje vyuziti komplikovanéjsich a vypocetné naroénéjsich metod k zis-
kani spravnych vysledku. Je tedy mozné, Ze v nékterych situacich by elektromag-
netickou c¢ast interakce mezi rotujici é¢ernou dirou a hmotou v jejim okoli slo
uspésné aproximovat klasickym modelem, napt. pravé zde uvazované rotujici vo-
divé slupky.

51



52



A. Matematika

V tomto dodatku je shrnuta matematika pouzivana v rdmeci diplomové prace.
Nejedna se o podrobny vykladovy text, nybrz o prurez latkou s nejdulezitéjsimi
definicemi a teorémy, které jsou v ramci prace vyuzivany.

A.1 Sftérické Besselovy funkce

Cylindrické Besselovy funkce byly probrany v préci [13]. Lze ukéazat, ze tyto
funkce odpovidaji radidlnim profilim feseni Laplaceovy i vlnové rovnice ve val-
covych soufadnicich. Reeni téchto rovnic se zvolenou sférickou bézi je jiZ riizné.
Radialni prubéh feseni vinové rovnice odpovida prave sférickym Besseloviym funk-
cim.

Definice 1 (Sférickd Besselova rovnice). Necht ¢ € NU {0} a funkce f : C — C
je tridy C*(C). Funkce f splni sférickou Besselovu rovnici €. vddu, prdvé kdyz

2

(z2d— + 2:»:'i + 22— (L + 1)) f(z)=0. (SBR)
dz? dz

Definice 2 (Sférickd Besselova funkce). Necht je Jy(z) cylindrickdé Besselova

funkce pruniho druhu, resp. Yi(z) Weberova cylindrickd funkce. Sférickd Besselova

funkce proniho druhu ji(2), resp. Weberova sférickd funkce ye(z) je definovdina

vztahem

W) =\ Ty () ren w) =oY@ (AD)

Pozndmka. Jiz u cylindrickych funkei sla najit dvojzna¢nost v terminologii, kdy
Weberova funkce Y; je obéas nazyvana Neumannovou funkci N,. Stejné tak se lze
setkat se znacenim n, pro sférickou Neumannovu funkci na misto y,. Analogické
je také zavedeni sférickych Hankelovych funkci hﬁf).

Véta 1 (ReSeni SBR). Sférickd Besselova funkce j; a sférickd Weberova funkce v,
resi (SBR).

Komentdr. Ze série knih o transcendentdlnich funkcich [39] je zndmo, Ze Bes-
selovy funkce Jy, Y, 1esi Besselovu rovnici. Jednim z dusledki je, Ze pokud Fj
reprezentuje libovolnou funkci z mnoZiny {Jp,Ys}, plati vztah

ng . Fg_l(z) — Fg+1(z)
5(,2) - 9 3

(A.2)

necht f; reprezentuje funkci z mnoZiny {js, ve}, poté plati diky rekurentnim vzor-
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Obrdzek A.1: Sférické Besselovy funkce j¢ jsou s vdlcovymi Jy svdzdny vztahem (A.1).
Zajimavosti je, Ze sférické Besselovy funkce jsou z hlediska specidlnich funkci pomérné

Jjednoduché — jde o kombinace sini, kosinii a mocnin argumentu, napt. j(z) = %ﬁf—) —

cos(z)
-

cum

%(z) = \/%l”‘h%(z) - zﬂ+g(z)]; (A.3)
%(z) = \/% [(ﬁ (22 +€—3) — (20 +1)2*) Frys (2)+ (A.4)
+2(-C++2) Fg+%(z)] : (A.5)

odtud lze ziskat s pouzitim rekurentnich vzorcu

zg%(z) + Zz%(?ﬁ) - \/% (£ +E-2") Fiyy(e) = (@ + €~ 2°) ful2). (A6)

Diisledek. Stéricka Besselova rovnice (SBR) mé dvoudimenzionAlni prostor feSeni.
Béze tohoto prostoru je mnozina B = {j,y,}. Zavedenim sférickych Hankelovych
funkei prvniho a druhého druhu

hy(2) = jolz) +iye(z)  a kP (2) = jel2) — ige(2) (A7)

lze zapsat alternativni tvar baze {h@”, h,fj}, ktery bude v této praci vyuzivan

predevsim.
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Pozndamka. Stéricka Besselova rovnice nabizi moznost vyuzivat Wronského deter-
minanty (dile Wronskiany), pro (SBR) jsou ve vlastni praci vyuzity tyto:

Wilie(2), b (2) = 5, Wi () = 5, (AS)
Wil B =~ WP, A E) =% (A9)

V préci jsou také pouzivany funkce 7,(z) = zjy(z) a analogicky ﬁ?) (x). Wronski-
any pro tyto funkce jsou potom

~ e

Wr(5e(2), by (2)) = i, Wr(Ge(2), e(2)) = 1, (A.10)

Wr(je(2), b (2)) = =i, Wr(? (=), b (2)) = 2i. (A-11)

A.2 Asociované Legendreovy polynomy

Pri fesSeni vlnové rovnice ve sférickych soutradnicich je potteba sledovat nejen
radidlni ¢ast, jejiz profil odpovida feseni sférické Besselovy rovnice, ale také uh-
lovou éast, v niZ se objevi kulové funkce (sférické harmoniky). K tomu je potfeba
definovat asociované Legendreovy polynomy (dale jen ALP) a ukazat zékladni z
jejich vlastnosti.

Definice 3 (Rovnice ALP). Necht f e NU{0}, me {—¢,— £+ 1,...,¢} a necht
fir € C*((—1,1)), potom rovnici

2

l(l - zZ)d(ﬁn] + lﬁ(ﬁ +1)— %l fm=0 (RALP)

d
dz

nazveme rovnici asociovanych Legendreovich polynomi (RALP).

Definice 4 (ALP). Necht P, jsou Legendreovy polynomy, potom

P(z) = (—-1)™/(1 — z2)md—mPg(z) (ALP)

dzm
se nazyvaji ALP. Analogicky lze polynomy zavést za pomoci [40] formule
(_1)m d£+m

20! (1- z2)mdz£+m [(22 - l)ﬁ] : (A.12)

Pozndmka. Skutecnost, ze dvé zavedeni ALP nejsou ve sporu, lze nahlédnout
v [40]. Rodrigezova formule je predev§im navodna k pocitani polynomi se zapor-
nym m.

P'(z) =

Pozndmka. Price s ALP vyzaduje vyssi pozornosti predevsim diky dvéma konven-
cim, které se aktivné pouzivaji. Prvni konvence je spojena se jmény Abramowitze
a Steguna, které obsahuji Condon-Shortleyho fazi (—1)™. Druhd konvence tuto
fazi opomiji [40], poté se index m piSe dole a plati P;™ = (—1)™ Py,.
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Véta 2 (ALP pti +m). Necht P;* je ALP, kde { probihd celd nezdpornd ¢isla a
m vdechna celd ¢isla od —¢ do £. Potom plati

Eﬁ - Egipgn(z). (A.13)

Pm() = (<1)"

Komentdr. Odivodnénd je poddno v [39].

A.3 Skalarni sférické harmoniky

Skalarni sférické harmoniky (SSH) se ve fyzice objevuji pfi feseni Schrodinge-
rovy rovnice pro vodikovy atom nebo pii hledani feseni Laplaceovy tlohy na sfére.
V této praci je nalezneme pfi feSeni vinové rovnice ve sférickych soutadnicich, je
proto uziteéné studovat jejich vlastnosti.

Definice 5 (Definice SSH). Necht P;* je ALP, ¢ nezdporné celé ¢islo a m probihd
celd cisla od —{ do £, poté je SSH definovina vztahem

20+1(£—m)!
4t (£ +m)!

Yem(0,0) = \J P™(cosf)e'™?. (SSH)

Véta 3 (Sdruzeni SSH). Necht je Yy, SSH, potom

Komentdr. Z definice lze rozepsat diky vlastnosti (A.13) pravd strana

B m |[20+1(0+m)! __ . _imé
RHS=(-1) \ ar (0= m)!PE (cosB)e = (A.15)
B m |20+ 1(0+m)! m (£ —m)! md\* v
= 0™ g g O e (eosO) (¢7) = Yin(09),
(A.16)
béhem ipravy predpokldddme redlnost ALP pri redlném definiénim oboru [—1,1].
|
Véta 4 (Ortogonalita SSH). Necht je Yy, SSH, potom plati
[ 42 [Yin(6.6) Y (0.6)) = G, (A1)
kde je obor integrace jednotkovd sféra.
Komentdr. Platnost vztahu v [39].
|



A.4 Vektorové sférické harmoniky

Efektivné vyuzity formalismus sférickych harmonik dovoluje definovat vekto-
rové sférické harmoniky VSH. Ty poprvé sparily svétlo svéta v Thornové ¢lanku
[25]. Pouzil je napt. Barrera [41] pii rozvoji magnetostatického pole a pozdéji
Carrascal [42], ktery ukézal, Ze obecné feSeni Maxwellovych rovnic ve vakuu lze
dekomponovat do zatrivych poli, ktera jsou dana pravé VSH.

Definice 6 (VSH). Necht je ddna referenéni soustava s polohovgm vektorem r,
n = r/r a Yym je SSH, potom definujeme tri VSH (magnetickou, elektrickou a
radidlni)

Y, — rn x V Yo, (A.18)
Y, ) = ¢V Vi = —n x Y78, (A.19)
Y, = Yn. (A.20)

Lemma 5. Necht jsou Yy, SSH, necht A =Y, V Yy, poté
/ A V-A=0 (A.21)
pro obecni) polomér a sféry, pres niz integrujeme.
Komentdr. K dikazu vyuZijeme triku z [{2], kdy budeme zkoumat integrdl
7= / &z V- [0(r — |lz|))A] =0, (A.22)

jehoz pravd strana je nulovd, nebot integrace pres hranici oblasti {||z| > r} ddvd
nulovy prispévek. Integrdl lze prepsat pomoci per partes

7= /dSa: o(r— |z|) V- A — /d:"a: 5(r— ||z|)A - n, (A.23)
ocividné A -n = 0, tudiz ziskdvame
I:/afr?dr/dQV-A:O. (A.24)
0
\._,?:,‘_J
|

Véta 6. VSH jsou ortogondlni pod skaldrnim soucdinem dangym integraci pres
jednotkovou sféru

(Flg) = [do (- 9), (A.25)

kde u - v = uyv; + Ugvg + Usv3.

Komentdr. Nejprve lze jednoduse ukdzat, Ze libovolnd harmonika elektrickd je

kolmad na magnetickou ¢i radidlni, nebot plati vztah }Qﬁl) = -—nxX Y&(,:mg)} pricemz

57



n je smér harmoniky radidlni. Stejnym zpusobem lze ukdzat, Ze magnetickd har-
monika je kolmd na radidlni, diky tomu tedy skaldrni soucin dvou typové-riznijch
harmonik je nulovy.

Ortogonalitu jednotlivijch modi stejnich typi dokdzZeme prostym dosazenim

<Y“*‘) }QEﬁB) = / dQ (r’ VY, - VYo ) = —12 / dQ (Y, A Yo ) =

(A.26)

— 00+ 1) / dQ (Y, Y ) = €(£ 4 1) (A.27)

(Yireo |y ime)) = [4Q (VYo V Yew) = 60+ Dotebpr,  (A29)
(Vv = [ a9 (VnYoom) = Suo b (A.29)

pricemz vyuZivime (A.21) z lemmatu 5 v integraci per partes a pro magnetické
harmoniky navic

|
Véta 7. Necht f € CI(R) a Y&E:mg) je VSH, poté plati

v. [ f(rmg;’ag)] —0. (A.31)

Komentdr. Obecnou platnost vztahu lze dokdzat v jedné referencni soustave, v
tomto pripadé je idedlni vyuZit divergenci ve sférickijch souradnicich

1
V-A= 0, (r°A:) + p (sin O Ag) +

rsin rsinf

Oy A, (A.32)
a tedy
v [f(rmi.’i‘ag)] V() Yo ® +£(r) V- Yo = f(r) V- (rn x V Vo) =

0

(A.33)

Tsmﬂ ( 5”19 (Yen™)o ) +04(Y, (“‘ag))qs) (A.34)
= — ( 004 Yem + 0506Yem) = 0. (A.35)
m

Véta 8. Necht f € CHR) a Y&(r:mg) je VSH, poté plati

vx [fovie] == oy - (70 + L) v s

r

Véta 9. Necht ng je magnetickda VSH, potom plati
(e+1)

?"

Ay mee) — 20 Ly (mee) (A.37)
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B. Elektromagnetismus

B.1 EM vlny ve valcovych souradnicich

V hlavnim textu jsme ukézali tvar valcovych vin, které kolmo dopadaji na
rotujici valec. Nejedna se v8ak o kompletni feseni vinovych rovnic pti volbé vek-
torového potencidlu A = Ae,. VInovou rovnici pro skalarni potencial 1ze vyresit
za pomoci Fourierovy transformace. Vysledné potencialy maji tvar

ATE(p,0,2) / dq / dw Y fr exp[ (my + qz — wt)} (B.1)
meL )
AZ{E(p,w)
2
c
3T (p,p,2) /qu %AEE(p,@;z), (B.2)

radialni funkce fIF

maw 12€ za volby specifického w > 0 a definice k = w/c psat ve
tvaru

ari HP(py/E*—¢%), sbihava TE vina,
fw?z?w(p) = ¢ BrE H(l)(,‘:)\/k2 — ¢?), rozbihavd TE vlna, (B.3)
TE awdm(pVk? — ¢?),  stojatd TE vlna.

Dulezita je podminka harmonické kalibrace

qc?
3,4?‘3, (B.4)

TE
¢, " =
ktera fika, ze pri volbé jednoho fixnitho ¢ = 0 vymizi skalarni potencial. Pokud
bychom nepozadovali ¢ = 0, objevil by se v elektrickém poli dodateény clen
amérny V @E?Ew, ktery by zpusobil, Ze vysledna vIina ve skutec¢nosti nebude mit
TE polarizaci.

B.2 EM vlny ve sférickych souradnicich

Jak ukazal Thorne [25] ¢ Carrascal [42], existuje dekompozice feSeni homo-
gennich Maxwellovych rovnic do VSH, jejichz vlastnosti byly ukizany v dodatku
A4,

Véta 10 (VInova rovnice). Elektromagnetické pole ve vakuu splni polni rovnice

OF=0ac0B=0.

Komentdr. Dikaz je trividlni s vyuzitim rotace na rotacni Mazwellovy rovnice,
jez musi kazdé EM pole splnit. Dukaz staci provést pro E, magnetické pole je
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analogické

0=Vx (VxE+08B)=VxVx E+8(Vx B) (B.5)
—V(V-E)— A E + noeod,(8,E) = —O E, (B.6)

0

—-1/2

kde fdzovd rychlost §iteni je v = (uo€o) =c.

Véta 11 (Magnetické viny). Necht Yg(mag) je VSH, by, (z) reprezentuje libovolnou
sférickou Besselovu funkci a vektorové pole E md tvar

Yy (Bem (o) Y,y (B.7)

£=0m=—¢

poté pole E t1esi vinovou rovnici 0 E = 0.

Komentdr. Séitini rady komutuje s vinovym operdtorem (1 (dikaz této vlastnosti
nepoddvdme), a proto se staci ptdt na otdzku, zda je platnd rovnice

]‘ may
- (A _Ea‘*) (bgm(kfr)Y( B¢~ ) , (B.8)
2
0=A (bgm(kr)YgE,,Tag)) R () ) (B.9)

2
0= A (e (kn) Yar™® +bi(kn) & (Y5 + Sbin(kn) Y0, (B10)

2
0=A (byn(kr)) Y, ™8 — z;.,.g(kf.»)‘?(“2 + 1)Yfmg) by (kr) Y™ (B.11)
T‘

C2
% bl (B.12)

0=A (bgn(kr)) — (

posledni z vyrazi je sférickou Besselovou rovnici, avsak pouze tehdy, plati-li defi-
nicni vztah w = ke > 0.

Véta 12 (Elektrické a radidlni viny). Necht Ygg:mg) je VSH, by, (z) reprezentuje
libovolnou sférickou Besselovu funkci a vektorové pole E md tvar

o0

E@) =3 3 Vx (bgm(kr)Y(mg) m), (B.13)

=0m=—¢

poté pole E t1esi vinovou rovnici 0 E = 0.

Komentdr. Laplaceiv operdtor komutuje s operdtorem rotace, jak lze nahlédnout
skrze definice téchto operdtori. Odtud A (Vx A) = 0, pokud A A = 0. Casovd
derivace s rotact také komutuje, a proto je-li pole A vinou, je i jeho rotace vinou.
Komutaci nekoneéného souctu a Laplaceova operdtoru opét ponechdvdme nedokd-
zanou.
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Disledek. Pokud elektrické pole nabude tvaru (B.7), 1ze magnetické pole B vy-
jadfit pomoci (B.13), nebot musi platit

B=[da VxE=LVxE, (B.14)
w

navic musi platit, ze [0 B = 0, a diky vété 12 vime, Ze rotace elektrického pole neni
problém. Opac¢né, pokud by magnetické pole mélo tvar (B.7), bude mit elektrické
pole tvar (B.13) az na pfidanou konstantu z Maxwellovych rovnic.

Véta 13 (Reseni Maxwellovych rovnic). Necht fo(r),g.(r ) jsou sférické Besse-

lovy funkce radidlni souradnice, w > 0, whlové zdvislosti ng mag) Yo (eh Y(r ) jsou
VSH, potom obecné monochromatické reseni vakuovjch Mamwellovych rovnic ve
sférickych souradnicich md tvar

E = Z (fg (mag) 'Cw o7 )Y(rad) . (gé(?ﬁ) I ge(7 )) YE(ED) '

(B.15)
o Z(‘q’" i+ v + L (1) + fﬁ”)i’eﬁ”) e
(B.16)

kde je vyuZita Skdlovand radidlni soutadnice + = kr = wr/c a derivace f}, g,
vyjadruji derivaci dle této nové souradnice.

Komentdr. O tplnosti teSeni podal ditkaz Barrera a Carascal [41, }2].
|

Véta 14 (Radidlni prubéh vin). Necht E, B je elektromagnetickd vina z véty 13
a Cpm, Bems Yem, Aemy, BemGem jsou libovolnd komplexni éisla. Potom plati

amh$?(7), sbihavd vina, Apnh$2(7),  sbihavd vina,
fe(r) = /BEmhgl)(:?), rozbthavd vina,  ge(r) = Bgmhgl)(:?), rozbthavd vina,
YemJe(F), stojatd vina, GemJje(7),  stojatd vina,
(B.17)

kde j, je sférickd Besselova funkce pruniho druhu a hﬁf) je sférickd Hankleova
funkce i. druhu.

Komentdr. Dukaz je disledkem rozvoje

je(z) 2, hg”(m)f?«h@(m)iﬁ, (B.18)
@)%, P @) B e, (819

x
kdy je ziejmé, Ze jediné requldrni veseni v pocdtku je jo. ReSeni véty 13 navic
predpoklddd w > 0 a casovy periodicki pribéh e~ ¢,

|
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B.3 Tensor EM pole ve sférickych souradnicich

Elektromagneticka teorie v relativistickém formalismu pri vybéru néjaké iner-
cialni soustavy musi byt konzistentni s klasickou Maxwellovou teorii. Tvar tenzoru
elektromagnetického pole tedy muze byt urcen ze srovnani Maxwellovych rovnic

v obou formalismech.

Ihned z definice Maxwell-Faradayova tenzoru F*” = V" A* — V# A" je patrné,
ze je antisymetricky, tedy F** = 0 pro kazdé p. Dale V, F*¥ = popj* lze rozepsat

pro =10

V, F% = \/_ 0u (V=F*) = pj* = c2V-E,

V=1 =r’sinb,

1 d 7] d
0o 01 2 02 Y o3 _
Vo F™ = Y (8?‘ [’r sin O F ]+ [’r sin O F' ]) +3¢F
10 5 m 1 9 0g] . OF®
= °F ]+51n969 sin0F] + 50
10 1 0FEy
V-E= r20r E}—F n6 oo [SlngEg]+rsin95‘—¢’

a diky srovnéni j° = cp plyne

E°.

FDI _ lEr’ Fl]2 — lEQ? FOS — 1
&

re cersinf

Podruhé lze polozit index v Maxwellové rovnici prostorovy

1 8 OF 1
1 _ 12 4
1] 050 [sm OF ] 9 c26tEr
10 6F23 1
1 6 5‘ 19
T r2or [ ] 511195‘9 [SIHQF ] B 11‘25"5111#98E‘;6

a srovnat s vakuovym 3D tvarem Vx B — ¢ 28, E = pj ve slozkach

f-"‘jr — ! ( 0 [BQ‘J 51119] 689) — latEr:

rsinf \ 00 c2
p.oo 1 1 8B, 0
) (Sinﬂ 0¢ ~or [TBQ(’} ’ratEg’

noo 1 o 0B, 1
rsin 9.?‘;6 ~ r2giné (6?‘ [ Bo] 00 c2r sin GatE‘ﬁ'

Ctyiproud j* tedy identifikujeme vztahy

. . . . 1. . .
P=p  i=dn PP =ds, = ——1s
T rsinf
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(B.30)
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a Maxwellovy rovnice jsou splnény za platnosti

L mo L p (B.33)

. ] — P e
rsin@ r2sinf

F12 — lej} F13 — _
r

Maticovy (slozkovy) tvar tenzoru EM pole a ¢tyiproudu tak nabyvaji tvaru

( 1 1 \ ( \

1
0 c E; cr Eo crsinf Es P
_Fol 0 lB‘fJ - 1 BQ jr
e T T ilni? R - . ) (B.34)
—F02 _F12 0 Br i
r2sinf ’r'?g
1
_F03 _ 13 _ 23 0 -
\ ) \ rsinf’? y,

B.4 Podminky na rozhrani sféry

Elektromagnetické pole lze popsat tensorem druhého fadu F*. Maxwellovy
rovnice udavajici evoluci Maxwell-Faradayova tensoru

F#v;v = oj*, F[pu;p]cycl. =0 (B.35)

musi byt splnény v kazdém bodé prostorocasu. Ke sférické slupce o poloméru a je
teény ctyfvektor ve sférickych soufadnicich n* = (0100)spher.. Na rozhrani maji
Maxwellovy rovnice tvar

n, [F*] = [F’“‘l] = pog" = po (psu’“‘ + (§§ + n’“‘nﬂ) Fﬁ)"u)\) , (B.36)
n, ["F*] = 0. (B.37)

Rovnice odpovidaji Sesti podminkdm na rozhrani, z nichz dualni tenzor uréuje
nulové skoky [B,] = [Ey] = [Ey] = 0 a prvni z rovnic definuje podminky

[E] =7 (ps/e0 + HoosvEy) , (B.38)
[Bol = poy (0B + vps) , (B.39)
[By] = —p00sY(Ep +vB,). (B.40)

B.5 Kulovy rezonator

Dekomponované feseni Maxwellovych rovnic z véty 13 existuje v libovolném
bodé prostoroc¢asu z*. Uvnitt koule o poloméru a existuje jediné regularni resent,
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kofen J1(z) Ja(x) dis (z) dis (z)

dz dz
1 4.49341 5.76346 2.74371 3.87024
2 7.72525 9.09501 6.11676 7.44309
3 10.9041 12.3229 9.31662 10.713
4 14.0662 15.5146 12.4859 13.9205
5 17.2208 18.6890 15.6439 17.1027
6 20.3713 21.8539 18.7963 20.272

Tabulka B.1: Rezonanénf frekvence jsou dany koFeny sférickych Besselovych funkci a jejich
piislusnych derivaci. Jednd se o ty frekvence, pfi nichZ elektrické pole vymizi na povrchu
piislusné sféry. Diky této vilastnosti majl frekvence vyznam i pfi rozptylu vnéjsiho zafenf, ne-
bot pro tyto hodnoty & doch3zi k nulovému skoku magnetického pole, nedochdzi k disipaci,
a tudiZ dochazfl k totalnimu odrazu.

a to stojaté vinéni reprezentované sférickou Besselovou funkei j;(7). Maxwellovy
rovnice na rozhrani pro skok Ell a Bt daji

_ dge| _
[fel =0, [d?ﬁ] =0 (B.41)
odkud ihned plyne nutna podminka rezonatoru
dA'
je(@) =0, (@) =0 (B.42)

pro TE, resp. TM vInu. Vybrané hodnoty pro ¢ = 1,2, pfi nichz dochazi k rezo-
nanci, ukazuje tabulka B.1.

B.6 Skok tecného magnetického pole

Cilem této kapitoly je ukazat tvar Maxwellovych rovnic na rozhrani rotujici
vodivé slupky pro elektromagnetické pole z véty 13. Spojitosti na rozhrani

[fe] =0, [92] =0 (B.43)

jsou jiz ukazany v hlavnim textu. Uvazovan je specialni vodivostni profil § = §°/,
neboli o = ¢9/7. Skok te¢ného magnetické pole na rozhrani generuje plosné
proudy na sfére

2

. v v
n X [B] = [oJs = YH0oOs (E" + vB,eg — §E¢e¢) + g[EAEé, (B44)

kde js = 0.E + psv a plogna hustota niboje ps je dani z rovnice pro skok
normélové slozky elektrického pole (B.38). V tomto elegantnim tvaru lze rovnice
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projektovat na magnetické a elektrické harmoniky. Vektorového souéinu na levé
strané rovnice se lze zbavit pomoci vztahta

nx Y™ 1y — g nx Y, —yme _q (B.45)

Pri dosazeni pfisluéngfch poli E, B automaticky vypadavaji radialni ¢asti, také
diky tomu, Ze n X }Q,(;Ia )= 0ana pravé strané se ¢asti obsahujici radialni pole

neobjevuji. Rovnice (B.44) tak ziskava tvar

o ¢ pr<r(ma v (f+1
> (—mm&” + Ly g>) O Dy et (Ba6)
m ca [ ’m. a
A ma, ?"CA}' A e Uf g + ]- ~
o, X (@Y — SH@YE + 2 @Yo ) -
fm

v? . ic, . 1
~ THoOs 5 > (fe(ﬂ)ﬂi?g) ey — gge(a)}feﬁf}) ey | ey
fm

Pri projekei rovnic je potireba vyuzit vztaha

ma e 1
}f&(rn e. €y — 09 Yem, }fﬁgn]) T €p = maﬁnﬂh (B47)
Y, ™8) . e, = _Laﬁy@m Y, . ep = 0pYim (B.48)
tm sin(0) ’ tm ’
a navic ortogonality VSH. Schématicky ma projekce tvar
/ dQ (LHS — RHS) - YA = 0, (B.49)

kde prislusny index A rozliSuje magnetickou a elektrickou harmoniku. Jak jiz
bylo naznac¢eno, projekce na radidlni harmoniky neni zajimava, nebot je trividlni
a dava rovnost 0 = 0. Po pfeusporadani ¢lent maji rovnice na rozhrani tvar

) ofi Q). QelErD .
ld’?]_ id (1 mw)jg cw;{"(f—kl) [ge) T oy +

0 2-~2 A
HoTs Va m Edgﬁ’ m
Ty W ;(fg’K"’mjL A dp Jem) (B.50)

i0°wdge  iQ0°
(w —m) [g]] = =% ~

o +1)
¢ Z€(£+1)

I

0 (242 2 44
Mooy Ya ‘m im*cdge
WtD) ot 2 ((fg’jf’m) T W ) ’ (B:51)

kde jsou oznaceny integraly

Tim — / dQ (sin(0)Yer0sYem) ), KEm = / A9 (sin*(0)9Yer0sYem) - (B.52)

feTom—

Tyto integraly lze vice zjednodusit s pouzitim Wignerovych 3j symbola, které
jsou se sférickymi harmonikami svazany vztahem

/dQ }Q1M1Y;32m2Y33m3 = (B'53)
B \/(2£1+1)(2£2+1)(253+1) (el 0y 33) (el by 05

A7 0O 0 O miy Mo M3

) . (B54)
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Identifikaci sin(f), resp. sin?(f) se sférickou harmonikou a rozepsinim vztahu pro
09 Yrm, ktery je také imérny linearni kombinaci sférickych harmonik, lze integraly
prepsat do tvaru

’ r £2 i’ €’2 r__ r
o = [(€—1)1/4€2_1§”1 (¢ +1) e 53 ]Wm (B.55)

o'’ 2£(€+1)(£2+E— ) —3m2
Ko’ l 40(6+1)—3 %~ (B-56)
(£—=2)(t+1) | (£—-1)>—m?) (2 —m?) .y,
21 J (20 —3)(2¢ + 1) o= (B57)

(€2 + 1) [(@ 12— ) () ]
B 200 — 1 J (20 — 3)(20' + 1) Wy ]53 . (B.58)

B.7 Maticové rovnice rotujici sféry

Cilem tohoto dodatku je prepsat rovnice (3.29) a (3.30), kde se uvazuje prubéh
vodivosti 6 = §°/~, do maticového tvaru. V rovnicich se vyskytuje ¢len pomalé
rotace ~ Q a relativistick4 korekce ~ Q2. KaZdou rovnici tak v maticovém tvaru
rozdélime také na prispévek od pomaljch rotaci a na korekei vysokych otacek.

Znaceni: Pro potfeby této kapitoly nenf potfeba explicitné vypisovat argument sférickych funkcf.

Situace je fe$ena pro skok na sféfe o poloméru a, proto pro zkracen( z4pisu budeme psat j; = j,(a)
atd.

Derivace dle parametru 7 budeme znatit jen pomoc/ diferencialu, tedy
d i Z gi
7 —h,’ =dh,; (B.59)

a analogicky u ostatnich funkcf.

B.7.1 Skok f

Prvni z rovnic, kterou chceme upravit, je rovnice pro skok derivace f;, ktera
ma tvar
dfe ) Q) . Q<0 +1)
=—i0" (1 —m— ) jo—c—> ———L[g] 0%,
o] =0 (1 s S G i

pooy 24’ mcdgg;
+€(€—|—1 w? Z(fﬂ & dF —=Jom | » (B.60)

k tomu vyuZzijeme ziskanych vztaht z [f,] =0 a g;] = 0. Ty lze zapsat ve tvaru

(2) (1) 7(2) (1)
- amhy + Bemhy . G = Amdh,” + By dh . (B.61)
Je dj
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Diky témto rovnicim lze upravit levou stranu rovnice

LHS = apmdh® + Bomdhl — 3¢ (agmhg” + @;mhg”) _ (B.62)
Je
Qg m 1
= = Wilje, i) + =% ’3 o Wilie h?) = =2 (aem — Bem) . (B63)

Na pravé strané rovnice se objevuji ¢leny imérné prvni a druhé mocniné velikosti
uhlové rychlosti. Ozna¢me prispévky k pravé strané RHS; ;. Potom

RS, = —id° (1 _ mg) (agmh§2> 4 ﬁgmhgl)) - (B.64)
Q(l— E + 2
- (o P+ S o2 ) . (69

Skok veli¢iny [g,] bude potieba i v néasledujici podkapitole, lze velice zjednodusit
za pouziti wronskianu sférické Besselovy funkce

~

— 2 (Amdi? + Bgmdﬁgl))) _

]_ A A
(9] = = (Agmhf) + Bﬁmhgl) ;
I

A 1 B ey
T Wil 3] + —x Wilh?, i = —— (Apm — Bim),  (B.66)
a djg a djg a d,}'ﬁ

odtud lze zapsat rovnici (B.60) ve tvaru

[— A;. +i0° (1 — mg) hf)] Qpm + [— +i6° ( 9) hﬁ”] Bem = (B.67)
asJg w jg w

i (O 042 Ttm
- — ; (f n 153 1,0 —+ 7 153_'_1 gr) djg Agrm—l— (BGS)
1) (£—1 0+2 Igm
+ 63_1 o+ 5;3 1 gr) Bgr + RHSQ? (BGQ)
; (f +1 ¢ G0

Rovnici Ize zapsat i v maticovém tvaru, kdy zavedené sumy maji charakter
maticového ndsobeni. Prvni fadka rovnice je nasobeni diagonélni matici. V apro-
ximaci, kdy O(Q2?) — 0, lze rovnici zapsat ve tvaru

> (DF),, crm+>(DF),,Bem~ Y (T5),, Avm + ; (T5),,, Bem. (B.70)

14 £ £

Relativistick4 korekce rovnice (B.60) obsahuje jak f, tak dg, tudiz bude obsa-
hovat vSechny prvky agm, Bem, Aem, Bem. Proto je kazda z matice vyse oznacena,
indexem P — pro pomalé rotace. Korekci rozdélme na éast s funkei f a ¢ést s dg,
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tj. RHS; = O;(2%) + 0,4(92?),

2 ,UDJD 0242
OrO) = 374D o2 o (feoKE™  + FKER + frraKED ) = (B.71)
L (2)
- m w? Z 58?8 2 +5£?£ ‘|_'5£?g+2) Kﬁ’m’ (h’g* Qg 1 hﬁr ;Bt” )

(B.72)

=>(N5),, ﬂ'efm+Z(N§)w Berm (B.73)

&
60 QQA2 n
z S (Grees + Goesn) 3 (dh(g)Ag;m + dhg,”Bg;m) _
(
(

OQ(QQ) - f(f + 1) Lu‘2 7
B.74)

B.75)

= ; (Ti)w Aprm + ng (Tg)w Bem,

pokud byla tedy ptuvodni rovnice LHS = RHS; + RHS;, lze matici celkové zapsat
ve tvaru

(DF = NE) &y + (DF — NE) By = (T5 + T5) A+ (Th + TE) B, (B.T6)
Naam +Ngf,. = TaAm + T5Bum. (B.77)

B.7.2 Skok g

V této casti upravime do maticového zapisu druhou rovnici

zJDw dgg iQ6° 2 +1)
Z 0(r+1) J¥im=

c
0 (252 2 A
koo ¥a I im“c dge

W+ 1) o Zgj((ﬁ'jﬁ’mH P dfﬁ)’ (B.78)

na levé strané se vyskytuje skok, ktery jiz byl ur¢en vztahem (B.66)

(w—mQ)[g] =

LHS = (w — mQ)[gg] = —(w — mQ) Apn + (w— mQ) B (B.79)
a jg GJE
Na pravé strané se nevyskytuji zadné skoky, diky ¢emuz je situace snazsi. S vyu-
zitim spojitosti tecného elektrického a radidlniho magnetického pole na rozhrani
(B.61) Ize vylouéit parametry ~em, Gem a zapsat pravou stranu ve tvaru

RHS — 0¥ (A2 + Bndhf?) - (B.80)
_ 0t 3y (g L Qagfm) 3 b (B.81)
c G \U+1 14
- @50% ; (ﬁ 15g,g_1 41 Jg 25m1) 3 BS B + O(Q2) = (B.82)
~ “52“ (Agmdh(g) +B dhm) + Z (T%),, cem+3"(TF),, Bem, (B.83)
7
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kde je opét vyuzita aproximace pro pomalé otacky. Relativistickd korekce muze
byt opét rozdélena na dva éleny. Prvni (%) odpovidé funkei f a Q,(2?) funkei
dg,

Q@)= — 0 Ll 5 h) h$) Bom ) T =
£(F) = —mvzﬂ:( eer1 +0pe-1) ( hy com + by’ Bom ) Ty, =
(B.84)
— R R
— ; (Ta)ggr Qpr + ; (Tﬁ)ggf ﬁgrm? (B85)
o om0 Q% ( 2(2) 2 (1) )_
— R R
_ ; (DF),, Aem + ; (D%),,, Bem. (B.87)
Celou rovnici (B.78) tak lze prepsat do maticového tvaru
— — N —
(D +D%) A + (D5 + DE) B = (TE = TE) G + (T5 = TE) B, (B88)
— — N —
DsA,, +DpB,, = Toa,, + T,B;Bm' (BSQ)
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B.7.3 Tvar matic

V predchozich podkapitolidch jsme ukézali, Ze rovnice lze prepsat v maticovém
formalismu za pomoci Sestnacti diagonalnich, trigiagonalnich a pentadiagonélnich

matic, které maji tvar
Py _ _ 50
(D ) e a2 Je 1 0 (

(05),, = QZLH l1 + 6 (1 -

1CQ (-1
(€+1
z'cQ {—1
(£+15e—1£*+
m 6% Q%2
w " al(l+1) w?
m 6% Q%2
w " al(l+1) w?

0 Q%

m 6 Q%* .

)
)
)
)
)
)
T%),, = o2 (E:L itsgfg_l +
)
)
)
)
)
)

Q A A
—) jzhf)] Oeer
w
Q A A
m—) jehfgl)] Oeer,
w
(o), - [(1 n?)- Jﬂdﬁgdﬁf)] b
e 4545 w ’

w Q n o~
——— |[1=mZ) +6°5,dR'" | 6,
eer adjy [( mw) +07Agedhe 7| Ot

0+2
1,00 +——

(+2
N

-2 (Bpre—1 + Opresr) IE™ dh@
= (8¢re—1 + Opregr) Tom dhé”,

Q-1
= —150— (?5‘9#;}_1 +

=~y or Geen + 0ee) Tin Y,

= 2 (§grg+1—|—5grg 1)72; h(l),

o E 60 92&2 4(2)
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§grg+1) j h

2
—§gwg+1) j h

(B.90)

(B.91)

(B.92)

(B.93)

(B.94)
(B.95)
(B.96)
(B.97)
(B.98)
(B.99)
(B.100)
(B.101)
(B.102)
(B.103)
(B.104)

(B.105)



C. Separace Teukolského rovnice

V tomto dodatku je ukizana separace Teukolskeho rovnice (5.30) do rovnic
(5.34) a (5.35). Drzime se vzoru puvodniho Teukolskeho ¢lanku [9], abychom dosli
ke stejnému vysledku.

Teukolskeho vlnova rovnice ve vakuu
(r*+a%? , ., O  AMar 8% a? 1 ol

T = | — — 2 — - —
] l A @ si0)| 5+ A arag sinZ(9) | 942

.0 [ 00 1 0 o a(r— M) icos(f)] 6w
-4 @(A+E)_sm(9)@(sm( )@)‘23[ A +Sin2(9)]%

_ 9 lw —r—ia cos(@)] % + (3 cot?(f) — s) P = (C.1)

je separovatelnd v BL soufadnicich, plati tedy \ = R(r)S(0)P(¢)T'(t). Trividlni
je ukazat, ze P(¢)T(t) = e ™=“! a 7e lze nahradit derivace ve vyrazu T[]

O = —iw), O = —w, (C.2)

0, = imp Do = —m*Y, Orop = munp, (C.3)

dosazenim do rovnice (C.1) a po ndsledném vydéleni rovnice nenulovym feSenim

1 ziskame

— a Sl

M:_wz[w 2-2(9)L£Mmm2[a2 1]

(o |_ A J A A sin2(0)|
AT 11%;" (ASH ?:) 111(9) é‘;g (Sm(é’)g)

oo | o

+ isw [W —r—ia cos(a)] + (32 cot?(6) — 3) = 0. (C.5)

Prvni éast vyrazu T[]/ je zavisla pouze na radidlni BL soufadnici r, druha
pouze na 6. Lze tedy obé tyto ¢asti polozit rovné separa¢ni konstanté A za ziskani
dvou rovnic

_ ) 2 1 1d][. ds cos(f)
A= a®w?sin®(f) + —5— — ————~— [sin(§) 5> | +2 C.6
cw s 0)+ 25 T sn@) S a0 lsm( )d(?] s Syt (CO
+ 2wsa cos(f) + (s* cot*(8) — s), (C.7)

W (r*+a®)?  AMarmw < m?a® o1 d [, .qdR
—A=— A t—Rx A A Bar lA i (C.8)
_ 2 _ 2

- Qimsw + 2isw lw — ’r] . (C.9)



Abychom ziskali stejny vysledek jako Teukolsky [9], je potfeba jesté poupravit
separa¢ni konstantu vztahem A = A + a’w?, potom v prvni rovnici vznikne
a’*w? cos?(f) namisto a’w? sin?(f) a na levé strané se objevi pouze A. Prvni rovnici

Ize rovnou vyjadiit ve tvaru z [9] vynasobenim funkei S

sinl(ﬂ) % lsin({?)%] + (a2w2 cos®() — Sﬂ:;w — 2aws cos(f)— (C.10)
_ 2mscos(h)

sin?(#)

— s%cot?(f) + s + A)S =0. (C.11)

Pro radialni rovnici, ktera po separaci nabyva tvaru

d dR 2(r2 +a2)? —4M %a”
A—s@ lA3+l dr] + w (T t+a ) A arwm +m-a R+ (012)
. _ 9. 2 2
(2137”@(7' M) AQESMM(T @) + 2iswr — a’w?® — A)R =0, (C.13)

Ize Sikovnym pri¢tenim nuly 2maw(r? + a?) v itateli prvniho zlomku ziskat

2maw(r? + a®) — AMmawr = 2maw(r* — 2Mr + a*) = 2mawA (C.14)

a tento ¢len z rovnice vylouéime tak, Ze jej odedteme v konstanté A = A +a%w? —

2maw. Cast rovnice bez derivace ma tak tvar

[{.e.»‘('!f'2 —+ a2) — ',']'?,.{,g}2 + 2is (am[?” — M] _ LJM[T'Q . GQ])

A + 29wsr — A | R.

Druhy vyraz v ¢éitateli lze upravit s pomoci ¢lene za zlomkem 2iwsr

2is (am [r—M]—wM [’r2 - a2D — 2iswr [r2 —2Mr + a2] (C.15)
= 2is (am(r — M) —wM(r® — a®) — wr(r® — 2Mr + ag) =

= 2is (am(r —M)+w [MT2 —a*r +a*M — r3]) =

= 2is (am(r — M) —w(r* +a®)(r — M)) = 2is(r — M)(am — w(r? + a?)).
JiZ podruhé je zde vidét ¢len w(r?+a?) —am, a proto jej oznaéime speciilnim

pismenkem K. Radidlni rovnici tak lze prepsat ve finAlnim tvaru, ke kterému

dosel i Teukolsky v [9]

2_ 95 —
A—Si lASHQl N (K 2is(r — M)K —|—4z'3w'r'—)k) R=0, (C.16)

dr dr A
K = w(r* 4+ a*) — am, A=A+ d*w? — 2maw. (C.17)
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D. DalSi superradiantni procesy

D.1 Spontanni emise

Tento dodatek je konstruovan po vzoru praci [16, 14]. Opét v plochém prostoru
uvazme Castici, kterd se pohybuje viéi pozorovateli se ¢tythybnosti pf' = (E,p) a
nésledné vyzaii foton, jeji étythybnost se tak zméni na py = (E — hw,p — hk).
Energie ¢astice se zméni dle vztahu

AFE = hw (D.1)
a prechodem do soustavy spojené s ¢astici bude tato zména energie mit tvar

E — (v + év)(p + hk) E—v-p

AE =F; - E; = — , (D.2)
! \/1—(v+5v)-(’v+5’v) Vi-v-v
rozvojem predchoziho vztahu do mocnin §v
AR = B2V P ) = —ah(w — v k) + o(0w), (D.3)

Vi—v-v

kde veli¢iny bez indext odpovidaji hodnotam na pocatku procesu emise fotonu.
Aby byla zména energie kladné, tedy castice ziskala emisi energii, musi platit
Ginzburg-Frankova podminka

w(k)—v-k<0. (D.4)

Lze si rozmyslet, Ze takovou podminku nelze nikdy splnit ve vakuu, kde
disperzni relace ma vztah k = w/e, a tudiz nerovnice

k[1—wvcos(d)] <0 (D.5)

nenastane, nebot v nikdy nemuze dosdhnout rychlosti svétla ¢ = 1. Podminku
by vSak bylo mozné splnit, pokud by platila disperzni relace w(k) < k. Po vzoru
[14] uvazujme relaci pro homogenni izotropni médium w = k/n(w), kde n(w) > 1
je absolutni index lomu daného prostredi. Podminku na zvyseni energie tak lze
napsat ve tvaru

ko (1 — vn(w) cos()) < 0, (D.6)

n(w)
coz lze splnit pro vybrané ahly 6

1

n(w)v

< cos(f), (D.7)

kde n(w) = k/w = 1/(w/k) = 1/v;s je inverze fazové rychlosti svétla v daném
prostredi. Pokud je tedy rychlost ¢astice v prostredi v vétsi nez rychlost svétla,
bude dochazet k superradiaci.
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Tento priklad si vybirdAme, nebot jde o jeden z vubec prvnich ptikladua super-
radiace, které se objevily. Puvodné byl tento jev oznacen za anomalni Dopplerav
jev [43]. Tento jev tizce souvisi s Vavril-Cerenkovovym zafenim, které vzniki v
dielektriku, pokud se jim pohybuje ¢astice bez vnitini struktury. Pro ni musi pla-
tit AE" = 0 a tato podminka muze byt splnéna jen za predpokladu, ze vyzaruje
fotony pod thlem [14]

6. = arccos (ﬂ) . (D.8)

v

D.2 Skalarni bosony a potencialova bariéra

V této ¢asti uvazujeme skalarni bosony, tedy ¢astice nesouci nulovy spin.

VInové funkce skalarniho nehmotného pole musi splnit Klein-Gordonovu rovnici

$ =0, (D.9)

jiz lze vyTesit separaci proménnych. Nadale je vhodné pracovat se zarenim, které

se Sifi ve sméru z a problém se stavd 1D (+ 1D za ¢as). Po vzoru knihy [14]

je vhodné uvazovat skalarni pole provazané s elektromagnetickym potencialem
AF = (Ap,0). Zde zavedme skokovy potencial

Ap(z) =VO(z — ), (D.10)

kde v misté xy je potencidlovy schod. V nizkoenergetické kvantové teorii, kdy pole
splni Schrédingerovu rovnici, bude napravo od zy nastavat exponencialni ttlum
pravdépodobnosti nalezu ¢astice, at uz jde o fermiony, ¢i bosony.

Kovariantni derivace zde ma tvar V, = 9, — ieA,, Klein-Gordonova rovnice
tak lze zapsat ve tvaru

0@ — e?A*® — ie(0,(A*®) + A,0"P) =0, (D.11)
v asymptotach x — +oo tak lze fesit
d2d_ 9
2 d_ +w'P_ =0, (D.12)
d2®
F;@_f_ "‘ (QJ - eV)2 (b_'_ — 0, (D.lg)

potom lze FeSeni v asymptotickych oblastech zapsat ve tvaru
‘I)_ _ (Iew(:c—mo) 4 Re—w(m—mu)) e—‘i{dt? @_’_ _ Tei(w—eV)(r—mg)e—wt? (D14)

kde volba znaménka je volena tak, aby puvodni a prosld vlna postupovaly v
kladném sméru osy z. Nyni uréeme Wronskiany pro obé asymptoty

f=Te%“" + Re ™=, f*=Tr'e ™ £ R ™, (D.15)
df . iwr —qwt df* - * _—iwE * _iwr
Eziw(le —Re ), = :—W(Ie —R’e ), (D.16)
g= Tet‘(w—eV):c} g* _ T*e—i(w—eV)m’ (Dl?)
dg . i(w—eV )z dg* . * _—i(w—eV )z
! (w—eV)Te ) =t (w—eV)T e ) (D.18)
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Wronskidny maji tvar

d

d . .

we =S g o (zp - rp) gz - R @a9)

= —2iw(|Z]* — |R|?) (D.20)

Wi, =% _ 99 o) TR i (w— V) TP (D.21)

dx dz
= 2i(w—eV)|T|? (D.22)
a jejich porovnanim lze ziskat
—eV
R = [ZPP = =——ITT" (D.23)

Je tedy vidét, Ze za splnéni podminky w — eV < 0 je |[R]? = 1.

D.3 Metoda efektivniho potencialu

Metoda uréeni amplitudovych koeficientu z diferencialni rovnice lze provést
porovnanim Wronskiani této rovnice ve dvou asymptotickych limitach. Jedna se
o rovnici s efektivnim potencidlem

dzf

12 + Verrf =0, (D.24)
kde f = f(z) je neznama hodnota funkce. Hleddme feSeni pro z — z; a £ — s,
potom lze Tesit rovnici ve dvou asymptotickych tvarech

d? d?

42 +yf =0, F) +y2f =0, (D.25)
kde y; jsou asymptotické chovéni efektivniho potencidlu pro z — z;. ReSeni rovnic
odpovidajicich rovnici linearniho harmonického oscilatoru je

(D.26)

f Te W 4 Re¥1% 1 — x4,
i~
Te 2% + Qe z — xo,

pokud asymptotické chovani y; neni zavislé na z. Je-li efektivni potencial realny,
lze puvodni rovnici komplexné sdruzit a jejimi feSenimi budou komplexné sdru-
zené feseni puvodni rovnice f*. Wronskidny jednotlivych asymptotickych rovnic
maji tvar

Wii(fifi) = |2 ag| = 20w (1T~ [RF?). (D.27)
dx de
Wo(fof3) = |38 4| = 20w (1T - 1OF) (D.29)
dz dz
a musi se rovnat. Jejich porovnanim
Y
[RI* = Iz = 2= (IT* = 100?). (D.29)
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Prikladem miize byt skalarni boson z predchozi sekce, kde fidici rovnice je

d2®
U
> 2 w— eA(co—) o2 W€V o
L L

kde O = 0, nebof v nekone¢nu spontanné nic nevyzatuje energii. Volbu O = 0
Y

pouzivame také na vnéjSim horizontu c¢erné diry » — r,, kde opét tvrdime, zZe

¢erna dira neni zdrojem zareni.
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