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Za splnění specifické podmínky pak nalézáme rotační superradiaci, jev původně
objevený Y. B. Zel’dovičem v 70. letech, při němž záření rozptylem na rotujícím
objektu získává energii. V tomto specifickém případě je podstatou jevu disipace
energie v podobě Jouleova tepla, které vzniká díky generaci plošných proudů
na vodiči. Superradiace nastává i při rozptylu záření na rotující černé díře, zde
však není disipace energie přítomna. Shrnujeme výsledky převzaté z literatury pro
rozptyl záření na rotující černé díře včetně aplikace zvané Black-hole bomb, kdy
je černá díra uzavřena do ideálně odrazivého zrcadla. Ukazujeme, že pro nejnižší
módy záření lze na určitých intervalech aproximovat výsledky obecné relativity
rozptylem na plochém prostoročase.
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Abstract: We show the scattering of electromagnetic radiation on a rotating cylin-
der and a rotating sphere using formalism of the vector spherical harmonics in this
thesis. If a specific condition is satisfied then we can observe the rotational su-
perradiance, phenomena originally discovered by Y. B. Zel’dovich in 1970s say-
ing that the radiation can gain power by scattering on a rotating body. In this
particular case there is an underlying principle of the rotational superradiance,
the energy dissipation in the form of Joule heating created due to the induction
of surface currents on the conductor. Superradiance can occur in the radiation
scattering on the rotating black hole background, although there is no dissipation
present. We summarize the results of scattering on the Kerr black hole from the
literature, including an application called Black hole bomb, when the black hole
is enclosed into a perfectly reflecting mirror. We show that for the lowest modes
of the radiation at specific intervals the general relativity results can be approxi-
mated by scattering on the flat spacetime.
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Úvod

Obecná teorie relativity předpověděla existenci černých děr. V roce 1963 našel
Roy Kerr za pomoci tehdy moderních algebraických metod řešení Einsteinových
rovnic gravitačního pole [1], které odpovídá rotující černé díře, jež je popsána
hmotností M a momentem hybnosti J . Ve stejném roce identifikoval Maarten
Schmidt zářivý objekt 3C 273 (obrázek 1) v souhvězdí Panny na nebeském rov-
níku jako kvazistelární objekt (kvazar) skládající se převážně z vodíku [2]. Spek-
trální čáry byly však výrazně posunuty a jeho závěrem bylo, že objekt musí být
velice daleko. Svůj objev prezentoval Jessemu Greensteinovi, tehdejšímu řediteli
astronomického ústavu na Caltechu, který poté ukázal, že první pozorovaný kva-
zistelární objekt 3C 48 má také výrazný rudý posuv a vzdaluje se od Země ještě
vyšší rychlostí [3].

Obrázek 1: Pozorování kvazaru 3C 273. Ob-
rázek je vypůjčený ze stránek www.nasa.gov.
Jedná se o snímek nejzářivějšího kvazaru po-
řízený Hubbleovým vesmírným teleskopem.

Fyzici tehdejší doby se domnívali,
a správně, že v jádrech kvazarů ro-
tují supermasivní černé díry, které jsou
zdrojem rádiového vlnění, jež poprvé
identifikoval jako kosmické záření Karl
Jansky [4] roku 1933 při objasňování
šumu na bezdrátové telekomunikační
lince nad Atlantikem.

Zel’dovič ukázal [5, 6], že rotující
vodivé objekty v plochém prostoročasu
mohou předávat svou energii do vln,
které se na nich rozptylují, ba co víc, že
i při nedopadajícím záření může rotu-
jící těleso vyzařovat energii. Termody-
namický důkaz této teorie vedl Beken-
steina [7] k myšlence, že i rotující černé
díry musí vykazovat stejné vlastnosti,
neboť i pro ně existuje série termody-
namických zákonů [8]. Při studiích per-
turbací na pozadí Kerrovy černé díry pak Teukolsky a Press ukázali [9, 10, 11], že
černá díra skutečně může zesilovat rozptylované záření, a dochází tak k extrakci
energie z této černé díry.

Zel’dovičův model rotujícího válce [6] ukazuje, že extrakce energie je disi-
pativní proces, při němž se uvolňuje teplo. Teukolsky-Pressovo řešení [11] však
žádnou disipaci neuvažuje. V ergosféře, která obklopuje vnější horizont Kerrovy
černé díry, mohou existovat vlny se zápornou energií, které černá díra pohltí, čímž
přijde o část své vlastní energie. Je tedy superradiace v obecné relativitě stejný,
či alespoň analogický, proces, který nastává u rotujícího Zel’dovičova válce?
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T hi b a ult D a m o ur [ 1 2] u k á z al, ž e n a č er n o u dír u, k o n kr ét n ě p a k n a j ejí v n ější
h ori z o nt, l z e p o hlí ž et j a k o n a m e m br á n u o pl oš n é m o d p or u

√
µ = 3 7 7 Ω , n a ní ž

v z ni k ají při r o z pt yl e c h pr o u d y st ej n ě j a k o n a Z el’ d o vi č o v ě v ál ci a pl atí pr o n ě
O h m ů v i J o ul e ů v z á k o n.

El e ktr o m a g n eti c k á r ot a č ní s u p err a di a c e j e pr o c es, při n ě m ž s e z esil uj e el e ktr o-
m a g n eti c k é z ář e ní r o z pt yl e m n a r ot ují cí m o bj e kt u. V t ét o pr á ci ř eší m e Z el’ d o vi č ů v
m o d el pr o r o z pt yl T M z ář e ní n a r ot ují cí m v ál ci, čí m ž n a v a z uj e m e n a b a k al ářs k o u
pr á ci [ 1 3], k d e j e a n al y z o v á n r o z pt yl T E p ol ari z o v a n ý c h vl n n a st ej n é m v ál ci.
D ál e u k a z uj e m e o dr a z z ář e ní n a st ojí cí a r ot ují cí sf éř e pr o o b e c n é ú hl o v é r y c h-
l osti. Sit u a ci n a hlí ží m e pr o p ar ci ál ní vl n y, kt er é js o u v o b o u pří p a d e c h ú m ěr n é
e i( m φ − ω t ) , k d e m j e a zi m ut ál ní vl n o v é čísl o, ω j ejí fr e k v e n c e a φ ú hl o v á a zi m ut ál ní
s o uř a d ni c e v r o vi n ě k ol m é n a os u ot á č e ní.

D ál e r e k o nstr u uj e m e Te u k ols k e h o p ost u p n al e z e ní vl n o v é r o v ni c e pr o el e ktr o-
m a g n eti c k é p ol e z a p o m o ci N e w m a n- P e nr os e o v a f or m alis m u [ 9]. N ásl e d n ě s hr n u-
j e m e p o z n at k y o ř eš e ní r o v ni c e v s o ul a d u s p ost u p y C ar d os a, Brit a a P a ni h o [ 1 4].
U k a z uj e m e j e d n u z pr v ní c h a pli k a cí s u p err a di a c e, kt er o u j e k o nstr u k c e č er n o-
d ěr o v é b o m b y, t e d y K err o v y č er n é dír y u z a vř e n é d o i d e ál n ě o dr a zi v é h o zr c a dl a.
Zr c a dl o m á t a k o v ý t v ar, a b y v k a ž d é m j e h o b o d ě b yl o n ul o v é n or m ál o v é m a g n e-
ti c k é a t e č n é el e ktri c k é p ol e, m o d el uj e m e j ej t e d y v o di v ý m r e z o n át or e m.

S u p err a di a c e vš a k n e n ast á v á j e n r o z pt yl e m n a r ot ují cí c h o bj e kt e c h. A b y c h o m
u k á z ali, ž e s u p err a di a c e j e j e v o bj e v ují cí s e i v kl asi c k é f y zi c e, u k a z uj e m e i nt er a k ci
n e h m ot n é h o Kl ei n- G or d o n o v a p ol e s v n ější m p ot e n ci ál e m v d o d at k u D. 2. P oj e m
s u p err a di a c e p o pr v é p o u žil R. H. Di c k e [ 1 5] a v ů b e c pr v ní ef e kt p o v a ž o v a n ý z a s u-
p err a di a ci (s p o nt á n ní v y z ař o v á ní o bj e kt u p o h y b ují cí h o s e n a ds v ět el n o u r y c hl ostí
v d a n é m m é di u) p o pis uj e m e v d o d at k u D. 1 p o v z or u pr á c e [ 1 6].
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1. Příběh extrakce energie

1.1 Zel’dovič a rotační superradiace

Na počátku 70. let vyslovil Yakov Borisovič Zel’dovič hypotézu, že lze ex-
trahovat energii z rotující černé díry stejně, jako v klasickém případě lze čerpat
kinetickou energii rotujících objektů rozptylem záření.

Nechá-li se akustická vlna dopadnout a odrazit na médium, které se pohybuje
v daném prostředí rychleji než zvuk, dojde ke zvýšení hlasitosti zvuku. Za po-
dobný efekt byla roku 1958 udělena Nobelova cena za fyziku „Za objev a inter-
pretaci Čerenkovova jevu“. Ta říká, že částice pohybující se v médiu rychleji než
světlo spontánně vyzařuje elektromagnetické vlny. Pohyb částice v dielektrickém
prostředí lze nahlédnout v dodatku D.1.

Zel’dovič si všiml, že analogie odrazu vlny na desce nebude fungovat ve va-
kuu, neboť se zde nemůže hmotná deska pohybovat rychleji než světlo, ovšem
v zakřivené geometrii lze zesílení elektromagnetických vln získat. Ve svém článku
[6] tvrdí: „ It can be assumed that the effect in question appears also when the
interaction of the waves with the rotating body is connected with the gravitational
field of this body and does not depend on dissipated processes in the material of the
body.“ S touto myšlenkou se původně nemohl ztotožnit Kip S. Thorne, kterému
ji Zel’dovič prezentoval [17]. Sázku o lahev brandy však se Zel’dovičem prohrál
[17], efekt se o pár let později skutečně objevil v obecné teorii relativity.

Ve stejném článku Zel’dovič také navrhl obalit rotující objekt polopropustným
zrcadlem. Ve článcích [6, 5] ukázal rozptyl skalárního a elektromagnetického pole
na pomalu rotujícím válci. Elektromagnetické pole se rozptylem zesílí za splnění
podmínky

ω −mΩ < 0,

kde ω je kladná frekvence záření, m počet period vlny v azimutálním směru a Ω je
velikost úhlové rychlosti válce.

Jako nejjednodušší je (jako varianta Zel’dovičova původního modelu) v této
práci uvažována rotující válcová slupka. Práce nejprve shrnuje výsledky bakalář-
ské práce [13] v podkapitole 2.2.1, kde stejně jako Zel’dovič [6] studujeme rozptyl
válcové TE vlny. V této práci se v několika modelech zkoumají vlastnosti ro-
tační superradiace. Přidán je rozptyl TM vlny na rotujícím válci a obecný rozptyl
na rotující vodivé sféře. V kapitole 3 podáváme termodynamický důkaz super-
radiace pro obecné axiálně symetrické těleso rotující okolo své osy symetrie dle
vzoru Bekensteinova článku [16]. Návazně na to přebíráme i důkaz superradiace
v obecné relativitě v kapitole 5.1 pro Kerr-Newmanovu černou díru za pomoci
Bardeenových-Carterových-Hawkingových mechanických zákonů černých děr [8],
které jsou dnes známy jako termodynamické zákony Kerr-Newmanova prostoro-
času.
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Obrázek 1.1: Amplification and absorption of electromagnetic (s = 1) waves by a rotating black hole. The fractional
energy amplification (positive Z) or absorption (negative Z) of the three most strongly amplified spheroidal-wave
modes is shown as a function of the wave’s frequency ω (in units of m times the hole’s maximum rotation frequency
ωmax

+ = 2/M). The different curves parametrize the specific angular momentum a of the hole in units of its mass
M , ranging from a/M = 0 (Schwarzschild) to a/M ≈ 1 (extreme Kerr). The curves labeled α and β indicate values
a/m = 0.999 and 0.99999, respectively. To show five logarithmic decades of both positive and negative values, and
a linear region where the zero crossings occur, the ordinate has been plotted proportional to sinh−1(105Z). The
significance of Z → −1 as |ω| becomes large is that the hole becomes "black", with all incident energy asorbed. The
significance of a range of ω with Z positive is that waves in this range extract energy from the rotating hole, and
come out "superradiantly amplified."(Převzatý popisek a obrázek z [11])

1.2 Extrakce energie z černé díry

Na konci 60. let minulého století ukázali James M. Bardeen, Brandon Carter
a Stephen Hawking, že pro černé díry platí specifické mechanické zákony [8].
Jedním z těchto zákonů je zákon rostoucího horizontu černé díry, tedy fakt, že
velikost horizontu nemůže žádným nekvantovým jevem klesat.

Jacob Bekenstein uviděl analogii růstu horizontu s růstem entropie [18], jeho
argument se však nesetkal s pochopením, alespoň zprvu. Hlavním protiargumen-
tem termodynamické teorie byla špatná představa toho, že černé díry nemohou
vyzařovat. Jakékoliv těleso o nenulové teplotě by však zářit mělo. Naopak argu-
ment pro přijetí teorie byl, že spadne-li těleso do černé díry, neměla by se ztrácet
entropie, černá díra by tedy měla mít svou entropii a tu při přijetí jakéhokoliv ob-
jektu zvýšit. Spor nakonec rozhodl Stephen Hawking ve prospěch Bekensteinovy
představy, když ukázal, že díky kvantovým efektům v blízkosti horizontu může
docházet k vyzařování energie černé díry – k vypařování černých děr. Za pomoci
termodynamických zákonů pak Bekenstein dokonce ukázal [7], že lze rozptylem
vlny úměrné eimϕe−iωt, kde ϕ je azimutální Boyer-Lindquistova souřadnice, z ro-
tující nabité černé díry extrahovat rotační elektromagnetickou energii, a to za
splnění speciální podmínky

ω −mΩH < 0,

kde ΩH je úhlová rychlost vnějšího horizontu r = r+ = M +
√
M2 − a2.
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Spolu s termodynamickými argumenty byla extrakce energie potvrzena i ře-
šením perturbačních rovnic pro pole v okolí černých děr. Saul A. Teukolsky v ro-
ce 1972 [19] ukázal shrnutí chování Kerrova prostoročasu s lehkými perturba-
cemi. V následujících dvou letech vydal spolu s Williamem Pressem trojici článků
[9, 10, 11], v nichž nejprve ukazuje elegantní odvození vlnové rovnice pro gravi-
tační a elektromagnetické vlny za pomoci Newman-Penroseova (NP) tetrádového
formalismu a následně ukazuje, že Kerrova černá díra je stabilní vůči takovým
perturbacím. V posledním zmíněném článku pak spolu s Pressem ukazují inter-
akci Kerrovy černé díry se zářením. Zesílení rozptylem, které získali pro elektro-
magnetickou vlnu, je ukázáno na obrázku 1.1. Jejich postup částečně shrnujeme
v kapitole 5.

1.3 Membránové paradigma

Spolu s astronomickými objevy přichází vždy i mnoho inspirace pro astrofy-
ziky a ve 20. století nově i pro relativisty, kteří se stali nedílnou součástí ast-
rofyziky ve chvíli, kdy se černé díry přijaly jako existující a pozorované objekty
našeho vesmíru.

„In theoretical physics a special role is played by the diagrams, pictures, men-
tal images, and descriptive phrases that accompany our equations,“ píší Richard
H. Price a Kip S. Thorne v první kapitole své knihy Membránové paradigma
[20]. V knize popisují jednu z takových mnemotechnických pomůcek pro chápání
černých děr, kterým membránové paradigma je.

Jeden z klíčových článků pro membránové paradigma [12] vyšel v lednu roku
1978. Thibault Damour v něm popsal způsob, jak se na černou díru dívat jako na
vodivou membránu, po jejímž povrchu teče proud. Damour uvažuje čtyřproud Ja,
který se zachovává napříč celým prostoročasem. Určitý náboj či proud může skon-
čit pod horizontem černé díry. Pokud nás ale nezajímá, co se v oblasti r < r+
děje, lze situaci vyřešit fenomenologicky přidáním plošného čtyřproudu tekoucího
na horizontu. Jak sám v článku píše: „Matematicky je problém následující: Se za-
daným proudem Ja(v,r,θ,ϕ̄) takovým, že Ja;a = 0, najděme komplementární proud
ja s nosičem na r = r+ takovým, že JaY (r− r+) + ja se zachovává, kde Y je Heavi-
sideova funkce.“ Výsledkem Damourova snažení při zavedení plošných proudů je
vztah

E + V ×B⊥ = 4π(K − σV ),

kde K je plošný proud, σ zavedená plošná hustota náboje a V je rychlost hori-
zontu, kterému je přiřknut odpor 4π ≈ 377 Ω.

Pokud tedy lze zkonstruovat tvar plošného Ohmova zákona na vnějším hori-
zontu r = r+, je možné dívat se na procesy, k nimž dochází při rozptylu elek-
tromagnetického vlnění, jako na procesy disipativní. Právě disipace je základním
kamenem superradiace. Pokud to tak je, musí existovat nějaký tvar Jouleova zá-
kona pro rotující černou díru, který bude vyjadřovat změnu výkonu rozptýlené
oproti dopadající vlně, a tento rozdíl musí souviset se změnou rotace černé díry.
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V k a pit ol e VI čl á n k u [ 1 2] D a m o ur n al é z á t e nt o t v ar J o ul e o v a z á k o n a

˙Q =
H

4 π |K − σ V |2 d A

k d e ˙Q = ˙M − Ω ˙S z a ˙S z = d S z / d υ j e t o k m o m e nt u h y b n osti (υ j e č as o v á s o uř a d ni c e
s p a d ají cí d o K err o v ý c h s o uř a d ni c, j e ž čl á n e k [ 1 2] v y u ží v á).

D ál e D a m o ur f or m ul uj e O h m ů v z á k o n v e t v ar u A υ (θ 2 ) − A υ (θ 1 ) = R I , k d e
I j e c el k o v ý pr o u d a r o z díl ∆ A υ z d e m á c h ar a kt er n a p ětí m e zi d v ě m a b o d y
n a h ori z o nt u. Dí k y t o m u j e m o ž n é n ajít c el k o v ý v ý k o n d o d a n ý d o č er n é dír y
˙M = R I 2 .

M e m br á n o v é p ar a di g m a t e d y j a k o m n e m ot e c h ni c k á p o m ů c k a d o v ol uj e př e d-
st a v o v at si n ej as n ý, n e disi p ati v ní pr o c es s u p err a di a c e n a r ot ují cí č er n é díř e j a k o
disi p ati v ní pr o c es r o zt y pl u n a v o di v é m e m br á n ě, k d e k disi p a ci d o c h á zí. T o vš e
pl atí j e n dí k y t o m u, ž e k a ž d ý b o d n a h ori z o nt u r ot uj e st ej n o u ú hl o v o u r y c h-
l ostí Ω H , a c h o v á s e t a k j a k o t u h á m e m br á n a – o k o m e nt o v á n o v r eš erš ní k a pi-
t ol e 5.

1. 4 S o u č a s n á d o b a

S u p err a di a cí s e d n es z a b ý v á př e d e vší m Vit or C ar d os o a Ri c h ar d Brit o, kt eří
s p ol e č n ě s P a ol e m P a ni m v y d ali k ni h u [ 1 4], k d e s e dis k ut ují vš e m o ž n é t y p y s u p er-
r a di a nt ní c h ef e kt ů. O d t ě c ht o a ut or ů l z e n al é zt ví c e p u bli k a cí k d a n é m u t é m at u,
z a z mí n k u st ojí p oj e d n á ní o n est a bilit á c h č er n ý c h d ěr [ 2 1, 2 2] či di z ert a č ní pr á c e
Ri c h ar d a Brit a [ 2 3] z a b ý v ají cí s e mi m o ji n é h m ot n ý mi b os o n o v ý mi p oli s e s pi-
n e m 2.

V k ni z e [ 1 4] u k á z ali v ýš e z mí n ě ní a ut oři, j a k l z e ř ešit r o z pt yl y m n o h a t y p ů p olí.
J e v el e ktr o m a g n eti c k é s u p err a di a c e, kt er ý j e ústř e d ní m t é m at e m t ét o pr á c e, j e
p o u z e j e d ní m z pr o c es ů e xtr a k c e e n er gi e. S u p err a di a ci l z e p o z or o v at i pr o s k al ár ní
a gr a vit a č ní p ol e, a t o n ej e n pr o r ot ují cí o bj e kt y. Z ají m a v ostí j e, ž e s u p err a di a c e
s e o bj e v uj e pr o b os o n o v á p ol e, ni k oli v pr o f er mi o n o v á [ 1 4]. Ř eš e ní v ýš e z mí n ě n é
Te u k ols k e h o r o v ni c e t a k p o v e d e n a s u p err a di a ci pr o s k al ár ní, el e ktr o m a g n eti c k é
a gr a vit a č ní vl n y, ni k oli v pr o p ol e n e utri n o v á či el e ktr o n o v á.
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2. R o z p t yl n a r o t ují cí m v ál ci

R o z pt yl el e ktr o m a g n eti c k é vl n y n a r ot ují cí m o bj e kt u j e d e m o nstr o v á n v t ét o
k a pit ol e n al e z e ní m r efr a k č ní c h k o e fi ci e nt ů i nt e n zit y a v ý k o n u pr o r ot ují cí v ál c o v o u
sl u p k u o k o nst a nt ní v o di v osti.

R o z pt yl T E vl n y b yl ji ž r o z e br á n v b a k al ářs k é pr á ci [ 1 3], a pr ot o z d e n e b u d e
p o dr o b n ě r o z pr a c o v á n, v ýsl e d k y b u d o u s hr n ut y v pr v ní c h d v o u s e k cí c h.

j T E
s

Ω
E T E

d o p a d ají cí

E T E
s u p e r r a di a nt ní

E T M
d o p a d ají cí

E T M
s u p e r r a di a nt ní

j T M
s

2. 1 Vl n y v e v ál c o v ý c h s o u ř a d ni cí c h

Ú ml u v a: R y c hl ost s v ětl a v e v a k u u n a pří č k a pit ol o u 2 p o kl á d á m e r o v n o u j e d n é, c = 1 ,
pr ot o v t e xt u pl atí k = ω / c = ω , t a k é µ 0 0 = 1 / c 2 = 1 .

Vl n o v o u r o v ni ci pr o el e ktr o m a g n eti c k é p ot e n ci ál y l z e s e p ar o v at v e v ál c o v ý c h
s o uř a d ni cí c h (ρ, ϕ, z ). A b y m ěl y r o v ni c e pr o p ot e n ci ál y vl n o v ý t v ar

A = 0 , Φ = 0 , ( 2. 1)

či z kr á c e n ě A µ = 0 , m usí b ýt s pl n ě n a h ar m o ni c k á k ali br a č ní p o d mí n k a

∇· A + µ 0 0 ∂ t Φ = 0 . ( 2. 2)

Vl n o v é r o v ni c e v e v y br a n ý c h s o uř a d ni cí c h [ 2 4] l z e ř ešit p o m o cí s e p ar a c e pr o m ě n-
n ý c h. Pr o j e d n o d u c h ost z a v e d e m e st ej n ě j a k o v pr á ci [ 1 3] v e kt or o v ý p ot e n ci ál
A = A e z , kt er ý j e t e č n ý k p o vr c h u r ot ují cí h o v ál c e a v e d e n a T E p ol ari z o v a n é
z ář e ní. Z vl n o v ý c h r o v ni c a k ali br a č ní p o d mí n k y p a k a ut o m ati c k y pl y n e

Φ = 0 ,  A =
m

b m (ω r )e i( m ϕ − ω t ) , ( 2. 3)
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O br á z e k 2. 1: N a o br á z cí c h j e z n á z or n ě n o el e ktri c k é p ol e T E vl n y či m a g n eti c k é p ol e T M
vl n y. N a l e v é m o br á z k u vi dí m e při c h á z ejí cí vl n u, u pr ostř e d j e vl n a o d c h á z ejí cí a pr a v ý o br á z e k
u k a z uj e st oj at é vl n ě ní u v nitř v ál c e. O br á z e k j e v y h ot o v e n pr o m = 4 .

k d e b m j e li b o v ol n é ř eš e ní B ess el o v y r o v ni c e [ 1 3]. El e ktr o m a g n eti c k é p ol e l z e zís k at

E = − ∇ Φ − ∂ t A , ( 2. 4)

B = ∇ × A , ( 2. 5)

či v e 4 D z á pis u F µ ν = A ν ;µ − A µ ;ν .1 Dr u h o u p ol ari z a ci T M l z e zís k at tr a nsf or m a cí

E − → c B , B − → −
1

c
E , ( 2. 6)

dí k y ní ž B ∼ e z . V ýsl e d n é el e ktr o m a g n eti c k é p ol e b u d e mít t v ar

E (t,x ) =
m

i ω f T E
m (ρ )e z −

i m

ρ
f T M

m (ρ )e ρ +
d f T M

m

d ρ
e ϕ e i( m ϕ − ω t ) , ( 2. 7)

B (t,x ) =
m

i ω f T M
m (ρ )e z +

i m

ρ
f T E

m (ρ )e ρ −
d f T E

m

d ρ
e ϕ e i( m ϕ − ω t ) , ( 2. 8)

k d e f T E
m , f T M

m js o u r a di ál ní pr o fil y T E a T M p ol ari z o v a n ý c h vl n. R o z v oj e m f u n k cí

H ( 1 )
m (x )

0
∼ H ( 2 )

m (x )
0
∼

1

x m
, Jm (x )

0
∼ x m , ( 2. 9)

H ( 1 / 2 )
m (x )

∞
∼

1
√

x
e i x, H( 2 )

m (x )
∞
∼

1
√

x
e − i x, Jm (x )

∞
∼ c os

π

4
+

m π

2
− x ( 2. 1 0)

l z e vi d ět, ž e H ( 2 )
m , r es p. H ( 1 )

m o d p o ví d á pr o ω > 0 při c h á z ejí cí, r es p. o d c h á z ejí cí
vl n ě a j e di n é r e g ul ár ní ř eš e ní v p o č át k u s o uř a d n é s o ust a v y j e st oj at é vl n ě ní J m .
V d o d at k u B. 1 j e n a ví c dis k ut o v á n o i d alší ř eš e ní, k d y A ∼ e i q z .

Gr a fi c k é z n á z or n ě ní z - o v é sl o ž k y el e ktri c k é h o T E či m a g n eti c k é h o T M p ol e j e
vi d ět n a o br á z cí c h 2. 1 a 2. 2.

2. 2 R o v ni c e n a r o t ují cí m r o z h r a ní

P o k u d s e el e ktr o m a g n eti c k é z ář e ní r o z pt yl uj e n a v ál ci o pl oš n é v o di v osti σ s ,
m usí s pl nit M a x w ell o v y r o v ni c e n ej e n v e v a k u u, al e t a k é n a r o z hr a ní v nitř k u

1 K o v ari a nt ní d eri v a c e z d e z n a čí kři v o st s o uř a d ni c, ni k oli v kři v o st pr o st or u.
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O br á z e k 2. 2: P ol e v n ě v ál c e s e s kl á d ají. N a l e v é m o br á z k u l z e vi d ět p ol e, p o k u d v ál e c
a bs or b uj e z ář e ní, pr a v ý o br á z e k j e n a o p a k p ol e, p o k u d n ast á v á s u p err a di a c e. H o d n ot y js o u
z d e n a ds a z e n é ( p o m ěr y o d c h o zí: pří c h o zí js o u 1 : 1. 9 a 1. 9 : 1), a b y b yl ef e kt p o z n at el n ý
o pr oti st oj at é m u vl n ě ní.

a v n ějš k u v ál c o v é sl u p k y. T yt o r o v ni c e m ají p o sl o ž k á c h t v ar [ 1 3]

[E ρ ] = γ (ρ s + σ s v E ϕ )/ 0 , [B ρ ] = 0,

[E ϕ ] = 0, [B ϕ ] = µ 0 σ s γ (E z − v B ϕ ),

[E z ] = 0, [B z ] = − µ 0 γ (σ s E ϕ + v ρ s ).

( 2. 1 1)

k d e γ = 1 − Ω 2 a 2
− 1 / 2

j e L or e nt z ů v f a kt or a v = Ω a j e p o vr c h o v á r y c hl ost v ál c e
o p ol o m ěr u a , kt er ý r ot uj e s ú hl o v o u r y c hl ostí Ω = Ω e z . V a pr o xi m a ci p o m al ý c h
r y c hl ostí Ω a c l z e ps át γ ≈ 1 a v t ét o a pr o xi m a ci z r o v ni c t a kt é ž v y mi zí
vš e c h n y čl e n y, v ni c h ž s e v ys k yt uj e v γ .

V ý h o d n é j e z e s k o k u [E ρ ] v yj á dřit pl oš n o u h ust ot u n á b oj e ρ s , kt er á s e n a
v ál c o v é sl u p c e r o z pr ostír á,

ρ s =
0

γ
[E ρ ] − v σ s E ϕ ( 2. 1 2)

a n ásl e d n ě d os a dit d o r o v ni c e pr o s k o k [B z ]

[B z ] = − µ 0 γ σ s E ϕ +
v

γ
[E ρ ] − v 2 σ s E ϕ = − v [E ρ ] − µ 0

σ s

γ
E ϕ . ( 2. 1 3)

El e ktr o m a g n eti c k é p ol e sl o ž e n é z e vš e c h T E i T M m ó d ů

E =
m



 −
i m

ρ
f T M

m (ρ )e ρ −
d f T M

m

d ρ
(ρ )e ϕ + i ωe z f

T E
m (ρ )



 e i( m ϕ − ω t ) ( 2. 1 4)

B =
m




i m

ρ
f T E

m (ρ )e ρ −
d f T E

m

d ρ
(ρ )e ϕ + i ωe z f

T M
m (ρ )



 e i( m ϕ − ω t ) ( 2. 1 5)
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O br á z e k 2. 3: N a r ot ují cí m v ál ci s e g e n er uj e pl oš n ý pr o u d, kt er ý j e ú m ěr n ý c o s( m ϕ ). Te č n é
sl o ž k y el e ktri c k é h o p ol e js o u pr o T E vl n u n e n ul o v é v e s m ěr u z a pr o T M v e s m ěr u ϕ , j a k
j e vi d ět. Ef e kt čl e n u ρ s v v y mi zí pr o T E vl n u ( ρ s = 0 ) a pr o T M n e z m ě ní s m ěr, n a o br á z k u
j e t a k z n á z or n ě n ý c el k o v ý pr o u d n a p o vr c h u v ál c e. Pr o d o p a d ají cí T E vl n u j e vi d ět, ž e m
m á s k ut e č n ě v ý z n a m p eri o d v a zi m ut ál ní m s m ěr u, n e b oť t ot o čísl o u d á v á p o č et r e gi o n ů,
k d e pr o u d t e č e v e s m ěr u a pr oti s m ěr u os y z . A n al o gi c k y pr o T M vl n u v e s m ěr u e ϕ . N a
p osl e d ní m o br á z k u n a v ál e c d o p a d á vl n a sl o ž e n á z T E = 1 a T M = 4 .

l z e d os a dit d o r o v ni c e n a r o z hr a ní ( 2. 1 1) a zís k at s érii r o v ni c pr o n e z n á m é k o e fi ci-
e nt y β T E , γT E , βT M , γT M s e z n á m ý m vst u p e m d o p a d ají cí c h T E i T M vl n α T E , αT M .

Při r o z pt yl u s e b u d e g e n er o v at pl oš n ý pr o u d n a p o vr c h u v ál c e. Pr o r ů z n é
d o p a d ají cí vl n y j e u k á z á n n a o br á z k u 2. 3.

2. 2. 1 D o p a d ají cí T E p ol a ri z o v a n á vl n a

T at o č ást b yl a n á pl ní pr á c e [ 1 3], pr ot o př ej at é v ýsl e d k y v t ét o č ásti n ejs o u
p o dr o b n ě z d ů v o d n ě n y. R o v ni c e ( 2. 1 1) n e mísí T E a T M p ol ari z a c e, j a k l z e s n a d n o
n a hl é d n o ut.

Pr o T E p ol ari z a ci s e n e mísí a ni j e d n otli v é m ó d y m . R el ati v ní a m plit u d o v é
k o e fi ci e nt y o dr a z u a v nitř ní vl n y js o u

β T E
m

α T E
m

=
∆ − H ( 2 )

m (ω a )J m (ω a )

∆ + H
( 1 )
m (ω a )J m (ω a )

pr o ∆ =
2

π σ s γ µ 0 ω a
·

ω

ω − m Ω
, ( 2. 1 6)

γ T E
m

α T E
m

=
4

2 + ∆ − 1 J m (a k )H
( 1 )
m (a k )

. ( 2. 1 7)
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O br á z e k 2. 4: N a r ot ují cí v ál e c d o p a d á el e ktr o m a g n eti c k á vl n a T E p ol ari z a c e. O dr á ží s e a
r el ati v ní p o m ěr v ý k o n ů R T E

m j e v ur čit é o bl asti v ětší n e ž j e d n a, t e d y vl n a o d n áší e n er gii,
kt er o u e xtr a h o v al a z r ot ují cí h o v ál c e.

R el ati v ní o d c h á z ejí cí v ý k o n j e d á n pr o k a ž d o u p ar ci ál ní vl n u

R T E
m =

S o d c h á z ejí cí
r

S p ři c h á z ejí cí
r

=
β T E

m

α T E
m

2

, ( 2. 1 8)

k d e j e v ý h o d n ější d e fi n o v at t e nt o v ý k o n z a p o m o ci stř e d ní c h h o d n ot, n e b oť tí m
v y p a d n o u přís p ě v k y o d st oj at ý c h vl n u v nitř v ál c e. P o d mí n k a n a t o, a b y R T E

m > 1 ,

ω − m Ω < 0 , ( 2. 1 9)

s e n a z ý v á Mis n er- Z el’ d o vi č o v a p o d mí n k a e xist e n c e s u p err a di a c e při r o z pt yl u vl n y
d o p a d ají cí n a r ot ují cí v ál e c. E n er g eti c k á bil a n c e m á t v ar

|β T E
m |2 = 1 − π a γ σ s (ω − m Ω) |γ T E

m |2 |J m (ω a )|2 , ( 2. 2 0)

o d k u d l z e pří m o v y číst, ž e |β T E
m |2 > 1 ⇔ ω − m Ω < 0 . Te nt o r el ati v ní o dr a ž e n ý

v ý k o n R T E
m j e z n á z or n ě n n a o br á z k u 2. 4.

2. 2. 2 D o p a d ají cí T M p ol a ri z o v a n á vl n a

D os a z e ní m T M p ol e d o r o v ni c ( 2. 1 1) l z e u v á žit, ž e s k o k j e d n é t e č n é sl o ž k y [E z ]
el e ktri c k é h o p ol e j e a ut o m ati c k y s pl n ě n, n e b oť t at o sl o ž k a j e pr o T M p ol ari z a ci
n ul o v á. St ej n ě t a k s k o k r a di ál ní sl o ž k y p ol e m a g n eti c k é h o. N ul o v á j e i sl o ž k a B ϕ ,
a t u dí ž i j ejí s k o k m usí b ýt n ul o v ý. V r o v ni ci pr o s k o k [B ϕ ] s e n a ví c o bj e v uj e E z

a B ϕ , kt er é js o u n ul o v é, r o v ni c e j e t a k é a ut o m ati c k y s pl n ě n a.

J e di n é r o v ni c e při n áš ejí cí n ěj a k o u i nf or m a ci n a r o z hr a ní pr o r o z pt yl T M vl n y
js o u r o v ni c e

[E ϕ ] = 0 a [B z ] = −
µ 0 σ s

γ
E ϕ − v [E ρ ], ( 2. 2 1)
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O br á z e k 2. 5: N a v ál e c r ot ují cí s p o vr c h o v o u r y c hl ostí v = Ω a = 0 .7 c d o p a d á el e ktr o m a g n e-
ti c k á vl n a T M p ol ari z a c e. St ej n ě j a k o u r o z pt yl u T E vl n y j e pr o k a ž d o u z vl n t y pi c k á o bl ast
s u p err a di a c e, v ní ž pl atí ω < m Ω . N a pr v ní p o hl e d j e zř ej m é, ž e z esíl e ní vl n y j e n ejsil n ější
pr o m ó d m = 1 .

pr o o b e c n o u s u p er p o zi ci vš e m T M m ó d ů l z e r o v ni c e u pr a vit d o t v ar u

m

d f m

d ρ
e i m ϕ = 0 a

m

(ω − m Ω)[ f m ]e i m ϕ = i
µ 0 σ s

γ m

d f m

d ρ
(a )e i m ϕ.

( 2. 2 2)

St ej n ě j a k o u T E vl n y l z e n a hl é d n o ut, ž e j e d n otli v é m ó d y s e n e mísí, s o ust a v a
j e v t o mt o s m ysl u s e p ar o v at el n á a st a čí ř ešit r o v ni c e

d f m

d ρ
= α T M

m

d H ( 2 )
m

d ρ
(ω a ) + β T M

m

d H ( 1 )
m

d ρ
(ω a ) − γ T M

m

d J m

d ρ
(ω a ) = 0, ( 2. 2 3)

[f m ] = α T M
m H ( 2 )

m (ω a ) + β T M
m H ( 1 )

m (ω a ) − γ T M
m J m (ω a ) = i κ γ T M

m

d J m

d ρ
(ω a ), ( 2. 2 4)

k d e κ = µ 0 σ s

γ
1

ω − m Ω
. R eš e ní m r o v ni c j e r el ati v ní a m plit u d o v ý k o e fi ci e nt o dr a ž e n é

vl n y

β T M
m

α T M
m

=
∆ − J m (ω a )H ( 2 )

m (ω a )

∆ + J m (ω a )H
( 1 )
m (ω a )

pr o ∆ =
2 γ

π σ s µ 0 ω a
·
ω − m Ω

ω
. ( 2. 2 5)

N a r o z díl o d T E vl n z d e v yšl y d eri v a c e B ess el o v ý c h a H a n k el o v ý c h f u n k cí.
N a ví c v p ar a m etr u ∆ j e b e zr o z m ěr n ý čl e n ω / γ (ω − m Ω) n a mí n us pr v ní o pr oti
T E p ol ari z a ci.

U o dr a ž e n é h o v ý k o n u p ar ci ál ní vl n y

R T M
m =

β T M
m

α T M
m

2

( 2. 2 6)

l z e a n al o gi c k y ur čit, ž e R m > 1 , pr á v ě k d y ž j e s pl n ě n a Mis n er- Z el’ d o vi č o v a p o d-
mí n k a

ω − m Ω < 0 , ( 2. 2 7)
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O br á z e k 2. 6: Z á visl ost o dr a z u v ý k o n u n a p o díl u Ω / ω d á v á j as n ý v ýsl e d e k. S u p err a di a nt ní
r o z pt yl n ast á v á v e c h víli, k d y Ω / ω > 1 / m , j a k u k a z uj e gr af.

pr ů b ě h r el ati v ní h o v ý k o n u j e z n á z or n ě n n a o br á z k u 2. 5. S u p err a di a c e pr o z á vis-
l ost n a p o díl u Ω / ω j e z n á z or n ě n a n a 2. 6.

2. 3 E n e r g e ti c k á bil a n c e T M vl n y

2. 3. 1 S k o k P o y n ti n g o v a v e k t o r u

Ve z mi ň o v a n é b a k al ářs k é pr á ci b yl a r o z e br á n a e n er g eti c k á bil a n c e při r o z-
pt yl u c yli n dri c k é T E vl n y, st ej n ý v zt a h j e pr ot o p otř e b a n al é zt i pr o T M vl n u.
P o y nti n g ů v t e or é m n a r o z hr a ní n á m ří k á, ž e

n · [S ] = − R e[ j s ] · R e[ E ] = P J , ( 2. 2 8)

o d k u d l z e zjistit stř e d ní h o d n ot u v ý k o n u m e c h a ni c k ý c h sil z a p o m o ci s k o k u r a di-
ál ní sl o ž k y P o y nti n g o v a v e kt or u

P J = [S ρ ] = n · [E m × H m ] =
1

2
R e[ E m × H ∗

m ] =
1

2 µ 0

R e[ E ϕ, m B ∗
z, m ].

( 2. 2 9)

N ej pr v e dis k ut uj m e v nitř ní ř eš e ní. Stř e d ní h o d n ot a r a di ál ní sl o ž k y P o y n-
ti n g o v a v e kt or u j e z d e n ul o v á, n e b oť j e ú m ěr n á R e[ i Jm (ω a )J m (ω a )]. S bí h a v á (+ )
a r o z bí h a v á ( − ) vl n a d á přís p ě v e k

S +
ρ, m = −

ω

2 µ 0

|α T M
m |2 R e



 i
d H ( 2 )

m

d( ω ρ )
(ω a )H ( 1 )

m (ω a )



 , ( 2. 3 0)

S −
ρ, m = −

ω

2 µ 0

|β T M
m |2 R e



 i
d H ( 1 )

m

d( ω ρ )
(ω a )H ( 2 )

m (ω a )



 = − R T M
m S +

ρ , ( 2. 3 1)
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r e ál n á č ást v e stř e d ní h o d n ot ě m ů ž e b ýt v y h o d n o c e n a z a p o m o ci Wr o ns ki á n u.
Pr o zj e d n o d uš e ní z á pis u ω ρ ≡ x

R e



 i
d H ( 1 )

m

d x
H ( 2 )

m



 = − I m




d J m

d x
J m −

d Y m

d x
Y m + i

d J m

d x
Y m −

d Y m

d x
J m



 =

( 2. 3 2)

=
d Y m

d x
J m −

d J m

d x
Y m =

2

π ω a
. ( 2. 3 3)

V ýsl e d n ě t e d y l z e ps át

[S ρ, m ] = S +
ρ, m + S −

ρ, m − 0 =
R T M

m − 1

π µ 0 a
. ( 2. 3 4)

Při s u p err a di a nt ní m r o z pt yl u j e R T M
m > 1 a [S ρ, m ] m á kl a d n o u h o d n ot u.

T o m ut o s k o k u j e r o v e n v ý k o n m e c h a ni c k ý c h sil ( J o ul e ů v v ý k o n)

P J = − j s · E =
R T M

m − 1

π µ 0 a
, ( 2. 3 5)

o d k u d j e vi d ět, ž e P J > 0 z a př e d p o kl a d u, ž e ω < m Ω , a s yst é m t a k př e d á v á
e n er gii vl n ě v p o d o b ě t e pl a. Te nt o disi p ati v ní pr o c es j e p o dst at o u s u p err a di a c e.
J o ul e ů v v ý k o n pří m o s o u visí s m o m e nt e m síl y, kt er ý n a r ot ují cí v ál e c p ůs o bí,
P J = − Ω M z R T M

m − 1 , o d k u d M z 1 − R T M
m . V pří p a d ě s u p err a di a nt ní h o

r o z pt yl u j e M z < 0 , c o ž b y o d p o ví d al o br z d ě ní v ál c e. V n ější sil o u vš a k t e nt o ef e kt
v yr o v n á v á m e, a b y ú hl o v á r y c hl ost b yl a k o nst a nt ní a v ýš e u v e d e n é p ost u p y m ěl y
j e d n o d u c h ý t v ar.
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3. R o z p t yl n a sf é ř e

Ú ml u v a: V t ét o k a pit ol e j e p o čít á n o s o b e c n o u r y c hl ostí s v ětl a v e v a k u u c . A ž k e k o n ci pr o
p otř e b y v y kr esl o v á ní v ýsl e d k ů j e p ol o ž e n a r o v n a j e d n é a n al o gi c k y k a pit ol e 2. Z a v á dí s e t a k é
b e zr o z m ěr n ý p ar a m etr r̂ = k r , r es p. δ = σ s µ 0 c , kt er ý m á v ý z n a m š k ál o v a n é h o p ol o m ěr u sf ér y,
r es p. b e zr o z m ěr n é v o di v osti p o vr c h u.

Z n a č e ní: N e c hť f j e f u n k c e, p ot é f̂ ( x ) = x f (x ). Pl atí f̂ ( x ) = f (x ) + x f (x ).

Sf éri c k á sl u p k a o p ol o m ěr u a , j e ž r ot uj e s ú hl o v o u fr e k v e n cí Ω , r o z pt yl uj e
el e ktr o m a g n eti c k o u vl n u p o ps a n o u v d o d at k u B. 2 ( v ět a 1 3).

Ω

E T E n e b o T M
d o p a d ají cí

E T E + T M
s u p e r r a di a nt ní

F y zi k ál ní z m ě n o u o pr oti r o z pt yl u n a v ál c o v é sl u p c e b u d e př e d e vší m mís e ní
j e d n otli v ý c h m ó d ů i p ol ari z a cí při r o z pt yl u. S a m ot n á d o p a d ají cí T E vl n a s e r o z-
pt ýlí n a s u p er p o zi ci T E i T M p ol ari z o v a n ý c h vl n o r ů z n ý c h m ó d e c h.

T at o vl ast n ost v e d e k t o m u, ž e r o v ni c e j e p otř e b a ř ešit n u m eri c k y a p o d mí n k u
s u p err a di a nt ní h o r o z pt yl u l z e ur čit p o u z e t er m o d y n a mi c k y.

3. 1 S u p e r r a di a c e a t e r m o d y n a mi k a

V t ét o k a pit ol e j e u k á z á n o, j a k v y p a d á r o z pt yl n a r ot ují cí sf éř e. D o p a d ají cí
p ar ci ál ní vl n a s e r o z pt ýlí d o m n o h a m ó d ů. K v ůli t o m ut o ef e kt u n e ní m o ž n é zís k at
př es n o u p o d mí n k u n a s u p err a di a nt ní r o z pt yl, n e b oť m at e m ati c k y s e j e d n á o úl o h u
i n v ert o v á ní čt v er c o v é m ati c e s n e k o n e č n ě ř á d k y a sl o u p ci.

Z d e p o v z or u B e k e nst ei n a [ 1 6] p o d ej m e t er m o d y n a mi c k ý d ů k a z s u p err a di a c e
n a r ot ují cí m t ěl es e, kt er é j e a xi ál n ě s y m etri c k é dl e os y r ot a c e. D o p a d ají cí vl n y
l z e c h ar a kt eri z o v at fr e k v e n cí ω a a zi m ut ál ní m čísl e m m , kt er é u d á v á p o č et p eri o d
v r o vi n ě k ol m é n a os u r ot a c e o bj e kt u [ n e b o v k v a nt o v é př e dst a v ě n es e m o m e nt
h y b n osti v e s m ěr u os y r ot a c e]. D o p a d ají cí v ý k o n d P n a ú hl o v é m r o zs a h u d ω m á
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h o d n ot u

d P = I (ω, m ) dω, ( 3. 1)

k d e f a kt or I ( Ω, m) j e v ý k o n n es e n ý vl n o u d a n é fr e k v e n c e. Veš k er ý d o p a d ají cí v ý-
k o n s e r o z d ělí n a v ý k o n P a a bs or b o v a n ý r ot ují cí m o bj e kt e m a v ý k o n P s r o z pt ýl e n ý.
Z a v e d e ní m k o e fi ci e nt u a bs or p c e p ar ci ál ní vl n y a (ω, m ) l z e ps át

d P a = a (ω, m )I (ω, m ) dω, ( 3. 2)

d P s = d P − d P s = 1 − a (ω, m ) I (ω, m ) dω, ( 3. 3)

k d e s e pr oj e ví a xi ál ní s y m etri e o bj e kt u, k d y a j e z á visl á p o u z e n a d o p a d ají cí vl n ě.
Pr o n e- a xi ál ní s y m etrii js o u k o e fi ci e nt y d o p a d u z á visl é i n a d alší c h p ar a m etr e c h.

C el k o v á z m ě n a v nitř ní e n er gi e o bj e kt u m á t v ar

d U m

d t
= d P a − = a (ω, m )I (ω, m ) dω − ε , ( 3. 4)

k d e j e k o e fi ci e nt s p o nt á n ní e mis e v ý k o n u. Z m ě n a m o m e nt u h y b n osti v e s m ěr u
os y z m á t v ar [ 1 6]

d J 3
m

d t
=

m

ω
a (ω, m )I (ω, m ) dω − J 3

e ( 3. 5)

při s p o nt á n ní m ú b yt k u č as o v é h ust ot y m o m e nt u h y b n osti J 3
e . Přij at é t e pl o m á

t v ar

δ Q = d U − δ W = d U − Ω · d J . ( 3. 6)

D eri v uj m e pr v ní t er m o d y n a mi c k ý z á k o n dl e č as u z a k o nst a nt ní t e pl ot y T , s e
z a v e d e ní m e ntr o pi e d S = δ Q / T n a b ý v á pr v ní t er m o d y n a mi c k ý z á k o n t v ar u

d S

d t
=

1

T

d U m

d t
− Ω

d J 3
m

d t
=

1

T
1 − m

Ω

ω
a (ω, m )I (ω, m ) dω −

ε − Ω J 3
e

T
( 3. 7)

a dr u h ý t er m o d y n a mi c k ý z á k o n ří k á d S / d t > 0 . V r e ži m u, k d y j e s p o nt á n ní e mis e
z a n e d b at el n á, pl atí ž e l z e z a ps at č as o v ý pr ů b ě h d o d á v a n é h o t e pl a j e n z a p o m o ci
i nt e gr ál u

d S

d t
≈

1

T
1 − m

Ω

ω
a (ω, m )I (ω, m ) dω . ( 3. 8)

J eli k o ž i nt e gr ál n a b ý v á pl at n osti pr o li b o v ol n ý r o zs a h fr e k v e n cí, n a j eji c h ž
v ý b ěr u n e z á visí mi kr os k o pi c k é f y zi k ál ní z á k o n y, m usí b ýt n ut n ě i nt e gr a n d kl a d n ý.
K o e fi ci e nt n es e n é h o v ý k o n u I (ω, m ) j e kl a d n ý v ž d y, pr ot o pl atí

1 − m
Ω

ω
a (ω, m ) > 0 . ( 3. 9)
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S k o n fi g ur a cí ω < m Ω p a k m usí b ýt a bs or p č ní k o e fi ci e nt z á p or n ý, t u dí ž vl n a
s v ý m r o z pt yl e m z o bj e kt u e xtr a h uj e e n er gii. T at o p o d mí n k a s e n a z ý v á Z el’ d o vi č o-
v a p o d mí n k a r ot a č ní s u p e r r a di a c e .

P o k u d b y b yl a s pl n ě n a p o d mí n k a ω = m Ω , v y p a d n e i nt e gr ál ú pl n ě a z m ě n a
e ntr o pi e b u d e d á n a p o u z e s p o nt á n ní e misí

T
d S

d t
= Ω J 3

e − ε , ( 3. 1 0)

a t e d y ε − Ω J 3
e < 0 pr o li b o v ol n o u ú hl o v o u r y c hl ost. O dt u d pl y n e ε < Ω J 3

e
0

→
0 , pr o k o e fi ci e nt pl atí J 3

e > ε / Ω . N a z á kl a d ě t ét o př e dst a v y u v a ž o v al Z el’ d o vi č
a n al o gii, k d y K err o v a č er n a dír a m usí s p o nt á n n ě v y z ař o v at e n er gii a s ni ž o v at s v ůj
m o m e nt h y b n osti. V p o z d ější d o b ě s e t at o př e dst a v a u k á z al a j a k o s pr á v n á.

3. 2 R o v ni c e n a r o z h r a ní

M a x w ell o v y r o v ni c e n a r o z hr a ní r ot ují cí sf ér y o p ol o m ěr u a ú hl o v o u r y c hl ostí
Ω = Ω e z js o u o d v o z e n y v d o d at k u B. 4. L z e j e z a ps at v e s k al ár ní

[E r ] = γ (ρ s / 0 + µ 0 σ s v E φ ), [B r ] = 0,

[E θ ] = 0, [B θ ] = µ 0 γ (σ s E φ + v ρ s ),

[E φ ] = 0, [B φ ] = − µ 0 σ s γ (E θ + v B r )

( 3. 1 1)

i v e kt or o v é p o d o b ě

n · [E ] = ρ s / 0 , ( 3. 1 2)

n × [E ] = c n · [B ] = 0, ( 3. 1 3)

n × [B ] = γ µ 0 σ s E + v B r e θ + γ µ 0 ρ s v , ( 3. 1 4)

k d e v = Ω a si n(θ )e φ j e r y c hl ost b o d u n a p o vr c h u sf ér y. Z e s k o k u r a di ál ní sl o ž k y
el e ktri c k é h o p ol e l z e zís k at pl oš n o u h ust ot u n á b oj e a pl oš n ý pr o u d u pr a vit d o
t v ar u

j s = γ σ s E + v B r e θ +
v 2

c 2
E φ e φ +

1

µ 0

v

c 2
[E r ]e φ . ( 3. 1 5)

3. 3 Vl n y n a r o z h r a ní

Ř eš e ní vl n o v é r o v ni c e v e sf éri c k ý c h s o uř a d ni cí c h j e p o dr o b n ěji p o ps á n o v d o-
d at k u B. 2. Ki p T h or n e v e s v é m čl á n k u [ 2 5] z a v e dl n o v é f u n k c e, m e zi ni mi i v e k-
t or o v é sf éri c k é h ar m o ni k y, dí k y ni m ž l z e z a ps at o b e c n é el e ktr o m a g n eti c k é p ol e
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v p o d o b ě

E =
m



 f ( r̂ )Y
( m a g )
m − i c

( + 1)

r̂
g ( r̂ )Y

( r a d )
m − i c g ( r̂ ) +

g ( r̂ )

r̂
Y

( el )
m



 e − i ω t,

( 3. 1 6)

B =
m



 g ( r̂ )Y
( m a g )
m +

i

c

( + 1)

r̂
f ( r̂ )Y

( r a d )
m +

i

c
f ( r̂ ) +

f ( r̂ )

r̂
Y

( el )
m



 e − i ω t,

( 3. 1 7)

k d e Y a
m js o u v e kt or o v é sf éri c k é h ar m o ni k y ( d o d at e k A. 4) a pr o f u n k c e f , g pl atí

f (r ) =






α m h
( 2 )

( r̂ ), s bí h a v á T E vl n a ,

β m h
( 1 )

( r̂ ), r o z bí h a v á T E vl n a ,

γ m j ( r̂ ), st oj at á T E b vl n a ,

( 3. 1 8)

g (r ) =






A m h
( 2 )

( r̂ ), s bí h a v á T M vl n a ,

B m h
( 1 )

( r̂ ), r o z bí h a v á T M vl n a ,

G m j ( r̂ ), st oj at á T M vl n a .

( 3. 1 9)

R o v ni c e s n ul o v o u pr a v o u str a n o u ( 3. 1 3) l z e pr oj e k cí n a el e ktri c k é a m a g n e-
ti c k é v e kt or o v é h ar m o ni k y ( v ět a 6) př e v ést n a t v ar

[f ] = 0,
d ĝ

d r̂
= 0 , ( 3. 2 0)

a z ůst á v á t a k p o u z e r o v ni c e pr o pl oš n o u r ot a ci m a g n eti c k é h o p ol e. J ejí pr oj e k c e
n y ní pr o b er e m e z vl ášť pr o st ojí cí a r ot ují cí sf ér u.

K o e fi ci e nt y r o z pt yl u pr o st ojí cí sf ér u js o u z n á m y ji ž dl o u h o u d o b u. K o m pl et n ě
p o ps al r o z pt yl n a st ojí cí sf éř e Mi e při s v é m z k o u m á ní r o z pt yl u z ář e ní n a sf éri c k ý c h
č ásti cí c h. Z ají m a v é z o b e c n ě ní pr o h o m o g e n ní di el e ktri c k o u sf ér u l z e n ajít n a př.
v [ 2 6]. Ř eš e ní M a x w ell o v ý c h r o v ni c n a r o z hr a ní r ot ují cí sf ér y j e a n al o gi c k ý p ost u p,
kt er ý s e o vš e m z d ů v o d u sl o žit osti ř eš e ní v lit er at uř e n e v ys k yt uj e.

3. 4 S t ojí cí sf é r a

N ejs n a zší m pří p a d e m j e v ol b a Ω = 0 , k d y s e sf ér a n e p o h y b uj e. Pl oš n ý pr o u d
n a r o z hr a ní n a b ý v á tri vi ál ní h o t v ar u j s = σ 0

s E , s kl á d á s e t e d y p o u z e z v o di v ost ní
č ásti. R o v ni ci ( 3. 1 4) l z e o p ět pr oj e kt o v at n a j e d n otli v é h ar m o ni k y

(n × [B ] − µ 0 σ
0
s E ) · Y a

m d Ω = 0 , ( 3. 2 1)

při č e m ž i n d e x 0 u σ 0
s s y m b oli z uj e n ul o v o u r ot a ci. V n ásl e d ují cí k a pit ol e p a k z o-

b e c ní m e sit u a ci n a σ s = σ s ( Ω), σ 0
s j e k o nst a nt ní.

2 0



0 2 4 6 8

a ω

0. 0

0. 5

1. 0

R
T

E
m

T E

= 1

= 2

0 2 4 6 8

a ω

0. 0

0. 5

1. 0

R
T

M
m

T M

= 1

= 2

1 2 3 4 5 6 7

a ω

0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

R
T

E
1

T E

δ = 0 . 1

δ = 1

δ = 1 0

δ = 5 0

1 2 3 4 5 6 7

a ω

0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

R
T

M
1

T M

δ = 0 . 1

δ = 1

δ = 1 0

δ = 5 0

O br á z e k 3. 1: K o e fi ci e nt y β m , Bm js o u k o m pl e x ní, p o m ěr y R T E
m = |β m / α m |2 , RT M

m =
|B m / A m |2 js o u ú m ěr n é r o z pt ýl e n é m u v ý k o n u. Pr o r o z pt yl T E i T M vl n y e xist ují r ů z n é
r e z o n a n č ní fr e k v e n c e, při ni c h ž d o c h á zí k t ot ál ní m u o dr a z u. Tyt o fr e k v e n c e o d p o ví d ají r e-
z o n a n cí m p o ps a n ý m v d o d at k u B. 5.

Dí k y ort o g o n alit ě v e kt or o v ý c h h ar m o ni k l z e r o v ni c e n a r o z hr a ní z a ps at v el e-
g a nt ní m t v ar u

[f ] = 0, ĝ = 0 ,

f = − i δ 0 f , [g ] =
i δ 0

â
g ( â ),

( 3. 2 2)

k d e â = k a j e š k ál o v a n ý p ol o m ěr d a n é k o ul e a δ 0 = µ 0 σ
0
s c j e b e zr o z m ěr n á v o di v ost.

S p e ci fi c k o u vl ast n ostí při r o z pt yl u vl n y n a st ojí cí sf éř e j e, ž e r o v ni c e s m ěš ují T E
a T M p ol ari z a c e, t e d y v r o v ni cí c h n e v yst u p ují f , g pr o v á z a n ě. T at o vl ast n ost ji ž
při p o m al é r ot a ci v y mi zí.

Hl e d a n á vl n a m á r a di ál ní pr o fil ( 3. 1 8), ( 3. 1 9) d a n ý v ět o u 1 4, ř eš e ní m js o u
p ot o m k o e fi ci e nt y r o z pt ýl e n é vl n y β , B a k o e fi ci e nt y v nitř ní c h ř eš e ní γ , G (ř e c k á

2 1



pís m e n a o d p o ví d ají T E p ol ari z a ci, k a pit ál k y l ati ns k é a b e c e d y T M)

β = α
1 − δ 0 ĵ ( â ) ĥ

( 2 )
( â )

1 + δ 0 ĵ ( â ) ĥ
( 1 )

( â )
, γ = α

2

1 + δ 0 ĵ ( â ) ĥ
( 1 )

( â )
, ( 3. 2 3)

B = A
1 − δ 0 ĵ ( â )( ĥ

( 2 )
) ( â )

1 + δ 0 ĵ ( â )( ĥ
( 1 )

) ( â )
, G = A

2

1 + δ 0 ĵ ( â )( ĥ
( 1 )

) ( â )
. ( 3. 2 4)

Ř eš e ní j e gr a fi c k y z pr a c o v á n o n a o br á z k u 3. 1.

J a k j e vi d ět z ř eš e ní, e xist ují t a k o v é p ol o m ěr y, k d y d o c h á zí k t ot ál ní m u o dr a z u.
J e d n á s e o pří p a d y, k d y n ast á v á r e z o n a n c e. Ví c e l z e n a hl é d n o ut v d o d at k u B. 5.

Z n a č e ní: N á z v e m - v e kt or y j e mí n ě n a p osl o u p n ost pr v k ů
→

β = { β } . E n d o m or fis m y n a t o mt o
v e kt or o v é m pr ost or u js o u - m ati c e, kt er é l z e pr o př e hl e d n ost z a pis o v at s n ásl e d ují cí mi pr a vi dl y:

• D α – Di a g o n ál ní - m ati c e o d p o ví d ají cí α .

• T α – Tri di a g o n ál ní - m ati c e o d p o ví d ají cí α .

• N α – O b e c n ější - m ati c e o d p o ví d ají cí α .

F or m ál n ě l z e z a ps at r o v ni c e v - m ati c o v é p o d o b ě z a p o m o cí S - m ati c D i

→

β = D β α
→
α,

→
γ = D γ α

→
α,

→

B = D B A

→

A,
→

G = D G A

→

A. ( 3. 2 5)

3. 5 R o t ují cí sf é r a

R ot ují cí sf ér a m usí s pl nit r o v ni c e n a r o z hr a ní, n y ní s n e n ul o v o u p o vr c h o v o u
r y c hl ostí v = Ω a si n(θ )e φ . I v pří p a d ě r ot ují cí sf ér y m usí b ýt s pl n ě n o

[f ] = 0 a
d ĝ

d r̂
= 0 , ( 3. 2 6)

p osl e d ní z r o v ni c ( 3. 1 4) j e o vš e m pr o v á z a n á, v ys k yt uj e s e v ní mís e ní p ol ari z a cí
i m ó d ů. T ut o r o v ni ci l z e o p ět pr oj e kt o v at n a m a g n eti c k é, el e ktri c k é a r a di ál ní
h ar m o ni k y. I nt e gr ál y v z ni kl é pr oj e k cí o bs a h ují L or e nt z ů v f a kt or

γ = 1 −
Ω 2 a 2

c 2
si n 2 (θ )

− 1 / 2

, ( 3. 2 7)

a i nt e gr a c e př es θ s e t a k st á v á o b e c n ě n ár o č n o u. J e d n o u z m o ž n ostí, j a k i nt e gr a c e
ur y c hlit, j e z a v ést v o di v ost t a k o v ý m z p ůs o b e m, a b y t e nt o čl e n v yr ušil a, v li mit ě
n ul o v ý c h ot á č e k s e p a k blí žil a h o d n ot ě σ 0

s , kt er á j e p o u žit a pr o st ojí cí sf ér u.
N ejs n a zší z p ůs o b, j a k t a k o v o u v o di v ost z a v ést, j e

σ s = σ 0
s / γ = σ 0

s 1 −
Ω 2 a 2

c 2
si n 2 (θ ). ( 3. 2 8)

T a kt o z a v e d e n é pl oš n é v o di v osti b u d e o d p o ví d at i b e zr o z m ěr n á v o di v ost δ = δ 0 / γ .
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O br á z e k 3. 2: N a sf éř e (ř e z sf ér o u j e m o dř e z a b ar v e n ý, r ot a c e n a z n a č e n a ši p k a mi) s e g e n er ují
pr o u d y, kt er é js o u d ů v o d e m disi p a c e e n er gi e n a r o z hr a ní. Tyt o pl oš n é pr o u d y js o u d á n y
s k o k e m m a g n eti c k é h o p ol e. N a l e v é m o br á z k u j e p atr n é, ž e m a g n eti c k é p ol e m á n a r o z hr a ní
r ot ují cí sf ér y v r o vi n ě (x, y ) n ul o v ý s k o k. V pr a v o j e vi d ět el e ktri c k é p ol e pr o T M vl n u, kt er é
j e čist ě r a di ál ní. S k o k r a di ál ní sl o ž k y u d á v á h ust ot u pl oš n é h o n á b oj e n a sf éř e. V t o mt o
s p e ci ál ní m pří p a d ě j e al e p ol e s p ojit é, a j e h o s k o k j e t u dí ž n ul o v ý. J eli k o ž j e p ol e čist ě
r a di ál ní, j e j s = σ s E + ρ s v = 0 a k disi p a ci o p ět n e d o c h á zí. O br á z e k j e v y h ot o v e n p o u z e
pr o j e d e n ř e z z = 0 , a vš a k z d e p o ps a n é vl ast n osti pl atí o b e c n ě.

Pr oj e k c e r o v ni c n a r a di ál ní h ar m o ni k y d á v á tri vi ál n ě 0 = 0 . Pr oj e k c e n a el e k-
tri c k é a m a g n eti c k é p a k v e d e n a r o v ni c e ( o d v o z e n o v d o d at k u B. 6)

d f

d r̂
= − i δ 0 1 − m

Ω

ω
j − c

Ω

ω

( + 1)

( + 1)
[g ]I m

m +

+
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f K m

m +
m c

â

d ĝ

d r̂
I m

m , ( 3. 2 9)

(ω − m Ω) [ g ] =
i δ 0 ω

â

d ĝ

d r̂
−

iΩ δ 0

c

( + 1)

( + 1)
f I m

m −

−
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f I m

m +
i m2 c

â

d ĝ

d r̂
( 3. 3 0)

z a v y u žití i nt e gr ál ů

I m
m = d Ω si n(θ )Y m ∂ θ Y m ) , K m

m = d Ω si n 2 (θ )∂ θ Y m ∂ θ Y m . ( 3. 3 1)

V t o mt o t v ar u js o u r o v ni c e příliš dl o u h é a n e př e hl e d n é. Str u kt ur a r o v ni c n a-
p o ví d á, ž e b y b yl o v ý h o d n ější z a ps at j e v m ati c o v é m t v ar u

N α
→
α m + N β

→

β m = T A

→

A m + T B

→

B m , ( 3. 3 2)

D A

→

A m + D B

→

B m = T α
→
α m + T β

→

β m . ( 3. 3 3)
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K a ž d o u z m ati c l z e r o z d ělit n a j ejí přís p ě v e k o d p o m al é ( P ) r ot a c e a r el ati visti c-
k o u k or e k ci ( R )

N α = D P
α − N R

α , N β = D P
β − N R

β , ( 3. 3 4)

T A = T P
A + T R

A , T B = T P
B + T R

B , ( 3. 3 5)

D A = D P
A + D R

A , D B = D P
B + D R

B , ( 3. 3 6)

T α = T P
α − T R

α , T β = T P
β − T R

β , ( 3. 3 7)

t v ar y j e d n otli v ý c h m ati c j e m o ž n é n ajít v d o d at k u B. 7. 3. O d v o z e ní t ě c ht o m ati c
a přísl uš n é z a v e d e ní ši p k o v ý c h v e kt or ů j e p o d á n o v d o d at cí c h B. 7. 1 a B. 7. 2. J e d n á

s e o m ati c e ∞ × ∞ a f or m ál n ě j e l z e v yř ešit pr o
→

β,
→

B , t e d y k o e fi ci e nt y o dr a ž e n ý c h
v ý k o n ů T E a T M p ol ari z a cí el e ktr o m a g n eti c k ý c h vl n. T ot o f or m ál ní ř eš e ní

→

β = − N − 1
1 N 2

→
α m − T 3

→

A m ( 3. 3 8)

→

B = D − 1
B T α

→
α m + T β

→

β m − D A

→

A m , ( 3. 3 9)

k d e js o u pr o př e hl e d n ost z a v e d e n y n o v é m ati c e

N 1 = N β − T B D − 1
B T β , N 2 = N α − T B D − 1

B T α , T 3 = T A − T B D − 1
B D A , ( 3. 4 0)

vš a k n e ní pr o p o čít á ní k o e fi ci e nt ů o dr a ž e n ý c h vl n příliš u žit e č n é, n e b oť j e p otř e b a
d ěl at i n v er zi n e di a g o n ál ní c h m ati c n e k o n e č n é di m e n z e.

S p e ci ál ní m pří p a d e m j e li mit a Ω → 0 , k d y vš e c h n y m ati c e mi m o di a g o n ál ní c h
m ati c p o m al é tr a nsf or m a c e v y mi zí. L z e t a k zís k at d v ě s e p ar o v a n é r o v ni c e

D P
α Ω = 0

→
α m + D P

β Ω = 0

→

β m = 0 , D P
A Ω = 0

→

A m + D P
B Ω = 0

→

B m = 0 . ( 3. 4 1)

Ř eš e ní m t ě c ht o r o v ni c js o u k o e fi ci e nt y pr o o dr a ž e n o u vl n u

→

β m = − D P
β

− 1

Ω = 0
D P

α Ω = 0

→
α m a

→

B m = − D P
B

− 1

Ω = 0
D P

A Ω = 0

→

A m . ( 3. 4 2)

T yt o v ýsl e d k y js o u t ot o ž n é s ř eš e ní m p o d k a pit ol y 3. 4 s e z a v e d e ní m di a g o n ál ní c h
m ati c

D β α ≡ − D P
β

− 1

Ω = 0
D P

α Ω = 0
a D B A ≡ − D P

B

− 1

Ω = 0
D P

A Ω = 0
. ( 3. 4 3)

J e v s u p err a di a c e j e s p oj e n ý s disi p a cí e n er gi e, kt er á n ast á v á dí k y g e n er o v á ní
pl oš n ý c h pr o u d ů n a p o vr c h u sf ér y. E xist ují vš a k i s p e ci ál ní pří p a d y, při ni c h ž
k disi p a ci d o c h á z et n e b u d e a n ast a n e t ot ál ní o dr a z, j a k j e vi d ět n a př. v o br á z k u
3. 4, k d y j e pr o s p e ci fi c k é fr e k v e n c e h o d n ot a o d c h á z ejí cí h o v ý k o n u vl n o u r o v n a
h o d n ot ě v ý k o n u při n es e n é h o. V t a k o v é m pří p a d ě n a r o z hr a ní s pl ý v á m a g n eti c k é
p ol e a p ol e el e ktri c k é m á n ul o v o u t e č n o u pr oj e k ci. M a g n eti c k é p ol e pr o T E, r es p.
el e ktri c k é p ol e pr o T M p ol ari z a ci v r o vi n ě (x, y ) j e v y kr esl e n o v o br á z k u 3. 2.
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Obrázek 3.3: Je vidět, že pro TE vlny jsou řešení dostatečně přesná pro sudé dimenze,
naopak pro dopadající TM vlny vychází koeficient odrazu přesně pro liché dimenze matic.
Rychlost konvergence ke strojové přesnosti je různá pro různé hodnoty vodivosti, tento graf
je vyhotoven pro bezrozměrnou vodivost δ0 = 0.9.

3.6 Chyba konečných dimenzí

Namísto matic řádu∞×∞ lze vzít pouze matice typu n×n. Tím se v řešení
objeví nová chyba. Jelikož se budou rovnice řešit numericky, postačí, bude-li tato
chyba menší než chyba numerické metody.

Termodynamika (podkapitola 3.1) říká, že pro ω < mΩ nastává superradi-
antní rozptyl a pro ω > mΩ klasický, při němž sféra absorbuje výkon přinášený
zářením. Samotná termodynamika nepožaduje totální odraz pro ω = mΩ. Elek-
tromagnetické rovnice však již požadují, aby byl výkon spojitou funkcí frekvence,
a proto musí totální odraz nastat. V tomto bodě tak lze vzít řešení pro ma-
tice n × n a ukázat odchylku od totálního odrazu. Graficky je truncation error
zpracován v obrázku 3.3.

Jak je vidět, už pro nízké hodnoty lze pro dopadající TE (2 × 2) případně
TM (1× 1) vlnu najít chybu srovnatelnou se zaokrouhlovací chybou 10−15. Tyto
nejnižší aproximace jsou znázorněny v obrázku 3.4.

V obrázku 3.4 je zajímavá oblast ω < mΩ, kde má podle termodynamic-
kého důkazu docházet k superradiantnímu rozptylu. To se zde s přesností 10−14

potvrzuje.

Pro volbu nulové vodivosti δ0
s = 0 má sféra nekonečný odpor. V takovém

případě vlna projde dál a žádný proud na povrchu se negeneruje. Veškerá energie,
která tak prošla dovnitř sféry ji musí zase opustit

V obrázcích 3.5, resp. 3.6 jsou ukázány relativní odražené výkony pro každou
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O br á z e k 3. 4: Gr af u k a z uj e d o p a d ají cí T E, r es p. T M vl n u o čísl e = 1 , t e d y vl n y n es e
n ej m e nší m o ž n ý m o m e nt h y b n osti. E xist ují fr e k v e n c e, při ni c h ž d o c h á zí k t ot ál ní m u o dr a z u.
Pr v ní z ni c h j e ω 0 = m Ω . V d alší c h n ast á v á l o k ál ní m a xi m u m, kt er é o p ět o d p o ví d á sit u a cí m,
k d y v nitř ní ř eš e ní (st oj at é vl n ě ní) v y mi zí n a p o vr c h u sf ér y.

p ar ci ál ní vl n u, p o k u d d o p a d á T E p ol ari z o v a n á vl n a, r es p. T M p ol ari z o v a n á vl n a
s = 1 , pr o n ěj ž d o c h á zí k n ej v ětší m u ef e kt u z esíl e ní vl n r o z pt yl e m.

N a t ě c ht o o br á z cí c h j e vi d ět, ž e i při d o p a d u j e di n é p ol ari z o v a n é vl n y s e o dr a zí
vl n a sl o ž e n á z o b o u p ol ari z a cí a ví c e m ó d ů. D o p a d á-li m ó d , o dr a zí s e v e st ej n é
p ol ari z a ci m ó d y + 2 k pr o k ∈ Z a v o p a č n é + 2 k + 1 . N a př. v o br á z k u 3. 5
d o p a d á T E p ol ari z o v a n á vl n a o = 1 , pr ot o s e b u d e o dr a ž e n á vl n a s kl á d at z T E
m ó d ů 1 , 3 , 5 , . . . a T M m ó d ů 2 , 4 , 6 , . . . .

3. 7 V ý k o n n e s e n ý vl n o u

V př e d c h o zí c h p o d k a pit ol á c h j e p o u ží v á n r el ati v ní o dr a ž e n ý v ý k o n pr o d e-
m o nstr a ci s u p err a di a nt ní h o r o z pt yl u n a r ot ují cí sf éř e. Při p o m e ň m e, ž e e n er gi e
el e ktr o m a g n eti c k é h o p ol e m á t v ar

w =
1

2
(E · D + H · B ) . ( 3. 4 4)

Z n or m ali z a c e m a g n eti c k ý c h a el e ktri c k ý c h v e kt or o v ý c h sf éri c k ý c h h ar m o ni k
( v ět a 6)

d Ω Y a
m · Y b

m = ( + 1) δ δ m m δ a b ( 3. 4 5)

pl y n e, ž e p ar ci ál ní vl n a ( , m) b u d e mít v ý k o n ú m ěr n ý ( + 1) |A |2 , k d e |A |2 j e k v a-
dr át a m plit u d y vl n y. N a př. pří c h o zí T E vl n a n es e v ý k o n ( + 1) |α |2 at d.

Pr o o b e c n ě d o p a d ají cí vl n u s r o z d ěl e ní m { α i, Ai} l z e z a ps at r el ati v ní o dr a ž e n ý
v ý k o n j a k o p o díl c el k o v é o d c h á z ejí cí a pří c h o zí e n er gi e

R =
P −

P +

=

∞

= 1
( + 1) |β m |2 + |B m |2

∞

= 1
( + 1) |α m |2 + |A m |2

. ( 3. 4 6)
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O br á z e k 3. 5: V o di v á sf ér a o b e zr o z m ěr n é v o di v osti δ 0 = 0 .9 r ot uj e s ú hl o v o u r y c hl ostí
Ω = 1 . Ř eší m e sit u a ci v a pr o xi m a ci 6 × 6 , k d e j e c h y b a a pr o xi m a c e ú m ěr n á z a o kr o u hl o v a cí
c h y b ě d o u bl e- pr e cisi o n 1 0 − 1 6 . D o p a d ají cí T E p ol ari z o v a n á vl n a o m ó d u = m = 1 s e
r o z pt yl uj e a o d c h á z ejí cí z ář e ní j e sl o ž e n o z e š esti vl n, tří T M a tří T E ( T M m ó d = 6
ji ž n e m á v gr af u ž á d n ý p o z or o v a n ý ú či n e k). Pr v ní vl n a ( T E, = m = 1 ) j e v o dr a ž e n é m
s v a z k u j as n ě d o mi n ují cí. Pr o s p e ci fi c k é r e z o n a n č ní fr e k v e n c e d o c h á zí k t ot ál ní m u o dr a z u.
V o br á z k u j e vi d ět, ž e pr o t yt o fr e k v e n c e a m plit u d y vš e c h vl n mi m o d o mi n a nt ní v y mi zí
a n e d o c h á zí k mís e ní m ó d ů r o z pt yl e m.

V pří kl a d e c h v ýš e js o u n or m ali z o v a n é d o p a d ají cí p ar ci ál ní vl n y, t e d y vl n y, pr o
n ě ž pl atí |A |2 = δ 1 a |α |2 = δ 1 , t e d y při n áš e n ý v ý k o n m á čís el n ý k o e fi ci e nt 2.
R el ati v ní o dr a ž e n ý v ý k o n m á pr o p ar ci ál ní vl n y, r es p. c el o u k ol e k ci o dr a ž e n ý c h
vl n t v ar

R =
( + 1)

2
|β |2 + |B |2 r es p. R ( 1 ) =

( + 1)

2
|β |2 + |B |2 .

( 3. 4 7)
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O br á z e k 3. 6: T M vl n a ( m ó d = m = 1 ) d o p a d á n a r ot ují cí sf ér u o b e zr o m ěr n é v o di v osti
δ 0 = 0 .9 a ú hl o v é r y c hl osti Ω = 0 .7 . Sit u a c e j e ř eš e n a v a pr o xi m a ci 5 × 5 , o dr á ží s e t a k
p ět vl n, z t o h o tři T M a d v ě T E p ol ari z o v a n é vl n y ( = 5 j e ji ž z a n e d b at el n á, v gr af u s e
a ni n e o bj e ví n a d h o d n ot o u − 1 6 ). J e vi d ět, ž e pr o ω < m Ω n ast á v á s u p err a di a c e. St ej n ě
j a k o pr o d o p a d ají cí T E vl n u n a o br á z k u 3. 5 pr o r e z o n a n č ní fr e k v e n c e, při ni c h ž d o c h á zí
k t ot ál ní m u o dr a z u, v y mi zí vš e c h n y vl n y a ž n a d o mi n a nt ní T M vl n u = m = 1 .
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4. R o t ují cí t ěl e s a a z r c a dl a

V t ét o k a pit ol e j e d e m o nstr o v á n p ů v o d ní Z el’ d o vi č ů v n á vr h [ 6] n a u z a vř e ní
r ot ují cí h o a xi ál n ě-s y m etri c k é h o t ěl es a d o d o k o n al e o dr a zi v é h o zr c a dl a. V t a k o v é m
pří p a d ě (j a k j e u k á z á n o ní ž e) b u d e mít fr e k v e n c e z ář e ní k o m pl e x ní c h ar a kt er
ω = ω R + i ωI a pl atí

e − i ω t = e − i ωR t e ω I t . ( 4. 1)

R e ál n á č ást m á t a k v ý z n a m s k ut e č n é fr e k v e n c e z ář e ní, i m a gi n ár ní sl o ž k a u d á v á
z esíl e ní vl n y ( v pří p a d ě útl u m u m usí b ýt t at o sl o ž k a z á p or n á).

Př e d c h o zí k a pit ol y u k á z al y, j a k s e c h o v á z ář e ní při r o z pt yl u n a r ot ují cí v ál c o v é
a k ul o v é sl u p c e. J eli k o ž j e u v a ž o v á n o d o k o n al e o dr a zi v é zr c a dl o, m ů ž e b ýt t a k o v é
p o u z e pr o j e d n u z á kl a d ní fr e k v e n ci a jí přísl uš n é v yšší h ar m o ni c k é vl n y. V t ét o
k a pit ol e js o u u k á z á n y t y z t ě c ht o vl n, kt er é m ají n ej v ětší vl n o v o u d él k u. U r ot ují cí
sf ér y j e pr o sr o v n á ní u k á z á n o n ě k oli k v yšší c h vl n.

4. 1 R o t ují cí v ál e c

Pr v ní z e z k o u m a n ý c h o bj e kt ů j e r ot ují cí v ál e c. Z př e d c h o zí c h k a pit ol pl y n e
v zt a h n a r o z hr a ní r ot ují cí h o v ál c e pr o T E a T M p ol ari z o v a n é z ář e ní

T E : ∆ − J m (ω a )H ( 2 )
m (ω a ) α T E

m − ∆ + J m (ω a )H ( 1 )
m (ω a ) β T E

m = 0 ,

T M : ∆ − d J m

d ρ
(ω a ) d H

( 2 )
m

d ρ
(ω a ) α T M

m − ∆ + d J m

d ρ
(ω a ) d H

( 1 )
m

d ρ
(ω a ) β T M

m = 0 .

( 4. 2)

P o k u d j e v ál c o v á sl u p k a o b kl o p e n a v ál c o v ý m zr c a dl e m o p ol o m ěr u b > a , b u d e
i n a t ét o sl u p c e d o c h á z et k a bs or p ci, kt er á j e z á visl á n a fr e k v e n ci. N a r o z hr a ní
zr c a dl a m usí st ál e pl atit M a x w ell o v y r o v ni c e a m usí v y mi z et t e č n é el e ktri c k é p ol e.
V pří p a d ě zr c a dl a n e hr aj e r oli p ol e v n ě t ét o v ál c o v é sl u p k y a pl atí

T E : ( 1 − ξ T E
m )H ( 2 )

m (ω b )α T E
m + H ( 1 )

m (ω b )β T E
m = 0 ,

T M : ( 1 − ξ T M
m ) d H

( 2 )
m

d ρ
(ω b )α T M

m + d H
( 1 )
m

d ρ
(ω b )β T M

m = 0 ,

( 4. 3)

k d e ξ T E
m a ξ T M

m js o u k o e fi ci e nt y a bs or p c e při o dr a z u. R o v ni c e ( 4. 2) a ( 4. 3) t v oří
pr o k a ž d o u z p ol ari z a cí s o ust a v u r o v ni c, k d e n e z n á m ý mi js o u a m plit u d y i nt e n zi-
t y α m , βm . J e d n á s e o h o m o g e n ní s o ust a v y r o v ni c. P o d mí n k a n a e xist e n ci p ol e
o j e d n é z á kl a d ní fr e k v e n ci v t a k o v é m s yst é m u ří k á, ž e d et er mi n a nt m ati c e s o u-
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O br á z e k 4. 1: I m a gi n ár ní sl o ž k a fr e k v e n c e z ář e ní ω I s e d ost á v á d o kl a d n ý c h h o d n ot, k d y ž
z a čí n á pl atit p o d mí n k a s u p err a di a c e ω R < m Ω . V t a k o v é m pří p a d ě j e vi d ět z esíl e ní ∼ e ω I t .
V li mit ě b → ∞ j e vš a k vi d ět, ž e ω I → 0 a v n ější zr c a dl o př est á v á mít vli v n a e x p eri m e nt,
n e b oť s e k n ě m u s v ětl o ni k d y n e d ost a n e. St ej n ě t a k j e vi d ět, ž e e xist uj e míst o n ej v ětší h o
útl u m u ( v pr a v o n a h oř e), o vš e m při v el k é m při blí ž e ní s e b u d e útl u m o p ět mi ni m ali z o v at
a pl atí ω I → 0 pr o b → a .

st a v y m usí b ýt n ul o v ý. Pr o k a ž d o u p ol ari z a ci t a k e xist uj e r o v ni c e

T E : ∆ − J m (ω a )H ( 2 )
m (ω a ) H ( 1 )

m (ω b ) +

+ ∆ + J m (ω a )H ( 1 )
m (ω a ) ( 1 − ξ T E

m )H ( 2 )
m (ω b ) = 0, ( 4. 4 a )

T M :



 ∆ −
d J m

d ρ
(ω a )

d H ( 2 )
m

d ρ
(ω a )




d H ( 1 )

m

d ρ
(ω b ) +

+



 ∆ +
d J m

d ρ
(ω a )

d H ( 1 )
m

d ρ
(ω a )



 ( 1 − ξ T M
m )

d H ( 2 )
m

d ρ
(ω b ) = 0, ( 4. 4 b)

k d e n e z n á m o u pr o m ě n n o u j e ω ∈ C , n e b oť vš e c h n y ost at ní p ar a m etr y v r o v ni ci
js o u p e v n ě z a d á n y.

N a o br á z k u 4. 1 j e vi d ět T E a T M p ol ari z o v a n é z ář e ní pr o r ot ují cí v ál e c. J e
vi d ět, ž e pr o ur čit o u h o d n ot u b / a kl es n e r e ál n á sl o ž k a fr e k v e n c e n a h o d n ot u
t a k o v o u, ž e ω R < m Ω , dí k y č e m u ž z a č n e v nitř ní v ál e c o dr á ž et ví c e z ář e ní, a c h o v at
s e t a k j a k o z dr oj. Př e c h o d o d útl u m u k z esíl e ní z ář e ní j e vi d ět v i m a gi n ár ní
sl o ž c e fr e k v e n c e, kt er á pr o t e nt o s p e ci fi c k ý p o m ěr b / a , k d y ω R < m Ω , m ě ní s v é
z n a m é n k o.
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4. 2 S t ojí cí sf é r a

R o z pt yl uj e-li s e z ář e ní n a st ojí cí sf éř e, pl atí di a g o n ál ní v zt a h m e zi k o e fi ci e nt y
d o p a d ají cí a r o z pt ýl e n é vl n y

T E : R T E ( â )α m − β m = 0 ,

T M : R T M ( â )A m − B m = 0 ,

( 4. 5)

k d e R T E = R T M ( â ) o bs a h uj e i nf or m a ci o r o z pt yl u n a st ojí cí sf éř e. N a r o z díl o d
a pr o xi m a c e 1 × 1 pr o r ot ují cí sf ér u pl atí pr o li b o v ol n é . F u n k c e j e pr o m ě n n o u
s o u či n u p ol o m ěr u sf ér y a ú hl o v é fr e k v e n c e z ář e ní

R T E ( 0,â ) =
1 − δ 0 ĵ ( â ) ĥ

( 2 )
( â )

1 + δ 0 ĵ ( â ) ĥ
( 1 )

( â )
,  RT M ( 0,â ) =

1 − δ 0 d ĵ
d r̂

( â )
d ĥ

( 2 )

d r̂
( â )

1 + δ 0 d ĵ
d r̂

( â )
d ĥ

( 1 )

d r̂
( â )

. ( 4. 6)

Při d á ní m k ul o v é h o zr c a dl a při b u d o u n o v é p o d mí n k y pr o o dr a z n a r o z hr a ní
v n ější k ul o v é sl u p k y o p ol o m ěr u r̂ = b̂ = ω b

T E : [f ]b = ( 1 − ξ T E ) ĥ
( 2 )

(ω b )α m + ĥ
( 1 )

(ω b )β m = 0 ,

T M : [ĝ ]b = ( 1 − ξ T M )
d ĥ

( 2 )

d r̂
(ω b )A m +

d ĥ
( 1 )

d r̂
(ω b )B m = 0 ,

( 4. 7)

k d e ξ T ∈ [ 0,1] js o u o p ět k o e fi ci e nt y a bs or p c e, kt er é m o h o u b ýt t a k é f u n k cí ω .
Pr o u d y, kt er é js o u g e n er o v á n y n a sf éř e při v ol b á c h r ů z n ý c h p ol ari z a cí a m ó d ů,
js o u z n á z or n ě n y v o br á z k u 4. 2. P o d mí n k a n a e xist e n ci m o n o c hr o m ati c k é h o el e k-
tr o m a g n eti c k é p ol e u v nitř zr c a dl a j e o p ět d á n a n ul o v ostí d et er mi n a nt u h o m o g e n ní
s o ust a v y r o v ni c

T E : R T E ( â ) ĥ
( 1 )

(ω b ) + ( 1 − ξ T E ) ĥ
( 2 )

(ω b )  = 0,

T M : R T M ( â )
d ĥ

( 1 )

d r̂
(ω b ) + ( 1 − ξ T M )

d ĥ
( 2 )

d r̂
(ω b ) = 0.

( 4. 8)

J eli k o ž sf ér a st ojí, js o u k o e fi ci e nt y R T E , RT M v ž d y m e nší n e ž j e d n a a ž n a pří-
p a d r e z o n a n č ní c h fr e k v e n cí. M usí t a k n ut n ě d o c h á z et k útl u m u, ni k d y k n ár ůst u.
I m a gi n ár ní sl o ž k a fr e k v e n c e t a k s pl ní ω I 0 .

N y ní u v a ž uj m e d o k o n al e o dr a zi v é zr c a dl o pr o k a ž d o u fr e k v e n ci, m ó d i p ol a-
ri z a ci, k o e fi ci e nt y a bs or p c e js o u n ul o v é. A r o v ni c e s e zj e d n o d uší. V li mit ě, k d y j e
sf ér a d o k o n al e n e v o di v á, pl atí δ 0 → 0 a v t ét o li mit ě js o u o dr a z o v é k o e fi ci e nt y
R T E , RT M r o v n y j e d n é. Z r o v ni c e ( 4. 8) t a k z ůst a n e j e n p o d mí n k a pr o r e z o n át or
o p ol o m ěr u b , kt er ý j e ví c e r o z e br a n ý v d o d at k u B. 5.

Pr o s p e ci ál ní v o di v ost σ s = 1 / 3 7 7 Ω − 1 j e v y kr esl e n a r e ál n á i i m a gi n ár ní č ást
fr e k v e n c e T E i T M p ol ari z o v a n é vl n y v o br á z k u 4. 3.
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O br á z e k 4. 2: O br á z k y u k a z ují pr o j e d n otli v é m ó d y, j a k b u d o u v y p a d at pl oš n é pr o u d y n a
r e z o n át or u. V pr v ní m sl o u p ci js o u vi d ět el e ktri c k é pr o u d y g e n er o v a n é n a p o vr c h u d o k o n al e
o dr a zi v é h o zr c a dl a, s ní ž js o u k o nstr u o v á n y o br á z k y 4. 3, 4. 4, 4. 5 a 4. 6. Pl oš n ý pr o u d v z ni-
k ají cí při o dr a z u p ol e s e s míš e n ý mi m ó d y j e u k á z á n v e dr u h é m sl o u p ci, s e s mí c h a n ý mi m ó d y
i p ol ari z a c e mi p ot o m v e tř etí m.

4. 3 R o t ují cí sf é r a

R ot ují cí sf ér a j e k o m pli k o v a n ější, n e b oť mi x uj e m ó d y a p ol ari z a c e. Ji ž a pr o xi-
m a c e m ati c o v é h o pr o bl é m u 1 × 1 j e vš a k d ost at e č n ě př es n á a m á s m ysl ji p o u žít
dí k y j ejí j e d n o d u c h osti. N e b oť s e v n ější k ul o v á sl u p k a, kt er á pl ní f u n k ci zr c a-
dl a n e p o h y b uj e, pl atí pr o ni st ál e st ej n é p ol ari z a c e i m ó d y n e mi x ují cí p o d mí n k y.
V t ét o a pr o xi m a ci e xist ují vl n y p o u z e s = 1 . S p ol e č n ě s p o d mí n k a mi n a r o-
t ují cí sf éř e o p ět zís k á v á m e h o m o g e n ní s o ust a v u r o v ni c, kt er á j e ř ešit el n á, j e-li
d et er mi n a nt přísl uš n é m ati c e n ul o v ý:

T E : R T E
1 ( â ) ĥ

( 1 )
1 (ω b ) + ( 1 − ξ T E

1 ) ĥ
( 2 )
1 (ω b )  = 0,

T M : R T M
1 ( â )

d ĥ
( 1 )
1

d r̂
(ω b ) + ( 1 − ξ T M

1 )
d ĥ

( 2 )
1

d r̂
(ω b ) = 0,

( 4. 9)
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O br á z e k 4. 3: R e ál n á a i m a gi n ár ní č ást fr e k v e n c e m ají r o z díl n é v ý z n a m y. Z atí m c o r e ál n á č ást
ur č uj e s k ut e č n o u fr e k v e n ci z ář e ní, i m a gi n ár ní sl o ž k a r e pr e z e nt uj e n ár ůst e n er gi e. J e vi d ět,
ž e čí m j e zr c a dl o blí ž e st ojí cí sf éř e, tí m v ětší tl u m e ní n ast á v á, n e b oť k o e fi ci e nt z esíl e ní ω I

z d e kl es á s m ěr e m d ol e v a. N a o p a k čí m d ál e k ul o v é zr c a dl o j e, tí m m é n ě d o c h á zí k útl u m u
a s yst é m s e c h o v á t a k, j a k o b y zr c a dl o n e m ěl o vli v. S a m o zř ej m ě v li mit ě, k d y j e v n ější k ul o v á
pl o c h a v n e k o n e č n u, j e útl u m n ul o v ý. U v a ž o v a n á vl n a m á = m = 1 ( pr o o b ě p ol ari z a c e),
a g e n er uj e t e d y pr o u d y n a p o vr c h u zr c a dl a o d p o ví d ají cí pr v ní m u sl o u p ci o br á z k u 4. 2.

t e nt o kr át vš a k m ají o dr a z o v é k o e fi ci e nt y t v ar ( dl e d o d at k u B. 7. 3)

R T E
1 =

ω − δ 0 (ω − m Ω) − 1
2
Ω 2 a 2 ω K 1 1

1 1 ĵ 1 (ω a ) ĥ
( 2 )
1 (ω a )

ω + δ 0 (ω − m Ω) − 1
2
Ω 2 a 2 ω K 1 1

1 1 ĵ 1 (ω a ) ĥ
( 1 )
1 (ω a )

, ( 4. 1 0)

R T M
1 =

(ω − m Ω) − δ 0 ω 1 + m
2
Ω 2 a 2 ω d ĵ 1

d r̂
(ω a )

d ĥ
( 2 )
1

d r̂
(ω a )

(ω − m Ω) + δ 0 ω 1 + m
2
Ω 2 a 2 ω d ĵ 1

d r̂
(ω a )

d ĥ
( 1 )
1

d r̂
(ω a )

. ( 4. 1 1)

S v y u žití m d o k o n al e o dr a zi v é h o zr c a dl a ( n ul o v é k o e fi ci e nt y a bs or p c e) l z e z a-
ps at p o d mí n k u pr o e xist e n ci el e ktr o m a g n eti c k é h o p ol e v e t v ar u

T E :
1 0 ω − δ 0 [1 0 ( ω − m Ω ) − Ω 2 a 2 ω ]ĵ 1 ( ω a ) ĥ

( 2 )
1 ( ω a )

1 0 ω + δ 0 [1 0 ( ω − m Ω ) − Ω 2 a 2 ω ]ĵ 1 ( ω a ) ĥ
( 1 )
1 ( ω a )

ĥ
( 1 )
1 (ω b ) + ĥ

( 2 )
1 (ω b )  = 0,

T M :
( ω − m Ω ) − δ 0 ω [1 + m

2
Ω 2 a 2 ω ] d ĵ 1

d r̂
( ω a )

d ĥ
( 2 )
1

d r̂
( ω a )

( ω − m Ω ) + δ 0 ω [1 + m
2

Ω 2 a 2 ω ] d ĵ 1
d r̂

( ω a )
d ĥ

( 1 )
1

d r̂
( ω a )

d ĥ
( 1 )
1

d r̂
(ω b ) +

d ĥ
( 2 )
1

d r̂
(ω b ) = 0,

( 4. 1 2)

k d e js m e v y u žili z n al osti

K 1 1
1 1 = d Ω si n 2 (θ ) ∂ θ Y 1 1 ∂ θ Y 1 1 =

3

3 2 π
d Ω si n 2 ( 2θ ) =

1

5
. ( 4. 1 3)

I z d e j e pr o n ul o v o u v o di v ost r e fl e x ní k o e fi ci e nt r o v e n j e d n é a vl n a si v nitř ní
k ul o v é sl u p k y v ů b e c n e vší m á. S yst é m s e t a k o p ět c h o v á j a k o i d e ál ní r e z o n át or
o p ol o m ěr u b .
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O br á z e k 4. 4: M e zi zr c a dl e m a r ot ují cí sf ér o u j e T E p ol ari z o v a n é z ář e ní m ó d u = m = 1 .
R e ál n é sl o ž k y fr e k v e n c e n e z á visí n a ú hl o v é r o v ní k o v é r y c hl osti ot á č ejí cí h o s e v ál c e, p o u z e n a
v z d ál e n osti b . R ot a c e t oti ž nij a k n e m ě ní v z d ál e n ost m e zi v nitř ní sf ér o u a zr c a dl e m. O vš e m
m ě ní s e o dr a zi v é k o e fi ci e nt y, a pr ot o j e i m a gi n ár ní sl o ž k a ú hl o v é fr e k v e n c e z ář e ní r ů z n á
pr o r ů z n é t y p y r ot a cí. Čí m v yšší r ot a c e j e, tí m m e nší m usí b ýt p ol o m ěr zr c a dl a, a b y d ošl o
k n ár ůst u n es e n é h o v ý k o n u.

S v ol b o u = m = 1 a δ 0 = 1 / 4 π l z e r o v ni c e ( 4. 1 2) př e ps at d o t v ar u

T E :
4 0 π ω − [1 0 ( ω − m Ω ) − Ω 2 a 2 ω ]ĵ 1 ( ω a ) ĥ

( 2 )
1 ( ω a )

4 0 π ω + [1 0 ( ω − m Ω ) − Ω 2 a 2 ω ]ĵ 1 ( ω a ) ĥ
( 1 )
1 ( ω a )

ĥ
( 1 )
1 (ω b ) + ĥ

( 2 )
1 (ω b )  = 0,

T M :
4 π ( ω − Ω ) − ω [1 + 1

2
Ω 2 a 2 ω ] d ĵ 1

d r̂
( ω a )

d ĥ
( 2 )
1

d r̂
( ω a )

4 π ( ω − Ω ) + ω [1 + 1
2

Ω 2 a 2 ω ] d ĵ 1
d r̂

( ω a )
d ĥ

( 1 )
1

d r̂
( ω a )

d ĥ
( 1 )
1

d r̂
(ω b ) +

d ĥ
( 2 )
1

d r̂
(ω b ) = 0,

( 4. 1 4)

k d e n e z n á m á ω = ω R + i ωI j e f u n k cí ω = ω (b, a Ω) . Pr o n ě kt er é v y br a n é h o d n ot y
js o u přísl uš n é h o d n ot y a ω v y kr esl e n y v z á visl osti n a b / a v o br á z k u 4. 4, r es p. 4. 5
pr o T E, r es p. T M p ol ari z a ci.

V o br á z cí c h 4. 1, 4. 3, 4. 4, 4. 5 js o u z n á z or n ě n y fr e k v e n c e vl n, kt er é m o h o u
e xist o v at m e zi o bj e kt e m a zr c a dl e m. N ej e d n á s e o vš e m o j e di n é vl n y. R o v ni c e
( 4. 4), ( 4. 8), ( 4. 9) ř eší i ji n é fr e k v e n c e ω . V ýš e u v e d e n é vl n y js o u c h ar a kt eristi c k é
n ej ni žší m o ž n o u e xist ují cí fr e k v e n cí, pr o kt er é j e s n a d n é s pl nit p o d mí n k u s u p er-
r a di a c e ω R < m Ω ji ž pr o m al é p o m ěr y b / a . E xist o v at b u d o u i v yšší h ar m o ni c k é
fr e k v e n c e. Pr o r ot ují cí sf ér u u z a vř e n o u v zr c a dl e s T E p ol e m j e p ět r ů z n ý c h ř eš e ní
z n á z or n ě n o v o br á z k u 4. 6.
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O br á z e k 4. 5: Pr o T M p ol ari z o v a n o u vl n u u v nitř zr c a dl a j e vi d ět p o d o b n ý pr ů b ě h r e ál n é
i i m a gi n ár ní sl o ž k y fr e k v e n c e z ář e ní. N a r e ál n o u sl o ž k u o p ět n e m á r ot a c e ž á d n ý vli v, o vš e m
i m a gi n ár ní sl o ž k a m á r y c hl ejší n ár ůst s v yšší r o v ní k o v o u r y c hl ostí a Ω . Z a n al ý z y s u p err a di a c e
v k a pit ol e 3 j e p atr n é, ž e T M p ol ari z o v a n é p ol e m á v ětší r el ati v ní a m plit u d u o dr a z u, a i z d e
j e vi d ět o ř á d v ětší n ár ůst a m plit u d y o pr oti T E p ol ari z a ci.

4. 4 A p r o xi m a c e

Z n u m eri c k é h o ř eš e ní r o v ni c j e p atr n é, ž e i m a gi n ár ní sl o ž k y js o u v eli c e m al é,
a pr ot o l z e pr o k a ž d o u r e ál n o u fr e k v e n ci ω R hl e d at ω = ω 0 + i , k d e j e m al á
p or u c h a r e ál n é fr e k v e n c e. N a bí zí s e t a k ot á z k a, j a k m o c b y b yl a a pr o xi m a c e d o
pr v ní h o ř á d u pr o přísl uš n é r o v ni c e ( 4. 4) pr o v ál e c n e b o ( 4. 9) pr o sf ér u př es n á.

P o čít a č o v ý s oft w ar e z vl á d n e p o čít at r o v ni c e p o a pr o xi m a ci v eli c e r y c hl e, a pr o-
t o m á s m ysl ji pr o v ést. R o v ni c e pr o sf ér u js o u vš a k st ál e příliš k o m pli k o v a n é. Pr o
v ál e c l z e r o z v oj e m r o v ni c e pr o T E p ol ari z a ci ( 4. 4) d o pr v ní h o ř á d u v n ajít j e h o
při bli ž n o u h o d n ot u

= R e






2 a µ σ s ω 0 (ω 0 − m Ω) J m (ω 0 a )Y m (ω 0 b )
4
γ
b ω 0 J m + 1 (ω 0 b ) + µ 0 σ s a J m (ω 0 a ) Υ,





( 4. 1 5)

k d e vi n o u a pr o xi m ati v ní m et o d y v z ni k n e n ef y zi k ál ní i m a gi n ár ní č ást (t a b y s e
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O br á z e k 4. 6: J e vi d ět, ž e čí m v yšší k oř e n k i r o v ni c e ( 4. 9) pr o T E p ol ari z a ci m á m e, tí m v yšší
r e ál n o u fr e k v e n ci vl n a m á. Sit u a c e t a k o d p o ví d á e xist e n ci v yšší c h h ar m o ni c k ý c h fr e k v e n cí.
N a i m a gi n ár ní sl o ž c e j e vi d ět, ž e n ej v yšší z esíl e ní vl n m n o h o n ás o b n ý m o dr a z e m n ast á v á
pr o z á kl a d ní fr e k v e n ci. T a k é j e vi d ět, ž e čí m v yšší j e ω R ( a t e d y i p o m ěr b / a ), tí m p o z d ěji
n ast á v á s u p err a di a c e a z m ě n a z n a m é n k a i m a gi n ár ní č ásti.

ji n a k s v yšší mi čl e n y ř a d y s e č etl a n a n ul u). K o e fi ci e nt Υ m á t v ar

Υ = − 4 i Ym (ω 0 b ) m 2 Ω − m ω 0 −
ω 0

2
J m (ω 0 a ) + ω 0 a (ω 0 − m Ω) J m + 1 (ω 0 a ) −

− 2 ω 0 b (ω 0 − m Ω) J m (ω 0 a )Y m (ω 0 b ) + J m + 1 (ω 0 b )H
( 2 )
m (ω 0 a ) ( 4. 1 6)

a j e p atr n é, ž e o z n a m é n k u r o z h o d uj e ω 0 (ω 0 − m Ω) s u p err a di a nt ní n ár ůst a m-
plit u d y s e o bj e ví pr o ω 0 (ω 0 − m Ω) < 0 .

Gr a fi c k y j e a pr o xi m a c e pr o r ot ují cí v ál e c i r ot ují cí sf ér u z n á z or n ě n a s p ol u
s n u m eri c k ý m ř eš e ní m v o br á z k u 4. 7
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O br á z e k 4. 7: N u m eri c k á, t e d y př es n ější ř eš e ní, js o u z n á z or n ě n a pl n o u š e d o u č ar o u. Z o br á z k ů
j e vi d ět, ž e j a k pr o sf ér u, t a k pr o v ál e c js o u o b ě ř eš e ní v el mi př es n á v o bl asti, k d e j e
|a ω I | 1 . J a k mil e s e vš a k h o d n ot a |a ω I | z a č n e z v ětš o v at, r o v ni c e d á v ají ji n ý v ýsl e d e k.
V s u p err a di a nt ní o bl asti, k d e n ás v ýsl e d e k z ají m á př e d e vší m, j e vš a k m o ž n é a pr o xi m a ci
p o u žít.
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5. Rozptyl na rotující černé díře

V této kapitole shrneme poznatky o superradiantním rozptylu záření na černé
díře. Kapitola má čistě rešeršní charakter a veškeré výsledky jsou převzaté z již
existující literatury, především potom z článků [9, 10, 11], z knihy [14] a z dizer-
tační práce Richarda Pirese Brita [23].

První podkapitola je věnována existenci jevu superradiace dle mechanických
zákonů černých děr [7, 8, 18] jako analogie podkapitoly o termodynamice v kla-
sickém modelu 3.1, jež je také inspirována J. Bekensteinem [16]. V podkapitole
druhé shrnujeme známé poznatky o rotující černé díře. Třetí podkapitola se vě-
nuje po vzoru článku [9] odvození Teukolskeho rovnice pro porušenou Kerrovu
metriku. Závěrem ve dvou podkapitolách shrnujeme superradiaci při rozptylu na
Kerrově černé díře a aplikaci na tzv. black hole bomb, tedy Kerrovu černou díru
uzavřenou v ideálně odrazivém zrcadle.

5.1 Termodynamický důkaz superradiace

Jacob Bekenstein [18] ukázal, že existuje možnost nahlížet na Bardeen-Carter-
Hawkingovy rovnice [8] jako na čtyři termodynamické zákony černých děr. Jeho
hlavní argument byl, že se z vesmíru nesmí ztrácet entropie, a proto pád před-
mětu do černé díry musí zvýšit entropii tohoto vesmírného objektu. Pro efekt
superradiace však nemá interpretace rovnic význam a stejně se zde objeví. První
z mechanických zákonů říká, že

δM = κ

8πδA+ ΩHδJ + ΦHδQ, (5.1)

kde κ je povrchová gravitace, ΩH , resp. ΦH jsou úhlová rychlost, resp. elektrosta-
tický potenciál vnějšího horizontu, jehož plocha je A. Pro Kerrovu černou díru
je ΦH = 0, pro Reisnner-Nordströmodu zase ΩH = 0. S ohledem na stacionární
a axiálně symetrický prostoročas uvažujeme perturbace polí ∼ eimφ−iωt (t, φ jsou
souřadnice svázané s Killingovými vektory příslušných symetrií). Pak platí [14],
že

δJ

δM
= m

ω
resp. δQ

δM
= q

ω
, (5.2)

kde q je specifický náboj pole. Potom lze vyjádřit změnu velikosti vnějšího hori-
zontu černé díry

δM = κ

8π
ω

ω −mΩH

δA resp. δM = κ

8π
ω

ω − qΦH

δA. (5.3)

Druhý mechanický zákon říká, že δA > 0 bez ohledu na zkoumaný proces. Pokud
je to pravda, platí při zvolení ω < mΩH , resp. ω < qΦH , že δM < 0, a černá
díra tak ztrácí energii. Ta je odnášena odcházející vlnou, která je tak oproti vlně
dopadající zesílena.
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Obrázek 5.1: Černá díra, jejíž vnější horizont (černá koule) je r+ = M +
√
M2 − a2, má

ve svém okolí ergoregion – vyšrafovanou oblast mezi vnějším horizontem a statickou mezí,
kde platí gtt = 0 (modrá oblast na levém obrázku).

5.2 Rotující nenabitá černá díra

„Jev superradiace vyžaduje disipaci. Ta se může objevit v různých podobách,
např. viskozita, tření, turbulence, radiační chlazení atd. Všechny tyto formy disi-
pace jsou spojeny s nějakým médiem nebo hmotovým polem, které zprostředko-
vává prostředí pro superradiaci,“ praví Richard Brito [23].

V obecné relativitě je prostředím pro efekt superradiace černá díra, pro ro-
tační superradiaci poté Kerrova či Kerr-Newmanova. V této podkapitole shrňme
základní poznatky o rotující nenabité černé díře, tedy Kerrově, neboť o ní se
v této kapitole bavíme především.

Jednotky: V této kapitole uvažujeme geometrizované jednotky c = G = 1.

Zajímavost: Pojem „černá díra“ poprvé použil J. A. Wheeler v roce 1967 (dle [14]), tedy čtyři roky
po Kerrově objevu řešení Einsteinových rovnic a více než padesát let po zrodu Schwarzschildova
řešení. V roce 1971 se potom tento termín objevil v článku Introducing the black hole [27].

Roy Kerr objevil třídu řešení Einsteinových rovnice pole [1], která je charak-
terizovaná dvěma parametry – hmotností černé díry M a parametrem a. Celkový
moment hybnosti černé díry je součin J = Ma. Toto řešení je asymptoticky ploché
ve velké vzdálenosti od černé díry, tedy metrika v dostatečné vzdálenosti odpo-
vídá metrice Minkowskeho prostoročasu. V limitě a → 0 se metrika redukuje
na Schwarzschildovu. Prostoročasový interval lze vyjádřit např. v Boyerových-
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Li n d q uist o v ý c h ( d ál e j e n B L) s o uř a d ni cí c h [ 2 8] t, r, θ, φ

d s 2 = −
∆ Σ

A
d t2 +

A

Σ
si n 2 (θ ) d φ −

2 M a r

A
d t

2

+
Σ

∆
d r 2 + Σ d θ 2 , ( 5. 4)

k d e ∆ = r 2 − 2 M r + a 2 , Σ = r 2 + a 2 c os 2 (θ ) a A = ( r 2 + a 2 ) 2 − ∆ a 2 si n 2 (θ ). V t o mt o
t v ar u j e vi d ět p o d o b n ost K err o v a ř eš e ní s m etri k o u pl o c h é h o pr ost or o č as u

d s 2 = − d t2 + r 2 si n 2 (θ )[ d φ̃ − Ω d t]2 + d r 2 + r 2 d θ 2 , ( 5. 5)

k d e j e v y u žit a r ot a č ní tr a nsf or m a c e a zi m ut ál ní s o uř a d ni c e φ → φ̃ = φ + Ω t. R oli
ú hl o v é fr e k v e n c e t e d y hr aj e Ω = − g t φ / g φ φ = 2 M a r / A . V pl o c h é m pr ost or o č as e s e
j e d n á o r ot ují cí s o uř a d ni c e n a ji n a k st ati c k é m p o z a dí. N a K err o v o ř eš e ní s e vš a k
d á dí v at j a k o n a r ot ují cí č er n o u dír u, n e b oť s o uř a d ni c e js o u z p o hl e d u p o z or o v at el e
v n e k o n e č n u st ati c k é, j a k j e vi d ět pr o

Ω =
2 M a r

A
∼

1

r 3
. ( 5. 6)

M etri k a j e si n g ul ár ní pr o ∆ = 0 a tí mt o v zt a h e m j e d e fi n o v á n h ori z o nt K err o v y
č er n é dír y. Ř eš e ní mi js o u h n e d d v a h ori z o nt y, v nitř ní a v n ější

r ± = M ±
√

M 2 − a 2 , ( 5. 7)

kt er é s e v li mit ě a → 0 m ě ní n a si n g ul arit u r − → 0 a S c h w ar zs c hil d ů v p ol o m ěr
r + → r s . Pr o d e m o nstr a ci s u p err a di a c e j e d ůl e žit ý v n ější h ori z o nt r + , j e n ž m á
ú hl o v o u r y c hl ost [ 2 3]

Ω H = −
g t φ

g φ φ r = r +

=
a

r 2
+ + a 2

=
a

2 M r +

( 5. 8)

n e z á visl o u n a (θ, φ ), c h o v á s e pr ot o j a k o c elist v á t u h á m e m br á n a.

V n ě h ori z o nt u l z e n ajít st ati c k o u m e z, kt er á j e d e fi n o v á n a v y mi z e ní m sl o ž k y
m etri c k é h o t e n z or u g tt = 0 . T at o st ati c k á m e z m á pr ů b ě h

r e r g o (θ ) = M + M 2 − a 2 c os 2 (θ ). ( 5. 9)

M a xi m ál ní p ol o m ěr st ati c k é m e z e j e n a r o v ní k o v é o bl asti č er n é dír y r s = 2 M
a mi ni m ál ní n a p ól e c h, k d e s e m e z d ot ý k á v n ější h o h ori z o nt u r + = M +

√
M 2 − a 2 .

O bl asti m e zi v n ější m h ori z o nt e m a st ati c k o u m e zí s e ří k á er g osf ér a ( n e b o t a k é
er g or e gi o n). V y kr esl e ní v n ější h o h ori z o nt u, st ati c k é m e z e i er g osf ér y j e v o br á z-
k u 5. 1. N á z e v „ er g osf ér a “ p o c h á zí o d J. A. W h e el er a a v y c h á zí z ř e c k é h o sl o v a
er g o n – či n, j e d n á ní. Te nt o n á z e v si z asl o u ží pr á v ě dí k y m o ž n osti e xtr a k c e r ot a č ní
e n er gi e č er n é dír y, a t o z a p o m o ci P e nr os e o v a pr o c es u [ 2 9] n e b o z d e pr o bír a n é
r ot a č ní s u p err a di a c e.

P e nr os e ů v pr o c es u v a ž uj e g e o d eti k y č ásti c s n e g ati v ní e n er gií. Gri b, P a vl o v
a Vert o gr a d o v u k á z ali [ 3 0], ž e t a k o v é g e o d eti k y n e m o h o u z a čí n at a ni k o n čit u v nitř
er g osf ér y.
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S u p err a di a c e v y u ží v á e xist e n c e z ář e ní s e z á p or n o u e n er gií, kt er é m ů ž e v er g o-
sf éř e e xist o v at [ 3 1]. Ve vší o b e c n osti s e d o p a d ají cí vl n a r o z d ělí n a vl n u o d c h á z ejí cí
a vl n u p o hl c e n o u r ot ují cí č er n o u dír o u. P o k u d b y s e j e d n al o o S c h w ar zs c hil d o v u
č er n o u dír u, v eš k er é z ář e ní b y b yl o p o hl c e n o. V pří p a d ě n e n ul o v é h o p ar a m e-
tr u a m á vš a k i o d c h á z ejí cí vl n a n e n ul o v o u a m plit u d u a z a s pl n ě ní p o d mí n k y
ω − m Ω H < 0 m á vl n a p o hl c e n á č er n o u dír o u z á p or n o u e n er gii.

5. 3 T e u k ol s k e h o r o v ni c e

Ve st ej n é m o b d o bí, k d y R o y K err o bj e vil m etri k u r ot ují cí č er n é dír y, b yl a
o b e c n á t e ori e r el ati vit y p o pis o v á n a p o m o cí n ul o v é h o t etr á d o v é h o f or m alis m u,
kt er ý n es e j m é n o p o N e w m a n o vi a P e nr os e o vi – N P f or m alis m us.

R o zli š e ní t e n z or o v ý c h a t e tr á d o v ý c h i n d e x ů: Te n z or o v é i n d e x y z n a čí m e ř e c k ý mi pís m e n y
µ, ν, . . . a t etr á d o v é i n d e x y st ej n ý mi pís m e n y v z á v or k á c h (µ ),(ν ), . . .

Z á kl a d e m N P f or m alis m u j e n ul o v á t etr á d a

e µ
( 0 ) = µ , ( 5. 1 0)

e µ
( 1 ) = n µ , ( 5. 1 1)

e µ
( 2 ) = m µ , ( 5. 1 2)

e µ
( 3 ) = m̄ µ , ( 5. 1 3)

k d e µ , nµ js o u r e ál n é a m µ j e k o m pl e x ní čt yř v e kt or. Vš e c h n y t yt o t etr á d o v é čt yř-
v e kt or y js o u n ul o v é, t e d y j eji c h v eli k ost j e n ul o v á. S k al ár ní s o u či n j e d á n s kr z e
m etri k u

e µ
( α ) e µ ( β ) = η ( α ) ( β ) η =









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 − 1
0 0 − 1 0









, ( 5. 1 4)

t at o m etri k a s e p a k p o u ží v á k e s ni ž o v á ní i z v yš o v á ní i n d e x ů v t etr á d o v é m f or m a-
lis m u, n e b oť j e s a m a s o b ě i n v er zí.

Pr oj e k cí n a n ul o v o u t etr á d u N P f or m alis m u l z e š est n e z á visl ý c h sl o ž e k a ntis y-
m etri c k é h o t e n z or u el e ktr o m a g n eti c k é h o p ol e F µ ν z a ps at p o m o cí tří k o m pl e x ní c h
N P v eli či n

φ 0 = F µ ν
µ m ν , φ 1 =

1

2
F µ ν ( µ n ν + m̄ µ m ν ) , φ 2 = F µ ν m̄ µ n ν ( 5. 1 5)

a z ni c h l z e z p ět n ě z k o nstr u o v at M a x w ell- F ar a d a y ů v t e n z or

F µ ν = 2 [µ m ν ]φ 0 + n [µ ν ] + m [µ m̄ ν ] φ 1 + m̄ [µ m ν ]φ 2 + c. c. ( 5. 1 6)

V N P f or m alis m u s e t é ž z a v á d ějí pr oj e k c e k o v ari a nt ní d eri v a c e D = µ ∂ µ ,
d = n µ ∂ µ , δ = m µ ∂ µ , δ̄ = m̄ µ ∂ µ , s j eji c h ž p o m o cí l z e v el mi ús p or n ě z a ps at r o v ni c e
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pr o k o m pl e x ní p ol e φ i, t y l z e n ajít o d v o z e n é n a př. v di pl o m o v é pr á ci Willi a m a
M. Ki n n ersl e y h o [ 3 2]

(D − 2 ρ ) φ 1 − ( δ̄ + π + 2 α )φ 0 = 2 π J ( ) , ( 5. 1 7)

(δ − 2 τ ) φ 1 − (d + µ − 2 γ ) φ 0 = 2 π J ( m ) , ( 5. 1 8)

(D − ρ + 2 ) φ 2 − δ̄ + 2 π φ 1 = 2 π J ( ¯m ) , ( 5. 1 9)

(δ − τ + 2 β ) φ 2 − (d + 2 µ ) φ 1 = 2 π J ( n ) , ( 5. 2 0)

k d e pr o u d y n a pr a v é str a n ě js o u pr oj e k c e mi n a t etr á d u, n a př. J ( n ) = J µ n µ . R o v ni ci
l z e z a ps at i v k o m p a kt ní m m ati c o v é m t v ar u [ 3 3]

D







φ 0

φ 1

φ 2





 = 0 , ( 5. 2 1)

k d e D j e m ati c o v ý (4 × 3 ) dif er e n ci ál ní o p er át or n e pr o p oj ují cí φ 0 a φ 2 v ž á d n é
s k al ár ní r o v ni ci.

U k a z uj e s e, ž e M a x w ell o v y r o v ni c e pr o el e ktr o m a g n eti c k é p ol e v N P f or m a-
lis m u js o u s e p ar o v at el n é pr o φ 0 a φ 2 , j a k u k á z al Te u k ols k y při st u di u p ert ur b a cí
K err o v a pr ost or o č as u [ 9]. Z a v y u žití i d e ntit

(α − β − ᾱ − 2 τ + π̄ )(D − 2 ρ ) − (D − + ¯ − 2 ρ − ρ̄ )(δ − 2 τ ) = 0, ( 5. 2 2)

(d + γ − γ̄ + 2 µ + µ̄ )( δ̄ + 2 π ) − (δ − β − ᾱ − 2 τ + π̄ )(d + 2 µ ) = 0 ( 5. 2 3)

l z e r o v ni c e z a ps at v e t v ar u

[(D − + ¯ − 2 ρ − ρ̄ )(d + µ − 2 γ )−

− (α − β − ᾱ − 2 τ + π̄ )( δ̄ + π − 2 α )]φ 0 = 2 π J 0 , ( 5. 2 4)

[(d + γ − γ̄ + 2 µ + µ̄ )(D − ρ + 2 )−

− ( δ̄ + α + β̄ + 2 π − τ̄ )(δ − τ + 2 β )]φ 2 = 2 π J 2 ( 5. 2 5)

c o ž o d p o ví d á r o v ni cí m ( 3. 5) – ( 3. 8) pr á c e [ 9], k d e js o u z ár o v e ň p o dr o b n ěji p o ps á n y
z dr oj o v é pr o u d y J 0 , J2 , kt er é pr o t ut o pr á ci n ejs o u d ůl e žit é.

Pr o K err o v u č er n o u dír u j e v ý h o d n é p o u žít B L s o uř a d ni c e. R o v ni ci ( 5. 3 0) vš a k
l z e o d v o dit i v K err- S c hil d o v ý c h s o uř a d ni cí c h z a p o m o ci r ů z n ě v ol e n ý c h t etr á d,
j a k u k a z uj e č ást II. pr á c e [ 1 1]. Při v ol b ě Ki n n ersl e y h o t etr á d y

µ =
r 2 + a 2

∆
, 1 , 0 ,

a

∆
,  nµ = r 2 + a 2 , − ∆ , 0 , a , ( 5. 2 6)

m µ =
1

√
2

1

r + i a c os( θ )
i a si n(θ ), 0 , 1 ,

i

si n(θ )
, ( 5. 2 7)

v B L s o uř a d ni cí c h (t, r, θ, φ) l z e v yj á dřit j e d n otli v é N P v eli či n y [ 9]

ρ = −
1

r − i a c os( θ )
, β = −

c ot( θ )

2
√

2
ρ̄, π =

i a si n(θ )
√

2
ρ 2 ,  α = π − β̄, ( 5. 2 8)

τ = −
i a si n(θ )

√
2

|ρ |2 ,  µ =
∆

2
ρ |ρ |2 , γ = µ +

r − M

2
|ρ |2 , = 0 , ( 5. 2 9)
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s ψ T

0 Φ T µ
µ

1⁄ 2 χ 0 B e z z dr oj e

-1⁄ 2 ρ − 1 χ 1 B e z z dr oj e

1 φ 0 J 0

- 1 ρ − 2 φ 2 ρ − 2 J 2

2 ψ 0 2 T 0 ,

- 2 ρ − 4 ψ 4 2 ρ − 4 T 4

T a b ul k a 5. 1: T a b ul k a o bs a h uj e n ě k oli k N P v eli či n. φ 0 , φ 2 ji ž b yl o u k á z á n o v př e d c h o zí m
t e xt u. ψ 0 , ψ 4 js o u d v ě z p ěti r e pr e z e nt a cí W e yl o v a t e n z or u v N P f or m alis m u a χ 0 , χ1
js o u v yj á dř e ní m Dir a c o v a p ol e. Z dr oj e T 0 , T4 js o u z a v e d e n y a n al o gi c k y k J 0 , J2 přísl uš n ý mi
ú pr a v a mi N P r o v ni c. T a b ul k a j e př e v z at a z [ 9].

a d os a z e ní m zís k at Te u k ols k é h o r o v ni ci. T a př e dst a v uj e c h ytř e u pr a v e n ý t v ar
( 5. 2 4), r es p. ( 5. 2 5) t a k, ž e při v ol b ě s = 1 j e n e z n á m o u f u n k cí ψ = φ 0 a pr o s = − 1
j e n e z n á m á ρ − 2 φ 2 . R o v ni c e m á př e k v a pi v ě j e d n o d u c h ý t v ar, p o pr v é p u bli k o v a n ý
v P h y si c al r e vi e w l ett e r s 1 9 7 2 [ 1 9] a p o z d ěji ( 1 9 7 3) v T h e Ast r o p h y si c al J o u r n al [ 9]

(r 2 + a 2 ) 2

∆
− a 2 si n 2 (θ )

∂ 2 ψ

∂ t 2
+

4 M a r

∆

∂ 2 ψ

∂ t ∂ φ
+

a 2

∆
−

1

si n 2 (θ )

∂ 2 ψ

∂ φ 2

− ∆ − s ∂

∂ r
∆ s + 1 ∂ ψ

∂ r
−

1

si n(θ )

∂

∂ θ
si n(θ )

∂ ψ

∂ θ
− 2 s

a (r − M )

∆
+

i c os( θ )

si n 2 (θ )

∂ ψ

∂ φ

− 2 s
M (r 2 − a 2 )

∆
− r − i a c os( θ )

∂ ψ

∂ t
+ s 2 c ot 2 (θ ) − s ψ = 4 π Σ T ( 5. 3 0)

T at o r o v ni c e p o pis uj e n ej e n pr o p ert ur b o v a n é el e ktr o m a g n eti c k é p ol e, al e
i p ol e s k al ár ní, s pi n or o v é a gr a vit a č ní. V ý z n a m j e d n otli v ý c h n e z n á m ý c h f u n k cí
a ji m přísl uš ejí cí h o d n ot y s pi n o v é v á h y s l z e n ajít v t a b ul c e 5. 1. Pr o el e ktr o m a g-
n eti c k é p ol e t a k l z e n ajít φ 0 a φ 2 . Pr o n al e z e ní k o m pl et ní h o ř eš e ní j e j ešt ě p otř e b a
ř ešit n es e p ar o v a n o u r o v ni ci pr o φ 1 .

Alt er n ati v ní o d v o z e ní r o v ni c e, o vš e m j e n pr o gr a vit a č ní p ol e, p o d á v á R y a n [ 3 4]
s v y u žití m P e nr os e o v y vl n o v é r o v ni c e pr o gr a vit a č ní p ol e.

„ Z á zr a č n o u “ př e d n ost ní Te u k ols k e h o r o v ni c e j e, ž e ji l z e ř ešit m et o d o u s e p a-
r a c e pr o m ě n n ý c h. U v a ž uj m e n e z n á m o u v e t v ar u ψ = R (r )S (θ )P (φ )T (t), p ot o m
j e s n a d n é př es v ě d čit s e, ž e P (φ )T (t) = e x p i(m φ − ωt ) . Z a v e d e ní m f u n k cí

K = ( r 2 + a 2 )ω − a m, ( 5. 3 1)

λ = A + ( a ω ) 2 − 2 m (a ω ), ( 5. 3 2)

η s =
m 2

si n 2 (θ )
+

2 m s c os( θ )

si n 2 (θ )
+ s 2 c ot( θ ) − s, ( 5. 3 3)

k d e A = s A m j e s e p ar a č ní k o nst a nt a, l z e r o v ni c e z a ps at v s e p ar o v a n é m t v ar u.
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S e p ar o v a n é r o v ni c e n al e zl p o pr v é Te u k ols k y [ 9]

∆ − s d

d r
∆ s + 1 d R

d r
+

K 2 − 2 i s(r − M )K

∆
+ 4 i s ω r − λ R = 0 , ( 5. 3 4)

1

si n(θ )

d

d θ
si n(θ )

d S

d θ
+ a 2 ω 2 c os 2 (θ ) − 2 a ω s c os( θ ) − η s + A S = 0 ( 5. 3 5)

a z d e j e t e nt o t v ar r o v ni c o d v o z e n ý v d o d at k u C.

5. 4 S u p e r r a di a n t ní r o z p t yl n a K e r r o v ě č e r n é dí ř e

R o v ni c e ( 5. 3 4) a ( 5. 3 5) js o u o b y č ej n ý mi dif er e n ci ál ní mi r o v ni c e mi dr u h é h o
ř á d u. N e z n á m é f u n k c e s R m , s S m p o pis ují č ást p ol e z ář e ní, kt er é s e r o z pt yl uj e n a
r ot ují cí č er n é díř e. F u n k ci R m á p ot o m s m ysl hl e d at př e d e vší m v r a di ál ní m n e-
k o n e č n u, k d e j e m o ž n é p or o v n at v ý k o n y n es e n é při c h á z ejí cí a r o z pt ýl e n o u vl n o u,
a p o blí ž h ori z o nt u, k d e j e p otř e b a ř ešit o kr aj o v é p o d mí n k y. S e p ar a č ní k o nst a nt u

s A m l z e zís k at z r o v ni c e ( 5. 3 5) a t u p a k p o u žít pr o ur č e ní h o d n ot f u n k c e R .

5. 4. 1 Ú hl o v á r o v ni c e

Ú hl o v á r o v ni c e pr o f u n k ci S = S (θ )

1

si n(θ )

d

d θ
si n(θ )

d S

d θ
+ a 2 ω 2 c os 2 (θ ) − 2 a ω s c os( θ ) − η s + A S = 0 ( 5. 3 6)

m á ř eš e ní z á visl é h n e d n a tř e c h p ar a m etr e c h. R o v ni c e t oti ž s p ol u s p o ž a d a v k e m
n a r e g ul arit u v S ( 0) a S (π ) [ 9] př e dst a v uj e St ur m- Li o u vill ů v pr o bl é m vl ast ní c h čí-
s el [ 3 5]. Ř eš e ní m js o u f u n k c e s S m = s S m (− a 2 ω 2 , c os θ ), kt er é s e pr o a = 0 , s = 0
r e d u k ují n a as o ci o v a n é L e g e n dr e o v y p ol y n o m y. N a z ý v ají s e s pi n e m- v á ž e n é sf er o-
i d ál ní h ar m o ni k y. Přísl uš n á vl ast ní čísl a s A m t ě mt o f u n k cí m js o u s eř a z e n a v z e-
st u p n ě dl e i n d e x u s a v ní z k ofr e k v e n č ní a pr o xi m a ci a ω 1 pl atí [ 2 3]

s A m ( + 1) + s (s + 1) + O (a 2 ω 2 ). ( 5. 3 7)

Z e St ur m- Li o u vill o v a t e or é m u v y pl ý v á, ž e ř eš e ní r o v ni c e js o u ort o g o n ál ní z a
p o u žití v á h o v é f u n k c e si n(θ ) a l z e j e v h o d n ě n or m o v at a p o v z or u [ 1 4, 2 3]

π

0
|s S m |2 si n(θ ) dθ = 1 . ( 5. 3 8)

Ví c e s e o f u n k cí c h l z e d o z v ě d ět v z ají m a v é m m at e m ati c k é m čl á n k u [ 3 6].

5. 4. 2 R a di ál ní r o v ni c e a s u p e r r a di a c e

El e g a nt ní m et o d o u n al e z e ní ef e kt u s u p err a di a c e j e m et o d a ef e kti v ní h o p o-
t e n ci ál u p o ps a n á v d o d at k u D. 3, kt er o u v e s v é k ni z e p o u ží v ají C ar d os o, Brit o
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a P a ni [ 1 4]. R o v ni ci ( 5. 3 4) l z e z a v e d e ní m f u n k c e Y = ∆ s (r 2 + a 2 )R a ž el ví

s o uř a d ni c e r ∗ v zt a h e m d r ∗ / d r = ( r 2 + a 2 )/ ∆ př e v ést d o as y m pt oti c k ý c h t v ar ů [ 9]

r ∗ → ∞ :
∂ 2 Y

∂ r ∗
2

+
ω 2 + 2 i ω s

r
Y = 0 , ( 5. 3 9)

r ∗ → − ∞ :
∂ 2 Y

∂ r ∗
2

+ k 2
H −

2 i s kH (r + − M )

2 M r +

−
s 2 (r + − M ) 2 )

(R M r + ) 2
Y = 0 , ( 5. 4 0)

k d e r ∗ → ∞ , r es p. r ∗ → − ∞ , v ř e či p ů v o d ní B L s o uř a d ni c e t o z n a m e n á r → ∞
r es p r → r + , a k d e k H = ω − m Ω H . J a k u k a z uj e r o v ni c e ( 4. 7 7) k ni h y [ 1 4],
as y m pt oti c k ý mi ř eš e ní mi r a di ál ní č ásti Te u k ols k é h o r o v ni c e R = s R m js o u

s R m
r +
∼ T ∆ − s e − i kH r ∗ a s R m

∞
∼ I

e − i ω r∗

r
+ R

e i ω r∗

r 2 s + 1
, ( 5. 4 1)

k d e I , R , T js o u a m plit u d o v é k o e fi ci e nt y d o p a d ají cí, r o z pt ýl e n é a p o hl c e n é vl n y,
při č e m ž ji ž n e u v a ž uj e m e ř eš e ní o d p o ví d ají cí vl n ě o p o ušt ějí cí v n ější h ori z o nt s m ě-
r e m o d č er n é dír y, t e d y O v [ 1 4, 2 3] v olí m e n ul o v é. Vzt a h m e zi a m plit u d o v ý mi
k o e fi ci e nt y l z e n y ní ř ešit z a p o m o ci m et o d y ef e kti v ní h o p ot e n ci ál u [ 2 3] p o ps a n é
v d o d at k u D. 3. T o v e d e n a v zt a h [ 2 3]

| R|2 = | I|2 −
k H

k ∞

| T |2 . ( 5. 4 2)

Při n e n ul o v é m k o e fi ci e nt u | T |2 , k ∞ > 0 a z a s pl n ě ní p o d mí n k y

k H = ω − m Ω H < 0 ( 5. 4 3)

j e p a k | R|2 > | I|2 , a o d c h á z ejí cí vl n a m á t a k v ětší a m plit u d u n e ž vl n a při c h á z e-
jí cí. K v a dr át a m plit u d o v ý c h k o e fi ci e nt ů p a k pří m o s o u visí s k o e fi ci e nt y v ý k o n u.
P o dr o b n ě l z e n ajít r o z b or k o e fi ci e nt ů v ý k o n u pr o el e ktr o m a g n eti c k é i gr a vit a č ní
p ol e v [ 1 1, 1 4]. J a k píš e Brit o [ 2 3] v e s v é di z ert a č ní pr á ci, ef e kt s u p err a di a c e
b y n e n ast al b e z m o ž n osti disi p a c e n a h ori z o nt u r ot ují cí č er n é dír y. Z a pří kl a d
u v á dí r ot ují cí h v ě z d u, u ní ž k s u p err a di a nt ní m u r o z pt yl u n e d o c h á zí, n e b oť n e m á
h ori z o nt.

Te u k ols k e h o r o v ni c e při n áší k o m pli k o v a n á ř eš e ní s R m , kt er á m usí s pl nit r o v-
ni ci ( 5. 3 4). V ýsl e d k e m js o u p ol e φ 0 , φ 2 , kt er á pří m o s o u visí s v ý k o n e m p ol e v r a di-
a č ní z ó n ě – d al e k o o d K err o v y č er n é dír y. Te u k ols k y [ 1 1] z a v á dí r el ati v ní k o e fi ci e nt
v ý k o n u pr o r o z pt yl o v a n o u el e ktr o m a g n eti c k o u vl n u

Z m =
d E o u t / d t

d E i n/ d t
− 1 = −

d E B H / d t

d E i n/ d t
, ( 5. 4 4)

kt er ý v yj a dř uj e r el ati v ní ú b yt e k e n er gi e č er n é dír y. N u m eri c k y j e k o e fi ci e nt s p o-
čt e n a z n á z or n ě n v [ 1 1], o d k u d js m e př e v z ali o br á z e k pr o s u p err a di a nt ní r o z pt yl
z ář e ní v pr v ní k a pit ol e t ét o pr á c e 1. 1.

K o e fi ci e nt Z m ur čili St ar o bi ns k y a C h uril o v [ 3 7] v ní z k ofr e k v e n č ní li mit ě
ω M 1 z a v y u žití a pr o xi m a c e ř eš e ní Te u k ols k e h o r o v ni c e h y p er g e o m etri c k ý mi
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1 0 1 0 0
r
m
/ M

0

0. 1

0. 2

0. 3

M
 

ω 
R

E M ( a xi al)

E M ( p ol ar)

S c al ar ( Diri c hl et)

S c al ar ( N e u m a n n)

T M m o d e
T E m o d e

l = m = 1
a = 0. 8 M
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O br á z e k 5. 2: Brit o v t o mt o o br á z k u u k a z uj e r e ál n o u a i m a gi n ár ní sl o ž k u fr e k v e n c e r e z o n á-
t or u o p ol o m ěr u r m pr o s k al ár ní a v e kt or o v é el e ktr o m a g n eti c k é p ol e, j a k j e vi d ět n a pr a v é m
o br á z k u, k d e j e v y kr esl e n a i m a gi n ár ní sl o ž k a ú hl o v é fr e k v e n c e, kt er á j e kl a d n á. N a l e v é m
o br á z k u j e vi d ět r e ál n á č ást, n a ví c js o u z d e při d á n y T E a T M m ó d y, kt er é z n á z or ň ují st ej n o u
úl o h u pr o el e ktr o m a g n eti c k é p ol e, p o u z e v pl o c h é m pr ost or o č as e. ( Př e v z at o z [ 2 3])

f u n k c e mi. V n ot a ci Brit a a C ar d os a [ 2 3], kt er o u př ejí m á i t at o pr á c e, m á v zt a h
t v ar

Z m = − 8 M r + (ω − m Ω H )ω 2 + 1 (r 1 − r − ) 2 !2 ( + 1)

( 2 )!( 2 + 1)!!

2

× ( 5. 4 5)

×
k = 1



 1 +
M 2

k 2

ω − m Ω H

π r + T H

2


 , ( 5. 4 6)

k d e T H j e t e pl ot a v n ější h o h ori z o nt u. J e vi d ět, ž e v zt a h j e o h o d n ě sl o žit ější
a n al o gií v zt a h u ( 2. 2 0) o d v o z e n é h o v b a k al ářs k é pr á ci [ 1 3]. Z a s pl n ě ní

ω − m Ω H < 0 ( 5. 4 7)

j e Z m kl a d n é, a pr ot o s e e n er gi e č er n é dír y z m e nš uj e, n e b oť j e o d n áš e n a r o z pt ý-
l e n o u vl n o u.

5. 5 Bl a c k h ol e b o m b

St ej n ě j a k o v k a pit ol e 4 b yl y u z a vř e n y r ot ují cí o bj e kt y d o i d e ál ní h o zr c a dl a, l z e
i K err o v u č er n o u dír u m yšl e n k o v ě o b alit i d e ál ní m zr c a dl e m. V t a k o v é m pří p a d ě
při b u d o u o kr aj o v é p o d mí n k y n a zr c a dl e a ú hl o v á fr e k v e n c e vl n y ω m á n e n ul o v o u
i m a gi n ár ní sl o ž k o u.

El e ktr o m a g n eti c k é p ol e j e v o b e c n é r el ati vit ě p o ps á n o s kr z e t e n z or F µ ν , t e n
l z e pr oj e kt o v at n a n ul o v o u Ki n n ersl e y h o t etr á d u [ 3 8]

E ( a ) = F µ ν e µ
( a ) e

ν
( t) , ( 5. 4 8)

B ( a ) =
1

2
µ ν α β F α β e µ

( a ) e
ν
( t) ( 5. 4 9)
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v j e d n otli v ý c h sl o ž k á c h

E ( r ) =




i a si n(θ )
√

2 A ρ
φ 2 −

∆ ρ 2

2
φ 0 + c. c.



 + 2
r 2 a 2

√
A

R e φ 1 , ( 5. 5 0)

E ( θ ) =





√
∆( r 2 + a 2 )
√

2 A ρ ∗ Σ

1

2
φ 0 −

φ 2

ρ 2 ∆
+ c. c



 − 2 a
∆

A
si n(θ ) I m φ 1 , ( 5. 5 1)

E ( φ ) = − i ρ
√

∆
φ 0

2
√

2
+

φ 2√
2 ρ 2 ∆

+ c. c , ( 5. 5 2)

B ( r ) =




a si n(θ )
√

2 A ρ
φ 2 −

1

2
∆ ρ 2 φ 0 + c. c



 + 2
r 2 + a 2

√
A

I m φ 1 , ( 5. 5 3)

B ( θ ) = −




i
√

∆( r 2 + a 2 )
√

2 A ρ ∗ Σ

1

2
φ 0 −

φ 2

ρ 2 ∆
+ c. c.



 + 2 a
∆

A
si n(θ ) R e φ 1 , ( 5. 5 4)

B ( φ ) = − ρ
√

∆
φ 0

2
√

2
+

φ 2√
2 ρ 2 ∆

+ c. c. , ( 5. 5 5)

k d e při p o m e ň m e A = ( r 2 + a 2 ) 2 − ∆ a 2 si n 2 (θ ). Te č n é el e ktri c k é a n or m ál o v é
m a g n eti c k é p ol e m usí n a zr c a dl e v y mi z et. T o j e m o ž n é s pl nit z a p o d mí n e k [ 2 3]

ρ φ 0 =
ρ ∗ φ ∗

2

∆
, ρ∗ φ ∗

0 =
ρ φ 2

∆
, I m φ 1 = 0 . ( 5. 5 6)

Z t ě c ht o p o d mí n e k l z e z a v e d e ní m Φ 0 = φ 0 , Φ 2 = 2 φ 2 / ρ 2 zís k at p o d mí n k u

|Φ 0 |
2 =

|Φ 2 |
2

∆ 2
( 5. 5 7)

a n ásl e d n ě v y u žít vl ast n ostí ř eš e ní Te u k ols k e h o r o v ni c e. V ř e či Te u k ols k é h o f u n k c e

s R m l z e z a ps at př e k v a pi v ě p o d mí n k u pr o o b ě p ol ari z a c e v j e d n é r o v ni ci

∂ r R − 1 = ... ( 5. 5 8)

Ř eš e ní z n á z or nil Brit o [ 2 3] ( z d e v o br á z k u 5. 2) pr o a xi ál ní ( T M p ol ari z a c e)
a p ol ár ní ( T E) m ó d y. Ř eš e ní m j e r e ál n á a i m a gi n ár ní č ást ú hl o v é fr e k v e n c e z ář e ní,
kt er é n e ní o k a m žit ě b ě h e m n ě k oli k a o dr a z ů p o hl c e n é zr c a dl e m.

N a bí zí s e ot á z k a, z d a b y n ešl a s u p err a di a c e n a K err o v ě č er n é díř e m o d el o v at
p o m o cí kl asi c k é h o m o d el u. K a pit ol a 4 ř eší t a k é m o d el r ot ují cí h o o bj e kt u u z a-
vř e n é h o v d o k o n al e o dr a zi v é m zr c a dl e. U k a z uj e s e, ž e r ot ují cí v ál e c m á o dliš n é
vl ast n osti, a vš a k v n ej ni žší a pr o xi m a ci j e vi d ět p o d o b n ost o br á z k ů 5. 2 a 4. 4, 4. 5.
P o dr o b n ě j e vš e p o ps á n o v o br á z k u 5. 3.
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● TE

■ TM

TE

■ TM

Obrázek 5.3: Původní obrázek vypůjčený z práce [23] je zde obohacený o výsledky této práce.
Modré čtverečky, resp. zelená čárkovaná čára představují rozptyl TM, resp. TE módu na
rotující sféře. S volbou klasických parametrů a→M,Ω→ 1.28ΩH při r+ = 1, a = 0.8M se
reálné složky frekvencí shodují s výsledky R. Brita pro rovnice obecné relativity v plochém
prostoročasu. Imaginární složka pro TM mód pak odpovídá s výraznou přesností řešení
komplikovaných obecně-relativistických rovnic. TE mód dává dobrou představu pro chování
poblíž hranice ωR −mΩH = 0.
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Z á v ě r

El e ktr o m a g n eti c k é z ář e ní m ů ž e b ýt z esíl e n o o dr a z e m o d r ot ují cí c h o bj e kt ů.
Ter m o d y n a mi c k é ar g u m e nt y u k a z ují, ž e t a k m usí n ast at pr o li b o v ol n ý a xi ál n ě
s y m etri c k ý o bj e kt r ot ují cí o k ol o s v é os y s y m etri e ú hl o v o u r y c hl ostí o v eli k osti
Ω , d o p a d á-li n a n ěj vl n a o fr e k v e n ci ω ú m ěr n á e i( m φ − ω t ) , k d e φ j e a zi m ut ál ní
s o uř a d ni c e v r o vi n ě k ol m é n a os u r ot a c e, a p o k u d j e s pl n ě n a p o d mí n k a

ω − m Ω < 0 .

R ot ují cí v ál c o v á sl u p k a o dr á ží vl n y, a ni ž b y s m ěš o v al a j e d n otli v é p ol ari z a c e
a m ó d y z ář e ní. Pr o bl é m r o z pt yl u n a r ot ují cí v ál c o v é sl u p c e j e t a k m n o h e m s n a zší
n e ž r o z pt yl n a r ot ují cí sf éř e, k d e s e mísí j a k p ol ari z a c e, t a k m ó d y. N a r o z díl o d
r ot ují cí sf ér y l z e pr o j a k o u k oli v d o p a d ají cí vl n u n a r ot ují cí v ál e c n al é zt e x pli cit ní
p o d mí n k u s u p err a di a c e ω < m Ω , kt er á s o u hl así s t er m o d y n a mi c k o u př e d p o v ě dí.
Pr o r ot ují cí sf ér u n el z e p o d mí n k u e x pli cit n ě n ajít z a p o m o ci M a x w ell o v ý c h r o v-
ni c, n e b oť ř eš e ní d o k á ž e m e n ajít p o u z e n u m eri c k o u m et o d o u, kt er á n e v e d e n a
a bs ol ut n ě př es n é ř eš e ní.

U z a vř e ní r ot ují cí c h o bj e kt ů d o d o k o n al e o dr a zi v ý c h zr c a d el v e d e k e xist e n ci
k o m pl e x ní c h ú hl o v ý c h fr e k v e n cí vl n ω = ω R + i ωI , k d e − ω I j e k o e fi ci e nt útl u m u.
Ú hl o v á fr e k v e n c e ω R n e z á visí n a r ot a ci o bj e kt u, p o u z e n a p o m ěr u b / a . P o d mí n k a
s u p err a di a c e j e z á visl á p o u z e n a t ét o r e ál n é fr e k v e n ci, t e d y s u p err a di a c e n ast a n e,
p o k u d j e s pl n ě n a p o d mí n k a ω R − m Ω < 0 . J eli k o ž j e ω R → 0 pr o b / a → ∞ , v ž d y
pr o vl n u s m = 0 k s u p err a di a ci a n ásl e d n é m u e x p o n e n ci ál ní m u n ár ůst u d oj d e,
st a čí d ost at e č n ě z v ětšit zr c a dl o, v n ě m ž s e r ot ují cí o bj e kt v ys k yt uj e.

Ef e kt s u p err a di a c e (st ej n ě j a k o j e v a bs or p c e) j e s p oj e n ý s disi p a cí e n er gi e n a
p o vr c h u r ot ují cí h o v ál c e či sf ér y, k d e s e v yt v áří J o ul e o v o t e pl o. Te nt o ef e kt r e ál n ě
n ast á v á při r o z pt yl u z ář e ní n a v o di v ý c h o bj e kt e c h, ni k oli v p ot o m při r o z pt yl u
n a č er n é díř e, k d e j e p o dst at o u s u p err a di a c e vl n a s e z á p or n o u e n er gií v z ni k ají cí
v er g osf éř e. U k á z al o s e, ž e v ýsl e d k y kl asi c k é f y zi k y l z e d o bř e a pr o xi m o v at r o z pt yl
z ář e ní n a K err o v ě č er n é díř e pr o m ó d = m = 1 . Dl e f e n o m e n ol o gi c k é př e dst a v y,
k d y j e n a č er n o u dír u p o hlí ž e n o j a k o n a t u h o u v o di v o u m e m br á n u o i m p e d a n ci
v a k u a, t a kt é ž d o c h á zí k disi p a ci v z ni k e m přísl uš n ý c h pl oš n ý c h pr o u d ů a n a j e v s e
d á n a hlí ž et j a k o n a disi p ati v ní. Pr á c e t e d y u k a z uj e, ž e r ot a č ní s u p err a di a c e z d e
n e ní d ůsl e d k e m mi m oř á d n é h o c h o v á ní s p e ci ál ní c h ř eš e ní p ol ní c h r o v ni c v K err o v ě
pr ost or o č as e, al e j e v o b e c n ější.

J e vi d ět, ž e p ost u p y v e d o u cí k v ýsl e d k ů m j a k v kl asi c k é f y zi c e, t a k v o b e c n é
r el ati vit ě js o u p o d o b n é. Hl a v ní m r o z díl e m j e vš a k sl o žit ost přísl uš n ý c h f u n k cí,
kt er á si v y n u c uj e v y u žití k o m pli k o v a n ější c h a v ý p o č et n ě n ár o č n ější c h m et o d k zís-
k á ní s pr á v n ý c h v ýsl e d k ů. J e t e d y m o ž n é, ž e v n ě kt er ý c h sit u a cí c h b y el e ktr o m a g-
n eti c k o u č ást i nt er a k c e m e zi r ot ují cí č er n o u dír o u a h m ot o u v j ejí m o k olí šl o
ús p ěš n ě a pr o xi m o v at kl asi c k ý m m o d el e m, n a př. pr á v ě z d e u v a ž o v a n é r ot ují cí v o-
di v é sl u p k y.
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A. M a t e m a ti k a

V t o mt o d o d at k u j e s hr n ut a m at e m ati k a p o u ží v a n á v r á m ci di pl o m o v é pr á c e.
N ej e d n á s e o p o dr o b n ý v ý kl a d o v ý t e xt, n ý br ž o pr ůř e z l át k o u s n ej d ůl e žit ější mi
d e fi ni c e mi a t e or é m y, kt er é js o u v r á m ci pr á c e v y u ží v á n y.

A. 1 Sf é ri c k é B e s s el o v y f u n k c e

C yli n dri c k é B ess el o v y f u n k c e b yl y pr o br á n y v pr á ci [ 1 3]. L z e u k á z at, ž e t yt o
f u n k c e o d p o ví d ají r a di ál ní m pr o fil ů m ř eš e ní L a pl a c e o v y i vl n o v é r o v ni c e v e v ál-
c o v ý c h s o uř a d ni cí c h. Ř eš e ní t ě c ht o r o v ni c s e z v ol e n o u sf éri c k o u b á zí j e ji ž r ů z n é.
R a di ál ní pr ů b ě h ř eš e ní vl n o v é r o v ni c e o d p o ví d á pr á v ě sf éri c k ý m B ess el o v ý m f u n k-
cí m.

D e fi ni c e 1 ( Sf éri c k á B ess el o v a r o v ni c e) . N e c hť ∈ N ∪ { 0 } a f u n k c e f : C → C
j e t ří d y C 2 (C ). F u n k c e f s pl ní sf é ri c k o u B e s s el o v u r o v ni ci . ř á d u, p r á v ě k d y ž

z 2 d 2

d z 2
+ 2 z

d

d z
+ z 2 − ( + 1) f (z ) = 0. ( S B R )

D e fi ni c e 2 ( Sf éri c k á B ess el o v a f u n k c e) . N e c hť j e J (z ) c yli n d ri c k á B e s s el o v a
f u n k c e p r v ní h o d r u h u, r e s p. Y (z ) We b e r o v a c yli n d ri c k á f u n k c e. Sf é ri c k á B e s s el o v a
f u n k c e p r v ní h o d r u h u j (z ), r e s p. We b e r o v a sf é ri c k á f u n k c e y (z ) j e d e fi n o v á n a
v zt a h e m

j (z ) =
π

2 z
J + 1

2
(z ) r e s p. y (z ) =

π

2 z
Y + 1

2
(z ). ( A. 1)

P o z n á m k a. Ji ž u c yli n dri c k ý c h f u n k cí šl a n ajít d v oj z n a č n ost v t er mi n ol o gii, k d y
We b er o v a f u n k c e Y j e o b č as n a z ý v a n á N e u m a n n o v o u f u n k cí N . St ej n ě t a k s e l z e
s et k at s e z n a č e ní m n pr o sf éri c k o u N e u m a n n o v u f u n k ci n a míst o y . A n al o gi c k é
j e t a k é z a v e d e ní sf éri c k ý c h H a n k el o v ý c h f u n k cí h

( i)
.

V ě t a 1 ( Ř eš e ní S B R). Sf é ri c k á B e s s el o v a f u n k c e j a sf é ri c k á We b e r o v a f u n k c e y
ř e ší ( S B R).

K o m e nt á ř. Z e s é ri e k ni h o t r a n s c e n d e nt ál ní c h f u n k cí c h [ 3 9] j e z n á m o, ž e B e s-
s el o v y f u n k c e J , Y ř e ší B e s s el o v u r o v ni ci. J e d ní m z d ů sl e d k ů j e, ž e p o k u d F
r e p r e z e nt uj e li b o v ol n o u f u n k ci z m n o ži n y { J , Y } , pl atí v zt a h

d F

d z
(z ) =

F − 1 (z ) − F + 1 (z )

2
, ( A. 2)

n e c hť f r e p r e z e nt uj e f u n k ci z m n o ži n y { j , y } , p ot é pl atí dí k y r e k u r e nt ní m v z o r-
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O br á z e k A. 1: Sf éri c k é B ess el o v y f u n k c e j js o u s v ál c o v ý mi J s v á z á n y v zt a h e m ( A. 1) .
Z ají m a v ostí j e, ž e sf éri c k é B ess el o v y f u n k c e js o u z hl e dis k a s p e ci ál ní c h f u n k cí p o m ěr n ě
j e d n o d u c h é – j d e o k o m bi n a c e si n ů, k osi n ů a m o c ni n ar g u m e nt u, n a př. j 1 (x ) = si n ( x )

x 2 −
c o s ( x )

x .

c ů m

d f

d z
(z ) =

2

π z 3
l Fl+ 1

2
(z ) − z F l+ 3

2
(z ) , ( A. 3)

d 2 f

d z 2
(z ) =

2

π z 7
2 2 + − 3 − ( 2 + 1) z 2 F + 3

2
(z ) + ( A. 4)

+ z − 2 + + z 2 F + 5
2
(z ) , ( A. 5)

o dt u d l z e zí s k at s p o u žití m r e k u r e nt ní c h v z o r c ů

z 2 d 2 f

d z 2
(z ) + 2z

d f

d z
(z ) =

2

π z
2 + − z 2 F + 1

2
(z ) = 2 + − z 2 f (z ). ( A. 6)

D ů sl e d e k. Sf éri c k á B ess el o v a r o v ni c e ( S B R) m á d v o u di m e n zi o n ál ní pr ost or ř eš e ní.
B á z e t o h ot o pr ost or u j e m n o ži n a B = { j , y } . Z a v e d e ní m sf éri c k ý c h H a n k el o v ý c h
f u n k cí pr v ní h o a dr u h é h o dr u h u

h
( 1 )

(z ) = j (z ) + i y (z ) a h
( 2 )

(z ) = j (z ) − i y (z ) ( A. 7)

l z e z a ps at alt er n ati v ní t v ar b á z e { h
( 1 )

, h
( 2 )

} , kt er ý b u d e v t ét o pr á ci v y u ží v á n
př e d e vší m.
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P o z n á m k a. Sf éri c k á B ess el o v a r o v ni c e n a bí zí m o ž n ost v y u ží v at Wr o ns k é h o d et er-
mi n a nt y ( d ál e Wr o ns ki á n y), pr o ( S B R) js o u v e vl ast ní pr á ci v y u žit y t yt o:

Wr (j (z ), h
( 1 )

(z )) =
i

z 2
, Wr (j (z ), y (z )) =

1

z 2
, ( A. 8)

Wr (j (z ), h
( 2 )

(z )) = −
i

z 2
, Wr (h

( 2 )
(z ), h

( 1 )
(z )) =

2 i

z 2
. ( A. 9)

V pr á ci js o u t a k é p o u ží v á n y f u n k c e ĵ (x ) = x j (x ) a a n al o gi c k y ĥ
( i)

(x ). Wr o ns ki-
á n y pr o t yt o f u n k c e js o u p ot o m

Wr ( ĵ (z ), ĥ
( 1 )

(z )) = i, Wr ( ĵ (z ), ŷ (z )) = 1, ( A. 1 0)

Wr ( ĵ (z ), ĥ
( 2 )

(z )) = − i, Wr ( ĥ
( 2 )

(z ), ĥ
( 1 )

(z )) = 2i. ( A. 1 1)

A. 2 A s o ci o v a n é L e g e n d r e o v y p ol y n o m y

Při ř eš e ní vl n o v é r o v ni c e v e sf éri c k ý c h s o uř a d ni cí c h j e p otř e b a sl e d o v at n ej e n
r a di ál ní č ást, j ejí ž pr o fil o d p o ví d á ř eš e ní sf éri c k é B ess el o v y r o v ni c e, al e t a k é ú h-
l o v o u č ást, v ní ž s e o bj e ví k ul o v é f u n k c e (sf éri c k é h ar m o ni k y). K t o m u j e p otř e b a
d e fi n o v at as o ci o v a n é L e g e n dr e o v y p ol y n o m y ( d ál e j e n A L P ) a u k á z at z á kl a d ní z
j eji c h vl ast n ostí.

D e fi ni c e 3 ( R o v ni c e A L P ). N e c hť ∈ N ∪ { 0 } , m ∈ { − , − + 1 , . . . , } a n e c hť
f m ∈ C ∞ ((− 1 ,1)) , p ot o m r o v ni ci

d

d z
( 1 − z 2 )

d f m

d z
+ ( + 1) −

m 2

1 − z 2
f m = 0 ( R A L P)

n a z v e m e r o v ni cí a s o ci o v a n ý c h L e g e n d r e o v ý c h p ol y n o m ů ( R A L P ).

D e fi ni c e 4 (A L P ). N e c hť P j s o u L e g e n d r e o v y p ol y n o m y, p ot o m

P m (z ) := ( − 1) m ( 1 − z 2 ) m
d m

d z m
P (z ) ( A L P)

s e n a z ý v ají A L P . A n al o gi c k y l z e p ol y n o m y z a v é st z a p o m o ci [ 4 0] f o r m ul e

P m (z ) =
(− 1) m

2 !
( 1 − z 2 ) m

d + m

d z + m
z 2 − 1 . ( A. 1 2)

P o z n á m k a. S k ut e č n ost, ž e d v ě z a v e d e ní A L P n ejs o u v e s p or u, l z e n a hl é d n o ut
v [ 4 0]. R o dri g e z o v a f or m ul e j e př e d e vší m n á v o d n á k p o čít á ní p ol y n o m ů s e z á p or-
n ý m m .

P o z n á m k a. Pr á c e s A L P v y ž a d uj e v yšší p o z or n osti př e d e vší m dí k y d v ě m a k o n v e n-
cí m, kt er é s e a kti v n ě p o u ží v ají. Pr v ní k o n v e n c e j e s p oj e n a s e j m é n y A br a m o wit z e
a St e g u n a, kt er é o bs a h ují C o n d o n- S h ortl e y h o f á zi (− 1) m . Dr u h á k o n v e n c e t ut o
f á zi o p o míjí [ 4 0], p ot é s e i n d e x m píš e d ol e a pl atí P m = ( − 1) m P m .
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V ě t a 2 (A L P při ± m ). N e c hť P m j e A L P , k d e p r o bí h á c el á n e z á p o r n á čí sl a a
m v š e c h n a c el á čí sl a o d − d o . P ot o m pl atí

P − m (z ) = (− 1) m ( − m )!

( + m )!
P m (z ). ( A. 1 3)

K o m e nt á ř. O d ů v o d n ě ní j e p o d á n o v [ 3 9].

A. 3 S k al á r ní sf é ri c k é h a r m o ni k y

S k al ár ní sf éri c k é h ar m o ni k y ( S S H ) s e v e f y zi c e o bj e v ují při ř eš e ní S c hr ö di n g e-
r o v y r o v ni c e pr o v o dí k o v ý at o m n e b o při hl e d á ní ř eš e ní L a pl a c e o v y úl o h y n a sf éř e.
V t ét o pr á ci j e n al e z n e m e při ř eš e ní vl n o v é r o v ni c e v e sf éri c k ý c h s o uř a d ni cí c h, j e
pr ot o u žit e č n é st u d o v at j eji c h vl ast n osti.

D e fi ni c e 5 ( D e fi ni c e S S H ). N e c hť P m j e A L P , n e z á p o r n é c el é čí sl o a m p r o bí h á
c el á čí sl a o d − d o , p ot é j e S S H d e fi n o v á n a v zt a h e m

Y m (θ, φ ) =
2 + 1

4 π

( − m )!

( + m )!
P m ( c os θ )e i m φ. ( S S H)

V ě t a 3 ( S dr u ž e ní S S H ). N e c hť j e Y m S S H , p ot o m

Y ∗
m (θ, φ ) = (− 1) m Y ,− m (θ, φ ). ( A. 1 4)

K o m e nt á ř. Z d e fi ni c e l z e r o z e p s at dí k y vl a st n o sti ( A. 1 3) p r a v á st r a n a

R H S = ( − 1) m 2 + 1

4 π

( + m )!

( − m )!
P − m ( c os θ )e − i m φ = ( A. 1 5)

= ( − 1) m 2 + 1

4 π

( + m )!

( − m )!
(− 1) m ( − m )!

( + m )!
P m ( c os(θ )) e i m φ ∗

= Y ∗
m (θ, φ ),

( A. 1 6)

b ě h e m ú p r a v y p ř e d p o kl á d á m e r e ál n o st A L P p ři r e ál n é m d e fi ni č ní m o b o r u [− 1 ,1] .

V ě t a 4 ( Ort o g o n alit a S S H ). N e c hť j e Y m S S H , p ot o m pl atí

d Ω Y m (θ, φ )Y ∗
m (θ, φ ) = δ δ m m , ( A. 1 7)

k d e j e o b o r i nt e g r a c e j e d n ot k o v á sf é r a.

K o m e nt á ř. Pl at n o st v zt a h u v [ 3 9].
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A. 4 V e k t o r o v é sf é ri c k é h a r m o ni k y

Ef e kti v n ě v y u žit ý f or m alis m us sf éri c k ý c h h ar m o ni k d o v ol uj e d e fi n o v at v e kt o-
r o v é sf éri c k é h ar m o ni k y V S H . T y p o pr v é s p ařil y s v ětl o s v ět a v T h or n o v ě čl á n k u
[ 2 5]. P o u žil j e n a př. B arr er a [ 4 1] při r o z v oji m a g n et ost ati c k é h o p ol e a p o z d ěji
C arr as c al [ 4 2], kt er ý u k á z al, ž e o b e c n é ř eš e ní M a x w ell o v ý c h r o v ni c v e v a k u u l z e
d e k o m p o n o v at d o z áři v ý c h p olí, kt er á js o u d á n a pr á v ě V S H .

D e fi ni c e 6 (V S H ). N e c hť j e d á n a r ef e r e n č ní s o u st a v a s p ol o h o v ý m v e kt o r e m r ,
n = r / r a Y m j e S S H , p ot o m d e fi n uj e m e t ři V S H ( m a g n eti c k o u, el e kt ri c k o u a
r a di ál ní )

Y
( m a g )
m = r n × ∇ Y m , ( A. 1 8)

Y
( el )
m = r ∇ Y m = − n × Y

( m a g )
m , ( A. 1 9)

Y
( r a d )
m = Y m n . ( A. 2 0)

L e m m a 5. N e c hť j s o u Y m S S H , n e c hť A = Y ∗
m ∇ Y m , p ot é

d Ω ∇· A = 0 ( A. 2 1)

p r o o b e c n ý p ol o m ě r a sf é r y, p ř e s ní ž i nt e g r uj e m e.

K o m e nt á ř. K d ů k a z u v y u žij e m e t ri k u z [ 4 2], k d y b u d e m e z k o u m at i nt e g r ál

I = d 3 x ∇· Θ( r − x )A = 0 , ( A. 2 2)

j e h o ž p r a v á st r a n a j e n ul o v á, n e b oť i nt e g r a c e p ř e s h r a ni ci o bl a sti { x > r } d á v á
n ul o v ý p ří s p ě v e k. I nt e g r ál l z e p ř e p s at p o m o cí p e r p a rt e s

I = d 3 x Θ( r − x ) ∇· A − d 3 x δ (r − x )A · n , ( A. 2 3)

o či vi d n ě A · n = 0 , t u dí ž zí s k á v á m e

I =
a

0
r 2 d r

čí sl o

d Ω ∇· A = 0 . ( A. 2 4)

V ě t a 6. V S H j s o u o rt o g o n ál ní p o d s k al á r ní m s o u či n e m d a n ý m i nt e g r a cí p ř e s
j e d n ot k o v o u sf é r u

f |g = d Ω ( f ∗ · g ) , ( A. 2 5)

k d e u · v = u 1 v 1 + u 2 v 2 + u 3 v 3 .

K o m e nt á ř. N ej p r v e l z e j e d n o d u š e u k á z at, ž e li b o v ol n á h a r m o ni k a el e kt ri c k á j e
k ol m á n a m a g n eti c k o u či r a di ál ní, n e b oť pl atí v zt a h Y

( el )
m = − n × Y

( m a g )
m , p ři č e m ž
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n j e s m ě r h a r m o ni k y r a di ál ní. St ej n ý m z p ů s o b e m l z e u k á z at, ž e m a g n eti c k á h a r-
m o ni k a j e k ol m á n a r a di ál ní, dí k y t o m u t e d y s k al á r ní s o u či n d v o u t y p o v ě- r ů z n ý c h
h a r m o ni k j e n ul o v ý.

O rt o g o n alit u j e d n otli v ý c h m ó d ů st ej n ý c h t y p ů d o k á ž e m e p r o st ý m d o s a z e ní m

Y
( el )
m Y

( el )
m = d Ω r 2 ∇ Y ∗

m · ∇ Y m = − r 2 d Ω ( Y ∗
m ∆ Y m ) =

( A. 2 6)

= ( + 1) d Ω ( Y ∗
m Y m ) = ( + 1) δ δ m m , ( A. 2 7)

Y
( m a g )
m Y

( m a g )
m = d Ω r 2 ∇ Y ∗

m · ∇ Y m = ( + 1) δ δ m m , ( A. 2 8)

Y
( r a d )
m Y

( r a d )
m = d Ω ( Y ∗

m Y m ) = δ δ m m , ( A. 2 9)

p ři č e m ž v y u ží v á m e ( A. 2 1) z l e m m at u 5 v i nt e g r a ci p e r p a rt e s a p r o m a g n eti c k é
h a r m o ni k y n a ví c

(n × ∇ Y ∗
m ) · (n × ∇ Y m ) = ∇ Y ∗

m · ∇ Y m . ( A. 3 0)

V ě t a 7. N e c hť f ∈ C 1 (R ) a Y
( m a g )
m j e V S H , p ot é pl atí

∇· f (r )Y
( m a g )
m = 0 . ( A. 3 1)

K o m e nt á ř. O b e c n o u pl at n o st v zt a h u l z e d o k á z at v j e d n é r ef e r e n č ní s o u st a v ě, v
t o mt o p ří p a d ě j e i d e ál ní v y u žít di v e r g e n ci v e sf é ri c k ý c h s o u ř a d ni cí c h

∇· A =
1

r 2
∂ r r 2 A r +

1

r si n θ
∂ θ (si n θ A θ ) +

1

r si n θ
∂ φ A φ , ( A. 3 2)

a t e d y

∇· f (r )Y
( m a g )
m = ∇ f (r ) · Y

( m a g )
m

0

+ f (r ) ∇· Y
( m a g )
m = f (r ) ∇· (r n × ∇ Y m ) =

( A. 3 3)

=
1

r si n θ
∂ θ si n θ (Y

( m a g )
m ) θ + ∂ φ (Y

( m a g )
m ) φ = ( A. 3 4)

=
1

r si n θ
− ∂ θ ∂ φ Y m + ∂ φ ∂ θ Y m = 0 . ( A. 3 5)

V ě t a 8. N e c hť f ∈ C 1 (R ) a Y
( m a g )
m j e V S H , p ot é pl atí

∇ × f (r )Y
( m a g )
m = −

( + 1)

r
f (r )Y

( r a d )
m − f (r ) +

f (r )

r
Y

( el )
m ( A. 3 6)

V ě t a 9. N e c hť Y
( m a g )
m j e m a g n eti c k á V S H , p ot o m pl atí

∆ Y
( m a g )
m = −

( + 1)

r 2
Y

( m a g )
m . ( A. 3 7)
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B. El e k t r o m a g n e ti s m u s

B. 1 E M vl n y v e v ál c o v ý c h s o u ř a d ni cí c h

V hl a v ní m t e xt u js m e u k á z ali t v ar v ál c o v ý c h vl n, kt er é k ol m o d o p a d ají n a
r ot ují cí v ál e c. N ej e d n á s e vš a k o k o m pl et ní ř eš e ní vl n o v ý c h r o v ni c při v ol b ě v e k-
t or o v é h o p ot e n ci ál u A = A e x . Vl n o v o u r o v ni ci pr o s k al ár ní p ot e n ci ál l z e v yř ešit
z a p o m o ci F o uri er o v y tr a nsf or m a c e. V ýsl e d n é p ot e n ci ál y m ají t v ar

A T E (ρ, ϕ, z ) =
R

d q
R

d ω
m ∈ Z

f T E
m q ω (ρ ) e x p i(m ϕ + q z − ωt )

A T E
q ( ρ, ϕ, z )

( B. 1)

Φ T E (ρ, ϕ, z ) =
R

d q
q c 2

ω
A T E

q (ρ, ϕ, z ), ( B. 2)

r a di ál ní f u n k c e f T E
m q ω l z e z a v ol b y s p e ci fi c k é h o ω > 0 a d e fi ni c e k = ω / c ps át v e

t v ar u

f T E
m q ω (ρ ) =






α T E
m q ω H ( 2 )

m (ρ
√

k 2 − q 2 ), s bí h a v á T E vl n a ,

β T E
m q ω H ( 1 )

m (ρ
√

k 2 − q 2 ), r o z bí h a v á T E vl n a ,

γ T E
m q ω J m (ρ

√
k 2 − q 2 ), st oj at á T E vl n a .

( B. 3)

D ůl e žit á j e p o d mí n k a h ar m o ni c k é k ali br a c e

Φ T E
q =

q c 2

ω
A T E

q , ( B. 4)

kt er á ří k á, ž e při v ol b ě j e d n o h o fi x ní h o q = 0 v y mi zí s k al ár ní p ot e n ci ál. P o k u d
b y c h o m n e p o ž a d o v ali q = 0 , o bj e vil b y s e v el e ktri c k é m p oli d o d at e č n ý čl e n
ú m ěr n ý ∇ Φ T E

m q ω , kt er ý b y z p ůs o bil, ž e v ýsl e d n á vl n a v e s k ut e č n osti n e b u d e mít
T E p ol ari z a ci.

B. 2 E M vl n y v e sf é ri c k ý c h s o u ř a d ni cí c h

J a k u k á z al T h or n e [ 2 5] či C arr as c al [ 4 2], e xist uj e d e k o m p o zi c e ř eš e ní h o m o-
g e n ní c h M a x w ell o v ý c h r o v ni c d o V S H , j eji c h ž vl ast n osti b yl y u k á z á n y v d o d at k u
A. 4.

V ě t a 1 0 ( Vl n o v á r o v ni c e) . El e kt r o m a g n eti c k é p ol e v e v a k u u s pl ní p ol ní r o v ni c e
E = 0 a B = 0 .

K o m e nt á ř. D ů k a z j e t ri vi ál ní s v y u žití m r ot a c e n a r ot a č ní M a x w ell o v y r o v ni c e,
j e ž m u sí k a ž d é E M p ol e s pl nit. D ů k a z st a čí p r o v é st p r o E , m a g n eti c k é p ol e j e
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a n al o gi c k é

0 = ∇ × (∇ × E + ∂ t B ) = ∇ × ∇ × E + ∂ t (∇ × B ) ( B. 5)

= ∇ (∇· E
0

) − ∆ E + µ 0 0 ∂ t (∂ t E ) = − E , ( B. 6)

k d e f á z o v á r y c hl o st ší ř e ní j e v = ( µ 0 0 )
− 1 / 2 = c .

V ě t a 1 1 ( M a g n eti c k é vl n y) . N e c hť Y
( m a g )
m j e V S H , b m (x ) r e p r e z e nt uj e li b o v ol n o u

sf é ri c k o u B e s s el o v u f u n k ci a v e kt o r o v é p ol e E m á t v a r

E (x µ ) =
∞

= 0 m = −

b m (k r )Y
( m a g )
m e − i ω t , ( B. 7)

p ot é p ol e E ř e ší vl n o v o u r o v ni ci E = 0 .

K o m e nt á ř. S čít á ní ř a d y k o m ut uj e s vl n o v ý m o p e r át o r e m ( d ů k a z t ét o vl a st n o sti
n e p o d á v á m e ), a p r ot o s e st a čí pt át n a ot á z k u, z d a j e pl at n á r o v ni c e

0 = ∆ −
1

c 2
∂ tt b m (k r )Y

( m a g )
m e − i ω t , ( B. 8)

0 = ∆ b m (k r )Y
( m a g )
m e − i ω t +

ω 2

c 2
b m (k r )Y

( m a g )
m e − i ω t, ( B. 9)

0 = ∆ b m (k r ) Y
( m a g )
m + b (k r ) ∆ Y

( m a g )
m +

ω 2

c 2
b m (k r )Y

( m a g )
m , ( B. 1 0)

0 = ∆ b m (k r ) Y
( m a g )
m − b (k r )

( + 1)

r 2
Y

( m a g )
m +

ω 2

c 2
b m (k r )Y

( m a g )
m , ( B. 1 1)

0 = ∆ b m (k r ) −
( + 1)

r 2
−

ω 2

c 2
b m (k r ), ( B. 1 2)

p o sl e d ní z v ý r a z ů j e sf é ri c k o u B e s s el o v o u r o v ni cí, a v š a k p o u z e t e h d y, pl atí-li d e fi-
ni č ní v zt a h ω = k c > 0 .

V ě t a 1 2 ( El e ktri c k é a r a di ál ní vl n y) . N e c hť Y
( m a g )
m j e V S H , b m (x ) r e p r e z e nt uj e

li b o v ol n o u sf é ri c k o u B e s s el o v u f u n k ci a v e kt o r o v é p ol e E m á t v a r

E (x µ ) =
∞

= 0 m = −

∇ × b m (k r )Y
( m a g )
m e − i ω t , ( B. 1 3)

p ot é p ol e E ř e ší vl n o v o u r o v ni ci E = 0 .

K o m e nt á ř. L a pl a c e ů v o p e r át o r k o m ut uj e s o p e r át o r e m r ot a c e, j a k l z e n a hl é d n o ut
s k r z e d e fi ni c e t ě c ht o o p e r át o r ů. O dt u d ∆ ( ∇ × A ) = 0, p o k u d ∆ A = 0 . Č a s o v á
d e ri v a c e s r ot a cí t a k é k o m ut uj e, a p r ot o j e-li p ol e A vl n o u, j e i j e h o r ot a c e vl n o u.
K o m ut a ci n e k o n e č n é h o s o u čt u a L a pl a c e o v a o p e r át o r u o p ět p o n e c h á v á m e n e d o k á-
z a n o u.
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D ů sl e d e k. P o k u d el e ktri c k é p ol e n a b u d e t v ar u ( B. 7), l z e m a g n eti c k é p ol e B v y-
j á dřit p o m o cí ( B. 1 3), n e b oť m usí pl atit

B = d t ∇ × E =
i

ω
∇ × E , ( B. 1 4)

n a ví c m usí pl atit, ž e B = 0 , a dí k y v ět ě 1 2 ví m e, ž e r ot a c e el e ktri c k é h o p ol e n e ní
pr o bl é m. O p a č n ě, p o k u d b y m a g n eti c k é p ol e m ěl o t v ar ( B. 7), b u d e mít el e ktri c k é
p ol e t v ar ( B. 1 3) a ž n a při d a n o u k o nst a nt u z M a x w ell o v ý c h r o v ni c.

V ě t a 1 3 ( Ř eš e ní M a x w ell o v ý c h r o v ni c) . N e c hť f (r ), g (r ) j s o u sf é ri c k é B e s s e-

l o v y f u n k c e r a di ál ní s o u ř a d ni c e, ω > 0 , ú hl o v é z á vi sl o sti Y
( m a g )
m , Y

( el )
m , Y

( r a d )
m j s o u

V S H , p ot o m o b e c n é m o n o c h r o m ati c k é ř e š e ní v a k u o v ý c h M a x w ell o v ý c h r o v ni c v e
sf é ri c k ý c h s o u ř a d ni cí c h m á t v a r

E =
m



 f ( r̂ )Y
( m a g )
m − i c

( + 1)

r̂
g ( r̂ )Y

( r a d )
m − i c g ( r̂ ) +

g ( r̂ )

r̂
Y

( el )
m



 e − i ω t,

( B. 1 5)

B =
m



 g ( r̂ )Y
( m a g )
m +

i

c

( + 1)

r̂
f ( r̂ )Y

( r a d )
m +

i

c
f ( r̂ ) +

f ( r̂ )

r̂
Y

( el )
m



 e − i ω t,

( B. 1 6)

k d e j e v y u žit a š k ál o v a n á r a di ál ní s o u ř a d ni c e r̂ = k r = ω r / c a d e ri v a c e f , g
v yj a d ř ují d e ri v a ci dl e t ét o n o v é s o u ř a d ni c e.

K o m e nt á ř. O ú pl n o sti ř e š e ní p o d al d ů k a z B a r r e r a a C a r a s c al [ 4 1, 4 2].

V ě t a 1 4 ( R a di ál ní pr ů b ě h vl n) . N e c hť E , B j e el e kt r o m a g n eti c k á vl n a z v ět y 1 3
a α m , β m , γ m , A m , B m G m j s o u li b o v ol n á k o m pl e x ní čí sl a. P ot o m pl atí

f (r ) =






α m h
( 2 )

( r̂ ), s bí h a v á vl n a ,

β m h
( 1 )

( r̂ ), r o z bí h a v á vl n a ,

γ m j ( r̂ ), st oj at á vl n a ,

g (r ) =






A m h
( 2 )

( r̂ ), s bí h a v á vl n a ,

B m h
( 1 )

( r̂ ), r o z bí h a v á vl n a ,

G m j ( r̂ ), st oj at á vl n a ,

( B. 1 7)

k d e j j e sf é ri c k á B e s s el o v a f u n k c e p r v ní h o d r u h u a h
( i)

j e sf é ri c k á H a n kl e o v a
f u n k c e i. d r u h u.

K o m e nt á ř. D ů k a z j e d ů sl e d k e m r o z v oj e

j (x )
0
∼ x , h

( 1 )
(x )

0
∼ h

( 2 )
(x )

0
∼

1

x
, ( B. 1 8)

j (x )
∞
∼ , h

( 1 / 2 )
(x )

∞
∼

1

x
e ± i x, ( B. 1 9)

k d y j e z ř ej m é, ž e j e di n é r e g ul á r ní ř e š e ní v p o č át k u j e j . Ř e š e ní v ět y 1 3 n a ví c
p ř e d p o kl á d á ω > 0 a č a s o v ý p e ri o di c k ý p r ů b ě h e − i ω t.
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B. 3 T e n s o r E M p ol e v e sf é ri c k ý c h s o u ř a d ni cí c h

El e ktr o m a g n eti c k á t e ori e v r el ati visti c k é m f or m alis m u při v ý b ěr u n ěj a k é i n er-
ci ál ní s o ust a v y m usí b ýt k o n zist e nt ní s kl asi c k o u M a x w ell o v o u t e orií. T v ar t e n z or u
el e ktr o m a g n eti c k é h o p ol e t e d y m ů ž e b ýt ur č e n z e sr o v n á ní M a x w ell o v ý c h r o v ni c
v o b o u f or m alis m e c h.

I h n e d z d e fi ni c e M a x w ell- F ar a d a y o v a t e n z or u F µ ν = ∇ ν A µ − ∇ µ A ν j e p atr n é,
ž e j e a ntis y m etri c k ý, t e d y F µ µ = 0 pr o k a ž d é µ . D ál e ∇ ν F µ ν = µ 0 j

µ l z e r o z e ps at
pr o µ = 0

∇ b F 0 b =
1

√
− η

∂ α

√
− η F 0 α = µ j 0 ≡ c − 2 ∇· E , ( B. 2 0)

√
− η = r 2 si n θ, ( B. 2 1)

∇ α F 0 α =
1

r 2 si n θ

∂

∂ r
r 2 si n θ F 0 1 +

∂

∂ θ
r 2 si n θ F 0 2 +

∂

∂ φ
F 0 3 = ( B. 2 2)

=
1

r 2

∂

∂ r
r 2 F 0 1 +

1

si n θ

∂

∂ θ
si n θ F 0 2 +

∂ F 0 3

∂ φ
, ( B. 2 3)

∇· E =
1

r 2

∂

∂ r
r 2 E r +

1

r si n θ

∂

∂ θ
[ si n θ E θ ] +

1

r si n θ

∂ E φ

∂ φ
, ( B. 2 4)

a dí k y sr o v n á ní j 0 = c ρ pl y n e

F 0 1 =
1

c
E r ,  F 0 2 =

1

r c
E θ ,  F 0 3 =

1

c r si n θ
E φ . ( B. 2 5)

P o dr u h é l z e p ol o žit i n d e x v M a x w ell o v ě r o v ni ci pr ost or o v ý

µ j 1 =
1

si n θ

∂

∂ θ
si n θ F 1 2 +

∂ F 1 3

∂ φ
−

1

c 2
∂ t E r ( B. 2 6)

µ j 2 =
1

r 2

∂

∂ r
r 2 F 2 1 +

∂ F 2 3

∂ φ
−

1

c 2 r
∂ t E θ , ( B. 2 7)

µ j 3 =
1

r 2

∂

∂ r
r 2 F 3 1 +

1

si n θ

∂

∂ θ
si n θ F 3 2 −

1

c 2 r si n θ
∂ t E φ ( B. 2 8)

a sr o v n at s v a k u o v ý m 3 D t v ar e m ∇ × B − c − 2 ∂ t E = µ j v e sl o ž k á c h

µ j r =
1

r si n θ

∂

∂ θ
B φ si n θ −

∂ B θ

∂ φ
−

1

c 2
∂ t E r , ( B. 2 9)

µ

r
j θ =

1

r 2

1

si n θ

∂ B r

∂ φ
−

∂

∂ r
r B φ −

1

c 2 r
∂ t E θ , ( B. 3 0)

µ

r si n θ
j φ =

1

r 2 si n θ

∂

∂ r
[r B θ ] −

∂ B r

∂ θ
−

1

c 2 r si n θ
∂ t E φ . ( B. 3 1)

Čt yř pr o u d j µ t e d y i d e nti fi k uj e m e v zt a h y

j 0 = ρ, j 1 = j r , j2 =
1

r
j θ , j3 =

1

r si n θ
j φ ( B. 3 2)
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a M a x w ell o v y r o v ni c e js o u s pl n ě n y z a pl at n osti

F 1 2 =
1

r
B φ ,  F 1 3 = −

1

r si n θ
B θ ,  F 2 3 =

1

r 2 si n θ
B r . ( B. 3 3)

M ati c o v ý (sl o ž k o v ý) t v ar t e n z or u E M p ol e a čt yř pr o u d u t a k n a b ý v ají t v ar u

F µ ν =



















0
1

c
E r

1

c r
E θ

1

c r si n θ
E φ

− F 0 1 0
1

r
B φ −

1

r si n θ
B θ

− F 0 2 − F 1 2 0
1

r 2 si n θ
B r

− F 0 3 − F 1 3 − F 2 3 0



















, jµ =



















c ρ

j r

1

r
j θ

1

r si n θ
j φ



















. ( B. 3 4)

B. 4 P o d mí n k y n a r o z h r a ní sf é r y

El e ktr o m a g n eti c k é p ol e l z e p o ps at t e ns or e m dr u h é h o ř á d u F µ ν . M a x w ell o v y
r o v ni c e u d á v ají cí e v ol u ci M a x w ell- F ar a d a y o v a t e ns or u

F µ ν
;ν = µ 0 j

µ ,  F[µ ν ;ρ ]c y cl. = 0 ( B. 3 5)

m usí b ýt s pl n ě n y v k a ž d é m b o d ě pr ost or o č as u. K e sf éri c k é sl u p c e o p ol o m ěr u a j e
t e č n ý čt yř v e kt or v e sf éri c k ý c h s o uř a d ni cí c h n µ = ( 0 1 0 0) s p h e r. . N a r o z hr a ní m ají
M a x w ell o v y r o v ni c e t v ar

n ν [F µ ν ] = F µ 1 = µ 0 j
µ
s = µ 0 ρ s u

µ + δ µ
β + n µ n β F β λ u λ , ( B. 3 6)

n ν [∗ F µ ν ] = 0. ( B. 3 7)

R o v ni c e o d p o ví d ají š esti p o d mí n k á m n a r o z hr a ní, z ni c h ž d u ál ní t e n z or ur č uj e
n ul o v é s k o k y [B r ] = [E θ ] = [E φ ] = 0 a pr v ní z r o v ni c d e fi n uj e p o d mí n k y

[E r ] = γ ρ s / 0 + µ 0 σ s v E φ , ( B. 3 8)

[B θ ] = µ 0 γ σ s E φ + v ρ s , ( B. 3 9)

[B φ ] = − µ 0 σ s γ (E θ + v B r ). ( B. 4 0)

B. 5 K ul o v ý r e z o n á t o r

D e k o m p o n o v a n é ř eš e ní M a x w ell o v ý c h r o v ni c z v ět y 1 3 e xist uj e v li b o v ol n é m
b o d ě pr ost or o č as u x µ . U v nitř k o ul e o p ol o m ěr u a e xist uj e j e di n é r e g ul ár ní ř eš e ní,
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k oř e n j 1 (x ) j 2 (x ) d ĵ 1

d x
(x ) d ĵ 2

d x
(x )

1 4. 4 9 3 4 1 5. 7 6 3 4 6 2. 7 4 3 7 1 3. 8 7 0 2 4

2 7. 7 2 5 2 5 9. 0 9 5 0 1 6. 1 1 6 7 6 7. 4 4 3 0 9

3 1 0. 9 0 4 1 1 2. 3 2 2 9 9. 3 1 6 6 2 1 0. 7 1 3

4 1 4. 0 6 6 2 1 5. 5 1 4 6 1 2. 4 8 5 9 1 3. 9 2 0 5

5 1 7. 2 2 0 8 1 8. 6 8 9 0 1 5. 6 4 3 9 1 7. 1 0 2 7

6 2 0. 3 7 1 3 2 1. 8 5 3 9 1 8. 7 9 6 3 2 0. 2 7 2

T a b ul k a B. 1: R e z o n a n č ní fr e k v e n c e js o u d á n y k oř e n y sf éri c k ý c h B ess el o v ý c h f u n k cí a j eji c h
přísl uš n ý c h d eri v a cí. J e d n á s e o t y fr e k v e n c e, při ni c h ž el e ktri c k é p ol e v y mi zí n a p o vr c h u
přísl uš n é sf ér y. Dí k y t ét o vl ast n osti m ají fr e k v e n c e v ý z n a m i při r o z pt yl u v n ější h o z ář e ní, n e-
b oť pr o t yt o h o d n ot y â d o c h á zí k n ul o v é m u s k o k u m a g n eti c k é h o p ol e, n e d o c h á zí k disi p a ci,
a t u dí ž d o c h á zí k t ot ál ní m u o dr a z u.

a t o st oj at é vl n ě ní r e pr e z e nt o v a n é sf éri c k o u B ess el o v o u f u n k cí j l( r̂ ). M a x w ell o v y
r o v ni c e n a r o z hr a ní pr o s k o k E a B ⊥ d ají

[f ] = 0,
d ĝ

d r̂
= 0 ( B. 4 1)

o d k u d i h n e d pl y n e n ut n á p o d mí n k a r e z o n át or u

j ( â ) = 0,
d ĵ

d r̂
( â ) = 0 ( B. 4 2)

pr o T E, r es p. T M vl n u. V y br a n é h o d n ot y pr o = 1 ,2 , při ni c h ž d o c h á zí k r e z o-
n a n ci, u k a z uj e t a b ul k a B. 1.

B. 6 S k o k t e č n é h o m a g n e ti c k é h o p ol e

Cíl e m t ét o k a pit ol y j e u k á z at t v ar M a x w ell o v ý c h r o v ni c n a r o z hr a ní r ot ují cí
v o di v é sl u p k y pr o el e ktr o m a g n eti c k é p ol e z v ět y 1 3. S p ojit osti n a r o z hr a ní

[f ] = 0, [ĝ ] = 0 ( B. 4 3)

js o u ji ž u k á z á n y v hl a v ní m t e xt u. U v a ž o v á n j e s p e ci ál ní v o di v ost ní pr o fil δ = δ 0 / γ ,
n e b oli σ s = σ 0

s / γ . S k o k t e č n é h o m a g n eti c k é p ol e n a r o z hr a ní g e n er uj e pl oš n é
pr o u d y n a sf éř e

n × [B ] = µ 0 j s = γ µ 0 σ s E + v B r e θ −
v 2

c 2
E φ e φ +

v

c 2
[E r ]e φ , ( B. 4 4)

k d e j s = σ s
˜E + ρ s v a pl oš n á h ust ot a n á b oj e ρ s j e d a n á z r o v ni c e pr o s k o k

n or m ál o v é sl o ž k y el e ktri c k é h o p ol e ( B. 3 8). V t o mt o el e g a nt ní m t v ar u l z e r o v ni c e
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pr oj e kt o v at n a m a g n eti c k é a el e ktri c k é h ar m o ni k y. Ve kt or o v é h o s o u či n u n a l e v é
str a n ě r o v ni c e s e l z e z b a vit p o m o cí v zt a h ů

n × Y
( m a g )
m + Y

( el )
m = 0 , n × Y

( el )
m − Y

( m a g )
m = 0 . ( B. 4 5)

Při d os a z e ní přísl uš n ý c h p olí E , B a ut o m ati c k y v y p a d á v ají r a di ál ní č ásti, t a k é
dí k y t o m u, ž e n × Y

( r a d )
m = 0 a n a pr a v é str a n ě s e č ásti o bs a h ují cí r a di ál ní p ol e

n e o bj e v ují. R o v ni c e ( B. 4 4) t a k zís k á v á t v ar

m

− [g ]Y
( el )
m +

i

c â
[f̂ ]Y

( m a g )
m = − i

v

c m

( + 1)

â
[g ]Y m e φ + ( B. 4 6)

+ γ µ 0 σ s

m

f ( â )Y
( m a g )
m −

i c

â
ĝ ( â )Y

( el )
m + i

v

c

( + 1)

â
f ( â )Y m e θ −

− γ µ 0 σ s
v 2

c 2
m

f ( â )Y
( m a g )
m · e φ −

i c

â
ĝ ( â )Y

( el )
m · e φ e φ .

Při pr oj e k ci r o v ni c j e p otř e b a v y u žít v zt a h ů

Y
( m a g )
m · e φ = ∂ θ Y m , Y

( el )
m · e φ =

1

si n(θ )
∂ φ Y m , ( B. 4 7)

Y
( m a g )
m · e θ = −

1

si n(θ )
∂ φ Y m , Y

( el )
m · e θ = ∂ θ Y m , ( B. 4 8)

a n a ví c ort o g o n alit y V S H . S c h é m ati c k y m á pr oj e k c e t v ar

d Ω ( L H S − R H S ) · Y
( A )
m = 0 , ( B. 4 9)

k d e přísl uš n ý i n d e x A r o zliš uj e m a g n eti c k o u a el e ktri c k o u h ar m o ni k u. J a k ji ž
b yl o n a z n a č e n o, pr oj e k c e n a r a di ál ní h ar m o ni k y n e ní z ají m a v á, n e b oť j e tri vi ál ní
a d á v á r o v n ost 0 = 0 . P o př e us p oř á d á ní čl e n ů m ají r o v ni c e n a r o z hr a ní t v ar

d f

d r̂
= − i δ 0 1 − m

Ω

ω
j − c

Ω

ω

( + 1)

( + 1)
[g ]I m

m +

+
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f K m

m +
m c

â

d ĝ

d r̂
I m

m , ( B. 5 0)

(ω − m Ω) [ g ] =
i δ 0 ω

â

d ĝ

d r̂
−

iΩ δ 0

c

( + 1)

( + 1)
f I m

m −

−
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f I m

m +
i m2 c

â

d ĝ

d r̂
, ( B. 5 1)

k d e js o u o z n a č e n y i nt e gr ál y

I m
m = d Ω si n(θ )Y m ∂ θ Y m ) , K m

m = d Ω si n 2 (θ )∂ θ Y m ∂ θ Y m . ( B. 5 2)

T yt o i nt e gr ál y l z e ví c e zj e d n o d ušit s p o u žití m Wi g n er o v ý c h 3j s y m b ol ů, kt er é
js o u s e sf éri c k ý mi h ar m o ni k a mi s v á z á n y v zt a h e m

d Ω Y 1 m 1 Y 2 m 2 Y 3 m 3 = ( B. 5 3)

=
( 2 1 + 1)( 2 2 + 1)( 2 3 + 1)

4 π
1 2 3

0 0 0
1 2 3

m 1 m 2 m 3
. ( B. 5 4)

6 5



I d e nti fi k a cí si n(θ ), r es p. si n 2 (θ ) s e sf éri c k o u h ar m o ni k o u a r o z e ps á ní m v zt a h ů pr o
∂ θ Y m , kt er ý j e t a k é ú m ěr n ý li n e ár ní k o m bi n a ci sf éri c k ý c h h ar m o ni k, l z e i nt e gr ál y
př e ps at d o t v ar u

I m
m =



 ( − 1)
2 − m 2

4 2 − 1
δ + 1 − ( + 1)

2 − m 2

4 2 − 1
δ − 1



 δ m
m , ( B. 5 5)

K m
m =

2 ( + 1)( 2 + l − m 2 ) − 3 m 2

4 ( + 1) − 3
δ − ( B. 5 6)

−
( − 2)( + 1)

2 − 1

( − 1) 2 − m 2 ( 2 − m 2 )

( 2 − 3)( 2 + 1)
δ + 2 − ( B. 5 7)

−
( − 2)( + 1)

2 − 1

( − 1) 2 − m 2 ( 2 − m 2 )

( 2 − 3)( 2 + 1)
δ − 2 δ m

m . ( B. 5 8)

B. 7 M a ti c o v é r o v ni c e r o t ují cí sf é r y

Cíl e m t o h ot o d o d at k u j e př e ps at r o v ni c e ( 3. 2 9) a ( 3. 3 0), k d e s e u v a ž uj e pr ů b ě h
v o di v osti δ = δ 0 / γ , d o m ati c o v é h o t v ar u. V r o v ni cí c h s e v ys k yt uj e čl e n p o m al é
r ot a c e ∼ Ω a r el ati visti c k á k or e k c e ∼ Ω 2 . K a ž d o u r o v ni ci t a k v m ati c o v é m t v ar u
r o z d ělí m e t a k é n a přís p ě v e k o d p o m al ý c h r ot a cí a n a k or e k ci v ys o k ý c h ot á č e k.

Z n a č e ní: Pr o p otř e b y t ét o k a pit ol y n e ní p otř e b a e x pli cit n ě v y pis o v at ar g u m e nt sf éri c k ý c h f u n k cí.
Sit u a c e j e ř eš e n a pr o s k o k n a sf éř e o p ol o m ěr u â , pr ot o pr o z kr á c e ní z á pis u b u d e m e ps át j ≡ j ( â )
at d.

D eri v a c e dl e p ar a m etr u r̂ b u d e m e z n a čit j e n p o m o cí dif er e n ci ál u, t e d y

d

d r̂
ĥ

( 1 )
≡ d ĥ

( 1 )
( B. 5 9)

a a n al o gi c k y u ost at ní c h f u n k cí.

B. 7. 1 S k o k f

Pr v ní z r o v ni c, kt er o u c h c e m e u pr a vit, j e r o v ni c e pr o s k o k d eri v a c e f , kt er á
m á t v ar

d f

d r̂
= − i δ 0 1 − m

Ω

ω
j − c

Ω

ω

( + 1)

( + 1)
[g ]I m

m +

+
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f K m

m +
m c

â

d ĝ

d r̂
I m

m , ( B. 6 0)

k t o m u v y u žij e m e zís k a n ý c h v zt a h ů z [f ] = 0 a ĝ ] = 0. T y l z e z a ps at v e t v ar u

γ m =
α m h

( 2 )
+ β m h

( 1 )

j
a G m =

A m d ĥ
( 2 )

+ B m d ĥ
( 1 )

d ĵ
. ( B. 6 1)
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Dí k y t ě mt o r o v ni cí m l z e u pr a vit l e v o u str a n u r o v ni c e

L H S = α m d h
( 2 )

+ β m d h
( 1 )

−
d j

j
α m h

( 2 )
+ β m h

( 1 )
= ( B. 6 2)

=
α m

j
Wr [j , h

( 2 )
] +

β m

j
Wr [j , h

( 2 )
] = −

i

â 2 j
(α m − β m ) . ( B. 6 3)

N a pr a v é str a n ě r o v ni c e s e o bj e v ují čl e n y ú m ěr n é pr v ní a dr u h é m o c ni n ě v eli k osti
ú hl o v é r y c hl osti. O z n a č m e přís p ě v k y k pr a v é str a n ě R H S 1 / 2 . P ot o m

R H S 1 = − i δ 0 1 − m
Ω

ω
α m h

( 2 )
+ β m h

( 1 )
− ( B. 6 4)

− c
Ω

ω

− 1

+ 1
[g − 1 ]I

m
− 1 , m +

+ 2
[g + 1 ]I m

+ 1 , m . ( B. 6 5)

S k o k v eli či n y [g ] b u d e p otř e b a i v n ásl e d ují cí p o d k a pit ol e, l z e v eli c e zj e d n o d ušit
z a p o u žití wr o ns ki á n u sf éri c k é B ess el o v y f u n k c e

[g ] =
1

â



 A m ĥ
( 2 )

+ B m ĥ
( 1 )

−
ĵ

d ĵ
A m d ĥ

( 2 )
+ B m d ĥ

( 1 )



 =

=
A m

â d ĵ
Wr [ĥ

( 2 )
,ĵ ] +

B m

â d ĵ
Wr [ĥ

( 1 )
, ĵ ] = −

i

â d ĵ
(A m − B m ) , ( B. 6 6)

o dt u d l z e z a ps at r o v ni ci ( B. 6 0) v e t v ar u



 −
i

â 2 j
+ i δ 0 1 − m

Ω

ω
h

( 2 )



 α m +




i

â 2 j
+ i δ 0 1 − m

Ω

ω
h

( 1 )



 β m = ( B. 6 7)

= −
i cΩ

â ω

− 1

+ 1
δ − 1 , +

+ 2
δ + 1 ,

I m
m

d ĵ
A m + ( B. 6 8)

+
i cΩ

â ω

− 1

+ 1
δ − 1 , +

+ 2
δ + 1 ,

I m
m

d ĵ
B m + R H S 2 , ( B. 6 9)

R o v ni ci l z e z a ps at i v m ati c o v é m t v ar u, k d y z a v e d e n é s u m y m ají c h ar a kt er
m ati c o v é h o n ás o b e ní. Pr v ní ř á d k a r o v ni c e j e n ás o b e ní di a g o n ál ní m ati cí. V a pr o-
xi m a ci, k d y O ( Ω 2 ) → 0 , l z e r o v ni ci z a ps at v e t v ar u

D P
α α m + D P

β β m ≈ T P
A A m + T P

B B m . ( B. 7 0)

R el ati visti c k á k or e k c e r o v ni c e ( B. 6 0) o bs a h uj e j a k f , t a k d g , t u dí ž b u d e o bs a-
h o v at vš e c h n y pr v k y α m , β m , A m , B m . Pr ot o j e k a ž d á z m ati c e v ýš e o z n a č e n a
i n d e x e m P – pr o p o m al é r ot a c e. K or e k ci r o z d ěl m e n a č ást s f u n k cí f a č ást s d g ,
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tj. R H S 2 = O f ( Ω 2 ) + O g ( Ω 2 ),

O f ( Ω 2 ) =
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f − 2 K

m
− 2 , m + f K m

m + f + 2 K m
+ 2 , m = ( B. 7 1)

=
δ 0

c ( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ − 2 + δ + δ + 2 ) K m

m h
( 2 )

α m + h
( 1 )

β m ,

( B. 7 2)

= N R
α α m + N R

β β m ( B. 7 3)

O g ( Ω 2 ) =
m

â

δ 0

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ − 1 + δ + 1 ) I m

m d ĥ
( 2 )

A m + d ĥ
( 1 )

B m =

( B. 7 4)

= T R
A A m + T R

B B m , ( B. 7 5)

p o k u d b yl a t e d y p ů v o d ní r o v ni c e L H S = R H S 1 + R H S 2 , l z e m ati ci c el k o v ě z a ps at
v e t v ar u

D P
α − N R

α

→
α m + D P

β − N R
β

→

β m = T P
A + T R

A

→

A m + T P
B + T R

B

→

B m , ( B. 7 6)

N α
→
α m + N β

→

β m = T A

→

A m + T B

→

B m . ( B. 7 7)

B. 7. 2 S k o k g

V t ét o č ásti u pr a ví m e d o m ati c o v é h o z á pis u dr u h o u r o v ni ci

(ω − m Ω) [ g ] =
i δ 0 ω

â

d ĝ

d r̂
−

iΩ δ 0

c

( + 1)

( + 1)
f I m

m −

−
µ 0 σ

0
s

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
f I m

m +
i m2 c

â

d ĝ

d r̂
, ( B. 7 8)

n a l e v é str a n ě s e v ys k yt uj e s k o k, kt er ý ji ž b yl ur č e n v zt a h e m ( B. 6 6)

L H S = ( ω − m Ω)[ g ] = − (ω − m Ω)
i

â ĵ
A m + ( ω − m Ω)

i

â ĵ
B m . ( B. 7 9)

N a pr a v é str a n ě s e n e v ys k yt ují ž á d n é s k o k y, dí k y č e m u ž j e sit u a c e s n a zší. S v y u-
žití m s p ojit osti t e č n é h o el e ktri c k é h o a r a di ál ní h o m a g n eti c k é h o p ol e n a r o z hr a ní
( B. 6 1) l z e v yl o u čit p ar a m etr y γ m , G m a z a ps at pr a v o u str a n u v e t v ar u

R H S =
i δ 0 ω

â
A m d ĥ

( 2 )
+ B m d ĥ

( 1 )
− ( B. 8 0)

− i δ 0 Ω

c

− 1

+ 1
δ − 1 +

+ 2
δ + 1 I m

m ĥ
( 2 )

α m , ( B. 8 1)

− i δ 0 Ω

c

− 1

+ 1
δ − 1 +

+ 2
δ + 1 I m

m ĥ
( 1 )

β m + O ( Ω 2 ) = ( B. 8 2)

≈
i δ 0 ω

â
A m d ĥ

( 2 )
+ B d ĥ

( 1 )
+ T P

α α m + T P
β β m , ( B. 8 3)
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k d e j e o p ět v y u žit a a pr o xi m a c e pr o p o m al é ot á č k y. R el ati visti c k á k or e k c e m ů ž e
b ýt o p ět r o z d ěl e n a n a d v a čl e n y. Pr v ní Ω f ( Ω 2 ) o d p o ví d á f u n k ci f a Ω g ( Ω 2 ) f u n k ci
d g ,

Ω f ( Ω 2 ) = −
δ 0

c ( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ + 1 + δ − 1 ) ĥ

( 2 )
α m + ĥ

( 1 )
β m I m

m =

( B. 8 4)

= T R
α α m + T R

β β m , ( B. 8 5)

Ω g ( Ω 2 ) = −
m

â

δ 0

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
d ĥ

( 2 )
A m + d ĥ

( 1 )
B m = ( B. 8 6)

= D R
A A m + D R

B B m . ( B. 8 7)

C el o u r o v ni ci ( B. 7 8) t a k l z e př e ps at d o m ati c o v é h o t v ar u

D P
A + D R

A

→

A m + D P
B + D R

B

→

B m = T P
α − T R

α

→
α m + T P

β − T R
β

→

β m , ( B. 8 8)

D A

→

A m + D B

→

B m = T α
→
α m + T β

→

β m . ( B. 8 9)
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B. 7. 3 T v a r m a ti c

V př e d c h o zí c h p o d k a pit ol á c h js m e u k á z ali, ž e r o v ni c e l z e př e ps at v m ati c o v é m
f or m alis m u z a p o m o ci š est n á cti di a g o n ál ní c h, tri gi a g o n ál ní c h a p e nt a di a g o n ál ní c h
m ati c, kt er é m ají t v ar

D P
α = −

i

â 2 j



 1 − δ 0 1 − m
Ω

ω
ĵ ĥ

( 2 )



 δ , ( B. 9 0)

D P
β =

i

â 2 j



 1 + δ 0 1 − m
Ω

ω
ĵ ĥ

( 1 )



 δ , ( B. 9 1)

D P
A =

i ω

â d ĵ



 1 − m
Ω

ω
− δ 0 d ĵ d ĥ

( 2 )



 δ , ( B. 9 2)

D P
B = −

i ω

â d ĵ



 1 − m
Ω

ω
+ δ 0 d ĵ d ĥ

( 1 )



 δ , ( B. 9 3)

T P
A = −

i cΩ

â ω

− 1

+ 1
δ − 1 , +

+ 2
δ + 1 ,

I m
m

d ĵ
, ( B. 9 4)

T P
B =

i cΩ

â ω

− 1

+ 1
δ − 1 , +

+ 2
δ + 1 ,

I m
m

d ĵ
, ( B. 9 5)

T R
A =

m

â

δ 0

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ − 1 + δ + 1 ) I m

m d ĥ
( 2 )

, ( B. 9 6)

T R
B =

m

â

δ 0

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ − 1 + δ + 1 ) I m

m d ĥ
( 1 )

, ( B. 9 7)

T P
α = − i δ 0 Ω

c

− 1

+ 1
δ − 1 +

+ 2
δ + 1 I m

m ĥ
( 2 )

, ( B. 9 8)

T P
β = − i δ 0 Ω

c

− 1

+ 1
δ − 1 +

+ 2
δ + 1 I m

m ĥ
( 1 )

, ( B. 9 9)

T R
α = −

δ 0

c ( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ + 1 + δ − 1 ) I m

m ĥ
( 2 )

, ( B. 1 0 0)

T R
β = −

δ 0

c ( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ + 1 + δ − 1 ) I m

m ĥ
( 1 )

, ( B. 1 0 1)

N R
α =

δ 0

c ( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ − 2 + δ + δ + 2 ) K m

m h
( 2 )

, ( B. 1 0 2)

N R
β =

δ 0

c ( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
(δ − 2 + δ + δ + 2 ) K m

m h
( 1 )

, ( B. 1 0 3)

D R
A = −

m

â

δ 0

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
d ĥ

( 2 )
δ , ( B. 1 0 4)

D R
B = −

m

â

δ 0

( + 1)

Ω 2 â 2

ω 2
d ĥ

( 1 )
δ . ( B. 1 0 5)
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C. S e p a r a c e T e u k ol s k é h o r o v ni c e

V t o mt o d o d at k u j e u k á z á n a s e p ar a c e Te u k ols k e h o r o v ni c e ( 5. 3 0) d o r o v ni c
( 5. 3 4) a ( 5. 3 5). Dr ží m e s e v z or u p ů v o d ní h o Te u k ols k e h o čl á n k u [ 9], a b y c h o m d ošli
k e st ej n é m u v ýsl e d k u.

Te u k ols k e h o vl n o v á r o v ni c e v e v a k u u

T [ψ ] =
(r 2 + a 2 ) 2

∆
− a 2 si n 2 (θ )

∂ 2 ψ

∂ t 2
+

4 M a r

∆

∂ 2 ψ

∂ t ∂ φ
+

a 2

∆
−

1

si n 2 (θ )

∂ 2 ψ

∂ φ 2

− ∆ − s ∂

∂ r
∆ s + 1 ∂ ψ

∂ r
−

1

si n(θ )

∂

∂ θ
si n(θ )

∂ ψ

∂ θ
− 2 s

a (r − M )

∆
+

i c os( θ )

si n 2 (θ )

∂ ψ

∂ φ

− 2 s
M (r 2 − a 2 )

∆
− r − i a c os( θ )

∂ ψ

∂ t
+ s 2 c ot 2 (θ ) − s ψ = 0 ( C. 1)

j e s e p ar o v at el n á v B L s o uř a d ni cí c h, pl atí t e d y ψ = R (r )S (θ )P (φ )T (t). Tri vi ál ní
j e u k á z at, ž e P (φ )T (t) = e i( m φ − ω t ) a ž e l z e n a hr a dit d eri v a c e v e v ýr a z u T [ψ ]

∂ t ψ = − i ωψ , ∂tt ψ = − ω 2 ψ , ( C. 2)

∂ ϕ = i mψ ∂ ϕ ϕ ψ = − m 2 ψ , ∂t ϕ ψ = m ω ψ , ( C. 3)

d os a z e ní m d o r o v ni c e ( C. 1) a p o n ásl e d n é m v y d ěl e ní r o v ni c e n e n ul o v ý m ř eš e ní m
ψ zís k á m e

T [ψ ]

ψ
= − ω 2







r 2 + a 2
2

∆
− a 2 si n 2 (θ )





 +

4 M a r m ω

∆
− m 2 a 2

∆
−

1

si n 2 (θ )
−

− ∆ − s 1

R

∂

∂ r
∆ s + 1 d R

d r
−

1

si n(θ )

1

S

d

d θ
si n(θ )

d S

d θ

− − 2 i s m
a (r − M )

∆
+

i c os( θ )

si n 2 (θ )
+ ( C. 4)

+ 2 i s ω
M (r 2 − a 2 )

∆
− r − i a c os( θ ) + s 2 c ot 2 (θ ) − s = 0 . ( C. 5)

Pr v ní č ást v ýr a z u T [ψ ]/ ψ j e z á visl á p o u z e n a r a di ál ní B L s o uř a d ni ci r , dr u h á
p o u z e n a θ . L z e t e d y o b ě t yt o č ásti p ol o žit r o v n é s e p ar a č ní k o nst a nt ě ˜A z a zís k á ní
d v o u r o v ni c

˜A = a 2 ω 2 si n 2 (θ ) +
m 2

si n 2 (θ )
−

1

si n(θ )

1

S

d

d θ
si n(θ )

d S

d θ
+ 2 m s

c os( θ )

si n 2 (θ )
+ ( C. 6)

+ 2 ω s a c os( θ ) + (s 2 c ot 2 (θ ) − s ), ( C. 7)

− ˜A = −
ω 2 (r 2 + a 2 ) 2

∆
+

4 M a r m ω

∆
−

m 2 a 2

∆
− ∆ − s 1

R

d

d r
∆ s + 1 d R

d r
− ( C. 8)

− 2 i m s
a (r − M )

∆
+ 2 i s ω

M (r 2 − a 2 )

∆
− r . ( C. 9)
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A b y c h o m zís k ali st ej n ý v ýsl e d e k j a k o Te u k ols k y [ 9], j e p otř e b a j ešt ě p o u pr a vit
s e p ar a č ní k o nst a nt u v zt a h e m ˜A = A + a 2 ω 2 , p ot o m v pr v ní r o v ni ci v z ni k n e
a 2 ω 2 c os 2 (θ ) n a míst o a 2 ω 2 si n 2 (θ ) a n a l e v é str a n ě s e o bj e ví p o u z e A . Pr v ní r o v ni ci
l z e r o v n o u v yj á dřit v e t v ar u z [ 9] v y n ás o b e ní m f u n k cí S

1

si n(θ )

d

d θ
si n(θ )

d S

d θ
+ a 2 ω 2 c os 2 (θ ) −

m 2

si n 2 (θ )
− 2 a ω s c os( θ )− ( C. 1 0)

−
2 m s c os( θ )

si n 2 (θ )
− s 2 c ot 2 (θ ) + s + A S = 0 . ( C. 1 1)

Pr o r a di ál ní r o v ni ci, kt er á p o s e p ar a ci n a b ý v á t v ar u

∆ − s d

d r
∆ s + 1 d R

d r
+

ω 2 (r 2 + a 2 ) 2 − 4 M a r ω m + m 2 a 2

∆
R + ( C. 1 2)

2 i s m a(r − M ) − 2 i s ω M (r 2 − a 2 )

∆
+ 2 i s ω r − a 2 ω 2 − A R = 0 , ( C. 1 3)

l z e ši k o v n ý m při čt e ní m n ul y 2 m a ω (r 2 + a 2 ) v čit at eli pr v ní h o zl o m k u zís k at

2 m a ω (r 2 + a 2 ) − 4 M m a ω r = 2 m a ω (r 2 − 2 M r + a 2 ) = 2m a ω ∆ ( C. 1 4)

a t e nt o čl e n z r o v ni c e v yl o u čí m e t a k, ž e j ej o d e čt e m e v k o nst a nt ě λ = A + a 2 ω 2 −
2 m a ω . Č ást r o v ni c e b e z d eri v a c e m á t a k t v ar







ω (r 2 + a 2 ) − m a
2

+ 2 i s a m [r − M ] − ω M [r 2 − a 2 ]

∆
+ 2 i ω s r − λ





 R.

Dr u h ý v ýr a z v čit at eli l z e u pr a vit s p o m o cí čl e n e z a zl o m k e m 2 i ω s r

2 i s a m [r − M ] − ω M r 2 − a 2 − 2 i s ω r r 2 − 2 M r + a 2 ( C. 1 5)

= 2 i s a m (r − M ) − ω M (r 2 − a 2 ) − ω r (r 2 − 2 M r + a 2 =

= 2 i s a m (r − M ) + ω M r 2 − a 2 r + a 2 M − r 3 =

= 2 i s a m (r − M ) − ω (r 2 + a 2 )(r − M ) = 2 i s(r − M )(a m − ω (r 2 + a 2 )).

Ji ž p o dr u h é j e z d e vi d ět čl e n ω (r 2 + a 2 ) − a m , a pr ot o j ej o z n a čí m e s p e ci ál ní m
pís m e n k e m K . R a di ál ní r o v ni ci t a k l z e př e ps at v e fi n ál ní m t v ar u, k e kt er é m u
d oš el i Te u k ols k y v [ 9]

∆ − s d

d r
∆ s + 1 d R

d r
+

K 2 − 2 i s(r − M )K

∆
+ 4 i s ω r − λ R = 0 , ( C. 1 6)

K = ω (r 2 + a 2 ) − a m, λ = A + a 2 ω 2 − 2 m a ω. ( C. 1 7)
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D. D al ší s u p e r r a di a n t ní p r o c e s y

D. 1 S p o n t á n ní e mi s e

Te nt o d o d at e k j e k o nstr u o v á n p o v z or u pr a cí [ 1 6, 1 4]. O p ět v pl o c h é m pr ost or u
u v a ž m e č ásti ci, kt er á s e p o h y b uj e v ů či p o z or o v at eli s e čt yř h y b n ostí p µ

i = ( E, p ) a
n ásl e d n ě v y z áří f ot o n, j ejí čt yř h y b n ost s e t a k z m ě ní n a p µ

f = ( E − ω, p − k ).
E n er gi e č ásti c e s e z m ě ní dl e v zt a h u

∆ E = ω ( D. 1)

a př e c h o d e m d o s o ust a v y s p oj e n é s č ásti cí b u d e t at o z m ě n a e n er gi e mít t v ar

∆ E = E f − E i =
E − (v + δ v )(p + k )

1 − (v + δ v ) · (v + δ v )
−

E − v · p
√

1 − v · v
, ( D. 2)

r o z v oj e m př e d c h o zí h o v zt a h u d o m o c ni n δ v

∆ E = −
δ E − v · δ p
√

1 − v · v
+ o (δ v ) = − γ (ω − v · k ) + o (δ v ), ( D. 3)

k d e v eli či n y b e z i n d e x ů o d p o ví d ají h o d n ot á m n a p o č át k u pr o c es u e mis e f ot o n u.
A b y b yl a z m ě n a e n er gi e kl a d n á, t e d y č ásti c e zís k al a e misí e n er gii, m usí pl atit
Gi n z b ur g- Fr a n k o v a p o d mí n k a

ω (k ) − v · k < 0 . ( D. 4)

L z e si r o z m ysl et, ž e t a k o v o u p o d mí n k u n el z e ni k d y s pl nit v e v a k u u, k d e
dis p er z ní r el a c e m á v zt a h k = ω / c , a t u dí ž n er o v ni c e

k 1 − v c os( θ ) < 0 ( D. 5)

n e n ast a n e, n e b oť v ni k d y n e m ů ž e d os á h n o ut r y c hl osti s v ětl a c = 1 . P o d mí n k u
b y vš a k b yl o m o ž n é s pl nit, p o k u d b y pl atil a dis p er z ní r el a c e ω (k ) < k . P o v z or u
[ 1 4] u v a ž uj m e r el a ci pr o h o m o g e n ní i z otr o p ní m é di u m ω = k / n (ω ), k d e n (ω ) > 1
j e a bs ol ut ní i n d e x l o m u d a n é h o pr ostř e dí. P o d mí n k u n a z v ýš e ní e n er gi e t a k l z e
n a ps at v e t v ar u

k

n (ω )
1 − v n (ω ) c os(θ ) < 0 , ( D. 6)

c o ž l z e s pl nit pr o v y br a n é ú hl y θ

1

n (ω )v
< c os( θ ), ( D. 7)

k d e n (ω ) = k / ω = 1 / (ω / k ) = 1/ v f j e i n v er z e f á z o v é r y c hl osti s v ětl a v d a n é m
pr ostř e dí. P o k u d j e t e d y r y c hl ost č ásti c e v pr ostř e dí v v ětší n e ž r y c hl ost s v ětl a,
b u d e d o c h á z et k s u p err a di a ci.
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Te nt o pří kl a d si v y bír á m e, n e b oť j d e o j e d e n z v ů b e c pr v ní c h pří kl a d ů s u p er-
r a di a c e, kt er é s e o bj e vil y. P ů v o d n ě b yl t e nt o j e v o z n a č e n z a a n o m ál ní D o p pl er ů v
j e v [ 4 3]. Te nt o j e v ú z c e s o u visí s V a vril- Č er e n k o v o v ý m z ář e ní m, kt er é v z ni k á v
di el e ktri k u, p o k u d s e jí m p o h y b uj e č ásti c e b e z v nitř ní str u kt ur y. Pr o ni m usí pl a-
tit ∆ E = 0 a t at o p o d mí n k a m ů ž e b ýt s pl n ě n a j e n z a př e d p o kl a d u, ž e v y z ař uj e
f ot o n y p o d ú hl e m [ 1 4]

θ c = ar c c os
v f

v
. ( D. 8)

D. 2 S k al á r ní b o s o n y a p o t e n ci ál o v á b a ri é r a

V t ét o č ásti u v a ž uj e m e s k al ár ní b os o n y, t e d y č ásti c e n es o u cí n ul o v ý s pi n.
Vl n o v é f u n k c e s k al ár ní h o n e h m ot n é h o p ol e m usí s pl nit Kl ei n- G or d o n o v u r o v ni ci

Φ ;µ
;µ = 0 , ( D. 9)

jí ž l z e v yř ešit s e p ar a cí pr o m ě n n ý c h. N a d ál e j e v h o d n é pr a c o v at s e z ář e ní m, kt er é
s e šíří v e s m ěr u x a pr o bl é m s e st á v á 1 D ( + 1 D z a č as). P o v z or u k ni h y [ 1 4]
j e v h o d n é u v a ž o v at s k al ár ní p ol e pr o v á z a n é s el e ktr o m a g n eti c k ý m p ot e n ci ál e m
A µ = ( A 0 , 0) . Z d e z a v e ď m e s k o k o v ý p ot e n ci ál

A 0 (x ) = V Θ( x − x 0 ), ( D. 1 0)

k d e v míst ě x 0 j e p ot e n ci ál o v ý s c h o d. V ní z k o e n er g eti c k é k v a nt o v é t e orii, k d y p ol e
s pl ní S c hr ö di n g er o v u r o v ni ci, b u d e n a pr a v o o d x 0 n ast á v at e x p o n e n ci ál ní útl u m
pr a v d ě p o d o b n osti n ál e z u č ásti c e, ať u ž j d e o f er mi o n y, či b os o n y.

K o v ari a nt ní d eri v a c e z d e m á t v ar ∇ µ = ∂ µ − i e Aµ , Kl ei n- G or d o n o v a r o v ni c e
t a k l z e z a ps at v e t v ar u

Φ − e 2 A 2 Φ − i e(∂ µ (A µ Φ) + A µ ∂ µ Φ) = 0 , ( D. 1 1)

v as y m pt ot á c h x → ± ∞ t a k l z e ř ešit

d 2 Φ −

d x 2
Φ − + ω 2 Φ − = 0 , ( D. 1 2)

d 2 Φ +

d x 2
Φ + + ( ω − e V ) 2 Φ + = 0 , ( D. 1 3)

p ot o m l z e ř eš e ní v as y m pt oti c k ý c h o bl ast e c h z a ps at v e t v ar u

Φ − = I e i ω ( x − x 0 ) + R e − i ω ( x − x 0 ) e − i ω t, Φ + = T e i( ω − e V ) ( x − x 0 ) e − i ω t, ( D. 1 4)

k d e v ol b a z n a m é n k a j e v ol e n a t a k, a b y p ů v o d ní a pr ošl á vl n a p ost u p o v al y v
kl a d n é m s m ěr u os y x . N y ní ur č e m e Wr o ns ki á n y pr o o b ě as y m pt ot y

f = I e i ω x + R e − i ω x, f ∗ = I ∗ e − i ω x + R ∗ e i ω t, ( D. 1 5)

d f

d x
= i ω I e i ω x − R e − i ω t ,

d f ∗

d x
= − i ω I ∗ e − i ω x − R ∗ e i ω x , ( D. 1 6)

g = T e i( ω − e V ) x , g ∗ = T ∗ e − i( ω − e V ) x , ( D. 1 7)

d g

d x
= i (ω − e V ) T e i( ω − e V ) x ,

d g ∗

d x
= − i (ω − e V ) T ∗ e − i( ω − e V ) x , ( D. 1 8)
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Wr o ns ki á n y m ají t v ar

Wr − = f
d f ∗

d x
− f ∗ d f

d x
= − i ω | I|2 − | R| 2 − i ω(| I|2 − | R| 2 ) ( D. 1 9)

= − 2 i ω(| I|2 − | R| 2 ) ( D. 2 0)

Wr + = g
d g ∗

d x
− g ∗ d g

d x
= − i (ω − e V ) | T |2 − i (ω − e V ) | T |2 ( D. 2 1)

= − 2 i (ω − e V ) | T |2 ( D. 2 2)

a j eji c h p or o v n á ní m l z e zís k at

| R|2 = | I|2 −
ω − e V

ω
| T |2 . ( D. 2 3)

J e t e d y vi d ět, ž e z a s pl n ě ní p o d mí n k y ω − e V < 0 j e | R|2 1 .

D. 3 M e t o d a ef e k ti v ní h o p o t e n ci ál u

M et o d a ur č e ní a m plit u d o v ý c h k o e fi ci e nt ů z dif er e n ci ál ní r o v ni c e l z e pr o v ést
p or o v n á ní m Wr o ns ki á n ů t ét o r o v ni c e v e d v o u as y m pt oti c k ý c h li mit á c h. J e d n á s e
o r o v ni ci s ef e kti v ní m p ot e n ci ál e m

d 2 f

d x 2
+ V e ff f = 0 , ( D. 2 4)

k d e f = f (x ) j e n e z n á m á h o d n ot a f u n k c e. Hl e d á m e ř eš e ní pr o x → x 1 a x → x 2 ,
p ot o m l z e ř ešit r o v ni ci v e d v o u as y m pt oti c k ý c h t v ar e c h

d 2 f

d x 2
+ y 1 f = 0 ,

d 2 f

d x 2
+ y 2 f = 0 , ( D. 2 5)

k d e y i js o u as y m pt oti c k á c h o v á ní ef e kti v ní h o p ot e n ci ál u pr o x → x i. Ř eš e ní r o v ni c
o d p o ví d ají cí c h r o v ni ci li n e ár ní h o h ar m o ni c k é h o os cil át or u j e

f






I e − i y1 x + R e i y1 x , x → x 1 ,

T e − i y2 x + O e i y2 x , x → x 2 ,
( D. 2 6)

p o k u d as y m pt oti c k é c h o v á ní y i n e ní z á visl é n a x . J e-li ef e kti v ní p ot e n ci ál r e ál n ý,
l z e p ů v o d ní r o v ni ci k o m pl e x n ě s dr u žit a j ejí mi ř eš e ní mi b u d o u k o m pl e x n ě s dr u-
ž e n á ř eš e ní p ů v o d ní r o v ni c e f ∗ . Wr o ns ki á n y j e d n otli v ý c h as y m pt oti c k ý c h r o v ni c
m ají t v ar

Wr 1 (f 1 , f ∗
1 ) =

f 1 f ∗
1

d f 1

d x

d f ∗
1

d x

= − 2 i y1 | I|2 − | R| 2 , ( D. 2 7)

Wr 2 (f 2 , f ∗
2 ) =

f 2 f ∗
2

d f 2

d x

d f ∗
2

d x

= − 2 i y2 | T |2 − | O| 2 ( D. 2 8)

a m usí s e r o v n at. J eji c h p or o v n á ní m

| R|2 = | I|2 −
y 2

y 1

| T |2 − | O| 2 . ( D. 2 9)
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Příkladem může být skalární boson z předchozí sekce, kde řídící rovnice je

d2Φ
dx2 + A(x)Φ = 0,

⇓

|R|2 = |I|2 − ω − eA(∞−)
ω − eA(−∞+) |T |

2 = |I|2 − ω − eV
ω
|T |2,

kde O = 0, neboť v nekonečnu spontánně nic nevyzařuje energii. Volbu O = 0
používáme také na vnějším horizontu černé díry r → r+, kde opět tvrdíme, že
černá díra není zdrojem záření.
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