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Uvod

Cile a struktura prace

Cilem prace je popsat znamé pristupy k intervalové estimaci dat a nasledné
je ilustrovat na realnych prikladech.

V tvodu je nastinéna motivace vyuziti intervalové analyzy, ktera se zabyva
pocitanim s intervaly. Déle prace obsahuje ¢ast teoretickou a aplikac¢ni.

Teoreticka ¢ast zahrnuje kapitolu (1| s definicemi intervalovych pojmi vyuzi-
vanych v dalsich kapitolach. Nasledné v kapitole [2| je pripomenut bézny pojem
linedrni (redlné) regrese. Jsou zde predstaveny ruzné typy zpracovavanych dat
(realnd az intervalovd). Dalsi kapitola [3| rozsifuje redlnou estimaci na intervalo-
vou. Popisuje a srovnava ruzné pristupy k modelovani dat pomoci intervalové
analyzy. Navazujici kapitola [4| rozebird rizné postupy pro hledani feseni jednotli-
vych typt intervalové estimace. Posledni kapitola teoretické ¢asti (kap. [5)) se pak
zabyva intervalovou estimaci nelinearnich modelt.

Aplikac¢ni ¢ast v kapitole [0] ilustruje na realnych piikladech linedrni a neline-
arni estimace toleranc¢ni ptistup a odecitaci metodu. Popisuje stru¢né implemen-
taci a zvoleny software.

Intervalova motivace

Bézné v zivoté potkavame intervaly a viubec se nad tim nepozastavujeme.
Pfirozené porovnavame véci a z toho nam vyplyva pouziti intervaléi. Rekneme-li,
ze Barbora je vyssi nez Adéla, ale mensi nez Cyril, vymezili jsme tim interval
v némz se vyskytuje vyska Barbory.

Geometricky vyznam realného intervalu zavedl formalné uz ve 4. stoleti pr. n. 1.
vyznamny matematik FEukleides, kdyz ve svém spisu definoval pojem tsecky.
Na realné ose muzeme uzavieny interval reprezentovat jako tsecku ohrani¢enou
dvéma body, prikladem otevieného intervalu pak miize byt cela primka.

Dalsi pouziti pojmu interval mtize byt ve vyznamu mezery, napiiklad c¢asové.
Opakujici se udalost, jako odjezd autobusu, miuze mit interval 15 minut. Jako
vzdélenost mezi nécim je pouzivan interval i ve vyznamu hudebnich intervali.

Nastinili jsme tedy dva pripady bézného pouziti a to bud ve vyznamu ze vy-
mezend oblast néco obsahuje (vysku osoby), nebo naopak neobsahuje (piijezd
autobusu). V této praci se budeme zabyvat predevsim prvnim zminénym pripa-
dem.

Pouziti intervalti ndm umoznuje vymezit prostor, ve kterém se s jistotou na-
chazi dilezitd konstanta 7. PTesnost s jakou ji umime urcit se v prubéhu casu
meéni a zvétsuje. Od Archimédova odhadu z doby asi 200 let pt. n. 1. se interval,
kterym dokazeme ohranicit toto ¢islo, zpresioval, az v roce 1973 presahl presnost
milion cifer. Tento ilustrativni priklad nam ukazuje, ze u nékterych c¢isel nezname
jejich konkrétni hodnotu. Jiné konstanty ani nemaji jedinou spravnou hodnotu
a presto s nimi chceme pocitat. Napriklad tihové zrychleni se lis{ na riznych mis-
tech planety. Pokud bychom chtéli zahrnout ve vypoctu vsechny mozné hodnoty
dané konstanty, miizeme je uzavrit do intervalu a pocitat s celym intervalem.



Dalsim dtivodem, ktery nas dovede k pouziti intervalové analyzy je neptresnost.
Jak bylo zminéno, nékteré konstanty neumime presné reprezentovat, protoze maji
nekonecny desetinny rozvoj. Jina ¢isla nezndme presné z diivodu nepfesnosti me-
ficich zafizeni, ze kterych je ziskavame. V obou téchto ptripadech ¢asto miizeme
urcit interval, v némz se s jistotou nachézi pro néas zajimava hodnota.

Ziskana nepfesna data potfebujeme umeét uchopit a néjakym zptsobem po-
psat. Ke zkouméni zavislosti mezi proménnymi experimentu miizeme vyuzit inter-
valové estimace. Pomoci regresnich modelt 1ze popsat chovani dat. Jestlize zndme
model dat, umozni nam to odhadovat, jaky muze byt vyvoj dat pro hodnoty, které
nezname z mereni.



1. Zaklady intervalového pocitani

Tato kapitola obsahuje zédkladni pouzivané pojmy a znaceni. Vétsina zaklad-
nich definic je prevzata z knihy Moore a kol.| (2009).

€ RU{—00,00}, a < @ Redlny

Definice 1.1 (Redlny interval). Necht a,a
a < a < @}. Mnozinu vSech redlnych

interval je mnozina a = [a,a] = {a |
intervalii znac¢ime IR.

. . s s a+a
Stred intervalu a je redlné ¢islo a¢ := %
.o . L1 s e a—a
Polomér intervalu je kladné realné éislo a® := 5
SirTka intervalu je pak dvojnasobek poloméru.
A
art a
+ac
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a
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: : : > : . >
0 a a‘ a 0 ay ax
(a) Redlny interval z TR (b) Dvourozmérny realny interval

Obréazek 1.1: Geometricky vyznam realného intervalu

Jinou alternativou definice intervalu je vyjadfeni pomoci sttedu a poloméru
intervalu a = [a® — a®,a® + a®] = {a : |a — a°| < a®}, které ndm dava lepsi geo-
metrickou predstavu (obr. pro IR, pro dvourozmérny prostor IR? pak .
Interval je mnozina bodi vzdélenych od stifedu maximalné o polomér intervalu.

Specidlnim pripadem intervalu s nulovym polomérem je degenerovany interval,
coz je jednoprvkova mnozina pro kterou plati a = @.

Definice 1.2 (Intervalovd matice). Necht A, A € R™*" jsou redlné matice a plati
(po slozkdch) nerovnost A < A. Intervalovou matici definujeme

A ={A|A<A<A).

Protoze intervalova matice je matice, jejiz prvky jsou realné intervaly, je mozné
ji definovat také pomoci stfedové matice A° a matice polomérii A®. Intervalové
matice a vektory budou v textu vzdy znaceny tucné. Pro redlna ¢isla (v anglické
literature téz crisp) sdruzené do vektort ¢i matic pak pouzivime bézny (netucény)
fez pisma.

Abychom mohli s intervaly pohodlné pracovat, definujme si nyni zakladni
intervalové aritmetické operace. Umozni nam to zachazet s vyrazy, v nichz pro-
ménné nejsou pouze redlna cisla, ale mohou to byt celé intervaly.

P1i béZzném dosazeni proménné x € R do vyrazu ziskdme vyhodnocenim je-
den vysledek. Pokud realnou proménnou vyménime za interval € IR, mtizeme
si predstavit, ze dosadime do vyrazu kazdy bod intervalu samostatné. VSechny
ziskané vysledky jsou pak vyhodnocenim vyrazu pro cely interval. Zajimaji nas
tedy jako vysledek vsechny mozné realizace pro libovolné x € x.



Definice 1.3 (Aritmetické operace). Pro redlné intervaly a,b € IR definujeme
vysledek aritmetické operace o nasledujicim zptsobem

aob:={aob|aca,becb}.

Navic pro délen{ budeme ptedpokléddat {0} ¢ Y Z definice plyne pro zakladn{
aritmetické operace

a+b:=[a+b a+b

a—b:=[a—0ba—1D

a - b:= [min(M), max(M)],M = {ab, ab, ab, ab, ab}

a /b := [min(M), max(M)], M = {a/b, a/b, a/b, a/b, a/b}, kde {0} ¢ b.

Definice 1.4 (Intervalova soustava). Necht A € IR™*" b € IR™. Intervalovou
soustavu linedrnich rovnic Ax = b definujeme

{Az=b| A€ A, be b}

Reseni x soustavy Ax = b pro néjakd A € A, b € b je fesenim konkrétni realizace
linearni soustavy. Mnozinu reseni intervalové soustavy definujeme jako

Y:={zeR"|3JAec A, Jbc b takovd ze Ax = b}.

Definice 1.5 (Intervalova obdlka). Necht S C R™ je mnozina. (Vnéjsi) interva-
lovd obalka (anglicky interval enclosure) mnoziny S je libovolny intervalovy vektor
v € IR" takovy, ze obsahuje mnozinu S, tedy

S Co.

Definice 1.6 (Intervalovy obal). Necht S C R" je mnozina. (Vnéjsi) intervalovy
obal (anglicky interval hull) (1S mnoziny S je nejtésnéjsi mozny intervalovy vektor
obsahujici S:
s = ﬂ v.
v e IR"
SCwo

Kromé vnéjsi intervalové obalky a obalu miizeme definovat také vnitini inter-

valovou obalku a obal (viz obr. [1.2)).

5 N
b . ‘ ‘ /

>

(a) Vnéjsi inter- (b) Vnéjsi inter-  (c) Vnitini inter-  (d) Vnitini inter-
valova obalka valovy obal valova obélka valovy obal

Obréazek 1.2: Vnéjsi a vnitini obalka a obal (modfe je zndzornéna mnozina, ¢er-
vené pak jeji obalka, resp. obal)

IDéleni lze definovat i bez tohoto pozadavku.
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(a) z € [0,5] (b) x € [0,5] (c) x €[0,1

Yy =ao+ a1r Y =ag+ a1x2 y= eao(x+a1)

a = ([LQL[LZ]) a = ([1a2]a[172]) a = ([la ]a[_17_0'5])

Obrazek 1.3: Intervalovy pas

Definice 1.7 (Intervalovy péas). Necht mame dvé realné funkce fy, fr, : M — R,
definované pro vSechna x = (x1,...,2,) z M C R", pro které plati

o fq, fn jsou spojité na mnoziné M,
o« Ve e M: fo(x) < fun(x).

Pak intervalovym pdasem P(z) nazyvame mnozinu bodi

P(z) = {[r1, ..., 20, y] ER" (21,...,2,) € M : fy(z) <y < ful2)}.
Funkei f; nazyvame dolni hranici pasu P(z) a funkci f, horni hranici.

Intervalovym pasem tedy rozumime plochu vymezenou hrani¢nimi funkcemi.
Prvni predpoklad definice, ze hrani¢ni funkce jsou spojité, nam zarucuje to, ze in-
tervalovy pas je spojita oblast. Druhy predpoklad pak neformélné feceno vynu-
cuje, ze hrani¢ni funkce se nektizi, takze dolni hranice je vzdy dole a horni hranice
vzdy nahote.

Budou-li hrani¢ni funkce stejného tvaru, napiiklad obé to budou primky, bu-
deme hovorit o vymezeném pasu jako o (parametrické) intervalové krivce.

Na obrazku [1.3a] vidime priklad intervalové primky. Jeji parametricky zapis je
Yy = ag + ax. Prislusny intervalovy pas zahrnuje vsechny piimky, jejichz para-
metry ag, a; jsou z intervalového vektoru parametru a = ([1, 2], [1,2]). Pfislusné
hrani¢ni funkce fy, fr odpovidaji primkam fy(z) =1+ 1.2, fp(x) =2+2- 2.
Diky spojitosti funkei na intervalu M = [0, 5] se kazdé @ € M zobrazi na spojity
interval y = [y, 7].

V druhé ¢4sti obrazku [L3D] vidime kvadratickou kiivku. Posledni ¢4st obrdzku
znazornuje exponencialni funkei na definiénim oboru [0,1], ktera s paramet-
rickym vektorem a = ([1,4],[—1, —0.5]) nedefinuje korektné intervalovy pas. Po-
rusuje totiz podminku ,kiizeni funkci®, fy(z) < fn(x) neplati pro = < 1/3.

Strucné shrnuto mizeme intervalovy péas v nékterych pripadech popsat para-
metrickou funkci a hrani¢ni funkce pasu ziskat dosazenim krajnich mezi parame-
trického vektoru. P1i nékterych volbach funkei a k nim prisluSnym parametram
musime ale davat pozor, abychom neporusili nékteré pozadavky deﬁniceﬂ.

2To vychézi z komplikaci pti vyhodnocovani intervalovych funkei (Moore a kol., 2009).
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2. Linearni (realna) regrese

Cilem této kapitoly je pripomenout pojem linedrni regrese. Redlné regrese je
zde chapana jako prokladani dat redlnou funkci. Nasledujici kapitola pak pred-
stavuje jeji rozsiteni na intervalovou linedrni regresi pro realna i intervalova data.

Definice 2.1 (Vstupni data). Necht X € TRP*" je matice, y € IR” je vektor.
Matici X a vektor y nazyvame souhrnné vstupnimi daty, znac¢ime (X, y). Pocet
p Tadkt matice X je pocet pozorovdni.

V nésledujicich kapitolach budeme rozlisovat vstupni data na tri typy (tabulka
, obrézek . Nejjednodussi typ jsou redind vstupni data, kdy vsechny prvky
matice X i vektoru y jsou pouze redlna cisla. Dale budeme pristupy k estimaci dat
zobecnovat pro redlné-intervalovd data, X € RP*" y € IR”. Nejobecnéjsi pripad
dat jsou intervalovd data, X € IRP*",y € IRP, kde vstupni matice i vektor
obsahuji intervaly. (Intervalové-realnd data nepotfebujeme samostatné rozlisovat
a muzeme je chapat jako specidlni pripad dat intervalovych.)

X y  Oznaceni Zkratka
Rpxn RP  realna data R-R
Rpxm  [RP redlné-intervalova data R-T
IRP*™ TRP intervalova data I-T

Tabulka 2.1: Typy vstupnich dat

Obréazek 2.1: Typy vstupnich dat

2.1 Realna data

Linearni regresi pomoci metody nejmensich ¢tverct rozumime (pro dvouroz-
mérnéd data) aproximaci vstupnich dat pfimkou. Pro redlnd vstupni data (X, vy),
kde X € RP*"F! 4 € RP tedy chceme najit nadrovinu y = ag + z1a; + - - - + 2,0,
ktera co nejlépe vystihuje trend vstupnich dat. Nasim cilem je nalézt presné nebo
alespon priblizné reseni soustavy y = Xa, kde X je vstupni matice (nezavislych
proménnych), y je vstupni vektor (zavislé proménné) a a = (ag,as,...,a,) je



neznamy vektor parametri linearni regrese. Ziskavame tak soustavu

hn I 1 o0 21 Qo
= e ] (2.1)

Yp 1z .0 app an

Tato soustava ¢asto nemusi mit feseni, a proto hleddame jeji priblizné feseni. Me-
toda nejmensich ¢tvercu E] proto fesi soustavu

XTy=X"Xa,

kterd méd feSeni vzdy a navic nalezené fefenf a = (X' X)X Ty minimalizuje
chybu nalezené aproximujici nadroviny ve smyslu euklidovské vzdalenosti levé
a pravé strany puvodni rovnice (2.1)).

Definice 2.2 (Linedrni redlny regresni model). Necht (X,y), X € RP*" y € RP
jsou vstupni data. Linedrni model pro dani vstupni data je y(x) = z'a, kde
a=(XTX)1XTy.

2.2 Realné-intervalova data

Zadana data nezavislé proménné jsou realna cisla, X € RP*"  ale zavislou
proménnou y € [R? mame zadanou pomoci intervalii. Divodem miize byt, ze
presné hodnoty y nejsme schopni mértit, kvili nepfesnostem mériciho zatizeni.

Pro zjednodusenou predstavu budeme nyni uvazovat dvourozmérna data, tedy
n=2.

Stale chceme nalézt primku, kterda aproximuje vstupni data. Pro redlna data
jsme méli pro kazdy bod méfeni v soustavé y = Xa jednu rovnici y; = a1 + x a9,
a hledali jsme pro danou soustavu parametr a, ktery minimalizovalo odchylky od
presného feseni kazdé rovnice.

Analogicky intervalova soustava y = Xa v kazdém tadku reprezentuje inter-
valovy vyraz y; = a;+x a2 odpovidajici jednomu méreni. Pro jednotlivé realizace
y; € y; muzeme nyni ziskat rizna a; splnujici rovnici. Rozsifenim levé strany na
intervalovy vektor jsme ziskali nekone¢né mnoho redlnych soustav y = Xa, y € y
S neznamou a.

Mnozina Teseni intervalové soustavy y = Xa je mnozinou vsech parametri a
odpovidajicich libovolné realizaci soustavy y = Xy, y € y. Pouzitim metody
nejmensich ¢tverci pro kazdou soustavu bychom dostali mnozinu primek.

Co kdyz ale stale chceme jednoduchou interpretaci dat pomoci jedné realné
primky? V praxi muze redlna funkce vyrazné usnadnit pozorovateli orientaci
ve vstupnich datech. Dalsim diivodem, pro¢ hledat tuto aproximaci dat, je pouziti
realné funkce jako pocatecniho feseni pro intervalové algoritmy estimace dat.

Primocarym feSenim miize byt redukovani problému na pripad s pouze re-
alnymi daty. Kazdy interval bychom mohli reprezentovat pouze jednim bodem,
protoze sice pro kazdé j mdme dan interval y; s nekonecné mnoha body, avsak
predpokladame, ze realna data jsou pro kazdé j pouze jeden bod uvniti daného
intervalu.

TAndal (2007)



(a) Stiedy intervalt (b) Kraje intervalu

Obrazek 2.2: Prokladani dat stfedy intervali nebo kraji

Logickou volbou reprezentanta intervalu muze byt jeho stred, pak mtizeme na-
1ézt FeSeni redlného problému se vstupnimi daty (X, y¢). Tato varianta vSak vibec
nepracuje se Sitkou intervali. Jako lepsi volba by se tedy mohla zdat reprezen-
tace dat kraji intervalt a fesit problém (X, (y,7)), ¢imZ se ndm zdvojnasobila

S S X
délka vstupniho vektoru. Matice X € R?P*" znadi X = ( X) . Nasledujici véta

shrnuje nas vysledek, ze oba tyto pristupy davaji pro redlnou regresi (ve smyslu
metody nejmensich ¢tverci) stejny odhad. Staci tedy uvazovat jako reprezentanta
intervalu opravdu pouze jeho stred.

Véta 2.1. Necht (X,y) jsou vstupni data, X € RP*" y € IR”. Reseni linearni
regrese ve smyslu metody nejmensich ¢tvercti aplikované na kraje intervali je
stejné s regresi na stredech intervali.

Diikaz:
Podle metody nejmensich ¢tvercii hledame feSeni intervalové soustavy

X'y =X"Xa, (2.2)

kde hledany vektor parametrti a € R™ definuje regresni primku pro dana vstupni
data (X, y). Sestavme pro jednotlivé piipady regrese (na stiedech intervali, resp.
na krajich) odpovidajici soustavy a vyjadieme z nich neznamy vektor a.

Stredy intervalu
Vyjédienim vektoru a z rovnice [2.2] definujici metodu nejmensich ¢tvercu zis-
kéme
a = (XTX)—IXTyc

-1
aq 11 .- Tip 11 ... Tip 11 ... T1p Y1

Qap Tp1 -« Tpp Tpr - Tpn Tpl -+ Tpp yp

Ozna¢me @ := X "X, pak prvky matice Q € R™" jsou
p
qij = Z ik * Lhj -
k=1
Dale ozna¢me r := X "y¢, vektor » € R™ m4 prvky
p
ri = Z Tk, * Y-
k=1

10



Miizeme nyni hledany vektor a vyjadrit jako

a=Q 'r

Kraje intervalt
Pro krajni body intervalii y; miZeme opét vyjadrit vektor parametri

a=(X"X)"'XT9) (2.3)

Nyni mame vsak dvojnasobny pocet rovnic, které urcuji piimku prokladajici
vstupni data. Proto rozepsanim soustavy [2.3] ziskdvame nasledujici rovnici

= (0 (R) ()

Analogicky jako v predchozim piipadé oznatme Q := XX, 7 = X '§. Vektor
parametri urcujicich regresni nadrovinu pak lze zapsat jako soucin matice a vek-
toru

a=Q '

Vyjadrenim prvkia matice ) a prvka vektoru 7 a ekvivalentnimi ipravami ziskdme

p P p
Gij = D Tikrg + Y Ty = 2 ) Tiplg = 2+ @y

k=1 k=1 k=1
P P P P
Fo= Y Tk U+ D Tk Y, = 2 (T U + T y,) = D Tin - Ty + Y,)-
k=1 k=1 k=1 k=1
N . . e Yty .. C o 1y e -
Ze vzorce pro vypocet stfedu intervalu y¢ = —5— muzeme vyjadiit 2y° =y +y.

Po dosazeni do vyrazu 7; ziskavame
p P
iod C c
k=1 k=1
Vratime-li se k maticovému zapisu vektoru a mame

1

5@71 2r = Qilra

a = a.

a=(2Q)7"-2r=

Oba zpusoby pocitani piimky aproximujici vstupni data (proklddani stfedu in-
tervalii nebo kraju interval) definuji stejnou kiivku, ¢imz jsme dokonéili dukaz
véty.

O

Ziskani estimatoru pomoci odhadu chovani stiedu (resp. kraju) intervali ndm
dava aproximaci dat, ktera dobre vyhovuje podmince centrality, tj. dobte popisuje
sttedy intervalil zadanych dat. Toho lze vyuzit i pii intervalové estimaci dat, kdy
hledame intervalovy pas popisujici chovani dat. Ovsem tato vyhoda je zretelna
predevsim u dat, kde vSechny intervaly y; maji stejnou sirku. Tento predpoklad
je v praxi ¢asto splnén, protoze nepresnost pozorované velic¢iny y miuze byt defi-
novana nepresnosti méricitho pristroje.
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2.3 Intervalova data

Nejobecnéjsim pripadem vstupnich dat jsou intervalova data (X, y), kde X €
IRP*" y € IRP. Takova vstupni data si lze predstavit jako n-rozmérné boxy
(obr. . Trend jejich chovani zjistime nalezenim ptiblizného teseni intervalové
soustavy

y = Xa,

k tomu muzeme vyuzit intervalové formulace metody nejmensich ¢tverci. Ta nam
ale opét dava vice nez jednu redlnou primku popisujici data.

Pti hledani realné funkce aproximujici vstupni data jsme pri prechodu od
realnych dat k redlné-intervalovym datiim pozorovali problém s nejednoznacnosti
soustavy a problém jsme redukovali na feseni realné soustavy linedrnich rovnic.
V tomto pripadé muzeme také reprezentovat intervalové boxy jejich stfedem.
Pro nalezeni redlné funkce popisujici trend chovani dat pak budeme fesit soustavu

(XC)TyC — (XC)TXCCL.
Jako redlnou pfimku prokladajici vstupni data pak vezmeme y(x) = 2" a, kde
—1
a = ((XC>TXC) (Xc)Tyc’

Timto jsme shrnuli proklddéni riznych typu dat (od redlnych az po inter-
valovd) nadrovinou v prostoru R™. Déle rozebereme zptisoby popisu dat pomoci
intervalového pasu. Rozsifime redlnou regresi na intervalovou a prestaneme tedy
vynucovat, ze parametricky vektor a je pouze realny.

12



3. Linearni intervalova estimace

V predchozi kapitole jsme pripomnéli pojem linedrni (redlné) regrese, kdy
modelujeme data pomoci redlné funkce. Tato kapitola predstavi obecnéjsi kon-
cept intervalové estimace dat. Potfeba hledat nové pristupy k estimaci vznikla
s nutnosti zpracovani takzvanych fuzzy datﬂ a snahou vyporadat se s neptresnosti
dat.

Model redlné linearni regrese y(x) = ag + a121 + - - - + a, 2, ndm umoziioval
popsat data pomoci nadroviny (v dvourozmérném prostoru primky). Nadrovinu
jednoznac¢né urcoval parametricky vektor a. Pokud povolime, aby parametry mo-
delu nebyla pouze realna cisla, ale mtizou to byt intervaly, ziskame intervalovou
linearni regresi. Vyraz Xa pak nereprezentuje pouze jednu nadrovinu, ale ce-
lou mnozinu nadrovin. Pokud tyto nadroviny zapouzdiime intervalovym pasem,
ziskdavame pés, ktery s jistotou obsahuje vSechna vstupni data (obr. .

Zavedme pojem intervalové linearni regrese v obecném znéni, jak je uveden
v ¢lanku od [Hladik a Cerny] (2012a)).

Modelem intervalové linedrni regrese budeme rozumét

y(x) =ag+arxy + - + apx,. (3.1)

Problémem lineadrni regrese stéle
zustava nalézt vektor parametri a, coz
je nyni intervalovy vektor, ktery urcuje
hrani¢ni nadroviny intervalového pésu.
Vstupni data tedy prokladdme interva-
lovym pasem, jehoz hranice jsou u line-
arni regrese dvé nadroviny urcené dolni
a horni hranici vektoru a.

Zobecnéni regresniho modelu nam
ddvd moznost riznych pfistupt k in-
tervalové estimaci. Pro zpracovani re-
alnych dat dava nejlepsi smysl hledat
tzv. vnéjsi model, tedy intervalovy pas
obsahujici vstupni data. Pokud vsak
zpracovavame data intervalova, lze hledat i pasy definované jinak. Nyni se po-
divame na Teseni intervalové soustavy definované vstupnimi daty, vysvétlime sou-
vislost s intervalovou metodou nejmensich ¢tvercti a nasledné s vnéjsi a vnitini

T

Obrézek 3.1: Intervalova linearni regrese
zapouzdrujici vsechna vstupni data.

estimaci.

3.1 Reseni soustavy

Pokud ziskdme z experimentu hodnoty proménnych X’ € IR™™YXP g z4vislé
proménné y € IR”, chceme v prostoru R™ najit podprostor, ktery by dobre po-

Fuzzy data nemaji ostie definovanou vlastnost (ne)nalezeni do mmnoziny. Neexistuji zde
pouze stavy patfit do mnoziny (obvykle ztotoZznéno s hodnotou 1) a nepatfit do mnoziny (ob-
vykle ztotoznéno s 0), ale stav nédlezen{ muze nabyvat i mezihodnot. Tedy ¢im vic prvek do
mnoziny patii, tim vice se blizi stav nadlezeni hodnoté 1 a naopak, pokud prvek do mnoziny
skoro nepaii, jde hodnota k 0.
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(a) Extrémni feseni intervalové (b) Oblast v niz lezi feseni interva-
soustavy lové soustavy

Obréazek 3.2: Reseni intervalové soustavy se vstupnimi daty typu R-I

pisoval chovani téchto dat. Pokud vztah mezi proménnymi je linearni, nabizi se
hledat nadrovinu (pro data X’ € IR'™? konkrétné pifmku v R?). To odpovida
feseni soustavy sestavené z matice X' rozsiiené o sloupec jednicek a z vektoru y.
Roz&iffme-li matici X’ o sloupec jedni¢ek na matici X € IR™?, mnoZina fe-
seni soustavy y = X a definuje mnozinu nadrovin takovou, ze pro kazdou hodnotu
parametri a € a je jednoznac¢né urcena nadrovina protinajici vSechna vstupni
data. Pro dvourozmeérny prostor tedy kazda primka definovand resenim soustavy
protina vsSechny intervalové boxy definované j-tym pozorovanim, tj. vektorem
(x;,y;). Samotnd mnozina fesen{ definuje vSechny smérnice téchto primek.

Definice 3.1. Necht mdme vstupni data (X,y), X € IR’ y € IR?. Mdme
systém intervalovych linedarnich rovnic y = Xa, pro ktery definujeme mnozinu
reseni

Y={aceR"|(3X eX)(Iyecy)y=Xa}

Na obréazku muzeme vidét extrémni piimky, které jsou definované ndja-
kym parametrickym vektorem a € Y. Tyto primky vymezuji oblast vsech primek
odpovidajicich néjakému moznému feseni intervalové soustavy (na obr. .

Nevyhodou mnoziny feseni je, Zze mnozina miize byt prazdnd, tedy nemusi
existovat zadna nadrovina prochazejici data, coz znamend, ze soustava je nere-
éitelnéﬂ. Dalsi nevyhodou je, Ze ma nekonecné mnoho reSeni, kterd nemusi byt
dobte uchopitelna a neni tedy jednoduché je znazornit.

Estimace intervalovych dat se vétsinou snazi znazornit graficky ne feseni sou-
stavy, tedy vektoru a v tomto konkrétnim pripadé, ale znazornit jemu odpovi-
dajici nadrovinu. Samotné feseni soustavy lze uzaviit do obalky ¢i obalu, tedy
zapouzdrit do intervalového boxuﬂ My budeme zkoumat, jak lze zapouzdfit nami
hledané nadroviny pomoci néjakych hrani¢nich funkci a tim ziskat intervalovy péas
popisujici vstupni data.

Prvni zminény problém, neexistence feseni soustavy, muzeme fesit pomoci
regresni metody nejmensich ¢tverci, jak bude ukazano v néasledujici podkapitole.
Problém se slozitosti popisu nadrovin pak budou fesit vnéjsi a vnitini modely,
které budou definovany dale.

2Takovym piikladem mohou byt pieuréené systémy, které maji vice rovnic nez proménnych,
viz [Horacek| (2011]).

JToto téma je mimo rdmec prace, je mozné nalézt fadu publikaci zabyvajicich se problémem
efektivniho hledani obélky TeSeni soustav. O zapouzdfeni mnoziny feseni mluvi i (Cerny a kol.
(2013).
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3.2 Metoda nejmensich ctverct

VySe zminénd mnozina > nam dava neprazdny vysledek jen v pripadé, ze
soustava y = Xa mé néjaké feseni. Pokud vsSak soustava zadné feseni nema,
¢asto nas zajima alespon priblizné. V pripadé realnych dat je velmi pouzivanou
aproximaci metoda nejmensich ¢tverct (anglicky Ordinary Least Squares), kterou
Ize roz&itit i pro intervalové soustavy (Cerny a kol., 2013).

Definice 3.2. OLS-mnoZina pro intervalovou soustavu y = Xa je definovana
jako
OLS(X,y)={a € R” | 3X € X)(Fy € y) X ' Xa = Xy}.

Vezmeme-li libovolnou moznou realizaci bodu ze vstupnich dat (tedy z kaz-
dého boxu odpovidajictho jednomu pozorovani jeden bod), kterou prolozime me-
todou nejmensich ¢tverct, ziskame nadrovinu, které odpovida néjaky vektor pa-
rametri a € OLS(X, y).

Je ztejmé, ze OLS mnozina parametri piimek obsahuje vsechna feSeni pti-
vodni soustavy y = Xa. Tedy plati ¥ C OLS(X,y). Piimky urcené parametry
z OLS jsou tedy nadmnozinou primek urcenych resenim soustavy. Diky tomu, ze
soustava rovnic X' Xa = X Ty m4 vidy Feeni, je OLS mnoZina vzdy neprazdna.

Zminme, ze pti hledani aproximace OLS mnoziny, lze vyuzit pfepis soustavy

X" Xa=X"y,

ktery je vhodnéjsi pro hledani intervalové obalky (viz Neumaier (1986), vektor b
je zde pridany vektor proménnych, jehoz hodnoty se nevyuzivaji)

(x %)) =)

Prestoze lze najit obal OLS mnoziny, stale pretrvava problém se slozitosti
popisu nadrovin odpovidajicich parametriim z této mnoziny. Tvar oblasti, v niz
se nachazi vSechny nadroviny definované OLS mnozinou, miize byt jesté o néco
komplikované¢jsi nez oblast odpovidajici mnoziné feseni X.

Aby se nam pracovalo s Fesenim 1épe, definujeme nyni vnéjsi model intervalové
regrese. Znamena to, ze ziskame jednodussi popis dat pomoci intervalového pasu.
Disledkem ale bude, ze se oddalime od puvodniho statistického vyznamu regrese
jakozto aproximace dat. Budeme totiz vyzadovat verifikovanost nalezeného resent,
tedy stoprocentni spravnost. To priblizuje intervalovou estimaci vice k feseni pro-
blému hledani konvexniho obalu a oddaluje ji od aproximace dat ve statistickém
pojeti regrese.

3.3 Vnéjsi model (Possibilistic model)

Pri bézném zpracovani namérenych dat nas muze zajimat jednoduchy popis
oblasti, ve které vSechna nameérena data lezi. Tento pozadavek nas muze dovést
k hledani vnéjstho modelu intervalové regrese (anglicky possibilistic model), |Ta-~
nakal (1987)). Pro linedrni regresi tedy hleddme intervalovy pas ohraniceny linearni
funkei (nadrovinou) obsahujici vstupni data (X,y), X € R™*? y € RP. Ukdzku
vnéjsiho linedrntho modelu mizeme vidét na obrazku [3.3
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Obrézek 3.3: Vnéjsi model s redlnymi vstupnimi daty (tabulka .

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
z; 2 4 6 & 10 12 14 16 2 16
y; 14 16 14 18 18 22 18 22 4 32

Tabulka 3.1: Vstupni data pro vnéjsi model, |[Hladik a Cerny] (2012a))

Podobnou snahu miizeme vidét pti vytvareni intervalovych odhadt ve statis-
tice. Statisticky intervalovy odhad ndm dava interval spolehlivosti, v némz se za-
danou (¢asto 95% ¢i 99%) pravdépodobnosti lezi parametr regrese. My se budeme
zabyvat odhady intervalovych past, které s jistotou obsahuji hledany parametr.
Intervalovy pas nam pro jednorozmérna data dava soumérny pas konstantni sirky
kolem regresni primky, coz nemusi byt pro fadu vstupnich dat vhodné.

Realna data

Hledéni feseni linearni intervalové regrese pomoci tohoto modelu je analogii
hledani vnéjsi obalky Teseni intervalového linearniho systému. Chceme nalézt in-
tervalovy pas (definovany parametrem a), ktery ,obaluje“ vSechna vstupni data
(obr. [3.3)).

Tento pozadavek tikd, Ze pro kazdé pozorovani lezi naméfend hodnota y;
v intervalu urc¢eném intervalovym pasem v bodé z;.

\V/j:]_,p yjGy(xj):Xj*a:a0+xj1a1—|—---+xjnan

Nalezneme-li vektor regresnich parametrii a, mizeme pak s jistotou tvrdit,
ze pro j-té pozorovani existuje piimka uvnitf intervalového pésu (urcend néja-
kym konkrétnim parametrem a z daného vektoru parametri a), na které lezi
pozorovand hodnota y;. Pro redlna data ndm tuto informaci vyjadiuje vztah

Vi=1,...p Jda € a:y; = Xj.a.

Jeden z prirozenych pozadavki na hledany intervalovy pas je, aby byl co nej-
uzsi, a tedy obaloval data co nejtésnéji. Formulovany problém nalezeni vektoru a
Ize fesit pomoci linedrniho programovani (Hladik a Cerny, |2012a)), ¢i kvadratic-
kého programovani (Tanaka a Lee, 1998]).

Redlné—intervalova data

V piipadé, Ze vystupni data jsou zatizena néjakou chybou (naptiklad omezeni
presnosti mérictho zarizeni), chceme vyuzit obecnéjsi model a to model pro redl-
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107 1 6 8 10

Obrézek 3.4: Slaby vnéjsi model intervalovych dat nemusi obsahovat cely inter-

valovy box (tabulka

w; (1,2 3,4 [6] [7,8 [9,10]
y, [6,3 [9,5] [7,13] [1,19] [5, 25]

Tabulka 3.2: Vstupni data pro slaby vnéjsi model

nou vstupni matici X € R"*? a intervalovy vektor y = (y,, ... ,yp)T. V takovém
pripadé plati nasledujici ekvivalentni vztahy

\V/]: yers D ngXJ*aH
Vi=1,...,p Vy; €y; Jda € a:y; = Xja.

Interval z j-tého pozorovani lezi uvnitt intervalu daného intervalovym pasem
regresniho modelu v bodé z;.

Chceme-li nalézt teseni realné-intervalového modelu, mizeme vyuzit redukce
na pripad s realnymi daty. Jako vstupni data oznacime vSechny krajni body jed-
notlivych intervalii. Tim se ndm zdvojnasobi mnozstvi dat. Jestlize najdeme in-
tervalovy pas obsahujici vSechny krajni body, je zfejmé, ze bude obsahovat i celé
intervaly.

Pokud zeslabime podminku, Ze musi pro vsechny hodnoty, kterych miize na-
byvat y;, existovat pfimka (z intervalového pasu), na niz y; lezi, ale staci ndm, ze
pro j-té pozorovani existuje alespon jedna libovolna primka z pasu, ktera prochézi
bodem 7z intervalu y;, dostaneme slaby vnéjsi model (anglicky weak possibilistic
model), tedy model, ktery ma méné striktni podminky a plati pro néj nésledujici
ekvivalentni vztahy

Vi=1,...,p Jy€y;Jac€a:y= X;a.
Intervalova data

Pokud zobecnime vnéjsi model pasu pro intervalova data (X, y), X € IR™*?,
y € IR? ziskdvame ekvivalentni podminky pro neznamy regresni parametr a

Vi=1,...p y; € Xj.a,
Vi=1,...,p Vy; €y, 3Xj € Xy da € a1y = Xjua,
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které nam ale nezarucuji, ze regresni pas obsahne celé intervalové boxy (ob-
razek . Takovou podminku spliuje silng vnéjsi model (anglicky strong possi-
bilistic model).

Pro ziskéni silné podminky staci zménit podminku na existenci néjakého bodu
x; € x; pro ktery plati inkluze y; € y(z;) na podminku, Ze inkluze musi platit
pro vsechny body z intervalu ;. Tim ziskdvdme Teseni, pro které plati nasledujici
ekvivalentni vztahy

Vi=1,....,p VX € Xju 1 y; C Xjua,
Vi=1,...,p Vy; €y; VX € Xy Ja € a1y = Xjua.

Hledéni feseni tohoto modelu lze také redukovat na jednodussi pripad. In-
tervalovych dat se lze zbavit tim, Ze kazdy box nahradime pouze jeho krajnimi
vrcholy. Pak vysledny intervalovy pas obsahujici tyto krajni body musi nutné
obsahovat i cely intervalovy box.

3.4 Vnitini model (Necessity model)

V predchozi podkapitole jsme uvazovali pristup, kdy mame intervalovy pas,
ktery se snazime co nejvice zuzit, aby stile obsahoval vSechna data (muze vsak
obsahovat i néco navic). Nyni si predstavime trochu protikladny pristup. Vez-
meme pas, ktery prochazi vsemi namérenymi daty a ten se budeme snazit co
nejvice rozsirovat, aby stale prochazel skrze vsechna méteni.

Tento pristup se muze uplatnit pii potvrzovani hypotéz o chovani dat. Pred-
pokladame, ze néjaka data jsou linearné zavisla, a pokud tomu tak opravdu je,
pak existuje tento vnitrni model.

Kdyz se vratime k definici mnoziny feSeni intervalové soustavy 3 (definice
definované vstupnimi daty (X, y), muzeme nahlédnout, ze mnozina nadrovin
popsana touto mnozinou je vzdy nadmnozinou vnitinitho modelu.

Realna data
Formalné tedy vnitini model mizeme pro realna data popsat jako soustavu
linearnich rovnic

Vi=1,...,p Yj = ao + xj101 + -+ Tjnan = Xjia.

Protoze vstupni data jsou realnd a vynucujeme rovnost, je vektor parametri
degenerovany a také pouze redlny. ReSeni existuje jen v pripadé, ze vSechna data
lezi v jedné nadroviné (resp. na primce).

Redlné—intervalova data

Jiz zobecnéni pro realnou matici X a intervalovy vektor y zac¢ina byt vnitni
piistup zajimavéjsi (obr.|3.5)). Hleddni intervalového pésu lze popsat nasledujicimi
ekvivalentnimi vztahy

Vle,,p ijXj*a,
Vi=1,....p Vac€adycy;:y = Xja.
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Obrézek 3.5: Vnitini linedrni model s realné-intervalovymi daty (tab.

z; 1 2 3 4 5
yj [_67 '2] [_37 3] [_97 2] [_67 5] [_77 10]
z; 6 7 8 9 10

y, [1,13] [1,19] [8,14] [5,25] [-5, 23]

Tabulka 3.3: Vstupni data pro vnitini model

Je tedy pozadovano, aby kazda nadrovina z vymezeného intervalového pasu
protinala vSechna méreni.

Intervalova data

Zobecnéni na intervalova data nam umoznuje dvé riuzné formulace vnitiniho
modelu. U silného vnitrniho modelu musi intervalovy pas prochézet celou sitkou
kazdého boxu. Formalni zapis

Vi=1,...,p: Vo; € X, y; 2 y(z;).

Slaby vnitrni model mizeme formulovat z predstavy, ze pro kazdy box musi exis-
tovat interval y; € y;, ktery je protnut obéma krajnimi primkami intervalového
péasu (tj. krajni pfimky se mohou dotykat boxu pouze v rozich, avsak tyto rohy
musi byt nad sebou).

Vi=1,...,p: 3z; € X;, y; 2 y(z;)

3.5 Srovnani typ1 linearni intervalové estimace

Predstavili jsme nékolik pristupt k linearni intervalové regresi. Nyni porov-
name jednotlivé definice. Budeme diskutovat o extrémnich fesenich jednotlivych
modelil a vse bude ilustrovano nazornymi obrazky.

P1i feseni problému linearni intervalové regrese predpokladame linearni vztah
zévislé proménné y (pozorované veli¢iny) na nezévislé proménné X (vstupnich
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R-R

R-T
[-T I-T
(a) Vnéjsi model (b) Vnitfni model

Obrazek 3.6: Srovnani vnéjsi a vnitini estimace

20



parametrech experimentu). Podle typu vstupnich dat se tedy regrese vzdy snazi
nalézt co nelepsi aproximaci feseni nékteré nasledujici intervalové soustavy.

R-R : XeR™ yeR: y=Xa
RI: XeR"yeclIR': y=Xa
[-I: X elR"P yelR?: y=Xa

Geometrickd predstava zakladnich typt vnéjstho a vnitiniho pfistupu (pro
vstupni data, kde n = 2) je znazornéna na obrazku .

Pomoci mnozinovych operaci miiZzeme definice zapsat vztahy z tabulky [3.4]
Miuizeme snadno vidét, ze hledani vnéjsiho intervalového pasu se s hleddanim vnitt-
niho pasu pro vsechny typy dat lisi obracenim inkluze, resp. znaménka nalezeni.
Pro vnitini model bychom u realnych dat mohli rovnost téz nahradit vztahem
nalezeni a dostali bychom ekvivalentni vyjadreni modelu. Kviili tomu, Ze y je re-
alny vektor, podminka vynucuje degenerovanost vektoru regresnich parametrii a
a model tedy nema feseni, pokud zde nenastane primo rovnost.

Data Vnéjsi pas Vnitini pés
R-R Vi y; € Xja Vi y; = Xja
R-T \V/.] Yy, g Xj*a \V/] Yy, 2 Xj*a

Tabulka 3.4: Porovnani vnéjsi a vnittni estimace pro ruzné typy vstupnich dat
(pro R-T a I-I data zde vidime silnou variantu modelu)

Nyni se podivejme na vSechny definice vnéjsich modelti najednou (v tabulce
a srovnejme si je. Na ilustraci jednotlivych variant (obr. , muzeme vidét
rozdily mezi definici silné a slabé formulace modelu.

Pro redlnd data existuje vzdy Teseni vnéjSiho modelu, protoze pozadavek
na uzavieni vsech dat v intervalovém pasu lze splnit volbou dostatecné vzdale-
nych hrani¢nich ptimek. Hranice lze k sobé libovolné priblizovat, dokud nenarazi
na body vstupnich dat. Pokud vSechna data lezi na pfimce, miize intervalovy pas
degenerovat az do redlné primky.

Data Varianta Mnozinovy zapis Alternativni zapis
R-R - Vji:y; € Xj.a Vida€a:y = X,.a
R-T silna Viiy; € Xj.a VjVy; €y, Ja€a:y; = Xj.a
R-T slaba Vity; N Xj.a #0 Vidy; €y, Ja€ay; = Xj.a
I-I silné Vi VX € Xy y; C Xj.a VjVy; € Y; VX € X5 da€a:y; = Xj.a
I-1 slab4, Vity; C Xjua ViVy;€y; 31X € Xju da€a:y; = Xjua

Tabulka 3.5: Prehled variant vnéjstho modelu

Pro realné-intervalova data zde mame dvé definice, silnou a slabou. Z obrazku
je snadno vidét, ze pokud nalezneme co nejtésnéjsi reseni, je fesenim i libovolné
rozsiteni tohoto pésu (ve sméru Sipek). Silnd formulace vynucuje, Ze vsechny
intervaly musi byt celé obsazené uvnitt nalezeného teseni. Slaba varianta vynu-
cuje pouze neprazdny priunik pasu s kazdym intervalem, muze tedy degenerovat
az na realnou primku. Pfesnéji mize degenerovat az na feseni vnitiniho modelu.
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Poslednim typem dat jsou data nejobecnéjsi, intervalova. Silna formulace opét
vynucuje, ze vsechny data musi byt uvniti pasu. Cely box tedy musi lezet uvnitf,
pokud maji vSechny boxy stejnou vysku a jejich stredy lezi na pfimce, muzeme
nalézt extrémni reseni, které tésné zapouzdiuje vsechna data.

Slaba varianta intervalového vnéjsiho modelu nemusi nutné obsahovat kazdy
box cely. Mtize degenerovat dokonce az na realnou primku. Tato ptimka ale nutné
musi protinat kazdy box v celé jeho vysce, tedy musi existovat tisecka spojujici
horni hrani¢ni interval se spodnim hrani¢nim intervalem, ktera celd lezi uvnitt
nalezen¢ho pasu. Pro dostateéné Siroky pas je zfejmé, Ze je tato podminka spl-
néna.

Data Varianta Mnozinovy zapis Alternativni zapis
R-R - Vi:y; 3 Xj«a Vi :y; = Xja
R-I - Vity; 2 Xj.a VjVa€ady; €y, y; = Xj.a

I-I silné Vi VX € Xy (Y 2 Xjwa VjVac€aVX;, € X, Jy; €Y; 1Y, = Xj.a
I-I slaba  Vj 3Xj. € Xju 1 y; 2 Xjua VjVa€a 3Xj. € X Jy; €y, 1y = Xjua

Tabulka 3.6: Prehled variant vnitiniho modelu

Prehled definic vSech vnitinich modela je v tabulce [3.6], vizualizace jednotli-
vych definic je pak na obrazku 3.8} Hlavni myslenkou hledani tohoto modelu je
nalézt intervalovy pas, ktery je co nejsirsi a zaroven prochéazi vsemi daty, tedy
kazd4d pfimka z tohoto pasu protina vSechna vstupni data (v celé jejich sifce).

Nejjednodussim pripadem vstupnich dat jsou data realna. Avsak hned ta mo-
hou byt nefesitelnym problémem, protoze pokud vSechna nelezi na jedné primce,
neexistuje feseni vnitinitho modelu. Pro realna data ma tedy tento model, pokud
existuje, vzdy tvar redlné primky (resp. nadroviny).

Podivame-li se na data realné-intervalova, opét nam definice modelu dava
podminku, Zze kazda primka pasu musi prochazet vsemi daty. Pokud jsou data
prilis roztrousend, znamena to, ze vnitini model nemusi viitbec existovat, coz muze
znamenat, ze modelované proménné mezi sebou nemaji linearni vztah a je nutné
zvolit jiny model. Jistym ukazatelem toho, jak moc vzddaleni jsme od existence
feseni vnitiniho modelu, miize byt FeSeni slabé formulace vnéjstho modelu. Cim
uzsi je nalezeny pas vnéjsiho slabého modelu, tim blize jsme k feSeni vnitiniho
modelu. Pokud vnitini model existuje, pak vnéjsi slaby model muze degenerovat
az na realnou primku.

Jak se chova vnitini model pro intervalova data? Opét je jistym protikladem
vnéjsiho modelu. U slabé (i silné) formulace problému vynucoval vnéjsi model to,
ze musi existovat primka protinajici celou ,vysku“ boxu. Silna varianta vnifniho
modelu vynucuje to, ze kazdé pfimka z intervalového pasu modelu musi proti-
nat celou ,sitku“ kazdého boxu (na obrazku jsou vidét ukazky nejextrémnéjsi
varianty $itky pésu).

Slaba varianta vnitinitho modelu je volnéjsi a tika, ze pro kazdy box staci
jeden svisly interval pasu, ktery je podmnozinou intervalu odpovidajicitho boxu.
Pokud je tento svisly interval degenerovany, odpovida tomu i pouhy jediny bod,
tedy staci, pokud pas protne kazdy box v alespon jednom bodé.
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R-T silnd R-R

%

R-I slaba R-I

X

[-T silna [-T siln&
E‘? LIHI

I-T slaba [-T slaba
Obréazek 3.7: Vnéjsi model pre- Obrézek 3.8: Vnitini model pre-
hled hled
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4. Postupy linearni estimace

V této kapitole shrneme mozné pristupy k hledani linearni intervalové estimace
dat. Nejdrive popiseme, jak lze vyuzit linearniho a kvadratického programovani,
poté predstavime tolerancni pristup a na zavér odecitaci metodu.

Nyni zminime uzitecnou formulaci intervalu y(z;) (Tanaka a Lee| (1998)) pro
intervalovy linearni model. Tato formulace vyjadruje v jakém intervalu se nachazi
namefend hodnota y; pro vstupni bod z;.

y(z;) = | Xjua® — | X[ja®, Xjua® + | X] jua®| (4.1)

Tvar intervalu vychazi z intervalové aritmetiky a ziskdme ho rozepsanim modelu
intervalové linearni regrese y(z;).

y(fL’j) = Xj*a = Qo + Ijlal 4+ 4+ xjnan =

c A ¢ A c A ¢ A c A ¢ A
= ao—ao,a0+a0}+xﬂ [al—al,a1+a1}—|—---+xjn[an—an,an—|—an =

= [Xja® — |X]ja®, Xjua® + | X]ju0®)]

4.1 Linearni programovani

Pristup linearniho programovani(Peters| |1994)) vychazi z vyse zminéné formu-
lace intervalu PopiSeme vyznam jednotlivych ¢ast{ linedrniho programu (LP)
a ilustrujeme geometricky vyznam na obrazku.

4.1.1 Realna data
Vneéjsi model
Méjme vstupni data (X, y), kde X € RP*" y € RP. Uvazujme model linedrni

Ta a vektor parametrii ve tvaru a = {ac —a®,at + aA}.

regrese y(r) = x
Zformulujeme-li problém hledani (co nejmensi) vnéjsi obdlky vstupnich dat,

ziskdme piimocare formulaci linedrniho programu (ilustra¢ni obrazek |4.1)).

- A
min Zl X |j.a (4.2)
T
Vi=1,...,p y; < Xjua® + | X|jea® (4.3)
Vi=1,...,p y; > Xj.a® — | X|j.a®
a® >0
Hleddame intervalovou primku P(x) = za urcenou vektorem parametru a,

ktera obsahuje vSechna vstupni data. Geometricky vyznam nékterych ¢éasti line-
arnfho programu je znézornén na obrazku [4.1Pro kazdé pozorovani kazdy bod
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X;

Obréazek 4.1: Linearni program pro realna data

x; je polomér vektoru parametrii pasu \Xj*\aA. Abychom ziskali co nejtésnéjsi
obalku dat, chceme minimalizovat vzdalenost hranic¢nich primek od vstupnich
dat, coz vyjadiruje ucelova funkce minimalizujici soucet poloméria primky
v bodech jednotlivych pozorovani.

Aby byla splnéna podminka, Ze intervalova primka obsahuje vstupni data,
musi byt horni hrani¢ni primka

Py(z) = za = za® + |z]a®

lezet ,nad® daty, formalné tedy nabyva pro kazdé x; hodnotu alespoii y;. Splnéni
této podminky pro pripustné feseni linedrniho programu zajistuje prvni sada ne-
rovnosti . Analogicky hrani¢ni primka intervalového pasu urcujici dolni mez
Py(z) = za = xa® — |r|a® musi byt ,pod“ daty a to je splnéno diky druhé
sadé podminek . V neposledni fadé musi byt splnéno, ze polomér intervalové
primky musi byt nezaporny, coz zarucuje nerovnost .

Vnitini model

Podivame-li se na definici vnitiniho modelu pro realna vstupni data (X, y),
v definici mame oproti vnéjsimu modelu obracen vztah nalezeni.

y; 2 Xa

Realnost vstupniho vektoru y vynucuje to, ze pripustné reseni modelu musi mit
degenerovany intervalovy vektor parametri, tedy a € R™. Pro nalezeni feseni
modelu, pokud existuje, proto sta¢i pomoci libovolné metody linearni algebry
vyresit realnou soustavu rovnic y = Xa.

4.1.2 Realné-intervalova data
Vneéjsi model

Prejdeme-li od modelu s redlnymi vstupnimi daty k realné-intervalovym da-
tum (X, y), formulace linedrniho programu se vyrazné nezméni. Sta¢i poupravit
podminky pro jednotlivé hrani¢ni primky a to tak, aby horni hranice lezela ,nad*
hornimi kraji intervalil y; (nerovnice ) a dolni hranice lezela ,pod“ dolnimi
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hranicemi intervalt (nerovnice (4.8)). Ucelova funkce a pravé ¢asti nerovnosti
zistavaji nezménény, pouze se vhodné nahradi y; za krajni body (Cervené zvy-
raznéno). Podminka na nezapornost poloméru vektoru parametri regrese
zustava také stejna.

p
. A
reoA Z X j.a (4.6)
b ]:
Vi=1,...p 7, <X+ |X|ja® (4.7)
Vi=1,...,p gjsz*aC_|X|j*aA

Vnitini model

Vstupni data mame opét (X, y) avSak zdsadné zménime podminku na hle-
danou intervalovou piimku. Chceme, aby prochazela vSemi métfenimi a byla co

vvvvv

ni¢ni primky, viz (4.11) a (4.12), a misto minimalizace poloméru pésu je budeme
maximalizovat (4.10)).

p
}lnziui(; | X |j.a” (4.10)
Vi=1,...,p 7;=Xja +|X|ja> (4.11)
Vi=Ll...p y<Xa - | X |j.a” (4.12)
c>0 (4.13)

4.1.3 Intervalova data

Zobecnény problém pro intervalova data (X,y) jde prevést na redlny pro-
blém. Uvazujme silné varianty vnéjsiho modelu. Nahradime vstupni data redlnymi
body, které odpovidaji vrcholim jednotlivych intervalovych boxt (pro kazdé po-
zorovani). Ziskanim vnéjsiho pasu zapouzdriujiciho tyto body, ziskdme i korektni
vnéjsi pas zapouzdiujici vstupni data. Bohuzel se tim vyznamné zvétsi pocet
vstupnich dat, protoze je tfeba vzit vSechny kombinace krajnich hodnot interval
X j«, y;. Linearni program by tedy byl shodny s programem pro redlné data, ale
s vétsim poctem podminek.

4.1.4 Problémy linearniho programovani

Nyni zminime nékolik Spatnych vlastnosti feseni nalezenych pomoci predstave-
nych linedrnich programt. V nasledujicich kapitolach predstavime pristupy k te-
seni jednotlivych problémi.

Reseni nalezend pomoci zformulovanych linedrnich programi jsou velmi citlivé
na chyby. Pokud vstupni data obsahuji i jen malé mnozstvi chybné namérenych
dat, kterd jsou velmi vzdalena od spravnych dat, vystupni intervalovy pas bude
velmi $iroky a nebude dobfe vypovidat o trendu chovani dat (Peters, [1994).
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Hledani vnéjsiho P,,sj5 a vnitiniho pasu P, prokladajici vstupni data
pomoci zminénych dvou linearnich programi nemusi najit feseni, které splnuje
podminku inkluze (Tanaka a Lee| [1998)), ze vnéjsi pas obsahuje vnitini.

Tanaka-Lee: Pvnz‘ﬁ-ni Q Pvnéjgi. (414)

Podminky formulovanych programu zajistuji, ze inkluze plati pouze pro ob-

last vstupnich dat, ale pri predikci chovani dat se mohou modely rozbihat, viz
obrazek 4.2

(a) Inkluze je splnéna (b) Inkluze neplati

Obréazek 4.2: Tanaka-Lee podminka inkluze

Tento problém lze Tesit pomoci formulace linedrniho programu, ktery resi oba
problémy najednou (Ishibuchi, |1993).

Dalsfm problémem nastinénym v ¢lanku (Hladik a Cernyl 2012a) je $patnd
centralita nalezeného teseni. Jako vylepseni pristupu, ktery resi problém pod-
minky inkluze a zaroven zohlednuje problém centrality, Tanaka vytvo-
ril TeSeni linedrni intervalové estimace pomoci kvadratického programovani. Ten
predstavime v nasledujici ¢asti prace.

Poslednim vyznamnym problémem je tendence k degeneraci nékterych pa-
rametru. Intervalovy parametr je pouze realné cislo, coz miize zpusobit, ze jiné
parametry jsou pak prilis siroké a model opét neni vyhovujici.

4.2 Kvadratické programovani

Nejdiive uvedeme zakladni formulaci kvadratického pristupu (Tanaka a Lee,
1998)) k nalezeni vnéjsi obalky, dale uvedeme kvadraticky program zohlednujici
centralitu nalezeného estimatoru. Jako feSeni problému inkluze vnéjsitho a vniti-
niho odhadu uvedeme kvadraticky program fesici oba odhady zaroven.

V této podkapitole tedy nerozdélujeme jednotlivé problémy pro rizné typy
dat zvlast na hledani vnéjsiho a vnitiniho modelu. Pro redlnd data je feSenim
vnitiniho modelu pouze teSeni soustavy linearnich rovnic, proto se zabyvame
pouze vnéjsim modelem. U dalsich typta dat pak fesime oba problémy najednou,
pomoci jednoho kvadratického programu.

4.2.1 Realna data

Pro redlnd vstupni data (X, y) predpokladejme, Ze mohou byt popséna linear-
nfm regresnim modelem y(z) = " a. Hled4an{ vné&jsf obalky nam déva podminku

Vi=1,....,p: y; € y(zj.),
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¢imz ziskdvame nerovnosti urcujici horni a dolni meze pro kvadra-
ticky program shodné s LP pro hledani vnéjsi intervalové obalky.

Uéelové funkee mé& za ukol minimalizovat polomér pasu, a proto je
definovana jako soucet ¢tvercii vzdalenosti krajii pasu v jednotlivych bodech Xj,.
Oproti LP je zde navic ptridan ¢len zohlednujici hodnotu stfedu parametrického
vektoru (a¢)"a¢ pfendsobeny malym kladnym &slem e.

p
min Z(]Xb*a )2+ e(a®) "a” (4.15)
ac,a® j=1

Vi=1,....,p y; <X;a®+|X]|a® (4.16)

Vi=1,....,p ¥y > X;a®—|X|ja® (4.17)

a® >0 (4.18)

Formulovany kvadraticky program mé mensi tendenci k degeneraci vektoru
parametrt diky tomu, Ze a® nemd sklon byt redlny.

Stale vsak neni fesen problém, ze stredova primka nalezeného intervalového
pasu Spatné proklada data. To lze vytesit pridanim k tcelové funkci vyrazu, ktery
spliuje odhad pomoci nejmensich ¢tvercli. Ten minimalizuje sumu ¢tverct vzda-
lenosti dat od primky, kterou data prokladame.

p
> (y; —a' X5.)?
j=1
Staci tedy pouzit jako ticelovou funkci kombinaci obojiho
P 2
Iniy k1 Z; (|X|j*a ) + ko 2; ( - a,TX]*) . (4.19)
' j= J

Koeficienty ki, ko pak dynamicky mohou urcovat, jak velkou vahu chceme prikla-
dat centralité hledaného modelu linearni regrese.

4.2.2 Realné-intervalova data

Vstupni data feseného problému jsou realnd matice X € RP*™ a intervalovy
vektor y € IR?. Uvazme dva regresni modely. Prvni model ndm ma dat vnitni
intervalovy pas prokladajici vstupni data. Druhy pak vnéjsi intervalovy pas ob-
sahujici vsechna data. Predpokladejme, Ze oba modely maji stejnou stredovou
funkci a lisi se pouze polomérem. Proto vyjadiime vektory parametrii pro vnitini
a vnéjsi model nasledujicim zptsobem:

A
Qynitini = (CL 7avnztrm)

Aynejsi = (a 7a§negsi) (a 7avnztrn1 + d)

Pro vnitini model chceme maximalizovat polomér hledaného pasu, pro vnéjsi
model ho chceme minimalizovat. To vyjadiuji nasledujici funkce.

max Z | vnztrnl
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vnéjsi

p
min Y | X.|al
=1

Sjednoceni téchto pozadavki do jedné ucelové funkce ziskame tak, Zze ode-
¢teme funkci pro vnitini pas od ucelové funkce pro vnéjsi pas. Naslednym zjed-
nodusenim ziskame vyraz (4.20)).

p p
min (Z |Xj*|a$néj§i - Z |Xj*|a$mtfm’>
j=1 Jj=1

p
min Y | | X | (afnéjéi - a’vAnitfni)
j=1

p
min Z ‘Xj*’(afnitfni +d— avAnitfni)
j=1

p
min Y | Xj.|d (4.20)
j=1

/////

splnujici podminku inkluze (4.14]) vypada takto:

i (XD + £[(0) + (@) (121)
Comitin® j=1

J 7=1,....p (4.22)

U; < Xjea® + |Xj*|avAnitfni + | Xjld (4.23)

yj = Xja® — |Xj*|aUAnitfni — | Xjuld (4.24)

U; = Xjea® + |Xj*’a$nitfm’ (4.25)

Y < Xja® — |Xj*|a1)Anitfni (4.26)

Upniging > 0 (4.27)

d>0 (4.28)

(Na obrazku je vidét geometricky vyznam nékterych c¢asti kvadratického pro-
gramu.) Prvni dvé sady nerovnosti (4.23| [4.24) udavaji podminku, ze vnéjsi pas
musf lezet vné vSech y;, a nasledujici dvé sady nerovnosti (4.25] |4.26]) korespon-
duji s tim, ze vnitini pas musi lezet uvniti krajnich bodu jednotlivych y,.
Podivejme se na hledané pripustné feseni daného kvadratického programu.
Z podminky, ze vnéjsi obalka obsahuje vSechna data y; C Xj.a, plyne, Ze vzdy
existuje pripustné reseni tohoto problému. Staci zvolit dostatecné velkou sitku
intervalového pasu. Reseni vnitfniho linearniho modelu vsak existovat nemusi.

4.3 Toleranc¢ni pristup

V této podkapitole navazeme toleranénim pristupem, ktery nam dava postup
k nalezeni intervalového vektoru parametri vnéjsitho a vnitiniho modelu. Tento
pifstup byl publikovan v ¢lanku [Hladik a Cernyl (2012a)).

Tolerancni pristup ma dva hlavni kroky:
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Obrézek 4.3: Ilustracéni obrézek ke kvadratickému programu pro nalezeni vnéjsiho
a vnitfniho intervalového linearniho modelu

1. Nalezeni centralniho vektoru parametri primky pomoci béznych statistic-
kych aproximaci dat.

2. Spocitani nejvhodnéjsiho poloméru vektoru parametri modelu.

4.3.1 Realna data
Vnéjsi model

Pro redlnad vstupni data (X, y) a vnéjsi model chceme nalézt vektor para-
metri regrese a takovy, aby vysledny intervalovy pas urceny timto parametrem
obsahoval vSechna data, tedy

Vi=1,...,p: y; € Xj.a.

Pro tento ucel vyuzijeme formulaci vektoru parametri a pomoci poloméru.
Samotny polomér vyjadiime jako soucin toleranc¢niho vektoru ¢ a koeficientu 6,
jejichz presny vyznam bude vzapéti vysvétlen.

a = [a° — a®,a + a®] = [a° — bc, a’ + Oc]

Vektor a® je sttedem intervalu a. Je uré¢en pomoci libovolného odhadu, ktery
dobre aproximuje vstupni data. Muzeme pouzit napiiklad metodu nejmensich
étverett, tedy a® = (X7 X)~1X Ty, nebo libovolny jiny statisticky piistup pro re-
alna data. Tento postup odpovida prvnimu kroku toleranc¢niho pristupu.

Vektor ¢ je dany toleranéni vektor urc¢ujici miru vlivu jednotlivych parametri
na Sitku vysledného intervalového pasu. Vektor ¢ je nezaporny. Lze ho definovat
jako vektor jednicek, pokud chceme absolutni toleranci, ¢i jako ¢ = |a°| pro re-
lativni toleranci. Dalsi moznosti je pro néjakou zvolenou indexovou mnozinu [/
definovat

la$| proi €I,
Ci = .
0 proi¢l.

Na obrazku 4] mtZzeme vidét vliv hodnot toleranéniho vektoru na chovani es-
timatoru. Volbou vhodné indexacni mnoziny lze docilit, Ze pas bude obsahovat
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(a) ¢ = |a’[ = ([agl, laf]) (b) ¢ = (lagl,0) (¢) ¢ = (0, ag])

Obrézek 4.4: Vliv toleran¢niho vektoru na tvar nalezeného teseni. Pés je interva-
lova ptimka y = ag+a 2. (Stfedova piimka je zndzornéna ¢erné, hraniéni primky

Cervené, data viz )

pouze piimky rovnobézné se stiedovou (obr. , pripadné primky lisici se pouze
sklonem (obr. [4.4d).

Abychom ziskali vysledny intervalovy vektor a parametr urcujici intervalo-
vou primku obsahujici vSechna vstupni data, potfebujeme urcit polomér pasu a to
pomoci urc¢eni hodnoty toleran¢niho koeficientu . Aby byl splnén prirozeny po-
zadavek na co nejuzsi vysledny pas, je tfeba urcit o jako co nejmensi. Konstantu
uréime podle nasledujici véty [4.1{jako ¢ := 0* tak, aby odpovidala tésné bodu nej-
vzdalenéjsimu od stredové primky. Tedy vsechny body vcéetné nejvzdalenéjsiho,
budou obsazeny uvniti intervalového péasu.

Toleranc¢ni koeficient d 1ze interpretovat jako ukazatel toho, jak dobre nalezeny
model odpovida vstupnim datim. Pokud je 6* = 0, znamena to, ze data lezi
pifmo na nalezené piimce, tj. y = Xa. Cim vétsf je toleranéni koeficient, tim
hiire kopiruje model chovani dat.

Véta 4.1. Pokud pro néjaké j € {1,... p} plati, ze | X|;.c = 0 a y; # X;.a° pak
neexistuje zadna 0 splnujici:
Vje{l,....p} 3d’ €[a®—dc,a® +dc] 1 y; = Xjud'.
Jinak existuje
0" := max 7|yj - Xj*ac|7
JilX|e>0 | X e

kde z definice max () = 0. Pak ¢* je nejmensi toleranc¢ni koeficient.

Cely diikaz zminéné véty je mozné najit v Hladik a Cerny| (2010).

4.3.2 Realné-intervalova data

Toleran¢ni pristup pro redlné-intervalova data (X, y) vychézi opét ze stejné
formulace vektoru parametri pomoci sttedového vektoru, toleran¢niho vektoru
a toleranc¢niho koeficientu

a = [a® — dc,a’ + dcl.

Stredovy vektor a® je opét urcen vhodnou redlnou aproximaci, toleran¢ni vektor ¢
je urc¢en podle stejnych pozadavki jako pro realna data. Posledni neznamou ¢asti
potfebnou k vytvoreni vysledného intervalového pasu je tolerancni koeficient 9,
ktery ziskdme z redukce problému na pomocny redlny problém s daty (X, /).
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Vnéjsi model

K nalezeni vnéjsiho intervalového pasu vyfesime pomocny problém (X, 7/)
s danymi a, c. Nalezenim §* ziskdme parametr ¢ pro ptivodni problém (X, y).
Pomocny redlny vektor y vytvoifme tak, ze vezmeme z kazdého y; jeden krajni
bod, a to ten vzdalenéjsi od stredové primky Xa®.

J = {yj pokud |y, — Xj.a| = [7; — Xj.a
=

y; Jinak

Urcenim 0* pro (X,y’) podle véty pro realnd data, ziskdme minimalni &
pro puvodni data (X,y). Tim ziskdme i nejuzsi mozny pas obsahujici vSechna
data urceny hrani¢nimi primkami xa, xa.

Vnitini model

Pokud redlna regrese urcend stredovym parametrickym vektorem a® protina
vSechna vstupni data, miizeme urcit i vnittni model dat. Nyni vSak musime zvolit
nejmensi 0 pres vsechna pozorovani j € 1,...,p, abychom zarucili, ze kazda
pifmka v nalezeném péasu protina kazdy interval y;.

Opét provedeme redukei na realna data (X, y'), nyni vsak z kazdého intervalu
vezmeme jako y; vZdy krajni bod, ktery je blizs{ ke stiedovému odhadu.

, _ Ju; pokud |y, — Xj.a|<[y; — Xj.a
Ui y; Jinak

Véta 4.2. Pokud Xj.a ¢ y; pro néjaké j € {1,...,p}, pak vnitini model nema

reSeni. Jinak . .
0" := min 7’% — X

FilX|e>0 | X e

je nejvétsi mozna § > 0 spliujici podminku (silného) vnitintho modelu

Vi=1,...,p: y; 2 Xja.

4.3.3 Intervalova data
Vneéjsi model

Mame-li intervalova data a chceme nalézt jejich silnou vnéjsi obalku, pou-
zijeme stejné jako u realné-intervalovych dat redukci na realny pripad. Obalku
nasich vstupnich dat X € IR™ ",y € IR™ najdeme pomoci feSeni dvou pomoc-
nych problémii s daty (X9, y9) a (X", y"), kterd jsou pouze redlna. Opét budeme
hledat co nejmensi koeficient §, avSak zvlast pro dolni a horni hranice intervala
Y;-

Pro dané dva realné problémy najdeme 9} a d;. Vysledny hledany parametricky
vektor a ur¢ime za pomoci vétsiho z parametri.

0" = max{d}, 9, }

a=[a°—0%c,a®+ 6"
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Obréazek 4.5: Prvni pomocny problém (X9, y?)
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Obrazek 4.6: Druhy pomocny problém (X" y")

Redukci na pomocné problémy provedeme tak, ze y;-l, y;-’ zvolime jako dolni,
resp. horni hranici intervalu y,, redlné x;ll-, xé‘z bude zvoleno opét jako bod inter-
valového boxu, ktery je co nejvzdalenéjsi od realné stredové aproximacni primky.
Zjednodusené teceno, pokud v daném bodé stredova primka pasu roste ¢i klesa,

zvolime vzdy vzdalenéjsi hranici intervalu X ..

1. redukce 2. redukce
d_ ¢ _ )T a0,z oai 20
Yi =Y, Tj= .. Yy =Y; Tyh=9y_ ..
Zj; Jinak Tj Jjinak

Timto jsme ziskali nejuzsi moznou dolni hrani¢ni primku uréenou vektorem
a® = a® — 0%c a horn{ hranici uréenou pomoci a" = a® + §ic. Pro vysledny pés
vybereme toleranc¢ni koeficient 0* odpovidajici vétsimu polomeéru.

4.3.4 Chyby méreni

Nyni si predstavime jesté jedno vyuziti interpretace toleranéniho koeficientu.
Jak pomoci néj odstranit hrubé ndhodné chyby méfeni (anglicky outliers).

Toleran¢ni koeficient ma primy vztah k poloméru nalezeného intervalového
pasu pri modelovani dat. Pro kazdé pozorovani, tedy kazdé 7 = 1,...,p nam
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Obrézek 4.7: Sestupné settizené toleranc¢ni koeficienty pro data tab. , obr. 3.3
Z grafu vidime, ze métfeni odpovidajici prvnim dvéma koeficientim jsou pravde-
podobné chybna.

parametr ¢ urcéuje minimalni polomér pasu takovy, aby hrani¢ni primka procha-
zela bodem y;, resp. jeho odpovidajicim nejvzdalenéjsim krajnim bodem. Chybna
meéreni lze poznat jako body, které tento polomér neprimérené rozsiruji.

SetTidime-li vSechny koeficienty ¢; = %{776“1' spocitané podle vzorce ve vété
4.1 (o pocitani delty), mizeme nahlédnout, zda jsou nékteré koeficienty vyrazné
vetsi nez zbyvajici (viz obrazek . Meéteni odpovidajici prilis velkému toleranc-
nimu koeficientu ; pak mizZeme prohlasit za chyby méfeni a jim odpovidajici
pozorovani odstranit ze vstupnich dat. Nasledné prepocitani regresniho modelu
nam da lepsi vysledny intervalovy pas.

4.3.5 Vyhody postupu

Hlavni problémy, které toleranc¢ni pristup resi 1épe nez naptiklad ptistup po-
moci linearniho programovani, jsou:

o Dobré centralita nalezeného teseni. Stredova primka nalezeného intervalo-
vého pasu dobfe aproximuje data.

 Citlivost k chybam. Toleran¢ni pristup umoznuje snadnou detekci hrubych
chyb méreni, jejichz odstranénim lze ziskat lepsi regresni model.

o Vyvazenost. Diky toleranénimu vektoru lze zamezit nezddoucimu efektu,
ze nekteré parametry regresniho modelu degeneruji a jiné jsou na jejich
ukor prilis siroké.

Diky témto vyhodam se intervalova regrese zbavuje Spatnych vlastnosti, které

ji podle Kim a kol.| (1996)) znevyhodnovaly vié¢i béznym statistickym metodam.

4.4 QOdecitaci pristup

Poslednim pristupem, ktery je vhodny pro hledani vnéjsiho modelu vstupnich
dat, je odecitaci metoda. Ta je zalozena na transformaci dat a jejich posunu
odeé¢tenim realného regresniho estimatoru. Jeji hlavni vyhodou je snadnd tprava
pro feseni nelinearnich regresnich tloh.

Postup:
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1. Realnd linearni regrese

Nalezeni redlné linearni regresni kiivky y(z).

2. Transformace vstupnich dat

Posun dat, tj. odecteni realné regresni ktivky z 1. kroku od hodnot vstup-
nich dat. V pripadé redlné-intervalovych dat a intervalovych dat dojde jesté
k redukci vstupnich dat na data realna. Pro vstup (X,y) jsou vytvorena

data (X, 7).

3. Intervalovy pas
Nalezeni hrani¢nich primek intervalového pasu zapouzdrujici data (X 7).
Ve dvou krocich se najde nejdriv horni hranice f), a nasledné dolni hranice
fa. Kazdé z hranicnich pimek je hleddna nezdvisle na druhé. Vysledkem je
tedy intervalovy pas P(z) definovany funkcemi fy, fp.

4. Transformace feseni podproblému na Teseni ptuvodni tlohy

Posun intervalového pasu z 3. kroku prictenim realné regresni kiivky z 1.
kroku. Je tedy nalezen pds P(z) zapouzdiujici vstupnf data (X,y), ktery
je definovany funkcemi f; = fq+ vy, fn = fn +v.

Pokud jsou vstupnimi daty algoritmu piimo realnd data, muzeme postu-
povat presné podle uvedeného postupu. Pro intervalové-realny vstup probéhne
v 2. kroku transformace dat i jejich redukce na realna data. Vstupni data pod-
problému jsou uréena jako (X, %), kde

()

Yposun - — Y — y(X)a

~ y osun
Zposun

U obecnych intervalovych dat je nutné zahrnout do (X ,¥) vSechny vrcholy vstup-
nich boxi.

Vyhody a nevyhody
Jako vyhody tohoto postupu muzeme uvést:

o V tadé pripadi mtizeme ziskat uzsi pas nez pouzitim toleranéniho pristupu.
A to diky nevyzadovani symetrie pasu podle centralni nadroviny. Toto ilu-
struje obrazek [4.8]

e Snadnd rozsititelnost postupu na nelinearni regresi.

e Moznost vyuzit k TeSeni redlné regrese nebo intervalové. V kroku tii lze
vyuzit pfimo metod pro nalezeni intervalové linedrni regrese.

e Zjednoduseni intervalovych problémut na problém s realnymi daty.
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Obrazek 4.8: Centralita na tkor sirky pasu

| )

(a) Odecitani estimatoru s prilis si- (b) Odecteni estimatoru (uzsi pés
rokym pasem (dobra centralita na splnujici pozadavky vnéjsiho inter-
ukor sirky) valového modelu)

Nevyhodou je horsi centralita nalezeného feseni. Tedy ze stiedova nadrovina
nemusi prilis dobre popisovat data.

Pokud vsak chceme tuto vlastnost zachovat, mizeme v kroku, kde dochazi
k transformaci dat, po posunuti vzit absolutni hodnotu daného ¢isla, pak nalézt
pouze horni hrani¢ni primku a jako dolni hrani¢ni pfimku pouzit primku zrca-
dlové otocenou kolem osy x. Pokud bychom zachovali pravidla urcovani hranice
vyuzivané u toleran¢niho pristupu, pak davaji tyto postupy stejny vysledek.
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5. Nelinearni intervalova estimace

Predchozi ¢ast prace popisovala pouze linedrni pristupy k intervalové esti-
maci, nasledujici ¢ast se bude vénovat pripadtm, kdy pracujeme s daty, u kte-
rych predpokladame jinou nez linearni zavislost a chceme je prolozit jinou ktrivkou
nez piimkou (resp. nadrovinou). V prvni ¢asti kapitoly uvedeme zpuisoby feseni
pomoci linearizace funkce, kterou chceme data prokladat, v druhé ¢asti pak zo-
becnime odecitaci metodu pouzitou pro linearni estimaci pro nelinearni data a na
zaver teoretické c¢asti prace zminime iterativni toleranéni metodu.

5.1 Linearizace

Radu funkci, které mohou vyjadiovat zavislost dat, miiZzeme pfrevést pomoci
transformace parametrii na problém, ktery lze Tesit fesenim linearni soustavy
rovnic. Tento zptusob je velice uzitecny a miuze vyuzit libovolnych existujicich
resici intervalovych soustav. Bohuzel ne vSechny funkce lze linearizovat, takze
pouziti této metody je omezené.

Priklady jednotlivych funkci, véetné prevodu na linedrni formu, jsou v sou-
hrnné tabulce [5.1] sestavené podle [Sit a kol (1994). Pro danou funkei vytvoiime
linearni tvar, ktery je fesitelny linedrni soustavou a nésledné prevedeme ziskané
parametry pomocné funkce na parametry puvodni nelinearni funkce.

Funkce Linearni forma Parametry
Y =a+bX — —
Y =a+bX +cX?
Y =a+bX +cX?+dX3
Y:% 1 %A:§+B a=Ab=B
Y = e I LA a=Ab=B,c=C
Y= meraore = 24B+C0X+DX? a=Ab=B,c=Cd=D
Y=%+bX+c Y=A4+BX+CX! a=Cb=DB,c=A
Y = aebX In(Y)=A+ BX a=et,b=DB
Y =erbX In(Y)=A+ BX a=Ab=-B
Y = aet/X mY)=A4+2 a=et,b=DB
Y = ab¥ — aeX®) In(Y)=A+ BX a=edb=eP
Y = apX <)’ n(Y)=A+BX +CX? a=etFo b=eCc=38
Y = ela+b/X) In(Y)=A+2 a=Ab=B
Y=1-e In[LIn(Y)] = BX b=B
Y =a(l — e tX)° In[1—(¥)¥] =BX b=-B
Y= —fx In(2 —d)=B+CX b=B,c=—C
Y = et (% —1)=B+CX b=B,c=—C
Y =ae ¢ ln[—ln(%)}:B—l—CX b=B,c=—
Y =aX? In(Y)=A+ Bln(X) a=eb=B
Y =aXbcX In(Y)=A+BIn(X)+CX a=eb=DB,c=e"
Y = aXbeX In(Y)=A+BIn(X)+CX a=etb=B,c=C
Y =a+bn(X) — —

Tabulka 5.1: Linearizace funkei

Pro ilustraci rozebereme par ukazkovych prevodi podrobnéji.
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Exponencialni model

Mame-li data, kterda chceme aproximovat exponencialni funkci, hledame popis
exponencialni kiivky
y=a- bxa
kde x, y jsou vstupni data a a, b jsou hledané parametry urcujici tvar exponencialy.
Pro prevod problému na linearni regresi zlogaritmujeme danou rovnici a ziskame

In(y) = In(ab?),
In(y) = In(a) + x In(b).

Preznacenim jednotlivych parametrii dostaneme
y = A+ Buz.

Nyni stac¢i nalézt pro data x, y' = In(y) ptimku ' = A+ Bz prokladajici jiz line-
arni model a z jejich koeficienttt dopocitame koeficienty exponencidly aproximujici
pivodni data z, y.

Mocninny model

Rovnice kiivky mocninné funkce je y = a - 2°. Zopakujeme trik pouziti zloga-
ritmovani
In(y) = In(az?)

In(y) = In(a) + bln(x)
y =A+B-1.

Dostaneme problém linearni, avsak s jednou komplikaci navic. Oproti exponen-
cidlnim dattim musime zlogaritmovat nejen hodnoty y (y' := In(y)), ale i vstupni
hodnoty z (2" = In(x)). Zjednodusilo se ndm vsak dopocitavani koeficientt. Po na-
lezeni primky 3/ = A+ B-x’ aproximujici zlinearizovana data ndm staci pro urceni
mocninné funkce aproximujici ptivodni data pouze spocitat parametr a, parametr
b prepocitavat nemusime.

CLIGA

b=DB

5.2 Odecitaci pristup

Jak se vyporadat s nelinearnimi daty, ktera chceme prolozit intervalovou kiiv-
kou, a zaroven hledany model nemizeme linearizovat, budeme zkoumat v této
podkapitole. Metoda vyuziva hledani linedrni intervalové regrese.

Predpokladejme, ze mame vstupni data (X, y), X € RP*" y € IRP. Potiebu-
jeme najit vnéjsi model dat. Tedy hleddme intervalovy pas P(z), ktery obsahuje
vstupni data. Predpokladejme, Ze zname realnou funkci f : R® — R, ktera po-
pisuje trend chovani vstupnich dat. Tuto funkci lze ziskat béZnymi (redlnymi)
statistickymi postupy nebo tfeba pomoci numerické interpolace dat.

Nalezeni intervalového pasu P(x):
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1. Odeéteni funkce f od vstupnich dat. Tim vytvorime podproblém s daty
(X, 9).
Vied{l,....p}:9; =y, — f(X;)

2. Vyfesime estimaci dat (X, §) pomoci linedrni estimace. Ziskdme tedy line-
arni intervalovy pas s horni hrani¢ni primkou f; a dolni hrani¢ni primkou

fa-

3. Uréime P(z) jako intervalovy pés s hrani¢nimi kiivkami
fo=F+In,
fa= T+ Ja

Neurc¢ime-li kazdou hrani¢ni primku zvlast, ale urcime je napriklad pomoci
toleranc¢niho pristupu, ziskame timto postupem intervalovou kiivku jejiz obé hra-
ni¢ni krivky jsou popsany funkci stejného tvaru, lisici se pouze svymi parametry.
Ktivka je linearni kombinaci ptivodni funkce s linedrni funkci. Nalezeny vektor
parametru zajistuje, ze intervalovy pas je ,soumérny“ podle funkce f(x), v kaz-
dém bodé X, je f(Xj.) stfedem intervalu P(X;,). Diky tomu ma intervalovy
pas P(z) dobrou centralitu (stfedova kiivka dobte popisuje chovani dat). Avsak
sitka nalezeného pasu muze byt zbytecné velka. Tuto nevyhodu postupu ilustruji
obrazky [4.8b]

Dalsi variantou feSeni je hleddni jednotlivych posunt f(x) (nahoru a dolu)
zvlast. V 2. kroku chceme najit zvlast horni hraniéni primku a zvlast dolni hra-
ni¢ni primku. To Ize Tesit naptiklad pomoci linedrniho programovani. Necht (X,y)
jsou vstupni data a (X, ¢) jsou vstupni data posunutd o funkei f(z). Pak pfimka
fa(x) = aX je feSenim

malnz | Xjwa — gj|
j

gj = Xj*a

a urcuje spodni hranici intervalového pasu P(z). Horni hranice je pak urcena
ptimkou f(x) = aX pro
malnz | Xjua — 74
J

Pokud bychom chtéli postup aplikovat na intervalova data, problém se zkom-
plikuje. Pokud funkce urcujici stfedovou kiivku intervalového pasu neni mono-
tonni ve svych proménnych, je komplikované nalézt obraz intervalu X, a tedy
urcit horni, resp. dolni hrani¢ni funkei.

5.3 Toleranc¢ni pristup

Pro nékteré tiidy funkci lze pouzit toleranc¢ni ptistup publikovany v Hladik a
Cerny| (2012b). Jde o iterativni metodu hledajici vnéjsi model. Pro nalezeni apro-
ximacni parametrické funkce s vektorem parametrii @ v proménné x se postupuje
nasledujicim zptsobem:
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1. Nalezne se redlna aproximace pomoci tradi¢nich redlnych nelinearnich re-
gresnich postupti, ¢im je urcen stfedovy vektor parametri a®. Je dan tole-
rancni vektor ¢ (bézné jako ¢ = |a®| ¢ic = (1,...,1).

2. Je nalezen koeficient §. Nejdrive je inicializovdan 6 = 1 a nésledné se pro
zvoleny pocet iteraci opakuje: Pro kazdé¢ j = 1,...,p, pokud y; je uvnits
obrazu intervalu x;, zmensi 9, jinak zvétsi.

Pokud je 0 zvétsovana ¢i zmensovana ptilenim, pak metoda konverguje ex-
ponencialné rychle k optimu. Pro praktické vyuziti proto staci pouzit priblizné
10 iteraci pro nalezeni aproximace dat. V jistych pripadech algoritmus nekonver-
guje k feseni, piikladem muze byt Gompertzova kiivka

z—aq

flz)=¢° 7,2 € RU{—00,00},

pokud vstupni data obsahuji bod z =0, y = 1.

Metoda je vhodna pro funkce, které jsou analyticky vyjadritelné jako vyrazy
slozené z operaci +, —, x,+ a zakladnich (spojitych redlnych) funkci, které lze
vyhodnotit na intervalu. Navic jsou monoténni v kazdém svém parametru, pii-
padné i v kazdé proménné a kazdy parametr, pripadné proménna, se ve vyrazu
objevi nejvyse jednou.
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6. Aplikace metod

6.1 Pouzity software

V roce 2015 vysel standard intervalové aritmetikyﬂ, ktery definuje, jak presné
ma byt korektné implementovana intervalova aritmetika v pocitacich. Tento stan-
dard je v soucasné dobé implementovan a bezplatné pristupny v knihovné pro
C++ a v intervalovém baliku pro GNU Octave.

GNU Octave je prostiedi s jazykem zamérujici se na matematickd vyuziti.
Je to multiplatformni free software s moznosti vizualizace dat. Dalsi vyhodou je
castecna kompatibilita zdrojovych kodi s komerénim systémem Matlab. Pivodné
zacaly metody vznikat jako kéd pravé pro Matlab.

Naimplementované metody jsou soucasti intervalového baliku LIME pro GNU
Octave, ktery je vyvijen studenty Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Kar-
lovy. Pavodné vznikal pro pouziti v Matlabu a vyuzival baliky Intlab a Versoft.
Nyni je vSak primarné urcen pro GNU Octave a vyuziva jeho balik pro intervalové
pocitani.

P1i vytvareni této prace bylo pouzito GNU Octave verze 4.0.0 a intervalovy
balik verze 2.1.0.

Neékteré dalsi dostupné softwarové moznosti pro intervalové pocitani zminuje

Horacek (2011).

6.2 Implementace

Nazev Vzorec
lin’ Y =a+0bX
"quad’ Y =a+bX +cX?
‘cub’ Y =a+bX +cX?2+dX3

‘exptypel’ Y = ae®X
‘exptype2’ Y = e 0X
‘exptyped’ Y = ae?X
‘exptyped’ Y = ab¥
‘pow’ Y =aX?
‘exppowtypel’ Y = aXbcX
‘exppowtype2’ Y = aXbeX

'log’ Y =a+bIn(X)
"loglin’ Y =a+bX +cln(X)
‘explin’ Y =a+bX + ceX

‘eplintype2’ Y =a+bX +ce(=%

Tabulka 6.1: Flagy pro jednotlivé typy funkci

Soucasti elektronické prilohy této préace je implementace toleranéni metody
pro linearni regresi a odecitaciho pristupu pro nelinedrni estimaci. Déle jsou zde
pomocné funkce, nékolik demonstrac¢nich skriptii a vstupni data ukazkovych pri-
kladii. Ve slozce doc se nachazi html dokumentace v niz jsou popsany jednotlivé

IThe Institute of Electrical and Electronics Engineers| (2015))

41



funkce. Je zde uzivatelska dokumentace popisujici vstupni a vystupni parame-
try funkci a programatorska dokumentace, ktera obsahuje poznamky k vlastni
implementaci.

Funkce hledajici vnéjsi model podle toleranéniho pristupu (funkce linregtol)
je naprogramovana podle ¢lanku Hladik a Cerny (2012a)). V¥stupem metody jsou
intervalové parametry kiivky modelujici data.

Odecitaci funkce vyuziva k vyfeseni linearniho problému toleran¢éni metodu.
Funkce estimationoutersep hleda intervalovy pas pomoci odecitaciho postupu
popsaného v kapitole ktery urci kazdou hrani¢ni funkci pasu zvlast. Pas
symetricky podle redlného estimatoru hleda funkce estimationouter.

Modely, které lze pomoci naprogramovanych funkei hledat, jsou v tabulce[6.1]

6.3 Linearni intervalova estimace

Pro ilustraci linearni estimace pouzijeme piiklad s realnymi vstupnimi daty
(X,y). Hodnoty nezavislé proménné X jsou teplota p-Xylenu, ktery se vyuziva
k vyrobé polymert, v kelvinech. Méfené hodnoty y jsou pak rychlost sifeni ul-
trazvukovych vln v metrech za sekundu v této kapaliné. Vstupni data (Bank,
Dortmund Datal, [2017) méfen{ mizeme vidét v tabulce 6.2}

Predpokladdme linearni zavislost rychlosti sifeni vin na teploté. Pro estimaci
dat jsme pouzili linedrni tolerancéni pristup (obr. a odecitaci metodu (obr.
[6.1b). Toleran¢ni p¥istup nejdiive odhadne pomoci regresni metody nejmensich
¢tvercu stiedovou piimku (zndzornénou ¢érkované)

y = 2304.071 — 3.3208z,

jejiz parametry jsou stfedovym vektorem parametrického vektoru a, tedy a¢ =
(2304.071, —3.3208) ". Pouzili jsme zde relativni toleranci, kde toleranéni vektor
je absolutni hodnotou stiedového vektoru ¢ = (2304.071, 3.3208)". Po spocitén{
vSech tolerancnich koeficientti 6 byl urc¢en polomér vektoru parametrii a vysledny
intervalovy pas je definovany intervalovou primkou

y = [2295.6, 2312.5] + [—3.3328, —3.3085]x.

Dalsi pouzitou metodou byl odecitaci pristup. Ten vyuziva stejné stredové
primky y. Néasledné od vstupnich dat odecte tento stiedovy estimator a vytvori
posunutd data y; = y; — y(z;). Pro tyto data urci samostatné (pomoci tole-
rancniho piistupu) horni a dolni hrani¢éni funkci. Vysledny péas je pak ohranicen
funkcemi

n =1y +344.47 — 1.102x,
fa =1y —26.023 + 0.057243x.

Na obrazku vidime obé pouzité metody. Oba pristupy nam davaji ve-
rifikovany pas, ktery zapouzdiuje vsechna vstupni data. U pasu urceného tole-
ran¢ni metodou vidime, Ze centralni primka pésu dobfe popisuje data. Diraz
na centralitu a z ni vyplyvajici symetrie vsak zptisobuji, Ze intervalovy pas neni
nejtésneéjsi mozny. Na obrazku vidime pouziti odecitaci metody, ktera také
charakterizuje trend dat. Hlavni zfetelnou vyhodou je, Ze 1épe zohlednuje, jak se
chovaji horni a dolni okraje dat.
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Obrézek 6.1: Zavislost rychlosti siteni ultrazvukového vinéni na teploté kapaliny

z; 293.15 293.15 29815 298.15 302.65 303.15 303.15 308.15 313.15
y; 1324.0 1330.0 1308.2 1326.0 1310.0 1290.0 1301.0 1276.0 1263.0

Tabulka 6.2: Vstupni data pro linearni estimaci

6.4 Nelinearni intervalova estimace

Priklad nelinearni estimace ilustrujeme na intervalové-realnych datech pochéa-
zejicich z diagnostiky plicnich funkci — konkrétné na prikladu vyplavovani dusiku
z plic Cistym kyslikem. Anonymizovand data byla naméfrena a predzpracovana
v ramci grantu GAUK ¢. 174815, na kterém spolupracujeme s 2. 1ékaiskou fakul-
tou UK. Nami vybrany datovy soubor obsahuje koncentrace dusiku (v procentech)
meérené na konci jednotlivych dechu. Intervaly na ose y jsou urceny podle chyb
jednotlivych méricich senzort, ze kterych se pocita vyslednd koncentrace dusiku.

Na vstupni data aplikujeme intervalovou metodu nejmensich ¢tverct, tole-
rancni pristup a odecitaci pristup.

6.4.1 Metoda nejmensich ¢tverca

Pokud nevime nic o chybach vstupnich dat a nemutzeme predpokladat né-
jaké rozdéleni chyby na danych intervalech, nabizi se pouzit intervalovou me-
todu nejmensich ¢tvercli. Na obrazku jsou znazornény vysledky této metody
s pouzitim riznych typt modeli. Znazornény intervalovy pas vzdy zapouzdiuje
vsechny krivky, které vzniknou pouzitim reidlné metody nejmensich ¢tvercta pro
libovolnou realizaci dat.

7 prehledového obrazku muzeme vidét, ze nékteré pouzité modely vstupnim
datim viubec neodpovidaji (’exptype3’, ’exptyped’). Dalsi modely zalozené na ex-
ponencidlni kfivce Spatné kopiruji zac¢atek dat, i kdyz pozvolny konec aproximuji
veelku dobte ("exp’, ’exptype2’). Mocninnd funkce hiife popisuje stfedni ¢ast dat
("pow’, ’exppowtypel’; ‘exppowtype2’). Kiivky zalozené na logaritmické funkci
dobfe kopiruji zac¢atek dat (’log’, "loglin’). Dobrym zptisobem popisuje celd data
funkce, kterd je souctem logaritmické kiivky s linearni, 'loglin’ model. Pas se vsak
na konci rozevira, coz mize byt nevhodné pro predikci dat.

Detailni obrazek modelu "loglin’ nam ukazuje, ze vstupni data nemusi byt
zahrnuta vzdy uvnitt pasu uré¢eného metodou nejmensich ¢tverct.
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Obréazek 6.2: Intervalova metoda nejmensich étverct
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Obrazek 6.3: Intervalovd metoda nejmensich ¢tverci, model ’loglin’

44



6.4.2 Toleranéni metoda a odecitaci metoda

Chceme-li ziskat verifikovany pas uzavirajici data, neni metoda nejmensich
¢tverci vyhovujici a je tfeba pouzit jiny pristup k intervalové estimaci. Vnéjsi pasy
zapouzdiujici vsechny intervaly vidime na obrazcich a[6.5] V obou pfipadech
je pouzit model ’loglin’.

Obé metody vyuzivaji jako inicializa¢ni feseni redlnou estimaci pomoci me-
tody nejmensich ¢tvercti aplikovanou na stredy intervali, ta proklada data realnou
funkci

y(x) = 79.207 + 0.6864 - x — 28.612 - log(x).

Analytickou linearizaci modelujici funkce a pouzitim linearniho toleran¢niho
pristupu s relativni toleranci (tolerancni vektor je volen jako absolutni hodnota
vektoru parametri funkce y(x)) ziskdme intervalovy pas popsany funkci

y = [76.164,83.227] + [0.69139, 0.75551]z + [—30.373, —27.795] log(x).

Tento péas vidime na obrazku Nevyhodou tohoto postupu linearizace a zpét-
ného prevodu je, ze funkce urcend stredovym vektorem parametrt nyni nelezi
ve stredu intervalového pasu. Z obrazku také mtzeme vidét, ze intervalova krivka
se na konci rozevira, coz nemusi byt zadouci. Proto mtze byt vhodnéjsi pouzit
odecitaci metodu.

Na vstupni data jsme aplikovali nejdiive posun odec¢tenim redlné estimacni
funkce y(x), a poté jsme pouzili linedrni toleranéni piistup k urceni primek za-
pouzdiujici posunutd data (s absolutni toleranci povolujici jen posun). Kazda
mezni funkce byla urcena samostatné. Tim jsme ziskali intervalovy pas, jehoz
horni a dolni hrani¢ni funkce jsou

Fu(@) = y(x) + 3.9928 — 0.038873 - ,

fa(z) = y(x) — 3.6005 + 0.037183 - z.

Vykreslené funkce vidime na obrazku [6.5] Protoze vysledny pés vznikl pricte-
nim klesajici pfimky (u horni hranice) a rostouci (u dolni hranice) vidime, ze
intervalovy pés se na konci zuzuje. Zaroven stéle velice tizce kopiruje zacatek dat.
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Z.aver

Prace podava uceleny souhrn pristupt k intervalové estimaci. Nejprve jsme
zminili zakladni pojmy intervalové analyzy a zavedli jsme pojem intervalového
pasu.

Popsali jsme koncept redlné regrese pro ruzné typy vstupnich dat (redlna,
realné-intervalova, intervalova). Dokdzali jsme ekvivalenci regresni metody nej-
mensich ¢tvercii aplikované na stfedy intervalové-realnych dat s aplikaci na krajni
body intervali.

Systematizovali jsme pristupy k intervalové linearni estimaci. Popsali jsme
vztahy mezi FeSenim intervalové linearni soustavy metodou nejmensich c¢tverct,
vnéjsim modelem (possibilistic model) a vnitinim modelem (necessity model).
Porovnali jsme formulace vnéjsiho a vnitiniho konceptu na zakladé typu vstup-
nich dat a diskutovali jsme jejich silné a slabé formulace. Silna formulace vnéjsiho
modelu je v praxi uzitecna, protoze dava verifikovany intervalovy pas obsahujici
vstupni data. Slabé varianty formulaci vnéjsitho a vnitiniho konceptu maji spise
teoreticky vyznam.

V réamci kapitoly o postupech linearni estimace jsme popsali hledani mo-
delit dat pomoci linearniho programovani, kvadratického programovani, toleranc-
niho pristupu a predstavili jsme odecitaci pristup. Linearni programy pro urceni
vnéjstho a vnitfniho modelu nemusi vzdy spliiovat podminku inkluze, ze TeSeni
vnitinitho modelu je podmnozinou reseni vnéjsitho. Tento problém tesi formulace
spolecného kvadratického programu hledajici oba modely zaroven. S kvadratic-
kym programovanim lze také dat veétsi diraz na centralitu feseni, aby stfedova
primka nalezeného intervalového pasu dobte aproximovala data ve smyslu metody
nejmensich ¢tverci. Tolerancni pristup vychazi z redlné estimace a proto vykazuje
dobrou centralitu. Mtize vsak kvili vynucené symetrii podle stfedového estima-
toru najit prilis siroky pas. Tuto nevyhodu muze odstranit odecitaci metoda, jejiz
vyhodou je také snadné rozsiteni pro nelinearni modely dat.

Shrnuli jsme moznosti nelinearni estimace za pomoci linearizace modelu, po-
uziti odecitactho nebo iterac¢niho toleran¢éniho ptistupu.

Posledni ¢ast prace ukazuje aplikaci linedrni i nelinedrni intervalové estimace
na realnych prikladech vstupnich dat. Pouzili jsme metodu nejmensich ¢tverc,
toleranéni metodu a odec¢itaci metodu. Nevyhodou intervalové metody nejmensich
¢tvercl je, ze nenajde verifikovany pas zapouzdiujici vstupni data. Metoda je
uzitecna pti hledani modelu intervalovych dat. Verifikovany intervalovy pés lze
pak nalézt pomoci tolerancéniho pristupu. Odecitaci metoda oproti toleranénimu
pristupu lépe zohlednuje chovani kraji vstupnich dat.
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Znaceni

R
R*

mnozina realnych ¢isel

R U {—o00, 00}

mnozina vsech realnych intervali
intervalova matice, intervalovy vektor
dolni mez intervalu a

horni mez intervalu a

stfed intervalu

polomeér intervalu

Ty = Xj* = (le, c. ,.Tjn)

vstupni data

jednotkova matice radu n X n
linearni program

kvadraticky program
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