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Abstrakt

Tézistém této prace je analyza détskych zpusobu feSeni zadanych problémovych
situaci v oblasti zlomk a snaha o rozpoznani pfedstav, které za témito zpuisoby stoji. Zadané
problémové situace (lilohy) jsou vybrany tak, aby pokryvaly pét interpretaci zlomku (srovnani
Cast-celek, kvocient, operator, mira a pomér) vy&lenéné Lamon (1999). Sada uloh je
pfedloZena détem ze sedmé a z osmé tiidy. Metody ziskavani dat jsou pozorovani déti pfi
feSeni, rozhovor s détmi o tom, jakym zpusobem ulohy feSily a rozbor pracovnich listi.
Prostfednictvim kvalitativni analyzy ziskanych dat je ukazana fada détskych strategii.
Strategie fedeni u jednotlivych uloh jsou kategorizovany podle zplisobu feSeni a uvazovani.
V praci je poukazano na fadu souvislosti mezi strategiemi v jednotlivych zadanych ulohach.
Prace dale ukazuje problematiénost jazykového osvojeni matematickych vyrazii a nutnost
naueni se vnimat zadani ulohy podle poZadavku matematického kontextu. V praci se
poukazuje na mozné prolinani jednotlivych interpretaci zlomku z etického hlediska a hlavné
realné prolinani z hlediska emického. Jednotlivé interpretace zlomku jsou v détskych fesenich
pfitomny, jejich vyskyt ale nezavisi na typu pfikladu. V praci se dochazi k zavéru, zZe
uchopeni zlomkového konceptu vyzaduje propojeni a flexibilni pohyb mezi riznymi

kontexty, coz si dité osvoji jeding zachdzenim se zlomky pfi ¢innosti v rliznych situacich.



Abstract

Submitted work deals with an analysis of children’s ways of solving mathematical
problem situations in the domain of fractions and further with an effort to recognize
mechanisms that stands behind these ways of solving. The problem situations (mathematical
tasks) which the children have to solve are chosen in order to cover five interpretations of
fractions (part-whole comparison, quotient, operator, measure and ratio) specified by Lamon
(1999). A set of tasks is given to the children from the sixth and seventh grades. Data
obtaining methods used in this work are as follows: observation of the children during the
task solving; discussion with them about their strategies for solving and work paper analysis.
The different children strategies are shown herein by means of qualitative analysis of
obtaining data. The solution strategies of individual tasks are categorized according to way of
solving and way of thinking. In the work it is pointed out many connections between
strategies in individual tasks which were solved. It is furthermore shown, how big problem
the linguistic acquirement of mathematical terms can be. Due to this problem it is necessary to
learn to understand task assignments according to mathematical context requirements. It is
pointed out a possible diffusion of individual fraction interpretations from the ethical point of
view and mainly a real diffusion from the emical point of view. Individual fraction
interpretations are presented in the children‘s solutions but their occurrence is independent on
the type of the task. On the basic of the investigation made in this work we come to the
conclusion that gripping of the fraction concept demands connection and flexible movement

among different contexts, which the child acquires only by using the fractions in different

situations.
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Uvod

Détské vysvétlovani si véci ve svété a détsky zplsob poznavani jevl svéta byvaji
velmi specifické a my o nich mluvime jako o détské interpretaci svéta. Také jevy ve Skole si
dit¢ svym zpusobem interpretuje. Dit& v roli zéka se musi nautit a n&jakym zpisobem
zvladnout predepsané udivo a 74k se s timto poZadavkem vyrovndva po svém. Svym
svébytnym zplisobem uchopuje a zachazi s u¢ivem, které je mu predkladano, a tak si vytvari
své pojeti udiva.

Z4kovo pojeti ugiva je Siroky termin a podle Mare3e a Ouhrabka (2001) jde o souhrn
Zakovych subjektivnich poznatkii, pfedstav, presvédéeni, emoci a o¢ekavani tykajicich se
Skolniho uéiva. Zahrnuje tedy oblast kognitivni, afektivni i konativni a muiZe se pohybovat od
velmi mlhavych ptedstav o u¢ivu aZ po velmi vyhran&né nazory na ucivo.

Protoze me zajima, jakymi svébytnymi zpuisoby se déti vyrovnavaji s matematickym
u¢ivem na zakladni 3kole, chtéla jsem se ve své diplomové praci priblizit k détskému
uvazovani o sv&t¢ matematiky. Vybrala jsem zlomky jako tematickou oblast pro toto
zkoumani. Zlomky mé zaujaly svou problemati&nosti. Pro¢ vétSina didaktiki poklada zlomek
za jeden z nejtéZSich pojma, ktery si déti na zakladni Skole v matematice musi osvojit?
Odpovéd’ jsem se snazila nejprve nalézt v literatufe. Proto prace ve své teoretické ¢asti
nastifiuje témata, o kterych pisi autofi zabyvajici se problematikou predavani zlomkového
uciva a problematikou uchopovani nového pojmu (konceptu).

Détskému uchopeni u€iva zlomké se chei priblizit pomoci kvalitativni analyzy
détskych strategii pfi feseni uloh se zlomky. Prace si neklade za cil objevit cela zakovska
pojeti u¢iva zlomkd. Pouze se snaZi pres konativni stranku alespoti trochu pribliZit ke strance
kognitivni. V této praci se snazim ukézat rizné zplsoby feSeni zadanych problémovych

situact a implicitni predstavy, které za témito zptisoby stoji.
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CASTI
Zlomky

1 Vyzkumné otazky problematiky zlomkii

Upozornéni, %e udivo o zlomcich je jedno znejtézSich témat, které se déti
v matematice ugi, obsahuje vétsina praci o zlomkové problematice na zakladni Skole, se
kterymi jsem se setkala. Autofi zabyvajici se zlomkovou problematikou zkoumaji, pro¢ je tato
ucebni latka tak obtizna, jakym zpiisobem si déti koncept zlomek osvojuji, jakym zpisobem
probiha vystavba nového pojmu, jaké prekazky vstupuji do uchopovani nového pojmu nebo
jaké strategie a feSeni d&ti pouzivaji. Nasledné se autofi snazi fesit, jak pomoci détem
s uchopenim nového pojmu, jak zabranit détskym chybnym konceptim nebo jak co nejlépe
obtiZny koncept zlomku vystavét.

Cesta didakticky zamé&fenych autorii za&ind od poznani détskych predchazejicich
koncepti (prekonceptl‘i)l a rozpoznani miskoncepci. Kazdé dité ma svoje vlastni unikatni
koncepce, dosavadni koncepce (prekoncepty), které se vyvijeji spontanné na zaklade
individualnich zkuSenosti, a které nasledn& ovliviiuji osvojovani novych pojmd, konceptil
(Steinberg, 2003). Na zaklad& poznéani détskych konceptii a strategii feSeni cesta pokraCuje
pies pochopeni détskych obtiZi pfi uchopovani pojmu az k navrzeni G€innych zpisobu, jak
déti naugit zlomkovému konceptu (Lamon, 1999; Steinberg, 2003; Tich4, 2003).

Jak pomoci s uchopovanim konceptu zlomku? Zdlraziiuje se uceni s porozuménim
(Steinberg, 2003; Hejny, 2001, 2003; Tich4, 2003; a dalsi). Rada autord navrhuje, aby se pfi
vystavbé zlomkového konceptu déti seznamovaly s pojmem zlomek z riznych hld pohledu,
aby se pouzivaly rtizné modely pro reprezentaci zlomki a aby se tyto modely co nejvice
variovaly (Lamon, 1999; Ticha, 2003; Hejny, 2003; a dalsi). Casto se také objevuje apel, aby
se koncept zlomkii postupng rozvijel uz od nizsich ro¢niki, protoze déti potfebuji na uchopeni
problematiky zlomki &as (Lamon, 1999; Ticha, 2003).

Tématem kognitivng psychologicky zamé&fenych autord je nejéastéji zkoumani
mechanismi, které vyvolavaji kognitivni procesy a podileji se na jejich priibéhu v oblasti

problematiky zlomki. Jakym zpiisobem zde probiha vytvateni novych koncepti nebo pojmu’?

I Pojem prekoncept uzivam ve smyslu ,#4kovo pojeti ugiva pted systematickou vyukou®, jak o n&m mluvi Mares (Cép,
Mares, 2001). Prekoncepce zahrnuje 24kovy pfedskolni a mimo3kolni znalosti a zkudenosti s tématy, o nichZ se teprve bude
utit. Uceni ditéte zalina dlouho pted udenim ve 3kole, Skolni udeni nikdy nezatina z ni¢eho (Vygotskij, 1976). Zak st do
Skoly ptind$i své détské predstavy a détské interpretace pojmii, vztaht. Prekoncepty jsou pfedstavy o pojmech, vé&cech,
Jevech pFedtim, ne# je $kola za¢ne zptesitovat (Cép, Mares, 2001).
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Jak probihaji myslenkové procesy? Jaké mechanismy, faktory a struktury ovlivituji
konceptualni zm&nu? Jak se vytvafeji vztahy a souvislosti konceptu?

Problematikou uvaZovani déti o zlomcich a predevdim kognitivni a konceptualni
zménou, ktera pfi vyuce zlomki nastava, se zabyva fada autord (napf. Empson, 1999; Saxe,
Gearhart a Seltzer, 1999; Weinberg, 2001; Merenluoto, 2004). Na uceni se divaji jako na
socialné organizovanou aktivitu a pfi studiu kognitivni a konceptualni zmény berou v potaz
systém socidlnich procesii a zprostfedkujici (mediagni) struktury, které organizuji a
transformuji mysleni b&hem vyudovaciho procesu. Tito autofi Casto zmifiyji myslenky
Vygostkého, ktery zdiiraziioval vliv kultury a u¢eni samotného na vyvoj vysSich psychickych
funkci.

Vygotskij (1976, s.314) mluvi o tom, Ze vy$si psychické funkce vznikaji ze
vzajemnych vztahl ditéte s okolnimi lidmi. Kazda vy$si psychicka funkce probiha ve vyvoji
ditéte nadvakrat — nejprve jako kolektivni socialni ¢innost, tj. funkce interpsychicka, podruhé
jako &innost individualni, jako vnitini zpiisob mysleni ditéte, tedy funkce intrapsychicka.

Vygotskij (1976, s. 315 a 316) poukazuje také na velky vyznam ugeni pro Vyvoj
vyssich psychickych funkci. Skolni ugeni vyvolava vnitini vyvojové procesy a v souvislosti
s prib&hem 3kolniho udeni nastava vznik a vyvoj t&chto vnitfnich zmen. Vzdélavani vytvari
z6nu nejblizsiho vyvoje. To znamena, Ze vyvolava, probouzi a stimuluje celou fadu vnitinich
procesil vyvoje, které jsou v daném okamziku pro samotné dité¢ nedostupné a otviraji se mu
jen v oblasti vzajemnych vztahii a kooperace s vrstevniky, ale které se po ur¢itém Vyvojl
stavaji vniténi vlastnosti ditste.

Kognitivni zmény se udastni zprostfedkujici (mediagni) struktury. Hutchins (1995,
podle: Empson, 1999, s. 288) definuje mediaéni struktury jako prostfedky mysleni, cestu
organizujici mysleni, které jsou zahrnuty v artefaktech, v idejich, v systémech socialni
interakce a mohou existovat pted aktivitou jako kulturni pfedpoklad nebo byt jiZ individualné
ovladnuté nebo se vynofovat v interakei skrze sdilenou konstrukci. Empson (1999) dodava, ze
media¢nimi strukturami, které ve vyucovani drZi (nesou) matematickou logickou souvislost,
jsou tkoly a nastroje slouzici k reprezentaci.

Nastroji pouZivanymi k reprezentaci mysli Empson (1999) jakékoliv materialni nebo
symbolické objekty slouzici k rozsifeni nebo podpofe matematického mySleni. Je to napfiiklad
Ciselny systém, algebraické symboly, zlomkové kousky, grafy, modely, ptedtisténé mfiizky,
diagramy atd.

Kognitivni zm&na a tedy porozuméni zlomkiim se d&je v &innosti a je z4vislé na ucasti

v komunité. Jestlize tedy chceme porozumét kognitivni zméng, ktera se u ditéte odehraje,
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potfebujeme brat vivahu nejen obsahovou otidzku mySleni déti, ale také socialné
organizovany proces, ktery se ueni o zlomcich ugastni a ktery motivuje aktivitu a formuje
produkty mysleni (Empson, 1999). Empson proto nejprve zkouma polateCni zdroje
(prekoncepty), které si d&ti pfinaseji do tiidy, poté zkouma zdroje, které poskytuje vyklad, a
dale pak to, jak vyklad transformuje dosavadni détské koncepce do variabilniho systému
matematickych znalosti o zlomcich (napfiklad na zéklad& rozboru reakei déti v jedné hoding
navrhuje postup vyuky pro dal3i vyudovani a zkouma jeho ucinky). Empson ukéazala, Ze to,
jak dé&ti pfemysli o zlomcich, je vyznamn& ovliviiovano zplisobem, jakym je strukturovan
kontext, ve kterém se odehrava mysleni a diskutovani o zlomcich.

Podobné jako Empson (1999) zkoumaji vztah mezi dénim ve tfid¢ a chapanim zlomk
u déti také Saxe, Gearhart a Seltzer (1999). Ti ale na rozdil od Empson zkoumaji vztah mezi
vyuovanim ve tfid& na zaklad& reformnich principt (jako je nememorovéni, vetsi nazornost,
zapojeni studentd do vyuky, atp.) a znalostmi studenti po prob&hlé vyuce. Zkoumaji, jaky
druh vyuky produkuje lepsi znalosti o zlomcich a mensi miskoncepce. Empson se oproti tomu
zaméfuje vice na detailni rozbor interakce v prib&hu vyuky, jejiho vlivu na konceptudlni
zménu a premysleni déti.

I kdy? metodika vyzkumi a zamé&feni pohledu je u Empson a oproti tomu u Saxe,
Gearharta a Selttzera jina, oba vyzkumy se shoduji v nasledujicim. Pfi poznévani kognitivnich
procest u déti je tieba vyjit z analyzy dosavadnich dé&tskych koncepci. Zaroven viak se détské
struktury pojmé neformuji jen ve vztahu k prekoncepcim, ale také ve vztahu ke struktufe
vyuky ve ti{d&, k formam reprezentace, které jsou pouZivany v hodinach matematiky, a ke
vzorclm socialni interakce mezi uéitelem a Zaky a mezi Zaky navzajem.

Stejn& jako vyse uvedeni autofi i Weinberg (2001) si uvédomuje vliv mediaénich
struktur na vytvafeni détskych konceptti o zlomcich a zkouma dalsi z nich. Zkouma zpusob,
jakym byl v u&ebnicich prezentovan vztah mezi zlomky a d€lenim. Ugebnice podle néj
neukazuji, jaky je vztah mezi délenim a zlomky, a déti maji tedy s vysvétlenim tohoto vztahu
problém.

Merenluoto (2004) se ve svém vyzkumu zabyvala dal$im faktorem ptisobicim na
podobu zmény pfemysleni o zlomcich. Zkoumala vliv motivaénich faktort na konceptualni
zménu.

Konceptualni zména nastava v situacich, kdy jedincova dosavadni znalost je
inkompatibilni s novym konceptem. V situacich konceptudlni zmény ma jedinec sklon
k neporozuménim a chybam, které naznaduji, Ze se dosavadni znalosti michaji s osvojovanym

novym konceptem. Svoje dosavadni koncepty si studenti moc neuvédomuji a maji sklon
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vytvaret modely, kdy predchazejici koncept je nekonzistentn& kombinovan s novymi
myslenkami. V této situaci miZeme mluvit o problému konceptudlni zmény (Merenluoto,
2004).

V matematice je tato situace &asta, jak podotyka Merenluoto (2004), kdyz se studenti
snaZi naudit koncept racionalnich &isel. U d&ti se objevuji konceptudlni chyby pramenici
z ptendSeni poznatkil z pirozenych &isel. Koncepty piirozenych Cisel jsou velice silné a
plsobi na pocit vlastni schopnosti, zdatnosti, pocit ospravedlfiovani sebe sama nebo
vysvétlovani sebe sama a snadngji tak vedou k pfiliné sebediveie (Fischbein, 1987, podle:
Merenluoto, 2004, s. 297). Koncepty ptirozenych ¢&isel pak mohou byt ptekazkou pro
konceptualni zménu nebo vedou k chybam a neporozuménim pfi vystavbé pokroéilejsich
Eiselnych principti (Merenluoto, 2004; Lamon, 1999).

Lamon (1999, s. 25-26) uvadi konkrétni piiklady problematického pienosu
z pfirozenych &isel na oblast &isel racionalnich. Cesty my3leni, které d&ti b&zné pouzivaly pfi
praci s celymi &isly, uz nelze v plné mife pouZit v oblasti Cisel racionalnich. Naptiklad
v racionélnich &islech uz jednoduchy model opakujiciho se s¢itdni pro nasobeni a piidélovaci
model, kdy rozd&luji n&jaky balik objektti mezi urity podet jinych objekti, ktery ma pomoci
pochopit proces dé&leni, neni dostatujici. Déti se uéi pfemyslet o kvantitich v novych
souvislostech a vzajemnych vztazich®. D¥iv&jsi kognitivni zkuSenosti mohou byt piekazkou
ve zlomkovych souvislostech. Déti se snai vytvofit souvislost s celymi &isly a operacemi,
ktera dobte zvlddaji. Nékteré z piedstav, které jsou rozvijeny u déti, dokud pracuji s celymi
¢isly, ve skutenosti narusuji jejich pozdéjsi schopnost rozumét zlomkim a jejich akcim.
Naptiklad vétsina déti mysli, Ze nasobeni zptisobuje zvétSovani a déleni zmenduje. Diky této
zkuSenosti jsou zmateny, kdyz maji naptiklad provést 2/3x1/4=2/12 (2/3 > 2/12).

Sternberg (2002) mluvi v tomto kontextu o mentalnim nastaveni, kter¢ brzdi vhled do
nového problému. Mentélni nastaveni (mental set) je ramec mysli, ktery zahrnuje existujici
zplsob reprezentace problému, souvislost nebo postup feseni. Pokud maji lidé zablokovan€
mentalni nastaveni, zafixuji se na strategii, ktera obvykle dobfe funguje pro feSeni spousty
problém{, ale pfi feSeni dalsiho problému jiz tak vhodna neni.

Duit (1996, podle Cap, Mares, 2001) upozoriiuje, Ze mnohé prekoncepce a

miskoncepce uéiva jsou v détech hluboce zakofenéné a vysoce rezistentni vic¢i snaham je

? Lamon uvadi ptiklady tiloh: 1) Auto jelo primé&rnou rychlosti 52 mil/h. Cesta trvala 3,4 hodiny. Jak daleko auto
dojelo? (52mil/h x 3,4 h = 176,8 mil). 2) Auto jelo prim&rnou rychlosti 51 mil’h a spotfebovavalo po celou cestu
1,5 gal/h. Jakou vzdalenost ujelo na jeden galon? (51 mil/h=1,5 gal’h = 34 mil/gal) — opakujici se s¢itam u
prvniho ptikladu a rozdélovaci model u druhého ptikladu nepomize détem odpovédat na otdzku (1999, s. 25)
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zménit. To proto, Ze Zak se k nim propracoval sam, jsou jeho, on si je vytvofil a nehodla se.
jich okamzit& na pokyn (ptikaz) dospélych lidi vzdat. Ticha (2003) mluvi o stejné zku§eno'st1
u zlomkovych konceptd. Vytvotené miskoncepce, které vyplyvaji z ptedchozich znalosti o
gislech, jsou neoby&ejné stalé. Mozné pfiiny vSak neuvadi.

Merenluoto (2004) podotykd, Ze vyrovnani se s novym komplexnim konceptuélninT
systémem je mozné pouze tehdy, kdyz jedinec mé dostatetné metakognitivni dovednostt
vyrovnat se skonfliktnimi pojmy a dvojznagnosti (napfiklad vyrovnani se s moznosti
presentace ¢&isla nekonednym mnoZstvim ruznych reprezentaci, nebo vyrovnani se s
nekone¢nosti).

Z&kiv zdjem a posouzeni vlastnich schopnosti (self-efficacy) jsou zakladnimi aspekty
vysoké tolerance dvojznaénosti a mohou tedy pozitivné ovliviiovat konceptudlni zménu. Na
druhou stranu vSak vysoké self-efficacy a sebejistota spojend s mirnou senzitivitou ke
kognitivnim poZadavkam tloh a nizkou ochotou fe$it matematické problémy jsou, zda se,
ptekazkou k vétsi radikalni zméné a hlubgimu porozuméni konceptu (Merenluoto, 2004). |

Merenluoto (2004) také vyslo v souladu s vy$e uvedenymi teoriemi, Ze studenti maji
vysokou tendenci k chybnym transferim z pfirozenych &isel na oblast raciondlnich &isel.
Typické bylo, Ze studenti méli vétsi problémy vyrovnat se se zlomky neZ s desetinnymi Cisly.
Jestlize byla kognitivni distance mezi studentovou ptedchozi znalosti a novym fenoménem
(racionalni ¢&isla) prilis velka, zistala moZnost kognitivniho konfliktu (uvédomeéni si
konfliktnosti pojmi &i dvojznadnosti) bez pov§imnuti. V tomto ptipadé je tedy dosaZeni
konceptualni zmény obtiZzné.

Jak uZ jsem uvedla, Merenluoto (2004) kromé vlivu kognitivnich faktorii na
konceptuélni zménu upozoriiuje na piisobeni motiva¢nich faktort. Meéfila, jak Zaci posuzuji
sebe sama ve sméru matematickych dovednosti, rozuméni matematickym otazkam,
sebeuiCinnost v matematice (self-efficacy) a jejich ochotu Fesit obtizné matematické problemy.
Poté méli totéz u zaka posuzovat uditelé. 74k se dale ptala, jak si jsou jisti odpovéd’mi, ktere
zapsali do testu, a ktery kol se jim zdal nejtéZ3i a nejlehgi. -

Merenluoto (2004) vysly vysoké korelace mezi méfenymi kognitivnimi a motiva¢nimi
proménnymi. Stupefi Uspé$nosti v matematice posuzovany ucitelem vysoce koreloval
stestovym skorem (méFicim védomosti), sebeposouzenim zdatnosti Vv matematickyclf
otazkach (self-efficacy), porozuménim matematice a odhadovanou ochotou fesit matematické
problémy, ale nizsi korelace mél s polozkou zahrnujici pocet, kvalitu a pe(':llvosvt
vypracovanych tloh a s mirou, jak si jsou studenti jisti spravnosti svych odpoveédi. Stupen

i &l sieni! & vy v ¢ citlivosti na
Uspésnosti 74kt v matematice mél signifikantng vyznamny vztah k vysoké cit
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kognitivni pozadavky a k vysoké toleranci k nejednoznatnosti, které by mély pozitivné
ovliviiovat konceptualni zménu. Tyto korelace podle Merenluoto ukazuji nutnost zaméfit
pohled na motivaéni aspekty pfi studiu konceptualni zmény.

Zda se mi, ze Merenluoto v podstaté netika nic objevného. Korelacni vztahy, které
ukazuje, podle mé fikaji pouze to, Ze kdo je dobry v matematice, ten si v ni vic véfi. Pfipadné
mohou ukazovat vliv minéni ugiteld o Zacich na jejich usp&nost. Pfipada mi logické, Ze kdo
je dobry v matematice, vice si vni v&fi a je schopen feSit slozitéjsi Glohy, kde se musi
vyrovnat s dvajznaénosti (tj. vzit v Gvahu né&kolik mozny kontextualnich variant sou¢asné).
Kdo je dobry v matematice, bude tedy i snadn&ji chapat nové koncepty (opoustét nebo
upravovat staré predstavy na zakladé& novych poznatkil).

KdyZz nékdo naopak bude v matematice pramérny (s mirnou senzitivitou ke
kognitivnim pozadavkim tloh, jak fika Merenluoto), nebude schopen (ochoten) fesit obtiZné
ulohy a mize mit problémy s konceptualni zmé&nou. Otézkou ale stale zdstava, jestli v tom
hraje vyznamnou roli vysoké self-efficacy, tedy nakolik je sebehodnoceni nezavislym

faktorem.
2 Zlomek a jeho vyznamy

2.1 Zlomek v kazdodennim Zivoté

Slovo zlomek se neuZivd pouze v matematickych souvislostech. Bézne se uziva
v kazdodennim Zivot& ve smyslu kousek, trochu, mala ¢ast n&teho, mali¢ko n&ceho (zlomek
vtefiny, koupil jsem za zlomek pivodni ceny). Také nazvy n&kterych zlomkl jako je %2
(pilka), Vi (Stvrtka) a % (tfictvrt€) zdomacnély a pouZivaji se v bézném Zivote. Casto se
uzivaji v odhadech: ,,zhruba polovina“, ,.asi tak &tvrtka®, ,kousek*, ,,trochu®, ,,0 trochu min
nez je to celé“, atd.

Ticha uvadi prekonceptni vypovédi déti o zlomcich, ze kterych je pouZivéni zlomk
v kazdodennich situacich patmé: ,,Kazdy den se setkavam se zlomky, nakupuji pllku chleba
nebo Ctvrtku kolage.* , Predstavuji si zlomek jako zlomenou fadu ... jako néco zlomencho ...
néco na téle miZe byt zlomené ... vétev mtiZe byt zlomena“ (2003, s. 17 -18).

Déti pouZivaji zlomkové vyrazy b&Zného Zivota i v situacich, kdy se po nich vyZaduje
matematicky popis. Takovou situaci ukazuje napiiklad Rendl (2000, s. 6-7). Déti (2.-5. tfida)
mély fesit Glohu, ve které byl kola& rozdélen na pét kouski a jeden kousek byl vysunut.
Ukolem dé&ti bylo oznatit, jakou &4st z kolage predstavuje vysunuty kousek. Nekteré déu

nevztahovaly zlomkové pojmenovani, které uzily (,Stvrtina®, ,&tvrtka®, ,&tvrt® nebo
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Ltretina*) k po&tu kouski, na néZ byl kola¢ rozkrajen, ale braly toto oznageni jako ,kus™ nebo
,kus s uréitym tvarem*, D&ti pouzivaly vyrazi &tvrtina®, ,&tvrtka®, ,,Ctvrt” jako synonymum
za ,kus kola&e® a vyraz ,tfetina“ jako oznaceni tvaru (tfetina je §ikma, jako vysunuta cast na
obrazku, neni to pravouhld ¢tvrtka). )
Pouzivani vyznami zlomkd z b&Znych situaci v matematickych souvislostech, muze
vést k nepfesnostem a nedorozuménim. V nésledujicich dvou ptikladech uvadim ptipady, se

kterymi jsem se setkala osobné.

Priklad I’
(8. tFida, Pavel, 3)

B s Dosel jsem k tomu tak, e kazdy dité musi mit tFi ctorté Iy cokolddy, 4 tyhle
Ctverecky.

sl ctverecky, tak jsou tam 6krdt
D: Protoze aby to bylo stejny, protoze kdyz rozdélim tady ty 4 ctverecky, tak jsou la :

J: Ehm. Takze kaZdej dostane tady ty ctyFi étverecky?
D: Jo.

J: Tak s tim souhlasim. Ale prosim &, zase jsi tam hodil néjaky % nebo co. Ty to vZdycky
néjak odhadnes. Je to presné (i ctvrtiny?
D: ... No, to je néjaky 4/6.

J: tak ja souhlasim s tim, Ze to jsou 2/3, ale nefikej mné, ze 2/3 jsou to samy jako .
D: No neni.

D: Ale opticky to tak vypada.
Pfiklad?2

(7. tFida, Kristyna, 5, s.61)

D: Tak je to ctvrtka ty kulicky.

J: Ctvrtka kulicky, kdyz je to tretina?
D: Jako 1/3 ty kulicky.

J: hm. Ale étvrtka kulicky je %, ne?
D: No. jd to myslela jako kousek.

= ; P 5 : “jeste v 7.
U Kristyny vidime, Ze uZiva vyrazu ,&tvrtka® jako synonyma za ,.kousek™ je
ot ; . BR2. = _ne : kv VY mkového
tfid€. T kdyz dokaze oznagit st spravné matematicky, matematicky vyznam zlo
. : E =i, . ! W Liuy &¥ného & hovoroveho
vyrazu je pro ni az druhy. Primarn&, spontann€, vyuziva vyznamu 2 béZného ¢i h

jazyka.

- o

3 Priklady pochézi z transkripce rozhovord s d&tmi. Jména byla zm(?néna. Zkrgtky znamena. ,,D delgltéél, |:rat51
J4, jako vedouci rozhovoru; ,te¢ky (........ ) v te¢i“ — pomlka v fecl, mpo?stw Eeéek ukazujel:dng on ddvodd
pauzu; tfi teky mezi Fadky* — nevioZena &ast rozhovoru, z kapacitnich divodu. Z V)’é a ::)myv pirvedni
zdliraziluji n&které &asti tudnym pismem. Zdiraziiovani tedy bylo provadéno aZz dodate¢né (n

transkripci). Ukazuje klitové pasaze pro poddvany vyklad.
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2.2 Zlomek v matematice

V matematice pojmem zlomek mtizeme myslet symbol. Takovy symbol se sklada ze
dvou &isel zapsanych v podobé a/b, ktery &teme uréitym zphsobem. Horni &islo oddélené od
spodniho &arou je nazyvano &itatel a dolni &islo jmenovatel. Obvykle se pfidava podminka, Ze
jmenovatel nesmi byt nula. V tomto smyslu je zlomek jisty zpisob zapsani &isel, jde o
symbol.

Zlomkovy zapis miZe byt také vniman jako &islo. KdyZ mluvime o zlomku jako o
Cisle, mame na mysli racionalni &islo, které zlomek reprezentuje. Rozuméni zlomku jako €islu
sebou nese napfiklad uvédoméni, Zze Y% vyjadfuje to samé relativni mnoZstvi v ruznych
zobrazeni (4/16, 3/12, 2/8). KdyZ vnimame zlomky jako &isla, zam&fujeme se na relativni
mnoZstvi vyjadtené prostfednictvim zlomkového symbolu. Bez ohledu na velikost kouskd,
jejich barvy, ostrosti, a dalsich fyzickych charakteristik, zdkladni problém je, Ze %4 odkazuje
na skryté relativni ¢islo (Lamon, 1999).

Takto mluvi o zlomku jako o &isle Lamon. Ja kdyZ budu mluvit o zlomku jako o ¢isle,
budu akcentovat jeho pozici v &selném prostoru, na &iselné ose, nebo jeho ulohu jako ¢lena
UCastniciho se matematickych operaci.

A&koliv néktefi lidé vzajemnd zamétuji pojem zlomek a racionalni g&islo, Lamon
(1999) upozoriiuje, Ze se nejedna o identické koncepty. Ukazuje to podle ni naptiklad fakt, Ze
viechny zlomky nejsou racionalni &isla (/2 neni racionalni &islo, i kdyZ je zapsano ve
zlomkové forme).* I skutednosti, Ze stejné racionalni &islo miZe byt vyjadieno vice zlomky
(2/3, 6/9, 10/15), a také Ze viechna racionalni &isla sice mohou byt zapsana jako zlomek, ale
mohou byt zapsana i v jinych formach, ukazuji riznost konceptd.

Zlomkovy symbol se u¢i déti na pocatku interpretovat ve vztahu ,,&ast - celek™. UCi se
tedy, Ze jmenovatel znagi celkovy pocet &asti, na které je rozdélen celek a ¢&itatel urkity pocet
takovych &asti. Kdyz se &isla napisi obracené, mysli se tim néco jiného. Zlomkovy giselny
vyraz je tedy zavedené usporadani a v tomto kontextu reprezentuje &ast celku, ktery je
rozdélen na n&jaky poet stejné velkych kouski (volné podle Lamon, 1999, s. 27 a 60).

Zde jsme se dotkli jedné z interpretaci zlomkového symbolu, jednoho vysvétleni
vyznamu zlomkového symbolu, uréité oblasti zlomkového konceptu. Moznych interpretaci
zlomkového symbolu je cela fada. Zlomkovy symbol Ize v odlisnych situacich interpretovat
rizné, ne jen jako srovnani ¢asti a celku uvedené v predchozim odstavei. Zlomek muze

poukazovat i na jiné souvislosti a vztahy. Lamon (1999) mluvi o péti hlavnich interpretacich

* Vidy, kdy2 budu dale v této praci mluvit o zlomku, budu mit na mysli takovy, ktery je racionalnim Cislem.
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zlomku: srovnani &st-celek (part-whole comparison), operdtor (operator), kvocient

(quotient), mira (measure) a pomér (ratio).

2.3 Zlomek a celek

Zlomek se vzdy vztahuje k n&jakému celku, a kdyZ neni celek uveden (ani explicitné
ani implicitng), bereme jako celek &islo jedna.

Celky mohou byt kontinualni (kola¢, éokolada, kruh, obdélnik) a diskrétni (tvofené
teckami, kuli¢kami uréitého po&tu). Celky mohou byt predclenéné nebo bez predchazejiciho
¢lenéni, miizky. Weinberg (2001) nazyva kontinudlni pfedClenéné celky prechodem od
kontinualnich celkd k diskrétnim (continuous-to-discrete).

Lamon (1999, s. 23) upozoriiuje na rozdil mezi né€kolika samostatnymi celky a
celkem, ktery je tvofen z nékolika samostatnych objektd. Tt sacky bonbéni (tfi ¢okolady)
miZeme chapat jako tfi samostatné celky (3 ,jednocelky*), nebo mohou byt kontextem
urleny jako jeden celek sloZeny ze tii balickd bonboni (tii ¢okolad) a vidény jako jeden
wtficelek*,

Prvni a nejdalezit&j§i otazka pii feseni tloh se zlomky zni ,,Co je celek?™. Celek je
n&co odligného v kazdém novém kontextu. KdyZ celek neni specifikovan nebo je celek $patné
uréen, miZe byt dano nékolik odpovédi na stejnou situaci. V ndsledujici tloze nejenze
nevime, co je celek, ale nevime ani, jaky druh srovnani se poZaduje: srovnani ¢ast-celek nebo

pomérové srovnani?

PFiklad 3

Popis zlomkem, co vyjadFuje pét cernych tecek.
® e 00

® ® 0O

5/1 celkii (kaZdd tecka je celek), 2 a % (kazdy sloupec je celek), 5/3 nebo 3/5 (pomérovd

interpretace), 1 a Y (kazdd sada CtyF tecek je celek), 5/8 (viechno je celek). (Lamon, 1999,
s.41).

2.4 Zlomek jako srovnani &asti a celku

Srovnéani ¢ast-celek definuje Lamon (1999) jako srovnani jedné nebo vice stejnych
¢asti celku s celkovym poétem stejnych &asti, na které je celek rozdélen.

Zde mysli Lamon &ast jako n-tinu, jestlize mame n Casti. Celek totiz muze byt
roztlenén na urdity pocet kouskd, a pritom jedna &ast (n-tina) se nemusi rovnat jednomu
kousku. N&kdy se &ast sklada z vice kouski. Podet kouskl v ¢€asti zavisi na tom, jak jsou

stejné velké ¢asti formovany.
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Podet kouskd a velikost &asti zavisi na tom, jak je celek® (unit) ,jednotkovan™
(unitized). Z jakych &asti se celek (unit) spoji, z jakych &asti je celek vytvofen. V zavedeném
srovnani &ast — celek (part-whole) musi &itatel a jmenovatel byt sjednotkovan® (unitized) na
Casti stejné velké.

Proces spojeny se srovnanim &ast-celek je jednotkovani® (unitizing). Lamon (1999)
definuje ,,jednotkovani“ jako proces odehravajici se v hlavé, jako kognitivni proces, ktery se
odehrava v mysli po rozhodnuti o celku a piedvida nebo vytvoii konstrukei pro operovani na
celku. ,,Jednotkovani“ je spojovani do celku. Jde o subjektivni preferenci, cestu mysleni
souvisejici s celkem (unit). Je to jiny proces, neZ rozhodnuti o celku (tedy o tom, co budeme
povaZovat za celek, k &emu budeme vztahovat zlomek). Je to kognitivni pfevod celku
z velikosti na danou kvantitu. Udava velikost souboru konstruovaného ve vztazich, ve kterych
pfemyslime o danych objektech patficich do celku. KdyZz ndm nékdo fekne, predstav si
kapesniky, co se nam vybavi? Jeden bali¢ek papirovych kapesnik? Baleni po Sesti baliécich
kapesnikii? Baleni po dvanacti baliécich kapesnikii?

»Jednotkovani“ (unitizing) celku celek neméni. Méni se pouze velikost ¢asti, na které
celek roz¢letiujeme. Stejné mnozstvi nebo velikost &asti uréitého celku mohou byt vyjadieny
odlidnymi nazvy zlomki v zavislosti na jiném ,,jednotkovani* celku (Lamon, 1999).

Lamon (1999) upozorfiuje, Ze je vyhodné byt schopen flexibilné piemyslet o
jakémkoliv celku, byt schopen utvofit celek v zavislosti na odlidném kontextu situace a
v pfipadé nevyhovujiciho ,jednotkovani® byt schopen nového utvofeni celku ve vztahu
kodlisné velikosti souboru. V zavislosti na feSeném problému flexibilné vyuzivat
,.Jednotkovani« a re-jednotkovani* (reunitizing). Napfiklad jestlize rozdeluji 24 vin mez1 4
lidi, je vyhodné si predstavit 4 prepravky po Sesti lahvich vina. KdyZ budu rozdélovat vino
mezi 2 lidi, je lepsi si predstavit 2 prepravky po 12 lahvich vina. Soubor - prepravka, je

konstruovan ve vztahu k poétu lidi, mezi které je vino rozd€lovano.

PFiklad 4

eeee e/ al/2 (1[/2)
(YYY)

eeee (Lamon, 1999, 5.55)

> Anglické slovo ,,unit* pouziva Lamon (i ostatni anglicka literatura, kterou jsem prosla) \Z? VYZn?muLPTOO'r(]tC\rIZ
se v Geské literatute pouziva slovo ,celek“. Proto ho takto ptekladam. Slovo ,whole .pOOlli“"él e ez
vyznamu ,,celkové mnostvi“, ,celkovy poéet prvki* , proto v pfekladu pouZivam t&chto opisu. Pouze ve \rlc))/cesu
»part-whole comparison“ ptekladdm ,whole* jako celek. Nastdva proto problém s prekladem pr iako
»unitizing*. Ve shod& s prekladem slova ,unit“ jako celek, by bylo log'cfé prekladat ,,'umt;z;(ngjalv(J ale
~celkovani. Vyraz by se dal pouzit i proto, e proces ,unitizing® n&jakym zpisobem Vyt\"‘{ifl cele e
uvidime dale, bude vystizn&jsi preloZit ,unitizing” jako ,jednotkovani®. ,’Jeqnotkovénl eI S
strukturaci na jednotky, zavedeni jednotky, jejimZ prosttednictvim se celek strukturuje.
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Abychom vid&li ve znazornéni jeden celek a jednu polovinu tohoto celku, je
vyhodnégjsi ,,jednotkovat“ tetky po fadcich a vytvofit tak celek ze dvou fadkd, nez hleda

celek po sloupcich a vytvofit ho ze dvousloupcii a dvou tecek.

2.5 Zlomek jako kvocient
2.5.1 Kbvocientovi interpretace a rozdélovani

Dal$i moZnou interpretaci zlomku, kterou uvadi Lamon (1999), je zlomek jako
kvocient. Kvocient je vysledek dé&leni. Vezméme si ulohu, kde se rozdéluji 3 kolaée mezi 4
déti, aby mél kazdy stejné. Kolik kolade dostane kazdé dite? Jestlize q je mnoZstvi kolace,
ktery dostane kazd4 osoba, tak vysledek bude ziskan fedenim rovnice 4q=3, q= %. Kazdé dité
dostane %, coZje pravé kvocient (Lamon, 1999, s. 76).

P takovém rovnomémém rozd&lovani se hovoti o spravedlivém podélovani (equal
sharing) (Empson, 1999; a dalsi). ]

Kvocient souvisi se schopnosti rozd&lovat, tzv. partitioning. Schopnost rozd&lovani je
proces déleni objektu nebo objektii na oddélené a obsazné dily. Znamena to rozdélovani, pfi
kterém se ¢asti neptekryvaji a o viem miliZeme fict, Ze patfi do néjaké casti. Pti rozdélovani
celku na n-tiny, tedy pi rozd&lovani ve zlomkovém kontextu, musi také platit, Ze dily maji

stejnou velikost. Dily nemusi mit stejny tvar, ale musi zahrnovat stejné velkou oblast.

(Lamon, 1999).

obr. 1

Obrazek ukazuje rozdéleni na &tvrtiny. I kdyz dily nemaji stejny tvar, maji stejny
obsah.

2.5.2 Otazky pozadujici kvocientovy pohled oproti otdzkam akcentujicim srovnani

Cast-celek

Jak jsme vid&li vyse, celek musi byt zadan kontextem situace. Lamon (1999) stejné
jako Ticha (2003) zduraziiuji dileZitost ugit déti zamé&fovat se na hledani celku a procvicovat
rozpoznavani zadaného celku. Nékdy je ale i pro odborniky t&ézké se dohodnout, co zadani
ulohy uruje jako celek. Tim spie to potom mize byt t&zké pro déti, zvlasté u implicitné

zadanych celkd, kde hraje velky vyznam jazykové uchopeni zadani ulohy.
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Rozdilné nazory odbornikéi na zadany celek, ukazuje nésledujici piiklad uvedeny

Lamon (1999, s. 39).

Priklad 5

Jan si objednal dvé pizzy. Tmavd dst je mnozstvi, které snédl. Kolik pizzy (z pizzy) je
vyCernéno? (How much of the pizza is shaded?)

obr. 2

o<

Podle Lamon musi dité ze zadané otazky rozpoznat, Ze jako celek ma brat 8 kouski
pizzy. Vysledek tedy ma znit 5/8 a ne 5/4, kdy se bere jako celek jedna pizza. Nemtze piece
snist vic, neZ si objednal. Jak uvidime dale, s oznatenim 5/4 jako nespravné odpovédi, by
nektefi autofi pravdépodobné nesouhlasili.

Lamon (1999, s. 82-83) rozliSuje dale dva druhy otazek. Kazdy druh vyZaduje jinou
interpretaci toho, co ma byt brano jako celek a zarovet méni vyznam, v jakém vystupuje
zlomek. Otazky typu ,Kolik je jeden dil?“ nebo ,Kolik jedna osoba obdrZi?“ smétuji ke
kvocientové interpretaci situace (zlomek jako kvocient). Jestlize rozd&lujeme 3 pizzy mezi 6
déti a ptime se ,,Kolik pizzy kazda osoba dostane?*, vysledek je 3/6 nebo Y2. Pocet objekti
k rozdgleni se v tomto pfipad& déli pottem objektd, které maji mit n€co piidéleno.

Oproti tomu kdyZ se ptame ,,Jakou &st pizzy (z pizzy) dostane kazda osoba?" nebo
»Jaka &ast z celku je jeden dil pizzy?“, akcentujeme srovnani &ast-celek. Srovnavame Y2 p1zzy
(eden podil) k celku, coz jsou v tomto ptipad& 3 pizzy. Y2 / 3 = 1/6. Odpovéd’ na otazku
vyZadujici srovnani ¢ast-celek vzdy dostaneme dé&lenim 1 celku poctem podilnika.

Ve hte jsou tady ti zakladni kvantity: poet lidi, jeden podil a celek. KdyZ se ptam
»Kolik je jeden dil?* neboli ,Kolik pizzy obdrzi jedna osoba?* (How much pizza does one
person receive?) chei kvocientovou interpretaci a jako celek se ma brat jedna pizza. KdyZz
otazka zni ,Jaka Gast celku je tento dil?“ neboli ,,Kolik z pizzy obdrzi jedna osoba?" (How
much of the pizza does one person receive?), vyzaduje se srovnani ¢ast-celek. The pizza
znamend mnoZstvi pizzy, se kterou jsme zaginali. Znamend brat jako celek tfi pizzy.

Otazka v prikladé 5, kde podie Lamon vystupuje zlomek ve vyznamu srovnani Cast-
celek, vyZaduje tedy brat jako celek ob& pizzy, protoZe ,,the pizza“ znamena ,,mnozstvi p1zzy,
se kterou jsme zacinali*.

Jini autofi tyto dva typy otazek (a jednoznatnost spravnych odpovédi s nimi

spojenych) nerozlisuji. Naptiklad Steinberg (2003, s. 146) uvadi piiklad s délenim pizzy. Deti

22



mély za iikol rozdglit Styfem détem tii pizzy. Otdzka znéla, kolik pizzy dostane kazdé dit(?
(How much pizza does each child get?). Steinberg povaZuje za spravné obé odpovédi. Kazdé
dité dostalo % pizzy (podle Lamon kvocientovy kontext) i kazdé dit¢ dostalo 3/12 z pizz
(podle Lamon situace ,,srovnani &ast-celek*). Steinberg by tedy pravdépodobné oba vysledky
z ptikladu 5 (5/8 i 5/4) povazoval(a) za spravné. Dité by pouze muselo védet, s jakym celkem

vyc€ernénou ¢ast srovnava.
2.5.3 Déleni ,na* a déleni ,po“ - Partitive and quotitive division

Rozlijuji se dva zptsoby déleni. Pfi prvnim se kvantita fagdzinie a LR BRRs
stejnych Casti a ptame se, jak velkd bude jedna &ast, jeden dil. Toto déleni je naZ)'Ivéno,
partitivni d&leni (partitive division) (Lamon, 1999; Weinberg, 2001). U nas se mu fika ”délenf
na stejné Casti“ (tzv. rozd&lovani) (Divisek, a kol., 1989, s. 109). Pfi druhém zplsobu déleni
mame uvedeno, jak velka je jedna &ast, a my mame urcit, kolik takovych ¢asti mize byt
z n&jaké kvantity vytvoreno. Pro oznageni druhého typu déleni najdeme v literature napfiklad,
nésledujici ndzvy: podilové d&leni (quotitive division — Lamon, 1999), pfedjednané déleni
(quotative division - Weinberg, 2001) nebo rozmérové déleni (measurement division —
Empson, 1999). U nas se mluvi o ,,déleni po ¢astech” (tzv. d€leni podle obsahu) (Divisek, a
kol., 1989, s. 109). L

Vezméme si priklad 10~5=2. MZzeme vytvotit dva druhy ulohy podle dvou typu
déleni.

Priklad 6
Pani v kvétindstvi ma deset kvétin a chee je rozdélit do péti vdz tak, aby v kazdé vdze bylo

stejné mnoZstvi kvétin. Kolik kvétin bude v jedné vdze?

; Pl op ’ 5ti o jedné
Mdme deset kvétin a pét vdz. Kvétiny rovnomérné rozdélujeme c{o vdz. Jec{nu kvetht ;’1 OJv 55y
vazy, druhou kvétinu do druhé vdzy, atd. AZ bude kvétina i v paté vaze, zacneme op

prvni vdzy, dokud nerozdélime viech deset kvétin. V kazdé vdze budou nakonec 2 kvétiny
10:5=2.

Priklad 7

- o . sdé vdaze bylo pet
Pani v kvétindrstvi md deset kvétin a chee je rozdélit do vaz tak, aby v kazdé vaze Dyio p
kvétin. Kolik vdz pani vyuzije?

Mdme deset kvétin. Vezmeme skupinu péti kvétin a ddme ji do jednf' vdZJ./,.VC;?Zre"]:; Zk”i;’;z
dalSich péti kvétin a ddme je do druhé vdzy, a tak bychom pokracovali i dale, kdyDy
kvétin vice. Vyuzily jsme dvé vdzy. 10:5 =2.

5 ¥l i XAat] A : ,,Kolik
Ptiklad 6 ukazuje ,,déleni na*. PoCet prvk délime na pét Casti a ptame S€:

prvki bude v jedné &asti?“. Odpovéd’ zni: ,,dva prvky*. Piiklad 7 je pfikladem ,.d€leni po™.
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Pocet prvki délime po péti prvcich a ptame se, kolik miZeme utvofit ¢asti. Odpovédi budou 2
casti.

Lamon (1999, s. 85) uvadi nasledujici tilohu na kvocientové déleni se zlomky: Kazdy
chlapec potiebuje 5/8 metrového lana. Mame 6 metri lana. Kolik chlapct bude moci dostat

sviyj dil? Sviyj dil dostane 9 chlapcti a 3/8 metrového lana zistanou.

2.6 Zlomek jako operator

Dalsi ze zlomkovych interpretaci je zlomek v roli operatora. Hejny pise, Ze zlomek
jako operator (O) vyjadiuje vztah mezi zakladem (Z = celek) a &asti (€). Vzajemny vztah O,
Z a C je vyjadren rovnici: ¢ = OxZ. Tedy napiiklad 2/5 z ty&e dlouhé 3m je ty& dlouha 120cm
(120 = 2/5x300) (Hejny, 1990, s. 69-70).

I Lamon (1999, s. 97-98) mluvi o operatoru jako o nastroji vyjadiujicim vztah mezi
pocate¢ni kvantitou (u Hejného zakladem) a vyslednou kvantitou (u Hejného ¢asti). Operator
pak definuje vztah mezi kvantitou na vstupu a kvantitou na vystupu (inputxoperator =output).

Operator je tak soudasti funkce, ktera je dana rovnici ¢ = OxZ. Operator uréuje
zobrazeni, pfi kterém se vezme né&jaky soubor nebo oblast a zobrazi se na dal$i soubor nebo
oblast. Velmi zjednodu$ené operator zpiisobi zmenSovani nebo zvétSovani, stahovani nebo
expandovani, zvét§ovani nebo redukei, nasobeni nebo déleni. Operator je transformator, ktery
zdel$uje nebo zkracuje délkové segmenty, zplsobuje vzristani nebo snizovani poé&tu polozek
v baliku s diskrétnimi objekty, nebo zvétduje ¢i zmen3uje geometrické objekty ¢i mapy pii
zachovani stejnych proporci (Lamon, 1999, s. 94).

V b&Zné praxi ale zlomek jako operator znamena A/B z C a nese zpravu: ,,vydél
mnoZstvi jmenovatelem a vysledek vynasob &itatelem®, coZ je nejbézn&jsi zpiisob. jakym se
uéi déti vyrazu A/B z C rozumét. Vyraz A/B z C ale také miZzeme chapat jako pobidku

k vyndsobeni mnoZstvi ¢itatelem a vydgleni vysledku jmenovatelem.
2.7 Zlomek jako mira (veli¢ina)

2.7.1 Mira nebo veli¢ina?

Lamon (1999) je jednim z autord, kteii vy&lefiuji zlomek ve smyslu miry jako dalsi
interpretaci zlomku. Zlomek jako miru mizeme vidét na ¢iselné ose, na stupnici, na metru, na
odmérném valci, na ciferniku nebo na teploméru. Na stupnicich téchto nastroju jsou znatkami
vyznaceny né&jaké pododdily celku. Kazdy pododdil muzZe byt vzdy délen na mensi a menst

podcelky. Jestlize znacky na méficich piistrojich nestadi, miZzeme si celek roz¢lenit tak, jak
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pottebujeme. Jestlize potfebujeme ptesnéjsi méfeni, miZeme si celek rozélenit vice. Kdyz
nestadi metr, mtZe se celek rozdélit na decimetry nebo centimetry (Im = 10dm = 100cm). ’

Zlomek ve smyslu miry je tedy spojeny s procesem rozdélovani (partitioning), k.tevry
hraje diileZitou roly i v daldich modelech a interpretacich zlomkovych €isel, jak.jsrrrle videh
vyse, ale v ptipadé zlomku jako miry je rozd&lovaci proces obohacen o dynamlck,y ,aspekt.
Jestlize mluvime o zlomku jako o mife, zamétujeme pohled na postupné rozdélovani gelleu,
Naptiklad celek rozd&lim na deset dilki, kazdy jednotlivy dilek opét na deset dilkd, atd. I\feb?
rozd&lim celek na dvé &asti, kazdou &ast rozdélim na tfi ésti a pak jesté kazdou el
&asti (1/24 = Y4 z (1/3 z (1/2 z 1))). Namisto stanoveni fixniho po&tu stejnych &asti v Cel_k‘,‘ 56
zde pocet stejnych &asti v celku miZe ménit. Jak nazveme zlomkové mnoZstvi pak z4visi na
tom, kolikrat budeme provadét rozdélovaci proces (Lamon, 1999).

Lamon (1999) upozoriiuje, Ze o racionalnich &islech ¢asto mluvime jako o bode,cf.l na
Ciselné ose. Ony jsou ale ve skute¢nosti rozmérem, vzdalenostni mirou. Zlomek vidény _]ak.O
mira obvykle oznaduje n&jaky interval, vzdilenost od nuly na Ciselné ose, kde celek je
vétSinou interval o délce 1. .

[ kdy?Z interpretace zlomku jako miry se velmi bliZi jinym interpretacim a fada autorvu,
ji vlibec samostatné neuvazuje, Lamon ji vy¢lefiuje zvlast. Podle ni totiz osvétluje dalsi
aspekty racionalnich &isel, na které ostatni interpretace zamé&feny nejsou. Prace se zlomkerr:
jako s mirou ptinasi dynamicky pohyb mezi nekone¢nymi ¢isly. Ukazuje ,,hustotuv
racionélnich &isel. Pomahéa pochopit smysl posloupnosti, fad racionalnich ¢&isel nebo stupné
pfesnosti pfi méten. )

Lamon (1999, s. 121) uvadi i predpoklady rozuméni zlomku v kontextu mity:
schopnost predstavit si i dalsi ¢len&ni neZ jen pileni, schopnost najit dalsi zlorkove ICISlé
mezi dvéma danymi zlomky a schopnost pouit dany jednotkovy interval jako miru jakeékoli
vzdalenosti od pogatku. Jako pomoc k uchopeni aspektu zlomku jako miry pouZiva Lamovn
hodné tlohy pracujici s &iselnou osou, zvIasté pak jeji postupné rozélefiovani aZ na urovet,
kterou potfebujeme k zakresleni daného zlomku na &iselnou osu. - )

Podle Tiché (2006, konzultace), jestlize umistime zlomek na ¢iselnou osu, jedna se uz
Viastng o Sislo. Podobné jestlize hledime néjaké zlomky mezi dvéma zadanymi zlomky.
vystupuji v takovém ptipadé v roli &isla. Zlomek v kontextu miry, jak ho chape Lol ! 1Vcha
nevyClefiuje. Pojem mira (measure) Ticha pouZiva v jiném smyslu. Jako ,,measure™ oznacuje
kvantitativni 4daj u velidiny a zkracené mluvi o zlomku jako veli¢iné. Naptiklad: Pepa
nasbiral % kg hub a Jana % kg hub. Kolik hub nasbirali dohromady? (Ticha, 2003, s.20).

Ticha tak vlastné nevydletiuje zadny dalsi, samostatny, specificky kontext zlomku.
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2.7.2 Ciselna osa a mira

Vztahem &iselné osy a interpretace zlomku jako miry se zabyval také Ni (2000). Ni
zkoumal, zda je validni pouZivat na méfeni dovednosti a znalosti v oblasti racionalnich &isel
polozky obsahujici praci s &iselnou osou a zda schopnost reprezentace zlomku na Ciselné ose
ukazuje schopnost chapat jeden z aspekti zlomku, zlomek jako miru. Vyty¢il si tfi oblasti
znalosti zlomkové problematiky, které u déti zkoumal. Jednalo se o aritmetické pocitani se
zlomky (computation), aplikace (application) a vyklad (explanation).

Oblast aritmetického pocitani se zlomky obsahovala tlohy na aritmeticky zadané
tlohy na sgitani, od&itani, nasobeni a déleni zlomk (bez zadani slovni Glohou).

Oblast aplikace obsahovala tlohy na uZiti grafickych vyjadteni, procedur a operaci ve
smysluplnych situacich. Do této oblasti pattily ulohy péti typd: a) zlomek vystupujici v roli
operatora (napf. Kolik je 1/6 z 8 dolari?); b) srovnani velikosti dvou rozmérii zlomk (napf.
Co je delsi: 2/5 metru nebo 1/3 metru?); c) najit zZlomek mezi dvéma danymi zlomky; d) najit,
kolik jednotkovych zlomkd je obsaZeno v zadaném Cisle nebo zlomku (napt. Kolik 1/5 je
ve 27); e) pouzit &isla daného celku k prezentovani jiného &isla z odli$ného celku (napf. Mary
mé 2 pytliky se 3 tuzkami v kazdém z nich a 5 pytlikii se 6 tuzkami v kazdém z nich. Kolik
pytlikd se 2 tuzkami maze udélat?).

Vyklad, tfeti oblast znalosti pracujicich se zlomky, obsahoval poloZky zkoumajici
porozuméni nékterym jeviim typickym pro zlomkovou problematiku (napf. Kolik zlomka je
mezi 0 a 1? nebo 12x3/4=9 a 12x7/4=21: Pro¢ je vysledek menSi nez &initel (prvni &islo),
kdyz je nasoben pravym zlomkem a v&tsi nez &initel, kdyZ je ndsoben nepravym zlomkem?)

Ni zkoumal korelatni vztahy mezi témito tfemi oblastmi znalosti zlomkové
problematiky a znalosti a) Gasti-celku srovnani (part-whole knowledge), b) zlomku jako miry
zjisfovanou pomoci prace s obrazkovou reprezentaci zlomku na ¢iselné ose (measure
knowledge A), ¢) zlomku jako miry zjistovanou pomoci srovnavani velikosti dvou zlomkl
(measure knowledge B).

Ke zjisténi porozuméni vztahu mezi &asti a celkem pouziva Ni ukoly, kde se zlomek
reprezentuje modelem ,,&ast z oblasti“ (obdélnik nebo kola€) a k porozuméni aspektu miry
racionalnich &isel pouziva tkoly, kde se k mistu na &iselné ose ptitazuje zlomek. Takove
ukoly, jak uvadi Ni, se pro tyto ugely b&Zné uZivaji®. Ke zjisténi porozuméni aspektu miry
racionalnich &isel pouziva Ni jesté srovnani velikosti dvou zlomkd (détem se zadaj1 dva

zlomky a ony maji za ukol urgit, ktery ze zlomkd je vétsi nebo mensi).

¢ Praci s &iselnou osou pouZiva k procvi€ovani a zjisfovani znalosti v kontextu zlomku jako miry naptiklad
Lamon (1999, viz vyse).

26



Ni objevil, Z¢ naméfena schopnost pracovat s reprezentaci zlomku na diselné ose
neméla Z4dnou nebo zanedbatelnou souvislost (nekorelovala nebo korelovala zanedbateln€) se
znalosti ,,&ast-celek® a se viemi tfemi zkoumanymi oblastmi dovednosti (aritmetické pocitani,
aplikace a vyloZeni). Naproti tomu schopnost porovnavat velikost dvou zlomk se ukazala byt
v tésné souvislosti se tfemi m&fenymi kritérii dovednosti i znalosti ,Gast-celek®. Usp&snost v
porovnavani velikosti zlomka predpovida usp&snost ve viech tfech zkoumanych oblastech
dovednosti.

Vysledky také ukazaly, Ze schopnost reprezentace zlomkti pomoci &iselné osy
neukazuje, jak déti rozumi aspektu zlomku jako miry. O porozuméni aspektu miry vypovida
Iépe schopnost porovnat velikost zlomki.

Vysledky také ukazaly, Ze spolu nesouvisi schopnost pracovat s modelem ,,¢ast
z oblasti“ a schopnost pracovat s modelem &iselné osy.

Ni vychdzi zteze, ¢ pro d&ti je porozuméni matematickym symbolim jeden

vvvvv

z nejt&Zich ukolii matematického udeni. PH vyuce se pouzivaji manipulativni materidly a
grafické reprezentace, aby se matematické koncepty a procedury konkretizovaly, a tak
pomohly détem matematicky koncept uchopit. Ale existuji urdité potize pfi pouzivani
obrazkovych a grafickych analogii pro znazornéni pajmu, konceptu. Jednou z obtiZi je e
ne vzdy jsou pouZivané modely méné abstraktni nez symboly a tedy se miiZe stat, Ze ne
zrovna dobie plni funkci premostovani k symbolu. Napiiklad graficky znazornéné AL
urité ulohy nemusi byt méng abstraktni neZ rovnice, ktera lohu reprezentuje. A tedy ctent
grafii nemusi byt pro déti jednodussi nez &teni rovnic. Takové obtiZe se mohou objevit 1 pf1
Znazorfiovani zlomku jako miry riznymi reprezentacemi.

Ni také upozoriiuje, e fada studii pide o velkych obtizich déti S reprezentaci
racionalnich &isel na &iselné ose. Naptiklad déti ¢asto berou celou ¢iselnou osu jako celek,
misto aby vzaly jako celek segment od nuly do jedné. Autofi téchto studif vysvétluji tento fakt
bud tim, Ze déti maji tyto obtiZe kvili tomu, e nedokazi pracovat se zlomkem jako se
samostatnou entitou a berou ho jako entitu skladajici se ze dvou gisel (Behr, et al., 1993,
podle: Ni, 2000) nebo vidi problém v neuchopeni ,,hustoty* racionalnich &isel. (Hiebert, et al.,
1991, podle: Ni, 2000).

Ni zdivodiiuje obtiZe pti pouzivani &iselné osy k reprezentaci zlomkid velkou
abstraktnosti &iselné osy pro déti. ProtoZe je &iselna osa pro déti pfilis abstraktni, majl
tendenci pouzit cokoliv, co je jim bliZ§i, k uchopeni reprezentace, které pro né nemt dobre
predstavitelna. Proto se napiklad stane, Ze na &iselnou osu napasuji pfedstavu z modelu cast-

celek (8ast z oblasti), ktera je pro n& dobte uchopitelna. Pak mohou vnimat celou &iselnou osu
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jako celek, jako skupinu prvki, atp. Ale to nemusi znamenat, Ze nerozumi aspektu miry
zlomka. -

Ni nepopira, Ze vyborné ovladani této reprezentace muZe ukazova.t porozumjenl
aspektu zlomku jako miry, ale upozoriiuje, Ze obraceng to nemusi platit. Jestllze‘ ,détl selZzou
pfi zobrazovani zlomku na &iselné ose, nemiizeme automaticky fict, Ze postradaji schopnost
porozumét aspektu miry racionalnich &isel. ' ,

Jak je mozZné, Ze schopnost pouzivat model ,.8ast z oblasti nekoreluje se scho?nostvl
vyjadtit zlomek modelem G&iselné osy? Ni tento jev vysvétluje zkreslenim na zaklide
ptedchozich zkuSenosti. Rozsahlé zkusenosti d&ti se zlomkovym model ,Cast zce%ku, :
obzv1asté s modelem ,,&4st z oblasti* zkresluji jejich porozuméni kritickym znakiim spojenyc ,
s Ciselnou osou. Rozsahlé jednostranné zkuSenosti brzdi jejich piedstavy (l""i()b“e také
problém konceptudlni zmény a pfenosu zkusenosti z ptirozenych gisel na oblast racionalnich
Cisel, viz kapitola 1). Popsané ruseni miZe zpiisobovat nepfesnosti pfi méfeni toho, co deti
védi nebo nevédi o racionalnich &islech.

Ni ale rozhodné nechce fici, Ze se &iselna osa nema pouZivat, nebo Ze by nemohla

. A X at koncept
vyjadfovat koncept racionalnich &isel, nebo Ze nepomaha détem abstrahov P

racionalnich ¢&isel.

2.8 Zlomek jako pomér

Pomér je srovnani jakychkoliv dvou mnoZstvi a nemtiiZe byt vyjadten jako jedno 51510-.
Pom&r miZe srovnavat mnoZstvi stejného typu (hnéda a bila vajitka v kartonu) nebo mnOZSt\:l
rizného typ (Skm/h). Pfi srovnani mnozstvi stejného typu existuji dva druby pomve,ruf
stovnani E4st-celek a srovnani Cast-Cast. PFi srovnani Gast-celek je v poméru kvantita CaStj
sady s kvantitou celé sady. Pom&r &st ku &4sti srovnavé kvantitu néjaké Casti sady ke kvantlte
Jiné Easti sady. Kdyz mame 12 vajec a 5 z nich je bilych a 5 hnédych, mizeme utvoh: pomér
5:7a’7:5 (srovnani &4st — gast) nebo 5:12 a 7:12 (srovnani ¢ast-celek) (Lamon, s. 164).

Na rozdil od Lamon existuji autofi, ktefi vztah 5:12 a 7:12 nepovazuji za VZta.h
pomé&rovy (Ticha, 2006, konzultace). Podle nich jde &ist¢ o srovnani ¢ast-celek (0 ném viZ

vyse). A 5:7 a 7:5 jsou poméry a ne zlomky. Zlomky 5/7 a 7/5 vyjadtuji néco jiného.

- i Hunit* jako
” Lamon zde pouivé vyrazy ,,part of a set* nebo ,,whole set*. Pro¢ nepouziva ,,part l:) feﬂ;faumn(;; nze;ﬁoraznlt. iJe se
Jinde, nevim. Lamon to nevysvétluje. MoZna to nemé Zadny vyznam, ale f“Oi“‘/’. ckczlomkov & srovndni &dst-
nejedna o typicky zlomek vztaZeny k typickému celku (naptiklad chee odlisit ,,typicKy

s jicim prikladu
celek od ,,pomérového* srovnani &ast-celek) nebo chce zdfraznit diskrétnost celku v nasledujicim p
(vajicka).
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2.9 Pétinterpretaci 3/4

V predchozich kapitolach jsem popsala, jakym zptsobem Lamon (1999) vnima pét
interpretaci zlomku a také nazory jingch autori na tyto interpretace. Zde uvadim volné
pfeloZenou shrnujici tabulku vyznam jednotlivych interpretaci pro zlomek 3/4 uvedenou

Lamon (2006, 5.220). Original tabulky je uveden v pfilohach.

tabulka 1

i 5
Racionalng &iselné interpretace Vybrané aktivity pr

3/4 Vyznam vyutovani
3/4 znamenaji tfi &asti ze &tyf stejnych Céstf celku
i a ekvivalentni zlomky nalezené diky divani se na e
S.rovném éés,t ~celek s %4sti prostiednictvim vztah k vé&tdim nebo ,Jednotkovér,n (l{nntnznng,)
el men§im souborlim. yro vytvéfeni ekvivalentnich

zlomk@ a srovnavani zlomk
"3 Lasti ze 4 stejnych &asti*

3/4 kolaci=12/16(1/4 kolagi)=(1a1/2)/2 (paru
kolagh)

Mira 3/4 znamenaji vzdalenost danou 3 (l/é?tinoyyr.ni Postupné rozdglovani iselné
celky) od 0 na &iselné ose nebo 3 (1/4tinovymi osy; préce s maticimi pistroji
"3 (1/4tinové celky)" celky) dané oblasti.
3/4 obsahuji pravidlo udéavajici, jak operovat na Aktivity ukazujici zvétSovani
Operétor celku (nebo na vysledku pfedchozi operace); a zmengovani (skladani
P nas(;b 3ba vy;ié;il \l/(}";ledek 4 nebo d&l 4 na paP(;rlll, xekroxo_\,' 4 mé) ?) o
h " vynasob vysiedex 2. modely ukazujici nasobe
H47neSeo 3/4 tak mohou znamenat: 3(1/4 celky), 1(3/4 daleni.
celku) and 1/4(3-celku)
e 3/4 je mnoZstvi, které obdrzi kazda osoba, kdyz o = 4u1 00 a0 (partitioning)
"3 déleno 4" si 4 lidé d&li 3-celek (,,tricelek) néteho.
Pomér 3:4 je vztah, ve kterém jsou 3 ptirovnany (v Aktivity s dvojbarevnymi
"3 ku 4 multiplikativnim spi§e neZ aditivnim smyslu) ku Fetony
u n 4

3 Relativni mySleni

3.1 Relativni a absolutni my$leni

Lamon (1999, s. 12-13) ukazuje rozdil mezi relativnim a absolutnim myslenim na
nasledujici wloze. Piedstavme si dva hady Aloise a Kubu. Aloise méfil pred dvémi lety 4
metry a Kuba méfil 5 metrii. Nyni mé&fi Alois 7 metri a Kuba 8 metri. Je piirtstek obou hadii
stejny? Na otazku mizeme odpovédét dvéma zptisoby, v zavislosti na uZiti dvou odlinych

pohledd na problém. Prvni pohled vidi skutenou (actual) zménu délky. Vidi zménu velikosti
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od pvodni velikosti k nyn&jsi délce, o kterou hadi vzrostli, bez jakékoliv zavislosti nebo
relace k n&¢emu daldimu. Pfi takovém zplisobu uvaZovani o problému konstatujeme, Ze oba
hadi vyrostli stejng, a to 0 3 metry. V tomto piipadé se jedna o absolutni vnimani zmény a o
ptemysleni v absolutnich souvislostech, o tzv. absolutni mysleni (absolute thinking). N&kdy je
také nazyvano aditivni mysleni (additive thinking).

Druhy pohled srovnava prirtistek obou hadii vzhledem k jejich ptvodni délce. Velikost
zmény je tedy zavisla na piivodni velikosti hada. V tomto piipadé jde o relativni pohled na
zménu a uplatiiuje se relativni mysleni (relative thinking). Alois vyrostl vice vzhledem k;jeho
pivodni délce. Vyrostl o % své plivodni délky a piekonal tak Kubu, ktery vyrostl jen o 3/5 své
pivodni délky. Relativni mysleni je také n&kdy nazyvéano multiplikativni mySleni
(multiplicative thinking).

Relativni mysleni umoziiuje vidét souvislosti typické pro zlomkovou problematiku.
Lamon (1999) uvédi, Ze na zakladé relativniho mysleni napiiklad vidime vztah mezi velikosti
Casti a poCtem &asti. Vysvétluji si to jako uvédomovani si skuteénosti, Ze jestlize rozdélujeme
celek na libovolny poéet stejnych &asti, pak &im vice stejnych asti vytvofime, tim budou
mensi. A tedy jestliZe rozdélime celek na stejné &asti a tyto Casti jesté rovnomérné rozdélime,
celek se nezvétsi. Situaci dobfe vystihuje vtip, ktery uvadi Lamon. Osoba si objednava pizzu
a nabada zaméstnance pizzerie: ,,Cut that pizza into four slices. I can’t eat eight.“ (1999, s.
19).

Lamon uvadi i daldi souvislosti zlomkové problematiky, které chapeme diky
relativnimu mysleni. Krom& vztahu mezi velikosti kusti a po¢tem kusii v celku sem patii 1
védomi, Ze zlomky se mohu vzajemng srovnavat pouze ve vztahu ke stejnému celku. Miizeme
tct, Ze V2 je vétsi nez Y, pouze kdyZ jsou v relaci ke stejnému celku.

Na zékladg relativniho mysleni také miZeme vidét, Ze stejny pocet, nebo mnoZstvi,
miiZe byt vyjadieno riznymi zlomky, jestlize se vztahuji k riznym celkim. Tfi Stverecky
mohou byt % i Y. A opané zlomek muzZe zlstat stejnym zlomkem, i kdyZ je zndzornén
rliznymi reprezentacemi, i kdyZ vyjadfuje riznd mnozstvi, tvary nebo useky, jestlize ukazuje
stejny vztah k celku. A také, i kdyZ je zlomek vyjadfen v rozsifenych Ci zkracenych tvarech
(3/5 = 12/20 = 6/10), pojmenovava stejné relativni mnoZstvi, at’ uz je celek rozd€len na

pétiny, dvacetiny nebo desetiny.

3.2 Vyvoj chapani vztahu dvou kvantit

Rendl (2006, konzultace) uvaZuje o vyvoji chapani vztahu mezi dvémi kvantitami u

déti ve tfech etapach. V prvni etapé urdi dité, eho je vic a Ceho je mif, podle zabran¢ho
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prostoru nebo tvaru dané kvantity. Jedna hromadka kuli¢ek je v&tsi nez druha, protoZe zabira
vic prostoru. Nebudu zde rozebirat viechny ptipadné omyly, kterych se déti pi1 takovem
zpisobu srovnavani dopoustéji (viz Piaget, napt. 1966). . .
Ve druhé etapé uz dit¢ dokaze kvantity vyjadit postem. Nejprve vi, Ze 5 je vic n.ez 2,
ale nevi jesté o kolik. Pozd&ji dokaZe i vztah dvou poéti vyjadfit poctem. Pocty Tle‘]]ZTI'VC,
srovnava aditivné (,,0 x vic/mi® - 5 je o 3 vic nez 2), ale pozdgji si osvoji multiplikativni
srovnani (,xkrat vic/miii“). Zprvu dité nechépe vztah mezi aditivnim (absolutnim) a
multiplikativnim (relativni) srovnanim a provadi je podle toho, jak je zadana Gloha nebo
nahodné vybira. o
Teprve pozdgji si d&ti ujasni, Ze jde o dvé riznéa hlediska, ktera mohu pro srovnani
volit. Dostavaji se do tteti etapy, kdy vidi ,,relativnost hledisek®. Tato relativnost (-jak se to

: ’ 7 o likativni nani.
vezme*®) je vy$8im stadiem neZ pouhé ovladnuti relativniho (multiplikativniho) srov

p 4 w ” . ry wr °66
4 ,Déleni mnoZstvi na nestejné &asti

2 s T X S atvi jné casti

Déti se ve skole setkavaji s tlohou, ktera poZaduje rozdé¢lit mnozstvi na nestej :

. : DU s . Wi vat aditivni
pti€emz je zadan vztah mezi mnoZstvim v kazdé &asti. Zadany vztah miZe akcento

(ptiklad 8) nebo multiplikativni (ptiklad 9) strukturu. Ulohy mohou znit napfiklad takto:

PFiklad 8

Jirka a Martin maji dohromady 25 kulicek. Jirka jich md o 5 vic nez Martin. Kolik kulicek ma
Jirka?

25-5=20, 20 + 2=10, 10+5=15, J=15.

nebo

25=J+M, J=M+5, 25=M+5+M 25=2M+5, M=(25-5)/2, M=10, J=10+5, J=15.
Priklad 9

; i o i i iCek
Jirka a Martin maji dohromady 20 kulicek. Jirka jich md 3krdt vic neZ Martin. Kolik kulice
ma Jirka?

20=J+ M J=3M, 20=3M+ M, 20 =4M M = 20/4, M=5, J=3x5, J=I5. .
Déti se neudi poéitat typy prikladii, jako je ptiklad 8 a 9, pomoci rovnic. Ofciitial i
proto, aby bylo ziejmé, Ze vychodiskem pro vypolet Jirkova mnoZstvi je Martindv pocet
kulic¢ek.
Déti se ugi vypogitat Jirkovo mnostvi pomoci algoritmu, ktery je uveden jako prvn.l
zplisob vypoétu piikladu 8. To. o co mé Jirka vic, odeéti od celkového mnoZstvi. Mno‘istw.,
které ti vyjde, rozdél na polovinu a pfiéti k nému 5, protoze Jirka ma mit o 5 vie. Vyjde t

mnozstvi, které ma Jirka.
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Uloha typu ,.deleni mnoZstvi na nestejné &asti muze obsahovat i zlomky. Jedno
z moznych znéni uvadi nasledujici pfiklad.
PFiklad 10

Jirka a Martin maji dohromady 35 kulicek. Jirka jich ma o 1/3 vic nez Martin. Kolik kulicek
ma Jirka?

35=J+M, J=M+1/3M, 35=M+M~+1/3M, 35=7/3M, M=15, 1/3M=5, J=15+5, J=20.

Zde vystupuje zlomek jako operator. Uloha je ztizena diky implicitnimu zadani celku.
Dit¢ si musi uvédomit, ze zakladem pro vypodet Casti urcené, 1/3 je, ve shod¢ slogikou
piikladii 8 a 9, pocet kulitek, které ma Martin. Celkem pro vypotet 1/3 je tedy Martinovo
mnoZstvi. Jirka ma to, co Martin a jesté 1/3 z toho, co ma Martin.

Priklad 10 zadavala détem Ticha (1998, s. 133). Ticha uvadi dvé odlisna feSeni
pfikladu 10 a ukazuje na nich dvé odli$na chapani podminek ulohy.
Adéla pocita: 3/3+3/3+1/3=7/3, 35+7=5, 1/3=5, 35-5=30, 30+2=15, 15+5=20

Karel pocita: Jirka ma 2/3 z 35 a Martin md 1/3 z 35. A jesté kresli kruh rozdéleny na tretiny
§ vyznacenou jednou t¥etinou.

Karel chape formulaci ,,A ma o jednu n-tinu vic nez B* tak, ze A ma (p+1) n-tin, B ma
(p) n-tin a oba z tého? celku, pfitemz hleda se p (p=?); nezalezi na tom, zda n je liché nebo
sudé ¢islo. Karlav postup uvadi Ticha jako jeden z pfipadl neporozuméni tloze. Naopak
v Adéling feSeni se podle Tiché ukazuje hluboky vhled do situace. Adéla nechape ,,1/3“ jako
zlomek, ale jako symbol k oznadeni jistého objektu. Rozdéli celek na n stejnych &asti. Jednu
n-tinu chape jjako novou jednotku jiné kategorie, jako zaklad nového pohledu (nazirani). Neni
primarné dilezité, Ze se jedna o tietinu. DileZité je, Ze mam sedm stejnych &asti, sedm
stejnych kosikd, sedm stejnych obdélnigki, atd. (Ticha, 1998).

Stejny problém ukazuje Ticha i na jiném misté (2003, s. 23-24) prostiednictvim jiného
zadani Glohy. Déti maji napsat slovni ilohu, ktera bude korespondovat se zadanym obrazkem.

PFiklad 1]
(Ticha, 2003, 5. 23-24)

obr. 3

T |
..;.'r'.l.'rf -
Tomas [:]::- ‘

FeSeni 11.1: Jirka a Tomds vydélali 55 korun dohromady. Jirka dostal 2/5 a Tomds dostal 3/5.
Kolik dostal kazdy penéz? (chdpe zlomek jako operdtor, 2/5 z 55 a 3/5 2 35).

55
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Feseni 11.2: Jirka md 22 hrusek a Tomds md o % hruek vic neZ Jirka. Kolik maji
dohromady? (napocital pridand data a:pak vytvoFil problém).

FeSeni 11.3: Matka koupila 55 malych kolacki. Jirka snédl 2/5 koldckii, ale Tomd3 snédl o 175
vic nez Jirka. Kolik kolacki kazdy snédl?

FeSeni 11.4: Jirka a Tomds, oba sbiraji zndmky. Maji dohromady 55 zndmek Tomds md o 1/5
vic zndmek neZ Jirka. Kolik zndmek kaZzdy ma?

Tich4 (2003) uvadi, Ze autor feSeni 11.1 chape zlomek jako operator. Potitd 2/5 z 55 a
3/5z55.

Resitelé 1122 11.3 vytvafeji spravné znéni s vyrokem ,,0 /b vie nez", i kdyZ kazdy
jinak. Zpisob feseni 11.2 je principialng stejny jako Adélino feSeni z piikladu 10 a je na prvm
pohled spravné. S autorem feseni 11.3 Ticha vedla dodategny rozhovor, ve kterém se zjistilo,
Ze dité uchopuje zlomek 1/5 jako novy objekt, jako pojmenované &islo, jako novou jednotku,
pro kterou pouZilo oznag&eni ,,pétina®. Pti rozhovoru dité feklo, ze kazdy obdélni&ek je stejny
a Tom4$ ma o jeden obdélnitek vic nez Jirka. A tedy i fesitel 11.3 méa spravny poteS
situaci ,,0 1/5 vic nez*.

ReSeni 11.4 je narozdil od predchozich chybné a svédei, jak pise Ticha, o s
nedostatku, kdy studenti nejsou schopni rozeznat, co je celek a co je &ast. Slovo ,,nez*
studenti nepovazuji za indikétor celku a jsou ovlivnéni vyrokem ,maji dohromady®, kg
pro fadu studentt ,,signdlem* udévajicim celek. Ticha uvadi, Ze studenti také nerozeznaji
odli$nost mezi vyrokem ,,Jirka ma 2/5 a Toma$ o 1/5 vic* a ,,Toma§ méd o 1/5 vic nezlias

Tich (1998) k tomu uvadi, Ze v béznych textech, se kterymi se zaci setkavaji, hraji
hlavni roli zpravidla podstatna jména a slovesa. V tlohach tohoto typu maji podstatnou,
dominantni roli také predlozky ,,0“ a &astice ,,nez“. To muze souviset s nerozeznanim

V¥znamu vyroku ,,0...nez*.

33



CASTII

Charakteristiky vyzkumného procesu

5 Které pFiklady jsem zadala, pro¢ a jaké byly moje pfedpoklady

Chtéla jsem postihnout vnimani a predstavy déti o zlomcich v riznych vyznamovych
kontextech. Vysla jsem proto z p&ti hlavnich interpretaci zlomkového vyjadieni vy¢lenénych
Lamon (1999, viz vyse). Mozné zlomkové interpretace, které uvadi Lamon, by totiz mély
pokryt kontexty, ve kterych se déti se zlomky setkavaji. Zadala jsem osm uloh, ve kterych je

zastoupeno v3ech pét zakladnich zlomkovych interpretaci.

3.1 Srovnani &ast-celek a ,,jednotkovani*

Predpokladala jsem, Ze klasické ulohy na srovnani &ast-celek jsou pro déti ze sedmé a
osmé tiidy jednoduché. Zadavat tlohu: ,,vyjadfi zlomkem jak velka Cast kruhu je vyznac¢ena
gerven&“, by byla pravd&podobné jen ztrata &asu. Proto jsem vybrala priklady, ve kterych se
musi vyznamn& zapojit proces ,.unitizing* (viz vySe). Srovnani ¢ast-celek a proces

sJednotkovani“ mély mapovat prvni dvé tlohy.

5.1.1 lohal

ks a) Rozdél tento celek na tretiny. Kolik tecek obsahuji 2/3?
il b) Rozdél tento celek na Sestiny. Kolik teéek obsahuje 5/6?
I ¢) Rozd&l tento celek na devitiny. Kolik te¢ek obsahuji 2/9?
Wt d) Rozdél tento celek na dvanactiny. Kolik tecek ObSahUJF 5/127
e e) Rozdé&l tento celek na osmnactiny. Kolik tecek obsahuji 4/18
oo

(aloha od Lamon, 1999, s. 73).

Viloze 1 jsem chtila pozorovat, jak si déti poradi se strukturovanim celku a Jake
strategie zvoli. Zda dokazi flexibilné opustit pfedchozi predstavu roz&lenéného celku a videt
jeho jinou strukturaci.

Predpokladala jsem, Ze déti budou mit problém s rozd€lenim celku na dvanactiny,
protoZze budou mit tendenci biat jednotlivé tegky jako dale nedelitelné, a s rozdélenim na
devitiny, kde uz nemusi byt tak snadné roz¢lenit celek vizualn€ v predstavach na devét casti.

Snaz§i je to u tietin a Sestin.
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5.1.2 uloha?2

e 2 30 vviadiui & podl
Dotvor nasledujici skupinu &tveredki tak, aby bylo zfeyme, z¢ vyjadfuje 16/4 (voln& podle

tiloh od Lamon (1999, s. 70-73)).
SEEEEEEEEEEEEREE

Ulohu 2 jsem zadala proto, abych se mohla s détmi bavit o jejich chépani vztahu mezi
e ML Y42
celkem a &asti. Jak si déti s Glohou poradi? Jestlize celek budou ¢ty stveretky, co bude Vs

Jestlize ¥ budou &tyfi &tveretky, co bude jeden celek? Jestlize zkratim 16/4 na 4/1, co vlastne

vidim? Atp.

5.2 Kbvocient a rozdélovani
uloha 3

. , G AL AT ind ‘ asobem se
Sest déti ma tyto &tyti ¢okolady k rozd€leni. Kazdé dité ma dostat stejné. Jakym zpuso

mohou rozdélit? (podle Lamon, 1999, s.75)

i . - v xagan{ Ziva
Treti tiloha pati do skupiny interpretaci zlomku jako kvocientu a pil FeSefii 5¢ e
proces rozdélovani (,,partitioning”, viz vyse).
L < % i kym
V této uloze mé zajimalo, jakym zpusobem probéhne rozd&lovaci proces. Jaky
)W B mpt P Tore . mnoZstvi
zplisobem budou jednotlivé déti podéleny? Vyuziji déti nakres? Vyjadti nalezenc m

pro jedno dité zlomkem, i kdyZ se jichnato v otazce ptimo neptam?
3.3 Operator

Zlomek v roli operatora vystupuje ve Etvrté€ a paté uloze.

5.3.1 ddloha 4

. . 3 =0 ‘a9
Katka se Geastnila patnacti zavodd v plavani a 2/3 z nich vyhrdla. Kolik jich prohréla®
o is , v éla
Ctvrtou ulohu jsem zadala pfedevSim proto, abych zjistila, kterym détem G2

SN ; ve slovni
problémy vyjadrit &ast z celku pfi explicitn€ zadaném celku a pracovat s€ vztahy

’ - : T & h ale
tiloze. Predpokladam, Ze vétSina déti nebude mit problémy ulohu vyfesit. Chtéla bych a
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pracovat i se zplisobem, jakym &ast z celku po€itaji. Uvédomuji si, co znamenaji jednotlivé

kroky, které délaji?
5.3.2 alohas

Kromg tdlohy 4 jsem zadala jeté¢ jednu ulohu, ve které vystupuje zlomek jako
operator. Pouzila jsem tlohu Tiché (1998) uvedenou v ptikladu 10 (viz vySe), pouze jsem
pozménila celkové mnoZstvi kuli¢ek (znéni Glohy, kterou jsem zadala, viz niZe, ptiklad 12).

Chtéla jsem pochopit, v&m je pro d&ti problematicka. Je opravdu kli¢ova
neschopnosti uréit, co je celek a co &ast, a neschopnosti brat 1/b jako novy objekt, jako
pojmenované ¢&islo, jak uvadi Ticha? Maji viechny déti, které tesi ulohu stejné jako Karel,
omezené vnimani situace? Tedy, Ze automaticky vezmou jediné mnozZstvi, které je zadano, a
z n€ho vypotitaji zadany zlomek?

Urcita slovni spojeni jsou v na$i spole€nosti vnimana ustalenym zptisobem, jednotn€.
Dité€ se musi ugit v procesu socializace, co ktery vyrok znamena. Ve velké mife se to deje
pravé v matematice, kde navic vSeobecné uznavany vyznam pojmu uzivaného v béZném
Zivotg, dostava vyznam jiny (viz kapitola 2.1 o pojmu zlomek v nematematickych situacich). I
Ticha zmitiuje jazykové souvislosti nespravného fedeni tlohy (viz vyse), kdyZ upozorfiuje, Ze
déti jsou zvyklé z béznych textéi upirat pozornost na podstatna jména a slovesa, a ne na
pfedlozky a &astice, nebo kdyZ pise o moZnosti neporozumeni textu zadani.

Ja si ale navic myslim, Ze vyrok z ptikladu 10 ,,0 1/3 vic nez Martin* netika nic o tom,
co ma byt brano jako celek. Vyrok ftika, Zze mezi Jirkovym a Martinovym mnoZstvim bude
rozdil 1/3, a e Jirka bude mit o tu 1/3 vic. Neni ale fe¢eno (ani implicitn&), co je zakladem
pro vypodet ,,1/3 z*. Karlovo feeni by tedy mohlo byt povaZovano za spravné. Sémanticky
vyklad, kiery je v matematickém ohledu povaZovan za spravny, tedy Ze celkem md byt
Martiniiv pocet kuli¢ek, se musi dité naugit. Jde o jazykovy Gzus. Dit¢ se musi naucit, ze
»takto* formulované zadani ma vnimat ,,timto* zptisobem. Ma ,,citit“ prislusny vyznam.

To jim ztéZzuje nebéznost vyskytu takovych piikladi v udebnicich. D&t se sice
setkavaji s Glohami tytu ,,d&leni na nestejné &asti (viz vySe), kde je pozadované sémanticke
,»Citéni* trénovano, ale tloha typu ,,déleni na nestejné casti* obsahujici zlomek jako operator
se vyskytuje v ugebnicich az v osmé ttidé, kdy jsou probirany linedrni rovnice.

Navic uloha kombinuje aditivni a multiplikativni vztah. Do aditivni struktury
vyjadtené vyrokem ,,0 x vic nez“ je vnoten multiplikativni vztah ,, xkrat méné&* (=1/x). Cely

vyrok tedy miZzeme zapsat: ,,0 (x krat méné) vice®.
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Je mozZné, Ze vétsina déti, jak uvadi Ticha (1998), fesi ulohu 5 stejné jako Karel,
protoZe je3té nema dostate¢né zafixovan onen kulturn& obecng zaZity vyzn'am?- s

Podivejme se, jak by feSeni ilohy mohla vypadat, kdybychom phpustlvll, ze’: er?k ,,é
1/3 kuligek vic nez* implicitné neuréuje celek. Jako celek budu postuf)’ne brat ce 2o;/
mnozstvi kuligek, Martiniiv poget kuligek a Jirkéiv poget kulicek (viz prlkléjj 12.’1-1 ‘)‘
Vezmeme-li samotny vyraz ,,0 1/3 vic nez* miZze také znamenat ,,0 1/3 kuli¢ky vic nez”.

¥ , - je piiklad 12.4.
V takovém piipadé je celek jedna kulicka. Reseni takové tlohy ukazuje pfikla
PFiklad 12

. ; 1 4 in. Kolik kulicek
Jirka a Martin maji dohromady 42 kulicek. Jirka jich ma o 1/3 vice neZ Martin. Ko
ma Jirka?

12.1: celek je Martino mnozstvi kulicek:

3/3 = 35+7 = 5. 5=1/3. Martin
Martin md 3/3 a Jirka o 1/3 vic. Jirka ma tedy 4/3. 4/3 + 3/3 = 7/3. 35+7 )
ma 3x5= 15 q Jirka 4x5= 20.

nebo

— = J=24.
J=M+1/3M, 42=J+M, 42=M~+M+1/3M, 42=7/3M, M=18, 1/3M=6, J=18+6,
12.2: celek je celkové mnozstvi kulicek:

g 4 ] 1 X 42—3=14;
Celkové mnoZstvi jsou 3/3. Aby mél Jirka o 1/3 vic, musi mit Martin 1/3 a Jirka 2/3
M=14J=28

nebo

= 2), 42-
J=M+1/3(M+J), 42=J+M, 42=(M+1/3(M+J))+M, 42=M+1/3(42)+M, 42=2M+ 1/3(42)
1/3(42)=2M, 42-14=2M, 28+2=M, M=14, J=28.

12.3: celek je Jirkovo mnozstvi kulicek:

. : 3 : /3 je 5/3.
Jirka md 3/3. Protoze Jirka md o 1/3 vic neZ Martin, Martn‘1 ma 2/3. 3/3 a 2/3 je
42:5=8,4; 1/3=8,4; 3x8,4=25,2; 2x8,4=16,8; J=25,2; M=16,8,;
nebo

. 1/3J=8.4: M=252-84;
J=M+1/3J, M=J-1/3J, 42=J+M, 42=J+J-1/3J, 42=5/3J, J=25,2; 1/3J=84; M
M=16,8

12.4: celek je jedna kulicka: g
92-1=41, 41+2=20,5; 20,5+1/3=M; M=20 a 5/6; 20,5+2/3=J; J=20a 7/6".
nebo 204 7/6
J=M+1/3, 42=J+ M, 42=M+1/3+M, 42=2M+1/3, M=21-1/6, M=20 a 5/6, J=20 a X d "
L, L i ou
Détem jsem zadala tlohu z ptikladu 12. Zajimalo mne, jakym zpisobem bu )
N = = ; i na a proc.
ulohou uvazovat, jakym zptisobem ji uchopi, jestli se jim bude zdat komplikova
. . hoto algoritmu
¥ Vypotet neodpovida algoritmu dé&leni na nestejna &asti, ktery jsem uvedla v pﬁk-laf:lg'S })60:11]7;'01:127/6; 1221
by vypoget vypadal takto: 42-1/3=126/3-1/3=125/3; 125/3-2=125/3%1/2=125/6; 2

. i ochopitelng)si,
celych a 1/6; M=125/6; M = 20 celych a 5/6. Vypocet ktery jsem uvedla v textu se mi zda p P

: ‘ i irka 2/3 kuli¢ky a Jirka
protoZe zdiraziiuje roz&lenéni jedné kuligky na tretiny (Martin bude mit 1/3 kuli¢ky a Jirka
tedy o 1/3 kuligky vic nez Martin).
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Sahnou automaticky po celkovém mnoZstvi jako po celku? Budou tomuto kroku pifedchazet
jiné Gvahy? Jak se vyrovnaji s aditivnim a multiplikativnim vztahem v Gloze?

Détem byly dale po vypoctu Glohy 5 predkladany &tyfi pozmé&néné verze pavodni
alohy. Znéni jednotlivych verzi se lisila vyjadfenym celkem (Martiniv podet kuligek, Jirkav
pocet kulidek, celkové mnozstvi kuli¢ek a jedna kulicka). Byla to vlastné zadani pro rizné
zpusoby vypoétd uvedenych v ptikladu 12. Kazdou verzi jsem se snazila vytvorit tak, aby
jasn& vyjadiovala, co ma byt zakladem pro vypocet 1/3, aby bylo uvedeno ,,z éeho* se ma 1/3
vypocitat.

Kladla jsem si otazky: Kdyz détem napovim, co maji brat jako celek, budou schopny
piiklad vyfe$it? Budou vyzn&ni pozmé&nénych verzi déti pokladat za stejna nebo jina
vzhledem k plivodnimu zadani ulohy? Bude se jim zdat, Ze ptvodni tiloha tika to samé jako
nekterd z pozménénych verzi? Ktery zpusob ,.Eteni® zadani bude prevaZzovat? Jsou déti
schopny vid&t zménu feeni v zavislosti na zmé&né souvislosti?

Jednotlivé verze jsou uvedeny v piikladu 13. Pfedpokladala jsem, 7e détem muZe
verze zadani, kde bude jasng uréen jako celek Martin (verze 5A), pomoci podivat se na ulohu
jinym zpisobem. A pak pipadné i ,,spravn&” vypogitat plivodni ulohu.

PFiklad I3
(Pozménéné verze pivodniho zaddni nebyly na pracovaim listé. Predklddala jsem je postupne

aZ po dokoncent vipoctu pivodni lohy. Ptala jsem se: Vyjadiuje tolo zaddni to same, Jjako
puvodni iloha? Nebo Fikd néco jiného? Co Fikd? Atp.).

5A4: Jirka a Martin maji dohromady 42 kulicek. Jirka md o 1/3 kulicek (z poctu kulicek, které
mad Martin) vic nez Martin. Kolik kulicek ma Jirka?

5B: Jirka a Martin maji dohromady 42 kulicek. Jirka md o 1/3 kulicek z celkového mnoZstvi
vic neZ Martin. Kolik kuli¢ek mad Jirka?

5C: Jirka a Martin maji dohromady 45 kulicek. Jirka md o 1/3 kulicek (ze svého mhnoZstvi
kulicek) vic nez Martin. Kolik kulicek ma Jirka?

5D: Jirka a Martin maji dohromady 42 kulicek. Jirka md o 1/3 kulicky vic nez Martin. Kolik
kuli¢ek ma Jirka?

Zadani ulohy 5C se muze zdat nesmyslné. Ale s podobnou strukturou prikladu se dett
v uéebnicich matematiky mohou setkat. Naptiklad: ,,Vyska Jirky je 76 cm a polovina jeho

vySky. Jak vysoky je Jirka?* (Molnar, 2000).
5.4 Mira

Interpretaci zlomku jako miry reprezentuje Sesta a sedma tloha.
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5.4.1 1loha6

3 ey
Jestlize vi§, kde na ose lezi ik vyzna¢ na ni ="
= | 1 O Y WSS =
! | : l ! l T A e e
I B e o S S e e L SR !
0 3
4

(podle Gloh od Lamon (1999, s. 120-121))

5 . ; k vyjadiuje
Sesta wloha se zaméfuje na jeden aspekt zlomku jako miry, kdy zlomek VyJactt]
) . . {znéisi, a Zze se

vzdalenost od nuly na &iselné ose. Piedpokladala jsem, Z€ iiloha bude obtiznc] )
e S ; 2 o &iselné ose samotne.

budou ukazovat détské predstavy a vnimani nejen o zlomeich, ale také o giselne

Cekala jsem obtize, které déti maji pii praci s &iselnou osou.

5.4.2 dloha7

| ]
Napi$ dva zlomky, jejichZ velikost je mezi ¢ 2

(Lamon, 2003, s. 111)

V sedmé uloze dostaly déti za kol pojmenovat dva zlomky mezi dvéma danymi
zlomky. Zadanim sedmé tlohy jsem chtéla postihnout ,hustotovou* vlastnost zlomkt.” Tato
vlastnost podle Lamon (1999, s.119) vyjadiuje, Ze mezi dvéma zlomky je nekone.c‘:né mnoho
zlomkovych &isel, a ze se prostfednictvim zlomku muZeme dostat kjakémukollv bodu na
Ciselné ose tak blizko, jak chceme.'

Otazky které jsem si kladla: Vidi déti tuto vlastnost zlomku? Jakou pouiiji' piedstavu
pro fefeni ty déti, které¢ najdou dva zlomky mezi dvéma zadanymi? Znamena (o, z€ si

,hustotovou* vlastnost zlomkt uvédomuji?

004) a Hieberta
® S terminem the density of rational numbers* jsem se setkala u Lamon (1999), Merenluoto (2 )
(||99|, podle: Ni, 2000).

P I drobngjsim
Vzhledem ktomu, e Lamon ukazuje hustotu® raciondlnich msel'po?tuppme;tﬁ::kyigliv bocji na

roz¢lenovanim &iselné osy, mysli touto vétou pravdépodobné moznost vyjédhgl Zn gm el

&iselné ose. | ten, které vyZaduje velkou pfesnost méteni, tedy velmi podrobné rozcle

39



5.5 Pomér

Osma tiloha pouZiva zlomky v pomérovém smyslu. Neni to typicka tiloha na pomér.
Zjistuje spide proporciondlni uvazovani. Porovnava dva pomérové vztahy mezi sebou. Mela
by ukazat, zda déti pfemysleji v daném kontextu absolutn& nebo relativné. Jestlize dit€ vytvon
ptihodny multiplikativni vztah, miZe mit jesté problém s jeho spravnou interpretaci, problém
S€ spravnym porovnavanim. .

Déti ze sedmé tiidy se jesté o poméru systematicky neudily. U nich budou pozorovane
avahy prekonceptnimi predstavami. Déti z osmé tridy jiz sice pomér probiraly, ale ke kpnel
sedmého roéniku. Od probrani uéiva tedy uplynulo asi 8 mésicd. U déti z osmé tfidy jsem
ptedpokladala, Ze budou schopny alespofi utvofit multiplikativni vztah, i kdyz by mohly mit

problém s jeho interpretaci nebo s porovnanim vzniklych poméri.

iloha 8§

& 4 . v r . r v v 7 Zusu e
Ve Spatném baru michaji pomeran¢ovy a bananovy dzus s vodou. V pomerancovem d )

12 odmérek §tavy a 30 odmérek vody. V bananovém dzusu je 16 odmérek Stavy a 36

odmérek vody. Ktery druh dZusu je mifi Sizen?

6 Typ vyzkumu

Jedna se o kvalitativni vyzkum, ktery stavi pfedevS8im na rozhovorech s détmi.
Rozhovor jako prostfedek pro poznani détskych interpretaci matematického svéta zduraziuje
fada autori. Rozhovor nabizi velkou volnost pfi zjistovani Zikovych subjektivnich nazord,
dovoluje jit do hloubky, pruzné reagovat na nedekané Zakovské odpovédi nebo micent (Cap,
Mares, 2001). Pisemné informace nejsou dostadujici, je nezbytné je specifikovat na Zarlade
rozhovoru se studenty (Ticha, 2003). .

Autofi také upozortiuji na rizika rozhovoru. Rozhovor s détmi o jejich predstavach je
obtizny. Mnohé déti své subjektivni predstavy o ugivu jen obtizn€ verbalizuji, nedostava se
jim slov, aby vyjadfili to, co si o uéivu mysli (Hejny, 1989; Cap, Mares, 2001; Ticha, 2

S védomim vsech obtiZi se mi zdal rozhovor jako nejlepsi a nezbytny pfi snaze
pochopit strategie Zakii a jejich predstavy a zlomeich. Proto jsem cesty mySleni déti, Jejieh
predstavy o predlozeném problému &i jejich interpretace predlozené situace zkoumala na

zaklad€ rozhovoru o tom, jak predloZenou ulohu fesily.
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7 ZKkoumané déti

Pracovala jsem se dvéma skupinami dé&ti. Prvni se skladala z jedenacti déti ze sedmé
tfidy a druha ze 3esti d&ti z osmé tiidy. Plivodné& jsem zahrnula do vyzkumného vzorku pouze
deti ze sedmé ttidy. Po dokonéeni prace s nimi jsem v3ak citila potfebu rozsifit vzorek o dét1 z
osmé tfidy zvlasté proto, abych mohla pozorovat jejich strategie pii praci s patou a osmou
ulohou.

Systematicky se d&ti udi o zlomcich ve &tvrté tiidé a pot€ v prvnim pololeti sedme
tfidy. V té dobé se ale neseznami s pomérem. Ten se ui zvla%t az na konci sedmé tfidy spolu
s ,,méfitky* a procenty. Na konci ledna a zac¢atku inora 2006, kdy déti z vyzkumného vzorku
pocitaly zadané ulohy a kdy jsem s nimi probirala jejich strategie, mély jiz problematiku
zlomk@ probranou. Détem ze sedmé tfidy ubéhly asi dva mésice od ukonéeni vykladu o
zlomeich a ve $kolnim vykladu jesté nebyly seznameny s pomérem a procenty. Dét1 z osme
tiidy ob& problematiky jiZ probiraly v sedmé tfid& (od vykladu tedy ub&hla pomé&rn& dlouha
doba) a byly t&sné pfed probiranim latky o linearnich rovnicich.

Déti ze sedmé i osmé tiidy jsou ze stejné Skoly a obg tridy udi matematiku stejna
utitelka. Jedna se o b&znou zakladni $kolu v centru Prahy bez demografickych zvlastnosti. O
sedmé tfidé musim podotknout, Ze je ,plavecka“. Déti z této tridy navitévuji plavecké
tréninky a $kola jim vychazi vstiic v ipravé rozvrhu. Jejich uebni osnovy v matematice v§ak
nebyly nijak upraveny. Ugily se vechno, co jejich vrstevnici.

Sedmou tfidu charakterizovala ugitelka matematiky jako tfidu s neb&znym rozloZenim
matematickych schopnosti. Vyskytuje se v ni hodn¢ ,,jedni¢karu® a podpramérnych déti a do
stfedniho pasma schopnosti patii méné déti, nez je b&Zné. Vzhledem k ucelu meé prace to viak
neni podstatné, protoZe vzorek déti i tak obsahoval d&ti ze vSech pasem matematickych
schopnosti, a proto by variabilita strategii a myslenkovych postupt neméla trpct.

Osmou tiidu vidéla ucitelka matematiky jako b&Znou s normalnim rozlozenim
matematickych schopnosti. Sest déti z osmé ttidy mi do vzorku vybirala podle mnou
zadaného kli¢e: jednicka¥, jednickaF az dvojkat, dvojkat, dvojkar aZ trojkaf, trojkat, trojkar az

Ctytkaf.
8 Sbér a zpracovani dat

Jak uz jsem uvedla, sbér dat probihal na konci ledna a na zacatku unora 2006. S
kazdym ditétem jsem pracovala individualné. Kromé mé a ditete nebyl nikdo pfitomen. M¢la

jsem k dispozici prazdnou tfidu, kde jsme nebyli nikym ruSeni.
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Détem jsem zadévala tlohy jiZ vyse popsané. Ulohy byly predtidtény na tfech stranach
a déti si do nich mohly psat vypoéty. Podobu, ve které byly alohy predkladany détem, si lze
prohlédnout v priloze. V piiloze uvedené varianty paté tlohy byly rozstithany a pfedkladany
détem postupné po vypo&tu pavodni paté ulohy na prouZku papiru. Listy s feSenimi
jednotlivych déti k diplomové praci neprikladim. Ukazky z pracovnich listd jsou prabézne
uvadény v textu prace. '

Pro praci s ulohami jsem nestanovila Zadny ¢asovy limit. Nechala jsem déti
samostatng fesit Glohu. Jestlize dité dlouho mlgelo a ja jsem rozpoznala, Ze nevi jak dal,
zacala jsem se s nim o uloze bavit. Zjistovala jsem, o ¢em dit& pfemysli, kde vidi problém,
nebo v ¢em si mysli, Ze je uloha obtizna. ’

Vétsina déti vzdy zkusila n&jaké feseni, i kdyZ si feSenim nebyly jisté. Poskytnuta
feSeni mi dévala prostor pro rozhovor s ditétem o jeho zpiisobu premysleni nad ulohou.
Zjigtovala jsem, pro¢ dité fesi priklad timto zpisobem a jaké predstavy za feSenim stoji.
Casto jsem davala i dopliiujici otazky a upozorfiovala déti na nesrovnalosti v uvahéach. Chtéla
jsem naptiklad poznat, zda dit8 vidi i jina Feeni nebo souvislosti, neZ jen ty, které se ukazaly
Pfi prvnim feseni ulohy. Tim byl u d&ti asto nastartovan spravny zpisob feSeni, i kdyz
prvotni vysledek nebyl spravny. O to, aby dité spravn& vyfesilo ulohu, jsem se ale pfimo
nesnazila.

Piedtim, nez se mi dit& pokusilo vysvétlit divody svého feseni, jsem se snaZila nedat
na sobé znét, zda vypodet povazuji za spravny &i nikoliv. Kdy se dit& dozvédélo, zda feSilo
ulohu spravng nebo ne, zalezelo na situaci, ale snazila jsem se, aby to véd&lo vzdy predtim,
nez jsme presli k dalsi aloze.

Po ukonéeni rozhovoru nad jednou tlohou jsme piesli k dal3i. Prace s jednim ditétem
trvala asi 45 — 70 minut. Déti se tedy musely soustiedit pom&rng dlouhou dobu, ale snasely to
dobte. Nevidéla jsem u nich z4dné velké problémy pracovat soustfedéné po celou dobu.

Vsechny déti se snazily pracovat. U zadného ditéte jsem neméla pocit, Ze by se
nesnaZilo pfemyslet a vyfesit ulohu, jak nejlépe umi. Pogitat nechodily z donuceni. Byly rady,
Ze se mohou ,,ulit“ z vyu€ovani.

Pfed zaGatkem prace s testovym materidlem jsem d&ti ujistovala, Ze nejde o Zadny test
nebo zkousku, ktera se bude znamkovat. Dité se dozvédélo, Ze posbirany material bude jen
pro mne a nebudu s nim seznamovat ugitelku. ProtoZe jsem pofizovala kamerovy zaznam
sezeni, ujistila jsem dit8, Ze budu natadet pouze zpiisob prace a postava a oblicej tak budo.‘?
vidét minimélné. S odbouravanim nervozity mi poméhala i ugitelka. Jak jsem se pozdeji

% : " . g oy sdét. Vétsina
dozvédéla, ukliditovala déti, Ze .0 nic nejde“ a bude jedno, kdyZ néco nebudou veédét. Vets
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déti nebyla pfi praci se mnou viditeln& nervozni. Pouze u jednoho ditéte jsem citila nervozitu
po celou dobu prace s nim.

Jak uZ jsem predeslala, ze sezeni byl pofizovan kamerovy zdznam, ktery umoZiiuje
detailn&jsi rozbor predstav déti. Kamera byla umisténa na stativu, takZe jsem byla po celou
dobu v kontaktu s ditétem. Pouze obgas jsem §la zkontrolovat, zda je kamera dobie nastavena.
V ptipadg, Ze se z n&jakého diivodu nedafil kamerovy zaznam a ja jsem nemohla v dané chvili
problém odstranit (jednalo se napfiklad o hlaseni ze $kolniho rozhlasu, které piehlusovalo fec
ditéte nebo se vybila baterie a ja jsem kvili snaze neprerusit tok myslenek ditSte nesla hned
situaci fesit, atp.), délala jsem si o probihaném rozhovoru pisemny zaznam. Tyto okolnosti
Jsou viak v piepisu rozhovori zaznamenany a pfi analyze détskych fe$eni na né byl bran
zietel.

Kamerovy ziznam jsem piepisovala do elektronické textové podoby, ktera
umoZtiovala lepsi zpracovavani ziskanych dat. Takto vznikl rozsihly materidl, ktery neni
mozZné dét z kapacitnich divodi cely do piilohy. Pro ptedstavu, jak rozhovory probihaly, je v
pfiloze uveden cely zaznam prace s jednim ditétem. V textu prace také uvadim fadu piikladt
vybranych z prepisii. V piipadé zajmu jsou viechny piepisy k dispozici u m& nebo u
vedouciho diplomové préace v elektronické podobé.

Material vznikly z prepisu kamerového zaznamu a pracovni listy déti byly nasledné

kvalitativné analyzovany a tfidény podle pouzitych strategii a uvah. Vysledek analyzy je

obsahem nésledujici &asti prace.
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CAST 111

Analyza a interpretace dat

9 Détské postupy a piedstavy v prvni aloze

U vsech déti jsem progla jejich zpiisoby fedeni prvni ulohy. Z analyzy postupii a
predstav, které déti pouzivaly, vyplynulo n&kolik typd uvaZovani, které jsem kategorizovala
podle zpiisobu rozélefiovani celku, podle zpiisobu hledani n-tiny (jak a zda n-tinu vibec
hledaly) a podle zpiisobu urdeni poétu tegek v ¢asti'' dané zadanym zlomkem.

Déti maji vlastng za ukol nejprve rozdélit 18 teek na n-tiny a poté teprve urcit pocet
teCek v &asti, kterou uréuje zadany zlomek. Ukézalo se, Ze rozdélovani celku na n-tiny a

uréeni podtu tedek v zadané &asti jsou pro déti dva samostatne problémy k feSeni.

9.1 Tvarova strukturace

Déti, jejichZ postupy patii do této skupiny, vnimaji zadané uspofadani tecek jako tvar,
ktery se jim dale rozpadd na podtvary, jejichZ pocet je uréen zadanym poctem n-tin.
Strukturuji celek, aniz by si pomahaly n&jakymi vypoéty. Dit€ vi, Ze ma rozdé&lit celek na
urdity pocet stejnych &asti, a tak provede strukturaci pocate¢niho tvaru na podtvary. Pocet
teCek v jedné &asti ani celkovy pocet tecek neni dilezity. Déti polty Casto viibec nezjistuji a
rovnou zkousi celek strukturovat na uréeny podet &asti. Tyto déti naptiklad vibec nemusi po
spravném znazornéni n-tin védat, kolik je na papife predtidténo te¢ek ani kolik tecek obsahuje
jedna n-tina. U d&ti jsem pozorovala tfi odli$né zpisoby tvarové strukturace.

9.1.1 Strukturace naraz

Nékdy se ditéti hned vyjevi strukturace danych tetek na pozadovany pocet dild.
Podiva se na seskupeni te¢ek a obraz se mu vizualn& rozpadne, rozestoupi na potiebné dily.
V ptipade, ze potiebuje jiny podet dil&, obraz se mu rozloZi jinak. Tento zplisob tvarove
strukturace celku jsem nazvala ,,Strukturace naraz*.

Zajimavy byl ptipad, kdy dité intuitivné prostfednictvim strukturace naraz rozdelilo

celek na tfi Casti a vytvofilo tetiny, ale nevédélo, Ze rozdglit celek na tfetiny znamena rozdélit

" Pojmoslovi je zde dost nejasné. Z kontextu by mélo byt vzdy patrné, zda se jedna o Casti, na které je celek
rozdelen (tfetiny — tfi &4sti) nebo o &4st celku, kter4 je dana urgitym zlomkem (24st z celku oznaZend 2/3). Slovo

,,n-Fina“ pouzivam pro oznadeni jedné z n ¢4sti, na které je celek rozdélen. Souhrnny nazev pro tietiny, Ctvrtiny,
pétiny, atd. je slovo n-tiny.
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ho na tii €asti. Zadané uspofadani teCek se mu rozpadlo na tfi podtvary, které jsou v nasi
kultufe b&Zné, na tfi Sestky na hraci kostce.

Strukturaci nardz pouzivala vétina déti u tfetin a Sestin, kdy se tvar jeSt€¢ dobie
rozestupuje do potiebné struktury, diky dobré predstrukturovanosti celku. Celek je totiZ
tvofen tfemi sloupci a 3esti fadky. Nasledujici ptiklad ukazuje, jak se dit&ti obraz u tfetin
snadno rozpadne na tfi skupiny po Sesti.

PFiklad 14
(7.tFida, Krystof, 1b, la)

D: No. Kulicek je tam 18. Déleno 6 je po tFech. )
J: jo, takze jsi to rozdélil po tFech a pak jsi vzal téch 5. Jo. A tady (iloha la) jsi taky spocital
kolik je tam kulicek, nebo ses na to jen podival a rozdélil?

D: No. Tady je to viastné (ukazuje na FeSeni la), jak na kostce, hraci, po Sesti.

J: Ehm, tak to je jak na kostce, tak sis to nepodital?

D: Jen téch prvnich Sest a pak jsem to rozdélil.

V tuto chvili si predeviim vSimnéme, Ze se Krystofovi celek snadno rozpadl na
strukturaci po Sesti ,jako na hraci kostce®. Nejedna se vSak pravdépodobné o ,isty* styl

strukturace naraz a ptiklad rozeberu jesté pozd&ji.

PFiklad 15
(8.tFida, Anna, 1b)

D: Tak na tfetiny to rozdélim takhle (ve vzduchu ukazuje édru pod druhym a ctvrtym fddker’n)
po téch dvou faddch a nebo Ze jo takhle (ukazuje ve vzduchu éary za prvnim a druhym
sloupcem) po sloupcich. No a ted vyznadim ty dva, Ze jo (ukazuje dva sloupce).

U Anny z ptedchoziho ptikladu dobte vidime, Ze pouziva styl strukturace naraz.
Dokonce flexibilné piejde i na jinou strukturaci. Anna v tuto chvili, jak vyplynulo z dalsiho
rozhovoru, nevi kolik je zadanych te¢ek dohromady, a kdyZ ma urdit, kolik te¢ek obsahuje

pozZadovana &ast z celku (2/3), musi si tecky v &asti prepoditat.
9.1.2 Odhad velikosti n-tiny

Dalsi zpisob tvarové strukturace nazyvam ,Odhad velikosti n-tiny*. Patfi
sem piipady, kdy se ditéti nevyjevi strukturace celku na potiebné dily nardz a situaci feSi
odhadem velikosti n-tiny. Nepiekvapi, Ze se tento zpdsob feSeni vyskytoval pfedevsim u
rozd€lovani na devitiny a dvan4ctiny.

Dit¢ n&akym zpisobem nejprve odhadne, jak bude &ast velkd. Na rozdil od
pfedchoziho stylu feseni tu neplati, Ze dit& ,.jen koukne a vidi“. Rozdéleni pfedchazi tip, ktery
je nutno ovéfit. Déti zkousi, zda jim odhadnuta velikost n-tiny umozni strukturaci na potiebny

pocet ¢asti. (Napfiklad tim, Ze naznaduji rozd&lovani nejprve ve vzduchu). Dilezité je prave
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to, Ze jde o odhad. Dité tedy nezjistuje velikost asti pfesnym vypoctem a nepotiebuje vedet,
kolik te¢ek rozdéluje.
K odhadu mutiZe slouZit n&jaka aritmeticka znalost, jak ukazuje nasledujici pfiklad

Michala.

Priklad 16
(8. tFida, Michal, 1d)

D: Jo.....devitiny, to bylo po dvou, takZe zkusime dva a pil....ne musim zkusit min, Ze jo,
kdyz....(zkousi jeden a piil, viz papirek). Jo, jo.

Michal vyuzil aritmetické znalosti: 1/12 je mens$i &ast nez 1/9. NepouZiva pfesny
vypodet velikosti n-tiny, nepotiebuje védét, kolik tetek ma celkem. I kdyZ zrozhovoru
vyplynulo, Ze od po&atku védél, kolik je v zadani celkem te€ek, této znalosti nevyuZival.
Ttetiny vidél strukturované po sloupcich a Sestiny po fadcich. U devitin uZ strukturaci nevidél
naraz a proto pouzil odhad.

Jak dité pfijde na svij tip, nam muZe zistat skryto. Ukazme si to na nasledujicim
ptikladg.

Priklad 17
(8. tFida, Anna, Ic)

D: devitiny. to si délaji srandu ...... em ... (ukazuje si na te¢ky v prvnim sloupci od spodu)
........ Jo takZe po dvou budou.

J: Ehm.

D: Aby to byly devitiny. Takhle tFeba po dvou (krouzkuje ve vzduchu posledni dvé kulic'{cy
v prvnim sloupci, druhém, tFetim, potom prostéedni dvé kulicky v prvnim, druhé, tretim
sloupci, a nakonec prvni dvé kulicky v prvnim, druhém a téetim sloupci.).

J: Jo, takze co bude 1/9?

D: Tady ty dvé kulicky.

J: Ehm.

D: A dvé budou ctyrFi.

J: Jo. A jak jsi na to pFisla? ,

D: No rozpocitala jsem si to po téch dvou. Tohle bude 1/9, tohle druhd, treti, ctvrid,......,
devatd, a kdyz mi vyslo, Ze je jich devét, tak to pude na ty devitiny, tak uz ty dvé, Ze jo?

J: Jo, takZe tys nejdiiv zkousela, jestli ti to vyjde po dvou?

D: Jo.

J: A predtim jsi zkouSela jestli ti to vyjde po tFech, nebo jak?

D: Jd nevim. Kdyz se na to kouknu, tak to tak vidim po téch dvajicich.

J: TakZe jsi zkusila, jestli to vyjde.

D: No. Ted' ty dvandctiny. To bude...

J: A vi§ kolik jich je tam celkem?

D: TF7i krat Sest, osmndct.

J: A pocitala sis to uZ predtim, nebo aZ tedka, jak jsem se té ptala.

D: Tedka. Tim zpuisobem, Ze to takhle zndsobim.

J: Tak jo, zkus ty dvandctiny.
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Anna o svém zplisobu nalezeni devitin mluvi, jako by stale pouzivala styl ,,strukturace
naraz”. Nejedna se ale pravdépodobné o ,,fistou* strukturaci naraz, jak napovida prvni fadek
z ptikladu. Anna sice miize vidét strukturaci celku po dvou kuli¢kach, ale asi hned nevidi, Ze
jde o devét &asti. Podet vzniklych &asti si musi ovéfit.

9.1.3 ZkouSeni

Tteti zplsob tvarové strukturace nazyvam ,,ZkouSeni“. Dité zkousi rozdélit celek na n
Casti, ale nevidi potfebnou strukturaci poéateéniho tvaru, jak je tomu v pfipad€ ,,strukturace
naraz®, ani nedokaZe najit vhodny tip pro velikost jedné n-tiny, kterého vyuzivaji déti ve
zpisobu ,,odhadne velikosti €asti. Dé&ti zkouSeji strukturaci ve vzduchu nebo pfimo na
papife, dokud jim nevyjde pfislusny pocet ¢asti. Musi tedy zkouset. Nejsou schopny v duchu
provést pfislusné fezy celku na poZadovany pocet &asti.

I kdyz si lze predstavit, Ze by déti mohly zkou3et strukturace i jinym zpiisobem,

objevil se pouze jeden typ zkouseni (viz nasledujici obrazek).

obr. 4
(7. ttida, Magda, zleva: lIc,lb,la)
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Magda vidi v te€&kach body, ne prvky. Vidi body, které maji byt n&¢jakym zplsobem
spojeny, aby vytvofily poZadovany poéet stejnych tvari. Magda misto mnoZin s ur¢itym
poctem prvkil vytvaii geometrické tvary. Pii ¢lenéni pocate€niho tvaru na geometricke tvary
zachovavé dvé pravidla. Viechny body musi byt s n&im spojeny (tim zachovava pravidlo, Ze
vSechny prvky musi nékam patfit) a vzniklé geometrické tvary musi byt stejné (poCtem bodi
a tvarem), coZ pro ni znamena zachovavat pravidlo o stejné velikosti n-tin.

Magdino zkouSeni mélo t#i vyusténi. U prvniho vyusténi Magda pokusnym
vytvafenim geometrickych tvart dostala potiebny pocet n-tin a kdyZ méla uréit pocet te¢ek

v Casti dané zadanym zlomkem, odpovédéla spravné (viz obr. 4, la - tietiny).
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Ve druhém piipadé Magda sice rozdélila celek spravné na n-tiny, ale rozdéleni bylo
tak nenazorné, ze 3patné urlila podet teek v &asti (viz obr. 4, 1b — Sestiny). Sest Gtverct
pfedstavuje Sestiny. Dvé te¢ky z kazdého obdélniku viak patii do obou sousednich tverctl.
Jak tuto situaci vyfesit? Jak urcit podet tecek v jedné n-tiné? Magda nakonec zapoCitd tecky
celé a ur¢i velikost 5/6 jako 16 tecek.

Treti vyusténi pti postupu ,,zkouSeni geometrickych tvari“ nevedlo ani k rozd€leni
tvaru na n-tiny a ani kurCeni podtu teCek v ¢asti. Magda zkouSela rGzné geometrické
strukturace pocate¢niho tvaru, ale nepovedlo se ji vtomto piipadé potfebnou strukturaci
nalézt (viz obr. 4, 1c — od devitin k osmnactinam).

Postup ,,Zkouseni“ miize vést ke spravnym feSenim, ale je neefektivni. Dé&ti ho
nepouZivaji. Pouzivala ho pouze Magda, ktera jakoby v jeho ,,zajeti“ nedokazala piejit na jiny
zplsob feSeni. I kdyZz Magda naptiklad rychle spoéitala, ze 2/9 z 18 jsou 4, nebrala tento
vysledek na zfetel a dal zkousela rizné rozdélovani celku na devét stejnych geometrickych
tvarg.

Ukazala jsem tii typy rozdélovani celku na n-tiny, t¥i zpasoby strukturniho rozkladu
pivodniho tvaru: ,strukturace naraz*, ,,odhad velikosti n-tiny* a ,,zkouseni®. Vidéli jsme, Ze
pro tuto skupinu feSeni je charakteristické vnimat zadané tecky jako tvar, ktery je dale podle
potieby strukturovan na jiné tvary. Pfitom celkovy podet tedek a ¢asto ani pocet tedek v n-tiné
neni dilezity. KdyZ ma dit& celek vhodné nazorné roz&lenén na spravny pocet stejnych dild,
neni uZ pro ného problém ur¢it podet tedek v n-tin& nebo v &asti dané zlomkem. Vytvofi
mnoZzinu, do které zahrne takovy podet tvart-dild, ktery je dan &itatelem zadaného zlomku a
pocet teCek v mnozing zjisti bud’ vynasobenim poctu tedek v jednom tvaru Citatelem nebo

pfepocita pocet teGek v mnozing.
9.2 Pocetni strukturace

Dalsi skupinu postupt nazyvam ,,Pocetni strukturace*. Déti vyuZivajici tento postup
strukturuji zadané uskupeni tecek podle velikosti n-tiny. Nejprve vydgli celkovy pocet prvki
poctem &asti, na které ma byt celek rozdélen. Tim si pomoci vypodtu zjisti, kolik tecek

obsahuje jedna n-tina a podle toho strukturuji zadané uskupen teéek.
9.2.1 VytvorFeni adekvatni strukturace

Do této skupiny patii postupy, kdy déti na zakladg zjisténé velikosti n-tiny strukturuji

zadané uskupeni teGek adekvatnim zplisobem. Vydgli celkovy pocet teSek poctem &asti, které
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budou tvofit strukturaci celku, a vysledek pouziji jako velikost n-tiny, podle které roz¢leni
zadané te¢ky na n &asti.

Nekteré déti vyuzivaji tohoto postupu jiZz od pocatku. Pro tyto’déti je charakteristické
zvladtni rozd&leni teSek, kdy naptiklad Sestiny nevytvafeji oddélovanim fadkd, ale jinym
seskupovanim (viz obr. 5). Ostatni déti zaénou pouZivat ,,pocetni strukturaci® az pozdéji,

nejcastéji od rozdélovani na devitiny.

obr. 5
(7. trida, Krystof, 1b)
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Jestlize d&ti rozélenily celek na piislusny podet &asti, druhou &ast Glohy (nalezeni
poctu prvkua v ¢asti uréené zlomkem) fesily dvéma zpusoby.
Pfi prvnim zpisobu vynasobi diti ziskany pocet tedek v jedné n-tiné poctem n-tin,

tvoficim hledanou ¢ast z celku (n-tinax¢itatel = ¢ast z celku).

Priklad 18
(7.tFida, Kristyna, 1b)
D: Na Sestiny. .... (ukazuje si na vyFesenou tilohu la) .... To je jako Ze to vydélim Sesti. 18

déleno Sesti.

J: Ehm. DobFe a co ti vyjde?

D: TFi.

J: A co jsou ty tFi.

D: To je 1/6.

J: Ehm. Tak mi tam zkus vyznadit ty Sestiny, do toho obrazce.
D: Takhle jako? (zakrouzkuje prvni Fadu)

J: No. Vsechny Sestiny mné tam udélej. Vyznacé mi tam vSechny Sestiny, jo?
D: Takhle? (zakrouZkuje po jednom vsechny Fddky).

J: Ehm. Dobry. A kolik tecek ma 5/6? Tak kolik to je?

D: 18?

J: 5/6 je 18, jo?

D: Ne. 5/6 je 15?

J: A jaks na to pfisla, 15?

D: ProtoZe 1/6 jsou 3 krit 5.

J: Dobrfe. Tak jo. A tedka zkus to cécko, jo?
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Opometime, Ze po&itam s Kristynou, Ze ji drzim postup, aby se neztratila. Kristyna
primame zjistuje velikost n-tiny a po vyznaceni Sestinové strukturace zjistuje 5/6 vypoctem
3krat 5. Cast celku danou jako 5/6 vidi primarné jako pocet, jako 15 tegek (,,€ast z celku jako
pocet®).

Pfi druhém zptsobu nalezeni po&tu prvkii v &asti uréené zadanym zlomkem, kdyz uz
je vytvotena strukturace na n-tiny, dité ohrani¢i pfisluny pocet n-tin do mnoZiny a mnoZstvi
teek v mnoZing zjisti pepo¢itanim jejich prvki. Dité vlastné rovnou ukaze hledanou &ast
z celku. ,, Tohle je 5/6%, fekne dité a ukaZe zakrouZkovanych pét fadkl. Pocet tedek v Casti
zji§t'uje, az kdyZ se ho na né&j zeptam. Pfitom tecky v zakrouzkovanych péti fadcich pfepocita,
pfestoZe vi, kolik teek obsahuje 1/6.

Priklad 19
(7. trida, Krystof, 1d)

J: Tak dvandctiny.

D: Dvandctiny. (premysli). Mizu ty kulicky rozdélovat na pilky?

J: Jo. MiizZes. s
D: (krouzkuje, viz obr. 6, cdry 1-13 — prepoditd vzniklé ¢dsti). No (ukazuje mi FeSeni)

obr. 6
-’\._h » (___._\‘I' _I
(@ "O_";.!'.\:‘: ;..
o ¥ 9
=l |
(W

J: Tak kolik jich mds.
D: No. dvandct, protofe jeden a piil.

J: TakZe tohle znamend, Ze to jsou t¥i pilky, jo?
D: Ehm.

J: TakZe pét dvandctin bude kolik?
D: To bude tohle (krouzkuje pét édsti do mnoziny, viz obr. 6, édra 14). To bude takhle.
J: Dobre. A kolik jich tam je?
D: Pét.
J: Ja myslim kolik je tam kulicek.
D: (pFepocitavd). No, sedm a pil.
J: Tak jo, dobre.
Krystof si nejprve vypocital 18 délenol2, protoZe tak fesil i pfedchozi ptiklady a
vypovida o tom také vyrok: ,.dvandct, protoZe jeden a pil*. Na zaklad€ zjidténé velikosti n-

tiny strukturuje celek na dvanéctiny. 5/12 poté, na rozdil od Kristyny, vnima jako oblast. Cast
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z celku ukazuje jako oblast (prostor) z celku ne jako podet zcelku (,édst z celku jako

oblast).

9.2.2 Neadekvatni strukturace

V piedchozim textu kapitoly ,,Poletni strukturace® jsme si ukazali postupy déti, které
vedly pfes vypocet velikosti n-tiny k ofekavané strukturaci celku. Ted’ se podivejme na
feSeni, ve kterych déti také za¢nou hledat velikost n-tiny vydélenim celkového podtu tedek
poCtem n-tin, ale celek strukturuji jinak, neZ se povaZuje za spravné.

Spravné vyfe$eni zplisobem ,,pocetni strukturace” ptedpoklada pochopeni vztahu mezi
n-tinou a poétem &asti a udrZeni tohoto poznatku v pribéhu feseni. Jedna se o poznatek, Ze n-
tiny uruji, na kolik stejnych &asti bude celek rozdélen, a Ze vydélenim celkového podtu tedek
poctem ¢asti ziskdm pocet te¢ek v n-tiné. Pfi nedodrZeni téchto pfedpokladii mizZe dochéazet
ke strukturacim, ze kterych je patrné, Ze dité interpretuje vysledek déleni jako poéet &asti a
ne jako pocet tedek v &asti. Napiiklad dit¢ ma celek rozdélit na devitiny. Vypodita si 18
d€leno 9 je 2 a rozdéli celek na dv& &asti. Nebo, jak ukazuje nasledujici piiklad, dité si
vypocita 36 déleno 12 je 3 a rozdéli celek na tfi ¢asti.

Priklad 20
(7. tFida, Robert, 1d).

J: Mizes ... tfeba jednu tecku jakkoli rozdélit.

D: Jako jednu tecku miizu rozdélit na dva.

J: No, treba

D: Aha (chvili premysli). Kdyz budu mit 36 (Fika si pro sebe) — (rozdéluje vsechny teé{cy na
poloviny — pak krouZkuje skupiny po Sesti celych kuli¢kdch (viz obr. 7) — premysli
napocitava tak, ze dvakrat tukne u jedné tecky - zakrouzkuje 7,5 kulicky, viastné 15 piilek).

obr. 7
o o o)
&3y
Lo o o,
o e K
‘o o o

J: (ukazuji na obrdzek). A co tady? _ .
D: No tak tohle je 15/36 (ukazuje na zakrouzkovanych 7,5 tecky — viz obr. 7, cdra 4).
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Jak jsme vidéli v kapitole Déleni ,na* a déleni ,,po* (kapitola 2.5.3), existuji dva
zakladni druhy déleni. P¥i jednom délime ,,na urdity pocet &asti“ a pfi druhém ,,po urditém
poctu (prvkh) v &asti. Déti, které délaji chybu jako Robert, které interpretuji vysledek déleni
poctem n-tin jako podet &asti v celku misto jako pocet prvki v &asti, vlastné misto ,,déleni na“
délaji ,,déleni po*. Misto na devét &asti rozdéluji celek po deviti teckach.

PtiCina zaméfiovani ,,déleni na* a ,,déleni po* miZe byt sémantickd. Naptiklad Robert
z ptedchoziho ptikladu, jestlize déli tficet Sest dvandcti, musi diferencovat mezi vyznamem
vysledku tfi: tfi ¢asti, tfi tecky a tii pilky.

Neocekavanou strukturaci muze zpisobit i jiny druh chyby, neZ jen interpretace
vysledku déleni jako poctu &asti. MiZe se jednat o ,,8iftové“ zamény, o kterych mluvi Rendl
(2006, konzultace). ,,Siftova“ zaména nastava ¢asto v pripadé pocitani jednoduchych ptikladd,
kde se operuje s jedni¢kou nebo nulou. U uloh jako jsou: 5+5=1, 5+1=5, 5x1=5, 5x0=0,
dochazi u déti k zdmé&ndm. Dité vnima tyto piiklady jako jednoduché piiklady, které se
nepocitaji a mize se stat, ze 5+5 vypocita dité jako 5 nebo 5+1 jako 1 (atp.).

V pribéhu zjistovani velikosti osmnactiny tedy mohlo dojit k Siftové zaméné
18+18=18. Krom¢ interpretace vysledku dé&leni jako po¢tu &asti tak mohla byt Siftova zaména
dal$im dvodem, pro& déti jako 1/18 uréovaly véech 18 tecek.

Reseni druhé &asti ulohy, kdyz vytvofena strukturace neni v pofadku, mizeme rozdélit
na dva typy.

Pti prvnim zplsobu feSeni dité¢ vychazi z vytvoFené strukturace a poZzadovanou ¢ast
z celku uréi tim, Ze do mnoziny, ktera bude reprezentovat ¢ast z celku, zahrne vytvofené dily,
JejichZ podet je dan &itatelem. A protoZe vytvofend strukturace je chybna, je chybny i
vysledek. Naptiklad dit¢ ma rozdélit celek na devitiny. Vypocita si 18 déleno 9 je 2. Rozdéli
celek na dvé &asti, a ty zakrouZkuje jako 2/9. 2/9 jsou potom vSechny kulic¢ky. Nebo nejprve
urCi 1/18 jako 18 teCek a pro uréeni 4/18 nasobi osmnact Styfmi, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad 21
(8. tFida, Tomds, le)

D: Kolik tecek obsahuji 4/18. No &tyFikrdt vic neZ je tady. Nebo ne?

J: CtyFikrdt vic nez je kde? Téch kulicek?

D: Tady téch (ukazuje na vsechny kulicky). ProtoZe 1/18 je viastné cely tohle to, ne?
J: Tak to neni.

Tomas$ nejprve v duchu pocita 18+18, protoZe uz od prvniho piikladu tak pocital.
Déleni 18+18 pouzZiva ke zjisténi velikosti n-tiny a pfi déleni dochazi bud’ k Siftové zame&né

(18+18=18, takZe tohle cely) nebo k interpretaci vysledku déleni jako poctu Casti (18+18=1,
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to je jedna &ast, takZe tohle cely). ProtoZe si mysli, Ze 1/18 je viech 18 tedek, uréi pocet tecek
ve 4/18 jako 72.

P¥i druhém typu feseni druhé &asti Glohy, kdy je vytvofena Spatna strukturace na n-
tiny, dit¢ vytvoFené strukturace nevyuZziva. Nepotfebuje ji k urleni velikosti gasti z celku.
Poradi si jinak. S piedchozi &asti feSeni nepracuje. VétSinou se vrati k vysledku déleni a
vynasobi ho &itatelem, aby ziskalo pozadovanou &ast z celku. Napfiklad kdyZ dité rozdé€luje
celek na devitiny, vyd&li osmnact deviti, vyjde mu dvajka a rozdéli celek na dvé &asti. Pak se

vrati k vysledku dé&leni, dvajku vynasobi dvéma a tak dostane spravny vysledek (2/9 obsahuji
4 tecky).

Priklad 22
(7.tFida, Krystof, le)

obr. 8

J: A tohle bys délal jak?

D: No, takhle cely.

J: Tak pockej, ja ti dam dalsi papir. : ) _

D: Tohle to je osmndctina, celd (zakrouZkuje vSech 18 tecek do jedné mnoZiny, viz obr. 8),
takZe tady by byly ty 4/18 (udéla mensi mnoZinu se ¢tyfmi teCkami).

Krystof nejprve uréi jednu osmnéctinu jako viech 18 teCek a pak zakrouzkuje 4/18
jako 4 te¢ky. P¥i uréovani 4/18 tedy nevychazi z vytvorené strukturace. O Krystofovi dale
mlZeme Fict, e pii ztotoznéni 1/18 jako 18 tedek se u n&ho pravdépodobné nejedna o
Siftovou zaménu 18+18=18. Krystof totiZ pak pracuje s osmnactinou jako s ,,jedna* (4/18 jsou
4 teky). Krystof tedy mohl interpretovat vysledek déleni (18+18=1) jako pocet ¢asti a ne
jako podet tegek v &asti.

U Krystofa ale také mohlo dojit k n&jakému sémantickému skluzu na ose
~0smnéctina - osmnactiny“. Jak naznaduje druhd ¢ast vypoctu (4/18 jsou 4 tecky), Krystof
né&jakym zplisobem v hlavé drZi, Ze osmnactina ma byt jedna tecka. A misto aby zdlouhave

krouzkoval po jedné viechny tetky (jako to nakonec udélal, viz obr. 8), mohl zahrnout
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viechny tetky do jedné mnoziny a dostat tak jeden celek (osmnactiny). Mohlo tedy dojit k
sémantickému skluzu ,,osmnactina je jedna teGka — vSechny teCky jsou osmnactiny —
osmnéactiny jsou tohle viechno, tohle cely* (a to ,,celé” zakrouzkoval).

S ptedchozi strukturaci nepracuje také Robert, jehoZ postup fedeni jsme jiz videli (viz
ptiklad 20). Robert k uréeni ¢asti z celku (5/12) nevyuziva ptedchoziho roz¢lenéni, ale ¢ast

z celku zjisti prostednictvim upravy zlomku 5/12 na 15/36.

9.2.3 Pokracovini jinym postupem

V ptipadé rozd&lovani celku na dvandctiny ,poetni strukturace® Casto nevedla
k pfesnému uréeni velikosti n-tiny, protoZe d&ti mély problém s vydelenim beze zbytku.
Osmnact déleno dvanacti vyjde ,jedna a ndco®, jak uvadi vétSina deti. Déti tedy zacnou

»podetni strukturaci®, ale po nezdaru voli jiné zpisoby feSeni, které budou popsany niZze.

93 A/BzCjeD

P#i tomto postupu dit&¢ pomoci znamého algoritmu A/B z C je D rovnou urcuje, kolik
teCek obsahuje ¢ast vyjadfend piedloZzenym zlomkem. Dité vyuziva zadaného zlomku jako
operatora, ktery uréi pocet tecek z celkového poctu teéek. Na rozdil od postupl ,,poetni
strukturace® se zde jedna o mechanicky vypodet vedouci pfimo k vysledku D bez mezikroku
uréovani velikosti jedné n-tiny. Dité vilbec nemusi v&dét, Ze mezivysledek, ktery vyjde
z vypoétu C/B, je velikost jedné n-tiny a i kdyby v&delo, kolik je jedna n-tina, i kdyby védélo,
Ze C/B da velikost jedné n-tiny, déleni celku na n-tiny neprovede. Primarni je pro né&j ur€it a
vyznadit D. V piedtisténém uskupeni tecek tedy pouze znazorni vysledek D.

P#i postupu ,,A/B z C je D* hrozi nebezpedi, Ze dité bude mit problém s uréenim n-tiny
(n-tin), coZ chei ukazat prostiednictvim nasledujiciho ptikladu.

PFiklad 23
(7. tFida, Matéj, Ic)

obr. 9

® o o
D: (Zaramuje 4 étverecky, viz obr. 9 ).
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J: U to mds? A co jsi mi ted’ oznacil?

il devitiny, jakj to chtéla predtim?

J: DobFe, a kdybys to mél zase rozdélit na deviiiny, jax jSem 1o ¢ im:

D: Tak to by bylo tady téch 9 (ukazuje tFi #adky), a pak zase téchhle devet (ukazuje dalsi tri
Fadky).

J: Co bys pak dostal? ’

D: Tady by byla jedna devitina a tady druhd.

J A kdy? jsme tady méli to cécko, a méls délat ty devitiny, tak jak jsi zjistil, Ze to jsou ty CtyFi?
D: No, protoze 18 déleno 9 jsou 2 a krdt 2 jsou 4
J: Ehm. Dobre. Tak jo.

Na piikladu vidime, Ze Matgj bez problémi urdi, kolik tecek obsahuji 2/9, ale ma
problém z roz¢lenénim celku na devitiny. Matgj rychle vypocita 2/9 z 18. Kdyz se ho zeptam,
co vyznadil, podiva se na saramované 4 &tverecky a fekne: ,,tu 1/4%. Rychle se .opravi, ale
zfejmé u n&j doslo ke spojeni ,,n tedek = n-tina® (viz niZe). Kdyz ma roz€lenit .cel:ek na
devitiny, mozna u néj dochazi ke stejné chyb& (devitina = devet tecek). Dalsimi divody
problému s roz¢lenénim muze byt navrat k mezivysledku C/B (dva) a jeho $patna interpretace

jako pocet &asti nebo interpretace: ,,2/9, takze 2 castr.

Nasledujici ptiklad ukazuje dite, které uz od ulohy s tfetinami po¢ita zpisobem ,,A/B
zCje D“.

PFiklad 24
(8. tFida, Tomas, la) o id
D: (pohybuje tuzkou ve vzduchu po jednotlivych sloupcich po dvou teckdach). No 12. Tak ja to

napisu sem, rovnd se 12. Mizu? -

J: Y 7 i jak jsi na to prisel, ze 1. | - . _ o
D'NNo,oasft:‘;c:tl;ajginreg’n;éky vechny a vyslo mi 18 a iedna tFetina 2 18 je 6 alady chigjt 2,
takzZe 2krdt 6 je 12.

(8. tFida, Tomas, Ic) : i

D: Takie na devitiny jsou dvé, teda krdt dvé jsou CtyFi (pise =4). Takhle. Teda jo nebo ne.
(znejisti). Devitiny, dvé devitiny, d\;ak; at, iiolcttJt):; Zky)

J: No a kdybys mi to mél ukdzat tady (rozaetl i 2 S o Ay

D: Not alcci}t)o};)ych udélal takhle (déla éaru v pulce, §j. mezl tFetim a étvriym Fadkem).

J: Jak?

D: Na pidlku L 8T B T 20D

o, J'.--'Au( se bys to udélal takhle? (délam pom) slnou caru "‘1””"{“ ). To by byly 2/7:

LT

D: N\ hlhost. To l bvla nulka Jedna deviting 10 J¢ takhle (opél déla ponty sinou caru
- e [0 Jje DiDos 0 | Ha | \ .

i tFetim a ctvrtym Fd { vubec.
mezi tFetim a étvrtym Fadkem). No tak ted'ka nevim

Tomés nemé problem urcit 2/3 z 18 tedek. Vypotita si 1/3 z 18 tecek a vysledek
nasobi dvéma. V piipadé devitin uz zavaha. Operatorovy mechanismus je ale natolik silny, ze
nakonec dojde k vysledu 2/9 jsou 4 tecky. Nejistota se ale projevi pfi zpétném rozlefiovani

o 0 ok SRk 2
& Gasti 7 i fika Tomas.
na devitiny. Tomas rozdeli 18 tecek na dvé &asti. ,,TakZe na devitiny jsou dve*,

55



Pravé proto si myslim, Ze mohl interpretoval vysledek déleni (18+9=2) jako dvé& ¢asti misto

jako dva prvky n-tiny.

9.4 Uprava zlomku a prvki

Dé&ti problémové situace fesily také pomoci pravy zlomka a prvkia. Tyto upravy se
vyskytly predevsim pii feSeni rozdélovani celku na dvanactiny. U jinych piikladi si totiz déti
vystalily s jednodussimi fe$enimi.
9.4.1 Uprava prvkii

Uprava prvki byla piipravou pro dalsi postup a vyskytla se ve dvou variantach. Pfi
prvni bylo viech osmnact tedek rozdéleno na poloviny. Vzniklo tak tficet Sest prvki (ptlek),
které byly Iépe délitelné jmenovatelem. Timto zpisobem fesil rozdéleni na dvanactiny Robert

(viz vySe, priklad 20).
Ve druhé varianté bylo rozpileno 6 kuli¢ek. Vzniklo tak 12 prvki, které mohly byt

pfi¢lenény k 12 celym kuli¢kam, aby vzniklo 12 dild.

Priklad 25
(7. tFida, Kristyna, 1d)
obr. 10

o o)

ol <
@ o)
/o o)
W
7 <
(@ @)

> —<
(o o

9.4.2 Uprava zlomkii kvili shodé se strukturaci

Uprava zlomku rozsifenim nebo zkracenim vzdy pomahala pfi urleni poltu tecek
v &asti z celku dané predtisténym zlomkem. Dité vychazelo z né&jaké strukturace zadaného
pottu tedek (néjak znamé, uchopene) a zlomek si upravilo tak, aby ve jmenovateli upraveného
zlomku ziskalo stejné &islo, jaké ma znama strukturace pocet prvki (at’ uz je prvek jedna
tecka, pilka tecky nebo n&jakd mnoZina). N-tina se pak rovnala jednomu prvku. Cislo
v &itateli upraveného zlomku pak piimo ukazovalo, kolik prvkd je tieba zakrouZzkovat.

Uprava zlomku slouzila k nalezeni &asti z celku uréené danym zlomkem. I kdyz déti

spravné oznacily poZadovanou ¢ast Z celku, véechny mély poté problém zpétné€ rozd€lit celek
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na n-tiny. Nejednoduchost zpétné strukturace celku na n-tiny ukazuje, Ze dit€ musi pouZit jiny
myS$lenkovy postup k nalezeni vhodné strukturace neZ pouZilo pti hledani velikosti asti
z celku.

V nasledujicim ptikladé chci ukazat zajimavé vyuZiti Gpravy zlomku. Dité¢ vyuziva
strukturace celku, kterou uZz umi z predchoziho piikladu (strukturaci na Sestiny). Proto si
zlomek 5/12 upravi na 2,5/6. Rozdgli celek na Sestiny tak jako v pfedchozi tloze. Dostane tak
Sest prvki a ¢&islo v Citateli zlomku 2,5/6 ukazuje pfimo, kolik prvkfi se ma ozna€it (dva a pil
prvku).

Priklad 26
(7. tFida, Lukds, 1b)

D: (Dlouho pfemysli).
J: Co je tam za problém? - 405 I de, kvuli
D: No s téma dvandctinama. Jediné, Ze bych si to rozdélil na Sestiny, ale to zase nejae,

16 pétce. (Premysli, pak zacind rozdélovat stejnym zplisobem Jjako v pFipadé Sestin, viz obr.
11, — pak zase pFemysli). A musi to ziistat v celku?

obr. 11
! .\'i i‘.' ":. .
| "y w e
o e o
|l e ol ®
| ® o ®

7 Nemusi : , : :
D f;:;i'!- 5/12— 6, $krtd 6, pise 7,5 tecky - viz papirek.) No, takhle (vybarvi pront dva oddilky
I e: Ml ), » ¢ 87 035 ln)
a treti preptili a vybarvi ¢dst s jeanou u pus s sctiny, i k?
& Dobz;e.{; ta jec;;a dvandctina, kdyZ to mas r OZdell,t RAAPTAGII koll/f- dy ty Sestiny. A
D: Jedna dvandctina? No, jd jsem st 10 rozdélil na 2,5/6. A vyznadil jsem si tady ty Sestiny.

. ! ’

Cil té of Sestin. A to je sedm a pul tecek. i ) ' i
“}}"zgtolzlrvletejhkz;bﬁgz ie;:,te{;,a ale fzbys mne tam vyznacil dvandctiny? Téch 5/12 je dobre. Ale

ted jests ty dvandctiny. Kde je 1/127 ’
D?I{oeg;?) ;l;":;eagg;ybuda _'I(pfeplsuje 5 na 2, 5. ;In"e{nlysll ). No to nevim teda
J: Kdys #ikas, ze 5/12 je 7.5....D: INE.....v. ,’m.';.'ijq 1]

D: Néj)'akych 3apil, r{e, 2 a pul, ne, Tak 18 déleno 1
J: Ehm. Jo.

D: Tak%e jedna a pil?

J: Jo, jedna a piil.

D: Tak tedy (ukazuje na papire
J: Dobre, je to jedna a pil.

2je 1 a néco...1,3.teda I a pil.

k vizobr. 11) 1 a pitil, kdybych to rozdélil na ty dvandctiny
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D: (Sdam si bere dalsi papirek). Ja to radsi udélam na novej papir. (Viz obr. 12)

obr. 12

Rl AL S

(o8 9

T‘t—§ o
i3 \__."'3
e © ©
O e
O8O0 S0

Kromg chytré upravy zlomku 5/12 si u LukaSe viimnéme jesté nééeho. Pro Lukase je
vznikla strukturace (viz obr. 11) opét roz¢lenénim na Sestiny. Dvanactiny v ni nevidi. Pro
nalezeni velikosti dvanéctiny vyuZije operatorovy postup ,,1/ 12 z 18“. Kdyz zjisti, kolik je
1/12, obrazec strukturovany na $estiny se mu na dvanactiny nerozestoupi. Musi si vzit jiny

papirek a strukturaci na dvanactiny provést jinak (viz obr. 12).

V nasledujicim pfikladé dité upravuje zlomek a verbalizuje vyhodnost takové upravy.

Priklad 27
(7. tFida, Kamil, Ic)
(2/9 rozsiFil dvéma. Vznikly 4/18. Tim padem vi, Ze 2/9 jsou ctyFi tecky)
D: No ja jsem si to vyndsobil dvéma tu devitku a byly to ty osmndctiny. Tim pddem jsem mél,
Ze to jedno je jedna, jedna tecka. Jsem si to vyndsobil dvéma, Ze jo, tu devitku, tak to mam
osmndctiny, tu dvojku jsem taky vyndsobil dvéma, tak to jsou CtyFi osmndctiny. A osmndct je
teCek, tim piadem kaidd tecka je jeden.

Kamil vyjadiuje to, co jsem uvadéla na pocatku této kapitolky. Dité si zlomek upravi

tak, aby vyhovoval strukturaci, kterou dit¢ zna a mZe ji dobfe nahlédnout. Kamil v Citateli

upraveného zlomku dostane pocet prvki, které patii do &asti z celku urCené upravenym

Zlomkem. N-tina se tak rovna jednomu prvku.
Piiklad 20 (viz vyse) ukazuje vyuziti upravy prvki i zlomku. Robert vytvofi 36 prvki
tim, Ze te¢ky rozpuli. Zlomek 5/12 roz&iF na 15/36 a jako 15/36 oznai 15 pilek (viz obr. 7).

9.5 Odhady a avahy

V kapitole ,,Odhad velikosti n-tiny* jsem ukazala, jak déti vyuZivaji odhadi ke

tvarové strukturaci celku. D&ti pfi tomto postupu odhadly nebo si tiply velikost n-tiny. Na

zaklad¢ tipu nebo odhadu vytvofily strukturaci, jejiz tvar poté n&jak ovéfily, nejcasteji

Pfepocitanim vzniklych ¢asti.
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Tipt a uvah vedoucich k odhadiim se vyuZiva i pfi jinych druzich postupd. Riizné
ivahy a odhady poméhajici fesit ulohy probihaji v détské hlavé, aniZ bych je byla schopna
postichnout nebo aniz by je bylo dit& schopno zpé&n€ rekonstruovat. Uved'me si nékteré

ptiklady, kdy dit& své Gvahy verbalizovalo.

PFiklad 28

(7. tFida, Kamil, 1d)

(Kamil hledi 5/12)

D .. Je to miti ne polovina, to vim. Tak to musi bejt nékde pred. timhle (ukazuje pod tFeti
tecku ve druhém sloupci). Tak by to mélo byt asi pFiblizné tady (ukazuje na sedmou tecku).

J: PFiblizné sedm tecek, jo? A jak si to ted ovéFit, aby o byio presne?

D: No urcité jich tam je miri jak Sest, teda, kolik tam je tech tecek...

J: Osmndct

D: Tak min jak devét. Tim pddem osm nebo sedm. ..

(7. tFida, Kamil, 1b)
J: No, pockej, tak jesté jednou. TakZe Jja nejdFiv chci, abys mi tam udélal Sestiny. TakZe mi
ukaZ ty § stiny '
D: Jedna Sestina je tohle (krouzkuje proni tFi tecky v prvni sloupci), protoZe je to polovina tj
tFetiny.

Kamil vyuziva Gvah, ve kterych se uplatiiuji jeho aritmetické znalosti. Nejprve jsme

Vidéli, jak odhaduje velikost ¢asti z celku oznacenou jako 5/12, kde vyuziva znalosti, ze 6/12

je %. Ve druhém pfipadé urCuje velikost 1/6 jako poloviny z 1/3.

9.6 Cast tetek jako celek

Pti tomto postupu dité vyuziva pro feSeni ulohy pouze ¢ast ze zadaného uskupeni

tedek. Jako celek vnima néjakou &ast danych tecek. Pfitom pracuje s celkem a vi, Ze jestlize

roz&lefiuje celek na n-tiny, musi vzniknout strukturace s n &astmi, které jsou stejné velké.

Nasledujici ptiklad ukazuje, z& celek muZze byt v ptipadé tretin tfeba Sest teCek ve
dvou tadcich nebo devét tecek ve tiech fadcich.

Priklad 29

(8. tFida, Pavel, la)

(Pavel si nejprve urci jako celek dva Fadky a tipuje, Ze 2/3 jsou asi jako IFictvrté a krouzkuje 5

tecek. Nesouhlasim s FeSenim a Pavel poxracije...)

D: J6, uz vim, jé jsem to udélal Spamé. To bude jako ten

(krouzkuje dva Fidky, viz obr. 13).

J: Tohle jsou dvé tretiny?

D: Ne. Kdy? to vemu takhle Lkt onir

Fadky), tak to bude takhle (zakrouzkuje ctyrt 1ecky v

J: No a jak jsi na to prisel ted?

5/1 No protoze ten celek je rozdélenej na
)

celej. TakZe tohle budou 2/3
» na nonirek a/l — kde evidentné videél jako celek dva
zakrouzkovanych 2 radcich. viz obr. 13).

tFi &dsti. A zakrouzkoval jsem 2/3 tady (ukazuje na
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Ja)\

VO a Kde isou Iy IFi casti?

D: Tady je jedna, druhd, tFeti (postupné ukazuje vidy prvni dvé kulicky v prvnim, druhém a
IFetim sloupci ).

J: No a kdyz mi ukazujes, Ze tohle je jedna cdst, tohle druhd a tady treti

D: Tak 2/3 jsou tohle (ukazuje 4 tecky)

J: Pockej. To jo, dvé édsti jsou zakrouzkovany KdyZ beres tohle (ukazuji zakrouzkované dva
Fadky), tak mds pravdu, ale ja chci, abys bral jako celek tonte cery (ukazuji vSechny kulicky).
Ne jen tuhle jednu cdst.

D: J6 uiplné tohle cely.

J: Jo uplné. Tak to zkus znovu (ddvam mu dalsi papir).

obr. 13

Pavel ze zadéani nezachyti, Ze mé brat jako celek viechny piedtidténé teCky. Nejprve
jako celek vidi prvni dva tadky a nevi jeSté, jak ptesné urdit 2/3. Rik4, Ze je to asi jako
stfiétvrtg, Kdyz nesouhlasim, zméni néhled na zadany tvar tecek a jako celek uchopi tfi
fadky. Proto oznaduje 2/3 jako dva fadky. Kdyz i poté nesouhlasim, vrati se k pfedchozimu
vnimani celku (dva tadky) a jako 2/3 oznai dve dvojice. Mezitim totiZ ptiSel na to, Ze 2/3
pfesné urci jako dvé ¢asti z celku rozdéleného na tfi ¢asti.

Dal3i z predstav, ktera pracuje s jingym celkem, nez jsou viechny zadané tecky, vidi
celek, ktery ma byt rozdélen na n-tiny, slozeny zn tedek. Jedna tecka potom reprezentuje
jakoukoliv n-tinu. Jestlize mam znazornit n-tiny ukazu n tecek (Gtvrtiny 4 tecky, tetiny 3
tetky, Sestiny 6 tecek atd.). Velikost n-tiny zdstava stala, konstantni a podle rizné podoby
zlomku se ptizpisobuje celek.

Nasledujici ptiklad (viz obr. 14) ukazuje, jak jednou tetka znazorfiuje tfetinu, jindy
Sestinu. Silné ohranidena &ast se tfemi teckami oznatuje 3/3. Dv€ oddélené tecky v ni

Znazorfiuji 2/3. Zbylych Sest ohranicenych tedek reprezentuje 6/6 a pét tecek oddélenych od

Jedné osamocené znazortiuje 5/6.
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PFiklad 30
(7. tFida, Matéj, 1a, 1b)

obr. 14

o @ @

Matéj védél, Ze celek znazoriujici n-tiny méa obsahovat n stejnych ¢asti. Jako celek
vSak vzal nejmensi mozny pocet kulidek tak, aby jesté mohl vyjadfit n-tiny (n-tina=tecka).

= R T i Cek.
Myslel totiZ, Ze ma na znazornéni viech tkold prvni Glohy jen 18 tece

9.7 N-tina = jedna te¢ka

P této predstavé reprezentuje n-tinu z ¢asti vyjadfené zadan)'/vm zlomkenvlrjednva tei':ka.
Napiiklad, kdyz dité ma vyznagit 2/3 z osmndcti pfedtiSi€nych tecek, vyznaéi dvé tecky,
ProtoZe chei tietiny dvé. Kdybych chtéla 2/8, také vyznaci dvé tecky.
PFiklad 3]
(7. tFida, Jan, la)

D: (Zardmuje dveé tecky)

J: Co 1o ted’ délds? S

D: Jakoze dvé tietiny. Jako si z toho udélam dve. . . S
U Jana se mize jednat o stejny myslenkovy postup jako u Matéje (viz obr. 14)

z kapitoly ,,Cast tecek jako celek*, nebo naopak u Maté&je se mﬁiev ?'edna' 0 sfejn)'/ .mdy§lenkv(I(V)'/
Postup jako u Jana. Matgj totiz také v konecnem disledku ozna(’:ﬂ n-tinu jako jednu te¢ u
Novou kategorii jsem zavedla proto, abych odlisila mySlenkovy postup, kd?, se flepkr:clvlje
s celkem. Zd4 se mi, Ze Jan spise akcentuje pocet n-tin dany zlomkem. (2/3, takze dvé), ’k;ez(;(v)
Mat&j vychazi spige z celku (3estiny, takZe Sest tecek). Mat¢j tedy Vy.Jde z vcelku 2'1 na zi a :
n¢ho uré{ velikost zadaného zlomku. Oproti tomu Jan spiSe sleduje pocet n-tin v Citateli

. & Sem miZe jit jen o jinou
Zlomku. Dve tfetiny jsou pfedevSim dvé. U Jana a Matge ovSem Jnt J

oy ; ale nelze s uréitosti
Posloupnost v rémci téZe struktury, jestlize Jan pracoval s celkem. To

; o Sleni feti déluje
foz Al hledem k tomu, 7e Jan pfi dal$im pokusu o rozdé€leni na tretiny rozdélyj
POznat, € vzhle el 22

im si spise, ze s celkem nepracoval.
zadané tetky ,po Fadcich® (viz niZe, ptiklad 33), myslim si spise, Ze s p
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Zamé&fuje se na &isla ve zlomku. Nejprve vezme tislo v &itateli a oznadi dvé te¢ky. Pi druhém
pokusu se zaméii na jmenovatele a ztotoZni &islo ve jmenovateli s poctem prvku ve tfetme

(,»n-tina = n prvka®).

9.8 Citatel urfuje pocet &asti

Dité se podiva na zadany zlomek a rozdéli pfedtiéténych 18 tecek na tolik ¢asti, kolik
je uvedeno v &itateli. Cislo v &itateli uréuje pocet &asti. Pritom dité rozélefiuje celkovy pocet
teCek na stejné Casti.

David, Krystof i Kristyna v nasledujicim piikladé rozd&luji celek na dve Casti, protoze

zadany zlomek obsahuje dv& n-tiny.

Priklad 32

(7. tfida, David, 1a)

obr. 15
e o o
® o o
® o o
e o ©
e o ©o
e o ©

J: Tak zkus to rozdélit na tietiny. '

D: (kresli ééru pod tretim Fdkem). ASt takhle.
J: Jo? A jak jsi na to pFisel.

D: No dvé tietiny, jakoZe se to r 4
J: Jo udélal. Pro¢ myslis, Zes 10 udelal spaine.
D: Protoze jsem udélal 2/2.

(7.tFida, Krystof, 1c) last

. i e.
D: No, devitiny, takze 18 dvouma. d 2/9, utakze 10 je jedna, viasin
J: Jé to tam nevidim. Co jsou ty deviiity- u
D: No, kdy to jsou devitiny, tak to je devet dllu...

‘g]z(jg 3v];de mZdEAt/e'chTZgjttZZf ;sou ty devitiny (ukazuje na dvé asti, které vznikly rozpulent
- éleno 2. No.

18 tecek mezi 3. a 4. Fadkem).
(7. tFida, Kristyna, la)

D: Takze oznacit 2/3.
J: No nejdriv mné rekni ty tret
leéek 2/3.

ozdéluje na....na....ne. udélal jsem to Spatné. Urcité.

7 < 150l : ~ kolik obsahuji
iny. NejdFiv mné tam vyznad tretiny a pak teprve, kolik obsanyj
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D: Ehm. Tretiny, to mdm Jjako vyznadit jak?
J: Jak chces. Néjak to vyznaé, aby to bylo videét. ‘
D: 2/3 to jsou tady tak (krouzi tuzkou nad prvnimi dvéma radami).

J: Dvé tFetiny je teda kolik téch kulicek?
D: 6.

J: A jak jsi na to pFisla?

D: Protoze ....em....ne 2/3 je 9.

J: Ehm. 4 jak jsi na to pFisla?

D: Protoze tady mame 18 kulicek.

J: Aha, a cos délala ddl s 18ti kulickami?

D: To jsem rozdélila na dveé? 18 kulicek déleno dvouma.

[ kdyz David vi, Ze ma celek rozdélovat na tietiny, nejprve sklouzne k interpretaci, ze
2/3 znamenaji dvé &asti. Kdy# strukturaci vytvoti, sém si uvédomi, Ze ukézal 2/2. Dojde mu,
Ze &islo ve jmenovateli ukazuje po&et ¢asti a v nasledujicim pokusu celek spravng strukturuje
na tietiny.

U Krystofa pravd&podobné dochazi k sémantickému skluzu devitiny (jako devét &asti
zcelku) a devitiny (jako ty dv& devitiny ze zadaného zlomku). Vi, Ze rozdélit celek na
devitiny znamena vytvorit devét &asti, ale do uvah se mu plete zadany zlomek 2/9, a proto déli
18 dvéma a celek rozdéluje na dvé &asti.

Kristyna také vi, ¢ ma dé&lit celek na tetiny. Nevi ale, jak je vyznacit, a proto upie
Pozornost na 2/3. Nejprve uréi velikost 2/3 jako 6 tecek. Pravdépodobné ztotozni 1/3 se tfemi
teckami (viz nasledujici kapitola), takZe 2/3 jsou dva fadky. KdyZ se ji moje reakce nezda

h-413

Jako souhlas vyjde z podtu n-tin v Sitateli zlomku a rozdéluje celek ,,na dvé&“ €asti po 9

teckach (18 vydéli dvéma a vyjde ji devét). Postup ale neudrZi a ztotoZni vysledek devét jako
2/3.

Mohlo by se namitnout, Ze Kristyna nerozdélovala te¢ky na dve &asti, ale pouze
udglala chybu pfi operatorovém vypodtu 2/3 z 18 (18+2=9 a tudiZ 2/3 obsahuji 9 tecek).
Nemyslim si viak, Ze myslenkova ivaha $la takto pfimocate. Pfi takové jednoznacné uvaze

by Kristyna chybu neudélala. Z dalgiho feSeni vim, Ze nema problém vypotitat 2/3 z 18,

9.9 N-tina obsahuje n tetek

Dal3i skupina postupd pracuje s predstavou, Ze n-tina obsahuje n prvkd. Jestlize

Znézorﬁuji tietiny, znamena to, Ze kazda &ast bude mit tfi teCky. Tretinu zndzornim tfemi
2

Prvky. Podobné %estina obsahuje Sest tecek. Cislo ve jmenovateli pak vlastné udava pocet

teCek v gasti. V tomto pripadé nemusi dite viibec pracovat s celkem, nebo s celkovym poctem

teCek.
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Se znazornénim n-tin jako n tedek jsme se jiz setkali v pfedchazejicim textu naptiklad
i ivej §i ptiklad
u Matéje (viz priklad 23) nebo Kristyny (viz piiklad 32). Podivejme se na dalsi pt
zpusobu uvaZovani n-tina obsahuje n prvka.
Priklad 33
(7. tfida, Jan, la)

D: (Zacne naznacovat rozdéleni po Fadcich — viz listy). TakZe na tFetiny.
J: Dam ti novej papir.
D: (rozdéli celek po rddcich)

3 " jsi 5lil na kolik? - i s thetiny takhl
‘Ig‘A(?[i)jéiztzfonizlfﬁhl]sz na 3est tietin. (Vybarvi dva Fadky). A to jako dvé tfetiny takhle
vybarvim?

J: No tFeba, kdy? budes chtit.

(7. tFida, Jan, 1b)

D: (Udéla &dry ob #ddek — tFi skupiny po Sesti teCkdch.)
J: A jak jsi to rozdélil ted”?
D: Na $estiny.

: s 5 ¢lit na ¢asti po n
Jan nepracuje s celkem. Rozdélit na n-tiny pro n¢j znamena rozdélit p
. ¥ &k asledné spocita, Ze
te€kach. V prvni ukazce Jan rozdéli 18 te¢ek na tfetiny po ttech te¢kach a na p
' ¥ fi i Sesti teckach, které
vytvofil Sest takovych tietiny. Ve druhé ukazce vytvori Jan t¥i skupiny po
ofil $es :

znazortiuji 3/6.

9.10 Nespravné vypoéty o
Nékteré déti pii snaze ur€it pocet te¢ek v Gasti z celku’dan'é zlomkein r'1:\t:o :lr:) rl:l:(coe:;

velikosti jedné n-tiny pouzivaly rizné chybné vypocty, ktere,n'el,ntegm\l/iell( ZS tji chku s

problematiky (naptiklad jev, Ze velikost &asti dana zlomkerrvl za,wsl n:)l veoZrlé i

tedy ve vztahu k riznym celkim ukazovat na rizna mno'zstv1), ne ,o'rue 6

zadanymi &isly, bez pouziti piiméfenych aritmetick)”clll pra'v1del p;(l)gprac\:llr:;l - 1 (r-)mtoée .
Déti napriklad uvadély: 2/3 je 6 (protoZe ZKréES Je,6), 4 27r0at |

d&leno 4 je 4,5), 2/3 2 9 je 18/27 (protoze 2krat 9 je 18 a 3krat 9 je 27), atp.

L se s mkem
9.11 Zbytek kuliek interpretovan jinym zlo  kulidek
b fegeni byl pouzivan jen v piipadé rozdelovani osmnacti kulicek na
Tento zplsob feS ) ! il vyjde jedna a
d Jd fipad, kdy déti zacnou vyd&lenim 18 tegek 12. Jako podil vyjde j
vanactiny. Jde o pfipad,

iadfuii jinym zlomkem.
Zbytek Sest. Zbylych Sest kulicek pak vyjadfuji jinym 2
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Priklad 34
(8. tFida, Tomds, 1d)

D: Takze na dvandctiny, jo. Kolik tecek obsahuje 5/12. To by bylo viastné 18 déleno 12. To je
Jjedna a 6 zbyde. Takze to by bylo jedna a 5/6? ... No, dvandctiny. ....No jedna a 5/6.
9.12 Pfekryvani styli FeSeni

V ptedchozich kapitolach jsem popsala fadu postupt pii feSeni prvni ulohy. Nesnaze
Pfi zafazovani déti k jednotlivym druhim postuptl a jiZ naznacené otazniky a vice moZnosti
vysvétleni détskych feseni z vySe uvedenych piikladd svédéi o kombinovani postupli détmi.
Jednotlivé styly se u déti prekryvaji a misi. D&ti €asto vyuZivaji nékolika stylii a ptechody
mezi nimi mohou byt pro pozorovatele nezachytitelné. I dé&ti, u kterych se na prvni pohled
zd4, Ze pouzivaji ¢isté jen jeden druh postupu, mohou v duchu provadét dalsi avahy, které
jsem nezachytila. Skryté myslenkové postupy mohou napfiklad kontrolovat primarné pouZity
postup.

V kapitole ,,Strukturace naréz* (kapitola 9.1.1) jsem uvedla piiklad Krystofa (viz
ptiklad 14). Podivejme se na n&ho je3té jednou a podrobnéji.
Priklad 35
(7.tFida, Krystof, 1b, la).

D: No. Kuli¢ek je tam 18. Déleno 6 je po tFech.

Je Jo, takze jsi to rozdélil po tiech a pak jsi vzal téch 5. Jo. A tady (iloha la) jsi taky spocital
kolik je tam kulicek, nebo ses na to jen podival ar ozdélil?

D: No. Tady je to viastné (ukazuje na Feseni la), jak na kostce, hraci, po Sesti.

J: Ehm, tak to je jak na kostce, tak sis to nepocital?

D: Jen téch prvnich Sest a pak jsem to rozdélil

Krystof vyuziva obou typt strukturace, jak tvarové, tak i pocetni. Vyrok: ,Jen téch
Prvnich Sest a pak jsem to rozdélil«, svédéi o tom, Ze nejprve urdil velikost n-tiny (vyuziva

po€etni strukturace) a poté nahlédl tvar ,jak na hraci kostce” a celek rozélenil.

10 K jednotlivym p¥ikladi prvni ilohy

Vyse byly popsany rtzné zpusoby feseni prvni ulohy a pfedstavy a Givahy s feSenim
spojené. Popsané typy shrnuje nasledujici tabulka 2.

V tabulce jsou uvedeny i kvantifikace k jednotlivym postupiim. Soucty nesouhlasi
s poty déti, protoze v pribéhu fesenf jedné podilohy mohly déti pouZzit n€kolik riiznych
druhd fegeni. V tabulce také nejsou zahrnuty postupy déti, u kterych jsem piesné nevédéla,
ktery druh postupu pouzily. Kvantifikace je nutno brat jako orientaéni, i kdyZ jsou vytvofeny
na zékladé dikladného rozboru rozhovoru s ditétem nad pouZzitym postupem fe3eni, protoze

se samoziejmé& mohlo stét, Ze jsem détsky postup interpretovala nepfesn¢.
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tabulka 2

. 7.trida 8.tfida
Druhy postupti Tolcla olcld Y
Strukturace nardz 414 411 18
Odhad velikosti n-tiny 1[2 1{2 6
7Zdafila strukturace na n-tiny i
Tvarovd ur&eni velikosti &sti dané 1 1
strukturace Al G
Zkoudeni
Zdatil4 strukturace na n-ti‘ny ale I 1
nespravné uréeni velikosti Easti
Strukturace se nezdafi 1 11 4
Vytvoreni adekvatni
stzlukturace A2 UElIE 28
Podetni Vytvoteni Cast z celku - vychazi ze | .
strukturace  jneadekvatni Udurace -
e larase Cast z celku - nevyuZiva 1 il g
strukturace
Pokradovani jinym postupem S 2 7
A/B zCje D Nema problém zp&tné l{l‘éit 1 r‘1-tinu 1(2 1 7
M4 problém zp&tn& urcit 1 n-tinu 1 1 4
Uprava Problémy s | n-tinou 1{2 3
Zlomku Vico je | n-tina 0
Uprava prvki Rozpileni na 36 prvka i 1 1 2
Rozpileni 6 te¢ek na 12 prvki 1 ]
Odhady a uvahy 1 1 1 3
Cast te¢ek jako celek 11 3
Tetka = n-tina 1 1
Citatel urtuje pocet &4sti 3] |1 4
N-tina obsahuje n te¢ek 21211 7
Nespravné vypotty 1{1]1({2 6
Zbytek kuliek interpretuje jinym zlomkem 2 2

Podivejme se nyni bliZe na jednotlivé ukoly prvni ulohy. Jaké postupy byly nejcastéji

voleny a co ztéZovalo nebo ulehgovalo détska feSeni?

10.1 Tketiny a Sestiny

Pii tikolu se tietinami byl nejéastéjSim postupem styl ,,Strukturace naraz*“. Dlivodem je

moZnost snadného vizudlniho rozestoupeni obrazce, jehoZ teCky jsou uspofadany do i

sloupcti a Sesti fadku, na ti ¢asti (viz obr. 16). Castéj§1’ neZ rozdéleni na tfi sloupce bylo

rozdéleni na t¥i &asti po dvou fadcich (,jak na hraci kostce®).

Druhym nejcastéjSim zplisobem byla ,,JPodetni strukturace* se spravnou interpretaci

podilu jako poéet tedek v jedné casti.
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Nejcastejsi chybou bylo rozdélovani kuli¢ek na dvé &asti (,chapani &itatele jako

uréujiciho podet &asti“, na které ma byt celek rozdélen) a rozdéleni celku po fadcich (,,n-tina =

n tecek).

obr. 16

S [ofels ey
:_;. LN ™ a & @
e oo/ o :::

Ze stejného diivodu snadného vizualniho rozestoupeni tvaru jako v ukolu se tfetinami,

I vikolu se Sestinami byl nejcast&ji pouZivan zplisob ,,Strukturace naraz*,

obr. 17
R
S e e o)e 'EE
6 e » @ ale |® * ¢ (N WA

Chyb ubylo, protoZe fada déti z rozhovoru se mnou v prib&hu prvniho ptikladu mohla
pochopit princip feseni. Nejéast&jsi chybou bylo rozdeleni celku na tii asti. Nabizeji se dva
divody. Prvnim je vydéleni 18 teSek Sesti a vysledek tfi interpretovany jako tfi €sti. Druhym
je uchopeni velikosti n-tiny jako n prvki (,,n-tiny = n tecek®).

P¥i rozdélovani na tfetiny a Sestiny déti z osmé tiidy na rozdil od ,,sedmaki*, soudé

| o <1 g5 L, o |
podie malého zastoupeni feSeni ,,Pocetni strukturace®, vice vyuZivaji ,,Strukturace naraz* a

délaji méne chyb. Jsou si ve vytvareni strukturaci jistéjsi.

10.2 Devitiny

Zadané seskupeni teek neslo uz tak dobie vizualné roz¢lenit na devét ¢asti, jak tomu
bylo v pripadé tietin a Sestin. Vétgina déti proto pouZila postup ,,pocetni strukturace®. I kdyz
d&ti fedily tento priklad s vét&imi obtiZemi a pocet Spatnych postupi feSeni se zvysil, celkové
Prevazovala spravna feSeni.

Nejéast&jsi chybou bylo rozdeleni osmnacti teek na dvé Casti po deviti teGkach.
Zanalyzy postupll a zpisobu feSeni u jednotlivych déti vyplynulo, Ze tato chyba mohla

vzniknout na zakladé t¥i druhd postupl nebo jejich kombinaci, tfi riznych myslenkovych
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postupu jiz vySe popsanych v kapitole o jednotlivych typech postupli. N&kdy bylo dost

obtizné az nemozné urdit, ktery z postupil dité zvolilo.
10.2.1 Devitiny obsahuji devét te¢ek

Zaprvé muZe byt pouZita pfedstava _n-tina obsahuje n prvki“. V tomto pfipadé

zakrouzkuje dité dv& &asti, protoZe devitina obsahuje devét teek.

Priklad 36
(7. tFida, David, 1d a le)

A
A}

D: (déld Edru v piilce mezi tFetim a Cuviiym iGanciiy. -2 o . =
J- /g co je ta dy?p (ukazuji na Feseni, kde David vyznaéil 2/2 také cdrou mezi tFetim a ctvriym
Fadkem) Vidyt to mds stejny. )

s, z o it. (Fikd si pro sebe)
D: To jsou 2/2 a 2/9. To tak viibec nemiiZe Lejl. (FIke S e - 5
J: Takjmi nejdiiv nedélej ty 2/9. NejdFiv mi to rozdél na devmvny« ghfes- nove) IZZ)ZIZ neeIZer;er;z z
D: Ne. to ie dobrv. (Kresli ¢dry pOdjeanIIivymi Fadky — prepociia st je — 0ddeily
sloupce — md mFizku sloZenou z osmnactl ctvercu).
J: Vychazi to? _—
D: No to pravé Ze asi ne. :-) To mam Spatne ur e
J: A jak vi§, Ze to mds Spatné? h g 5 :
D: 1\;0 protoZe to obsahque sech....téch 18 kuliek to obsahuje a ja jsem to udélal na 1/18

J: Takze tady jsi to rozdélil na osmndctiny.
D: No. )
J: To Fikas spravné. A to je tady za €.
4/18? Tak kolik by to bylo z toho?
D:....

J: Tys Fikal, Ze tohle jsou osmndctiny.
D: No, osmndctiny.

J: Tak kolik tecek obsahuji 4/18?

D: 72

Takse tos Fekl dobre. 4 kdybych se 1€ zeptala, kolik jsou

' it 4 ictindm.
J' Ehm. Zkus teda udélat ty devitiny, @ pak sev\’)rfltmze k te:;zzl;;la]t\:/o x
D: Uz to moznd..... (kresli viz obr. 18 = prepocitd tecky v o i

obr, 18

J: 4 tos ted'ka vyznadil co?

D: No, Tady je devét teéek, a tady taky devet. Takze dvé devitiny.
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David rozdéluje 18 teéek na dvé poloviny. Z tohoto zobrazeni je$té neni zfejmé zda se
jedna o uvahu ,,n-tina obsahuje n tecek®. Z dalsiho feseni a rozhovoru s Davidem se mi zda,
Ze takto uvazuje.

David rozéleni 18 te¢ek miizkou na 18 oddilti a v tomto zobrazeni vidi 1/18, protoZe
10 obsahuje téch ... téch 18 kulicek“. Proto take uréuje obsah 4/18 jako 72 tecek. KdyZ se
podruhé pokousi o rozdéleni na devitiny, napocita devet tec¢ek, které oznadi jako 1/9, a zbytek
je pro n&j druha devitina. Jak vidime, zvoli jinou strukturaci nez pti prvnim pokusu. Mysli si
totiz, Ze tak obesel mou pfipominku, Ze se v prvnim ptipadé jednalo o rozd€leni na dvé
poloviny. Mysli si, Ze v tomto ptipadé diky zménéné strukturaci uz nedéli kulicky na 2/2 ale
2/9.

10.2.2 Osmnact déleno deviti jsou dv& Easti

Druhy postup vedouci k rozdéleni celku na dvé &asti nastane, kdyz dité interpretuje
podil dany dé&lenim celkového mnozstvi tecek poétem &asti, na které ma byt celek rozdélen,
jako podet &asti a ne pocet prvki v &asti. Jde tedy o jiZ zminénou zaménu vyznamu ,,dé€leni
na“ a , déleni po. llustruje to nasledujici ptikiad.

P¥iklad 37
(7. tFida, Jan, Ic)

D: (po jedné prepocitivi pocet tetek — rozdéli tecky na dvé Eisti po tfech Fidcich,
v poloving, ..., pak rozdéluje riizné, asi zkousi — viz listy — nakonec ma oddilky po dvou
teckach — vybarvi dva oddilky)

J: Jo, takze to mas rozdéleny jakoZze....

D: No, jakoze devitiny.

J: Jo, dobre. A proé jsi to rozdéloval na pulku?

D: No, ja jsem to potom to....no......

J: A proé jsi to pocital po jedné, nebo cos tam viastné délal?

D: No, to Jjako, Ze jich je osmndct, téch...A jako déleno deviti jsou po dvou.

Je Jo, tak dobre.

Jan nejprve rozdéli kuli¢ky na poloviny, protoZe osmnéct d€leno deviti jsou dvé &asti.

Pak si ale uvédomi, Ze to neni spravn€ a zkousi takové rozdéleni, které mu umozni mit devét
¢asti po dvou teckach.
10.2.3 Dvé devitiny, dv& &asti

Tieti predstava, ktera muZe zpusobit rozdéleni na dvé &asti po deviti teckach, je
»Litatel uréuje podet &asti“. Na rozdil od predchoziho myslenkového postupu neni pfitomno
pfedchozi vydéleni osmnécti deviti. Dité vychazi z poznatku, Ze devitiny jsou dvé. Ukazku

takového postupu jsem jiz uvedla u Krystofa (viz priklad 32).
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10.2.4 Nesnaz zadané ulohy

Rozdéleni osmnécti tedek na dvé stejné &asti pti znazoriiovani devitin se vyskytovalo
Sasto i u d&ti, které predtim rozdélily celek spravn& na tfetiny a Sestiny. Cim je tato uloha
obtizna a pro¢ &asto nelze uréit, jaky druh dvahy ze tfi vyse uvedenych déti pouzivaji? Jednim
z divodii je samotny zlomek 2/9. Je specificky tim, Ze osmnact déleno deviti vyjde dvé a
dvojka je pfimo v &itateli a osmnact déleno dv€ma je devét a devitka je ve jmenovateli. Ditéti
se pak mize zdat, e mu vie do sebe dobte zapada (dvé Casti po deviti, dvé devitiny po deviti,
devét tecek v deviting) nebo nesnadno naléza, co nesedi, kdyZz se mu vyfeSeni nezda spravné.
Uloha by byla mozn4 snazsi, kdyby se mél uréovat pocet kulicek napfiklad ve 3/9.
2/9 ilustruje nasledujici ptiklad. Ukazku uz jste vidély v ptikladu 24, podivejme se na ni ale z
pohledu této kapitoly.
Priklad 38
(8. tFida, Tomds, Ic)

D: Takze na devitiny jsou dvé, teda krat dvé jsou CtyFi (piSe =4). Takhle. Teda jo nebo ne
(znejisti). Devitiny, dvé devitiny, dvakrdt, jo CtyFi.

J: No a kdybys mi to mél ukdzat tady (rozdélit tecky)

D: No tak to bych udélal takhle (déla édru v piilce, tj. mezi tFetim a Ctvriym Fadkem).

J: Jak?

D: Na piilku.

J: Jako Ze bys to udélal takhle? (délam pomyslnou &aru v piilce). To by byly 2/9? _
D: Ne 10 je blbost. To by byla piilka. Jedna devitina to je takhle (opét déla pomysinou caru
mezi tfetim a étvrtym Fadkem). No tak ted’ka nevim vitbec.

Tomas prostfednictvim postupu LA/B zC je D“ spravné fesi ukoly se tfetinami a
Sestinami a nem4 Zadny problém se zpétnym uréovanim velikosti n-tiny. Bezpeéné vi, Ze
mezivysledek C/B urduje velikost n-tiny. Kdyz ma ale rozdé&lovat 18 te¢ek na devitiny, jistotu
ztraci a pletou se mu dvé devitiny a dve dasti.

Déti z osmé tridy na rozdil od déti ze sedmé tridy jsou si pfi feSeni této Glohy jistéjsi.
Tvarova strukturace je vyspélejsi, protozZe si dokazi pfedstavit vice riznych nahledd na
strukturu (viz Anna, ptiklad 17) a zaludnost zlomku 2/9 na n& nema tak velky vliv. Ale i u
deti z osmé tiidy se vyskytlo rozdéleni 18 tedek na dve &asti, a to u tii ze Sesti déti. Jiné chyby
se ale u d&ti z osmé tiidy nevyskytovaly. U déti ze sedmé tfidy chybovala vice neZ polovina
déti (7 z11) a typy chybnych feseni byly pestf'ej§i (4 z 11 — déleni na 2 gasti, 3 z 11 - jiny
druh chyby).
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10.3 Dvanactiny

vvvvvv

Rozélefiovani na dvanactiny bylo pro déti nejobtizn&jsi a vyzadalo si nové postupy.

»Uprava prvki“, ,,Zbytek kuli¢ek interpretovan jinym zlomkem* nebo ,,Pokradovani jinym

postupem* se uplatiiovaly pouze u této lohy.

Nejeastéji déti zataly vydélenim osmnacti teCek dvanicti. Protoze ale nedosly
k celému ¢islu, hledaly jina fedeni. Nékteré se samy zeptaly, jestli mohou kulicky délit.
V&t3ing jsem ale musela poradit, Ze kulitky nemusi zistat celé. Délitelnost kulicek byla pro
déti zarazejici. Je mozné, e kdyby se nedélily puntiky, ale néco, co je na prvni pohled
»pllitelné* (naptiklad neplné GtvereCky nebo kruhy), bylo by spravné samostatné feSeni
Cast&jsi,

Jaké volily dé&ti navazujici postupy? Rada odhadla, Ze by mohly zkusit jeden a ptl
kulitky. Poté ovafily, zda jim vyslo dvanact gasti. Né&které volily upravu teCek. Tecky
rozpilily, aby dostaly pocet &asti d&litelnych dvanéacti beze zbytku (tficet Sest d€leno dvanacti

je tii). Spravng interpretovat vysledek tii, jako podet pllek v jedné Casti, ale nebylo snadné.

Déti se opét dopoustély chyby jiz vyse uvedené. Nespravng interpretovaly vysledek jako

podet &asti, na které ma byt celek rozdélen. Piekvapivé se nestalo, Ze by n¢kdo do jedné

dvanactiny zahrnul tfi te¢ky.

Jako navazujici postup se takeé objevila uprava zlomku, interpretace zbytku jinym

zlomkem a rtizné odhady a uvahy.

Nenasla jsem piekvapivy rozdil mezi détmi ze sedmé a osmé tiidy. Oproti détem ze

sedmé tiidy byly d&ti z osmé tfidy opét vyspélejsi v uvahach a ¢astéji samy pfiSly na to, ze by
se tetky mohly rozptilit. Zajimavy je vyskyt postupu ,Zbytek teek interpretovan jinym

zlomkem* pouze u déti z osmé tfidy.

10.4 Osmnactiny

Pro déti ze sedmé t¥idy nebyl priklad tak lehky, jak by se mohlo zdat. PfevaZovaly u

nich nespravné odpovédi (6:5). Nejéast&jsi chybou (4 ze 6) bylo zahrnuti viech 18 te¢ek do
1/18. Déti z osmé tiidy uz tento ptiklad lehce zvladaly. Vyskytla se u nich pouze jedna chyba.

Jak jsme vidé&li z vySe uvedenych popisi jednotlivych zplisobl feseni, urceni 1/18 jako
Osmnacti tedek mohlo nastat ze ti druhtl uvah. Prvni myslenka vede dité k uvaze, Ze

2 . 0 ¢6 = .
osmnictina znamena osmnact tecek (,n-tina obsahuje n prvkd®), a proto jako jednu

osmndctinu oznadi viechny tecky (Viz David, ptiklad 36). Pfi druhé dvaze si dit¢ fekne

pEiblizné toto: ..Osmnact déleno osmndcti je jedna, takze tahle cela jedna ¢ast. Vysledek je
)
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tedy interpretovan jako po&et &asti (viz Krystof, piiklad 22). Treti uvaha miZze byt disledkem

Siftové zam&ny*: osmnact déleno osmnicti je osmnéct (viz kapitola ,,Pocetni strukturace®).

11 Znazornovani 16/4

Dostavame se k druhé tloze, kde tukol znél: ,dotvoi skupinu Ctvereckd, aby
vyjadiovala 16/4“. Vystupem feSeni byl tedy utvar vyjadiujici 16/4, ktery jsem zvolila jako
tidici kritérium pii analyze jednotlivych postupt feseni. Z analyzy vyplynulo devét zpisobi
zobrazeni 16/4. Nésledné je popsano, jaké uvahy a ptedstavy vedly déti k jednotlivym stylim

feseni.
11.1 Rozdéleni na étyFi &asti

Pti tomto druhu postupu vyfesily déti ukol rozdélenim Sestnacti CtvereCkl na &tyti
stejné &asti (viz obr. 19 a obr. 20).

obr. 19

Sy e MR P

L]

= \.‘.( ‘:?.\I.\.l.l.‘.!.\l l(l'lll

11.1.1 Zobrazeni éty¥ celkii se Etveretkem jako 1/4

Aby tvaha mohla byt povaZovana za spravnou, musi dité¢ ve strukturaci vidét &tyti
celky. Kazdou ze vzniklych asti tedy musi vnimat jako jeden celek (jako 4/4), a proto ma

tedy dohromady 16/4. Zaroveii musi vidét, e kazdy celek se skladd ze Ctyf Ctvrtin, a Ze tedy

Jeden &tveredek je Y.
Takto uvazovalo nejvic déti. K zobrazeni dospély pies znazornéni Ctyr celka, které
V sob& 16/4 obsahuje. Na &tyfi celky ptisl

4/1) nebo vypodtem (16 déleno 4) a nebo rovn
1, v jednom ¢tverecku.

y aritmetickou tipravou (zkracenim zlomku 16/4 na

ou rozpoznaly, Ze 16/4 obsahuje 4 celky. Po

Znazornéni &tyk celkt dokazaly spravne videt
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Priklad 39
(8. tFida, Pavel, 2)

D: (pocita si pocet ctverecku). ........ Mdm tOJ"f;“’ Z“’;’: ozzvjfzv‘:,téj'gliop,ofsi; ]: /iysve'tlit se 10
J: Mizes krouskovat, klidné, jestlt chces. Ja potredu = L :
zndzoriuje 16/4. Aby to sedélo. A miiZes s tim délat c.oko_lzv. A nemusis s lim delat nic. Mne j

to jedno, ale potFebuju, abys mi ukdzal, Z2 1o vyjadruie ok

D: No take ta jedna kosticka je % a tady jsou 1y 4 celky (ukazuje od prvniho k poslednimu
jtvzr:nczkuJ)o Jobfe. Souhlasim. Jo jesté mi Fekni, kde jsi vzal ty 4 celky. Jd souhlasim, Ze lam
Jg?xg)lcjlkc]z;.l;‘;i‘(:)ﬁ)fzfj%Zm si spodital, Ze téch Grvereckii je 16, takZe kdyz tam ma byt 16/4, tak
tJenéZie’jqcz)e;ZiilyjkjlsfStﬁ o o tom colek? Ty 4 celky?

.?::J]Z,oci')(:l());zi 3:s]:;t;ojthllcfs.im s timto vysvétlenim. No tak trojka.

Pavel vidi v zadani &tyfi celky a jako oznaduje jeden &tveretek. Protoze je 16

Stvereckil, ukazuje zobrazeni 16/4. - e
Déti, které rozdglily 16 &tverecki na ctyti ¢asti, toto rozdgleni interpretovaly 1 jina
nez jako &tyfi celky se ¢tvereckem jako Y. Za rozdélenim na SlyH &asti staly i jine uvahy.

Objevila jsem tfi druhy téchto jinych Gvah a vysvétieni.
11.1.2 Cty¥i &asti a kazda je 1/4

V prvnim piipadé dité strukturuje 16 prvkd na EtyFi tasti, ale potom oznali jednn
¢ast jako 1/4. Dit¢ totiz ve vytvoiené strukturaci nevidi Styfi celky. Proc tedy clem 16
Ctvereckd na Ctyfi Casti? 2 At Jadiio
Dvé déti vzaly evidentné 16 stvereckl jako celek a rozdélily ho na Ctvrtiny.
vé déti

. X A1 7 podet Stverecku
potitalo Y z 16 a na zakladé vysledku, Ze Va jsou 4 te¢ky, rozdélilo celkovy pocet Ctver
4 o
X tyri
po &tytech &tveredcich. Druhé dite rozdéiovalo celek na ctvrtiny, takze ziskalo take cty

e e sily | isti jako Ya.
Stejné &sti po StyFech Stveredeich. Tyto dvé deti pote logicky oznaily jednu z casti Jako 74

PFiklad 40

(8. tFida, Tomds, 2) 5 g .

D: ... A tohle (ukazuje na 4 ctverecky) to je viastné (a Vi 2 t8ch 16. ProtoZe jsou 4/4, to Je ien
s ... A tohle (u

celek, 1éch 16. Em 4/4 to je viastne cely 10niei0 (ukazuie vSech 16 CIVETECS s ey

tady éyFi, by mély byt, Ze jo Prvni, druha a ... ctvrtd. (krouzkuie postupné ve vzduchu po 4
ly Clyri, by mely ; : )

f i j odna ctorting Jsou y Ciyre B w' »
jt.vj;ecl;cc;c?)t' 07;(;{(;?: :c/;[‘;ée (Zfouz’ku]u po 4 ctvereccicn), tak ja souhlasim, Ze tady mas 4. A
. 3 yz g

Co Clyri?

D: érvrtiny " o 4
J: Aha Takze 1, 2, 3, étvrtd ¢tvrting. Takse tohle jsou 4/4.
D: To je celek.
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Tomas vidi 16 &tverecki jako jeden celek a rozd&luje ho na &tyfi Ctvrtiny. Kdyz ho ale
upozornim, Ze mi sice spravné ukazal 4/4, ale ja bych chtéla vidét 16/4, nedokaze vytvofenou
strukturaci zménit nebo dotvofit (napiiklad ptidanim dvanacti stejn€ velkych Etvrtin) na 16/4.

Dalsi dvé déti, které strukturovaly &tverecky na &tyfi €asti a oznacily jednu vzniklou

3413

cast jako va. rozdélovaly mnozstvi ,,po tyfech™ nebo ,,na Styfi“. Jak maji rozdélovat zjistily

vydélenim Sestndcti ¢tyfmi nebo zkracenim zlomku 16/4 na 4/1. Narozdil od piedchozich
dvou déti si nemusely uvédomovat, Ze berou 16 &tveredki jako celek (Ze rozd€luji na ¢tvrtiny
nebo zjistuji velikost 1/4). To mohly vyvodit aZ zpétné, podle vzniklé strukturace. Pro¢ délily
Sestnact ¢tyfmi neni jasné. Pravdépodobné si zlomek 16/4 pievedly na dé€leni 16+4. Pak by

Vlastng znazortiovaly vysledek déleni.

Priklad 41
(7. tfida, David, 2)

D: (Kresli zardsku za 4. ctvereckem — pak ji zaskrtavd). To je blbé.

J: Co jsi tam chtél délat?

D: No chtél jsem, e si 16 vpdélim 4. To je 4.

J: A vyslo ti 4. A co pak jsi s tim chtél délat?

D: No, ze by to §lo po étyFech.

J: Hm. A procé jsi to tedka zavrhl? ,

D: Nevim. (dodélal dalsi tFi zardZky, ob CtyFi ctverecky). Takhle étyFi Sestndctiny. Ehm,
takhle.

J: Ehm. No a jd jsem ted tiplné blba a vitbec nechdpu, proc jsi to tak udélat, a tak mi to zkus
vysvétlit?

D: No, %e jsem si spocital tady, Ze jich je Sestndct, do

J: Ehm. Jo.
ozdélil na &yFi ty jakoby kolecka po Ctyfech, a to je 16.

D: No a 16 déleno 4 je 4, tak jsem to r . ooy -~ o
J: Ehm. Takze tys viastné udélal 16 déleno 4 vyslo ti 4, takZe jsi to rozdélil na 4. TakZe ja tady

vidim néjaky étyFi édsti, jo? A co je ta Jjedna cdst?

D: Jedna éist je ta %.

J: Co je jedna étvrtina?

D: Ty 4 étverecky. by s

J: Tohle (krouzkuji skupinu 4 &tvereckil) cely je jedna ctvrtina?

D: No.
je tim padem druhd ctvrtina, tohle treti a tohle Ctvrtd

J: A kdyz tohle cely je Y. tak tohle _
(krouzkuji postupné casti se CtyFmi ctverecky). Takze tady mdm jakoby 4/4, podle toho co ty

Fikas,
D: No.

hromady, téch ctverecki.

David $estnact vydgli Styfmi a vysledek interpretuje jako ,,po Ctyfech Ctvere&eich.

Vysledek se mu sice nezdd, nevi asi pfesné proc (nebo mi to nechce fict), ale strukturaci na
Ctyti &4sti po Styfech dodéla. Ve &tyfech Castec

Po mé pobidce k vysvétleni David interpret
v4. Popisuje vlastné vzniklou strukturaci a v hlavé

h nejprve vidi 4/16. Tuto Givahu rozeberu nize.

119

uje strukturaci jako ,,na &tyfi* kolecka ,,po

Ctyfech, Pfigem? jedno kole¢ko vidi jako
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uz nedrzi, ze mé&l zobrazovat 16/4. AniZz by to vyslovil nebo védél, bere David vlastné 16
Stveretki jako celek. Misto aby &tyfi stejné &asti vidél jako 4 celky, vidi rozdéleni na étvrtiny
(»Ctyfi asti takZe Stvrtiny*).

Vsimnéme si jesté jedné zajimavosti. V popisu svych tvah David klouZe mezi

3419

oznadenim strukturace ,,po &tyfech® na ,,na &tyfi. Dité totiz v této uloze nemusi fesit, zda

3414

rozd&lovat celek ,,po &tyfech® prveich nebo ,,na Ctyfi &asti, jak tomu bylo u prvni dlohy. At
uz dité¢ zvoli uvahu ,.po &tyfech® nebo ,na &tyfi v obou piipadech vzniknou Ctyfi ¢asti po
Styfech tetkéch. To je jedno z usnadnéni, ale zaroved uskali druhé ulohy.

Pro¢ uskali? 1 Kdyz dité vyjde z iivahy, Ze hleda celky, miZe po vznikl¢ strukturaci
dojit k ivahovému skluzu. Dit& vidi rozd&leni na &tyfi €asti a zaroven ma ukazat urcity podet
Stvrtin. Snadno pak dochazi ke skluzu ,,Ctyfi €asti takze &tvrtiny®.

Vezméme si pripad, kdy je predtisténo 12 te¢ek a ukolem je znazornit 12/4.
Vysledkem kraceni nebo déleni jsou 3/1 nebo 3.J estlize bude vysledek interpretovan jako ,,po
3 prvcich® (dit& provede ,,d&leni na Ctyfi &asti) vysledné rozd&leni bude vypadat takto: /---/---
/---/---1. V ptipad& pochopeni vysledku jako ,na 3 asti“ (dité provede ,déleni po Ctyfech
prvcich®) bude feseni toto: /----/----/----/. Aby dvanact prvkii mohlo byt oznaCeno za 12/4,
muselo by dité zvolit variantu ,.d&leni po &tyfech prvcich na tfi ¢asti a interpretovat Casti jako
tii celky se &tyfmi &tvrtinami.

Z vy3e uvedenych divodi si myslim, Ze by byvalo bylo lepsi zadat détem jiny zlomek
ke znézornéni ne 16/4. Kvili lepsi diferenciaci mezi jednotlivymi zplisoby mysleni a ivah u
déti by zlomek 12/4 byl vhodné&jsi.

11.1.3 Cty¥i &asti jsou 4/16

Druhy druh tvahy popisujici rozd€leni 16 &tvere€kl na 4 ¢asti jsme vidéli u Davida
(viz piklad 41). David strukturaci na &tyfi &asti po Styfech &tveredeich interpretuje nejprve
jako 4/16. Miize se jednat o ptefeknuti (slovni presmycku). Misto 16/4 tekl 4/16. Muze se
viak jednat o uchopeni vytvofeného zobrazeni jako ,gitatel uréuje pocet Easti“ (viz vyse),
protoZe stejnou tivahu David pouZil i pti feseni prvni ulohy.

11.1.4 Cty¥i &asti a kazda je 16/1
Pii téetim druhu tvahy, ktera vysvétluje rozdéleni 16 &tvereCkl na 4 &asti, je jedna East

Vnimana jako 16/1.

Priklad 42
(8. tFida, Bdra, 2)

D: Ehm. ....A tady je 16, a kdybysme (0 vsechno rozdélili na ctyFi
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J: Tak co bysme dostali?

D: To bysme dostali téch 16/4?

J: No a ted’ mi to ukaz jak. Jnd s,

D: No, tak tady to je celek (ukazuje vsech 16 c‘tverec’ki)’) a fo byane rozdélili po étyFech .
J: A co by byla tady ta jedna ¢dst (ukazuji na oddélené 4 ctverecky)?

D: To bude 16/1. ...no to bude 16/1... ..

Bara se snai znazornit vysledek déleni 16+4. Stejn€ jako David osciluje mezi
rozdélovanim na &tyfi ¢asti a rozdélovanim po Gtyfech prvcich. Rozdéli celek na Ctyfi ¢asti po
Styfech étveredeich a snaZi se v tomto zobrazeni najit 16/4. Kdyz se Bary ptam, pro¢ jednu
¢ast oznaduje jako 16/1, nedokaZe uz svou interpretaci verbalizovat. Myslim si, Ze jednu ¢ast

oznaci za 16/1 proto, Ze druha &ast bude 16/2, treti 16/3 a ¢tvrta 16/4 (16/1x4=16/4).

11.2 16/4 jako 8/2

Narozdil od feseni z predchozi kapitoly dité nerozdéli ¢tvere¢ky na Ctyfi Casti, ale na
osm ¢asti. Zkrati totiz zlomek 16/4 na 8/2.
Priklad 43
(7. tFida, Lukds, 2)
obr. 2]

.

EnEEEEEEEEEES N

: ; . 5 slo udélat... Ze bych udélal...To vygumuju
D: Jo, jo. tady to si rozdélim na 8/2. TakZe by to Slov’f o S
(gumouj]eotoac)oz ;r’:;'tz'm nakreslil). Tak si 1 6/4 rozdélim na 8/2 (rozdéluje na 8 casti po 2
Ctvereckdch — viz obr. 21)
J: Takze by to bylo... , .
D: Ja to tady napisu. 16/4 (pise: 16/4:2=8/2, a 8/2 se Sipkou).

Luka§ v tomto pripadé vnima viech Sestnact &tvere¢kd jako 16/4, protoze tika ,, 16/4
rozdélim na 8/2° Pii zobrazovani 8/2 spravn€ vytvofi osm ¢asti po dvou ¢&tvereéeich.

Zkracenim zlomku na 8/2 se vyhne nejasné strukturaci 4 ¢asti po 4 ¢tverecceich, ktera pisobi

fadu vyznamovych skluzi, jak jsme vidéli vyse.

11.3 Sestnact &4sti po étyFech Etveredeich

Pfi tomto postupu je predtisténych 16 ¢tvereckd rozdéleno na Ctyfi Casti. Dit€ vidi
Etvrtinu jako &tyfi Stverecky. Ctyfi Casti tedy chape jako 4/4 a 16/4 znazorni pfidanim dalSich
Casti po ¢tyfech Stvereéeich. Vytvoii 16 gasti po &tyfech ¢tvereceich a jako Y4 spravné uréi

jednu ¢ast.
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Priklad 44
(7. tFida, Lukds, 2)

: slat jesté étverecky, nebo..

D: a chci 16/4.... (pFemysli)...no to ja budu muset ast dodélat jesté ctverecky,
J: No a proc bys musel dodélaval cétverecky,
D: Protoze tady mdam jen CtyFi ctvriiny...

» 1 LT S 148 SR L-','l'f"l"-':-'ll]-'.r o . : lich tam
; FoHin, 28 Joqy) WSS SRS rr 15 Jodélat. No to je blbost. (pFemysli) . No, tak bych j

) \.r_l n"‘.i'-'{.'t f{;'i?l't' mustm .“ [ [ £ UCHACEL

{:{Hj':.'j‘:'f ’:.f'\."r". f'.1 ; 5. Udélef mi alespon jednu Lf.{}lt'i'ﬁ vidéla. jak by to vypadalo
! Lvancact ceho pr SNe e J TR !
D: (kresli dalsi ¢dst se 4 ctverecky) st
J: Jo, a takhle jesté 12krdat, bys. pokraf;()lvgl .
D: ..bych pokracoval, az bych jich mel 10.

3. i A ! in Sestnact. Spravné
L ukas vidi fadu Etverecki jako 4/4 a premysli, jak znazornit ctvrt
ukas vidi ra

' i scti stejné ych casti.
lohu fesi pfidanim dvanacti stejne velkyc

1.4 Ctyli éastia 12 ctverecku | | o
- ite & ¢li Sestnact prvku
i y st tegil pridavéni“ patﬁ také postup, kdy dité opet rozdé t t
Do Skupm strategii ,, y i gy & k
na 4/4 a spra’v ¢ tusi, Ze by mélo esté néco tfidat, aby dostalo 16/4. Mist d &
ne tusy, b J p o dvanacti ¢ast1 po

o it e . , w = u.
Ctyfech viak pridalo jen dvanact tvereCk

Priklad 45
(8. tFida, Tomds, 2)

J: Aha. A kdy3 tohle je %, tohle druhad,
musel udélat? o -
D: No musel bych jesté 12 téch ctverecris

J: Ehm. Dodélat. A 12 ¢eho?

D: 12 étverecki. i s dtverecky)
J: 12 tac:')y téch étvereckii? (ukazyj! na jednotlive v

D: Jo.

J: Ale jd si spis myslim, Ze bys

D: nebo tak. '

J: Kdyz Y je tady ta mnoZina 4
D: Hm.

J: Vidis to tam? .
D: Ne. Jd si myslim, Ze bych tady k tomu ¢

Zespoda.

tretl, ¢tortd, tak isou 10 4/4 a jd chci 16/4, tak co bys

. o 5
mél dodélat 1 2 tady téch mnozin, ne:

s . 5
kit tak bys mél dodélat 12 tady téch mnoZin, jo:
Ctverecku,

lmu ( 16ti ctvereckiim) pFidélal 12 ctverecku zase
m

A xni &tvrtin. Prvni Ctyfi Ctvrtiny
Tom kombinuje dva druhy znazornéni Ct . | i
s 2 act € orn
Smitve.sve ey : ; shvlych dvanact ctvrtin znaz
o xtvii prvky a 7bvh
i . ohsahuji Ctyrt P o }
, | | ‘ G 3 rti >dyt’ mi fekne, Ze
Znazorni pomoci mnoZin, k ' N ’
m p kQ Nepotfebuje Ldrzet” velikost jed
Pomoci dvanacti ¢tvereCku.

jeden &tveredek je jedna Ctvrtind.
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11.5 64 étveredkii

Ttetim vyslednym zobrazenim ve skupiné ,,Pfidévéjli“ je ”6'4’c.tv:re<1:l;ll 'aD;;:d\ZI;Zi
Jeden ¢&tvereéek jako 1/1. Sestnact predtisténych &tverecki tedy 'v1d1 Ja oCl i
znazornit 16/4. Resenim je pro ného vzit &tyfikrat vic 16/1. Ve vysledku tedy
ctverecl;l(l)~dle mne se jedna o stejny druh mySienkové pfe.dstavy’jako va;i[t):j: E:;ym(i:(z)
ptiklad 42), ktera také 16/4 dostala vynasobenim 16/1 éty?mvl. J.edm: se l(: p.r:k: 16’/4 o ik
vztahu ,,16/4 je 4krat men$i nez 16/1% vnimaji vztah mezi t€mito zlomky j »

vétSi nez 16/1.

11.6 16/4 jako 4 étvereéky

i 5 ii { upra 1 Zlomek 4 4 I V

Priklad 46
(7. tFida, Matéj, 2)

‘gNA? a't?a", o Zklfsv?gzqgvt));{‘;{)reftc'isla vydeélil 4. A vyslo mi, protoZe teda 0bé jdou vydélit, a
2 INO Ja Jsem si L e "

-‘}yﬂo rl?i ) CZSIZ (Zipf:ciy‘l()]y)]:ddﬁt (pohybuji tuzkou kolem vSech predtisténych Ctverecki),
. Dobre, a ted zkusi : L

tady to (ukazuji tuzkou na zapsané 4/1), co tlz ;;)s 0

D: Tak to bych si tady zakrouzkoval ty prv']\;n al. o

J: Aha. protoe ti vyslo 4 tak bys zakrouzkoval p

obr. 22

~\,4>

EEEmEEEEEENENEEEE

d d j 22)
j j imuj / 4 ctverecky, viz obr. ) - ; N
s ASUO.I i p'?s)"’?eigm s térﬁya étyFma Ctvereckama a ja bych potfebovala, aby.
J: Ted' ale viastné pracuj psuidif s
pracoval s celym timhle celkem, s téma vsema ¢
D:Jo. (Premysit.)

i y k, ktery
< 7o 16/4 ani vztah mezi 16/4 a 4/1. Zakresli pouze vyslede y
Matéj neznézornuje : | P iy
1 i. Nejedna se o Zzadnou strukturact, ale pouze o objektové vyjadie
Vypocital, ¢étyfi. Neje

pomoci Etyt prvku.
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11.7 Zobrazeni &tvrtin jako rozdéleni Etverce na Ctyri éasti

P¥i tomto zplisobu znazoriiovani 16/4 dite rozdélilo jednotlivé predtisténé &tverecky na

Ctyfi dily. Kazdy &tverecek dite rozélenilo na étyfi Casti s tim, ze tak ukazuje 16/4.

Priklad 47

(Martina, 8. tFida, 2). ,

D: (Dvakrat pocita pocet étvereckiy). ... em ... Rozdélila bych tu je’dnu kostzcky na ¢tyri. Tak
bych rozdélila vsechny. (Viz obr. 23, jednotlivé ctver ecky rozdélené na clyri casti; nevsimejle
si mnozin po &tyFech prvcich.)

obr. 23

o g

J: Ehm. Tak mi zkus popsat, Ze to co jsi wytvorila, je 16/4. ’ o _ o
D: No protoze 16 te’lc)'hpkostic‘ek a kdy? je rozdélim na 4 dily, tak v jedny kosticce jsou clyri

dily a je to 16/4. » ,
J: takze kdyz tys tu jednu kosticku rozdélila na ctyri
D: stejny dily.

J: ... zkus to vysvétlit tak, abych v tom vidéla 16/4. Zkus mé néjak presvédcit. ProtoZe v tom
cos mi tady vyznacila, jd vidim 16/1.

D No, takze by ke kazdé by CiyFi maly kosticky. U 1y jedny. Takhle, Ze by to ddvalo jeden

celek. (Namalovala ctyFi kosticky, viz obr. 23.) , _ =l
J: Jo (A Jakej vztahyby méla k témhle 4 kostickam, tady ta kostka? (ukazuji na puvoan

pDrei;;St;;;)oubﬁf fék:fl)éstné to stejny. Byly by (o viastné jako 4/4. Nebo 1/4 by viastné byla jedna

fill[i.'l-stiér\(gl Vv i a r ¥ . X 7
J: Jo, tak ted uz tomu rozumim. Tady ta jedna kosticka (ukazuji na piivodni Cerny ctverecek)
by byla

D: Jedna ctvrtina o g ; Y g

J: Jedna ctvrtina a ty ted’ tady mas 4 kosticky. To Jjediny mi tam nesedi. Proc¢ je tam zrovha

f F uz 5 i dni predtistenou).
ocet 4, kdyz uz tady mds jednu kosticku (tu puvodn |
pD' Takze i}y to by?)a jen]jedna Ztvrtina 7ty kosticky (ukazuje na puvodn; cernou kostku),
2 tohoto celku, z téch CtyF étvrtin (ukazuje stdle na ptvodni Cerny étverec) ta jedna ctvriing..

Martina nejprve znazoriuje &tvrtinu jako &tyfi dily. Rozdélenim ¢tvereCku Vnaf étyfi
¢asti vyjadfi, Ze jeden stveretek reprezentuje Va. Kdyz chci piesngjsi zna_zomem .opet
rozdéluje &tveredek na Styfi Casti (pouze zvétiend), kterymi vyjadiuje ¥4 (16/4 je pro ni »16
zobrazeni ¢tvrtin®, 16 rozétvreenych tverecki). Nakonec vak u ni vidim spravny postich, Ze

2

kdyz vezme z kazdé kosticky Y4, bude mit dohromady 16/4.
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11.8 Obrazové ztvarnéni zlomku

K tomto ztvarnéni 16/4 netieba vetsiho komentare. Jde o prevedeni ¢isel do

obrazového ztvarnéni poctu.

obr. 24
.IIIIIIIIII.III.

mp———

A EmE

11.9 Je to na mné

I kdyz u n&kterych déti jsem saznamenala naznaky pochopeni moZnosti vybéru

zobrazeni 16/4. pouze jedno dité pIné vid&lo podstatu druhé ulohy. Postiehlo, Ze jestlize neni

uréeno, co ma byt celek nebo jak velka je n-tina, miiZe si urdit n-tinu nebo celek, jak velke

chee. Pouze musi dodret vztahy mezi 16/4, celky a Y, ale velikost Stvrtiny nebo celku je

v tomto pfipadé na jeho volbe.

Priklad 48
(Anna, 8. tFida, 2)

D: Tak miizu udélat ty skupiny p
J: A jaky skupiny?

D: No skupina, no jednu ctvrtinu.
J: Y to je jako skupina?

D: No. ]
! Sich, tak jak by ti to vyslo? Co bys tam udélala?

J: Jo. A kdybys to délala po véts e K = , i 3
D: Prida layb));}ch Ryt ]fte'c h skupin, kterejch.. kayoyh i Fekla. Ze to tieba udéldm po tFech,

tak bych musela mit téch trojic 16.
J: Takze by sis zase urcila, co je 4. Jo.
K fomu jesté néco?

o vétsich. Jako po vice t8ch ctverecku.

Dobre. Souhlasim. ale....no...dobrd...a napada té

- . . I 5 sl vip  ckuniny chei
D: Nevim. Mé napadd, Ze muzu delat, jak velk skupiny che

J: Jo, e si jako urcis, kolik bude ta . : Sk
D: ot , 00 ale to tady nent, zé j¢ - . — oy
¥ f}etnaik)tzotot C:Znuz; gnezri};ur;eon;/é ;’) vavda. A co kdybycn ti Fekla. Ze bych ghtela védét, z jakého
celku jsi to brala. Kdyby ten jeden Stverecek byla '+ O hv tam byl celek:

D: Celek?

J: Ehm.

D: Tak to by byly ty ¢tyFi. Jedna évrtina, dr

a mam jeden celek

J.. A 5 ) 5
D"AZGL{;;?Z 525:;2336 po ctyrech, tak mam dalsi celek, ze jo. Jsou tam 4 celky. Protoze ten

zlomek neni ve tvaru, to, mize se dat do celyno cixt . s !
_tin musf byt stejna, at’ u si velikost uréime jakoukoliv, a

uhd, treti, ctvrtd (ukazuje postupné na ctverecky)

Anna vi, ze velikost viech n = o
) _ ) -~ dnh#e arientuie a flexibilné pohybuje ve
¥e celek se sklada zn stejnych n-tin. Anna-sE

vztazich mezi celkem, Gtvrtinou, a 16/4.
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11.10 Shrnujici tabulka

Nasledujici tabulka shrnuje vyse popsané postupy feseni druhé ulohy. Vychazi
z vysledného zobrazeni, ukazuje varianty Uvah stojicich za t¥mito zndzornénimi a polty
vyskytu jednotlivych avah. Poéty stejn¢ jako v prvni tabulce vyjadiuji mnozstvi vyskytu
urdité Givahy. Nesouhlasi tedy s poctem déti, protoZe se u nékterych déti v prub&hu feSeni a

rozhovoru s nimi vyskytlo vice druhii uvah.

tabulka 3

vysledné zobrazeni varianty uvah 7.t
7obrazeni 4 celk se &tveretkem jako 1/4

Rozdgleni na ctyfi casti ) casti o kazdd je /4 jroyrech” a 12 Gyhi”
Zobrazeni ctvrtin

4 Casti=4/16
4 ¢asti a kazda je 16/1
Bl v el s ] o 16/4 jako 8/2
s ey e et 0, Sestnact &asti po &tyfech tvereteich

...
(=9
®

o
-
I3
=f
(=9
n:

W= ==l o

olo|l—o—|—N

—_—
—_—

CtyFi asti a 12 Stverecki

""""""""""" x4 64 stvereckil

e A 16/4 jako 4 ttverecky

Zobrazeni ctvrtin jako rozd&len: ctverce na ctyn
asti

------------ fomme Obrazové ztvarnéni cislic

riizné Je to na mng&

—lol o |w—lo——|—|2X

—_ O
o -

(=4

U déti ze sedmé tiidy byl nejcastjsi typ ivahy ,,Zobrazeni &tyf celkil se Ctvereckem
jako Y. Déti tedy nejeast&ji vnimaly 16/4 jako &tyfi celky. U déti z osmé tfidy se neda fici, Ze
by n&jaky druh postupu prevazoval. Zajimavé je, Ze se u déti z osmé tiidy nevyskytla ivaha
~Sestnact Easti po &tyfech &tvere€eich®.

V fedenich v obou skupinach pfevazuje setrvavani u pivodnich ptedtisténych
Ctveregkd, jejich nedoplitovani, nepfidavani a hledani jen jednoho spravného feseni.

Kdyz se¢teme spravna a chybna tedeni v jednotlivych tfidach, pfekvapive zjistime, Ze
U déti ze sedmé tiidy vyrazné prevazuji spravna feseni (11:3) a v osmé tfidé pfevazuji chybné
Pfedstavy (6:4). Neni to zpisobeno jist&jsi orientaci déti ze sedmé tfidy ve vztazich danych
druhou wlohou, ale spise mym vlivem na pribéh feSeni (mymi otazkami, zdiraziiovanim
nékterych skute¢nosti, atp.). Déti ze sedmé tiidy jsem vice ,drzela® v jejich mySlenkovych
Postupech. V tabulce proto neni podstatné vSimat si mnozstvi spravnych a chybnych postupt,

ale druhd ivah nebo obtizi, které se u déti vyskytly.
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12 Znazornéni tvaru oproti znazornéni vysledku

V prvni i druhé Gloze mély déti vychozi zadany tvar strukturovat na jiny tvar podle
zadaného pozadavku. V prvni uloze mély strukturovat ptvodni tvar na tvary jednotlivych n-
tin a v druhé uloze mély strukturovat fadu &tvereckd na 16/4.

Vétsina déti se snazila n&jakym zpisobem strukturovat pivodni tvar na tvar Zadany
viloze, Ne&které déti strukturovaly tvar piimo bez jakéhokoliv vypocCtu, jak tomu bylo
napfiklad v ptipadé zpdsobu feseni ,Tvarova strukturace* z prvni ulohy nebo zpisobu
~Zobrazeni &tvrtin jako rozdéleni &tverce na &tyfi Casti vdruhé uloze. Jiné si pied
Vytvofenim struktury poméhaly vypodtem, aby lépe videly poZadovany vztah. Jedna se
napiiklad o zptisob feseni ,,Pogetni strukturace” z prvni ulohy nebo postup ,,Zobrazeni 4 celkl
se Ctveretkem jako Y4* z druhé ulohy.

Vyskytly se déti, které zadani ulohy nevidély jako strukturaci zadaného tvaru, ale
Pouze znazortiovaly vysledek vypoctu. V prvni uloze to byl ptipad postupu ,,A/B z C je D%,
kde ditg nestrukturovalo zadany tvar na n-tiny, ale pfimo si vypocitalo velikost ¢asti z celku,
ktera byla dana zlomkem A/B. Vysledek operatorového vypoctu A/B z C poté znazornilo
Pfislusnym poétem prvki (2/9 z 18 jsou 4, proto zakrouzkuji 4 tecky).

V druhé uloze to byl zptisob ,,16/4 jako 4 &tverecky®, ve kterém Mat&j znazorfioval
Pouze vysledek aritmetické upravy (16/4=4/1 ).

Matéj byl typickym reprezentantem, ktery netvofil strukturaci, ale znazorfoval
Vysledek aritmetického vypoctu. V prvni uloze pouzival postup ,A/B zC je D u vSech

Podiloh prvni tlohy a v druhé uloze vyuzival postupu ,,16/4 jako 4 EtvereCky*.

13 Uloha s éokoladami

Ve tfeti Gloze déti rovnym dilem rozdélovaly &tyfi Cokolady mezi Sest déti, pficemz

Jim pomahaly piedtisténé ctyfi obdélniky rozdélené miiZkou na Sest stejnych Casti.

13.1 Rozdélovani

Vechny déti ur¢ily spravne, se kazdé dit& dostane Ctyfi obdélnicky a vSechny déti
VyuZily predtisténé roz¢lenéné &okolady, a to dvéma zplisoby. Pfi prvnim zpisobu si spocitaly
Polet dilt (sloupce nebo jednotlive obdélni¢ky), ty nasledné vydé€lily Sesti (d€étmi) a vySlo
Jim, kolik dil& dostane jedno dit&. Nékteré déti pouzily vysledek ke strukturaci zadaného tvaru
(Podobné ,,Poéetni strukturace® z prvni ulohy). Jiné vysledek znazornily vybarvenim Ctyf

obdélni¢ki nebo fekly, ze kazdé dité dostane Ctyfi Stvere¢ky. Tvar tedy nestrukturovaly,
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pouze znazornily nebo fekly vysledek aritmetického vypoctu (podobné ,,16/4 jako 4
¢tvereky* ve druhé uloze) .

Druhym zplisobem vyuZiti zadaného tvaru bylo jeho rozdélovani na Sest stejnych &asti,
aniz by déti néco poéitaly (podobné ,, Tvarova strukturace® z prvni ulohy). Déti bud’ odhadly,
jak velka bude &ast, a pak ovéfily, zda vyslo Sest stejnych Casti nebo zkousely tak dlouho
velikost &asti, aZ jim vyslo Sest stejnych &asti zahrnujicich vsechny dily. Tyto déti tak
Strukturovaly tvar na Sest ¢asti.

PFiklad 49
(7. tFida, Jakub, 3)

D: No. Protose 6 déti md tyhle cokolddy k rozdéleni a kazdy dit¢ ma dostat stejné. Jakym
zptisobem to mohou rozdélit. To viastné je po 4 malych Ctvereckdach. TakZe jedno dité, dvé
déti, 17i déti, étyFi déti, pét déti, Sest déti (ukazuje postupné po ClyFech kouskfich).

J: To jo. Stim souhlasim. A jak jsi to spocital. Tys to jenom odhadl, kolik ctverecku by to

mohlo byt, a vyzkousels to? _ ) . ]
D: Ne. Ja jsem to nejdriv vyzkousel na dvou. To se mi tam neveSlo. Tak jsem to vyzkousel na

tFech a taky ne, tak jsem ...
J: Tak jsi to zkusil na étyFech, Ze?
D: No.

Jakub vytvori strukturaci pomoci zkouSeni. Nezjistuje velikost dilu, ktery ptipadne
jednomu ditéti pomoci vypottu, ale zkousi tak dlouho, dokud nedostane Sest stejnych &asti, do
kterych budou zahrnuty vsechny prvky.

Strategie feSeni ve tieti tiloze tedy miZeme rozdélit na strukturace a znazorfiovani
Vysledku aritmetického vypottu a ve shod€ s prvni tdlohou mizeme vy¢lenit dva typy
Strukturace: tvarovou a pocetni. Nasledujici obrazky ukazuji dva zpisoby strukturace, které se
Pfi feseni ulohy objevily (viz obr. 25 a obr. 26) a znazornéni vysledku po vydgleni (obr. 27).
Znazornéni na obrazku 25 vytvofilo dité¢ pomoci tvarové strukturace (jiné déti ale vytvofily
Stejnou strukturaci na zakladé pocetni strukturace). Znazornéni na obrazku 26 bylo vytvofeno

na zakladé poéetni strukturace, ale Cara uprostfed prvni ¢okolady ukazuje, Ze dité nejprve

Zkouselo strukturaci jinou, moZna tvarovou.

obr, 25
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obr. 27
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13.2 Vyjadreni dilu zlomkem

Jestlize to dit¢ samo nefeklo, tdzala jsem se ho na zlomkové vyjadieni dilu, které
dostane jedno dité. Dité tedy m&lo vyjadfit urditou &ast z celku zlomkem. Oproti tomu v prvni
Uloze se jednalo o obraceny proces, kdy dit€¢ vyznaCovalo &ast, kterou reprezentuje dany
Zlomek.

Jen &tyfi déti samy vyjadfily mnozstvi, které dostane jedno dit&, zlomkem (dvé ze
sedmé a dv& z osmé tfidy), aniz bych se jich tazala. VétSina ostatnich neméla problém po
dotazani zlomek uréit. Ve stejném mnoZstvi déti uvadély zlomek 4/6 a 4/24 (v osmé tiide
Pfevazoval zlomek 4/24). KdyZ jsem se zeptala, zda by vysledek el vyjadkit i jinak, pouze
Jedno dité dokézalo samo Fict i druhou variantu. Ostatni jsem pfimo upozornila, Ze chci
zlomek z jiného celku. Poté ve vétsiné ptipadi nemély problémy odpovedét.

Zaznamenala jsem tii druhy chyby &i problémd pfi vyjadfovani dilu zlomkem. Prvni

chybné vyjadreni nastalo, kdyZ dit& oznagilo dil pro jedno dité jako 4.

Priklad 50

(7. tFida, Jakub, 3)

J: Dobre. A kdys Fikds, Ze to dité dostane tady ty 4 Ctverecky. Tak kdybys to mél vyjadrit
zlomkem, tak kolik by to bylo?

D: Jednu crvrtinu?

J: Pro¢ myslis, Ze je to Ya? ’ ,
D: Protoze kazdy dité dostane ty étyFi kousky, takie %. ....mdm to rozdélit na étvrtiny nebo

Sestiny, étyFi, Sest (Fikd si pro sebe)....6/4 myslim, Ze.
J: Myslis, ze 6/4, jo? Tak jd to tady napisu. 4 proc 6/4’?
D: Protoze méme 6 déti a kazdy to dité dostane 4 maly kousky.

J: Tak jo. Miizem na étyFku.
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Jakub ur¢i dil pro jedno dité jako Y, protoze dil obsahuje étyfi obdélni¢ky. Jedna se
vlastn& o stejnou Givahu, kterou jsem zaznamenala uZ u prvni tilohy ,,n-tina obsahuje n prvka®.
Zde se jedna o jeji obracenou verzi (,,n prvki takZe n-tina“).

ProtoZe Jakub uréi jeden dil jako %4 a bere pfedtiSténé obdélniky jako celek, rozdéluje
Utvar na ¢tvrtiny. Kazdé dité dostane Y4, a proto mame dohromady 6/4.

Druhym druhem chyby bylo neptesné vyjadieni dilu pro jedno dité. Jsou to ,, ti étvreé
Wy Cokoldady, 4 tyhle ctverecky ... opticky to tak vypadd“ je vyrok Pavla, ktery ukazuje
Pouzivéni urgitych zlomkii v b&Zzném Zzivoté pro vyjadfeni mnoZstvi (viz ptiklad 1). Problém

$ vyjadrenim dilu zlomkem ukazuje i nasledujici ptiklad.

Priklad 51

(8. tFida, Tomds, 3)

J: No tys Fikal Ze tyhle ¢tyfi ctverecky dostane jedno dité. Tak mi tohle mnozstvi
(vyémdrdavam 4 ctverecky) vyjddFi zlomkem. Mds vybarveny tohle mnoZstvi a tohle ne. A to
vwbarveny mds vyjadrit zlomkem.

D: To je % ze Sesti étvrtin ... J6. 1/6.

J: 1/6 to za uréitych okolnosti byt miiZe a jesté jinak?

D: No 1/6 furt.

J: A kdybys to mél vyjadrit tady z tohohle (ukazuji 1 Cokoladu). Predstav si, Ze mds Sest
Ctvereckii a z toho 4 vybarveny. A ucitelka se 1& zeptd kolik je vybarvenych étvereckii z jedné
Cokoldady?

D: polovina a jesté ten jeden &tverecek.

J: No a kolik to teda je?

D: Takse to je tFi étvrté? .....en...... 3
J: 4 kdyz jste délali to, Ze jste méli koldce a Cast koldce byla vybarvend, treba tahle, a mél si

Urcit, jakad édst koldde je vybarvend (maluji kruh rozdéleny na ctvrtiny a s vyznacenou ).
D: No to je %.
J: Jo.

D: tohle cely jsou 4/4 a to vybarveny je . =g om——y
J: No na koldcu to umis, a tak mi to udélej na té cokoldade.

D: Jo aha, tak to Jsou 4/6.
Tomé4s$ nejprve déla chybu, kterou jsme vidéli uz u Jakuba. Dil vidi jako va. a protoze

je dilg Sest, oznaCuje rozdéleni tvaru jako na 6/4. Pot€ opravi interpretaci strukturace celku.
Spravng uréi, e celek ma rozdéleny na 6/6 a ne na 6/4, a proto jeden dil je 1/6.

Kdyz se ptam po jiném vyjadfeni na zékladé¢ zmény celku, vyjadiuje mnozstvi
Nepfesn& pomoci poloviny a‘jednoho &tverecku nebo pomoci , tictvrte™ stejn€ jako Pavel. Az
Na ziklad& mnou prezentované analogie s kolatem dokaze najit poZadovany vysledek. Z toho
Vidime, e v ptipad& oznaceni dilu jako 1/6 Tomas pravd€podobné nevyjadfoval vztah &4sti

k celku (4 c¢tverecky ke 24 ¢tvereckam), ale pojmenovaval vzniklou Sestidilnou strukturaci

(dostal 6/4 nebo 6/6).
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Tteti druh chyby souvisi s otazkou po vyjadieni dilu zlomkem ve vztahu ke viem
Ctyfem Cokolddam (celek jsou vechny ¢&tyfi €okolady). Dvé déti pochopily otazku tak, ze
maji vyjadfit zZlomkem, kolik budou mit véechny déti dohromady. Déti se tedy snazily segist
dily v8ech déti, a proto 4/6 nasobily Sesti. Jednomu ditéti vySlo 24/6, protoZe nasobilo

spravné. Druhému vyslo 12/18, protoZe misto ndsobeni dit€ zlomek 2/3 rozsifilo Sesti.

Priklad 52
(7. tFida, Kamil, 3)

J: A kdybys mél vyjadrit zlomkem, kolik dostane ze vsech cokoldd? Kolik by to bylo?

D: Jako kaZdej, nebo kolik jich je tam?

J: Kazdej. Kdyz tys Fekl, Ze kazdé dité dostane 4/6 a ekl jsi, Ze je to z té cokolddy...

D: A kdyby to bylo ze vsech?

J: Jo. A kdyby to bylo ze viech, tak kolik by dostal?

D: Tak to by bylo dvacet ¢tyFi...Sestin. ProtoZe kaZdej dostane ty ¢tyFi a je jich Sest. Tim
bddem 24.

Z rozhovoru je patrné, jak jsem myslela, Ze Kamil vi, co po ném chci, ale on si moje

otazky vysvétlil jako souéet dilt jednotlivych déti.

13.3 Shrnuti alohy s ¢okolddami

Treti uloha byla pro déti velmi jednoducha. VSechny déti spravné uréily mnoZstvi

obdélni¢ki naleZici jednomu dit&ti. Shriime si vySe popsané postupy feseni.

tabulka 4 ! . i

strategie | 7. tfida | 8. ttida |

dhad nebo vidi velikost dilu 2 1

Strukturuje na 6 &asti pIUKracpa zkouseni ] 1
strukturace vypoctem

-

2
.3.
I
o
3
6

N W |G —

0
|
znazoriiuje vysledek 0
4

fekne vysledek vypoétu - J 16

V osmé tFde prevlada aritmetické feSeni ulohy s jednoduchym vyslovenim po&tu
obdélni&ki, které dostane jedno dit&. V sedmé tfid€ také pfevazuje aritmetické feSeni ulohy,
ale déti se pokouseji o n&jaké znazornéni, at’ uz se jednd o &isté znazornéni vysledku nebo o
Strukturaci vypocétem.

Pro¢ byla tloha jednoducha? Pro déti byla velkou pomoci Sestidilna mfizka v kazdém

obdélniku, ktery znazortioval €okolddu. Dé&ti snadno spoCitaly mnozstvi dilkd (prvkd) a

vvvvvv

pomocného obrazku nebo jen se &tyfmi obdélniky znaCicimi €okolady, ale bez rozdéleni na
Sest &asti. 1 kdy2 by dit¢ moZna snadno rozdglilo Ctyfi Cokolady na Sest stejnych Easti,

pfinejmensim by mohlo byt obtiZn&jsi vyjadtit dil pro jedno dit€ zZlomkem.
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14 Uloha se zavody: jednoduchy operator

Ctvrta uloha byla velmi jednoduchd. AZ na jeden piipad ji vSechny déti vypocitaly
spravné. Navic neslo o bezmyslenkovity operatorovy vypocet, nauCeny ve Skole pro uréity typ
Ulohy. Az na ojedinglé vyjimky nemély problémy s popisem toho, co délaji. Spravné
vystihovaly vztah mezi postupem a zjisténimi. Mam dojem, Ze zlomek jako operator jim
nedéla problémy. Mozn4 proto, Ze se ve 8kole nejvic procvicuje.

Vétdina déti (vechny kromé jednoho ditéte ze sedmé a jednoho ditéte z osmé ttidy)
nejprve zjistila velikost 2/3, zjistila poCet vyhranych zavodu, a na zaklad€ ného urcovala podet
prohranych zavodi. Nejéastéji odeCtenim vyhranych zavodi od celkového poctu zavodi, ale i
vydélenim vyhranych zdvodd dvéma (10+2) nebo doplnénim vyhranych zavoda do celkového
poctu zavodi (10 a kolik je 15).

Dvé déti hledaly rovnou 1/3 z 15 zdvodd, protoZe vyuZily dichotomického vztahu

mezi prohranymi a vyhranymi zdvody. Jestlize 2/3 vyhrala, musela prohréat 1/3, aby poget

zavodu, kterych se udastnila by 3/3.

Priklad 53
(7. tFida, Kristyna, 4)

D: (Cte nahlas zadani). TakZe jich prohrdla pét?
J: Ehm. A4 jak jsi na to pFisla? . |
D: Protose se jich zicastnila 15ti a patndct, to jsou ty 3/3, protoZe to je jeden celek. Minus,

Pprotoze viastné jedna 1/3 je 5, takZe ...
J: Jo dobre. Jasné. Tak jo.

Kristyna vi, Ze 15 zavodu je celek, Ze jsou to 3/3. Jestlize 2/3 vyhrala, tak 3/3 minus
2/3 prohrala a 1/3 z 15 je 5. Je zajimavé, Ze ,jednodus$im* (co do poétu krokd) zpisobem
fesilo piiklad tak méfo déti.

Déti z osmé tiidy se od déti ze sedmé tiidy liily vétSi automati¢nosti vypoétu. Vétsina
uvadéla rovnou velikost 2/3 bez mezivysledku. V&dEli ale, Ze udava velikost 1/3. Oproti tomu
déti ze sedmé t¥idy ve vétsi mife fesily tlohu postupné. Tedy nejprve hledaly velikost jedné
Césti, kterou poté vynasobily dvéma.

PFiklad 54
(7. tFida, Lukds, 4)

D: (chvili se divd na zaddni a hned zacne psat postup: 15:3=5, 5.2=10, 15-10=35, viz papir),
Kdys se Katka zucastnila 15 zdvodi a 2/3 jich vyhrdla, takZe 15 déleno 3, to jsou ty IFetiny, to
Je pét, 5 krat 2 je 10, protoZe jsou avé, takZe 10 jich vyhrdla, a kdyz jich bylo 15, takze 15
Minus 10 je 5.

J: Jo, dobre.
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Priklad 55
(8. tFida, Pavel, 4)

D: No vyhrdla 10 zavodu.

J: Vyhrdla nebo prohrdla, ja jsem to dobfe neslySela.
D: No vyhrdla.

J: Vyhrdla 10 zdvodii. Jo dobFe. A jak jsi to pocital?
D: 15 a md to bejt 2/3 vyhrdla, takZe 15 :3 .2 = 10.

Poéitani Lukase ze sedmé tfidy je piikladem postupnéjSiho a podrobnéjsiho vypoétu,
kdezto Pavel z osmé tiidy reprezentuje rychlejsi postup.

Kromé chyb z nepozornosti, kdy déti zamé&fiovaly vyhrané¢ zavody za prohrané, se
objevily pouze tii chyby. V pfipadé prvni chyby dit€ vyfesilo ulohu dobfe a pouZilo spravny
myslenkovy postup, ale provedlo $patny zdpis FeSeni. Dité potitalo 2/3 z15 a jeho
myslenkovy postup byl spravny: 15+3=5 a 5x2=10. Zapsalo vSak 15:2/3=10. Neuvédomilo si,
%e pii takovém zépisu déli &islo 15 jednou tfetinou a ne tfemi.

Ve druhém piipadé dit¢ spravné vypocitalo pocet prohranych zivodi, ale situaci
vid&lo jako rozdéleni 15 zdvodi na tfi celky, pficemZ dva celky znaci vyhrané zédvody a
jeden celek prohrané zavody. Zde dité zaménilo pojem celek a &ast. Zda jde o pouhé
piefeknuti, neptesné sémantické vyjadieni nebo o koncepni Spatnou interpretaci situace
v tomto pfipadé nelze uréit. Dit¢ vyrazem celek mohlo myslet n-tinu nebo &ast. Jak uZ jsme
vidéli, nazvoslovi v oblasti zlomkd neni jednoznacné€ ureno. Naptiklad slovo ¢4st miZe mit
nékolik vyznami a zaleZi na kontextu. I ve zde popisované chybé muze dité koncep&nd
spravné uvaZovat a pouze zvolit nevhodny vyraz. Zvlasté kdyz je vysledek spravny.

Tteti chyba pramenila ze $patného postupu pii vypoctu &asti dané 2/3. Dité zjistilo
velikost 2/3 vyndsobenim ¢itatele a jmenovatele mezi sebou. Vysledek Sest, pak uZ spravné

zasadilo do vztahu k celkovému podtu zdvodd, jak ukazuje nasledujici ptiklad.

Pfiklad 56
(7. tFida, Jakub, 4)
D: (Cte si pro sebe zaddni.). TakZe dvé tFetiny, to je Sest zdvodii vyhrdla a devét jich prohrdla.
J: Jak jsi to Fikal?
D: No, 3e Katka se zucastnila 15 zdvodii v plavdni a z nich dvé tFetiny vyhrdla, takse si to
musime prevést néjak na cely cisla, takze dvakrat tFi je Sest, Sest zavodii vyhrdla.
J: Tak to tam napis, jo?
D: Takze Sest (pise, viz papir prvni Fddek) rovnd se zdvodii vyhrdla. A 15 zdvodsi méla jako
celejch (pise, viz papir druhy Fddek) a téch 15 minus Sest to se rovnd, takZe vlasiné 9 zdvods
prohrdla. A tady se ptaji kolik prohrdla. TakZe Katka jich prohrdla 9 téch zdvodii. Mdm tam
hapsat odpovéd?

Jakub nema problémy rozpoznat vztahy dané ve slovni uloze. Vi, Ze 2/3 zna&i vyhrané

zavody, a #e prohrané zavody zjisti odectenim vyhranych zévodi od celkového poétu zévody,
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Jeho problém je ve vnimani vztahu mezi zlomkem a celkem. Nevidi, Ze velikost zlomku se
méni ve vztahu k zadanému celku. Jakub vlastné zlomek vnima jako absolutni neménné &islo.

2/3 budou vzdy stejné velké. Stejny zpusob zjisté€ni velikosti ¢asti z celku uréené zlomkem

pouzival Jakub i v prvni uloze.

15 Uloha s kuli€¢kami: aditivni a multiplikativni vztah

V této tiloze maji déti za tikol rozdélit 42 kulicek mezi Jirku a Martina tak, aby Jirka
mél o 1/3 kuli¢ek vic nez Martin. Z divodd, kter€ byly popsany jiZ vyse (kapitola 5.3.2), byly
po vypoétu ulohy détem ptedkladany ¢tyfi pozménéné verze plivodni ulohy.

V této kapitole se nejprve podivame na strategie feSeni plivodni ulohy, které jsou
rozti{déné na zakladé analyzy feSeni jednotlivych déti do né€kolika skupin. Poté ukazu, jakym

zplisobem byly feSeny pozménéné verze v zavislosti na feSeni pdvodni tlohy.

15.1 Postupy a tivahy p¥i FeSeni piivodni dlohy

Postupy, kterymi byla fe$ena tloha s kulickami, jsem rozdé€lila do t¥i hlavnich skupin.

15.1.1 Celkové mnoZstvi na tietiny

Prvni skupinu jsem nazvala ,,Celkové mnoZstvi na tietiny“. Byl to nejcast&jsi zpisob
fedeni. Déti celkové mnozstvi rozdélily na tietiny. Jirkovi daly 2/3 a Martinovi 1/3. Jirka mél
tedy o 1/3 vic. Celkové mnoZstvi kuli¢ek, bylo vyd€leno tfemi a mnoZstvi kulicek v 1/3 tak
vy$lo 14. Zajimavé bylo, ze d&ti si nej¢astéji nejprve vypocitaly 1/3 a poté ji od&italy od
celkového mnozZstvi kuli¢ek (42-14=28). TakZe Jirka dostal 28 kuli¢ek. Pro¢ si rovnou
hevypocitaly 2/3 ze 427

Do této skupiny jsem zafadila i postup, pfi kterém dit€ také vychazi z rozdéleni
celkového poctu kuli¢ek na tietiny, ale 1/3 ke 42 pii¢te, misto aby ji odecetlo. Vyjde mu tedy,
Ze Jirka ma 56 kulicek (42+14=56). Piitom dit& vi, Ze Martinovi chce dat 1/3 a Jirkovi 2/3.
Tato chyba byla pomémé &asta (4 vyskyty). Pro¢ déti 14 kuli¢ek pfi¢tou? Mozna proto, Ze
slovni spojeni ,,0 néco vic* v&tsinou znamena ve slovnich dlohdch pficteni. Jirka ma mit ,,0

173 vic*, a proto 1/3 pfictu.

PFiklad 57

(8. t¥ida, Pavel, 5)
D: . Takze téch 42 musime rozdélit na tFi ¢dsti a vo jednu édst md vic ten Martin. TakZe 42

déleno 3. To nejde. Ne, de viastné. TakzZe 14. ....TakZe Jirka ma....56 kulicek....A pFisel jsem na
10 tak, Ze 42 jsem vydélil 3. To je 14 a Jirka md mit o 1/3 vic takZe. 42 plus 14 je 56.
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Pavel rozdéluje 42 na tfi €asti a Jirkovi pfisuzuje o jednu &ast vic (Rik4 ,Martin®,
protoze se pouze piefekl. Dal uz mluvi o Jirkovi.) V priibéhu vypoctu ale neudrzi myslenku,
Ze chtél rozdélovat tii ¢asti, a vypocitanou €ast pficita k celkovému poétu kuli¢ek, protoze ,,0

1/3 vic*, ,,0 jednu &ast vic*, a to znamena pficitani.
15.1.2 Na potitku m4 kazdy 21

Druhou skupinu jsem nazvala ,Na po¢atku ma kazdy 21“. Pfi tomto postupu déti
nejprve rozdéli celkové mnozstvi kuli¢ek na dv€ poloviny. Jednu polovinu dostane Jirka a
druhou Martin. Oba tedy maji na pocatku stejné. Vychozi pofet kazdého znich se pak
upravuje tak, aby Jirka mél o 1/3 vic.

Objevily se &tyfi typy uprav rozdéleni na polovinu v zdvislosti na tom, z &eho se
pocitala 1/3. V prvnim ptipadé dité vypocitalo 1/3 z celkového mnozstvi kuli¢ek. 1/3 ze 42
obsahuje 14 kuli¢ek, a protoze Jirka ma o 1/3 vic, dit€ pficetlo 14 kuli¢ek k Jirkovym
pocate¢nim 21 kulickam. Jirka tedy dostal 35 kuliCek. Zaroven dité bud’ jesté odecetlo 1/3 od
Martinovych 21 kuli¢ek (21-14=7) a nebo urCilo pocet Martinovych kuli¢ek odedtenim
Jirkova poétu kuli¢ek od celkového mnoZstvi (42-35=7).

Pro¢ délaji déti tuto chybu? Balancuji mezi aditivnim a multiplikativnim vztahem
v zadani ulohy. Mezi typem pfikladu ,,déleni na nestejné Casti“ s aditivnim vztahem (viz vyse,
kapitola 4) a operatorovym vypoctem A/B z C.

Priklad 58
(7. tFida, Matéj, 5)
D: (pise 42:3=14 - pFemysli)

J: Tak co?
D: No tady jsem si vydélil, Ze jich maji dohromady 42 a Jirka jich md o 1/3 vice, tak jsem si to

vydeélil tFemi, to je 14, a pak kdyZ jsou dva, lak jsem si tohle (ukazuje propiskou na 42) vydélil
Jako dvouma, a vydélil jsem si to na ty dvé poloviny, takZe mi vysio 21.

J: Tak si to tam napis g - ,
D:(pise 21) a tady je jesté napsdno, Ze Jirka jich ma o 1/3 vice, tak to 21 plus 14, coz je 35 a

len zbytek ma Martin.
Mat&j se nejprve v zadani zam&fi na multiplikativni vztah (na 1/3 z) a vypoéita

velikost 1/3 ze 42 kulidek. Pak si uvédomi, Ze se jedna o dvé mnozstvi, které je potteba
rozdélit tak, aby v jednom mnoZstvi bylo o 1/3 vic. Pravdé€podobné ho ovlivni zpiisob feseni
Uloh ,déleni na nestejné &asti®, kde algoritmus vypoctu fika: ,Extra &ast, o kterou m4 byt
V jednom mnozstvi vic, odeéti od celkového mnoZstvi, vysledek rozdél na dvé poloviny a
kjedné pfiGti extra &ast. Mat€j postup diive uCeného algoritmu oto&i nebo se jim viibec

nefidi. Balancovani mezi dvéma mnoZstvimi, mezi kterymi je vztah ,0 néco vic“, fesi
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rozdélenim ptvodniho mnoZstvi na polovinu a pfidani ,,0 vypo¢itanou tfetinu vic* k jednomu
mnozstvi. Ve druhém mnoZstvi je pak zbytek kuli¢ek.
Priklad 59

(8. tFida, Tomds, 5)

D: TakzZe dohromady majti. 42 kulicek a jsou dva, takZe aby to bylo piil, tak to rozdélim napiil,
coz je 21, takZe ¥ z téch 42 (piSe ¥ z 42) je viasiné 21 (pise = 21) a ted’ Jirka md o 1/3 vic nez
Martin, o 1/3 z toho, takze ten Jirka jich md viastné o 14 vic nez ten Martin.

J: A proco 14?
D: No myslim si, Ze 1/3 z téch 42 (piSe si to) mi pFipadd 14. TakzZe ten Jirka viastné mad 35

kulicek.
J: Aha. A kolik ma Martin?
D: Ten md sedm...To je trochu nefér...to je blbost......nebo leda, Ze by to bylo tak, e by to byla

173, ale z ty poloviny.

Toma$ pouZiva stejny typ myslenkového postupu jako Maté&j, pouze na rozdil od
Matgje zagina rozdélovanim kuli¢ek na polovinu, a pak teprve hleda z &eho by vypoéital 1/3.
Stejné jako Mat&j vychazi ze dvou stejnych mnoZstvi, které se snaZi pfeskupit tak, aby Jirka
mél o 1/3 vic. Jednu tietinu, o kterou ma mit Jirka vic, pocita nejprve ze 42 kuligek. Vysledek
se mu ale nezda. Vi, Ze by se obé mnozstvi i po pfeskupeni, méla pohybovat nékde kolem
piivodnich velikosti. Proto hleda jiné mnoZstvi, ze kterého by 1/3 vypoéital.

Narozdil od strategie feseni ,,Celkové mnoZstvi na tfetiny” Tomas a Mat&j nerozd&luji
celek na tietiny tak, aby Jirka mél 2/3 a Martin 1/3, ale po¢itaji tfetinu pomoci operatorového
vypodtu 1/3 ze 42. Hledaji mnozstvi, ze kterého by vypocitaly 1/3. Hledaji velikost 1/3,
kterou by dosadili do vztahu ,,0 1/3 vic™.

Zavér ukazky TomaSovych tivah naznacuje druhy typ hledani velikosti 1/3. Jde o
ptipad, kdy dit& 1/3 zjisPuje z 21, z poloviny, kterou ma Martin.

Priklad 60
(7. tFida, Cyril, 5)

D: Protoze maji dohromady 24 kulicek, teda 42. 4 kdybych jako nevédél tohle to, tak to
rozdélim na pilky a kazdej mad 21, ale pak se dozvim, Ze Jirka md o 1/3 vice, tak si z téch 21/1,

teda z téch 21 udéldm kolik je 1/3, a to pak prictu k tém 21.

Mize se jednat o vypoget 1/3 z mnoZstvi, které je po ruce, jak jsme vidéli v
pfedchozim pfikladu u Tomase, a nasledné dosazeni vypocitaného mnoZstvi do vztahu ,,0 1/3
vic neZ“. Cyriliv postup muZe ale také ukazovat uchopeni kli€ového vztahu obsaZeného
v tiloze s kulickami. Uchopeni danosti, Ze pro zjisténi velikosti 1/3, o kterou ma Jirka vic, je
uréujici Martinovo mnoZstvi kulicek. Dité by si pii uvahach mohlo fict: ,,Jirka ma o 1/3 vic
neZ Martin. Martin tedy bude mit n&jaké mnoZstvi, z toho mnoZstvi, kdyz udélam 1/3, tak o

ten podet bude mit Jirka vic..” ProtoZe dit¢ nevidi jiné mnoZstvi Martinovych kulidek ney
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polovinu z 42, po¢ita 1/3 z 21. Nenasla jsem v3ak Zadny dikaz, Ze by si Cyril kli¢ovou roli
Martina uvedomoval.

Pfi tietim zplsobu feSeni ze skupiny ,,Na poc¢atku ma kazdy 21 pficte dité k Jirkovym
21 kuli¢kam samotnou 1/3. Pogita tedy: polovina ze 42 plus 1/3.

PFiklad 61
(8. tFida, Martina, 5)

D: A §lo by to udélat, Ze bych si téch 42 rozdélila na polovinu? To by mi vyslo 21 kulicek. A
21y jedny 21, to by mél jako Jirka a Martin, z 1y jedny bych jako udélala 21 jednin minus
Jedna tFetina. A Jirka jich md vic, takZe bych od Martina odecetla tu 1/3 a pFicetla bych ji

tomu Jirkovi.
J: A jak bys zjistila, co je ta 1/3. Jak bys zjistila, kolik mas odecitat, jak Fikds?

D: Jo.

J: Tak zkus jestli by ti to vyslo. Jak bys to pocitala.

D: No musela bych si to pFevést taky na tietiny. TakZe 21krdt 3. (pocitd viz papir: 21/1-
1/3=62/3). Takze by to bylo 62/3.

Martina op&t vychazi ze dvou stejnych mnoZstvi, které ,,pfeléva“ tak, aby Jirka mél o
1/3 vic. Tentokrat nehleda pocet kulicek v jedné tetin€, nevnima 1/3 jako uréujici vztah
k n&jakému celku, ale bere 1/3 jako &islo. Vidi tedy ve vyroku ,,0 1/3 vic neZ* pouze aditivni
vztah ,,0 n&jaké &islo vic nez™.

Pfi &tvrtém zpusobu hledani 1/3 narazime na Jakubovo vnimani zlomku jako
absolutniho celého &isla, které jsem popsala u ulohy se zavody. Jakub najde velikost 1/3
vynasobenim &itatele a jmenovatele mezi sebou. 1/3 jsou pro ného 3 kuli¢ky, které piicte k

Jirkovym 21 kulickdm a od Martinovych je odecte. Jakubovi tak vy3el spravny vysledek 24

kuli¢ek pro Jirku a 18 pro Martina.

15.1.3 Ovéfovani tipnutého rozdéleni

Pouze jedno dité dokizalo spravnou pfedstavou vypocitat poZadovany vysledek 24
kuligek pro Jirku a 18 pro Martina, a to jeSt¢ s mou pomoci. Musela jsem ditéti pomahat
Ujasiiovat jeho predstavy a drZet je spravnym smérem. Jedna se o zajimavy postup feseni, a

proto si ho uved’'me cely.

Ptiklad 62

(7. tFida, Kamil, 5)

J: No a ted mi zkus cist to zadadni a Fict mi, co ta uloha Fikd.

D: No, ze Jirka a Martin maji dohromady 42 kulicek. A Jirka jich md o 1/3 vic ne# Martin.
J: Ehm. Takse to znamend, Ze se tam Fikd, Ze Jirka md téch kulicek o 1/3 vic nez Martin.

D: Noo 1/3?
J: O jednu tretinu éeho?
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D: No toho co md Jirka.

J: Nez Jirka?

D: Nei Martin vlastné.

J: Nez Martin. No. Dobfe. TakZe viastné Jirka ma o 1/3 vic nez ma Martin

D: No.

J: TakZe co ted budes pocitat?

D: No musim zjistit, kolik md Martin a potom to vydélit tfema a potom to odeéist tu Jednu
IFetinu a potom to jakoby pFicist k Jirkovi.

J: A proc vydélit tFema, to co ma Martin?

D: ProtoZe to je potom ta tfetina.

J: Ehm. A jak to rozpocitds, kolik md Martin.

D: No 21a2l.

J: Jak 21, jako Ze to rozpulis?

D: Ne, to by asi neslo. Nebo $lo? Ne. Dohromady jich maji 42......em..... Ne. Jo. Ze by 17 a
242... tFi....to zase nevyjde....nemd to desetinny cislo?

J: Ne. Vyjde to.

D:. 24 to by pak bylo vo 8..... To ted ani nevim, jak to bude....

D: Ne, jd viibec nevim, jd jsem ted tiplné zmatenej z toho. To mé dostalo.

J: =) Z Geho presné se$ zmatenej?

D: Nevim z ceho to mdm vypocitat.

J: Jako tu jednu tretinu?

D: Ne, ja nevim, kolik ma ani jeden, to mé prosté nenapadne.

J: Jo. Aha.

D: Em...Kazdopddné to musi byt délitelny tfema, Ze jo. Ja jsem myslel, Ze by to mohlo byt 24
Jenze...24 a 18?

J: No, tak to zkus.
D: No protoze 24 déleno tiema je osm a osm, (0 je zase Sest. To je divny. A kdys dém 17, tak

to je o 7, jo. Tim padem 16. Ne. Tak to nevim teda.

J: No a tys nejdFiv pouzival 24 a pak 17 nebo 18?

D: No 18 treba ....

J: A proc¢ 24 a 18, proc jsi nezkousel néjaky jiny Cislo.

D: Protoze to musi byt dohromady téch 42.

J: Jo.

D: Protoze pak by to muselo byt 25 a to uZ neni délitelny tFema. nebo 27, 1o Jje mozny, ale to
by pak muselo byt 15. No to by nevyslo. Tim padem jediny co by $lo je 24, ale 1o Je ...

J: Hm. Takze ty zkousis dvé Cisla, aby ddvaly dohromady 42 a aby to jedno cislo bylo
délitelny trema?

D: No musi byt délitelny tFema.

J: Takze kdyz zkusime, to jak jsi Fikal 24 a 18, co na tom nevychdzi, proc jsi to zavrhl?

D: No to 24 vydélim tiema, to je 8, a to musi byt k tomu 18, ne? Jako téch 8.

J: Osm? A to musi byt kam?

D: No k tomu 18, ne?

J: No.

D: No a to neni. To by muselo byt 26 a to by taky nevysio.
J: A kdyby sis to zkusil napsat, téch 24 a 18?

D: (pise)

J: A ktery cislo bys priradil Jirkovi a ktery Martinovi?

D: Jirka (ukazuje na 24) a Martin (ukazuje na 18)

J: Tak tam napis J.a M.
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D: (pise)

J: No. A tedka délals co?

D: 24 déleno 3.

J:-Avysloti..?

D: 8

J: No, a kdyz se podivds na to zaddni, tak tady je napsany, Ze Jirka ma o jednu tfetinu vic ne?
Martin a tys Fikal, Ze je to z poctu kulicek, které ma Martin....

D: No, z téch 18.

J: A proc ted délas tu 1/3 z téch 24?

D: A jo. Tim padem md o Sest vic. Tim pddem md....dvacet CtyFi. Tak mi to vysio dobre.

J: Tak ti to vyslo, Ze jo?

D: No.

J: Protoze tys hledal tu 1/3 z Jirky, ne? A mds hledat 1/3 z Martina.

D: No jasné. TakZe je to 24 na 18.

J: A ted to vychazi?

D: Jo.

J: Tak mi Fekni, jak to vychdzi.

D: Ze 18 déleno tFema je 6. To je ta jedna tietina. A..No prosté je to rozdil 6 mezi téma 24 a
18.

S Kamilem si nejprve spoleéné ujasiiujeme, co Gloha fika. Kamil zpo¢atku interpretuje
tilohu jako ,,0 1/3 vic z toho, co mé Jirka“, ale ujasnime si, Zze jde o 1/3 z Martinova podtu
kuli¢ek. Kamil chce vypo&itanou 1/3 z Martinova mnoZstvi Martinovi vzit a Jirkovi pfidat.
Tento postup viak zavrhuje spolu se zavrhnutim po€itani 1/3 z 21 kuli¢ek (z poloviny ze 42).

Kamil ale z rozdéleni mnozstvi kuli¢ek na dv€ pllky vychazi. Vezme si nejblizsi vétsi
Cislo délitelné temi (&islo 24) a zkousi, zda velikost vypocitané tietiny z toho &isla je shodna
s rozdilem mezi tipnutym &islem a &islem, se kterym dava tipnuté &islo celkové mnoZstvi
kulicek.

Kamil pii tipovani vychoziho &isla (Cisla 24) neudrzi poznatek, Ze ma 1/3 hledat
z Martinova mnoZstvi, nebo spiSe nepracuje s poznatkem, Ze ma hledat 1/3 z mensiho ¢isla.
Proto vlastng v koneéném duisledku poéita 1/3 z Jirkova mnoZstvi, aniz by si toho byl védom.
Po upozornéni vak rychle chépe, v<&em byl problém, a dokéZe feSeni dotdhnout ke
spravnému vysledku.

Vyse popsany postup, ktery vychazi z tipnuti velikosti dvou mnoZstvi a pfi kterém se
pak ov&fuje, zda mezi mnoZstvimi je poZadovany vztah, jsem nazvala ,,Ovéfovani tipnutého

rozdéleni®.
15.1.4 Shrnujici tabulka pro piivodni ilohu s kuli¢kami

Shriime si vy$e popsané postupy a jejich etnost v tabulce.
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tabulka 5 A - ]
[ strategie | 7. tfida | 8. t¥ida | 3
42:3=14, 42-14 =28 | 8 | 4

i
—_—

Celkové mnozstvi na tfetiny

2]
42:3=14, 42+14=56 3 1 4 |
1/3 z celkového mnoZstvi 2 2 |4 |
) 1/3 z poloviny po&ate&niho mnoZstvi 3 2[5
Na pocatku ma kazdy 21 173 jako &islo 0 | [l
1/3=3 1 0 1|
1 0 1

IOVéfovéni tipnutého rozdéleni | J

Z tabulky vidime jak v sedmé tfidé vyrazné€ pfevaZuje postup ,,Celkové mnoZstvi na
tietiny*. V osmé tiidé uz voli déti postup ,,Celkové mnoZstvi na tfetiny* a ,,Na potatku ma
kazdy 21 ve stejné mife. Pfekvapujici je, Ze jediny spravny fesitel je ze sedmé tiidy.

Vidéli jsme, Ze tloha s kulickami je pro déti obtizna. Nelze se tomu divit, kdyZ se
s podobnym typem ulohy ve $kole setkavaji aZ pfi probirani linedrnich rovnic v osmé t¥idé
(tyto déti z osmé tkidy jete lincarni rovnice neprobiraly). Popsand feSeni miZeme shrnout
prohlagenim, Ze ve vyroku ,,0 1/3 vic nez, krome jednoho pfipadu, déti nevidi pozadovanou
strukturu vztahti.  kdyZjsem se setkala s pfipady, kdy déti védély, Ze na jejich vnimani dlohy
néco nesedi, nevédély, jak jinak piiklad vyfesit.

Kdyz popsana feSeni velmi zobecnime, miZeme fict, Ze si se smichanim aditivni
struktury ptikladu typu ,.déleni na nestejné ¢asti* a multiplikativni struktury (1/3 z n&&eho)
déti poradily dvojim zplsobem. Bud’ rozdélily celkové mnoZstvi kuli¢ek na tretiny, Jirka
dostal 2/3 a Martin 1/3, nebo fesily tlohu s kulickami jako ulohu na ,,déleni na nestejné &asti*

a do struktury ,,0 x vic nez* dosazovaly riizna ¢isla podle zptisobu vypodtu 1/3.

15.2 ReSeni variant ulohy s kuli¢kami

15.2.1 Z Martinova mnoistvi (varianta SA)

Pro viechny déti bylo ze zadani ulohy 5A'? ziejmé, Ze 1/3 se ma pocitat z Martinova
mnoZstvi kulidek. Zpisoby vypocti se pak lisily podle toho, co déti jako Martinfiv podet
kuligek vzaly.

Rada déti vzala takové mnoZstvi, které jim vy3lo jako Martinliv podet kuligek pii
fe§eni pdvodni lohy a z tohoto mnozstvi chtély pocitat 1/3. Byly to ty déti, které p¥i potitani
plvodni ulohy d&lily celek 42 na tretiny (42+3=14, 14+3). Vzhledem k tomu, Ze strategii

2 Pouzivim stejné oznaceni variant Glohy s kulickami, které jsem uvedla v k'c:pitole 5.3.2 (,Kiteré pfiklady jsem
zadala, prog...). Ve variant& 5A je celkem, viiei némuz se uréuje 1/3, h/,lartlr}uv pocet kulitek, ve varianté 5B je
timto celkem celkové mnozstvi kuligek, ve varianté 5C Jirkovo mnozZstvi kuli€ek a ve variant& 5D m4 Jirka vic o

1/3 kulieky.
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»celkové mnoZstvi na tietiny* pouZivaly v pivodni tloze nejvice déti ze sedmé tiidy, byly to
ony, které pfi feSeni Gilohy SA nejCastéji sahaly po 14 jako zékladu pro vypocet 1/3.

Nejcast&j$im fe§enim tGlohy SA v osmé tfid€ a druhym nejcastéjSim feSenim v sedmé
tfidé bylo vyuziti jiz vySe popsaného zplsobu ,,1/3 z poloviny pocate¢niho mnozZstvi“. Jako
Martinovo mnozstvi pfi ném déti vzaly polovinu ze 42 kuli¢ek, z ni poéitaly 1/3 a tu piicetly
k Martinovu mnozZstvi. Jirka tak dostal 28 kulicek (21+3=7, 21+7= 28). Ty, co pouzivaly tuto
strategii uz v piedchozi uloze, ji pouZily znovu. Pro né mélo zadani piivodniho pfikladu a
piikladu SA stejny vyznam. Tento postup ale pouzily i ty déti, které pivodni ptiklad fesily
zplisobem ,,celkové mnoZstvi na tretiny®.

Nékteré déti fesily piiklad SA znovu rozd€lovanim celkového poétu kulicek na tietiny.
Rozpoznaly, Ze zadani zni jinak, ale nevédély, jak jinak by se ptiklad dal pogitat. Z &eho
jiného nez ze 42 pocitat 1/37

Podivejme se na kvantifikace'® vyskytd tfech typd feSeni ulohy SA. Jejich vztahy

k ptivodni uloze jsem jiz ukazala v pfedchozim textu.

tabulka 6

[ 5A J 7. tFida {8. th’da{ 5]
ZM, ze 14, 14:3 5 1 6 |
M, ze 21, 21:3 {4 F g—l
z 42, z &eho jiného 1/3? 2 1 |

15.2.2 Varianta 5B a 5C

Kromé dvou vyjimek pogitaly viechny déti ilohu 5B rozdélenim 42 kuli¢ek na tretiny.
2/3 dostal Jirka a 1/3 Martin. Déti, které nepocitaly ulohu 5B timto zptisobem, zistaly u svého
dfivéjsiho postupu. Vypocitaly sice 1/3 ze 42 kuliCek, ale vysledek pficetly k poloving
z celkového poétu kuligek (jedno dité bylo ze sedmé, jedno z osmé, ttidy).

Uloha 5C byla fesena stejnymi zplsoby, jako piiklad 5A. Déti svoje strategie
nezménily. Pouze jako zaklad pro vypocet 1/3 braly Jirkovo mnoZstvi (at’ uz to bylo 28 nebo

21) nebo celkové mnozstvi kuliCek.

"V pottech uvedenych v tabulce jsou zahrnuta pouze ta FeSeni déti, u kterych mizu Fict, ze uvedenym
zpiisobem potitaly. Nekteré déti pouze uvedly, Ze 'by 1/3’ hledaly z Martmoya mnozstvi, ale uZ nemdam
zachyceno, jakym zpisobem by vypocet provedly (dit€¢ bud nevédélg, ne?bo uz jsem ho nechtéla ,,trapit*). V
tabulce také neni uvedeno fegeni Kamila, pro kterého byl pfiklad stejny jako pivodni tloha (viz pfiklad 62).
Potty v tabulce tedy opé&t nejsou pocty déti, ale potty vyskytlych se feSeni.
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15.2.3 Jak rozdélit kulicku? (Varianta SD)

Jak rozdélit mnozZstvi, aby mél Jirka o 1/3 kuli¢ky vic? Nejvice déti nejprve rozdélilo
kuli¢ky na polovinu, a pak ode€etlo 1/3 kuli¢ky Martinovi a Jirkovi ji pticetlo. Jirka tedy mél
21 a 1/3 kuli¢ky a Martin 20 a 2/3 kuli¢ky. Déti védi, Ze Jirka ma mit pouze o jednu tietinu
vice nez Martin, ale spokoji se s vysledkem, kde je rozdil 2/3. Stejny princip byl velmi &asto
pouzivan i v ptedchozich feSenich paté ulohy. Jestlize se vySlo zrozdéleni kuli¢ek na
polovinu, zji$téna 1/3 se Casto jednomu chlapci pficetla a druhému odecetla. Tim vlastng dité

dosshlo toho, Ze vysledny soudet po¢tu kuli¢ek obou chlapct zlstal 42, ale rozdil uz nebyl jen

o 1/3.
Priklad 63
(7. tFida, Cyril, 5)

D: No. Takse md o 1/3 vic té kulicky, jako Ze bych si ji rozdélil?

J: No, kdybys tu kulicku tFeba rozdélil, tak jak by to potom bylo?

D: Ze ten Jirka mad prosté o kousek vic, nez Martin.

J: No, a o kolik?

D: JeZi§marja....

J: Jak by to vypadalo, kolik by mél teda kulicek?

D: No, von by mél kulicek....21 kulicek...plus tu jednu tFetinu z ty kulicky a ten Martin by teda

PFisel o tu jednu tretinu.
Cyril rozdéluje celkové mnoZstvi kuli¢ek na polovinu. K Jirkové pilce jednu tetinu

kuligky pticte a od Martinové odette. Popisuje v3ak jen postup, jakym by ulohu fesil. Neni
vibec jasné, zda by dokézal vyjadiit mnoZstvi, které ptidélil obéma chlapctim zlomkem.

Objevila se feeni, kdy déti Jirkovi pfisoudily 21 kulicek a jeste¢ 2/3 kulicky a
Martinovi také 21 kuli¢ek a 1/3 kulicky. Rozdélily 42 kulié¢ek rovnym dilem mezi chlapce, a
pak na tietiny rozdé&lovaly jeste jednu kuli¢ku navic. Kdyz# zjistily, Ze po souétu dostanou o
jednu kuli¢ku vic, odebraly kuli¢ku Martinovi. Jirkovi tak zistalo 21 kuli¢ek a 2/3 kuli¢ky a
Martin dostal 20 kuli¢ek a 1/3 kulicky.

Dvé dé&ti, prestoZe dobie védely, Ze v zadani se mluvi o jedné kulice, pocitaly Glohu
5D jako tGlohu ptivodni. Délily celkovy pocet kuliéek na tfetiny.

Dalgim fesenim ulohy 5D bylo rozdéleni jedné kulicky na tti 4sti. Jirka dostal 2/3
kulitky a Martin 1/3 kulicky a vSechny ostatni. Jirka tak vlastné dostal o 1/3 vice z rozdélené
kulicky. Nen ale jasné, pro¢ ostatni kuli¢ky dostal Martina a ne Jirka.

Zvlastni bylo teseni, kdy Jirka dostal 21 kulicek a %2 kulicky a Martin 20 kulidek a %

kulicky. Mozna proto, Ze dit& chtélo naznacit, Ze kazdy dostane kousek z té rozd&lené kulicky.
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Pouze jedno dité pfiSlo na spravny vysledek samo a jedno s men$i napovédou.
KaZdému chlapci piidélily 20,5 kulicky, a pak jesté ptidaly 2/3 kuli¢ky Jirkovi a 1/3 kuli¢ky

Martinovi.

tabulka 7 ) i
5C 7. tfida | 8. tFida |
J:21 1/3 - M:202/3 2 | 4
J: 21 2/3 -M: 21 1/3

Celkovy pocet kuli¢ek na tfetiny

J: 2/3 kuli¢ky - M: 1/3kuligky a zbytek kuli¢ek
J:21 a—M:20 %

J: 20,5 2/3 - M: 20,5 1/3

— | oo |—= N

N == M

15.2.4 Neispéch s variantami tlohy s kulickami

Varianty pivodni ulohy byly détem pfedkladany také proto, aby se ukazalo, jestli
piesn&js§i zadani pomiize détem ke spravnému vypoltu ulohy. Predpokladala jsem totiz, Ze
hlavni problém neuspéchu déti pfi pocitani této lohy je nerozlideni, co je v uloze celkem.
Chtéla jsem pozorovat, zda upozoriiovani na dileZitost a relativnost celku a navodné otazky
zdtraziiujici Martina jako celek budou apelovat na pasmo nejblizsiho vyvoje déti a posunou
jejich uvazovani smérem k poZzadovanému feseni dlohy s kuli¢kami. Nestalo se tak.

Rozhovory s détmi sice ukazaly, Ze problémem plvodni tlohy opravdu je nepfesné
uréeni celku. D&ti se musi naudit citit, Ze slovni spojeni ,,0 1/3 vic neZ Martin“ znamena brat
jako celek Martina. Nebo spiSe brat jako zéklad pro operatorovy vypocet ,,1/3 z* Martinovo
mnoZstvi kulicek, a to predevsim u déti, které pocitaly ulohu pomoci rozdélovani celku na
tietiny.

Ale nejasné uréeni celku v tloze nebyl jediny divod, pro¢ déti nedokazaly vypocitat
tlohu pozadovanym zplsobem, jak jsme vidéli u déti, které pocitaly 1/3 z 21 (poloviny z 42
kulicek) nebo 1/3 ze 14 (Martintiiv pocet kulicek po rozdéleni celkového mnozstvi na tietiny).
U téchto déti mizZe byt problém s piedstavou pocitani 1/3 z n&&eho, co vlastng jest& neni. Tyto
déti asi pottebuji konkrétni-existujici zaklad, ze kterého by 1/3 vypogitaly. Slovo »Vypoclitat*
pouZivam zamérné. Déti asi potfebuji nejprve ,»vypocitat 1/3“ a poté ji dosadit do struktury ,,0
X vice nez*. Tim, Ze se tyto déti nejprve snaZi vypocitat 1/3 a poté spolu s ni vytvareji
kone&né Martinovo mnoZstvi kulicek, popiraji vlastng relativnost velikosti 1/3. Velikost prvng
vypoditané 1/3 totiz neni zdvisla na Martinov€ koneéném mnozstvi kulicek. Kamil (viz

priklad 62) se dokazal pfenést za bariéru prvotni ,,neexistence* zdkladu pro vypo&et 1/3 na
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pocatku a pracovat s relativnosti velikosti 1/3. Dokézal vzit n&jaké mnoZstvi a teprve z ného
zkouset pozadovany vztah mezi Jirkovym a Martinovym mnoZstvim.

Dal$im davodem téZkosti v uloze s kli¢kami je, Ze nekteré déti maji problém vnimat
jako 3/3 né&co jiného neZ celkovy pocet kulicek. Détem jsem se snaZila pomoci upozorn&nim,
e v uloze je celkem Martinovo mnozZstvi kuli¢ek. Ptala jsem se jich, kolik kuli¢ek bude mit
Jirka, kdyz Martin ma 3/3 kuli¢ek. Odpovédi mi bylo zd&Seni, Ze Jirka by pak nemél nic.
Takova odpovéd’ nebyla piekvapenim u déti, které celek 42 rozdé€lovaly na tfetiny. Ty vnimaji
celkovy po&et kuli¢ek jako celek. Takto ale reagovalo i dité&, které pocitalo 1/3 z 21 kulidek a
vysledek pficetlo k 21. Pravdépodobné se tady ukazuje, Ze pocitat 1/3 z ,,néEeho* a vnimat to
»h&co* jako celek, jako 3/3, nejsou vzdy propojené procesy a potvrzuje to teorii o snaze
vypocitat 1/3 a dosadit ji do struktury ,,0 X vic nez®.

Castost, se kterou dé&ti rozd&luji celkovy pocet kulicek na tfetiny, méize byt dana tim,
Ze déti vnimaji zadané mnoZstvi automaticky jako celek, jak tvrdi Ticha (viz vyse, kapitola 4).
Ja si ale nemyslim, Ze u viech deti jde o Cisté automatické sahnuti po nejbliz§im &isle pro
operatorovy vypodet. Setkala jsem se u déti s pocitem, Ze vypocet neni {ipIn& v potadku, Ze na
ném néco nesedi, ale nevédaly, jak jinak 1/3 vypocitat. D&ti u vypoétl pfemysleji. Nenj to jen
automaticky operatorovy vypocet. Navic u déti zosmé tfidy uz styl pogitani ,,Celkové
mnoZstvi na tietiny* nepfevazuje.

Jak uZ jsem podotkla, predkladani variant Ulohy s kuli¢kami nemélo ptedpokladany
efekt. Kamil tlohu spravn& spocital jest€ pfed prezentovanim variant. Pouze u jednoho ditéte
z osmé tiidy miiZzeme mluvit o malém posunu po ptedloZeni variant ulohy s kuli¢kami.

PFriklad 64
(8. tFida, Anna, 5)

obr. 28

J.
tin%wmo\j L hL &
/\C\Amﬂ.}v@m\' — AX L

JM&“’\“ e s 07 Ao A

J: Tady kdyz jsi mi pocitala tohle (ukazuji na zapis), vy jv'ste se ucili pocitat néjaké rovnice?
D: Tohle jsme délali jesté na prvnim Stupni. Toh!e Jje Spatné. Ja bych tam méla mit, nez ten
Martin. Tohle md byt vy§ (dohromady) a tady ma byt Martin (dopisuje: Martin...x) a tady ta
Sipka md jit k Martinovi (opravuje smér Sipky, ktera piivodné mifila k ,, dohromady...42 aby
sméFovala k ,, Martin...x“). ProtoZe to je o 1/3 vic nez Martin. To by bylo vSude jinde skoro
(mysli dalsi verze prikladd).

J: Jako jak viude jinde?
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D: Protoze by to bylo jinak, Ze by ta Sipka nebyla k tomu Martinovi, ale tFeba ze svého

mnoZstvi, tak by to tam nebylo.
J: Jo, a kdyz vidis tohle, ,,0 1/3 vic neZ Martin®, tak to je Sipka k Martinovi?

D: No.

J: A tady (54) je Sipka?

D: To je zase k Martinovi

J: A tady (5B) je Sipka?

D: K tomu dohromadly.

J: Jo.

D: No a tady (5C) by nebyla Sipka, protoZe by to bylo jako do sebe.

Anna pavodni ulohu pogitala stylem ,,Celkové mnoZstvi na tietiny*. Zapis vypadal
tak, Ze %ipka od ,,0 1/3 vic nez“ sméfovala k ,dohromady ... 42“. Po pfedloZeni a fedeni
variant ulohy s kuli¢kami, jsem se ji na zapis zeptala. Z rozhovoru vidime, Ze Anna méni
zapis pro puvodni ulohu. Sipku vede od ,,0 1/3 vic nez“ k zapisu ,,Martin ... x“, ktery doplnila.
Uvédomila si tedy, Ze ptivodni ulohu vnimala chybng, a Ze 1/3 ma byt z Martinova mnoZstvi
kuli¢ek stejné jako v pfipadé varianty 5A. Ze $ipka ukazuje na zaklad pro vypocet 1/3,
potvrzuje i popis smé&fovani Sipky u variant 5B a 5C. Anna tedy dokéZe propojit znéni zadani
tlohy a jeho schématicky zapis a také uz dokéaze rozeznat, Ze znéni piivodni ulohy znamena
brat 1/3 z Martinova mnoZstvi. MoZna ji to pomiiZe, aZ budou pomoci takovych zapisi
sestavovat linearni rovnice. Zatim ale nedokaZe plivodni dlohu spravné spoé&itat. Vzit 1/3 z

Martinova nebo Jirkova mnoZstvi pro ni znamend vypo€itat 1/3 z poloviny celkového

mnozZstvi kulicek.

16 Uloha s ¢iselnou osou

Postupy a tivahy, které déti pouzivaly pro feSeni ulohy s ¢iselnou osou, jsem rozdélila
na tii skupiny. Do prvni patfi postupy, tivahy a feseni pracujici s celkem. At uZ déti v téchto
postupech zvoli jakykoliv celek a zamé&mé s nim pracuji nebo ho vyuZivaji pti svych
vypodtech nevédomky, hraje pfi nich celek kli¢ovou roli. Strategie z této skupiny se blii
jednomu ze spravnych zptsobi feSeni, kdy se pomoci vyznaCenych 3/4 uréi celek a na
zakladé n&ho se zjisti, kde lezi 2/5.

Do druhé skupiny jsem zafadila ty postupy a uvahy, které umistuji zlomky na
&iselnou osu jako posloupnost jdouci za sebou po jedné Carce.

Strategie ze tieti skupiny vyuzivaji druhy mozZny zpiisob vypoc¢tu. P¥evadi nebo se
snaz{ prevést oba zlomky na tvar, ve kterém budou mit stejného jmenovatele. Détem takovy
postup umozni vyfesit tlohu, aniz by potiebovaly védét, kam dosahuje celek. Ukaze se jim

totiZ jiny vztah mezi zlomky neZ ten, ktery vede pres spolecny celek. Do této skupiny jsem
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zafadila i postupy, které ptevadéji zlomky na desetinna &isla, protoZe se jedna o stejny

princip, jako v pfipadé pfevadéni na spole¢ného jmenovatele',

16.1 S celkem

Z4dné dit¢ samo nevyfeSilo lohu postupem, pfi kterém by si nejprve s pomoci
vyznadenych 3/4 zjistilo, kolik ¢arek obsahuje nebo kde leZi celek, a pak by pokraéovalo
nalezenim 2/5 na zakladé zjidt&ného celku. Tento zplisob Fedeni je vibec nenapadal. Zadné

dit& také bez pomoci nebo upozornéni spravné celek neurcilo.

Déti pracujici s celkem ho neurfovaly na zaklad€ spravného vztahu ke 3/4, ale spise

hledaly explicitné dany konkrétni zaklad pro vypocet 2/5 nebo explicitngé dany konkrétni

celek, ktery by mohly rozdélit na pétiny. Co déti braly jako celek pro uréeni 2/5?

16.1.1 Celek jsou vyznadené 3/4

Nejcast&j$im feSenim vibec bylo uréovani 2/5 z 15 &arek. Jako celek se tedy vzala
vzdalenost od nuly k vyznaenym 3/4. Dit€ vyd€lilo patnact péti a vysledek vynasobilo
dvéma, aby ziskalo 2/5.

Déti v tomto feSeni neztotoZfiovaly 3/4 a 4/4. VEdély, Ze to neni stejny zlomek. 3/4 pro
né neznamenaly 4/4, ale zaklad pro vypocet 2/5 nebo celek pro rozdélovani na pétiny.

Vidim v této strategii potiebu vychazet z konkrétniho celku. Jak muze byt celek n&co,
co vlastné jesté neni? Implicitné zadany celek totiz dit€ musi samo vytvotit na zaklade

zadaného vztahu. Stejnou pottebu konkrétniho celku jsme vidéli v tloze s kuli¢kami.

PFiklad 65
(8. tFida, Bdra, 6)

J: A na kolikdtce to je?

D: Na Sestce.

J: No ajak jsi na to dosla?

D: No ze tady mezi tim je to patndct (mezi nulou a vyznacenymi 3/4) a 2/5 jsou min nez 3/4 a
15 déleno 5 jsou 3 a 3krdt 2 je 3est.

J: Hm. No tak mné se to nezdd kviili tomu, Ze tys vlastné délala 15 déleno 5, tim dostalas 1/5,
a krdt dva, takze dostalas Sest, no, a kdyz to délds z téch 15, tak 1o znamend, zes vzala 15 jako
celek. Ale ja nesouhlasim s tim, Ze 15 je celek, protoze 15 jsou 3/4.

D: A tady neni jako celej celek?
U Bary vidime uvedenou potfebu daného konkrétniho celku. I kdyby si uz na zagatku

viimla, Ze 3/4 nejsou celek, nemohla by tento fakt pfijmout, protoZe .to by tam nebyl celej

celek”.

" Jestlize si pfevedu 2/5 a 3/4 na spoleéného jmenovatele, dostanu 8/20 a 15/20. Pak uZ jen sta&i zjistit, jak velks
je 1/20. Podobné s desetinnym &islem. 3/4 a 2/5 ptevedu na desetinna ¢isla. Pak kdyz vim, kde lei 0,75, stagi
Zjistit, jak velky je jeden dilek a vim, kde bude leZet 0.4.
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16.1.2 Celek jsou viechny éarky

Druhym nejéast&j$im feSenim bylo vypocitani 2/5 ze vSech &arek. Déti, které zvolily
tuto strategii, s uréenymi 3/4 vibec nepracovaly a celek ztotoZnily s celou vyznagenou osou:

»celek jako to celé“. Pracovaly se zadanou osou, jakoby na ni nebylo Zadné vymezeni, 3/4

nevztahovaly ke 2/5.

Bez pocateéni ¢arky znaéici nulu je na ose Carek pouze dvacet devét. Déti ale
z pochopitelnych divodu pracuji se tficeti Carkami.

Déti dobfe v&di, Ze délaji 2/5 ze 30, a Ze tak berou 30 jako celek. Je samoziejmé
mozZny ptipad, kdy dit& udéla 2/5 ze 30, aniZ by si uvédomilo, Ze pracuje s celkem. V takovém
piipadé by pouze vzalo mnoZstvi, které se nabizi a provedlo by automaticky operatorovy

vypocet. Takové zjednodugené feseni jsem v3ak nepozorovala.

Nasledujici ptiklad ukazuje hledani celku a jeho ztotoZnéni se viemi ¢arkami.

PFiklad 66
(7. tFida, Jan, 6)
D: (Pocita kolik je cdrek do 3/4 - 15, pak udélda 2/5 na 18. misté,)
J: Jak jsi na to prisel?
D: No, tady jsou 3/4 (5. ¢drka), tak tady jsou 4/4 (ukazuje na 16. édrku ... pak se odmlci), no
Jjo vlastné (zacne znovu napocitdvat édrky - pauza). Ja fakt nevim.
J: No, tys Fikal, Ze tady jsou 3/4. A jak jsi pFiSel na ty 2/5.
D: No, to ja uZ nevim
J: A mné se navic nezdd, Ze tady jsou 4/4 (ukazuji na 16. édrku, jak pfFedtim ukazoval). Je
dobré, ze hledds 4/4, ale nezdd se mi, Ze leZi tady.
D: (PFepocitd si pocet vSech cdrek na ose — udéla 2/5 na 12. misté.)
J: A proc na dvandcté?
D: ProtoZe je 30 édrek a dvé pétiny z 30 je 12.
Jan nejprve pro uréeni 2/5 pouZivé strategii, kterou popiSi pozd&ji, a umisti 2/5 na
osmnacté &arce. KdyZ ho upozornim na dileZitost hledani 4/4, nevyuzije pro nalezeni 4/4

vyznaéené 3/4, ale ztotoZni je s celou osou.

16.1.3 Jedni€ka na ose

Dalgim chybnym urdenim celku bylo umist€ni 1/1 do poloviny vzdalenosti od nuly

k vyznacenym 3/4.

PFiklad 67
(7. tFida, Jakub, 6)

D: .... ProtoZe tady nékde bude jedna.

J: Kde bude jedna?

D: Tady (kresli mezi 6. a 7. édrkou), asi tady nékde.
J: Proc si myslis, Ze tam bude jedna?

D: ProtoZe jedna bude nékde na piilce presné.
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J: Pro¢ na pulce?
D: Protoze tady je 15 dileckii a 15 déleno dvéma to jsou ....em....

D: Tady je jedna jednina (ukazuje na tu carku v piilce) a z ty jedny jedniny miiZeme uréit, kde
budou ty dvé pétiny.
J: To jo. To tFeba jo. Ale proc¢ Fikds, Ze ta jedna bude v té piilce. To nechdpu.

D Ne. To mé jen tak napadio.

U Jakuba vidim snahu n€kam umistit jedni¢ku. Na kazdé ¢&iselné ose prece byva
vyznadena jedni¢ka, tak musi byt i tady. Jedni¢ku Jakub umisti na misto, které miZe néjakym
zpisobem definovat, aby jedni¢ka neleZela jen tak n&kde: ,,nékde na piilce presné™ a spravné
ji ztotozni s 1/1. Tus8i, Ze s jeji pomoci lze zjistit umisténi 2/5, ale v dal§im rozhovoru se
ukaze, ze i kdyby veédél, kde lezi 1/1, nedokézal by této znalosti vyuZit pro nalezeni spravného

mista na ose pro 2/5.
16.1.4 Y4 pridana ke 3/4 jsou 4/4 a n-tina je n prvkia

Dal3im zpusobem nalezeni celku je pfidani &tyi arek ke 3/4. Dité vi, Ze celek se
sklada ze 4/4 a jelikoz ma zatim jen 3/4, musi jeSté % pfidat. To je velky posun oproti ttem
vy$e popsanym zpisobiim uchopeni celku, protoZe dit& vyuziva k nalezeni celku vztahu mezi
3/4 a 4/4. Dité ale ztotoZni Y4 se Ctyfmi ¢arkami. Udéla totiz chybu, ktera byla popsana uZ
v prvni uloze: ,,n-tina = n prvka‘.

Priklad 68
(8. tFida, Martina, 6)

J: Dobre. A slo by to néjak spocitat bez toho, abys sis to prevedia na spolecnyho jmenovatele?
Ze by sis nejdriv zjistila, kde je celek a z toho celku potom udélala 2/5? Slo by néjak z toho
zadani, kde jsou jen 3/4 naznaceny, zjistit, kde je ten celek?

D: Kdy? tady jsou 3/4, tak tady jsou i 4/4, takZe bych si tady jesté pFHipoéetla 4, takZe to by
byly ty 4/4.

J: 4/4 by vznikly tak, Ze bys tam pFipocitala 4. A pro¢ zrovna 4?

D: ...

J: Pro¢ zrovna 4?

D: Em..... ProtoZe to mdm na ty Ctvrtiny?

Marting zdiraznim, Ze by mohla tlohu vyfesit i jinym zpasobem, neZ je pievod na
spole¢ného jmenovatele. A ptam se, jak by z ur€enych 3/4 zjistila, kde lezi 4/4. Martina ke 3/4

ptidava jeste Y, ktera obsahuje Ctyfi prvky: ,.&tvrtina takZe &tyfi prvky*.
16.1.5 Reakce na otiazku po 4/4

U Martiny (viz ptedchozi pfiklad) a Jana (viz piklad 66) naraZime na reakci na moje
zdiraznéni vyznamu 4/4. Obé d&ti pfedtim pocitaly jinym zpisobem a vyrovnavani se

s celkem je aZ reakci na mij dotaz. I jinych déti jsem se ptala, kde lezi 4/4, kdyZ mame
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vyznadené 3/4. Rada jich dokédzala spravné odpovédét. Ukazme si dvé spravna urdeni 4/4,

jestlize vime, kde lezi 3/4.

Priklad 69

(7. tFida, Krystof, 6)

J: Kdyz vis, kde jsou 3/4, tak zkus vyznacit, kde jsou 4/4.

D: (Napoéitavd ve vzduchu po 5 cdrkdch od pocatku — prejde ke 3/4 - odpocitd 5 cdrek za
nimi). Tady by to bylo.

J: Ehm. A na kolikdtce to je?

D: No 15... (poéita éarky za patndctkou). Na dvacaty.

J: Jo. No. Dobre. A jak to? Vyznac mi to tam jesté.

D: (Zvyraziuje 20. carku.)

J: A jak jsi na to prisel teda.

D: No, protoZe to je viastné ...(premysli).. kdyby to bylo po péti ¢drkdch, tak z toho nemdm
vybarveny ten jeden , pétcdrek .

(8. tFida, Bdra, 6)

J: Celek tam nékde je, ale ty vis§ jen to, Ze tady jsou 3/4.
D: TakzZe bysme mély ziskat tu 7.

D: Takze ja tedkom ..... (pocitd od pocatku 20 a zvyrazni 20. éarku). Takze tady je ten celek,
téch 20.

J: Ehm. A pro¢ 20?

D: ProtoZe to viastné vypocitam jako 4/4, Ze ta % je 5 a 4/4 je 20.

J: Ehm. A jak jsi pFisla na to Ze i je 5?7

D: No, kdyz tady jsou ty 3/4, tak tady to mezi tim, to je 15, a I5krdt 3.

J: 15 déleno 3. Jo jasny. Dobry. No. Tak jo. Souhlasim s tim, e tady to je celek, a Ze tam jsou
ty 4/4. No a tedka, jak poznds, kde jsou 2/57?

D: Ten celek, téch 20, déleno 5, to jsou 4, a 4krat 2 je 8.

J: Ehm.

D: Takze (zakresluje 2/5 na osmé cdrce).

Krystof si pfi fedeni ptikladu pomaha ptedstavou tvaru rozdéleného na &tyfi &asti, ve
kterém tfi vybarvené &asti znazortiuji 3/4 a jedna nevybarvena V4. Tak si piiblizi, ze 15 &arek
mé rozdélit na tii ¢asti. Casti vyjdou po péti, takZe i Stvrta ast je ,.pétéarek:.

Baru jsme opustili v ptikladu 65 v momentg, kdy se divila ,.a tady neni jako celej
celek?* Kdyz Bate naznalim, Ze celek najde prostfednictvim urgenych 3/4, dokaZe uZ ho
spravng urdit. Bara také dokazala ptejit ze 4/4 na 5/5 a vyuzit je pti nalezeni 2/5.

Bate dosel vztah: ,,4/4 = celek = 5/5“. To ale neni samoziejmosti. Ne vsechny déti,
které s mou pomoci spravné urCily, kde leZi 4/4, si dokazaly tento vztah uvédomit. Naptiklad
Krystof si ho neuvédomil. Ze sedmi déti (2 ze sedmé tfidy, 5 z osmé t¥idy), které se mnou

nasly spravnou polohu 4/4, dokazaly tfi (z osmé tfidy) ptejit ze 4/4 na 5/5 a najit tak 2/5.
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16.2 Zlomky jako ¢iselna posloupnost jdouci po jedné za sebou
Na tuto strategii jsme uZ narazili u Jana, ktery pfisoudil 2/5 osmnactou €arku (viz
piiklad 66). Jiné déti umisti 2/5 naptiklad na jedenécté &arce. Z jakého diivodu? Podivejme se

na nasledujici obrazek (obr. 29).

obr. 29
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3/4 jsou na patnécté Carce, proto 4/4 budou za nimi na Sestnacté ¢arce, 2/4 na &trnacté
a Y na t¥inacté ¢arce pred 3/4. Takto se d€ti vyrovnaji se &tvrtinami. Nékteré déti pak umist'uji
pétiny za 4/4 (1/5 pak leZi na sedmndcté, 2/5 na osmnécté, 3/5 na devatenacté Garce atd.). Jiné
pracuji s faktem, Ze 2/5 jsou menSi neZ 3/4, a proto umist'uji pétiny pred &tvrtiny. 1/5 pak lei
na dvandcté a 2/5 na jedendcté Carce nebo jsou 2/5 umistény nékam pied tfinactou &arkou, na
které lezi Y. Ditg, jehoZ feSeni znazorfiuje obrazek (obr. 29), nejprve umistovalo pétiny za
&tvrtiny a po mém upozornéni na velikostni nesrovnalost pétiny ptemistilo pfed &tvrtiny.

Popsana strategie je jeden ze zplsobli viazovani zlomka do Ciselného kontinua. Déti
pii této strategii fadi zlomky na Ciselnou osu kontinualné za sebou po jedné &arce. Pfitom
umist'uji zlomky se stejnym jmenovatelem vedle sebe. Vytvateji tak na &iselné ose skupinky
stejnych n-tin. Spravné vztahy ,,v&tSi — mensi“ jsou pak dodrZovany jen mezi zlomky se
stejnym jmenovatelem a ,,0bsaZny“ vztah (kolik ¢arek ma obsahovat ur¢ity zlomek) dany

umisténim 3/4 neni nahlédnut.

16.3 Stejny jmenovatel

Déti, které zvoli postup spadajici do této skupiny, fesi wilohu ptevodem zlomkd na
stejného jmenovatele nebo pfevodem zlomki na desetinna ¢&isla. Vyuzivaji tak jiného vztahu
dvou zlomkt mezi sebou, nezje spolecny celek. S celkem vibec neni tieba pracovat.

Neékteré déti pfevod na stejného jmenovatele samotné napadne, jiné ho pouZiji az pti
navodné otazce na porovnani obou zlomka.

Ne vSechny déti, které prevadeji zlomky na stejného jmenovatele, chapou, pro¢ lze
timto zpisobem ullohu vyfesit, pro¢ tento zpisob funguje a pro¢ jim vysel spravny vysledek.

Détské strategie se pohybuji od pouhého zkusmého prevedeni zlomkid na stejného
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jmenovatele, které ,,n&jak vyslo®, k pochopeni, Ze pfevedenim se ukazal proporcionalni vztah
mezi dvéma zlomky. K pochopeni také miZze dojit az po zkusmém vyfeSeni.

Pro¢ je v zadané uloze mozné ,,zkusmé* vyieseni“? Po pievedeni zlomku 2/5 a 3/4 na
stejné jmenovatele dostaneme 8/20 a 15/20. Ptitom 15/20 leZi na patnacté ¢arce a 1/20 je tudiz
jedna &arka. Dit¢ tak miZe umistit 8/20 na osmé &arce, aniz by piesné chapalo vztah mezi
15/20 a 8/20. Kdyby napftiklad 15/20 lezelo na tficaté Carce, nemusela by spravna vyteseni byt
tak Casta.

Uvadim ptiklad, u kterého si myslim, Ze dité uchopuje, pro¢ zvolilo spravny postup.
Priklad 70
(7. tFida, Robert, 6)

D: No, jo. (Chvili jesté premysli — pise 8/20 a 15/20.) Tohle je 8/20 a tohle je 15/20. Jako Ze
Jsem si to pFeved,

J: Hm. A jak jsi uvaZoval, zkus to popsat.

D: Tak jsem podital nejbliZstho ndsobka a to je 20, a aby to sedélo na tuhle ciselnou osu, tak
Jsem si spocital, jestli jich je tam 15, a bylo jich tam, tak to bylo lehky a potom bylo jasny, Ze
tohle bude na osmicce.

J: Mné 10 jesté tak jasny neni. Tys Fikal, Zes nejdfiv néco udélal a pak sis teprve ovéfil, jestli
Je tam 15 dilkii, a pak to bylo podle tebe v pohodé. A pro¢ to bylo v pohodé?

D: No protoze jeden dilek je 1/20. TakZe kdyz jich ma byt 8/20, tak odpocitam 8 téch.

J: A proé to bylo tak v pohodé, kdyz jsi spocital téch 157

D: No jd jsem to ani nemusel, ono bylo jedno, kdyby jich tam bylo tFeba 30, tak by to bylo
nadvakrat.....

Robert hledal, jak velka je 1/20, aby podle jeji velikosti mohl uréit velikost 8/20.
Pochopil, jaky vztah se mu ukézal, kdyZ pfevedl 2/5 a 3/4 na stejného jmenovatele.

Dvé déti, které se snaZily ziskat stejného jmenovatele u zlomki, nebo spiSe stejné n-
tiny, volily nespravné zpiisoby prevedeni. Jedno dité (sedma ttida) nevédglo, jak pievést oba
zlomky na &tvrtiny, a tak je mezi sebou seletlo. Druhé dits pii Gpravé 3/4 pricetlo ke trojce
i &tyfcejedni¢ku, aby dostalo pétiny (osma tfida).

U déti, které fesi Glohu pfevadénim na stejného jmenovatele, jsem také sledovala, zda
vidi i druhy moZny postup vyuzivajici spole¢ného celku. Samy druhy zpiisob nevidi. Musela
jsem je upozornit, aby zkusily feSeni pomoci urleni celku.

U tii déti (dvé ze sedmé, jedno z osme tiidy) jsem zaznamenala ptevadéni zlomkii na
desetinna &isla. Jen to zkusily a nevédely pak, co s nimi. Uvedu ptiklad ditéte, které pracuje

s desetinnymi €isly s mou pomoci.
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Priklad 71
(8. tFida, Michal, 6)

J: Jo. Dobre. Tak jo. S tim souhlasim, to je spravné (FeSeni pomoci pFevodu na spolecného

Jmenovatele). Ale ja se té zase budu kulisdcky ptdt, jo? Slo by to vyFesit néjak Jinak, anizZ bys
10 pFevddeél na spolecného jmenovatele?

D: Slo by to jeSté do desetinného Cisla. 0,75 a 2/5 to je kolik, to je .....no prosté bysme to
prevedli na desetinnd Cisla.

J: Tak ja ti tady piijcim kalkulacku a ty mné to mize§ ukdzat. Jd ti to spocitam, jo?

D: To by se tam musel najit.....

J: Tak 2 déleno 5 je 0,4. A tohle je 0,75. A ted’ co bys tim ziskal?

D: Tim bych neziskal asi nic. ProtoZe to je od sebe strasné daleko...

J: Kdybys védél, Ze tohle je 0,75 a tohle 0,4, kam bys to 0,4 nakreslil?

D: Tak miiZu to prevést....0,4 to je jako 0,40, Ze jo? Kdyby tady bylo teda 0,75 (pise 0,75 nad
3/4), tedka by se musel najit ten sprdvny vitah mezi téma mistama, kolik by to mélo, a potom
by to tam slo zakreslit.

J: Ehm. A jak bys nasel ten sprdvnej vztah?

D: No to bych vam tady ukdzal, kdybych to védél.

J: A co tim myslis, ten sprdavnej vztah?

D: Jako aby na té ose byla viude stejnd viddlenost. Ze prosté nemize tady byt jeden
centimetr, tady CtyFi, atd., potom by se s tim nedalo pocitat.

J: A kdyz vis, Ze tady je 0,75, Slo by vypocitat, kolik md tady ten jeden dilek? Ty vis, Ze tady
ten dilek md 0,75 miizeme vzit milimetry, centimetry, metry, to je jedno, takze néjaké jednotky.
Vypoéital bys potom, kolik je ten jeden?

D: To jako myslite, Ze 0,75 bude jako tady ta &dst (ukazuje prsty vzddlenost od nuly k 3/4)?

J: No to urcité je. To tady mds urceny.

D: Jo. Tak to by bylo déleno tady tim poltem. Déleno 15.

J: Tak ja ti to spocitam. To je 0,05. (pisu k prvni édrce 0,05)

D: .....To je néjaky divny

J: Co je na tom divny?

D: No to nevim jesté, pocitdm. Viychdzi to, ne?

J: A co ted.vychdzi?

D: Jako Ze ten jeden ctverecek je 0,05 &y dany jednotky,

J: A jaky to md potom vztah k tém 2/5?

D: No pak si mizeme vypocitat 2/5 z 0,05.

J: Pro¢ 2/5 2 0,05?

D: No protoZe chceme ty dvé pétiny.

J: A z éeho chceme ty dvé pétiny?

D: Noz 0,75. Jo takhle 2/5 z 0,75.

J: Jd nechci ale védét 2/5 z 0,75.

D: Z 3/4

J: Jd nechci védét 2/5 z 3/4.

D: Tak z ceho?

J: Kdyz tady mds napsany 8/20, Ze jsou ty 2/5, z Ceho bylo téch 8/207?

D:Z2/5

J: To jo, tos rozsiFil. Ale z ceho bylo téch 8 dilki?

D: No z téch 15/20.

Michal nejprve spravn€ spocital ilohu pomoci pfevodu na stejného jmenovatele. Na

tento zplisob pfisel sam. Ptdm se ho na jiny zpisob feSeni a Michala napadd prevod na
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desetinna Cisla. Jak zjistit kde bude lezet 0,4, kdyz vime, kde lezi 0,75? Michal hleda vztah
mezi témi dvéma Cisly, ale nevi, jaky. Vi, Ze to ma néco spole¢ného s rovnomérnym
roz&lenénim osy, s jednotkami, ale 0,75 k celku (jednotce, jednitce) ani ke vzdalenosti
jednotlivych &arek od sebe nevztahne.

Viimnéme si Michalova vyroku: ,,To jako myslite, Ze 0,75 bude jako tady ta édst?<.
Michal je udiven, Ze 0,75 saha od nuly aZ k vyznacenym 3/4, a ptitom dobie vi, kde 0,75 leZi.
Sam si &islo 0,75 nad 3/4 napsal. Michal pravdépodobné nevnimal ¢&islo 0,75 jako vzdalenost
od nuly. I jeho vyrok ,najit ten spravny vztah mezi téma mistama* ukazuje na moznost, Ze
Michal nevnimal &isla 0,4 a 0,75 jako vzdalenosti od nuly, ale jako mista (umisténi) na ¢iselné
ose. Pfitom ale hleda spravny vztah ,,mezi téma mistama®, a tudiz hleda né&jakou vzdalenost.
Tuto vzdalenost si ale nespoji se vzdalenosti od nuly. Nevi, jak hledanou vzdalenost najit.

Kdyz Michal pochopi, Ze 0,75 urCuje vzdalenost od nuly, nema uz problém vypocitat
velikost jednoho dilku. Pfedpokladam, Ze by i spravné ur¢il, kde leZi 0,4. Ja se ale vracim ke
2/5, a tim ho zmatu. Na konci rozhovoru si vdimnéme ztotoZnéni zakladu se 3/4 (0,75, 15/20).

Z toho je vidét, jak strategie ,,Pfevod na stejného jmenovatele nevyzaduje praci s celkem.

16.4 Shrnuti strategii pii FeSeni tlohy s iselnou osou

Vidéli jsme tfi obecné strategie pii hledani umisténi 2/5. Ukazme si poéty vyskyti
jednotlivych zptisobii feseni. Souhrnny pocet vyskytil jednotlivych feSeni se opét nebude

rovnat po&tu déti, protoze nékteré déti pouZily vice druhi strategii.

Schéma 1
o Scelkem (5:6)
» Celek jsou vyznacené 3/4 (3:2)
s Celek jsou vSechny carky (1:3)
» Jedni¢ka na ose (1:0)
= 1/4 ptidana ke 3/4 jsou 4/4 a n-tina je n prvki (0:1)
o Zlomky jako &iselnd kontinuita jdouci po jedné za sebou (3:3)
o Stejny jmenovatel a desetinna Cisla (7: 6)
= nejblizsi spolecny nasobek (spravné prevedeni)
e fedeni samo napadne (2:2)
e po navodné otazce (2:2)
» p-tiny (nespravné pfevedent)
e secteni zlomk pro ziskani Ctvrtin (1:0)
e piiéteni ,,1“ pro ziskani pétin (0:1)
= prevod na desetinna Cisla (2:1)

15 (X:Y) = potet vyskyti druhu fedeni (sedma tfida : osma tfida)
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Jak uz jsem uvedla vySe, Zadné dit¢ samo nevyteSilo ulohu za pomoci spole¢ného
celku pro étvrtiny a pétiny. Ze shrnuti vidime, Ze bez pomoci vyfeSily ulohu na zakladé
pievodu na stejného jmenovatele Ctyfi déti. Pouze Ctyfi déti tedy samy vytesily Glohu spravné.

Nepozorovala jsem také zadny vyznamny rozdil mezi détmi ze sedmé a osmé t¥idy.
Pro obé skupiny byla tloha obtizna. Pravdépodobné€ kvili smichani problematiky zlomki s
problematikou &iselné osy. Nebo lépe feceno smichani problematiky implicitné zadaného

celku a problematiky viazovani zlomki do posloupnosti celych Cisel.

17 Dvé ¢isla mezi dvéma zlomky

V sedmé tloze mély déti najit dva zlomky, jejichz velikost je mezi 1/8 a 1/9.
Nejéastéji déti prevedly oba zlomky na nejblizSiho spoleéného jmenovatele. Dostaly tak
zlomky (9/72 a 8/72), které jim sice pomohly urcit velikostni vztah 1/8 a 1/9, ale neusnadnily
jim nalezeni pozadovanych dvou zlomki. Mezi 9 a 8 totiZ d&ti nevidély Zadné celé &islo.
Proto déale zlomky nerozsifovaly, kromé jednoho ptipadu, a hledaly jiné zplsoby feSeni.
Pouze jedno dité vyuZilo roziifovani zlomkii se stejnym jmenovatelem, a tak se dobralo ke
spravnému vysledku (1/9=24/216; 1/8=27/216; mezi nimi: 25/216 a 26/216).

Dalgich pét déti také dospé€lo ke spravnému vysledku, ale jinou strategii. VyuZily
desetinnych cisel.

Jedno dité& ,,z hlavy“ prevedlo 1/8 a 1/9 na desetinna &isla a poté nalezlo desetinna
&isla, které lezi mezi nimi. Objevena desetinna &isla leZici mezi 0,111 a 0,125 uz nedokazalo
pfevést na zlomky.

Zbylé &tyti déti vyuzily jinou metodou zaloZenou na desetinnych &islech. Vyuzily
piedstavy, Ze mezi celymi &isly 8 a 9 lezi desetinna Cisla a ta napsaly ptimo do zlomku.
Desetinna &isla lezici mezi ¢isly 8 a 9 déti umistily bud’ ve jmenovateli (vznikly naptiklad
1/8,6; 1/8,1) nebo v ¢itateli, kdyZ predtim pfevedly zadané zlomky na tvar se spole¢nym
jmenovatelem (vznikly naptiklad 8,5/72; 8,9/72; viz obr. 30). Z&dné dit& nedokazalo pievést

zlomek s desetinnym ¢islem na ,,Gisty* zlomek bez desetinného &isla.

obr. 30
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I kdyZ dit¢ vi, Ze mezi osmickou a devitkou leZi desetinna ¢isla, nemusi automaticky
vidét, Ze jich je tam ,,spoustu” (fe¢eno slovy jednoho ditéte). Vyskytl se ptipad, kdy dité mezi
nimi vidélo pouze devét ¢isel (8,1-8,9).

Ostatnich jedenact déti nevédélo, jak piiklad vyteSit. Nekteré se zarazily po pfevedeni
zlomkii na nejblizsiho spole€ného jmenovatele (viz vySe). Jiné navrhovaly rizné zlomky.
Vétsina z nich spis myslela, Ze mezi 1/8 a 1/9 Zddné zlomky nejsou. Nejéasté&jsi chybné
navrhy zlomku byly 1/7, 2/8 a 2/9.

Navrhované zlomky 2/8 a 2/9 jsou zajimavé. Jedna se zde pravdépodobné o stejny
zplsob zatazovani zlomki do ¢iselného kontinua, ktery jsem jiz pozorovala v uloze s &iselnou
osou (kapitola: ,,Zlomkova &iselna posloupnost jdouci po n-tindch po jedné za sebou*). P¥i
tomto zptisobu zafazovani zlomki do Ciselného kontinua jsou jednotlivé n-tiny zafazovany v
samostatnych skupinkéch a velikostni vztahy jsou spravné pouze mezi zlomky uvnitt jedné n-
tinové skupiny. Ciselna fada pak vypada bud’ takto: 1/8, 2/8, 3/8, 4/8, 5/8, 6/8, 7/8, 8/8, 1/9,
2/9 ... nebo takto: 1/9, 2/9, 3/9, 4/9, 5/9, 6/9, 7/9, 8/9,9/9, 1/8, 2/8 ...

1/8 byla v zadani tlohy uvedena jako prvni Cislo a 1/9 jako druhé. Déti, které si
nevsimly, Ze 1/8 je V&tsi nez 1/9, si jako prvni &islo v fadé piedstavily 1/8, a proto uvadgly 2/8
jako &islo mezi 1/8 a 1/9. Naopak deti, které pracovaly se spravnym velikostnim vztahem
mezi 1/8 a 1/9, vidély 1/9 na prvnim misté v Ciselné fadg, a proto uvedly 2/9 jako zlomek
leZici mezi 1/9 a 1/8.

Obecné neméla vétSina déti problémy spravné urcit velikostni vztah mezi 1/8 a 1/9, i
kdyZ si ho na po¢atku nemusely uvédomit. Pouze tfi déti ze sedmé tfidy oznacily 1/9 jako
vétsi. Zajimavy byl pfipad ditéte, které na otazku po vétsim &isle odpovédélo |, jak kdy, podle
toho, kolik udélam dilka.

K porovnavani zlomkid n&které déti pouZivaly ptedstavy rozélenéného kolate a
vyuzivaly jednoho aspektu relativniho mySlen, ktery uvadi Lamon (1999, viz vyse). Jde o
vidéni vztahu mezi velikosti kusil a poctem kust, na které je rozdélen celek. Cim je Casti min,
tim jsou vétsi. Na otazku, ktery zlomek je Vvetsi, odpovidaly v tomto duchu: ,,1/8 je vétsi,

protoze kdyZ kola¢ rozd€lime na osm casti, tak jedna Cast zabere vic mista, neZ kdyZ ho

rozdélime na devét ¢asti.*
Priklad 72
(8. tFida, Martina, 7)

J: Kdybys méla porovnat a napsat co je vetsi a co mensi (piSu porovndvaci znaky).

D:Ta l/8.
J: Je co?
D: Je vérsi.
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J: Ehm. Dobre a jak sis to oduvodnila?
D: Tak jsem si predstavila jako néjakej kruh. A rozdélila jsem si ho na osm dilii, a kdybych si
to rozdélila na devét dilil, Ze jo, to viasiné délim na mensi édsti. TakZe by to bylo vétsi.

Od porovnavani velikosti 1/8 a 1/9 se vratme k fe$enim sedmé dlohy. Pii strategiich
»desetinna &isla“ a ,,zlomky jako Ciselna kontinuita...“ déti vyuZivaji své piedstavy o &iselné
fadé (kontinuité &isel) a zafazeni zlomkd do ni. Oproti tomu strategie ,,pfevod na stejného

jmenovatele“ takové piedstavy pfimo nevyZzaduje.

Priklad 73
(7. tFida, Robert, 7)

D: (po chvili premysleni piSe: 9/72 a 8/72 — pak chvili zase pfemysli a pise 27/216 a 24/216).
25 a 26 dvéstéSestndctin je mezi tim.

J: Hm. A cos délal?

D: Ndsobil to, dokud mi mezi tim nevysly dvé éisla.

J: Hm, jo, a ndsobil jsi to ¢im?

D: Ndsobil jsem to ...no prosté... dévét krdt osm je 72 a to jsem vyndsobil tFema, aby tam byly
ty dva zlomky, jako, aby tam bylo ty dva zlomky, Ze jo.

J: Hm. A proé jsi hledal toho spolecnyho jmenovatele?

D: Aby bylo lehci naji ty dva zlomky.

J: A kdyz se podivds na 1/8 a 1/9, tak ktery ten zlomek je vétsi a ktery mensi?

D: (vaha)

J: Kdybys mél iselnou osu a mél jsi to tam zakreslit, 1/8 a 1/9 a ty dvé cisla mezi, ktery ti
vysly, jak bys to nakreslil?

D: No jd nevim. Bylo byly by tam 2/8 a tFeba 3/9, nebo jd nevim.

J: Pouzij ten vysledek, co ti vySel, s tim jd souhlasim, a zkus mi to zakreslit na ¢iselné ose.

D: Jako Ze bych tam musel napsat tyhle Cisla?

J: Podivej se, v zadani bylo, Ze mds napsat dva zlomky, jejichz velikost je tady mezi téma
dvouma, tady ti néco vyslo, a ted mi o zkus zndzornit na éiselné ose.

D: No to teda nevim.

Na ptikladu Roberta chci ukazat, Ze ve strategii ,rozsifovani zlomkd se stejnym
jmenovatelem“ nemusi byt pfitomna pfedstava zafazovani zlomkd do &iselného kontinua.
Robert nejprve spravné vypotita Glohu pomoci roziifovani zlomkd. KdyZ ma viak pouZit
predstavu o zafazovani zlomk na ¢iselnou osu, mezi 1/8 a 1/9 zatadi 2/8 nebo 3/9.

Vyse popsané strategie pozorované pfi feSeni sedmé tlohy spolu s kvantifikacemi

jejich vyskytu souhrnné zobrazuje nasledujici schéma.

schéma 2
o prevod na stejného jmenovatele (4:2)

» rozsituje prevedené zlomky (1:0)
= nerozSituje prevedené zlomky (3:2)
o desetinna &isla (2:4)
» pievod zadanych zlomki na desetinna &isla a nalezeni desetinnych &isel
mezi nimi (1:0)
* pouziti desetinnych &isel mezi 8 a 9 v Eitateli nebo jmenovateli (1:4)
o zlomkova &iselna posloupnost jdouci po n-tinach po jedné za sebou (2:2)
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= 1/8,2/8...8/8,1/9 (1:1)
" 1/9,2/9...9/9,1/8 (1:1)
o ostatni (1/7; manipulace s &isly bez vztahu k zadani) (2:2)

Zajimava je pfevaha vyuZivani desetinnych &isle u déti z osmé tfidy. Je tomu tak

vvvvvv

nez pro déti ze sedmé tridy.

18 Uloha s dzusy

V osmé uloze se zlomek vyskytuje v roli poméru. Jak uz jsem uvedla vyse, nejedna se
o typickou ulohu na pomér. Uloha spiSe zjist'uje proporcionalni uvazovani. Zjistuje, zda déti
dokazi ptemyslet nad lohou v relativnich souvislostech, o kterych jsme mluvil v tloze s hady
(viz kapitola ,,Relativni a absolutni mysleni*).

Existuji dva napoje, pomerancovy a bananovy. V kazdém je uréité mnozstvi vody a
ovocné $tavy a déti maji za kol zjistit, ktery népoj je mif Sizen vodou. V.pomerancovém
napoji je 30 odmérek vody a 12 odmérek Stavy a v bandnovém napoji je 36 odmérek vody a
16 odmérek stavy.

Zopakujme, Ze déti ze sedmé tfidy pomér ve Skole jesté neprobiraly. Dé&ti z osmé tiidy
uZ se s tématem poméru ve Skole setkaly, ale uZ asi pred pil rokem.

Nejprve ukazZeme, jakymi zptisoby lze Glohu s dZusy fesit, a poté se podivame, jaké

strategie volily déti.

18.1 Mozné zpiisoby FeSeni

Mozné zplisoby feSeni tlohy lze rozdélit do tii skupin podle utvoteného pomérového
vztahu. Do prvni skupiny patii ty postupy, které srovnavaji pomér vody a $tavy jednoho
druhu napoje s druhym a pfitom nepracuji s celkovym mnoZstvim odmérek u jednotlivych
napoji. Pomérovy vztah je tedy vyjadien mezi poctem odmérek vody a poétem odmérek
$tavy u kazdého druhu dZusu. Poméry napojii se pak porovnavaji mezi sebou (12:30 a 16:36).

Druhou skupinu tvofi postupy, pfi kterych se srovnavaji napoje mezi sebou a vyuziva
se srovnani s celkovym poctem odmérek. Pomér se vyjadiuje mezi mnozstvim odmérek stavy
a celkovym poctem odmérek nebo mezi mnozstvim vody a celkovym podtem odmérek (12:42
a 16:52; 30:42 a 36:52).

Postupy, kdy pti porovnavani stoji na jedné stran€ voda a na druhé §t'ava, tvoii feSeni

tieti oblasti. Jeden pomér je vytvofen mezi poftem odmérek vody u pomerandového a
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bananového dZusu a druhy pomér je vytvofen mezi mnoZstvim odmérek $tavy obou dzusi
(30:36 a 12:16).

Po vytvofeni pomérového vztahu lze vyuzit tfi zpGsobti porovnani pomérd mezi
sebou: porovnani specialné upravenych zlomkd, porovnani zlomkd ptevedenych na
spoleéného jmenovatele a porovnani nalezenych koeficientd.

,Uprava zlomku* zahrnuje postupy, které upravuji poméry ve zlomkovém tvaru na
tvar umoziiujici porovnani zlomkd. Zlomky jsou ptevadény pomoci roz§itovani a kraceni na
takovy tvar, kdy v &itateli ¢i jmenovateli je v obou zlomcich stejné &islo.

Pii postupu ,,Pfevedeni na spole¢ného jmenovatele jde o stejny princip jako v piipadé
»Upravy zlomkd“, vyuzivd se vSak pievodu zlomkd na tvar s nejbliZ§im stejnym
jmenovatelem.

Koeficient ziskdme vydélenim &isel, které jsme dali do poméru. Koeficienty z obou
pomérd pak musi byt jeSt¢ spravné interpretovany a porovnany podle druhu vytvoteného

pomérového vztahu a podle zptisobu déleni (co délime &im).'®

18.1.1 Pomér mezi §t’avou a vodou

Tento druh pomé&ru vznikne mezi mnoZstvim vody a $t4vy u pomerantového dzusu a
mnoZstvi vody a $tavy u bananového dZusu. Vzniklé dva poméry se porovnaji mezi sebou.

Jestlize pro porovnani dvou pomérd vyuZijeme »Upravu zlomku“, snazime se zlomky
pievést na takovy tvar, kdy v Citateli &i;jmenovateli obou zlomki bude stejné &islo. Ukazme si
jeden zmoznych postupd. Do zlomku ddme mnoZstvi §tavy a vody u kazdého napoje.
Dostaneme 12/30 a 16/36. Zlomky upravime tak, aby v ¢itatelich byla stejna ¢isla na 4/10 a
4/9. Vysledek jedt¢ musime spravné interpretovat. Pfi stejném mnozstvi &favy je do
pomerandového napoje ptidano vic vody. Proto je bananovy dzus mifi $izen.

Kdyz zlomky 12/30 a 16/36 ptevedeme na spole¢ného jmenovatele, porovnavame
72/180 s 80/180. Spravny popis srovnani zde zni: ,Pfi stejném mnozstvi vody je
v pomeran¢ovém napoji méné $tavy, a proto bananovy dzus je méné Sizen.“

Treti zplisob piipravy pomérd na porovnavani je postup ,Nalezeni koeficientu®.
Mnozstvi vody u napoje se vyd€li mnoZstvim Jeho 3$tavy nebo naopak. U kazdého napoje tak
zjistime mnozstvi vody patfici k jedné odmérce Stavy nebo pfi opaéném déleni mnoZstvi
$§tavy michané s jednou odmérkou vody. Délime-li ,,$tdva~voda“, znamens vy$$i koeficient

méné Sizeny dZus a naopak.

'6 Jestlize napriklad budeme dglit ,,8téva ~ voda®, znamena vy3si !(oeﬁcient mené Sizeny napoj. V pripade déleni
,,voda—¥fava“ tomu bude naopak (vy33i koeficient znamena vice izeny néapoj).
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schéma 3
o pomér mezi §tavou a vodou (12/30 a 16/36 nebo 30/12 a 36/16)

= porovnani upravenych zlomku (napft. 4/10 a 4/9)
= pievod na spoleéného jmenovatele (72/180 a 80/180)
= porovnani koeficientl (12+30 a 16+36 nebo 3012 a 36+16)

18.1.2 Pomér mezi $t’avou a celkovym mnoZstvim nebo mezi vodou a celkovym

mnozstvim

Zjistime celkovy po&et odmérek u kazdého druhu dZusu, a pak vytvofime pomér mezi
celkovym podtem odmérek a §tdvou nebo mezi celkovym poétem odmérek a vodou. Poméry
obou druhli ndpojii se poté porovnaji mezi sebou. K ptipravé na porovnani opét miZeme
pouzit upravu zlomkd, pfevod na spole¢ného jmenovatele nebo nalezeni koeficientt.

Jak by mohlo vypadat feSeni vyuZivajici postupu ,,Uprava zlomki“? Napiiklad v
ptipadé poméru mezi pottem odmérek 3tavy a celkovym poctem odmérek by postup mohl
vypadat takto: 12/42 = 2/7 = 4/14. 16/52 = 4/13. Jestlize v kazdém napoji budou &tyfi
odmérky $tavy, u pomerancového ndpoje bude vice celkovych odmérek a tedy i vic vody.
Bananovy dZus je proto méné Sizeny.

Podobn& by se mohl fesit pfiklad pomoci ,,Pfevodu na spoledného jmenovatele®.
Tentokrat vezméme pomér mezi celkovym potem odmérek a vodou: 30/42 = 15/21 = 5/7 =
65/91. 36/52 = 18/26 = 9/13 = 63/91. Jestlize v obou napojich je stejny poket odmérek,
v pomeran¢ovém napoji je vic odmérek vody. Proto je bananovy dZzus méné sizen.

Mizeme také vyuzit pfimé vydéleni Cisel mezi sebou a poté porovnavat nalezené
koeficienty. Podivejme se na dva piiklady. Jestlize poditame: 52+36 = 1,44 a 42-30 = 1,4;
odpovéd® zni: Bananovy dZus je mén€ Sizen, protoZe na jednu odmérku vody pripada
v bananovém napoji vétsi mnoZstvi celkovych odmérek. Musi tam tedy byt vice Stavy.

Kdyz budeme dglit: 30+42 = 0,71 a 36+52 = 0,69, vysledek interpretujeme: Protoze
jsme si vypogitali, kolik vody obsahuje jedna odmérka, zbytek do jedné odmérky tvofi $tava.
Vidime, Ze v pomeranc¢ovém dZusu je vic vody, a tedy bananovy je méné Sizen.

Porovnavani koeficientd vzniklych s pouZitim celkového poc¢tu odmérek vyzaduje
slozit&j$i avahy. Samotné vydéleni a avahy o vzniklém podilu nejsou efektivni. Nejsou na
prvni pohled patrné. Tyto vypocty jsou vSak souasti jinych komplexngjsich postupt.
Naptiklad podily 30+42 a 36+52 jsou Jednim z krokil pogitani procentualniho zastoupeni

vody v napoji. Ulohu tedy Ize fesit i pomoci ur€eni procent $t4vy nebo vody v napojich.

schéma 4
o pomér mezi $tavou (vodou) a celkovym mnoZstvim (30/42 a 36/52; 12/42 a

16/52 nebo opaéné zlomky)

114



= (prava zlomku (napf. 4/14 a 4/13)

= pifevod na spoleéného jmenovatele (napt. 65/91 a 63/91)

= nalezeni koeficientu (3042 a 36+52 nebo 4230 a 52+36)
o procenta §t'avy nebo vody v napoji

18.1.3 Pomér vody k vodé a §tavy ke $'avé

Do této skupiny patii postupy, které vytvateji pomér mezi pocty odmérek vody u
napojii a pomér mezi pocty odmérek $tavy u napoji. Do poméru davame vodu zjednoho
dZusu s vodou ze druhého a §t'avu z jednoho dZusu se $t’avou z druhého.

K nalezeni spravného feSeni mohou byt pouzity viechny zpiisoby vypoétu uvedené uz
u predchozich skupin: porovnani upravenych zlomki, porovnani zlomkd pfevedenych na
spole&ného jmenovatele a porovnani nalezenych koeficientu.

Lze vibec piiklad vytvofenim poméru mezi vodami a vytvofenim poméru mezi
$tavami vypocitat? Upravou zlomkd (napt. 30/36 = 5/6 a 12/16 = 3/4) nebo pfevodem na
spole¢ného jmenovatele se sice méni pomér mezi §tavou a vodou v jednotlivych napojich,
méni se tedy procentualni zastoupeni $tavy a vody v napoji, zachovava se ale pomé&r mezi
vodami obou dZusi a pomér mezi Stavami. A protoZe otazka nezni, kolik procent $tavy
obsahuji jednotlivé napoje, lze timto zpiisobem dospét ke spravnému vysledku. Musime ale
zvolit porovnavani daného mnoZstvi s ,.idealnim* stavem, kdy oba napoje budou mit stejnou
koncentraci.

Vezmeme si napfiklad 12/16 (pomeran€ova $t'ava/ bananova §tava) a 30/36 (voda v
pomeranéovém napoji/ voda v bananovém napoji) a upravime zlomky na 9/12 a 10/12. Aby
pomér s vodami a pomér se Stdvami byl stejny, musi se doplnit 1/12 pomerandové §tavy. 1/12
pomeran&ové §tavy chybi do ,.idealniho® stavu, a nebo 1/12 bananové §tavy je nad ,,idealnim

stavem®, a proto bananovy dZus je méné Sizen.

obr. 31
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Ptedchozi obrazek (obr. 31) pomoci Sipek ukazuje nestejnost koncentraci. V piipadg,
Ze by pomér §tav byl 9:12 a pomér vod také 9:12, byly by koncentrace vody a §t'avy v obou
napojich stejné (1:1). ProtoZe ale vody v pomeranovém dzusu je o dilek vice, je
pomerancovy dZus vice Sizen vodou. Pfitom je jedno, jaky bude velikostni rozdil mezi dilkem
vody a dilkem §t'avy. Pouze dilky $t4vy u obou dZusii a dilky vody u obou dZzust musi ztstat
stejné.

Jestlize chceme dojit k vysledku pies porovnavani koeficientt vzniklych vydélenim
vytvofenych pomért (30:36 = 0,83:1 a 12:16 = 0,75:1), spravna interpretace jejich vztahu by
mohla znit takto: JestliZze se bananovy ndpoj bude skladat zjedné odmeérky vody a jedné
odmérky $t'avy, pak pomerancovy dZus se bude skladat z 0,83 odmérky vody a 0,75 odmérky

$t'avy. Pomerancovy dZus je tedy vic fedén vodou.

schéma 5
o pomér v,ody k vod€ a $t’avy ke §t'avé (30/36 a 12/16 nebo 36/30 a 16/ 12)
= uprava zlomku (napf. 30/36 = 10/12 a 12/16 = 9/12)
= pievod na spoleéného jmenovatele
* koeficient (napf. 30:36 = 0,83:1 a 12:16 = 0,75:1)

18.2 Détské strategie v uloze s dZusy

V piedeslé kapitole jsem popsala a zditvodnila mozné typy spravnych feseni. V této
kapitole ukdzu strategie, které pro feSeni Glohy pouZily déti. Rozdglila jsem je do dvou skupin
podle pozitého druhu vztahu mezi zadanymi kvantitami. Déti vytvarely bud’ multiplikativni

nebo aditivni strukturu feSeni.
18.2.1 Multiplikativni pomérovy vztah

Nejtsz8i z celého piikladu bylo uchopit vztahy v tloze multiplikativng. Vytvofit
poméry prostiednictvim zlomkii (naznaCeného déleni) nebo d&leni samotného. Kdyz déti
vytvofily zlomky nebo &isla mezi sebou vydélily, nemély uz potom problémy s interpretaci
vysledku. (AZ na jedno dité, které zaCalo dobrou uivahou a uchopenim situace, ale vypodet
nedokongilo). Problémy nenastaly ani u pfipadi ptimého vydgleni, kdy vyjde koeficient, ktery
uZ neni tak snadné spravné interpretovat. Z vytvofeného multiplikativniho vztahu tedy déti
vzdy vyvodily spravné interpretace.

Spravna fedeni a Uvahy byly v mensin€. Z jedendcti déti ze sedmé tidy pouze &ty
ptiklad vyfesily spravné. U déti z osmé tfidy se vyskytly tti $patné, dvé spravné odpovédi a

jedna odpovéd’ s dobrou tivahou, ale nedotaZena do tplného teseni.
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Ze sedmi spravnych postupii tfi déti pouZily ,,P¥evod na spoleéného jmenovatele* z
vytvofenych zlomkd 12/30 a 16/36. I kdyZz déti nepopsaly vysledek presng, situace jim byla
jasna a nemély problémy s interpretaci vytvofeného vztahu.

Priklad 74
(7. tFida, Robert, 8)

D: (pise: 150, pak prepisuje na 180, vedle si taky pise 180, nad prvnich 180 pise' 72, nad
druhych 80). TakZe ten bandnovej. ProtoZe 5x 36 je 180 a 6x 30 je 180..

J: Ehm

D: Takze kdyZ to ndsobim 5 teda 6 tak to vyjde 72, a kdyz to ndsobim 16 péti, tak mdam 80.

J: Ehm, takZe mds zase spolecnej jmenovatel. No a co ted. Tohle je teda pomeranc? (ukazuji
na 72/180) a tohle banadn (ukazuji na 80/180)

D: Jo, Takze bandnovej je min Sizenej. ProtoZe je tam vic bandnu.

v

J: Tak dobre, jo, sprdavné.....

Robert pouziva UspeSné styl ,,pfevod na nejblizsiho spoleéného jmenovatele” uz od
tlohy s ¢iselnou osou. Na tento zpisob sam pfiSel a uvadéla jsem jeho interpretaci vypoétu
jako piiklad porozuméni ,,pro¢ to vyslo® (viz ptiklad 70). V sedmé tiloze (tiloha hledajici dva
zlomky mezi zadanymi zlomky) dokaZe jako jediny vyuZit ptevodu na spoleéného
jmenovatele k nalezeni poZzadovanych zlomkd. ,,Sviij“ styl pouzije Gispssné i v tloze s dzusy a
nemam dtivod se domnivat, Ze jeho interpretace vedouci k odpovédi je ndhodné. Vztah mezi
poméry, ktery se mu ukdzal po pfevodu zlomkid na spole¢ného jmenovatele, interpretuje
spravné a s pochopenim.

I dalsi dv& déti vyuzivaly pfevodu na spole¢ného jmenovatele uz v ptedchozich dvou
tlohach. Nasledujici obrdzek ukazuje zapis jednoho z Gsp&snych tesiteld. Dité vyuziva upravy
zlomki na jednodussi tvary a ty pfevede na spoleného jmenovatele. Poté spravné vystihuje

vztah mezi §tavami pfi stejném mnoZstvi vody u obou napoju.

obr. 32
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Dvé déti pouzily daldi z moznych multiplikativnich struktur. Vydélily mezi sebou
mnoZstvi vody a $tavy u kazdého ndpoje. PouZivaly tedy vlastng zpusob ,,Porovnavani
nalezenych koeficientii popsany vyse. Ob¢ déti také spravng interpretovaly, co jim vyslo.
Priklad 75
(7. tFida, Krystof, 8)

D: No, ze bych asi vydeélil téch 30 témi 12...
J: 30 bys vydélil 12. Ehm.
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D: To samy bych udélal u toho druhyho....

J: Udélal bys 36 déleno 16, jo? Tak mi to napis, jak bys to délal, jo? A kdybys to délil, tak co
by ti vyslo?

D: No, vyslo by mi téch 12/30 nebo tFi...dvé...zbytek 6 by to vyslo.

J: Co by ti vysio?

D: Dvé zbytek Sest.

J: Jo, jako 30 déleno 12, jo?

D: No.

J: Tak mi to tady napis.

D: (pise 30:12=2,6)

J: A co bys délal ddl.

D: No, potom to samy u toho druhyho.

J: no.

D: (pise 36:16=2,4)

J: No?

D: No, to mi vysio to, Ze.....moznd bych si s tim nepomoh ... no, ze.....do jedny tj odmérky
dZusu bych dal 2,6 té odmérky vody.

J: Ehm. A tady 2,4 odmeérky vody, jo?

D: No.

J: No a tim padem to vyslo jak?

D: No, Ze by min Sidili u toho bandanovyho.

J: Ehm. Tak jo. Dobry.

Vypnula jsem kameru. Kdyz jsem si sklddala véci, jeste Jsme se o tom prikladu bavili:
J: Kdyz jste jesté nebrali pomér. Jak to, Ze jsi to tak dobre spocital?

D: No to je jako na kanystru benzinu. Jedna ku nécemu.

Krystof je ze sedmé tfidy a pomer se jeSté pocitat neudili. V b&Zném Zivoté se uz ale s
pojmem pomér setkal. Nékdo mu spravné vysvétlil, co znamena pomér 1:X, ktery vidél na
kanystru benzinu. Krys$tof rozpoznal analogii mezi situaci s kanystrem benzinu a situaci s
napojovymi koncentraty a dokazal spravné interpretovat vysledky po vydéleni. To, Ze ¢&isla
mezi sebou vydélil Spatn€, neni podstatné, diilezité je spravné zachazen] s vysledkem.

Nasledujici ptiklad ukazuje dal$i spravné nalezeni vysledku. Dit& vytvaii poméry mezi
vodou v pomeranfovém a vodou v bandnovém napoji a $tavou v pomeranéovém a §tavou v
bananovém napoji (poméry 30/36 a 12/30). Nejsem si viak jista, zda dité dobte vidi vzniklou
situaci.

Priklad 76
(7. tFida, Kamil, 8)

D: 30 déleno 6 je 5, 36 déleno 6 je 6. 12 déleno 4 je 3, 16 déleno 4je 4. A Y% je vétsi nez 1/6,
takZe v bandnovym je vic St'avy.

J: Jak jsi na to prisel? Proc déleno 6 a déleno 4?

D: 30 ku 36 je rozdil 6 a 16 ku 12 je rozdil 4. .... Vic odmérek st4vy. Mezi 30 a 36 je rozdil
1/6 a mezi 12 a 16 je rozdil %. Proto je tam vic Stavy.

Kamil si nejprve upravuje zlomek 30/36 na 5/6 a zlomek 12/16 na 3/4. Vyse jsem

uvedla, Ze takovou lipravou zlomk se sice méni pomér mezi & avou a vodou v jednotlivych
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napojich, ale zachovava se pomé&r mezi vodami a pomér mezi §tavami. Ulohu lze timto
zplsobem vyiesit predstavou dopliiovani do ,,idedlniho* tvaru (viz kapitola ,,Pomér vody k
vod& a $tavy ke $taveé™ a obr. 31). Uvaha pti spravném feSeni by méla znit asi takto: Aby
pomé&r u obou napojt byl stejny, musi se doplnit % §tavy u pomeran¢ového napoje a 1/6 vody
u pomeran¢ového napoje. Va je vE€tSi nez 1/6. Musi se doplnit vice §tavy neZ vody, abychom
dostaly stejnou koncentraci jako v bananovém dzusu, a proto je bananovy dZzus méné $izen.

Kamil pfed sebou vidél zlomky 30/36=5/6 a 12/16=3/4. V Z¢itatelich zlomki mél
mnozstvi vod a ve jmenovatelich mnozstvi $t'av. Podle m& se snazil ptidat 1/6 ke 5/6 aby
dostal 6/6 a 1/4 ke 3/4, aby dostal 4/4. A protoZe do pomeranéového dzusu je potieba ptidat
vice §tavy nez vody (,,//4 je vétsi neZ 1/6*), je pomerandovy dZus ve stavu, kdy je v ném
méné $tavy nez v bananovém (,,fakZe v bandnovém je vic §tavy™).

V ptipad¢, Ze Kamil pouZil takovou pfedstavu povazovala bych vysledek za spravny.
kdyz moznéa nevidél situaci komplexn€. I kdyZ moZna ptesné nevédél, pro¢ lze takovym
zptsobem ulohu fesit.

Jak uz jsme vidéli, pfi tomto zpisobu porovnavani pomért, neni dulezité, jak jsou
dilky v 1/4 a 1/6 velké. Proto do spravné Gvahy nepatfi predstava, Ze mezi 30 a 36 je rozdil 6
a mezi 16 a 12 je rozdil 4, kterou Kamil pouzil. Kamil tak ve svych uvahach mohl pouZit
pouze aditivni vztah. Ke 30 pfidat 6, k 12 pfidat 4, a protoze k pomerantovému napoji
ptidavame vic vody neZ $tavy, je vice fedén vodou, nez bananovy dzus. Této aditivni Gvaze
véak neodpovidaji vyroky: , vic odmérek Stavy*“ (hodilo by se spise: , vic odmérek vody*),
,mezi 30 a 36 je rozdil 1/6 a mezi 12 a 16 je rozdil %" a , Y% je vétsi neZ 1/6, takZe
v bandnovym je vic Stavy ™.

Zminila jsem se o ditéti, které sice pouzilo multiplikativni strukturu p¥i hledani
odpovédi na ulohu, ale nedokézalo uvahy dovést do spravného konce. Dité hledalo zlomek,
kterym by se dalo vyjadfit, jakou ¢ast z celkovych 42 odmérek zabira 12 odmérek. Protoze ale
42 nebylo délitelné 12, nenaslo pfesny vysledek. Napsalo, Ze 12 je 1/3 ze 42. Kdyby dit&
naslo spravné ,zlomkové vyjidieni vztahu mezi poitem odmérek stavy (vody) a
celkovym poétem odmérek™ (2/7), byl by vysledek spravny.

Nasleduje ptehled detskych strategii. které vyuzivaji multiplikativni vztahovou

strukturu.

schéma 6
o ptevod na spoledného jmenovatele zlomkd v pomérovém vztahu ,,voda ku
SCAVE“ (2:1)
o koeficient z vydéleni zlomkil v pomérovém vztahu ,,voda ku §tavé“ (1:1)
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o dopliovani do idealni koncentrace: pomérovy vztah ,,voda ku vodé a §t’ava ku
stave® (1:0)

o zlomkové vyjadfeni vztahu mezi poétem odmeérek 3tavy (vody) a celkovym
poctem odmérek (0:1)

Ve vyse uvedenych détskych strategiich jsou zastoupeny viechny tii pomérové vztahy,
které jsem uvedla v kapitole ,,MoZné zplsoby feseni“. Nejhojnéji je viak vyuZivano vytvareni
poméru mezi vodou P a §tavou P a mezi vodou B a §t'avou B. Je to logické vzhledem k zadani
ulohy, které akcentuje pfedstavu dvou napojii sloZenych z uréitého mnoZstvi vody a §tavy.

Ze tii moznych zpiisobii porovnani poméri mezi sebou (porovnani specidlné
upravenych zlomki, porovnani zlomki pfevedenych na spoleéného jmenovatele a porovnani

nalezenych koeficienti) se nevyskytlo porovnavani upravenych zlomkd.

18.2.2 Aditivni struktury

Pozorovala jsem pét aditivné vytvofenych struktur feseni. Jedna z nejGast&jsich byla
odecteni po&tu odmérek Stavy od poctu odmérek vody stejného dzusu (voda —§tdva: 36-16,
30-12). Dité tak zjistilo, o kolik odmérek je v kazdém napoji vice vody nez §t4avy. ProtoZe v
bandnovém népoji je rozdil vetsi, dit¢ usoudilo, Ze vice je Sizen bananovy dzus. Typicky
vypodet ukazuje nasledujici ptiklad.

PFiklad 77
(7. tFida, Cyril, 8)

D: Ten....ach jo....ten bandnovej vic §idéj.

J: A jak jsi na to pFisel?

D: Ja jsem si dal 30 — 12 to je 8. Jo, Ze tady je vétsi téch odmérek vody nez ty §tdavy (ukazuje
na 12 a na 30), teda mensi tady je vétsi (ukazuje na 16 a 36), tady je vic odmérek vody, nez 1y
§tavy (ukazuje na 12 a 30), a tady je to taky, ale tady je to vic.

J: Co je vic?

D: Tady je mezi néma rozdil 8 a tady je rozdil 20 ...prosté voni to Sidej, ale ne tolik jako tady
u toho bananovyho.

Cyril porovnava zadané kvantifikace aditivné. Oba népoje obsahuji vic odmérek vody
neZ §t4vy, ale v bananovém ndpoji ,,je to o vic®, a proto je vic Sizeny vodou. Na vysledné
interpretaci nic neméni ani to, Ze se spletl ve vypoctu rozdilu 30-12.

Druhym typem feSeni, také velice popularnim, bylo zjistovani rozdilt mezi pogtem
odmeérek vod a poftem odmérek Stav (,voda - voda, §tiva - Stava*). Kdyz je voda
z pomeranéového napoje odectena od vody z bananového napoje, zjisti se, o kolik je
v bandnovém népoji vic odmérek vody neZ v pomeranfovém (stejné u §t'av). Rozdil mezi
vodami je vétsi, nez rozdil mezi Stavami. V bananové napoji je vic odmérek vody i §tavy, ale

vody je vic ,,0 vic, proto je podle déti bananovy dZus vic fedén vodou.
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Priklad 78
(7. tFida, Jan, 8)

J: Co se Fika v té uloze?

D: No jako vodou §idéj ten dZus. (chvili pFemysli). Ten bandnovej vic Sidi.

J: Pro¢ myslis?

D: 16-12= 4 (zdroven i piSe). No tak o 4 tam daji téch odmérek vic a 36-30=6, no a vo 6
odmérek vody vic. No a 6-4. TakZe tam davaji o 2 odmérky vic vody.

Na ptiklad€ Jana ukazuji typické feSeni a typické vysvétleni vypo&tu ,,voda - voda,
§tdva — §tava“. Do bandnového népoje je pfidano , 0 4 vic* odmérek §tavy a ,,vo 6 odmérek
vody vic“, takze ,.tam ddvaji o 2 odmérky vic vody“, a tak ,, ten bandnovej vic sidi.

Tietim typem feSeni je uvaha plynouci z aditivniho porovnani mnoZstvi vody
v bandnovém napoji s mnozZstvim vody v pomerané¢ovém ndpoji a z porovnani mnoZstvi Stavy
v bandanovém ndpoji s mnoZstvim $tavy v napoji pomeranovém. D&ti si vSimnou, Ze
v bananovém dZusu je vic vody, ale také vic §t'avy. V disledku toho jim ptipada, Ze ,.to vyjde
nastejno“.

Dalsi strategie obsahuje stejnou my3lenku jako typ feeni ,Uprava zlomkd“ popsany v
kapitole ,,Mozné zpiisoby feSeni“. Dité ale misto multiplikativni struktury vztahti pracuje se
strukturou aditivni.

PFiklad 79
(8. tFida, Tomds, 8)

D: No kdyz si vezmu 16, Ze jo. Nebo takhle. NejdFiv jsem se podival na ta ¢isla. Ze 12 je mensi
nez 16 a 36 nez to. A vlastné oddélal jsem, aby tady taky bylo 12 a vzal jsem viastné 4 mi
zbyly a dal jsem je sem, a bylo to 12 a 34. A tady to je viastné 12 a 36.

J: Jo takhle.

D: Takze vic Sizenej je tady ten (ukazuje bandnovej).

Tomas$ se snaZi dostat stejny po€et odmeérek u $tav, aby mohl porovnat poéet odmérek
vody. Spravna mySlenka je ale Spatn€ realizovand. Toma$ nevytvaii zlomky a jejich
prostfednictvim multiplikativni srovnani. Ukazuje si na mnoZstvi v zadani ulohy. Vzal 4
odmérky bananové $tavy a dal je k pomerancové vodé. Z ,,pomeranéové skupiny* bere a do
»bananové skupiny* ptidava pravdépodobné proto, aby to bylo spravedlivéj$i. MoZna se snaZi
sblizit, vyrovnat celkovd mnoZstvi obou népojii. Dostal tak mnoZstvi 12 a 34 v
pomeran¢ovém napoji a 12 a 36 v bananovém napoji.

Paty druh feSeni z této kapitoly ukazuje neptesnost v zadani. Dité pouzilo Gvahu:
w12+30=42, 16+36=50, 50 je vic, bandnovy §tavy je vic“. Opomefime chybu ve séitani a
zaméfme se na otazku, pro¢ je ,,bandnovy Stdvy vic*, kdyz ,,50 je vic“. Jedna se o sémanticky
skluz. V zadani jsou totiZz nane$tésti dva vyznamy pojmu dZus. V prvni vét& je slovo dzus

pouzivano ve smyslu ¢ista Stava, ale dale je slovo dZus uZivano ve smyslu napoje slozeného z
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n&akych odmérek vody a n&jakych odmérek $t'avy. Dit& proto nemysli, Ze bananovy napoj je
méné Sizen, protoZe je v ném vice $tavy, ale Ze bananového néapoje je vic, Ze se sklada z vice
odmérek. Dité si tedy zjistilo celkovy potet odmérek, ale dil nepokradovalo v tomto

zplsobu feSeni.

schéma 7

voda — §tava: 36-16, 30-12 (3:2)

voda — voda, $tava — §t'ava: 16-12, 36-30 (5:1)

to je nastejno (1:1)

snaha dostat stejna ¢isla u vody nebo §t4avy, ale aditivné (0:1)

celkovy pocet odmérek v napojich, ale nepokradovani v feSeni timto smérem

(1:0)

0000 O

Pfi feSeni Ulohy s dZusy déti ze sedmé tfidy nejastdji vytvafely aditivni strukturu
feSeni. V osmé tfid€ dve& déti pouZily multiplikativni, tfi aditivni a jedno dit& nejprve aditivni
a pak multiplikativni zplsob fe3eni.

V fe$enich se objevuji naznaky vSech tfi moznych typt poméri. Postupy ,,Voda minus
§tava“ a ,,Snaha dostat stejna Cisla u vody nebo $t'avy, ale aditivn&” ptipominaji pomér ,,Voda
ku $tavé®. Postup ,,Voda minus voda a §t'dva minus §tava“ a , To je nastejno* pfipominaji
pomér ,,Voda ku vodé€ a Stava ku Stavé®. A strategie zjistovani celkového po&tu odmérek je

soudasti vytvafeni poméru mezi $tavou (vodou) a celkovym po&tem odmérek.
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CASTIV
Diskuze vysledki

19 Souvislosti ¢iselné osy, modelu Cast-eelek, srovnani velikosti zlomku a

zlomku jako miry

Jak jsme vidéli v kapitole ,Ciselna osa a mira® (kap. 2.7.2), Ni (2000) upozortiuje na
obtize déti s reprezentaci raciondlnich Cisel na &iselné ose. Vidéli jsme tfi divody
problemati¢nosti zndzorfiovani zlomkd na ¢&iselné ose. Behr (1993, podle: Ni, 2000) vidi
problém v neschopnosti déti pracovat se zlomkem jako se samostatnou entitou, jako s &islem.
Hiebert (1991, podle: Ni, 2000) vidi hlavni problém v neuchopeni ,,hustoty '’ racionlnich
gisel. Ni (2000) zdivodiiuje obtiZe pfi pouzivani &iselné osy pii praci se zlomky velkou
abstraktnosti ¢iselné osy pro déti. Kvili abstraktnosti osy maji déti tendenci vnimat model
Ciselné osy jako jinou reprezentaci, ktera je jim srozumitelngji (napiiklad jako model &ast-
celek).

Také moje pozorovani ukazalo problém déti s modelem &iselné osy a umistovanim
zlomki@ na ni (Gloha 6, kapitola 16). Vysvétleni ale nelze shrnout tak jednoznadné a
jednoduse, jak by se mohlo podle zminénych autord zdat. Podivejme se na vysvétleni Behra.
Jak jsme vidéli v kapitole ,,Zlomky jako Ciselna posloupnost jdouci po jedné za sebou
(kapitola 16.2), déti pfi této strategii pracovaly se zlomky jako se samostatnou entitou. Braly
zlomek jako ¢islo a zafadily ho podle své piedstavy viazeni zlomki do &iselné fady. Jejich
problém byl ve svébytné pfedstavé Ciselného kontinua obsahujiciho zlomky a ne v
neschopnosti pracovat se zlomkem jako samostatnou entitou.

Déti fadici zlomky jako ,,posloupnost jdouci po jedné za sebou® by potiebovaly viadit
zlomky do posloupnosti pfirozenych Cisel, ukdzat korespondenci a vztahy mezi jednotlivymi
zlomky a prirozenymi &isly (napt. 2/4=1/2, 1/4 leZi v poloving mezi 0 a 1/2, atd.). Uchopeni
téchto korespondenci je pravdépodobné soucasti predstav, které autofi jako naptiklad Hiebert
oznaduji terminem hustota racionalnich &isel. Nicméné vidime, ze kdybych pro popis situace
déti pouzila pouze termin ,hustota raciondlnich ¢isel“, neudélali bychom si predstavu, v &em
presné maji déti v dané situaci problém. ,,Hustota racionalnich &isel“ je velmi obecny termin.

Navic napfiklad déti fadici zlomky jako ,,posloupnost jdouci po jedné za sebou® by nemély

' Definici hustoty raciondlnich &isel, kterou uvadi Lamon (1999), jsem uz zminila vyse (kapitola 5.4.2.). Jedna
se o uchopeni dvou skute€nosti: a) interval mezi dvéma pfirozenymi Cisly obsahuje nekone&n& mnoho &isel, b)
zlomek je jednim ze zplsobd vyjadfeni jakéhokoliv bodu, ktery leZi mezi dv&ma ptirozenymi &isly.
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svym zpisobem problém vyjadfit zlomkem jakykoliv bod na &iselné ose, pouze by ho
oznacily podle své logiky fazeni zlomka.

Také vysvétleni, které podava Ni, neni uplné vystihujici. Casto jsem se v tloze s
Ciselnou osou (kapitola 16) setkala se strategiemi, pfi kterych déti pracovaly s jinym celkem,
nez ktery byl zadan. At uz se jednalo o celou ¢&iselnou osu (kterou zmitiuje Ni) nebo o jiny
tsek ¢iselné osy (napfiklad vzdalenost od nuly ke 3/4). Mohla bych tedy spolu s Ni tvrdit, Ze
kvili piilisné abstraktnosti Ciselné osy presly déti od tohoto modelu k modelu ,,8ast-celek,
ktery lépe ovladaji. Z takového vysvétleni lze ale nabyt dojmu, Ze adekvatni je pouzivat
spravné uchopeny model ¢iselné osy a model ,,¢ast-celek* je v dané situaci nepatfiény a pouze
zplisobuje chybna feSeni. Jako by si tyto dva modely n&jak konkurovaly. Tak tomu ale podle
mé& neni. Orientace na Ciselné ose vyZaduje také manipulaci s modelem &ast-celek. I kdyby
déti z mého vyzkumu spravn€ uchopily model ¢iselné osy se viemi souvislostmi, mohly by
klidné pro uréeni mista pro zlomek na Ciselné ose pouzit (ivahu opirajici se o srovnani &ast-
celek. Mohly by spravné urceny celek rozdélit na n-tiny a uréit ¢ast celku danou zadanym
zlomkem.

Ni (2000) také ukazal, Ze schopnost spravné pouzivat model ,,&ast z oblasti®, spolu s se
schopnosti pogitat se zlomky, fesit slovni Glohy se zlomky a porozumé&nim jeviim zlomkové
problematiky, neznamena automaticky také schopnost vyuzit model &iselné osy. Ni vysvétluje
toto zjisténi zkreslenim na zaklade predchozich zkuSenosti. Rozsahl¢ jednostranné zkusenosti
s manipulaci s modelem ,,¢ast z oblasti brzdi ptedstavy déti a viimani si typickych znaki
spojenych s ¢iselnou osou.

Souhlasim s Ni, Ze déti maji rozsahlé zkusenosti s modelem ,,&4st z oblasti*. Rada déti
tento model proto pouziva jako univerzalni model'® zlomkovych vztaha. Napfiklad v sedmé
uloze, kde mély déti srovnavat velikost dvou zlomkd, pouzila fada déti jako model pro
zlomek &ast z kolace a porovnavala velikost téchto €asti. Nebo naptiklad v tloze s ¢okoladami
jsem zachytila piipad, kdy pro vyjadfeni urCité €asti Gokolady zlomkem si dité muselo
piedstavit analogicky ptipad na modelu kolace, aby mohlo oznagit &ast spravnym zlomkem.

Ni podle mé mifi spravnym smérem, kdyZ upozoriiuje na vliv jednostrannych
zkuSenosti na uchopeni situace na Ciselné ose, ale pfili§ zdiraziuje jiz zmin&nou
konkurenénost dvou konceptd.

Souhlasim s Rendlem (2006, konzultace), ktery upozoriiuje na nepresnost v popisu

situace, ktery Ni uvadi. Vyjadfeni, Ze Ciselna osa je pro déti piili§ abstraktni, a proto ji

'8 Termin pouzivam ve stejném vyznamu jako Hejny a Kutina (2001)
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nahrazuji jim bliZz§im modelem ¢ast z celku &i oblasti, a ptedstava, Ze jejich jednostranné
zkuSenosti brani porozuméni alternativnimu konceptu (n&jak s nim interferuji), jsou obg&
nepiesné. Rendl (2006, konzultace) podotyka, Ze pro dité tu zadné alternativni koncepty, které
by si pletlo ¢i jednomu davalo pfednost pfed druhym, pivodné nejsou, nijak je jeden od
druhého nerozliSuje. Ani tu moZna neni nic, éemu by nerozumélo — rozumi tomu po svém.
Dit¢ vychazi z predstav, které ma k dispozici, kterym rozumi. (I kdyZ zarovel ma obecné
povédomi o tom, Ze za hranici jeho zkuSenosti a rozuméni leZi jest¢ mnoho véci, kterym
nerozumi, které ,jeSt¢ nebrali®, a vi, Ze kazdé dalsi u€ivo s né&im takovym piijde.) Podle
Rendla neporozuméni vlastné€ nastoluje az dospély, kdyz fekne, Ze takhle to neni. To on miiZe
pomoci vymezit novy koncept vici t€m, s nimiZ dit¢ pracuje dosud (a proto by o nich mél
v&det). Jinak musi dit€ postupné artikulovat rozdily samo, svymi omezenymi prostiedky. A je
to nutn& dlouh4, klopotna prace, kterou né€které déti nedokonéi — jedny proto, Ze v dané pasazi
uéiva na to nemély dost ¢asu, jiné proto, Ze na tu nimahu s nejistym vysledkem rezignuyji.

Dalsi vysledky prezentuje Ni (2000) jako pozitivni korelaéni souvislosti mezi znalosti
srovnani ,,éast-celek®, znalosti srovnavat dva zlomky, schopnosti aritmetickych vypocti se
zlomky, aplikaci a explanaci, a naopak absenci korelaci mezi témito znalostmi a schopnosti
reprezentovat zlomek na Ciselné ose. Schopnost reprezentace zlomki pomoci &iselné osy
podle né&j neukazuje znalost zlomku jako miry. Jestlize chce nékdo zkoumat znalost zlomku
jako miry pomoci testl, mé spiSe sledovat schopnost porovnavat velikost dvou zlomkd (Ni,
2000).

Zda se mi, ze pozitivni vztah mezi znalosti srovnani ,,&4st-celek a mezi schopnosti
porovnavat velikost dvou zlomki neni pfekvapujici. Jak uz jsem uvedla vyse, fada dati
pouzivala pro porovnavani velikosti dvou zlomkl univerzalni model ,,&4st z oblasti. Navic
rozpoznat spravné srovnani ,,&ast-celek* zobrazené na modelu ,,¢4st z oblasti* nebylo pro déti
obtizné stejn& jako srovnani velikosti dvou zlomkd (mluvim o détech, se kterymi jsem
pracovala). Kdyz model ,,Cast z oblasti* nebyl pro porovnani zlomka vhodny, dité pouzilo pro
srovnani velikosti postup ,pfevod na spoleéného jmenovatele®, takze op&t nem&lo problém
porovnat velikost dvou zlomkii.

Tim se dostavam k dalSimu zavéru, ktery Ni uéinil. Myslim si, ze pouzivat srovnavani
dvou zlomkd jako ukazatel porozuméni zlomku v oblasti miry neni mozné, jestlize zaroves
nezkoumame, jakym zptsobem dit€ zlomky porovnava. Jaky voli postup a jaké piedstavy za
srovnanim stoji. Mohou piece automaticky pouZit postup ,pfevod na spoleéného

jmenovatele®, ktery se ve Skole pro porovnavani velikosti dvou zlomk ugi.
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Vezméme si napiiklad schopnost nalézt dva zlomky mezi dvémi zadanymi zlomky.
Tato schopnost by méla byt jednou ze znamek uchopeni zlomku jako miry (Lamon, 1999, viz
vyse), kterd pfimo nevyZaduje manipulaci s €iselnou osou. Tim vezmeme v potaz namitku Ni,
Ze prace s Ciselnou osou zkresluje poznani toho, zda dité rozumi aspektu miry zlomku. Moje
pozorovani feseni lohy s ¢iselnou osou a sedmé tlohy (kde déti hledaly dvé &isla mezi dvémi
zadanymi zlomky) ukézala, Ze i kdyz déti spravné porovnaji dva zlomky mezi sebou
(naptiklad pomoci pfevodu na spole¢ného jmenovatele) a na zdkladé porovnani umisti zlomek
na ¢iselnou osu, nemusi byt schopny nalézt zZlomky mezi dvéma zadanymi zlomky. Naptiklad
Michal (ptiklad 71) pfevedl zlomky na spoleéného jmenovatele, umistil spravné zlomek na
Liselné ose a tedy v€del, které Cislo je vEt3i a které mensi, a presto nemél piedstavu &isla jako
vzdalenosti od po¢atku, nedokazal by tedy vzit dany jednotkovy interval jako miru jakékoliv
vzdalenosti od pocatku (podle Lamon (1999) dalsi indikator pochopeni zlomku jako miry) a
nedokazal najit dal§i zlomkova ¢isla mezi danymi zlomky.

Zajimavy byl pfiklad Roberta (pfiklad 70 a 73), ktery sice pouzil strategii ,,pfevod na
spole¢ného jmenovatele, ale chapal jeden zlomek jako urujici interval pro umisténi druhého
zlomku a dokazal pomoci pfevodu na spole¢ného jmenovatele najit dalsi zlomky mezi dvéma
zadanymi zlomky. KdyzZ jsem ale zjiStovala jeho pfedstavu o tom, jak by situace vypadala na
tiselné ose, nepopsal ji spravng. Robert tedy mtZe rozumét zlomku jako mife a mit pouze
problém s modelem ¢&iselné osy, jak tvrdi Ni, ale takovy popis je dost nepfesny. Nic ndm
netikd o predstavach dit€te ani o tom, v Cem mé problém. Pro¢ v jedné situaci pracuje se
vztahy na ose spravné a jindy pouziva chybnych pfedstav. Souhlasim s Ni, Ze sledovat
uchopeni zlomku jako miry na Ciselné ose prostfednictvim pouhého ,spravné
umistil*/,,nespravné umistil* nelze (prace s Ciselnou osou ukazuje totiz fadu jinych predstav
nez jen uchopeni zlomku jako miry, napfiklad uchopeni zlomku jako &isla), ale zavéry Ni o
tom, jak zkoumat znalost miry porovndvanim velikosti zlomkd, je dost zkratkovity.

Vratme se jesté ke korelacim, které Ni uvadi. Schopnost umistit zZlomek na &iselné ose
nekorelovala s Zadnou ze sledovanych oblasti dovednosti. To se mi zda dost prekvapivé.
Cozpak schopnost umisténi zlomku na ose je né&jaka izolovana schopnost? Napiiklad bych
ocekavala, Ze poloZka v oblasti vykladu ,,Kolik zlomki je mezi 0 a 1% nebo polozka v oblasti
aplikace ,,Najit zlomek mezi dvéma danymi zlomky“ by mély s umistovanim zlomkid na
¢iselné ose korelovat. Ale uZ jen to, Ze kazdou z téchto dvou polozek zaradil Ni do jiné oblasti
kompetence, svéd¢i o tom, Ze jim vytvofené oblasti jsou heterogenni a vysledky nemusi

postihovat to, co se Ni domniva (alespoti pfi sledovani aspektu miry).
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20 Je relativni multiplikativni?

Jak jsme vidéli v kapitole ,Relativni a absolutni my3leni“ (kapitola 3.1), Lamon
(1999) uvadi, Ze n¢kdy se misto pojmu absolutni myS$leni pouZiva pojem aditivni mysleni a
misto pojmu relativni mySleni pojem multiplikativni my3leni. Z analyzy dé&tskych strategii
mné ale vyplynula nutnost tyto pojmy mezi sebou rozliovat.

Déti totizZ mohou vytvofit multiplikativni strukturu a ptitom neptemyslet o situaci v
relativnich souvislostech. Napfiklad v uloze s dZzusy fada déti vyfesila alohu pomoci pfevodu
na spole¢ného jmenovatele. Vytvofily tak multiplikativni vztah mezi danymi kvantitami, kdyz
je ,,daly do zlomku“. Tento vztah ale nemusely pouZit proto, Ze si uvédomovaly nutnost
relativniho srovnani, ale pouze z divodu zaméfeni piedchozich tloh na zlomkovou
problematiky. Jak jedno dité€ pfiznalo: ,,kdyz jsou to pFiklady na zlomky, mél bych to asi ddt do
zlomkii*.

Dit& také miZe vytvofit multiplikativni strukturu, ale po¢itat ji aditivng. Naptiklad dit&
vi, Ze liloha vyZaduje zapsat vypocet multiplikativng (,tfikrat &ty¥i“ zapiu jako 3x4), ale
pocita aditivné (3+3+3+3).

Ne&kdy pro vypocet nestaci pouze vytvoreni multiplikativni struktury, ale je potteba si
jestd vimnout relativnich vztahil v této struktufe. Naptiklad v dloze s kulickami pouZzivaly
nékteré déti strategii ,,Na po¢atku mé kazdy 21; 1/3 z 21 kuli¢ek* (kapitola 15.1.2). Tyto dé&ti
nejprve vypocitaly 1/3 a poté ji pficetly k Jirkové poloving (Jirka mél tudiz 28 kulicek). Pak
ale musely upravit MartinGv pocet kulicek, aby soucet kulicek obou hochii byl 42 (Martin ma
14). Velikost prvn& vypocitané 1/3 pak nebyla totozna s velikosti 1/3 z Martinova koneéného
mnoZstvi kuli¢ek, ale pro déti mél Jirka ,,0 1/3 (z Martinova poétu kuli¢ek) vic neZ Martin®.
Tyto déti nepracovaly s relativni vlastnosti zlomku, Ze stejny zlomek mtiZe vyjadiovat jinou
velikost, jestlize je ve vztahu k jinému celku. To ale neznamena, Ze o této vlastnosti zlomku
nevédi.

Vidime, Ze relativni mySleni neni nic stalého, co by dité jednou ,,nabylo®, a pak uz
stale pouzivalo. Nelze fict ,,dit€¢ ma relativni mysSleni“. ZaleZi na kontextu, stejné jako i u
jinych dovednosti. V né&kterych kontextech dokaze dit¢ pfemyslet relativné a v jinych stejny
relativni vztah nemusi vidét.

U Rendla (2006, konzultace) v popisu vyvoje chapani vztahti dvou kvantit (kapitola
3.2) vidime dal§i divod, pro¢ odliSovat uvedené pojmy. Rendl mluvi o tfeti etap& vyvoje
chapani vztahti dvou kvantit jako o chapani ,relativnosti hledisek®, kdy dit¢ pozna, Ze

absolutni nebo relativni hledisko je odliné, a Ze zaleZi na tom, ,,jak se to vezme*. Dit? si tedy
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miZe vybrat aditivni strukturu a pfitom myslet relativng, protoZe vi, jak se situace zméni,
kdyZ pouzije hledisko relativni.

V situacich, kdy mluvime o relativnim/multiplikativnim a absolutnim/aditivnim
mySlent, je tedy kvili pfesn€jsimu odliSeni jednotlivych déni lepsi uvedené pojmy rozliSovat.
Jak jsme vSak vidéli, je také nutné rozliSovat mezi vn&jsim projevem ditéte (jak se nam z

vnéjsku jevi) a jeho myslenim (jak dit€ ve skute¢nosti uvazuje).

21 Jazykové osvojeni

Celou moji praci se prolind stfet mezi matematickymi vyznamy pojmi a vyznamy
téchto pojmi v béZném Zivote nebo stfet mezi uZivanim urditych slovnich spojeni v
matematickém kontextu a v kontextu béZného Zivota.

Uz jen pojem zlomek ma v bé€Zném Zivot¢ fadu rGznych vyznama, které mohou
interferovat s vyznamy matematickymi, jak jsme vidéli v kapitole ,,Zlomek v kazdodennim
Zivoté* (kapitola 2.1).

Ulohu s kulickami a jeji varianty jsem zadavala také kvili sledovani stfetavani
sémantického vyznamu tlohy v béZném jazyce a vyznamu, ktery je vyzadovan v matematické
perspektivé. Jak jsem podrobné rozepisovala vyse (kapitola 5.3.2), v dloze s kuli¢kami je
celek neptesné vyjadfen a dit€ se musi naugit vnimat zadani tlohy tak, jak poZaduje
matematické perspektiva. Vyraz ,,0 1/3 vic nez* tika jazykem bszného Zivota, Ze mezi jednou
a druhou kvantitou je rozdil 1/3, ale netika nic o tom, co se m4 vzit jako zaklad pro vypodet
velikosti 1/3. Dité se musi naucit vidét ve vyroku ,,0 1/3 vic nez Martin® zaklad v Martinove
mnoZzstvi.

Problematiku osvojovani si matematickych vyznami vyrazt ukazuje i tfeti uloha,
kterou jsem zadavala (uloha s cokoladami). Jedna se zde o spravedlivé rozd&lovani Styt
dokolad mezi Sest déti. Tato uloha vibec nemusi byt fedena pomoci zlomkd. Dité miZe
n&jakym zplisobem rozdelit Cokolady na kousky a spravedlivé déti kousky podélit. Napfiklad
dat kazdému &tyfi kousky, kdyz si predtim dité rozdélilo ¢okolady na 24 stejnych kouskt
(6x4) nebo dat kazdému dva sloupecky po rozdéleni kazdé ¢okolady na tti stejné sloupce
(atp.). Do zlomkového kontextu se uloha dostane v momentg, kdyz dité zaéne samo zlomky
pouzivat (,,dam kaZzdém pilku €okolady a pak jest€ 1/6“) nebo a% v momenté, kdy se zeptame
.jak velkou &ast z Cokolady/Cokolad dit€ dostane?** Odpoveéd’ na tuto otazku uz nema byt
absolutni &islo (to by otazka znéla ,kolik dilki kazdé dit¢ dostane), ale zZlomek nebo procenta.

Dité si musi osvojit, Ze odpovédi na otazky ,.kolik* a ,jaka &ast z se lisi.
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Ukazkovy pozadavek ,,pfiléhavosti“ odpovédi na poloZené otazky vidime naptiklad u
Lamon (1999), ktera vyZaduje rozdilné odpovédi na stejnou situaci v zavislosti na typu otazky
(kapitola 2.5.2). V situaci rozd€lovani 3 pizz mezi 6 déti miZeme dil, ktery dostane jedno
dit¢, vyjadfit dvéma zlomky. Lamon poZaduje na kvocientovou otazku odpovéd 1/2 a na
otdzku akcentujici srovnani ,.Cast-celek* odpovéd’ 1/6. Pedpokladam, e pro americké déti
nebude toto, z mého pohledu nesmysIn€ detailni rozliSovani vyznamu otézek jednoduché a
budou si ho muset také osvojovat. Ale mozna, Ze americké déti citi sémanticky rozdil mezi
otazkami bez problémii. Mné& se zda Ipéni na ,,pfiléhavé“ odpovédi pro kazdou z téchto dvou
otazek zbyte¢né. Ob& odpoveédi bych povaZovala za spravné, jestlize dité bude védét jak
zlomek vznikl (z jakym celkem pracovalo).

Uved'me si jedté jeden piiklad jazykovych obtizi. V pripads, ze multiplikétor, ktery
uvadi do vztahu dvé& kvantity, je mensi nez jedna, dostavame se do situace, kdy sémanticky
vyznam zadani ulohy fika néco jiného, nez nakonec vyjde. V zadani ulohy se dité dozvi, Ze
n&jaka kvantita ma byt 0,25krat (1/4krat) vetsi a ona je nakonec mensi nebo 0,25krat (1/4krat)
mensi a ona vyjde ve&tsi.

Ze viech vyse uvedenych piikladii vidime, Ze b&Zny jazyk a matematické vyrazy vZdy
nekoresponduji. Nejen Ze se vyrazy z matematickych kontextii asto pouzivaji v béZném
Zivotg jinak a Ze si d&ti musi osvojit fadu pojmii a vyrazi, které z b&zného Zivota neznaji, ale
musi navic ovlddnou odlisné vyznamy pro vyrazy, které na prvni pohled vypadaji jako
ekvivalentni. B&zny jazyk je v matematickych souvislostech nepiesny a nejednoznacny,
protoZe fada souvislosti, vztahi a srovnani, které matematicky kontext nastifiuje, nejsou v

béZném Zivoté potieba. BéZny jazyk tedy takové rozliSovani nepotiebuje.

22 Nutnost pFesného zkoumani, jak déti o dané situaci premysli

Moije prace je postavend na zkoumani, jaké uvahy a myslenky se ukryvaji za détskymi
fedenimi uloh. Mnohokrat jsem se presvédcila, jak je dilezité presné zkoumat, jak déti pracuji
se zadanim ulohy a jak dospély k vysledku, ktery nam predkladaji'®. Zni to jako banalita, ale z
tvrzeni nékterych autor mam pocit, Ze ne vZdy takto k vysledkiim pfistupuji.

Vezméme si opét situaci rozd€lovani 3 pizz mezi 6 déti. Otazka , How much pizza
does one person receive? patiici k této rozdé€lovaci uloze znameni podle Lamon (1999)
kvocientovou interpretaci zlomku, ktery vznikne partitivnim rozdélovanim. Jako celek se ma

brat jedna pizza. Spravny vysledek je tedy v tomto ptipad® 3/6 (1/2). Oproti tomu otazka

' Napriklad kvili odliseni ,tvarové” strukturace od ,pocetni®, kde mohou byt vysledky feseni stejné, ale
pfedstavy za feSenimi jiné.
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»How much of the pizza does one person receive?* vyzaduje srovnani ¢ast-celek (tedy jeden
dil k celku) a znamena brat jako celek tfi pizzy. Spravna odpovéd’ na tuto otazku je tedy 1/6
(3/18). Pomifime v této souvislosti nutnost naudit se rozliSovat vyznam téchto dvou otazek, o
které jsem jiZ mluvila. A zaméfme se na skute¢nost, Ze vysledek 3/6 podle Lamon znamena
znamku kvocientového srovnani a vysledek 1/6 znamena, Ze jsme pouzili srovnani &ast-celek.
JenZe bez znalosti détského postupu feSeni a uvazovani neni viibec jasné, co ktera odpovéd’
znamena. Ob& odpovédi mohou znamenat stejny zplisob feSeni. Dité miize naptiklad roz¢lenit
kazdou pizzu na Sestiny a postupné (partitivng) podélit 6 déti. Vysledek pak ozna¢i podle
toho, co nasledné vezme jako celek. Celek tedy neurduje predem, ale aZ pro potteby vyjadieni
zlomku. Podobné v dal$im postupu, kdy dit& pouZije ,,jednotkovani“ (unitizing) a vezme tfi
pizzy dohromady a rozd€li si je rovnou na Sest ¢asti. Pro vyjadfeni dilu pro jedno dit&, pak
muiZze pouzit kvocientovou interpretaci zlomku i interpretaci ast-celek®’. Z ,kvocientového®
feseni tedy miZeme dostat ,,Cast-celek odpovéd’ a podobné u ,,&ast-celek™ feSeni mizeme
dostat ,,kvocientovy“ vysledek. Navic odpoveéd’ 3/6 miizeme dostat pouhym aritmetickym
vydélenim a jeho zapsanim ve zlomkové form&. Vidime, Ze stejna odpovéd’ miize znamenat
zcela odlignou praci se zadanim. Jestlize viak Lamon nejde o postihnuti feSeni, ale pouze o
uréeni, o jaky typ odpovédi jde, co dit€ vezme nasledné jako celek, jedna se o zjednoduseni
situace nebo o ,.eticky* (ve smyslu rozlideni ,eticky* vs. ,,omicky“) pohled na situaci, ktery
nebere v potaz détské vnimani ulohy.

Také u Tiché (2003) nachazim situaci, ze které nemusi byt jasné, jak ptesné dit& ulohu
vnima. V komentéfich kolem piikladu 11 (viz kapitola 4) jsem popisovala, jak Ticha vnima
détmi vytvofené ulohy, ve kterych se jedna o vyrok ,,0 1/5 vic nez*. Viimnéme si vytvoiené
ulohy 11.3 (,,Jirka ma 2/5 a Tomas o 1/5vicya 114 (,,Tomas ma o 1/5 vic nez Jirka®). Ulohu
11.3 Ticha povaZuje za spravn€ vytvorenou, kdezto dlohu 11.4 chape jako vytvofenou
nespravné. Podle mé ale dite, které vytvoftilo ulohu 11.4, mohlo uvaZovat stejné jako ditg,
které vytvofilo ulohu 11.3. Mohlo vyjadfovat stejnou myslenku, pouze ji nepopsalo celou. V
predstavé mohlo vidét, Ze Jirka ma 2/5, pouze to do zadani nenapsalo. A kdyby to byl diikaz
neuvédomovani si nejednoznalnosti situace, neuvédomovani si, Ze svym znénim ulohy
vlastng vyjadfuje uplné jinou situaci, stejné tak si tuto nejednoznagnost nemuselo uvédomovat

dit&, které vytvotilo tlohu 11.3.

%0 To, ze dit¢ miize pouzit urity typ feSeni a jeho odpoveéd’ miiZe vyznit jako jiny typ FeSeni, ukazuji vysledky
analyzy ulohy s okoladami. Naptiklad na obrazku 25 (kapitola 13.1) vidime Fedeni dit&te, které rozd&lilo celek
(4 okolady) na 6 &asti. Dokonce chtélo n&jak vyjadFit, 2e ma n&co rozd&leno na 6 &asti (Misto 6/6 nebo 1/6
napsalo 6/1). PFi zlomkovém vyjadfeni dilu (4/6), ktery dostane jedno dit&, viak bere za celek 1 okoladu.
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23 Ruzné interpretace zlomku a détské predstavy o situaci

V kapitole, kde mluvim o zlomku jako mife, vidime, Ze Lamon (1999) charakterizuje
proces postupného roz¢lefiovani Ciselné osy (postupného zhuitovani) jako dynamické
»postupné rozdélovani“ (successive partitioning). Ja bych vsak tento proces chapala spise jako
podobu ,,jednotkovani“ (unitizing), ktery je popséan v kapitole pojednavajici o zlomku jako o
srovnani &ast-celek. Pfipadd mi, Ze jde pfesné o to, jak jsem ,jednotkovani“ pochopila.
Roz&lefiovanim &iselné osy se pfipravuje konstrukce pro operovani na celku. Celek (jednotku)
si strukturuji tak, jak potfebuji v dané situaci, naptiklad kviili pfesnosti méfeni.

Proces stale podrobn&jsiho rozélefiovani uréuje Lamon jako postupné rozdélovani
pravdépodobné proto, Ze akcentuje postupné zhustfovani pivodniho intervalu, které ukazuje
na piikladu 1/24 = Y4 z (1/3 z (1/2 z 1)). Tedy 1/2 z n&jakého celku, 1/3 z nového celku, atd.
Operatorové pfirovnani ukazuje déleni uz zavedené jednotky (1/2 z 1 = 1+2). Déleni je
operace, kterou Lamon akcentuje u zlomku jako kvocientu (viz napi. tabulka 1 v kapitole
2.9), a proto tedy moZna mluvi o procesu rozdélovani (partitioning), ktery je se zlomkem jako
kvocientem spojeny. Ale stejného roz€lenéni osy dosahneme i ekvivalenci 1/1 = 6/6 = 24/24,
ktera je charakteristicka pro ,jednotkovani* unitizing (viz napf. tabulka 1 v kapitole 2.9).
Proto si myslim, Ze tento proces mohu vnimat jako ,.jednotkovani“, jako strukturovani daného
celku podle potieby, i kdyZ s poznamkou, Ze moje predstava se miiZe od pojeti Lamon ligit.

Pojem unitizing vnimdm jako ekvivalentni k procesu, ktery jsem pfi popisovani
strategii feSeni u déti nazyvala strukturaci celku. V prvni uloze to bylo strukturovani
(unitizing) zadaného tvaru teCek, kde jsme vidéli rizné druhy strukturaci (sloupcovou,
fadkovou (viz obr. 16 a 17), mnoZinovou (viz obr. 5); tvarovou, pocetni, atd.). Podobn¢ tomu
bylo v tiloze pfi znazoriiovani 16/4.

Unitizing jsem ale pozorovala take ve treti uloze, kdyz dati vnimaly 4 ¢okolady jako
celek, ktery strukturovaly na Sest Casti. Zde by Lamon asi pouzila pojem partitioning, protoZe
se jednd o situaci zlomku v roli kvocientu a détem se postupné rozda po jednom dilu (ktery
obsahuje &tyfi dilky). Vidime, Ze se dostavame do situace, kdy se vyznamy t&chto pojmii misi,
A kdy zalezZi na thlu pohledu na danou situaci. Proto si myslim, Ze by bylo dobré pojem
partitioning pouZivat jen pro typické ,rozpocitavani“ kouski, typické ,,pfidélovani“ kouski,
kdy rozpocitavame kousky mezi jednotlivé objekty (subjekty) (jeden dostane jeden kousek,
druhy dostane druhy kousek, jeden dostane teti kousek, druhy étvrty kousek...; viz partitivni

déleni). Mluvilo by se o partitivnim rozd&lovani. Cesky pojem rozdélovani se totiz miiZe
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pouZivat v ruznych situacich. Napftiklad strukturace je vlastné taky rozdélovani celku nebo
zadaného tvaru na néjaké Casti.

Zajimavé je, Ze viechny déti v podstaté pouzily ve tieti uloze strukturaci a ne partitivni
rozdélovani. Ziejmé proto, Ze uloha je pro déti ze sedmé a osmé t¥idy jednoducha, nepottebuji
si pomahat rozpo€itavanim. Zvlast€¢ kdyz uz jsou ¢okolady ptedem roz&lenéné.

Strukturovani jsem také pozorovala v tiloze s &iselnou osou. K této skuteénosti jsem se
jiz dostala, kdyz jsem diskutovala s Lamon o pouZivani pojmu postupné rozdélovani
(successive partitioning) a kdyZ jsem v reakci na zjidténi Ni poukazovala na pouzivani &ast-
celek modeld pfi umistovani zlomku na &iselné ose. Déti v tiloze s &iselnou osou &asto celek
(at’ uz spravny nebo domnély) strukturovaly na pétiny, aby nasly 2/5 (viz napt. Krystof z
ptikladu 69).

Tim se dostavam k otazce, zda je vibec nutné vycletiovat aspekt zlomku jako miry.
Lamon ve svém vykladu upozoriiuje, Ze néktefi autofi tento kontext nevyéleriuji (kapitola
2.7.1) a ja se k nim pfiddvam. Lamon zdivodiiuje vyélenéni aspektu miry zlomku osvétlenim
dalsich souvislosti, jako je dynamicky pohyb mezi nekone&nymi &isly, hustota racionalnich
gisel, smysl posloupnosti, fad raciondlnich &isel nebo stupefi piesnosti pti méfeni. Myslim, Ze
tyto vlastnosti raciondlnich ¢isel mize postihnout aspekt zlomku jako €isla. V souvislostech,
které zde popisuje Lamon, se vyskytuje zlomek jako ¢&islo nebo je jako &islo zatazovan do
&iselného kontinua, nebo na Ciselnou osu. I prace s &iselnou osou je prace s &isly (v pojmu
&islo je zahrnut jak aspekt &isla jako bodu, tak aspekt &isla jako vzdalenosti od po&atku). Dalsi
jevy, jako je postupné roz¢lefiovani Ciselné osy a zlomkem vyjadtena &ast z celku
(0,5=1/2=1/2 z 1), zase muZeme vyjadtit aspektem zlomku jako srovnani &ast-celek nebo
operator.

Nejen z etického hlediska, které jsem ukézala v ptedeslém odstavci, ale ani z hlediska
emického neni aspekt miry podle m& potfeba rozlisovat. Kdyz se podivame na jednotlivé
skupiny styl feSeni v tlloze s Eiselnou osou, vidime bud’ manipulaci se zlomkem jako &islem,
vyznagenim €asti z celku nebo operatorovy vypocet 2/5 ze zakladu. Nepozorovala jsem Zadny
zv1astni vyznam zlomku, kromé problemati€nosti plynouci z nutnosti pouZit propojené vice z
uvedenych aspektl zlomku.

Ostatni aspekty zlomku, které vy¢lefiuje Lamon, maji podle mé své opodstatnéni. Zda
se mi v§ak, Ze hranice mezi nimi neni tak ostr, jak ji Lamon prezentuje. Hranice nejde ostie
mezi situacemi spojenymi s urcitou interpretaci. Urcita situace se vzdy nerovna pouze jedné

urcité interpretaci zlomku.
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Podivejme se napiiklad na prolinani interpretace zlomku srovnani &ast-celek a
operator. Zlomek jako srovnani Cast-celek sice vyjadiuje urcitou ¢ast z celku (zlomkovou
ast) stejné jako operator, ale srovnani jedné nebo vice stejnych &asti celku s celkovym
potem stejnych Casti, na které je celek rozdélen, je néco jiného neZ operator jako nositel
operace ,,vydél jmenovatelem a nasob (itatelem“. Mechanicky operatorovy vypolet totiz
viibec nemusi pracovat s pfedstavu celku rozdéleného na né&jaké stejné &asti (n-tiny).
Operatorovy vypocet akcentuje jiné rozdéleni. Rozdé&leni na dvé& &asti: na hledanou
zlomkovou ¢&ast a zbytek. Vid€li jsme v analyze détskych strategii, Ze nékteré déti v prvni
loze uréovaly rovnou zlomkovou ¢ast, a kdyZ jsem po nich chtéla zpétné rozdéleni tvaru na
n-tiny, mé&la s tim ¢ast déti problémy (viz Mat&j v ptikladu 23 nebo Tomas v ptikladu 24).
Navic srovnani ¢ast-celek se nejCastéji pouziva, kdyz mame oznadit n&jakou vyznadenou &ast
z celku zlomkem. V tomto pfipadé€ je zlomek aZ vysledkem, aZ pojmenovanim, ne operatorem
udavajicim, jaké operace maji probéhnout.

Jsou ale situace, kdy muZeme roli zlomku nazvat jak srovnani c&ast-celek tak i
operator. V pfipadé€, Ze mame zadany zlomek a kontinualni neprestrukturovany celek, a mame
ukazat na tomto celku danou zlomkovou ¢ast, fika nam ¢&itatel, kolik mame vybarvit &asti,
jejichz podet udava jmenovatel. Zde pouZivame srovnani ¢&ast-celek. Ale v ptipadé
kontinualnich prestrukturovanych a diskrétnich celki mohu uz zadany zlomek vnimat jako
pokyn k vyd&leni &asti (prvkil) celku jmenovatelem a vynasobeni vysledku &itatelem. Mohu
tedy pouzit Eisty operatorovy vypocet, ale i srovnani &ast-celek. ZaleZi na tom, jaky postup a
predstavu zvolim, jak jsme videli napfiklad u strategii d&ti v prvni tloze (styl ,,Strukturace®
versus styl ,,A/B z Cije D%).

Vyznamové nejasnosti vidim 1 pfi rozliSovani zlomku jako kvocientu a zlomku jako
srovnani &ast-celek. Kvocient definuje Lamon (viz napf. tabulka 1 v kapitole 2.9 nebo
kapitola 2.5.1) jako vysledek déleni, pod€lovani. Je to dil, ktery kazda osoba dostane, kdyz
jim rozdélujeme celek sloZeny z vice podcelkii (viz uloha s &okoladami). Pomifime rozdil
mezi vysledkem vyjadfenym zlomkem ve vztahu k celku zahrnujicimu viechny &okolady
(1/6) a vysledkem vyjadfenym zlomkem ve vztahu k jedné okoladg (4/6). Zaméime se pouze
na vysledek 4/6, ktery Lamon povazuje za kvocient. JestliZe ale dité& nejprve pridéli kazdému
ze Sesti déti spravedlivy dil a poté bude zjiStovat, jak se ma dil vzhledem k celku (kolik dilkt
ma vybarvenych vzhledem k celkovému poctu dilkd v €okolade), provadi srovnani ¢ast-celek
a zlomek je tu tedy v tomto vyznamu.

Na zakladé vy$e popsaného si kladu otazku, jestli ma smysl vy¢lefiovat interpretaci

zlomek jako kvocient. JestliZe Lamon rozliSuje kvocient a srovnani &ast-celek proto, aby
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odligila situaci, kdy se berou jako celek viechny &okolady a kdy jen jedna, nemél by pro mne
zlomek jako kvocient vyznam. Myslim si totiZ, Ze je jedno, jestli déti vezmou jako celek
¢okoladu nebo vSechny okolady, podstatné je, zda spravné uréi danou ¢&ast vzhledem k
danému celku. Tak ale provadi srovnani &ast-celek a nemusime mluvit o kvocientu.

Jak jsme vide¢li, Lamon také definuje zlomek jako kvocient jako podil (vysledek déleni
4+6). JestliZe dité vSak pouze aritmeticky vydéli podet &okolad pottem déti (naptiklad proto,
Ze zadani tlohy na rozdélovani bude bez znazornénych podcelki, ¢okolad), bude zlomek 4/6
podle mne spise v roli ¢isla.

A jestlize vyclenénim kvocientu chce Lamon postihnout proces, jakym déti rozdéli
mezi Sest lidi Ctyfi Cokolady, miZeme to vnimat jako otazku strukturace, kterou pfi daném
zadani déti provadi, a ne otazku, v jaké roli zde vystupuje zlomek. Uz jen proto, Ze uloha neni
primarné na zlomkovou problematiku, jak jsme vidali vyse.

Zlomek jako kvocient ale opodstatn&ni m4, jestlize ho vnimame jako oznaceni dilu,
jehoz nazev jsme dostali z jiného celku, nez viigi kterému dil poté porovnavame. Napfiklad v
tloze ,,Kazdy chlapec potfebuje 5/8 metrového lana. Mame 6 metrt lana. Kolik chlapct bude
moci dostat svij dil?* (Lamon, 1999, viz kapitola 2.5.3). Zde vystupuje zlomek v roli dilu
(kvocientu) pro jednoho chlapce, ktery miizeme ptikladat k Sestimetrovému lanu a tak ho
roziezat na 9 dild a zbytkovy kousek. Kdyz budeme k tloze pfistupovat takto, miizeme mluvit
o zlomku jako kvocientu. Nicmén¢, kdyZ budeme brat vysledek &iste aritmeticky (6+5/8=9 a
3/5), vystupuje zlomek v roli €isla. Zalezi tedy opét na thlu pohledu a na zpiisobu feseni.

Zbyva nam podivat se jesté na rozdil mezj operatorem a kvocientem, kde se ukazuje
opodstatnénost vy&lenéni kvocientové interpretace. V tloze s &okoladami Jsou 4/6 vyjadtenim
vysledku a ne operatorem, ktery by fikal, jaké operace provadét. V uloze s lanem je 5/8 v roli
velikosti dilu, ktery se do Sestimetrového lana vejde devétkrat, néco jiného nez 5/8 z
Sestimetrového lana.

Zlomek jako pomér je samostatna oblast zlomkové problematiky. Vy¢lerovat
interpretaci zlomku jako poméru ma opodstatnéni kvili vyznamng odli$nym vztahtim k celku
a predstavam, kter¢ zlomek jako pomér ukazuje. Otazka spise je, jestli ma byt pomér vyClenén
jako jedna z interpretaci zlomku, nebo jde, kvili velmi odlisnym vztaham, spiSe o dalsi oblast
matematiky, ve které se miize pouZivat zlomkovy zipis a manipulace zlomkového stylu s
timto zapisem.

Z vyse uvedeného vidime, Ze jedna situace, ve které se vyskytuje zlomek, miize
znamenat rizné jeho interpretace, a to nejen z etického pohledu. U déti jsem pozorovala, Ze

nepouzivaji zlomek v riiznych jeho interpretacich podle typu tlohy na danou interpretaci (viz
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rozd€leni Gloh podle typu zlomkové interpretace v kapitole ,,Které tlohy jsem zadala a pro&*).
Manipulace se zlomky a pouzivani riznych modeld détmi sice muZeme oznadit
prostfednictvim jednotlivych interpretaci zlomku, ale druhy zlomkovych interpretaci se
neméni v zavislosti na typech ptikladd, jdou ,,nap¥ic“ pres piiklady. Déti pouZivaji uritou
zlomkovou reprezentaci z jinych dvodd, nez je ten, Ze uloha je na danou zlomkovou
interpretaci. Jak jsme vidéli v kapitole ,Zndzorn&ni tvaru oproti zndzornéni vysledku“
(kapitola 12), dit€ maze pouzivat zlomek jako operator od prvniho do estého pfikladu, nebo
naopak pouzivat strukturace. Jinde vidime vyuZivani vztahu mezi &asti a celkem v pfipadech,
kde jiné déti pouZivaji poCetni srovnéni (napf. srovnavani velikosti pomoci modelu srovnani
tast-celek versus pomoci pfevodu na spole&ného jmenovatele).

Mohlo by se zdat, ze dit& tedy pii Feeni pfikladu pouziva né&jaky druh interpretace
zlomku. Takto jednoduSe to ale nelze fict. Pouzivéani zlomku v uré&ité interpretaci neni zdaleka
vzdy ,,Cisté*. Jak jsme vid&li v kapitole »Prekryvani styld fedeni“ (kapitola 9.12), déti mohou
navenek pouZivat model srovnani &4st-celek, ale zaroveii si skryt¢ ovéfovat postup napriklad
pomoci operatorovych vypodti.

Vidime tedy, Ze typy interpretaci zlomku jsou pro popis détskych pohledii na situaci
zlomku nepfesné, a Ze jsou nepiesné také pro popis, o jaky typ tGlohy jde. Myslim, Ze nékteré
interpretace uvadéné Lamon smé&3uji vice aspektl dohromady (viz vy3e jednotliva srovnani:
gast-celek versus operator, operator versus kvocient a kvocient versus Cast-celek a mij nazor
na interpretaci zlomek jako mira).

Stejn¢ jako v situacich, kde si déti mohou pohled na zlomek vybrat, vybiraji si i tam,
kde si vybrat nemohou. Pfikladem muzge byt Martina, ktera v tloze s kuli¢kami bere zlomek
jako samostatnou entitu, jako &islo (viz priklad 61). U Martiny bychom mohli &ekat, Ze v
tiloze s Ciselnou osou bude brat zlomek také Jjako (islo, protoZe to kontext &iselné osy
asociuje. Martina zde ale vyuZiva srovnani ast-celek a jako celek vezme celou osu.

Vidime, Ze jednou chceme po détech, aby zlomek vnimaly tak, podruhé onak. Zlomky
jsou pro dét1 t€zka ucebni latka, protoZe zlomek miZe znamenat fadu riznych véci a vztaht.
,,Uchopit zlomek* znamen4 uchopit a propojit mnoho kontextd, flexibilng se pohybovat v
sirokém a sloZitm kontextovém poli a déti maji potize orientovat se ve zlomkové
mnohoznacnosti. Détem se zlomek jevi jednou Jako to jindy ono. Mam uZ pogitat néco z
né&eho ted’, nebo mam nejprve udélat n&co Jiného, mam zlomek zkratit, nebo &isla vydélit
mezi sebou?

Z tabulky (tabulka 1 v kapitole 2.9) vidime, e Lamon chce détem pomoci tim, Ze

bude kazdou zlomkovou interpretaci procvi¢ovat, a proto na kaZdou interpretaci zlomku
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vymyslela sadu aktivit. Podle této piedstavy, kdyZ procviéime vSechny dané interpretace
zlomku specialnimi ilohami, dostane dit& ucelenou ptedstavu o tom, co to zlomek je.
Souhlasim s Lamon, Ze je nutné, aby se dé&ti setkavaly se zlomky v Sirokém
kontextovém poli. Myslim si, Ze koncept zlomku se neda osvojit jinak neZ manipulaci s nim.
Jak fika Rendl (2006, konzultace), vytvofeni mnohovyznamového obecného konceptu,
kterym je zlomek, neni mozné jinak neZ induktivng, Cinnosti, zachdzenim se zlomky v
riznych kontextech a pfechdzenim mezi nimi. Zlomek neexistuje jako jedna klicova idea,
piedstava, reprezentace, vyznam, kterou si dit¢ musi pofadné osvojit a pak uz mu to pujde.
Obecny koncept zlomku nelze piedat a pievzit, ten musi byt ditétem zkonstruovan v ¢innosti.
[ kdyZ jsem zpochybnila rozdéleni mnohovyznamového konceptu zlomek na pét jasné
oddélenych interpretaci a ukézala jejich prolinani jak na roviné etické, tak roving emické, i
kdyz se mi nelibi, Ze se prostfednictvim ohraniCenych interpretaci mizZe détem diktovat,
kterou interpretaci maji pro danou situaci pouZit, tim, ze Lamon pouziva fadu riznych uloh a
situaci, ve kterych se zlomkem s détmi pracuje, propojuje rizné kontexty mezi sebou, dava
détem prilezitost ,,ohmatat” si zlomek v Cinnosti, a détem tak poméha uchopovat koncept

zlomek.
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Zavér

Prvni &ast prace zasazuje koncept zlomek do teoretickych souvislosti. Ukazuje, jakymi
tématy se zabyvaji autofi praci o problematice zlomkid a podrobnéji rozebird, o jakych
faktorech, mechanismech a strukturach autofi hovofi v souvislosti s procesem konceptuélni
zmény a s procesem vytvéafeni novych konceptd a pojmi v kontextu zlomkové problematiky.

Zabyva se dale samotnym pojmem zlomek. Ukazuje pouZivani pojmu v kaZzdodennim
Zivoté a v matematickych kontextech. Zlomek je mnohovyznamovy koncept a autofi se snazi
n&jak jeho vyznamy definovat a popsat. Tato prace vychazi z rozdéleni, které provedla Lamon
(1999), ktera vy¢€lenila pét interpretaci zlomku: srovnani ¢ast-celek, kvocient, operator, mira a
pomér. Vedle pojeti Lamon jsou uvedeny i nazory dalSich autord na definovani uvedenych
vyznamovych interpretaci.

Kromé& vymezeni typl vyznamovych interpretaci zlomku uvadi tato ¢ast prace také
nékteré daldi problémy, které s problematikou zlomkii a vykladem pozorovanych détskych
strategii souvisi. Patfi knim vyznamové uchopeni rozdilu mezi podilem vzniklym
prostiednictvim ,,d€lenim na stejné ¢asti* a ,,délenim po ¢astech®, které se ukazalo byt jednim
z faktort ovliviiujici poCetni strukturace celku. Patfi k nim také vztah mezi znalosti prace na
iselné ose a uchopenim zlomku jako miry (podle Ni, 2000), rozdil mezi relativnim a
absolutnim myslenim, které uvadi Lamon (1999) a vyvoj chapani vztahu dvou kvantit podle
Rendla (2006, konzultace), které s tématem absolutniho a relativniho mysleni souvisi. V
zavéru prvni ¢asti prace je také rozebran typ aloh ,,déleni mnoZstvi na nestejné Casti, ktery
vyznamné souvisi s jednou ze zadanych uloh, ve které se ukazalo vyrovnavani se déti s
prolinanim aditivni a multiplikativni struktury v zadéni.

Prace se snazila ukazat détské manipulace se zlomky v riznych jejich vyznamovych
modalitach a pfedstavy, které za témito manipulacemi stoji. Détem byla proto zadana sada
tloh, ktera obsahovala vSech pét uvedenych interpretaci zlomku. Tim bylo dosazeno pokryti
vice kontextl, ve kterych mnohovyznamovy koncept zlomek vystupuje. Druha &ast prace tedy
prezentuje lohy, které byly détem zadany, a zdiivodiiuje jejich vybér. V této Casti byla dale
popsana metodologickd vychodiska a charakteristiky vyzkumného procesu, postaveného
pfedevsim na rozhovoru s détmi nad jejich postupy feseni.

Tieti ¢ast obsahuje analyzu détskych feSeni a moznych ptedstav, které za témito
fe$enimi stoji. Strategie feSeni u jednotlivych Gloh byly kategorizovany podle zpusobu feSeni
a uvazovani. Rozdéleni do typl feSeni je argumentovano na ptikladech postupii a Gvah déti.

Poukazuje se také na souvislosti mezi strategiemi v jednotlivych zadanych alohach.
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Ve &tvrté Easti jsou porovnana moje zjisténi a nazory s nazory autorii uvedenych v
prvni &asti prace. Diskusi Ize stru¢né shrnout takto:

1. Analyza dat potvrdila, Ze déti maji problémy s vyjadienim zlomki pomoci modelu
Liselné osy. Zaroveti se viak ukazalo, Ze vysvétleni nemohou byt tak jednoducha, jak uvadeji
jednotlivi autofi.

2 Polemizuji s pfedstavou, kterou prezentuje Ni (2000), o konkurenci modeli ,,Cast-
celek® a ,iselna osa“ a s jeho imyslem méfit znalost zlomku jako miry prostfednictvim
srovnani velikosti dvou zlomka.

3. Poukazuji na nutnost rozliovat mezi pojmy relativni/absolutni a multiplikativni/
aditivni spolu s nutnosti vidét rozdil mezi vn&j$im projevem ditéte a jeho skuteCnym
uvazovanim.

4. Prace prokazala nutnost pfesného popisu podminek zadani Gloh a detailniho
zkoumani, jak déti v dané tuloze postupuji a jak o ni v prib&hu feseni pfemysleji. Po
zkuSenostech z vlastni analyzy se zpétné domnivam, Ze tento poZadavek neni ve vztahu
k literatufe zdaleka banalni a samoziejmy. Domnivam se, Ze v literatufe, kterou jsem méla
k dispozici, zlstavaji tato detailni, aviak podstatna rozliSeni ¢asto pod ,,prahem vnimani*
autord. Pfitom zdanlivé drobné odlignosti uspofadani, postupu ¢éi vyjadieni déti mohou
vyrazné ménit kontext Gvah, kter€ stoji za formalné stejnymi feSenimi.

5. Prace déle ukazala problemati¢nost jazykového osvojeni matematickych vyrazi.
Ukazala, jak se dit€¢ musi nau€it vnimat zadani alohy podle poZadavki matematického
kontextu a Ze tato dovednost neni nic samoziejmého.

6. Diskutuji s pojetim péti interpretaci zZlomku podle Lamon (1999). Dochazim mj. k
zavéru, ze vy€letiovat interpretaci zlomku jako miry jako svébytnou neni potfeba. Na zakladé
analyzy détskych feSeni navrhuji také ponékud odli$né chapani pojmu ,,jednotkovani‘.

7. Ukazuji dale prolinani jednotlivych interpretaci ¢i vyznamovych modalit zlomku a
dochazim k zavéru, Ze hranice mezi jednotlivymi interpretacemi zlomku neni tak ostra, jak ji
Lamon prezentuje.

Prolinani jednotlivych interpretaci zlomku se ukazalo v détskych fesenich. Jednotlivé
interpretace zlomku jsou v détskych fesenich pfitomny, ale jejich vyskyt neni zavisly na typu
ptikladu. Typ ulohy nijak jednozna¢né nevyvolaval u déti urditou vyznamovou interpretaci
zlomku, ackoli ulohy byly voleny ve shodé svymezenim Lamon a pravé s timto
predpokladem. Dochazim tak k zavéru, Ze vymezeni péti typl interpretaci zlomku je pro popis

dé&tskych pohledi na vyznamy zlomki a pro popis druhu tlohy nepfesné.
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8. Price také ukazala, jakym problémem je pro déti orientovat se v riznych kontextech
mnohovyznamového konceptu, jakym je zlomek. Uchopeni zlomkového konceptu vyzaduje
propojeni mnoha kontextl a flexibilni pohyb mezi nimi, ktery neni zfejmé& mozné osvojit si

jinak neZ prostfednictvim riznorodého pouzivani zlomku v &innosti ditéte.
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Prilohy

1 Tabulka s péti interpretacemi 3/4

Rational Number
Interpretations of 3/4

Part-Whole Comparisons
With Unitizing

"3 parts out of 4 equal
parts”

Measure

"3(1/4 units)"

Operator

"3/4 of something"

Quotient
"3 divided by 4"

Ratios

"3 10 4"

(Lamon, 2006, s. 220)

Selected Classroom
Meaning Activities

3/4 means three parts out of four equal

sarts of the unit, with equivalent

fractions found by thinking of the parts Unitizing to produce

in terms of larger or smaller chunks. equivalent fractions and
to compare fractions

3/4 pies=12/16(1/4 pies)=(lal/2)/2 (pair

of pies)

Successive partitioning
of a number line;
reading meters and
gauges

3/4 means a distance of 3(1/4 units) from
0 on the number line or 3 (1/4 units) of a
ziven area.

3/4 gives a rule that tells how to operate

on a unit (or on the result of previous Machines, paper folding,
operation); multiply by 3 and divide your xeroxing, discounting,
result by 4 or divide by 4 and multiply ~ area models for

the result by 3. This results in multiple multiplication and
meanings for 3/4: 3(1/4 units), 1(3/4 division

unit) and 1/4(3-unit)

3/4 is the amount each person receives
when 4 people share a 3-unit of Partitioning
something

3:4 is a relationship in which there are 3
A’s compared, in a multiplicative rather Bi-color chip activities
than an aditive sense, to 4 B's.
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2 Ukazka prace s jednim ditétem: transkripce kamerového zaznamu

Pavel
nloha 1

la

J: Rozumi§ tomu zadani?

D: No, rozumim. Tady to je celek, takZe to mam rozdglit asi na dvé pilky.

J: Mas celek. A nejdiiv ho rozdél na to, co je tady napsany na za¢atku. TakZe napriklad
nejdiiv ho rozdelis na tetiny a pak mi napises, kolik jsou 2/3, jo? Tak zkus nejdFiv to é’éko
Rozdél ten celek na tietiny. :
D: Takze 2/3, to je néco jako tii Ctvrtg, to je skoro cely. .....2/3....tak to bude takhle
(zakresluje viz a/1™").

J: A ted’ mi fekni, jak jsi na to pfisel.

D: No pfisel jsem na to, Ze 2/3 to je skoro jako t¥i Stvrte ty ..

J: kAh; Ale tjf'{biich_ ted I?Otfeiboxala, abys pouzival ty pojmy presné. TakZe 2/3 nemizou bit
ako %, protoZe to je jiny Cislo. A je dobfe, A8 ; ‘2 ol

JA e s JPe o takoi ejJ oghad. J ¢ mas takovej odhad, ale ja to potiebuju presné.
D: ...

J: A tak mi netikej, kolik jsou 2/3, ale nejdtiv mi ten celek rozdél na tietiny. J4 ti d4m novej
papir, jestli chces.

D: Jo, uz vim, ja jsem to udélal Spatné. To bude jako i 3

(kroutkao dva Fidky, viz papire 11(3 ) Jako ten celej. TakZe tohle budou 2/3

J: Tohle jsou dvé tietiny?

D: Ne. Kdyz to vemu takhle (ukazuje na a/l1), tak to bud Ykuie EtvE ted
zakrouzkovanych 2 fadcich, viz papirek a/2)). uceashie (zaloouzkije Syli (eCkyy
J: No a jak jsi na to pfisel ted”?

;)/: No protoZe ten celek je rozd€lenej na tfi ¢asti. A zakrouzkoval jsem 2/3 tady (ukazuje na

y)

J: No a kde jsou ty tfi ¢asti?

D: Tady je jedna, druh4, tieti (postupné ukazuje vzdy dveé kulicky).

J: No a kdyz mi ukazuje$, Ze tohle je jedna Cast, tohle druha a tady tieti

D: tak 2/3 jsou tohle (ukazuje 4 tecky)

J: Pockej. To jo dvé ¢asti jsou zakrouZkovany. KdyZ beres tohle (ukazuji zakrouzkované dva
tadky, a/2), tak mas pravdu, ale ja chci, abys bral jako celek tohle cely (ukazuji viechny
kuli¢ky). Ne je tuhle jednu Cast.

D: J6 tplné tohle cely.

J: Jo uplné. Tak to zkus znovu (davam mu dal3i papir).

D: (krouzkuje dva sloupce, viz papirek a/3).

J: A ted’ zakrouzkovals co?

D: 2/3.

J: Jo dobte. Tak s tim souhlasim. A kde je 1/3?

D: 1/3 je takhle (ud€la ¢aru mezi zakrouzkovanymi 2 sloupci).

J: Jo. Dobte. Tak ted’ uz si rozumime?

D: Jo.

J: Tak jo. Super. Zkus to bécko.

2! pracovni listy a ,,papirky* vypIn&né Pavlem jsou uvedeny v samostatné ptiloze za transkripci.



1b

D: (krovuikuje.éest fadkd, viz papirek b). To jsem udélal 5/6, protoze t&ch sloupct, ktery isem
zakrouzkoval je pét (ma papirek obréaceny na itku). A
J: Jo dobrie. Cécko.

1c

D: (oté(":l’ papirek na Sitku — pocita sloupce — opét otadi papirek — pohybuje tuzkou rtizné nad
teCkami — ve vzduch déla krouzky po dvou kulickach — zakrouzkuje 4 tecky).

J: No ukaz. Jak jsi to délal?

D: ...

J: A ted’ jsi mi tam zakrouzkoval uz

D: 2/9.

J: A coje 1/9?

D: Em, to je todle to (rozpiili 4 tecky).

J: Ehm. Dobfe.

1d

D: (pohybuje riizn€ nad te¢kami ve vzduchu). Tohle je t&2%i trodku.

J: Ehm. Je no.

D: (opét pohybuje riizné nad tec¢kami ve vzduchu) ...............

J: Tak co tam nevychazi? V ¢em je to t&7ky?

D: No}.llie tczi tllejtde rozdelit. KdyZ je tam 36, tak to by mélo byt na 3/12. 3krét 12, takZe bych si
to mohl rozdélitna ............. no nevychazi mi to néiak Nemtsy ni i 2 -~
J: A téch 36, ty jsi vzal jak. Ted' jsi mluvil o éjalll(?:::%emuzu pfiiit. na co to mam rozdélit.
D: To je téch 3krat 12.

J: Ehm. 3krat 12 je 36 a da se s tim néco?

D: ... ne ...

J: a pro¢ jsi délal 3krat 12?

D: To bylo Spatné.

J: Tteba to nebylo Spatné. Ja se jen ptam, pro& jsi délal to 3krat 12

D: No protoZe to je 36, to obsahuje téch kolegek.

J:Ale tam je 18 t&ch kulicek.

D: 18 kuli¢ek? .... no ....

J: Tys vychazel z toho, Ze je tam 36 kuliek?

D: no ja jsem si to Spatné€ spocital.

J: A pogital jsi s tim takhle od zatatku? Po¢ital sis to predtim?

D: No potital, ale vySlo mi to n€jak jinak, ja nevim.

J: A tady jsi pogital kuli¢ky, kolik jich tam je, kdyZ jsi poéital ty devitiny? Tak sis spoéital
kolik je tam kulicek /

D: nespocital.

J: A jak jsi v&dél, Ze to ma byt dv€ a pak Ctyfi?

D: protoZe jsem si to rozdélil podle t&ch sloupci.

J: Takze sis to zkousel, a pak sis spocital jestli jich je tam devét?

D: jo. Jak se to da rozdélit.

J: Jo. aha. Tak dobfe. :
D e e tyhle dva, to je dvanactina (krouZkuje dva fadky). Pfisel jsem na to, protoZe

6/12 by byla ptesné polovina, tak jsem ubral ten jeden sloupegek.

J: Ehm. 6/12 by bylo polovina.
D: No. tady. (ukazuje ¢aru mezi tfetim a étvrtym fadkem).
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J: Souhlasim. Ale té€ch 5/12 jsi odhadl.

D: No odhadem.

J: Ale to neni ptesné. Takhle to vyjit nema. Piiblizn€ se trefujes, ale neni to pfesné ono. A
kdybys to mél délat piesné. Jak bys to délal?

D: Em. kdyZ tohle je vlastné té&ch 12/12 v3echny ty kolecka. Tohle je ta %2 z 12 (ukazuje 3
fadky). TakZe 5/12 je kdyz oddélam tady ten fadek. Nakonec jsem s toho udélal, aby to
nebylo téch 6 ta pulka.

J: Jo. Kdyz ma3 6/12 jako pulku, tak tady to je 6/12 a tady taky 6/12 (kreslim do papirku),
takZe kdyz téch 6/12 rozdélim na pulku, tak jak to bude? A nebo kdyz téch 6/12 budu délit
tfema, tak ziskam 2/12 a to bude tady ten sloupec (tfi kuli¢ky — je to nasifku). Ty mi vlastné
ukazujes 2/12. To cos tady zakrouZkoval jsou 2/12. Teda vlastné 4/12. To cos zakrouzkoval
jsou 4/12. Ne 5/12. No a kdyZ uz vi$, co jsou 2/12, tak se to da udélat, ne?

D: To bude tohle. (zakrouZkuje 2 te¢ky).

J: A jak jsi na to pfisel?

D: No, Ze jsem zase rozd¢lil.:-), ale to je zase odhadem, neni to piesné

J: No tak podivej. Pfesné€ vime, Ze tohle je 6/12. To vime piesné to neni odhad. To je jasny.
Ted’ tady mas tii sloupce. TakZe 6 déleno tfema je dva. TakZe tohle budou 2/12 (krouZkuji
sloupec a pisu 2/12). Pomuze ti to?

D: No, ale to musim ten puntik rozdélit na palku.

J: No.

D: To de?

J: Jo to de.

D: No tak to ja jsem nevédél. Tak to teda bude takhle (d4 dohromady 1 a pul kuli¢ky). To ja
neveédél, Ze se to muze pilit.

J: Jo, mizZe. Dobry. Tak co je teda 1/12. Jest€ mé to tam potadné zvyrazni, co je 1/12.

D: No to je takhle ten puntik a pul.

J: Ehm. Jo dobfe, tak jo. Tys nad tim uZ uvaZoval, Ze se to maZze pulit?

D: No uvazoval, ale kdyZ jsou tam ty puntiky plny, tak mi to pfislo néjaky divny.

J: Jo. Dobfe. A téch 5/12? Kolik by to potom bylo tecek?

D: No takhle (d€¢la mnoZinu viz papirek)

J: Jo dobfte. Tak Super. Ted’ jesté écko.

le

D: (zase si to otaci na Sitku — po¢ita kuli¢ky v prvnim fadku a poslednim sloupci — krouzkuje
4 tecky).

J: Ehm.

D: je tam 18 puntik, tak jsem 4 ozna¢il.

J: Ehm. 1/18 je teda co?

D: 1 puntik.

J: Jo. ... No. Super. Vyborné. Zkus tu dvojku.

uloha 2

D: (pogita si pocet Ctverecku). ........ Mam to jako zakrouzkovat?....Jo, to je 16/4.

J: Muzes krouzkovat, klidné, jestli chces. Ja potfebuju néjak popsat a vysvétlit, Ze to
znazoriuje 16/4. Aby to sed€lo. A muzes s tim délat cokoliv. A nemusis s tim délat nic. M€ je
to jedno, ale potfebuju, abys mi ukazal, Ze to vyjadiuje 16/4.

D: No takZe ta jedna kosti¢ka je Y4 a tady jsou ty 4 celky (ukazuje od prvniho k poslednimu
étverecku).

J: Ehm. Jo dobie. Souhlasim. Jo je$té mi fekni, kde jsi vzal ty 4 celky. Ja souhlasim, Ze tam
jsou. Jak jsi na to pfisel?
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D: No 4 celky protoZe jsem si spoéital, Ze t&ch ¢tverecku je 16, takZe kdyz tam ma byt 16/4,
tak ten jeden étverecek je vlastné ta Ctvrtina.

J: Ehm. A co dal? Jak jsi tam dostal ten celek? Ty 4 celky?

D: No protoZe 4krat 4 je 16.

J: Jo, dobfe. Jasny. Souhlasim s timto vysvétlenim. No tak trojka.

uloha 3

Diiiiiis Dosel jsem k tomu tak, Ze kazdy dit€ musi mit téi ¢tvrté ty cokolady, 4 tyhle
¢tverecky.

J: Ehm.

D: ProtoZe, aby to bylo stejny, protoZe kdyz rozdélim tady ty 4 ¢tverecky, tak jsou tam 6krat.
J: Ehm. TakZe kazdej dostane tady ty &tyfi Stvereéky?

D: Jo.

J: Tak s tim souhlasim. Ale prosim t&, zase jsi tam hodil n&jaky % nebo co. Ty to vZdycky
né&jak odhadnes. Je to pfesné tfi étvrtiny?

D: ... No, to je n&jaky 4/6.

J: Tak co to teda je?

D: To jsou 2/3.

J: Ehm.

D: 4/6, 2/3.

J: Ehm.

D: Tak na to jsem pfiSel, Ze jich tam je Sest v ty Cokoladg, t&ch obdélnicku, a kdyz tedy to, tak
4/6, a to kdyZ vydélim, tak jsou to 2/3.

J: Tak ja souhlasim s tim, Ze to jsou 2/3, ale nefikej mé, Ze 2/3 jsou to samy jako %a.

D: No neni.

J: No neni. Ty to tam, jen tak flaknes, jak ti to pfipada. Alespoit mé se to tak zda.

D: No piipada. Je to tak.

J: No tak to je potieba si to ovéfit :-) Ale jo spravng, jsou to 2/3. To bysme si to museli jinak
strukturovat. Rozdélit na ¢tvrtiny tu ¢okoladu, aby jsme presné védéli, jak jsou %a.

D: Ale opticky to tak vypada.

J: No jo. Tak perfektni. Kdyz jsi to vyjadfil z toho (¢okolada), tak jsou to 4/6, a kdybys to mél
zlomkem vyjadfit jesté jinak? Slo by to?

D: No 3lo by to. Téch 6/4 nebo 12/8.

J: Jo. Ale kdybych to nechtéla vyjadrit z té jedné Gokolady, ale chtéla to vyjadfit ze viech téch
4 ¢okolad? Dalo by se to vyjadfit zlomkem né&jak? Ze bys ten celek m&l ty 4 &okolady, a ne tu
jednu.

D:......... 12/18.

J: Pro¢ 12/18?

D: Podle poctu téch Ctverecki. 6krat 2 je 12 a 6krat 3 je 18. Tak 12/18.

J: 6krat 2?7

D: No protoZe to jsou 2/3.

J: A tys tikal podle poctu Ctvereckd.

D: Em. Podle poétu déti, které si to maji rozdélit.

J: Ja ale chci, abys vzal jako celek ty 4 ¢okolady.

D: To jsou 4 celky.

J: A kdybych nechtéla abys to bral jako 4 celky, ale abys to bral jako 1 celek? Abys ty 4
¢okolady bral jako jeden celek.

D: Slo by to. To by bylo, kdyZ m4 kazdej 6.

J: Kazdej ma 4.

D: To by bylo 24/24.
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J: Jo. 24/24 by byl ten celek. A kolik by mélo to jedno dit&?

D: No .

J: No jak jsi priel na 4?

D: To je té&ch déti Sest. A 24 déleno 6 je 4.

J: To jo to souhlasim. 24 déleno 6 jsou 4, coZ jsou ty 4 obdélni¢ky. Ale neni to 4 z té&ch 24
¢tverecku.

D:....

J: KdyZ mas 24 CtvereCkil a celek je 24/24, jak jsi spravné fekl, tak ten 1 Etverecek je co?
DR B ok

J: Ja t& tady nechci trapit, ale ja vim, Ze to vi§. KdyZ jedna tecka z 18 te€ek, byla 1/18. Tak
kdyz tady mas 24 obdélnicku, tak ten jeden je co?

D: No, 1/24.

J: No. Takze ty 4?

D: 4/24.

J: No takzZe se to da brat ze dvou pohledu. Ze 4 Eokolad dostane 4/24 a z jedna Cokolady
dostane 2/3. Tak jo. Ja vim, Ze to vi§, takZe proto se k tomu vZdycky chci dostat. Tak jo.
MiiZzem na tu &tverku. Nebo vi§ co. Nejdiiv mi zkus spogitat tu p&tku®.

uloha 5

D: ....Takze t€ch 42 musime rozdélit na tfi ¢asti a vo jednu ¢ast ma vic ten Martin. Takze 42
déleno 3. To nejde. Ne de vlastné. Takze 14. ....TakZe Jirka ma....56 kuliCek....A pfisel jsem
na to tak, ze 42 jsem vydélil 3. To je 14 a Jirka ma mit o 1/3 vic takze 42 plus 14 je 56.

J: To neni dobfe, protoZe oni maji dohromady 42 kuli¢ek. KdyZ maji dohromady 42 kuli¢ek,
tak jak muZe mit najednou Jirka 56. Maji dohromady jen 42 kuli¢ek. Ty nemas 56 kuligek.
Té&ch 42 se musi n&jak rozdélit a nemuze mit nékdo vic

D: jo chapu, chapu ...... Tak to musi byt minus 14. ............ Tak 28. Tak Jirka ma 28.

J: Jo. Dobry. Jestlize budes tu 1/3 brat z téch 42, tak ten vysledek je spravny, ale kdybys tu
1/3 nebral z téch 42, ale z toho, co ma Martin?

D: No Martin ma téch 28

J: Ale nepouzivej ty stary vysledky. Kdybys hned ze zaCatku, nez sis spocital kolik kdo ma, to
zkus jinak.

D: No tak bych si udélal tfi sloupce, rozdélil kulicky do tfech sloupci, a pak bych
zakrouzkoval jednu ¢ast. (viz papir)

J: No, ale tim padem bys to zase délil tfema, zase bys 42 vydélil 3, takZe by ti zase tfetina
vysla 14. Takze by to byl v podstaté ten stejnej vysledek. Ale jinej postup, tak dobra. A ja ti
jesté zkusim dat podobnou tGlohu. A ty mé feknes, jestli je to jiny nebo stejny. ....... Co
kdybych ti to zadala takhle(tloha A).

D: .. Mé to pfijde jiny.

J:Joav gem.

D: Ze to ma vlastné vo 1/3 z toho, co ma Martin. Pfedtim jsme pocitali z toho, co maji
dohromady.

J: Ehm. A $lo by to n&jak spocitat? Z takovyho zadani?

D: Slo. To musim odeéist 28 z t&ch 42. Tak to je 14. A 1/3 z téch 14ti ...............

J: Takze bys délal jako dvakrat 1/3. Jednou bys udélal 1/3 ze 42, a pak délas jesté dalsi tfetinu
ze 14, jo?

D: Jo.

2 Ngkteré déti pocitaly ulohu 5 dtive nez tlohu 4. Cht&la jsem vyzkouset, jak bude dité fedit ulohu 5 ptedtim,
neZ bude ovlivnéno vypoctem ulohy 4. Nebo-li zda po€itani tlohy 4 vyznamé ovlivituje feSeni ulohy 5. Zjistila

jsem, Ze nikoliv.
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J: A kdyZ ti ddm to bécko?

D: To bych vlastné pficet k tém 42 tu 1/3.

J: Pro¢?

D: Protoze to je z celkového mnoZstvi téch 42 a on ma o 1/3 vic.

D: No z toho bych udélal 1/3 a tu bych tam pficet.

J: Z t&ch 42 bys udélal 1/3.

D: No a k t¢m 42 bych to pficetl.

J: Takze to by bylo jako na zacatku, jak ti vy$lo 567

D: Jo. Ja nevim jestli je to §patné.

J: No $patné je to v tom, Ze oni maji dohromady 42, takZe vic prosté mit nemizou.
D: No tak to je tim padem to samy.

J: Tim padem to samy, jako co?

D: Em ... jako tadle (pivodni) dloha.

J: Jo. Dobte, tak zkus to cécko.

D: ....To je taky to samy.

J: Jako co?

D: jako ta pétka.

J: a to décko?

D: To je jiny v tom, Ze ma o 1/3 kuli¢ky.

J: Ehm. A jak by to bylo? Jak bys to dé&lal, kdybys mohl tu kuli¢ku rozdélit na tfetiny.
D: No na tii kousky.

J: Jo, ale jak by to bylo.

D: Tak to by mél té€ch 28 kulicek a 1/3 ..... no prosté o 1/3 kuli¢ky by mél vic.

J: No jo, ale kolik by mé&l Martin a kolik by mél Jirka.

D: No tak musime odegitat Martinovi o 1/3 ty kuli¢ky.

J: A kolik bude mit Martin, neZ mu za¢ne§ odegitat tu 1/3?

D: Ten by mé&l 13 a 2/3 kuligky. ... Ne to by nemél .... Ne 12 a 2/3 kuli¢ky.

J: A vide ti to potom 42? A kolik bude mit potom Jirka a kolik Martin?

D X0 Ne takZe to musime rozdélit na 21 takze 20 a 2/3 a Jirka ten by mél 21 a 1/3 kuli¢ky.
J: No tak dobfe. MizZeme jit na &tverku.

uloha 4

D: No tak to je lehky.

J: Jo je. Tak jak to je?

D: No vyhrala 10 zavodu.

J: Vyhrala nebo prohréla, j4 jsem to dobte neslysela.
D: No vyhréla.

J: Vyhrala 10 zavodi. Jo dobfe. A jak jsi to poéital?
D: 15 a ma to bejt 2/3 vyhrala, takze 15+ 3 x 2 = 10.
J: Dobfte. Ted zkus 6.

uloha 6

D: Tady to pokracuje dal ta osa?

J: Ehm.

DX creerererereroneds

J: Tak co?

D: To by mélo bejt tady ty 2/5 (na 13.té Earce, viz pracovni list).
J: Ukaz? A ted jak jsi na to pfiSel.
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D: No pfisel jsem na to, ale nevim jestli to jde. O jednu jsem zvétsil tu 4 a 3 a udélal jsem

z toho 4/5, ale to je asi $patn€, Ze? A o dva miii by byly 2/5.

J: No, tak to je Spatné¢.

D: No jo, je to Spatné.

J: A pro¢ je to Spatné&?

D: ProtoZe to tak nejde.

J: A pro¢ to tak nejde?

D: V pravidlech to nejde.

J: Jo. NemiiZe$ tam jen tak néco pticist. Kdybys pfiéital jednicku, tak by to vyslo jinak.
Kdybys ke % pficital jedni¢ku, tak by to pfece vys$lo aplné jinak.

D: Hm.

J: Ale je dobry, Ze sis to chtél n&jak pfevést na ty pétiny.

D: To musim dostat n€jakym zptsobem na pétiny, a ted’ jak.

J: No % ptijde na pétiny hodné té€zko, ale né&jak to pfevést, abys to mohl porovnat.

DR, e Jo uz vim jak. Musime najit u téch zlomki spole¢ny ¢&islo. Tak to bude 20 tieba.
Tady to musime zvysit Skrat to je 15/20 a tady 4krat, 8/20. ........ (Pocita ¢arky od % dal). ......
Tady (po¢ita ¢arky od % k nule — zastavi se na osmé ¢arce od nuly - pise 2/5 na osma ¢arce).
J: No a jak jsi na to ptisel?

D: Udélal jsem, aby méli to spoleény ¢&islo, toho ¢initele. 4krat 5 je 20, 15 a 20. No a 15, aby
jsme dosli k ty osmiéce, tak to musim minus 7, takZe jsem si odpoéital 7 t&ch

J: No jasné. Jo dobfe. Souhlasim. TakZe sis to pfevedl na spoleényho jmenovatele, a tim
padem jsi to mohl dobfe porovnat, jaky je mezi tim vztah. TakZe jsi védét, ze kdyz tohle je
15/20, tak tady je 8/20. No vyborn& souhlasim. A $lo by to jesté n&jak jinak? .... Pfes celky.
D: No to bych musel najit, ty 4/4.

J: Ehm. Tak kde by byly 4/4?

D: Ty by byly tady (ukazuje na jednu ¢arku za %) za tim.

J: Hned za tim? Tak to se mi nezda. Piedstav si, Ze tahle cela vzdalenost jsou %, a tady ta
malinka Cast by byla Y. To je stra§ny nepomér. Kdyz vi§, Ze tahle vzdalenost jsou %, tak kde
jsou 4/4.

D: TakzZe to zase musim rozdélit na tfi kousky tady. (po¢ita pocet ¢arek ke % - napocita pét
carek véetn€ nuly — zvyrazni 4 ¢arku — napocita 5 - zvyrazni 9 ¢arku — napodita 5 ¢arek za ¥ -
zvyrazni — piSe 4/4).

J: Ehm. TakZe to ma$ po péti. No super. A kdyz ted’ vi§, Ze tady je celek. Tak jak bys potom
zjistil, kde jsou 2/5.

D:......... To bych zase musel rozdélit na 20 téch kust. Kdybych to chtél vypocitat.

J: Pro¢ na 20.

D: No aby to mélo toho spoleényho jmenovatele.

J: Aha. No tak ty bys to zase fesil ptes spoleényho jmenovatele, jak uz jsi délal tady. No tak ja
bych to tieba feSila tak, Ze bych ty 4/4....( vysvétluji jak pokracovat dal).

uloha 7

| DR rrrrrerreroroooas MuZu napsat do t&ch zlomki desetinny ¢islo.

J: Jo mizes.

D: (pise 1/8,2) ..... .....

J: A nad ¢im ted’ ptemyslis?

D: Aby to bylo mezi.

J: Takze hledas ted’ to druhy?

D: Ted’ hleddm toho druhyho, no? Vlastné aby to vyslo jesté k ty osmiéce. ....... .....
J: A ted’ka mi fekni, jak to hledas.
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D: (ptepisuje 1/8,2 na 1/8,325). No aby to bylo desetinny &islo, nejdiiv v desetinach, ale to mi
n&jak neslo, takZe v setinach. Tak jsem se snaZil 100 déleno 3. To mi taky neslo. Tak jsem to
musel rozdélit jesté na vic. ... Musim najit v setinach, aby se tam vesli ty dvé ¢isla do téch
devitin, je$té stou jednou osminou. Jedna osmina celych a jesté dvé Cisla.

J: Takze ted’ tam mas &islo 8,252

D: ne 325.

J: Je to 1/3257

D: Jo.

J: A tady to piedtim jako nic?

D: 8,25 jsem myslel.

J: A proé€ jsi zavrhl to 8,25.

D: ProtoZe jsem zapomnél, Ze tam maji byt 2 ¢isla a n€ tfi. Ja jsem to vlastné rozdélil na 4
kousky. ProtoZe 4krat 25 by bylo 100. JenZe ja potfebuju dva kousky a tieti aby byl 1,9, takze
tu stovku na tfi rozdélit.

J: Aha. TakZe rozdélujes stovku. .... Ale ja nepotiebuju 100 rozdglit ngjak pravidelné. Mé
sta¢i tam najit jakykoliv dva zlomky mezi t¢éma dvouma zlomkama. To nemusi byt né&jak
pravidelné.

D: Jo takZe to mtZe bejt 1/8,1 a 1/8.8.

J: Ehm. Jo.

D: :-) A ja to tady tak pocital.

J: No. A kdyz ti teda vezmu, napi§ mi tam ty dvé &isla, Ze to bude 1/8,1 a 1/8.8. Ja ti to teda
vezmu, i kdyZ tam mas desetinny &islo. Ale takhle se to normalné nepise. TakzZe bys to musel
n&jak prevést na zlomek, kdyZ chci dva zlomky.

D: To bych musel vydélil.

J: Ze bys délil 1 d&leno 8,1?

D: No a pak by mi vys$lo néjaky &islo.

J: No to by ti vyslo n&jaky ¢islo mezi tim. A jesté se t& zeptam, co je v&tsi 1/8 nebo 1/9.

D: 1/8.

J: Jo. Jasné. Tak zkus tu osmicku.

uloha 8

D:ns A zase to mam ve zlomcich vypoéitat?

J: Jak chces to mize§ vypocitat. Klidné ve zlomcich.

D:i No vic Sizenej je ten pomeranéove;j.

J: A proc?

D: No protoze kdyZ to mame v tom poméru, sem vypoé&ital 3krat 12 je 36. Tady je téch
odmérek 30 a tady 3krat 16, 48. A kdyZ to vezmeme v tom poméru, tak tady je to 0 6 miii a
tady o 12 mif.

J: No tak to mi zkus napsat. ProtoZe jak jsi to ted’ fikal, tak ja jsem si nestihla ovéfit, jestli o
tak je nebo ne. Tak mi to zkus napsat a ukazat mi to na tom.

D: Tak tfeba (piSe viz pracovni list). ... No tak to je obracené.

J: No pockej, tak jak to je?

D: Tak ja jsem to ud€lal tak, Ze jsem udélal 2krat 12 a vyslo mi 24 a 2krat 16, 32. 2krat 12 ma
dal do t&ch 30, takZe tam ma vic odmérek, a kdyZ to udélam 2krat 16, tak to je 32 a té&ch
odmérek je jen o 4 vic, takZe to bude vic Sizeny. Je tam vic téch odmérek vody.

Hidseni. RozluStim jen néco:
D: Tak to tam bude zase desetinny ¢islo. Tou 12 se do téch 30 nedostanu. Tak tam musim

pouzit to desetinny &islo.
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J:Myslis jako, Ze bys délil 30 dvanacti a to ti nevyjde cely &islo, tak pro to se do toho
nedostane$? Nebo co znamena: 12 se do 30 nedostanu?

D: No Ze bych musel pouzit 3krat 12, abych zjistil v jakym je to tam poméru. No a tou 12,
kdyZz udélam 3krat 12, tak je to 36. Do ty 30 se nedostanu.

J: Aha. Jo takhle.

D: Ze by to nemohlo byt 2krat ani 3krat, ale n&jaky desetinny €islo.

J: A kdybys to zjistil, tak co by ti to fikalo o tom druhym &islu, jakym zpisobem bys to
porovnal?

D: Me by pfisel jako nelepsi zptisob, Ze bych to vydélil a &im by mi vyslo vétsi &islo, tim je to
vic 3izeny tou vodou.

151



3 Ukazka pracovniho listu

Nasleduje zkopirovany Pavlem vyplnény pracovni list a ,,papirky*, na které znazornioval
feSeni podiloh prvni tlohy. Pavliv pracovni list slouZi zaroveii jako ukazka materialu, ktery
mély déti pied sebou.
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1. Rozdél celek tvofeny teCkami vpravo:

N
}
. . 2 e/ o
a) na tretiny. Kolik te¢ek obsahuji :?
: e o
-.“'\
o - L2,
b) na Sestiny. Kolik tec¢ek obsahuje = o o
2
c) na devitiny. Kolik te¢ek obsahuji L—;? ® o o
e o o

.;
d) na dvanactiny. Kolik te¢ek obsahuje F?

e) na osmnactiny. Kolik te¢ek obsahuiji %?

2. Dotvor nasledujici skupinu ctvere€ku tak, aby bylo ziejmé, Ze vyjadiuje ]Tb

3. Sest déti ma tyto &tyfi &okolady k rozdéleni. Kazdé dité ma dostat stejné. Jakym
zplisobem se mohou rozdélit?




P Y { ::r

4. Katka se zGg&astnila patnacti zavodi v plavani a 5 z nich vyhrala. Kolik jich

prohrala?

5. Jirka a Martin maji dohromady 42 kuliéek. Jirka jich ma o —13- vic nez Martin. Kolik

kuliéek ma Jirka?

® 0 o

S 57 o
6. Jestlize vi§, kde na ose leZi e vyznaé na ni s




7. Napi$ dva zlomky, jejichz velikost je mezi ]: a L)

1 1
&/7 / ‘g/iﬂ\)

SN

£
N

8. Ve $patném baru michaji pomeranéovy a bananovy dzus s vodou.
V pomeranéovém dzusu je 12 odmérek $tavy a 30 odmérek vody. V bananovém
dZusu je 16 odmérek stavy a 36 odmeérek vody. Ktery druh dzusu je mifi Sizen?

—







4 Zadané varianty ulohy s kulickami

Jirka a Martin maji dohromady 42 kuli¢ek. Jirka ma o % kuli¢ek (z poctu kulicek,

které ma Martin) vic nez Martin. Kolik kuli¢ek ma Jirka?

Jirka a Martin maji dohromady 42 kuli¢ek. Jirka ma o % kulicek z celkového mnozstvi

vic nez Martin. Kolik kulicek ma Jirka?

Jirka a Martin maji dohromady 45 kuli€ek. Jirka ma o % kulicek (ze svého mnozstvi

kuli¢ek) vic nez Martin. Kolik kuli¢ek ma Jirka?

Jirka a Martin maji dohromady 42 kuli¢ek. Jirka ma o % kuli¢ky vic nez Martin. Kolik

kulicek ma Jirka?
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