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Stochastická integrace

Student se ve své práci věnuje předevš́ım zavedeńı a vlastnostem Itôova integrálu podle Wienerova
procesu a kromě toho také Stratonovičovu integrálu. Téma práce je sṕı̌se náročné, co do kontextu, ve
kterém se muśı student pohybovat. Podle všeho by práci prospělo, pokud by se student přikláněl sṕı̌se
k formulaci slabš́ıch tvrzeńı t́ım, že by předpokládal některé vlastnosti objekt̊u ve striktněǰśı podobě.
Např́ıklad by v̊ubec nevadilo, pokud by pracoval s procesy, které maj́ı skutečně spojité všechny
trajektorie a totéž se týká předpoklad̊u omezenosti. Některé úvahy, které student v práci uvád́ı, by
se t́ım staly méně napadnutelné. Za současného nastaveńı se zdá, že by určitá mı́sta vyžadovaly
minimálně dovysvětleńı resp. rozepsáńı popř. korekce.

(1) Kniha Brownian Motion and Stochastic Calculus ve svém druhém vydáńı předpokládá, že spo-
jitost procesu a podobné vlastnosti jsou definovány striktně po trajektoríıch a třet́ı vydáńı
se podle všeho od druhého v tomto ohledu nelǐśı. Bez odpov́ıdaj́ıćıho předpokladu si lze
obt́ıžně představovat, že bychom byli schopni obdržet měřitelnost procesu (či progresivńı
měřitelnost), která zajǐst’uje, že jsou všechny trajektorie měřitelnými funkcemi. Zde (v ba-
kalářské práci) o některých trajektoríıch nepředpokládáme v̊ubec nic, pokud určité vlastnosti
trajektoríı požadujeme pouze skoro jistě.

(2) V d̊ukazu Tvrzeńı 14 a stejně tak Lemmatu 32 student ukazuje konvergenci středńı hodnot,
kterou interpretuje jako konvergenci v L1, a odvozuje z ńı tvrzeńı o konvergenci v pravděpo-
dobnosti. Tato část podle mě zasluhuje pozornost u obhajoby, kde by měl student sdělit, jak
by d̊ukaz prob́ıhal správně. Jinak podobná chyba se vyskytuje v argumentaci na str. 31.

(3) Podle mě by v́ıce pozornosti zasluhoval pojem progresivńı měřitelnosti, se kterým student
v pr̊uběhu práce př́ılǐs neoperuje, pouze na straně 29, kde mı́sto rozepisováńı uvád́ı pro d̊ukaz
nepodstatné argumenty jako t ≤ F (t) s t́ım, že pro taková t, pro která uvedená nerovnost plat́ı
ostře, naopak neplat́ı následuj́ıćı podmı́nka Ft-měřitelnosti veličiny WF (t), která je d̊usledkem
deklarovaného tvrzeńı v d̊ukazu.

(4) Daľśı nalezená nedopatřeńı:
(a) Požadavek 1. v nahoře na str. 4: mı́sto F má být P.
(b) V Definici 1 na str. 4 má být patrně P mı́sto µ.
(c) Na str. 4 v Poznámce za Definićı 1: při zaváděńı Lp-prostoru je lépe se vyhnout pojme-

nováńı norma pro pseudonormu ||.||Lp na Lp.
(d) Ve Větě 4 (Lebesgueova věta o majorantě) chyb́ı absolutńı hodnota v nerovnosti, která

má zaručovat majorizaci.
(e) Striktně vzato Věta 12 tak, jak je napsaná, neplat́ı (s ohledem na Definici 10). Konkrétně

definice nijak nezaručuje omezenou variaci funkce t 7→ 〈X, Y 〉t na kompaktńım intervalu
s pravděpodobnost́ı jedna, nebot’ pro každé t je náhodná veličina 〈X, Y 〉t definována
zvlášt’ jednoznačně pouze skoro jistě. Stač́ı si tedy představit

Ω = [0, T ], P = R[0, T ], X = Y = 0 a 〈X, Y 〉t(ω) = 1[t−ω∈Q].

Stejně tak definice nezaručuje 2. bod z Věty 13 (neklesaj́ıćı a spojité trajektorie 〈X〉).
(f) V Důkazu na straně 10 je použit (do té doby) nedefinovaný pojem měřitelného procesu.
(g) Na straně 14 v d̊ukazu Lemmatu 20 je uvedena nerovnost C > bez pravé strany.
(h) Strana 15, odstavec za prvńı odsazenou formuĺı: Tvrzeńı 7 nelze bezprostředně použ́ıt,

protože neńı splněn předpoklad konečnosti integrál̊u. Odpov́ıdaj́ıćı př́ıprava pro použit́ı
by byla patrně zbytečně komplikuj́ıćı. Jako řešeńı se zde jev́ı ześılit předpoklady Lem-
matu 21 tak, aby byly trajektorie procesu X skutečně všechny omezené.
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(i) Na str. 16 nahoře je použ́ıváno n patrně mı́sto m.
(j) Ve Tvrzeńı 10 by bylo dobré, pokud by byla specifikována L2-norma na Mc

2. Patrně pro
X ∈Mc

2 je rovna hodnotě (E|XT |2)1/2.
(k) Důkaz Tvrzeńı 27 na straně 20 ke konci podle všeho neńı úplně v pořádku, nebot’ proces

I tak, jak je definován, nemůže být bez daľśıch předpoklad̊u vměstnán do prostoru Mc
2,

kde jsou pouze procesy se spojitými trajektoriemi (až na množinu mı́ry nula).
(l) V prvńı odsazené formuli na straně 23 má být j mı́sto i.

(m) V posledńı odsazené formuli na straně 25 je chyba ve znaménku.
(n) Prvńı nerovnost v předposledńı odsazené formuli na straně 26 podle všeho obecně neplat́ı.
(o) Na str. 27 jsou alespoň ve dvou př́ıpadech prohozeny hodnoty n, k.

• Bylo téma pro bakalářskou práci přiměřené a bylo pojato přiměřeným zp̊usobem? ANO (až
na doporučované změny).
• Obsahuje práce vlastńı př́ıspěvek autora? ANO Je v práci dostatečně specifikován? ANO

V čem tento př́ıspěvek spoč́ıvá? Je specifikován jako ucelený výklad.
• Obsahuje práce rigorózně a korektně zformulovaný matematický text? ANO Jaká je matema-

tická úroveň práce? Až na nedopatřeńı s množinou mı́ry nula a práce s konvergenćı v L1 je
na slušné úrovni.
• Jsou zdroje správně citovány? ANO Je práce po formálńı stránce v pořádku? ANO
• Lze práci uznat jako práci bakalářskou? ANO

Na závěr nezbývá než konstatovat, že uvedená práce splňuje předpoklady kladené na bakalářskou
práci na MFF UK.

V Praze dne 7.6.2017 Mgr. Petr Dostál, PhD.


