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¢astecnych souctt, dle|Stratonovich) (1966)), ktera je pfi integraci podle Wienerova
procesu ekvivalentni s piivodni Stratonovicovou variantou. Na protiptikladu dle
Yor (1977) vSak v praci predlozime argument, Ze pro, a¢ spojity, integrator se
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Uvod

Provedeme nésledujici heuristickou tivahu, jak je popséana v |Oksendall (2013),
str. 21. Predpokladejme, ze méame néjaky model dany diferencialni rovnici

dN

yre a(t,N(t)), tel0,1], N(0)=N,,

pro néjaké realné funkce N, a a realné cislo Ny. Lze si napriklad predstavit po-
pulacni model. Potom N (t) by znézornovalo pocet jedincu v Case t a a(t,N(t))
by udévalo relativni rist v éase ¢. Castym problémem je urceni pravé funkce a.
Diky chybam v méfeni dat nebo nezahrnuti vSech vlivnych faktord se miize stat,
ze tato funkce je ndm znama pouze s urcitou presnosti. Je tak rozumné rovnici
prepsat do tvaru

dN

—E=a(tN@) +bEND) V), te[0T), N(0) =N, (1)

kde V = (V(t),t € [0,7]) je ndhodny proces popisujici pravé zminénou nejistotu
a b je néjaka realna funkce. Na V' bychom mohli klast pfirozené podminky, a sice

e je-li t; # ty € (0,7, pak V;,, V4, jsou nezavislé,

o sdruzené rozdéleni {Viy, +n),Vitath): - - - :Vitn+n) } Dezavisi na h pro kazdou n-
tici t1,...,t, € [0,T] a h > 0 dostateéné malé,

e proces V' je spojity (viz Definice [4)).

Pokud bychom takovy proces V nasli, potom, je-li N integrovatelna, bychom
mohli (1) vyFesit klasickymi metodami feSeni diferencialnich rovnic pouze s tim
rozdilem, ze vysledek by byl ndhodnou veli¢inou. Takovy proces V' ovSem ne-
existuje (viz Kallianpur| (1980), str. 10). Existuje vice piistupti, jak se s timto
vyporadat. Jeden takovy nabizi napf. Hida| (1980). My se ovSem piidrzime po-
stupu z |Oksendal (2013) a pokusime se rovnici vhodné upravit.

Misto uvazujme pro néjaké déleni 0 =ty < t; < ... < t, = T diferenc¢ni
rovnici

Ntk+1 - Ntk =a (tk7N(Tk)) (tk‘—l-l - tk) +0 (tlmN(Tk)) V(tk> (tk-l—l - tk) )

0<k<n—1, N(0) =N,
kde 7 je urity pevny bod z [tg,tx11]. P¥i oznaceni
Aty = tiss — e, AWy = V(&) A, Ny, = N(1),
kde AW), = W,, ., — W, urcuje néjaky nahodny proces W = (W(t),t € [0,7]),

k

lze psat
n—1 n—1
Nn :NQ+ a(tk,Nk) Atk+zb(tk>Nk) AWk, 0 S k S n— 1. (2)
k=0 k=0



Ukazuje se, ze podminky, které jsme netspésné kladli na proces V, mtizou pfi-
rustky procesu W splinovat. Dokonce existuje jediny takovy a je jim tzv. Wieneriv
proces (viz [Knight| (1981)). Pokud bychom se od diferen¢ni rovnice chtéli néja-
kym zptisobem vratit zpét k rovnici diferencialni, provedli bychom zfejmé limitni
prechod At — 0. Za jistych podminek by druhy c¢len rovnice konvergoval k

/ " (LN () d.

Pro spojity integrand by konvergence nezévisela na volbé 7 (viz Rudin (2003))).
K ¢emu a jak by vsSak konvergoval posledni ¢len této rovnice? Cilem této prace
je ukazat, ze lze definovat vyraz

/0 "N @) (), 3)

aby reprezentoval limitu (v Ly normé) této sumy pro zmensujici se normu déleni.
Ukaze se vsak, ze konvergence zavisi na volbé 7. I pro N spojité nebude jedno,
jakou hodnotou v ¢astecnych souctech aproximujeme a to diky vlastnostem
procesu W. Dale zjistime, Ze rozumnou konvergenci obdrzime, i pokud misto
hodnot Ny, = N, pouzijeme pramér hodnot v krajnich bodech [tg,tx+1], tj-

k

~ 1
Nk:§

(Ntk + Ntk+1) :

Po prvni kapitole, kterd nabidne potifebné poznatky z teorie pravdépodob-
nosti, nadhodnych procesii a integrace, ukdzeme v kapitole druhé dva zakladni
pristupy, pomoci kterych lze vyraz pri rizné aproximaci N definovat. Prvni
volba 7, = t;, vede na integral It6tv a druhy s pomoci ]Vk na integral Stratono-
viciv. Prejdeme ovsem k obecnéjsi tiide integratori, i kdyz Wienertiv proces pro
nés zustane stéle dilezitym piikladem (teorii integrace i presto nenabidneme v
plné obecnosti, pro hlubsi teorii viz Zihle| (1998), Biagini a kol. (2008))). Pfi de-
finici It6ova integralu pro nas bude vychozim textem zejména Karatzas a Shreve
(1988) a pii definici Stratonovic¢ova integralu pak Stratonovich| (1966) a Protter
(2004).

Posledni kapitola nabidne treti pristup k definici integralu, a sice pristup na-
vrhovany ve Stratonovich| (1966). Ukazeme konstrukci, ktera aproximuje funkci
N pomoci hodnot v bodech 7, = %(tkH + t). UkdZzeme, Ze tento pfistup je
pro jistou tiidu procest ekvivalentni s pivodnim Stratonovicovym integralem.
Té&zistém této kapitoly pak bude protiptiklad z Yor| (1977) jako ukazka toho, Ze i
pro spojité integrandy nam tyto rizné integraly davaji rizné vysledky.

Prace je kompila¢niho charakteru a jejim prinosem je zejména uceleny vyklad
a porovnani t¥ vyse popsanych pristupt, nebot vychozi literatura obsahuje vzdy
teorii k jednomu, ¢i maximalné dvéma integraltim.



1. Zakladni pojmy

Necht (€Q2,.7,{Z}icpm), P) je stochastickd baze. O filtraci {F;,t € [0,1]}
predpokladame, Ze splnuje obvyklé podminky, jmenovité

1. % obsahuje vsechny .%-nulové mnoziny,

2. ﬁt — ﬂsE(t,T] 98'

Pozndmka. Predpokladat splnéni obvyklich podminek neni pfilis restriktivni pod-
minka, jak se 1ze do¢ist v Protter| (2004), str. 16 a 22. Teorie se s timto predpokla-
dem zna¢né zjednodussi, nebot pak muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat,
Ze pracujeme s procesy, jejichz trajektorie jsou zprava spojité a limity zleva jsou
konecné.

1.1 Pojmy z teorie pravdépodobnosti

Definice 1. Necht 1 < p < oo. Pro X redlnou ndhodnou veli¢inu oznacme
Xz, = E[|X["]*?. Prostor vsechredingch ndhodnijch velicin X, pro které je
| Xz, < oo oznacime jako Z,(A, o/, ). Na Z£,(Q,.F, P) ddle definujme relaci
~ jako X ~Y, prave kdyZ | X =Y |, = 0. Tridy této ekvivalence pak oznacme
jako L,(Q), .7, P).

Pozndmka. Bude-li prostor (2, . %, P) z predeslé definice ziejmy z kontextu, dovo-
lime si pouzivat zkracené znaceni L,. Ttidy ekvivalence jsou tvofeny ndhodnymi
veli¢inami, které jsou si rovny P-s.j. Jak je v literature zvykem, budeme nadéle
o prvcich z L, hovofit jako o ndhodnych veli¢indch a budeme mit na paméti, ze
tyto prvky jsou urceny jednoznacné pouze P-s.j. Normu z .Z, prevedeme dale
zfejmym zplsobem na normu L,,.

Véta 1. Pro 1 < p < oo a metriku d, indukovanou normou || - ||, je metricky
prostor (L, d,) uplny.

Diikaz. Véta je dokdzana napt. v |Lachout| (1998), str. 28. m

Definice 2. Necht X, X,,,n € N, jsou redlné ndhodné veliciny. Rekneme, Ze X,
konverguji k X

1. v pravdépodobnosti P, piseme X, £ X, pokud
Ve>0: lim P(|X, — X| >e¢€) =0,

n—0o0

2. vL,1<p<oo, piseme X, i>X, pokud X, X, € L,,neN, a
lim E[| X, — X|"] =0.

n—oo
Nésledujici véta popisuje vztah mezi témito pojmy.

Véta 2. Necht X, X, € L,,n € N, jsou redlné ndhodné veliciny. Pokud X,
konverguje k X v L,,1 < p < 0o, pak X,, konverguje k X v pravdépodobnosti P
aje-li 1 <q<p<oo, pak X, konverguje k X v L,.
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Diikaz. Véta je dokazana napt. v |Lachout| (1998)), str. 28. O

Véta 3 (Holderova nerovnost). Necht 1 < q < p < oo spliugi % ~I—% =1a
X € Ly, Y € L, jsou redlné nahodné veliciny. Potom | XY ||, < [| X, |Y]z,-

Dikaz. Véta je dokdzana napt. v Lukes a Maly| (2005)), str. 39. O

Véta 4 (Lebesgueova véta). Necht (A, o7, 1) je prostor s mirou a X, X,,n € N,
jsou méritelné redlné funkce, X € Li(A, o, ). Je-li pro kazdé n € N splnéno
X, < X p-s.v. a {X,} je konvergentni u-s.v., pak

lim [ X,du :/ lim X, du.
Diikaz. Véta je dokdzana napt. |Lukes a Maly| (2005) v str. 34. O

Definice 3. Necht X € Li(Q,F,P) je redlnd ndhodnd veli¢ina, o/ C F je
o-algebra. Redlnou nahodnou wvelicinu Y € L1(Q, o/, P) nazveme podminénou
stredni hodnotou X pti o/, znacime Y = E[X | o], pokud

‘v’AG;z%:/XdP:/YdP.
A A

Véta 5. Necht X,Y € L1(Q,.7, P) jsou redlné ndhodné veliciny a o/ C F je
o-algebra. Potom E[X | o] existuje. Dale

1. E[X || =E[E[X | €] | &/| P-s.j., pokud € C of je o-algebra,
2. E[X | /] =E[X] P-s.j., pokud X a <7 jsou nezdvislé,

3. je-li XY € Li(Q,.7,P) a X je o/ -méFitelnd, je E[XY | o/] = XE[Y | &/]
P-s.j.,

4. je-lia, B €R, je E[aX + Y | &] = aE[X | ]+ BE[Y | &/] P-s.j.,
5. E[E[X | &]] = E[X].

Diikaz. Véta je dokdzana napt. v [Lachout| (1998)), str. 32. ]
Definice 4. Ndhodny proces X = (X;,t € [0,T]) nazveme
e adaptovanym, pokud pro kazdé t € [0,T] je X; F;-mé¥itelnd,

o F-progresivné meéritelngm, pokud pro kazdé t € [0,T] zobrazeni definované
na [0,t] x Q predpisem (s,w) — Xs(w) je B[0,t] x F-méritelné (B[0,t] znaci
borelovskou o-algebru na [0,t]). Bude-li filtrace ziejmd z kontextu, budeme
hovorit zkracené o progresivni méritelnosti,

o omezenym, pokud existuje C' > 0 takové, Ze pro P-s.v. w € € a kaZdé
t €[0,7] je | Xi(w)| < C,

o spojitym, pokud pro P-s.v. w € Q) je zobrazeni t — X,(w) spojité.



1.2 Lebesgueova-Stieltjesova integrace

Definice 5. Necht g : [a,b] — R. Oznacme D mnoZinu vSech déleni [a,b] a
Vig)s = SUP{Z |9(z:) — g(2i1)], {zi}_y € D}
i=1

Rekneme, %e g md omezenou variaci na [a,b], jestlize V(g)) < co.

Definice 6 (Lebegueiiv-Stieltjestv integral). Necht a,b € R,a < b a f,g%,g :
R — R jsou borelovsky méritelné redlné funkce. Necht g*, g~ jsou po vadé distri-
bucénimi funkcemi mér p*, p= na rediné primce (R, B) s borelovskou o-algebrou

a necht integrdly
b b
[ st [ i

jsou koneéné. Oznacme g = g+ — g~ . Potom definujeme Lebesquetiv-Stieltjestiv
integral f od a do b podle g jako

/abfdgz/abfdu+—/abfdu‘-

Véta 6. Necht g : R — R je zprava spojitd a mda omezenou variaci na [a,b]. Potom
existuji funkce g*, g~ spliujici predpoklady Definice [0 takové, Ze g = gt — g~.
Je-li f:[a,b] = R omezend, pak je integrdal z této definice dobre definovany.

Diikaz. Existence mér je dokazana v Rudin| (2003), str. 178. Kone¢nost integralu

plyne z omezenosti f a toho, ze u*, 4~ piifazuji omezenému intervalu koneénou
miru. [

Pozndmka. Definici Lebesgueova-Stieltjesova integralu mtzeme rozsirit i na na-
hodné procesy. Necht X = (X, ¢t € [0,7]), Y = (Y;,t € [0,7]) jsou ndhodné
procesy. Potom definujme Lebesguetiv-Stieltjestiv integral X podle Y vztahem

(/ ' xav) @) = | " X()ay (W),

pokud je integral konecny pro P-s.v. w € (). Je-li X omezeny a P-s.v. trajektorie
Y maji omezené variace na [0,7], mame dle predeslé véty tuto ndhodnou veli¢inu
definovanou korektné jen P-s.j. Zavadime vSak umluvu, Ze pro ostatni w € 2
budeme povazovat za hodnotu tohoto nahodného procesu nulu.

Tvrzeni 7. Necht Y = (Y;,t € [0,T]) je spojity adaptovany proces, ktery md
neklesajici trajektorie a X = (X, t € [0,T]) je progresivné méritelny. Potom
integraly

t
/XidY, 0<t<T,
0

kde X+, X~ je kladnd a zdpornd cdst procesu X, jsou dobre definované. Jsou-li
konecné, pak, chdapané jako procesy, jsou zprava spojité a progresivné meritelné.

Diikaz. Tvrzeni je formulovano v Karatzas a Shreve| (1988), str. 23. O
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1.3 Wieneruv proces

Definice 7 (Wienertv proces). Spojity ndhodny proces W = (W, t € [0,T))
nazveme F;- Wienerovym procesem, pokud je F-adaptovany a spliuje

L4 WO =0 P-S.j.,

e pro kazdé t,s € [0,T],t < s jsou Wy — W, a F; nezavislé, tj. o(W, — W) a
Fy jsou nezavislé,

e pro kazdé t,s € [0,T],t < s: Wy —W,; ~ N(0,s —t).

Pozndmka. Standardné se v definici Wienerova procesu pozaduje pouze adap-
tovanost W. Je-li vSak proces zprava spojity a .#;-adaptovany, je automaticky
F-progresivné méfitelny. Pro podrobnosti viz [Karatzas a Shreve| (1988)), str. 5.

Poznamka. Pro Wienertiv proces dale plati, ze pro kazdé n € N a n-tici bodi
t1, .. tn €[0,T],t1 <ty <t3<,...,<t, jsou ndhodné veli¢iny
Wtz - th? Wts - th SRR th - th—l
nezavislé.
Pozndmka. Dle definice zfejmé pro ¢, s € [0,T],t < s plati
E[(W, — W,)?] = var (W, — W,) = s — t. (1.1)
Dokazat, ze takovy proces existuje, je netrivialni. Jedna z moznych konstrukeci
je predvedena v Karlin a Taylor| (1975), str. 371. D4 se ukazat, Ze pfi konstrukei
si vystacime pouze s jedinou vhodné pouzitou veli¢inou, ktera mé rovnomérné
rozdéleni na (0,1).
Véta 8. Ndhodny proces W z Definice[7] existuje.
Dikaz. Véta je dokdzana napt. v Karlin a Taylor| (1975), str. 371. O
V dalsi ¢asti prace se ukaze, ze Wieneriiv proces je velmi diilezitym prikladem
procesti, podle kterych budeme integrovat. Je tedy potieba o ném néco zjistit.

Definice 8. Ndhodny proces X = (Xy,t € [0,T]) nazveme martingalem, pokud
kazdé t,s € [0,T],t < s plati

L XtELl,
L] E[XS _Xt | ﬂt] =0 P-S.j.

Pozndmka. Poznamenejme, ze proces uvedeny X v Definici [§] se ¢asto nazyva
Z-martingal. JelikoZ jsme ale na zacatku zafixovali bazi (2, 7, {% }icpo.11, P),
dovolime si fikat zkradcené martingal.

Tvrzeni 9. Wieneriv proces W = (W, t € [0,T]) je martingal.
Dikaz. Tvrzeni plyne z toho, Zze W je dle Definice [7| -#;-adaptovany, W; = W, —
Wy ~ N(0,t) je integrovatelna a pro t < s je

E[WS - Wt | yt] — E[E[Ws - Wt ‘ O'(Wt)] ’ yt] - E[E[Ws - Wt] ’ yt] - O,
pri¢emz rovnosti jsou ve smyslu P-s.j. Prvni rovnost dostaneme pouzitim Véty
Bl bodu 1, nebot o(W;) C %, a druhou z dle téze Véty, bodu 2 (W, — W,

a Wy = W, — W, jsou nezavislé a stejné tak tedy i Wy — W, a o(W;)). Déle
E[W, — W;] mé nulovou stfedni hodnotu, nebot mé rozdéleni N(0,s — t). O

7



1.4 Kovariace
V nasledujicim se jako dilezita ukaze néasledujici definice.

Definice 9 (MnoZina integratorti). MnoZinu vSech spojitych Fymartingali X =
(Xy,t € [0,T)) spliujicich Xo = 0 P-s.j. a E[X;*] < co,t € [0,T], oznacime jako
MS(.#,). Je-li filtrace zirejmd z kontextu, znacime zkracené M§ = MS(F;).

Tvrzeni 10. Prostor M§ s metrikou indukovanou Ly normou je uplny.
Diikaz. Tvrzeni je dokadzano v Karatzas a Shreve (1988)), str. 37. O
Tvrzeni 11. Wieneriv proces W = (W, t € [0,T]) je prvkem M5.

Diikaz. Dle Definice [7] je W spojity, Wy = 0 a E[W?] = ¢ dle vztahu (L.1). W je
martingal dle Tvrzeni [9] O

Definice 10 (Kovariace). Necht X = (X;,t € [0,7]),Y = (Y, t € [0,T]) jsou

ndhodné procesy. Necht t € (0,T], 5, = {0 =12 <tl <, ..., <thh =t} ne
N, k, € N, jsou déleni intervalu [0,t] splriugici
16,]| = max (¢ —t.) =0, n— .

0<i<kn

. Oznacéme .
V(XY6,) = > (X — X ) (Yo — Vi) (1.2)
i=0

Ddle oznacme

V(X)Y) = lim V(X,Y.,), (1.3)

n—oo

chapanou jako limitu v pravdépodobnosti P, pokud limita existuje. Pokud navic
tato limita nezdvisi na posloupnosti déleni 6, oznacime ji jako (X,Y'); a hovorime
o kovariaci XY . Je-li X =Y, pak hovorime o kvadratické variaci X a znacime

<X>t = <X7X>t
Nasledujici véta ukazuje, ze pro prvky M§ pravé definovani kovariace existuje.

Véta 12. Necht X,Y € M. Potom pro kazdét € [0,T] je kovariace (X,Y), dobre
definovand, tj. limita existuje a nezavisi na déleni {0, } a funkcet — (XY,
md omezenou variaci na [0,T] P-s.j.

Duikaz. Tvrzeni je formulovano v Karatzas a Shreve| (1988)), str. 36. O

Véta 13. Pro X € MS md ndhodny proces (X) = ((X),t € [0,T]) ndsledugici
vlastnosti:

e je adaptovany,
e md neklesajici, spojite trajektorie,
e (X)o=0 P-s.j.,

e pro pevné t € [0,T] je (X); € Ly,

proces X? — (X)) je martingal.



Diikaz. Véta je dokazana v Karatzas a Shreve (1988)), str. 30. O

Tvrzeni 14. Necht W je Wieneriv proces. Potom pro t € [0,T] je (W), =t
P-s.j.

Diikaz. Pro n € N definujme déleni 6,, = {0, %t, %t, ..., t}. Z¥ejmé
10.]] — 0, n — oc.

Dale plati

:‘
—
:‘
—_

E[VIWW,5,)] —t=Y E[(Wea — W)’ —t= t—t=0.

p n n
Vyuzili jsme vztah (1.1). Tedy V(W,W,0,,) — t konverguje k 0 v Ly a dle Véty

také V(W W.6,) Ly +. 7 Véty [12] plyne tvrzeni, nebof W € M5 dle Tvrzeni
11l O

Nasledujici nerovnost, pouzijeme v zavéru prace k odvozeni zajimavého vztahu
ve Tvrzeni [34]

Véta 15 (Kunita-Watanabe). Necht X, Y € M§ a H = (H;,t € [0,T]),G =
(G, t € [0,T]) jsou omezené, adaptované nahodné procesy. Potom pro 0 < s <

t<T je
t t t
/ |H,G,| d(X,)Y ), < / H2d(X), / G2d(Y),P — s.j.

Integrdly chdpeme ve smyslu Definice [6,
Diikaz. Véta je dokdzana v Karatzas a Shreve, (1988)), str. 142. O
Tvrzeni 16. Necht X,Y € MS. Potom pro 0 < s <t <T je

S|

B
Il

0

|<X’Y>t - <X7Y>s| S \/<X>t - <X>s\/<Y>t - <Y>5P - 5]

Diikaz. Piimo z Definice @ plyne, Ze pro g : [a,b] — R plati f: dg = g(b) —
g(a), pokud Lebesguetiv-Stieltjesiv integral existuje. To vyuzijeme v néasledujicim
vypoctu. Protoze dle Véty[12|maji procesy (X,Y),(X), (V) trajektorie s omezenou
variaci, 1ze dle Véty [6] a Pozndmky pod ni pocitat nasledujici integraly:

/:d(X,Y)u

t

1[s 1 (W) d(X,Y ).,

P
_ \/ / d(X>u\/ / Y
= V(X — (X) V(Y ) —

|<X’Y>t - <X7Y>s’ =




Nerovnost plyne pfimo z Véty |15 pouzitim H(w), = G(w), = 1s4(u). Piedpo-

klady jsou splnény, nebot to jsou méfitelné procesy, pro pevné u € [0,7] jsou

H(w), = G(w), konstantni a tedy .%,-méfitelné a H(w), = G(w), < 1,w € Q.
]
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2. Konstrukce integrali

2.1 Itouv integral

Necht YV = (Y;,t € [0,7]) je prvkem M;5. V této sekci vybudujeme Itotuv
integral podle Y pro néjakou vhodnou tfidu funkci X. Inspirujeme se ptitom
postupem v |[Karatzas a Shreve| (1988), kap. 3.

Na prostoru ([0,7] x 2, #[0,T] ® %), kde £[0,T] znaci borelovskou o-algebru
na [0,77, definujme miru

i (4) = B[ 110 dv), 0 A€ 0T 07

Dle Véty [12] je kovariace (Y) dobfe definovana a je navic neklesajici, nezaporna,
spojita a adaptovana a tedy dle Tvrzeni [7] je mira dobfe definovand. Prostor s
touto mirou je pro nas vychozi pro definici mnoziny integrandii.

Definice 11. Prostor progresivné méritelngych procesi X = (X;,t € [0,T]), X €
Ly([0,T] x ©, B[0,T] ® .F ,uuy) oznacme jako L(Y). Pro Ly normu na tomto pro-
storu budeme ddle uZivat oznacend [-]y, tj.

X2 = E| / X2(w)d(Y), ), X €L(Y).

Poznamka. Necht kvadratickd variace procesu Y z predeslé definice nezavisi na
w € Q P-s.j., tedy (Y)(w) = g(t),t € [0,T], pro P-s.v. w € ) a n&jakou ¢ funkci
s konec¢nou variaci na [0,7]. Potom je-li X progresivné méfitelny proces na [0,77],
pak

X2 = E| / X2 (w)d(Y), ()] = / ELX2(w)ldg(t).

Tento vztah plyne z Fubiniho véty, kde za soucinovy prostor bereme ([0,77] x
Q, B0, 1)@ F, g x P), kde 1, je mira definovana v Lebesgue-Stieltjesové smyslu.
Ptedpoklad o existenci integralu

/[0 . X2(w)d(j1y () ® P(w))

je splnén, nebot X? je nezdpornd na [0,7] x 2.
Véta 17. Prostor L(Y) s metrikou indikovanou normou [-]y je uplng.
Diikaz. Véta je dokdzana v Karatzas a Shreve, (1988)), str. 131. O

Definice 12. Omezeny proces Z = (Z;,t € [0,T]) nazveme jednoduchym, pokud
existuje délent 0 = tg < t1 < ,..., < tp. = T a posloupnost nahodnych velicin
€0, -+, &n takovych, Ze &§; je Fy -meritelnd, 0 < j <n a

k—1
Zy = &l (t) + Y&l u(t), 0<t<T. (2.1)

J=0

MnozZinu takovych procesi oznacime L.

11



Pozndmka. Jsou-li Z1,7Z5 jednoduché, pak i Z; + Z5 je jednoduché. Za potiebné
déleni urcujici tuto funkci totiz staci vzit sjednoceni déleni urcujici funkce Z; a Z,.
Za hodnoty na téchto novych intervalech pak vezmeme soucet hodnot ptivodnich
funkci na prislusnych nadintervalech. Mnozina L je zfejmé uzaviena i na nasobeni
skalarem.
Pozndamka. Ziejmé plati Ly C L(Y') pro kazdé Y € M;S. Totiz veli¢iny ¢; a
1(t,4,.,) chdpané jako ndhodné procesy jsou progresivné méfitelné (stejné tak
potom i Z) a z omezenosti je Z < C na [0,7] x Q pro néjaké C' > 0 a tedy i
[Z)2 = E[fOT Z2d{Y)] < C?*E[(Y)7] < oo, nebot dle Véty je néhodn4 velicina
(Y)r integrovatelna.
Pro jednoduché procesy zavedeme It61v integral prirozenym zptisobem. Je-li
Z € Ly tvaru a 'Y € Mg, oznacme
k—1
(2Z)y =) &Y, — Vi) (2.2)
=0
Nasledujici vlastnost této transformace se ukaze jako diulezita pii konstrukei
integralu pro obecné procesy.

Lemma 18. Necht 0 < tqg < t; < -+ < t, < T je déleni intervalu [0,T], pro
kazdé 0 < j < k je §; ndhodnd velicina, kterd je F, -méritelnd a md konecny
rozptyl. Necht'Y € M§. Potom plati, Ze
o je-li 0 <1< )< k-1, je
E[£l<}/;z+1 - Y;fz‘)gj(Y;fjH - Y;g” = 07 (23)
o aje-li 0 <5<k, je

El(Yi., — Y5 | Z] =BV, — (V)i | )] P—sj.  (24)

Jj+1 j+1

Diikaz. Vztah (2.3) dostaneme vypoctem

E[&Oftz-u - Kfi)ﬁj(}/;j-u - Y;fy)] = E[E[gj&()/tz-q-l - Y;fi)(}/tj-q-l - Y;fg) | ﬁtj]] =
= E[€J£l<}/tz+1 - }/tz) E[Y; - Y;j | ‘gztj” = 0.

J+1
Vsechny veli¢iny Y; ,§. jsou F-méfitelné a .7, C %, navic maji konecny rozptyl.
Dle Véty (3] je tedy jejich soucin z L, a podminéni je korektni dle Definice 3| Prvni
rovnost je bod 5 Véty [| druha rovnost je pak dana bodem 3. Tfeti rovnost je
pifmo z Definice [§) nebot E[Y; ,, —Y;, | #,] = 0 P-sj.

Dokazeme vztah :

B[(Yi,,, — V)P | 5] = EDZ, — 2%, Y, + V2| 7] =
ENZ, | 5 - 2BV, Y; | £, +EYE| 5 -
B, V2| 2, =
=By, — (V) | F] - BV — (V) | )+
+E(Y )0 = V) | F] =

=0+ E[<Y>tj+1 - <Y>tj | ﬁt]’]'

Rovnosti jsou ve smyslu P-s.j. Nové jsme pouzili linearitu podminéné stiedni
hodnoty (bod 4 Véty [f]) a tvrzeni, Ze Y, — (Y); je .#-martingal dle Véty[13 O
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Tvrzeni 19. Necht Z,Z,,Zy € Ly a o, € R. Potom
1(Z2)y |z, = [Z]y-

Dale plati
[(OéZl + 5Z2)y = Oé[(Zl)Y + BI(ZQ)Y

Dikaz. Linearita je ziejma z poznamky o uzavienosti Ly na s¢itani a nasobeni
skalarem a vztahu . Dokéazeme pouze rovnost norem. Necht Z je tvaru ([2.1).
Jelikoz nahodné veliciny &;,Y;, jsou z Ly (&; jsou dokonce omezené a Y;, maji
kone¢ny rozptyl dle Definice @, lze pocitat podminénou stfedni hodnotu z jejich
kvadratt. I(Z)y je tvaru a plati

k—1
11(Z)v |12, = B (Z)3] = BI(Y (Ve — Y3, )
j=0
) k—1
QE[ & (Ve = Yy)7]
j=0
k—1
& BV, )
o
N R, - Y, | A
o
YN RIEE(Y,,, — ) A
j=0
(0)
= E[£J2 BI(Y)i, 0 = (Vi [ F]]
§=0
(v1)
=Y EEGY )i — (V) | F)
j=0
= E[§?(<Y>tj+1 Y)i;)]
j=0
(vi) R
= E[Z§5(<Y>tj+1 <Y>tﬂ>]
j=0

Rovnost (i) je ze vztahu , nebot &; jsou omezené a tedy z Lo. Rovnost (ii) je
linearita stfedni hodnoty, rovnost (iii) je z bodu 5 Véty [5, nebot ndhodné veli¢iny
§;,Y:, jsou z Ly a jejich soucin jako prvek L; tedy lze podminovat. Rovnost (iv)
je opét z Véty |5, nyni bod 4 s pouzitim .%; -méfitelnosti ;. Rovnost (v) je dle
vztahu (2.4). Rovnost (vi) je opétovné pouziti bodu 4 Véty |5, Déle rovnost (vii)
je z bodu 5 téze Véty. V dalsi rovnosti jsme pouzili linearitu stfedni hodnoty a
nakonec rovnost (ix) je dle Definice |§| Lebesgueova-Stieltjesova integralu. O]
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Konstrukei integralu pro obecny prvek L(Y') provedeme tak, ze takovy proces
aproximujeme posloupnosti jednoduchych procesii, pro které mame integral jiz
definovany. V této praci si predvedeme takovy postup pouze pro Y = W, kde W
je Wienertuv proces. Pro obecny ptipad odkazujeme na |Karatzas a Shreve (1988)),
str. 138. Nas piipad shrnuje Tvrzeni 23] kterému pfedchézi nékolik technickych
lemmat, pomoci kterych nejprve aproximujeme spojity proces jednoduchymi pro-
cesy, pak omezeny proces spojitymi a nakonec obecny proces omezenymi procesy.
Ve zminéném Tvrzeni pak z téchto postupnych aproximaci sestavime nasi
kyzenou posloupnost jednoduchych procesti.

Je uzitecné si uvédomit, ze v tomto pripadé je z Tvrzeni

Xy = E[/OT X2df], X € L(W).

Lemma 20. Necht X = (X;,t € [0,T]) je spojity, omezeny a progresivné méri-
telny proces. Potom existuje posloupnost {Z (m)} jednoduchych procesu takovych,
ze .
E[/ (X, — Z™)2dt] — 0, m — oo.
0

Diikaz. Prom € Na ke {1,...,2"} polozme t}* = %T a

2m—1

Z™ = Xl () + Xy L o) () (2.5)
k=0

7 omezenosti X plyne omezenost Z™ a dale Z\™ je zfejmé tvaru 1} nebot
za & mizeme volit Fm-méfitelné procesy Xym. Déle existuje C' > takové, ze

Ve [0,T]: X <C P—s.j.
Z toho plyne, ze
T 2
/ (Xt - Zt(m)> dt <ACT P —s.j.
0

nebot ‘Xt — Zt(")‘ < 2C'. To nas opraviiuje k dvojimu pouziti Véty , ¢imz dosta-
neme pozadovany vztah:

T T
lim E] / (X, — Z'"™2at] = E[ lim [ (X, — Z"™)%a]
0

m— 00 m— 00 0

T
= | / lim (X, — Z™)%dt]
0

m—00

:E[/OTOdt]:O.

Totiz spojitost X implikuje Z(™ — X, n — oco. O]

Lemma 21. Necht X = (X;,t € [0,T]) je omezeny, progresivné méritelny proces.
Potom existuje posloupnost spojityjch, progresivné mévitelngch procesi {Z™} ta-
kovych, Ze

T
E[/ (X, — ZI™Y2dt] -0, n — .
0
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Dikaz. Oznacme

t
Ft:/ X.ds, te0,T).
0

Tento integral vyjde z omezenosti X konecny P-s.j. V ostatnich pripadech dode-
finujme nulou, tj. je-li w € Q) takové, ze Fi(w) neni koneéné pro néjaké t € [0,77,
definujeme F;(w) = 0,t € [0,T]. Proces F = (Fy,t € [0,T]) je progresivné méri-
telny dle Tvrzeni|7|s pouzitim Y; = t. Navic F' je jako funkce horni meze spojita.
Oznacme

Zt(m) =m (Ft — F(t—l/m)\/(]) , méeN.

Jelikoz funkce pro m € N je funkce ¢ — t — 1/m je spojita, jsou i Z™ spojité. Z
progresivni méfitelnosti F plyne i progresivni méfitelnost Z(™, totiz o progresivni
méfitelnosti F jiz vime a pro ¢t € [0,7] a s € [0,t] je F;_1/mvo proces B[0,t] ® F-
méfitelny, nebot s — 1/m < s. Ozna¢me
A={(tw) € 0.7 x Q: lim ZI(w) # Xp(w)}.
7 progresivni méfitelnosti X a Z™ plyne, 7e A € B[0,T] ® Fr. Tedy A, =
{t €[0,7]: (tw) € A} € A[0,T]. Tvrdim, ze kazda A, je mnozinou Lebesgueovy
miry 0 pro P-s.v. w € ). X je totiz omezeny a tedy existuje C' > 0, Ze pro
P-sv.w € Qje | Xi(w)| < C,t € [0,T]. Fixujme nyni wy € €2, Ze je toto splnéno.
Potom je trajektorie X (w) zfejmé integrovatelnd na (¢t — 1/m) Vv 0,t),t € [0,7] a
dle Lebesguovy véty o derivaci (viz |Lebesgue| (1910)) je tedy pro A-s.v. t € [0,T]
t

Zi"™ (wy) =m X, (wo)ds — Xi(wp), m — oc.
t—1/m)V0

7 7™ (wo) = Xi(wo) A-s.v. jiz dostavame dle Véty 4| a omezenosti integrandu
T

lim (Zt(m) (wo) — Xt(wo))>2 dt = 0.

n—oo 0

Nyni opétovnym pouzitim Véty , omezenosti X a konvergence (a tedy omeze-
nosti) {Z™} dostaneme

T 2
lim E / (Zf“” —Xt> dt] = 0.
0

m—ro0

]

Lemma 22. Necht X = (X;,t € [0,T]) € L(W). Potom ezistuje posloupnost
omezengich, progresivné méritelngch procesi {Z"™} takovijch, Ze

T
E[/ (X, — ZI™V2dt] 0, n— .
0

Diikaz. Pro m € N polozim Z(™ = m A (X V —m). Pak kazda Z™ je omezena
a Zy, € L(W), nebot

e 7™ je ZB-metitelnou funkei ZB x .Z-méfitelné funkce X a je tedy sama
méritelna,
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e dle stejného argumentu je Zt(m) F-progresivné méritelna,

o (ZtM)* < n?atedy [Z20M]3 = E[f] (20") dt] <E[Tn? < oo
Pozadovanou konvergenci dostaneme opét uzitim Véty , nebot | X — Z(M| <
|2X| € L(W) a tedy

T 2 T 2
1mEM(&—$%ﬁpEv‘mm&—$%ﬁpo
0 0

m—00 n—o0

]

Tvrzeni 23. MnozZina Ly je hustd v L(Y') pro kazdé Y € MS. Konkrétné pro
kazdé X € L(Y) emistuje posloupnost {Z™Y jednoduchsjch funkci takovd, Ze

(X — Z™]y =0, n— oo. (2.6)

Dikaz. Dtkaz provedeme pouze pro specialni pripad, kdy Y = W je Wienertiv
proces. Obecnou konstrukei 1ze nalézt v |Karatzas a Shreve| (1988), str. 138. Dle
Tvrzeni [14]je (W), =t a po {Z™} budeme pozadovat

T
EV(&—@%%%M,n%m. (2.7)
0

Dle lemmat [20} 21] a 22] nalezneme procesy A, By, Cni; spliujici

A, — X]lw = 0, n— oo,
Vn € N:[Bu, — AnJw — 0, k — oo,
VHEN,VkENI[an]‘—Bnk]W—)O, j — oo.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze

1
Vi€ N:[4, - X]w < —,

1
Vn € NVk e N [Bnk — An]W < E7

1
Vn € N,Vk € N,Vj eN :[anj — Bnk]W < 3,
nebot pokud [f,, — flw — 0, pak existuje vybrand podposloupnost spliujici [f,,, —
flw < 1/k. Nyni staéi polozit Z, = Cypy. Diky trojihelnikové nerovnosti pro Lo
normu [y méme

coz dokazuje tvrzeni. O]

Nyni mame pfipraveno vse k tomu, abychom mohli definovat Itotv integral.
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Definice 13. NechtY € M§ a X € L(Y). Integralem X podle Y v Itéove smyslu,
znacime (I) fOT XdY, myslime

() | XdY = lim I(Z,)y, (2.8)

limitu chdpanou v prostoru Ls, kde Z, € Lo, [X — Z,]y — 0 a I(Z,)y je defino-
vdno vztahem :

Tato definice v sobé skryva mnoha uskali. Na prvni pohled totiZz nemame
zarucenu existenci ani jednoznacnost limity, pomoci niz definujeme. S pouzitim
predeslych odstavct vSak neni tézké definici ospravedlnit.

Tvrzeni 24. Definice[1 je korekind, tj. je-li X € L(Y), pak

o cristuje posloupnost {Z,,} prvki Lo, Ze [X—Z,]y — 0,n — 00 a posloupnost
ve vyrazu (@ konvergugje,

o jsou-li {Z'},{Z%} posloupnosti proki prostoru Ly takové, Ze [X —Z}]y, [X —
Z%y — 0,n — oo, pak || 1(Z})y — 1(Z%)y||z, — 0,n — cc.

Diikaz. e Existence takové posloupnosti je dokdzana v Lemma Z Véty
vime, zZe prostor L, je uplny a tedy pro dikaz konvergence limity staci
ukézat, ze posloupnost {/(Z,)y } je cauchyovska v Lo. Tedy necht n,m € N,
pak

1(Zn)y = 1(Zm)y L, = 1(Zn — Zm)yllL, = [Zn — Zinly,

coz je dle predpokladu cauchyovska posloupnost (u obou rovnosti pouzili

Tvrzeni .

e Jednoznacnost plyne opét z Tvrzeni [I9] totiz

1(Z))y = I ZD)v . = M (Zy = Z2)y |, = |23 — Z2]y <
<X -Zy+[X -2y

a obé tyto normy jdou dle predpokladu k nule.

[
Tvrzeni 25. Necht X € L(Y) je spojity proces a 6, = {0 =10 <t < ... <
thn =} n € N jsou déleni [0,T] splriugici
16,] = max (' —#1) =0, n— oo
0<j<kn
Potom plati
k—1 T

Xy (Yo = Yy) =5 (I) [ XdY, n— oo

tn
0

<.
Il
=)

Diikaz. Tvrzeni je dokdzéno v [Protter| (2004), str. 64. V ditkazu se stejné jako
v Lemmatu [20] sestavi pro n € N aproximujici jednoduché funkce Z™ z rovnice
. Potom (/) fOT ZMAdY n € N je presné leva strana dokazované rovnosti.
Déle se pak ukaze, ze tyto integraly konverguji v P k pravé strané. O]
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2.2 Stratonovicuv integral

V této sekci budeme opét znacit Y = (V;,t € [0,T]) prvek M$ a definujeme
Stratonovic¢uv integral podle Y pro vhodnou tfidu funkeci X.

Definice 14. Necht X = (X;,t € [0,7]) € L(Y) je spojity proces. Predpokld-
dejme, Ze (XY ) existuje. Integralem X podle Y wve Stratonovicové smyslu, zna-
¢ime (S) fOT XdY, myslime

(S) /0 " xay = () /0 " xav + S(XY)r (2.9)

Nasledujici tvrzeni je analogii Tvrzeni [25| a ukazuje, pro¢ bylo vhodné defino-
vat Stratonovi¢iv integral pravé uvedenym zptsobem.

Tvrzeni 26. Necht X = (X;,t € [0,T]) € L(Y) je spojity. Predpoklddejme, Ze

(XY ) ezistuje a 6, = {0 =1 <tl < ... <th =t} n €N jsou déleni [0,T]
splnugict
10,]] = DX (¢t —t) =0, n— oc.
Potom
kin—1

1 T
§(Xt¥f1 —l—Xt%)(Y;;jfl — Y;%) i> (S)/ XdY, n— o
0

Jj=0

Dikaz. Plati

kn—1
o~ 1
Z i(thLH + Xt%)(Y;gzﬂ — Y;%) =
=0
kn—1 kn—1 1
= thl(Y;gLﬂ —Y;g)-i- Z §(Xt3f1 —Xt%)(Y;%ﬂ _Y;f%)’
=0 =0

pri¢emz prvni z téchto vyrazt konverguje v P k (1) fOT XdY dle Tvrzeni a
a druhy k $(X,Y)r dle Definice [10} O
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2.3 Vlastnosti integralt

Tvrzeni 25 a 26] porovnavaji zékladni vlastnosti Itdova a Stratonovicova inte-
gralu. V této sekci se zaméfime na dalsi dva aspekty, a sice martingalovou vlast-
nost a analogii tzv. Fetizkového pravidla. Opét uvazujme Y = (Y, ¢t € [0,T]) €
M.

Tvrzeni 27. Necht X € L(Y). Oznacme I = (I,,t € [0,T]), kde I, = (I) [, XdY

s konvenci Iy = 0. Potom I je martingal.

Diikaz. Nejprve necht X € Ly C L(Y). Ukdzeme, ze dokonce I € M§, z toho jiz
bude plynout martingalova vlastnost diky Definici [0] MtuZeme pfedpokladat, ze
(1) f(f XdY je dano jako

k-1

D & (Yione — Yinr) -

J=0

Pro podrobnosti ohledné tohoto pfedpokladu (konstrukce integralu pro rizné
t > 0) viz Karatzas a Shreve (1988). Staci si uvédomit, ze X je jednoducha
funkce i jako proces na intervalu [0,¢] a Itodv integral tak pocitdme vztahem
(volime T = t), diky volbé Z, = X,n € N, v Definici . Vlastnost Ip = 0
je zfejma a spojitost taktéz, nebot Y i kazdé ; jsou v ¢ spojité. Volme nyni
0<t<T.Potom

e [; je déno jako soucet soucinu vhodnych .#;-méfitelnych procesi §;,Y;,
kde Y;, € Ly a & je omezend, nebot kazdy jednoduchy proces je omezeny.

Soucin &;Y;, je pak z Ly a linearitou se tato vlastnost prevede i na Iy, tedy
E[I}] < co,t € [0,T].

e JelliO<s<taje{0l....k—1},je
E[SJ (Y;ﬁj+1/\t - Ytj/\t) | t6%\8] — Sj (Y;j+1/\5 - }/t]-/\s) P — Sj (210)

Pro j takové, Ze t;11 < s je toto tvrzeni vztahu (2.10)) trividlni (s pouzitim
Véty[f], bodu 3), nebot pak jsou véechny podmitiované velic¢iny ., méfitelné.
Je-lit; <s <ty pak

E[f] (}/;,Jurl/\t - }/;,j/\t) ‘ Lgis] = E[éj}/;j+1At ‘ Lgas] - E[ij;fj/\t ‘ Lgis]
= 5]' E[}/tj-q-l/\t | ﬁs] - gjy;fj/\t
= 5] (}/Ifj+1/\8 - Y;fj/\s) P - Sj
Pouzili jsme .%,-méfitelnost £ a Y}t a martingalovou vlastnost Y. Konec¢né,

je-li s < t;, dostavame na pravé strané v (2.10) nulu, coz odpovida i levé
strané, nebot

E[fj (Kfjﬂ/\t - )/tj/\t) ’ 358] E[E[éj (Kfﬂl/\t - Y;fj/\t) ‘ O\tj] ’ ﬂs]
E[€] E[}/;fj-o—l/\t - }/tj/\t | gtj} | ﬁs]

El50 | Z] P—sj.



Pouzili jsme .7 -méfitelnost §; a bod 3 Véty Nakonec jesté martingalovou
vlastnost Y. Celkem z plyne, zZe

k—1
E[]t | ‘925] = E[ fj ()/t]'_;_l/\t - )/;E]-/\t) ’ yg]
7=0
k—1
= E[éj ()/t]'_;_l/\t - )/;E]-/\t) ’ c?s]
7=0
k—1
= fj (Y;fj+1/\s - }/t]-/\s) — Is P — S.j.,
7=0

s pouzitim linearity podminéné stiedni hodnoty.

Timto jsme ovéfili podminky Definice [9] Tvrzeni se snadno rozsifi pro obecny
prvek z L(Y'). Nebot pro X € L(Y) je Itdtuv integral dle Definice (13| dany jako
konvergentni a tedy cauchyovskd posloupnost Itéovych integraltt jednoduchych
procest, které jsou dle predchoziho prvky MS, a Mg je dle Tvrzeni uplna a
tedy uzaviend mnozina. Tedy I € M$ a [ je martingal. O]

Priklad. Analogie Tvrzeni [27] pro Stratonovi¢tv integral neplati. Uvedeme zde
protipiiklad. Ukézeme, ze pro Wieneriv proces W € L(W) integral

T
s) / Wdw
0

neni martingal. Nejprve spocitame fOT WdW. Pro n € N definujme déleni 9,, =
{0, %T, %T, ..., T}, Z¥ejmé ||0,]| — 0,n — oco. Ze spojitosti W tedy dle Véty

WET(WkJrl WkT / WdW n — 00.
=0 n n
Zéaroven vSak pron € Na k € {0,...,n — 1} je s oznacenim ¢} = %T
Wi Wi = (W, - th) +2Wiy (Wi, — Wip)-

Tedy, nebot Wy =0 P-s.j.,

n—1 9 n—1
Z Wi =3 (Wig,, = W) 23 Wiy (W, = Wep).
k=0 k=0

Prvni ¢len na pravé strané rovnosti pro n — oo konverguje v pravdépodobnosti
P k T dle Tvrzeni a dle vyse uvedeného jde druhy vyraz k (1) fOT Wdw.
Dohromady

r 1, 1
I) | WdW = -W2 - -T.
0 2 2

Dle Definice a Tvrzeni [14] je



Oznaéme S = (S;,t € [0,T]), kde S; = (5) f; WdW . Dle piedeslého je S; =
%Wf,t € [0,7]. Ukazeme, ze pro 0 < s < t < T, neni pravda, ze E[S;—S; | %] =0
P-s.j. Tedy

1 1
BIS, — S, | #.] = E[gW? — 57 | 7]

_ %E[Wf W2 7

_ %E[(V[/t — W) W, — 22 | )

_ %E[QWS(Wt — W) + (W, = W)%) | 2]

= B[WL(W; = W.) | 2] + BV - W, | 7,
= WLE[(W, —~ W,) | F] + 5 BI(W, ~ W.)? | 2]
:O~|—%(t—3)7é0.

Uvedené rovnosti jsou ve smyslu P-s.j. Pouzili jsme Vétu [b], -Z;-méfitelnost Wi,
nezavislost Wy, — Wy a %, a koneéné W, — W, ~ N(0,t — s). Z toho jiz vyplyva,
ze zminény integral neni martingal. A

Z doposud vylozené teorie neni prilis zfejmé, jak v praxi takovéto integraly
pocitat. Stejné jako v teorii klasické integrace je potfebova zavést néjakou ob-
dobu tzv. fetizkového pravidla. Bez diikazu predkladame vysledek, ktery piinesl
Ito (pro ptipad, kdy integrujeme podle Wienerova procesu) a pozdéji Kunita a
Watanabe (pro obecny piipad).

Véta 28 (Itoova formule). NechtY = (Y, t € [0,7]) € M$S a f : R — R je funkce
tridy €*. Potom

P =f 00+ ) [ F oDy [0y Posi, (2

kde druhy integrdl pocitame v Lebesque-Stieltjesové smyslu.
Diikaz. Véta je dokazana v Karatzas a Shreve] (1988), str. 149. O

Oproti tzv. fetizkovému pravidlu z klasické teorie tedy pribyl ¢len obsahujici
druhou derivaci funkce f. Zasadni rozdil ptinasi verze tohoto pravidla pro Strato-
noviciv integral. Pokud budeme od f pozadovat i spojitost tfeti derivace, tento
¢len se zde nevyskytuje a vypocty se tim zjednodusuji.

Véta 29 (Retizkové pravidlo pro Stratonovictv integrél). Necht Y = (Y, t €
[0,T]) € M5 a f: R — R je funkce tridy €>. Potom

f () = £ (Yo) + (S) / J(Y)dY: P—sj. (2.12)

Diikaz. Véta je formulovana v Karatzas a Shreve (1988)), str. 156. O]
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Poznamka. Na tomto misté by se hodilo vysvétlit zminénou paralelu s tzv. fetiz-
kovym pravidlem. Pokud pfijmeme zjednodusSené znaceni a v rovnici obé
strany neformalné ,zderivujeme“ (zde pro presny vyklad doporucuji Karatzas a
Shreve, (1988), str. 150, dostaneme rovnici tvaru

d(f (Xr)) = f' (Xr) dXr,

coz ve svém tvaru pripomind praveé retizkové pravidlo klasického kalkulu.
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3. Aproximacni sumy

Shriime si nyni nas postup z kapitol 1 a 2. Pro dany interval [0,7], posloupnost
déleni 0, = {0 =ty <t1 <,...,<ty, =T}, kde

max (7P —t) =0, n— o
0§j§kn( n n) ’ ’

a nahodné procesy X, Y jsme zavadéli integraly pomoci sum tvaru

[y

n—

X)) (Ve —Ya,) (3.1)

i+1

Il
o

i

pro vhodnou funkei A(-,-). V prvém piipadé jsme volili A(X i) = X;,, v druhém
pak h(X,i) = 1(X,,,, + X,). Ukdzali jsme, Ze napriklad pro spojité martingaly
vedou obé volby na definici rozumnych integrald - Itdova a Stratonovicova. Volba
aproximaci pro Itédv integral pro nas byla velmi pfirozena a ziskali jsme diky ni
integral, ktery transformuje martingal X opét na martingal. Motivaci pro zave-
deni Stratonovicova integralu pomoci druhé aproximace byla mimo jiné i slozitost
fetizkového pravidla pro Itotv integral (viz vztahy a (2.12)), jejiz Strato-

novicova verze je o mnoho jednodussi.

Ve Stratonovicové integralu aproximujeme pomoci priméru hodnot X v kraj-
nich bodech déleni [t;,t;11] - nejde tedy o hodnotu X v zddném bodé. V této
kapitole se pokusime vySetfit, co by se stalo, pokud bychom definovali integral
pomoci aproximaci s volbou h(X,i) = X+ pro néjaké t; € [t;ti1]. Jak jiz
bylo feceno, volba ti = ¢; dava Itoav integral. Stratonovi¢ ale ve svém clanku
Stratonovich| (1966)), str. 362, navrhuje, ze bychom méli volit

1

V dalsim se budeme zabyvat pravé touto volbou. Tedy ¢ bude dano (3.2)).
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Predesly odstavec ilustruje Obrazek Pro konkrétni trajektorii Wienerova
procesu aproximujeme nejprve v Itdové smyslu, a sice hodnotou v krajnim bodé
intervalu, poté ve Stratonovicové smyslu, tedy primérem hodnot v krajnich bo-
dech intervalu a konec¢né v nové navrhovaném smyslu, a sice hodnotou v pro-
stfednim bodu intervalu.

Aproximace dle I1t6a

10¢
081
061
041
021

i2 oi4 oie 0i8 1i0
Aproximace dle Stratonovice
1.0
0.8}
0.6
0.4f
0.2f

2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.21

Alternativni aproximace
1.0

08¢
061
04r¢
0.2¢

-0.2F

Obrazek 3.1: Aproximace trajektorie Wienerova procesu

Pro X,Y néhodné procesy na [0,7] a déleni §,, ozna¢me
n—1
ApT’OQZ(X,Y,én) = Z Xt;“ (Y;tﬂ—l - }/;17,)
i=0

V této kapitole nas bude zajimat odpovéd na nésledujici otdzku:

Kdy, k ¢emu a jak konverguje vyraz Aprox(X,Yd,) pro posloupnost déleni,
jejichz normy jdou k nule?
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3.1 Protipriklad

Céstecnou odpovéd na nasi otdzku nam dava [Yor| (1977), str. 518. Pifklad
uvedeny v jeho publikaci si nyni predvedeme. Pro n € N definujme déleni

k
5n:{t§:2—n,k:0,...,2”} (3.3)

intervalu [0,1]. Zfejmé plati, Ze maxo<g<on(t,k — 1 —tF) — 0,n — oo. Zvolme
u € [0,1) pevné a definujme Fy : [0,1] — [0,1], Fy(t) = ¢ a dale indukei F, 44 :
[0,1] = [0,1],n € Ny jako

2k k .
2k +1 I—u k IT+u k+1
Foa=—) = E, | — F, L, 0<k<2"—1. (3.

V bodech t € ( 2,1%,2’%11) pro né&jaké k dodefinujme funkci F;,,; linearni inter-
polaci mezi témito krajnimi body. Tedy jako

k E+1 k t— g
Fn+1 (t) = Fn+1 (ﬁ) + (Fn+1 (W) - Fn+1 (2n+1)) k_L_Lll _ k+ : (36)
on on+1

Lemma 30. Funkce F,,n € Ny, maji nasledujici vlastnosti:

1. pro kazdé k € {0,....2" — 1} plati 0 < F, () — F, (&) < (H2)",

2. F, je rostouct,
3. F, je spojitd,
4. pro kazdé t € [0,1] je {F,. (1)}, neklesajici omezend posloupnost.

Dikaz. 1. Tvrzeni dokdZeme indukei. Pro n = 0 je zfejmé 0 < Fy(1) — Fo(0) =
1-0= (HT“)O. Necht déale tvrzeni plati pro néjaké n € N. Dokazeme, Ze
tvrzeni plati i pro n + 1 a to zvlast pro k € {0,...,2"" — 1} sud4 a lich4.
Vyuzijeme alternativniho zapisu a dikaz ve skutecnosti provedeme pro

2k, ked0,...,2"},
ok+1, ke{0,...,2" —1}.

Tim pokryjeme vSechny potfebné body. Zvolme nejprve k& € {0,...,2"}.
Plati

2k 2% — 1
Fra <ﬁ) — Fu (W) =
2k 20k —1) 41
=g | b | o) =
g (EY _lowp (1Y Lbup (R
on 2 on 2 on
1 — —
-5 (5 (x) -~ (F))
2 on on
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Pii pfechodu od F,,1; k F,, jsme pouzili defini¢ni vztahy (3.4) a (3.5)). Dle
indukéniho predpokladu ale:

k k—1 1+u\"
o< (z) - () < ()
a tedy i
2%k 2% — 1 1—u/1+u\" 1+u\"!
o< b (o) o (G ) < 50 (57) < (50)

Obdobny postup s k € {0,...,2" — 1} dava
2k +1 2k 1—u k 14+u k+1
Fn+1(2n+1 )_Fn+1(2n+1): 9 Fn<2_n)+ 9 Fn< on >_
_p (B (g (R e (R
2n 2 2n 2n

A opét dle indukéniho predpokladu

2%k + 1 2%k T+u/1+u\" 1+u\"
o< b ()~ (3ie) < 57 (05) = (%)

7 téchto vypocti jiz plyne tvrzeni.

. Nejprve si vS§imneme, ze F}, je rostouci na kazdém z intervali [2%,";;1], nebot
je zde dle defini¢niho vztahu (3.6) definovana jako pfimka, kterd ma navic
z bodu 1 tohoto lemmatu kladnou smérnici. Necht n € N,0 < ¢ < s < 1.
Nalezneme k1, ks € {0,...,2" — 1}, aby platilo ¢ € [’;—,ﬁ,klz;fl), s € [’;—2,’“22":1)
Pokud ky = ko, pak ziejmé F, (t) < F,(s) dle vySe uvedeného pozorovani.

Z néj a opét bodu 1 tohoto lemmatu plyne i ptipad pro ki < ko:

F,(t) < F, (kl;l) <F, <’2‘“—j) < Fu(s).

ki+1
2n

U ostré nerovnosti jsme navic vyuzili, ze ¢t <

. Pro Fy tvrzeni ziejmé plati. Necht n € N. Potom F), je spojitd v kazdém
t ¢ d,, nebot je na né&jakém okoli definovana jako linearni funkce a je také
spojita v kazdém t € §,,, nebot na néjakém pravém i levém okoli ¢ je defi-
novana jako linearni funkce prochazejici bodem F, ().

. Zvolme t € [0,1]. Mtizeme pfedpokladat, ze t € [£, EHL] pro néjaké k €

2”l7 27’1/
{0,...,2"}. Potom
k+1 k
Fop1(t) — Eu(t) > Foa ( o ) —F, (2—n) =

kE+1 k
:Fn+1( on )_Fn+1 (2—n> > 0.

Na prvni nerovnost jsme pouzili bod 2 tohoto lemmatu, na nasledujici rov-
nost defini¢ni vztah (3.4) a na posledni nerovnost pak bod 1 tohoto lem-
matu. Zbyva ukizat omezenost posloupnosti {F,(t)}>,. Pron € N je

0<t=Fyt) < F(t) < Fu(1) = Fp(1) = 1.
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Poznamka. 7 defini¢niho vztahu lze vidét, Ze od urcitého indexu ng je po-
sloupnost nékterych bodu {F),(¢)} konstantni. Navic téchto bodu se zvysujicim
se n pribyva. To nam dava moznost definovat limitni funkci F' = lim,,_, F},, jejiz
existence je dokdzana v nasledujicim lemmatu.

Lemma 31. Funkce F' = lim,,_,, F,, existuje, je neklesajici a spojitd. Dale pro
n € Nqy plati vztahy

Wk € {0,... 2"} F (;ﬂ) _ R (2—’1) | (3.7)

W 2k K\ 14u k+1 k
e o (B o () <L (r (52) - (L))

(3.8)

Dikaz. Existence plyne z toho, ze dle bodu 4 predchoziho lemmatu je pro t €
[0,7] posloupnost {F,(t)}>°, neklesajici a omezend, tedy konvergentni. Monoto-
nie plyne z bodu 1. Pfedpokladejme platnost vztahu . Ukazeme spojitost
zprava na [0,1). Necht ¢ > 0. Diky tomu, ze 0 < u < 1, existuje n € N, zZe

(%) < e. Pro t € [0,1) nalezneme k € {0,...,2"}, ze t € [4%,EH). Pak pro

s € [t,5H) je

N 0§F(t)—F(s)§F<k;1> —F(Qﬁn)

() (B =5

Na prvni dvé nerovnost jsme pouzili monotonii F', ptechod od F k F,, je zajistén
vztahem ({3.7) a nasledujici nerovnost je bod 4 pfedchoziho lemmatu. F je tak
zprava spojitd na [0,1). Spojitost zleva na (0,1] by se ukazala obdobné. Zbyva

tedy dokézat vztahy . .

Vztah (3.7): F Je déna jako limita {F,} a tedy sta¢i ukazat, ze V. m € N,
m > n: F ( ) = F, ( ) To ukédzeme indukci. Pro m = n tvrzeni ziejmeé
plati. Necht tvrzeni plati pro néjaké m > n. Zvolme k € {0, ... ,2”}. Potom

n gmti-ng, om ’ k
Fm+1 <?> - Fm+1 (W) = F (2—2 k) F (2—n> = Fn (2—n> .

Pii pfechodu od F,.; k F,, jsme vyuzili toho, ze 2™ "k € {0,...,2"} a tedy
miizeme pouzit vztah (3.4]). Posledni rovnost je indukéni predpoklad.

Vztah (3.8):
2k +1 k 2k +1 k
P () - F () =B () =B ()
:1—an ﬁ _'_l—l-an k+1 R ﬁ
2 2m 2 AL 2n
14+u k+1 k
-5 (5 (%) - ()
1
-5 (5) r(3)
2 AL 2n

Ptechodu od F k F, 11 je dan (3.7)) a od F,,+1 k F), pak (3.5)). H
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Obréazek 3.2: Graf F, pro u = 0.75

0.9+

0.8

06}
0.5

041

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 3.3: Graf Fg pro u = 0.75

K ilustraci slouzi grafy funkei F,, pro u = 0.75 a n = 4,6 na Obr[3.2[3.3

Nyni muzeme konecné definovat centralni objekt tohoto pfikladu. Vime, ze
funkce F' mé pékné vlastnosti (spojitost, monotonie). Nabizi se tedy, Ze by se
dala pouzit jako zména parametru pro néjaky nahodny proces. To také ucinime.
Oznac¢me nahodny proces

X - (Xt7t € [071]), Xt - WF(t);

kde W = (Wt € [0,1]) je #-Wieneruv proces. X je tedy Casovéa transformace
Wieneriiva procesu. Zjistime, zda zména parametru F' zachovala nékteré dulezité
vlastnosti Wienerova procesu. Ukdze nam to nasledujici lemma.
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Lemma 32. Ndahodny proces X mad ndsledujici vlastnosti:
1. X € M§(Frw),
2. (X, X); =1,
3. X € L(X).
Diikaz. 1. X(w) je spojitd funkce na [0,1] pro P-skoro kazdé w € €, nebot’
je sloZeninou P-skoro jisté spojité funkce W (w) a spojité F. X, = WF

ziejmé .7 p(y-méfitelnd, nebot W, je .#-méfitelna. Dalenecht 0 <t < s § 1
potom

E[Xs ‘ yp(t)] = E[WF(S) | yp(t)] = Wp(t) = XS P — S.j.,

nebot F je neklesajici a W je %;-martingal dle Tvrzeni [9] Dle Definice []
zbyva ukazat, ze Vt € [0,1] : EX? < oo. Ale

2
E[X?] = E[WEy)]) = E[(Wew — Wo)] = F(t) < oo,
dle poznamky pod Definici

2. Pro vypocet pouzijeme vzorec (|1.2)). Pro n € N plati

2"-1 2m—1 on_q
1
B[S (X — X)) = Y E[(Was ~ W)=Y oo =1
k=0 k=0 =0

Prvni rovnost je jen definice X a linearita stfedni hodnoty. Druh4 rovnost
je vztah (1.1)). Soucty kvadrati odchylek X tedy v prostoru L; konverguji
ke konstanté 1. A tedy dle Véty 2 tyto soucty konverguji k 11 v P. Dle Véty
tak (X,X); = 1, nebot X € M3 dle bodu 1 tohoto lemmatu.

3. Proces X je Fp()-progresivné méfitelny, nebot dle poznamky pod Definici
je ale W Z,-progresivné méfitelny a tedy (s,w) — Wi(w) je B[0,t] x F-
méritelné. A sloZzeni s méfitelnou realnou funkci F méfitelnost zachova.
Tedy (s,w) = Wp)(w) je B[0,t] x F-méfitelné. Progresivni méfitelnost
uz vyplyva z toho, zZe t < F(t) a tedy # C Fpy). Zbyva tedy ukazat
konecnost [X]y. Dle poznamky pod Definici [11] je

/X2 X)y(w)]



Kvadratickou variaci jsme pocitali dle Véty a druhy moment pak dle
vztahu (1.1)). Posledni integral je kone¢ny dle Véty [6] nebot F' je spojita (a
tedy na omezeném intervalu omezend) a neklesajici (a tedy ma konecnou
variaci na [0,77].

O

Dle Lemmatu[32tedy X € M$NL(X) a navic mé spojité trajektorie. Miizeme
definovat tak integraly (I) [} XdX a (S) [} XdX (viz Definice [13} [2.9). Nyn
se muzeme vratit k otazce formulované na zacatku této kapitoly: K ¢emu a jak,
pokud viibec, konverguji aproximacni vyrazy ? Sestavme pro n € N

on_1 1
Aprox(X,X,0,) = E Xy (X = Xy ) = E Xoro (X% — X ),
k=0 k=0

kde 4, je dano vyrazem (3.3), th* | = $(th+l 4 ¢k) = 2801 = 2k X e skoro jistd
spojity proces - hypotéza tedy zni, zZe plijde-li norma déleni k nule, bude jedno,
zda v aproxima¢ni sumé pocitame s X 2kt a nebo (X — X ). V takovém
pripadé by mélo platit, ze Aprox(X,X,,) jde v néjakém smyslu k (.5) fol XdX.
Jak je to ve skute¢nosti, naAm napovi nasledujici vypocet:

on_1
Aprox(X,X,0,) = X%%(X% - XQ%)
=0
on_1 o1
= X (Xpn — X )+ (Xoeor — X )+
I on I on+1 am
k=0 k=0
on_1
D (Ko — X ) (X = Xy
k=0

Oznac¢me po fadé [1(n), Is(n), I3(n) vyrazy za posledni rovnosti a zkoumejme
jejich konvergenci v Ly pro n — oo.

e [1(n) je presné vyraz z Tvrzeni Jak jiz vime, X lze Itdovsky integrovat
podle sebe sama dle Lemmatu [32| a tedy

1
Li(n) 2 (1) / XdX, n— oo.
0
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e [, normu vyrazu I5(n) lze upravit na

2n—1
E[(Xa1 — X1 )7
onFT P
2n—1
2
= Z B(Wecasp) ~ Wik
k=0

2 (r(F) -+ (3))
> 2 (%) (@)

(zu) 1+u
2

(X, X)1.

Rovnost (i) plyne ze vztahu (1.1)), rovnost (i) plyne z Lemmatu (3.8) a
rovnost (iii) plyne z Lemmatu [32] bod 3.

e Posledni vyraz I3(n) ma L; normu rovnou nule. F' je neklesajici a tedy
F(£) < F(ZH) < F(&H). Diky nezévislosti pifriistki procesu W dle

on 2n+1

Definice [7] je pak pro &k =0,...,2" — 1

Bl(Xae = X ) (X — Xy )] =

on+
= El(Wrzest) = W) Wregt) = W) = 0

Pouzitim Véty 2| dostavame konvergenci

P 1 1+u
Aproz(X.X.0,) - (1) / XdX + =T (XX,
0

Pozndamka. Nyni mame c¢asteénou odpovéd na zadanou otdzku. Nasli jsme kon-
krétni priklad, kdy aproximace Aprox konverguji v pravdépodobnosti a nasli jsme
dokonce konkrétni limitu. Hypotéza formulovana v tomto prikladu, a sice Ze je
jedno, zda v aproximacni sumé pocitame s Xtilitl a nebo %(Xtﬁﬂ — X)) je vy-
vracena.

KdyZ porovnadme konvergenci s Tvrzenim [20] zjistime, Ze ndmi zavedend apro-
ximace Aprox v tomto konkrétnim pfipadé tvoii pravé Stratonoviciv integral
pouze tehdy, kdyz u = 0. V takovém ptipadé pak F(t) =ta X = W,
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3.2 Postacujici podminky

V predeslém piikladu jsme vysetfili limitni chovani aproximaci Aprox. Zprvu
jsme ocekavali, ze by Aprox mohla pro spojité procesy konvergovat ke Stratono-
vicove integralu. To se obecné nepotvrdilo. Pro jeden konkrétni proces vsak ano,
a sice pro Wienertuv proces. Odpovéd na otédzku pro¢ tomu tak je, podava Protter
(2004)). Zde si ukazeme slabsi verzi jeho vysledku.

Véta 33. Necht X = (X;,t € [0,T]) je martingal, Y = (Y3, t € [0,T]) € Ms.
Jsou-li trajektorie procesu (X,Y), absolutné spojité, potom

Aprox(X,Y,d,) / Xdy.

Diikaz. Véta je dokdzana v Protter| (2004)), str. 290. O

Pozndmka. Pro integratory a integrandy splnujici predpoklady této véty jsme
tak mohli definovat Stratonoviciiv integral také jako limitu v pravdépodobnosti
aproximaci Aproxr. Véta nam také dava vysvétleni, pro¢ nam v predeslé c¢asti
vysla konvergence

Aprox(W,W.0,) / Wdw.

Wienertv proces W totiz dle Tvrzeni (14| spliiuje (W, W), = (W), = t, coz je
ziejmé absolutné spojita funkce. Toto pozorovani lze dale zobecnit dle nasleduji-
ciho tvrzeni.

Tvrzeni 34. Necht X = (Xy,t € [0,T]) je spojity martingal a W = (W, t € [0,T))
je Wieneruv proces. Potom

Aprox(X,W,6,) / XdWw.

Dikaz. Dle Véty 33| staci ukazat, ze (X,W), je absolutné spojity proces. Ozna-
¢ime K = /(X)r — (X)o < oo (diky Vété |12{ odmociiujeme nezaporné ¢islo). Z
Tvrzeni [16] plyne, Ze pro 0 < t < s < T plati

(X, — (X < K5 — 1.

Vyuzili jsme déle (W), = u dle Tvrzeni {14} Necht 0 < ¢ < 1. Polozime § = Le.

Potom pron € N adéleni 0 < t; < s1 < ... t, < s, < T takové, ze
Z?:l (Sj — t]) <0 plati

Z |<X,W>5j — <X,W>tj| < ZK\/S]' —tj < ZT(SJ‘ —t]) < T(S = €.
j=1 j=1 j=1
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