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Abstrakt: Magnetické pole testovaci kruhové proudové smycky umisténé syme-
tricky okolo Schwarzschildovy ¢erné diry bylo v literature urceno nékolikrat a
reseni byla vyjadrena pomoci rtiznych vzorci. Porovnavame tyto vzorce jak ana-
lyticky, tak numericky, a konkrétné ukazujeme, jak se chovaji na ose symetrie, v
ekvatoridlni roviné a na horizontu. Tento problém je vyznamny pro modelovani
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Uvod

Obecna teorie relativity ma tii hlavni aplikacni oblasti — situace s velkou kri-
vosti prostorocasu (fyzika v poli velmi hustych objekti), prostorocas na velmi
velkych skéldch (kosmologie) a pii velmi nestaciondarnich procesech (gravitacni
kolaps, gravita¢ni viny). Kromé chovani samotného prostorocasu (gravitacniho
pole) je prirozené — a pro konzistenci ¢asto i nutné — zabyvat se i chovanim pfi-
tomnych zdroju. V "self-konzistentnim'pripadé jsou konfigurace a vyvoj zdroju a
prostorocasu vzajemné provazany Einsteinovymi rovnicemi, jen pokud jsou zdroje
slabé, je mozno je povazovat za testovaci, tedy bez vlastniho gravitacniho vlivu.

Jedinou dalsi fundamentalni makroskopickou interakei kromé gravitace je elek-
tromagnetismus. Je proto zvlasté zajimavé studovat konfigurace elektromagne-
tickych poli v relativistickych prostorocasech, a to zejména v self-konzistentnim
pripadé, kdy elektromagnetické pole samo ovliviiuje prostorocasovou geometrii,
tedy vystupuje jako zdroj. V naprosté vétsiné redlnych situaci je vsak elektro-
magnetické pole natolik slabé, Ze je mozné na néj nahlizet jako na testovaci a
studovat jeho chovani v zadaném prostorocase (tzv. "na pozadi').

V této praci se zajimame o testovaci magnetické pole buzené testovacimi (ne-
hmotnymi) proudovymi smyckami kolem Schwarzschildovy ¢erné diry. Uvazujeme
vzdy jednu kruhovou smycku urcitého poloméru umisténou symetricky kolem
cerné diry a fesime prislusné Maxwellovy rovnice. Vzhledem ke sférické symetrii
schwarzschildovského pozadi budeme pracovat ve sférickych, Schwarzschildovych
soutadnicich, jejichz ekvatorialni rovinu zvolime jako ur¢enou rovinou smycky.

Popsana tuloha byla v literature nékolikrat uvazovana a jako feseni byly pred-
lozeny ruzné formule. V nésledujici préaci tyto formule vzajemné porovname, ana-
lyticky i numericky, a specialné se podivame se na jejich chovani ve vyznamnych
mistech - na ose symetrie, v ekvatorialni roviné a na horizontu. Posoudime také, se
kterymi formulemi se 1épe pracuje (specidlné ve zminénych limitnich situacich),
coz bude vhodné védét mj. pro mozné budouci zobecnéni na pripad s rotujici
Kerrovou ¢ernou dirou, s vicero smyckami nebo s "tézkou"(ne-testovaci) smyc-
kou.

Téma, kterému se zde vénujeme, je nejen teoreticky zajimavé, ale rovnéz ast-
rofyzikalné vyznamné. O pravdépodobné pritomnosti ¢ernych dér ve vesmiru se
totiz dozvidame diky jejich interakci s okolni latkou a poli, a tato interakce by
meéla, diky spojeni gravitace a odstredivé sily, mit typicky podobu diskové akrece
materidlu na ¢ernou diru. Ukazuje se, Ze podél (ve staciondrnim pripadé zhruba
kruhovych) orbit akre¢nich disk mize byt prenasen velmi silny elektricky proud,
takze na cely disk je mozno nahlizet jako na soustavu proudovych smycek. Zobec-
néni na takovyto slozitéjsi systém by meélo byt jednim z prirozenych pokracovani
nasi prace.

Reseni, jejichz porovnanim se budeme zabyvat, pochazi konkrétné z ¢lankt
Pettersona [6], [7], Bi¢dka a Dvordka [1], Chitreho a Vishveshwary [2], Mosse [3]
a Znajeka [8]. Tato bakalaiska prace déle navazuje na bakaldrskou préci Jakuba
Pejchy [5], kterda se zabyvala stejnym tématem, soucdsti nasi prace tedy bude
zaroven kontrola jeho zavéri.



V nésledujicim textu pouzivame geometrizované jednotky, pokladdme tedy
gravitacni konstantu a rychlost svétla rovnu jedné (G = ¢ = 1). Déle pouzivame
signaturu metriky (-, +, +, +), ¢imz se shodujeme s vétsinou zkoumanych ¢lanku.
Vyjimku tvori élanky Bi¢dka a Dvordka a Znajeka, které pouzivaji opacnou sig-
naturu (+, —, —, —).



1. Pole proudové smycky kolem
cerné diry

1.1 Maxwellovy rovnice

K tloze hledani magnetického pole proudové smycky mtzeme pristoupit jako
k pfimému hledani reseni Maxwellovych rovnic v tenzorovém tvaru. Pro zaktiveny
prostorocas, obecné dany metrikou g,,,, se zdrojem charakterizovanym proudovou
hustotou J# je muzeme psat ve tvaru [6]

Fuu,a+Fau,u+Fua,u:0 ) (11)
9 3 v 3 e
e (Igl2 F*) = 4xlg2J" (1.2)

kde je elektromagnetické pole charakterizovano tenzorem elektromagnetického

pole F},,, ktery je pomoci vektorového potencidlu A, definovan jako

F

v, wy

1, . , .y . . v .
a |g|2 je determinant g,,. Dosazenim potencidlu jsou rovnice (1.1) splnény iden-
ticky, stac¢i tedy Tesit pouze rovnice (1.2).
Konkrétné Schwarzschildovu metriku mtzeme vyjadrit

oM oM !
ds? = — <1 — ) de? + <1 — ) dr? + 2 (d02 + sin? 0d¢2) , (1.4)
T T

kde M je hmotnost ¢erné diry.
Pro Kerrovu metriku plati podle [2]

A
ds* = 5 (dt — asin Odep)” +

kde bylo pouzito oznaceni

sin? @

((r? + a*)do — adt)2 + idﬁ +3d6?, (1.5)

Y =72+ a’cos? 6,
A=r*+a*—2Mr,

pricemz a je rotacni parametr ¢erné diry.

Z (1.4) a (1.5) vidime, ze Kerrova metrika prechdzi ve Schwarzschildovu pti
poloZeni rotacniho parametru rovného nule. Tuto limitu proto mizeme vyuzit pri
reseni problému ve Schwarzschildové prostorocasu, pokud zname jeho feseni v
Kerrové prostorocasu.

Déle zavadime tzv. dudlni tenzor k £}, vztahem

B = e e (1.6)
nZ 2 uvpo ) .
kde €,,p0 je ¢tyfrozmérny Levi-Civitiv tenzor — zcela antisymetricky tenzor, ur-
¢eny permuta¢nim symbolem [uvpo],

1
Eupo = |9|2[urpo]
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kde volime [0123] = +1. V referencni soustavé

2MN 2
df = <1 - ) Cdr (L.7)

df = rdé ,
dé = rsin 6d¢

slozky Fp, tenzoru elektromagnetického pole charakterizuji elektrické pole, za-
timco zbylé nenulové slozky charakterizuji magnetické pole — v ptripadé dualniho
tenzoru pak dojde k zdméné téchto dvou druhi sloZek. Ze znalosti *Fj;; mizeme
vyjadrit magnetické pole jako jeho primét na ¢tyr-rychlost stojicitho pozorovatele

Bﬂ =" ﬂ,;u’j = _*Fﬂf . (18)
7 axidlni symetrie ulohy vyplyva, ze jediné dvé nenulové slozky magnetického pole
budou By = —*F;; a By = —*Fy;. S vyuzitim (1.7) a dosazenim determinantu

metriky (1.4) |g|2 = r2sin 0 do vztahu pro duélni tenzor (1.6) dostavame vztahy

*Fp="F,=—r’sinF% (1.9)
1
1 2MN "2 2MN\"2 -
“Fy = . <1 — 7") “Foy = (1 - 7°> rsin@F"™ (1.10)

diky kterym muzeme urcit vysledné magnetické pole:

1

B. = r2sin OF% — A 1.11
7r° sin a0 6,0 5 ( )
1 1
M\ "2 2MN\2 1
B,=—(1-" '9F7”¢:—(1—> Ay, 1.12
o ( r ) et r rsing’ ( )

1.2 Newmanuv-Penroseuv formalismus

Dalsi zpiisob feseni, vyuzity ve vétsiné zkoumanych clanki, je feSeni Ma-
xwellovych rovnic v tzv. Newmanové-Penroseové formalismu. Podle [1] zavedeme
nulovou tetradu I*, n#, m*, m* (pouzivame znaceni @ pro komplexni sdruzeni a)
tak, ze [,n” = 1, m,m” = —1 a vSechny ostatni skalarni souciny jsou nulové.
Misto slozek F),, potom pracujeme pouze se tfemi skaldarnimi veli¢inami ¢g, ¢ a

®a:

¢0 = Fw,l“m” 5 (113)
1

& = §F;w (IHn” +mt'm”) | (1.14)

¢2 = F,uumﬂny . (115)

Zpétné tenzor elektromagnetického pole ziskame jako
ij = {¢1 (n[#ll,} —+ m[#my}) + (bgl[#my] -+ ¢0m[uny]} +c.c., (1.16)
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kde c.c. zna¢i komplexni sdruzeni predchoziho vyrazu a hranaté zavorky antisy-
metrizaci pres dané indexy.

V élancich Chitreho a Vishveshwary [2], Pettersona [7] a Mosse [3], které fesi
ulohu v Kerrové prostorocasu, je pouzita Kinnersleyova nulova tetrada, kterd ma
v Boyerovych-Lindquistovych soutadnicich slozky

2 2
o <?“+a,1,0,a> |

A A
R
n“—i@” +a ,—A,O,a) , (1.17)
mt = ! (iasin901i>
B V2 (r —iacosf) " sinf)

Regeni Bic¢dka a Dvordka [1], zabyvajici se Schwarzschildovym prostoroc¢asem,
pouziva tetradu danou (1.17) po polozeni rota¢niho parametru rovného nule.
Jediné teseni, pouzivajici Newmantv-Penrosetiv formalismus, které vyuziva jiné
nulové tetrady, je feseni Znajeka [8], které pouziva symetrickou formu danou
rotaci [ — \/zl m— ——mVE

257 r—iacosf’
V c¢lancich Bicdka a Dvordka [1] a Pettersona [7] jsou feseny Maxwellovy

rovnice v Newmanoveé-Penroseoveé tvaru

(D —2p+26)®; — (0 + 7 —22)®g = 27J;
(0 =27)P1 — (A4 p—29)Py = 27, ,
(D — p+2€)Py — (6 +2m) P, = 27 J
)

(1.18)
(0 =7 +28)0 — (A +2u)®y =27, ,
kde byly pouzity diferencialni operatory
0
D = lu@xg ,
5= mu%ﬂ , (1.19)
A = n“@

ap, T, [, € a, may jsou spinové koeficienty definované néasledujicim zptsobem:

k=l m'l” V= —n,,m'n’
p = l,,m'm” = —n,,m'm’
o =l ,m'm” A = —n,,m'm”
T = l,min” T = —n,, " (1.20)
p= L (lyym**m?” —my,., m'm”) a= 1 (ny Mm” —m,.,mtm”)
= 5 U v = 75 M v
1 1
v ]V v — v
€=35 (Lyn®l” — my,, m*1") T=-5 (nuttn” —m,,,mtn”)

Podle Teukolského [1] 1ze Maxwellovy rovnice déle prepsat do separovaného tvaru,
¢imz ziskdme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic druhého radu pro ¢g, ¢



(D—e+e=2p—p)(A+p—2y)
—(0—-B—a—-2r+7) (0 +m—2a))py =2ny,
(Dtetep—p)A+2) o
—(0+B—a+7—1)(0+2m))d =2rJ; ,
(A+vy=7+2u+n)(D —p+2e)
7)

—(+a+B+2r—T)0—T+28))py =2m)s,

kde
Jo=(0—-pF—a—-214+7) S, —(D—€e+e—2p—7)Jm ,

SLh=0+p—a+7—7)Jm—(D+e+e—p—p)J,
Jo=(A+y—F+2u+0)Jm— 0 +a+B+2r—7)J, .

V ostatnich ¢lancich je fesena Teukolského rovnice pro ¥ = %, kterd ma pro
stacionarni axisymetricky ptipad tvar
o\ 1 0 ( ov

cr__- 9 or 2 _
57 " 5990 sm980>+(cot 0+1)W =4dr] (1.22)

kde p je spinovy koeficient definovany v (1.20), konkrétné po dosazeni (1.5) a

(1.17) roven
1

A —

Pokud zkoumame ¢isté magnetické pole, musi platit F'" = F* = F'¢ = 0,
a zaroven pro axialné symetricky problém plati F" = 0. Dosazenim (1.17) do
(1.16) dostavame vztahy pro jediné nenulové slozky tenzoru elektromagnetického

pole

iV2(¢s — by)

= rsin ’ (1.23)
—2i¢y
0o _
K= r2sinf ’ (1.24)

—1 -
kde jsme navic vyuzili faktu, ze pro tento ptripad plati ( — %) Py = %gbo a

¢ = —¢y (viz [1]). Z (1.11), (1.12) dostavame vysledny vztah pro magnetické
pole vyjadiené pomoci veli¢in ¢ a ¢o:
By = —2i¢y (1.25)
. 2M\ "3 _
By=-iv2(1-=2) "6 - ). (1.26)



2. Prehled studovanych reseni

2.1 Reseni Pettersona I

Clanek Pettersona [6] se zaméfuje na Feseni magnetického pole koncentrické
proudové smycky kolem Schwarzschildovy ¢erné diry. Protoze budeme pozdéji
zkoumat feSeni z jiného ¢lanku stejného autora (ktery se zabyva stejnou tlohou v
pripadé Kerrovy ¢erné diry), pro rozliseni budeme feseni z této kapitoly nazyvat
jako Feseni Pettersona I, zatimco pozdéjsi [7] jako Teseni Pettersona II.

Po dosazeni vektorového potencidlu do Maxwellovych rovnic (1.1), (1.2) je pti
pouziti metriky dané (1.4) problém preveden na feSeni rovnice

1 9 oM 197 1 s
e [(1 — ) AW} + 350 {QA(W} = —4nr*J?sin6 . (2.1)

r sin

7 pozadavku, aby celkovy proud protékajici rovinou (é, 7) v lokdlnim referenénim
systému byl roven I, pritom dostavame tvar ¢tyrproudu (b budeme nadale znadit
polomér kruhové proudové smycky)

1
2M12 1
o _ _ — _
J? = [1 . ] T25(r b)d(cos )1 . (2.2)
Po separaci potencidlu na radidlni a ihlovou ¢ast, A4(r.0) = R(r)O(8), ziskdvame
dvé rovnice

d 2MN dR
27 I — e - pu—
— [(1 - ) dT] I+ 1) +2)R=0, (2.3)
A1 ae -
Rovnice (2.4) mé Teseni ,
0, = C?2(cosf)sin*0 , (2.5)

3
kde C? znacéi Gegenbaueriv polynom. Jedno z TeSeni (2.3) muzeme urcit po
substituci x = 377 jako

U, = z*(2M)2p0 (1 — 21) | (2.6)

kde PZ(Q’O)(l — 2x) je Jacobiho polynom [-tého stupné. Zde je podle [5] opraven
¢lanek [6], ve kterém je multiplikativn{ konstanta rovna (2M)!, ta by ale neza-
rucovala konec¢nost v ploché limité. Druhé nezéavislé feseni lze urcit z prvniho

integraci
xdx

v = cUz/(l_I)Ul2 . (2.7)

vvvvv

v nekone¢nu), zatimco V; je vnéjsi feseni (diverguje na horizontu).
Z pozadavku spojitosti potencidlu a splnéni rovnice (2.1) ve vSech bodech
urcime vysledné teseni jako

Ay =) alRl(T)Cl%(cos 0)sin® 4 (2.8)

1=0,2



kde

o= (-1)F AL+ T+ 1))
(1 +2)()N = ZH2 (G

Ri(r) = {T2(2M>ZPZ(2’O)(1 —3)Vi(b) pro2M <r<b

b2(2M) PO (1 — LWi(r) pror>b

, (2.9)

MAPLE mé problém s vykreslenim integrali v (2.7), proto jsme alternativné
pouzili také feseni rovnice (2.3) ve tvaru hypergeometrické funkce (viz [5]). Potom
pro Teseni plati

Rl(T) = ClRl(l)(T) + 02R1(2) (7“) ’ (210)

kde
RV (r) = F(—l,—l—2,—2—2l;1> att? (2.11)
RP(r) = (l+1l+34+2l ) - (2.12)

Prvni s¢itanec je regularni na horizontu, druhy v nekonecénu, vysledné teseni je
tedy rovno

R2

Rl(l R() pro2M <r <b
l( pror > b '
12)

Dosazenim do (1.11), dostavame vysledne vztahy pro magnetické pole:

By =—- Z al (T> %(cos 6)siné (2.13)
"1=02
3 dC} (cos
By = — Z aRy(r (2C’l2 (cosf) cos + Msin 9) : (2.14)
(s do

2.2 Reseni Bicaka a Dvoraka

Clének Bic¢dka a Dvoidka [1] fesi elektromagnetické pole obecného stacio-
narntho zdroje v blizkosti Schwarzschildovy ¢erné diry za pouziti Newmanova-
Penroseova formalismu. Poté feseni upfesnuje pro rtzné konkrétni zdroje, mezi
nimiz je i proudova smycka.

Po dosazeni nulové tetrady a spinovych koeficienti podle (1.17), (1.20) do
Maxwellovych rovnic (1.18) se v ¢lanku Fesi rovnice

o 2 1
[87‘+r]¢1+\/_8¢0_2m]l’

1. 1 oMY
gt g | (125 g =2, -
[§,+1] ¢2+T*5¢1:27Jm7

1, 1 2MN [ 0
g 0o+ (1-50) [+ 2o mn

9



Pouzili jsme piitom oznaéeni *On a *On pro operdtory

* . s 9 i 9 : —s
on = —(sin6) l@@ + sin@%] (sinf)°n , (2.16)

= 9] i 0

*on=—(sinf)™° | — — — | (sinf)°n , 2.17
R AL X .17
kde s znaci tzv. spinovou vahu 7. Ta je definovana tim zptsobem, ze pri trans-
formaci m* — eXm# se 7 transformuje jako n — €**X1. ReSeni uréime na zékladé
rozvoje do spinovych sférickych harmonik

o0 l

¢0 - Z Z Ole(T)liflm(eu ¢) ) (218)
=1 m=-1
o0 l

le - Z Z lle(T)O)/lm(ea ¢) + IROO(T>OYE)0(97 ¢) ) (219>
=1 m=-I
) l

¢2 = Z Z 2le(r)—1Y2m(07 ¢> ) (220)
=1 m=—1

které jsou definované nasledujicim zptusobem:

=)\ 2 x4 s
Yim(r) = (<l+s>!) o 1’m(9’¢) pro0 <5<t , (2.21)
—s)!\2 xa._—s
(—1)® (EEHg!) o~ *Yim(0,0) pro —1<s<0

kde Y}, = ¢Yim jsou obycejné sférické harmoniky. Déle dosazenim (2.19) do (2.15)
ziskame rovnici pro ¢leny rozvoje ¢q,

(r=2M) Rj, +2(2r=3M)' Rl — (1= 1)(142) R = =47 [ 11(7,0,6)0Y 1?02,
(2.22)

zbylé neznamé muzeme pak vyjadrit ze znalosti ¢; pomoci (2.15).
Po substituci 2 = 57 do rovnice (2.22) s nulovou pravou stranou dostédvame
hypergeometrickou rovnici, kterda ma dvé nezavisla reseni. Ta maji pro [ # 0 tvar

'R = F(1—11+232)

(2.23)
IR = () R+ 2,20 4+ 207

zatimco pro [ =0

1 p) -2 -1

Ry =2"In(x—1)4+2 ",

o (=1 (2.24)

RO - .I_ .
Zpétnym dosazenim do Maxwellovych rovnic (2.15) pro [ = 0 plyne rovnost

(% + %) 'Rgy = 0, kterou ale spliiuje pouze druhé z danych feseni. 1Ré[) proto

dale nebudeme uvazovat. Obecnym Tresenim je tedy
1le = almlRl(I) + blmlRl(II) . (225)

Dosazenim téchto vysledki a rozvoji do (2.15) a fesenim téchto rovnic dostavame
zbylé ¢leny rozvoje
"Rim = ainBi" + bin Ry (2.26)
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2le = almle(I) + blmle(H) , (2.27)

kde
ORD — 2211+ 1)] 2 F(1 — 1,1 +2,2; ) , (2.28)
"R = —(@2D)2 (1 4+ 1) (—a) PR+ L1+ 2,20+ 227 |
2RD = _oa[i(1 4+ 1) 2 ' F(=1l+ 1,2;2) |
11+ 1)] ( ) (2.29)

2RI — (4 1)) 2 (=) 2R+ 1,120+ 2,27 Y

(pro [ # 0, pro [ = 0 nejsou ¢leny rozvoje definované).

7, asymptotického chovani hypergeometrickych funkci lze zjistit, ze pro [ £ 0
: (IT) (. . . I (. .
jsou R, regularni v nekonecnu, zatimco R, jsou regularni na horizontu. Pouze
feseni 'R j lérni v obou limitach

o je regularni v obou limitéach.

Resenim rovnice (2.22) s nenulovou pravou stranou (na zakladé znalosti jejtho
reseni s nulovou pravou stranou) a vyuzitim spojitosti ¢ muzeme ziskat vztah
pro koeficienty ay,, by, (detailni vypocet viz [1]). Tyto koeficienty jsou v pripadé
proudové smycky umeérné 6,9, suma pres m tedy vymizi a dale budeme tyto
koeficienty znacit pouze jako a;, b;:

B2 | (R M [20+1 (1_21\4)% y
YV T ST b

X [(—x)*lF(l,lJr2,21+2;x*1])r:b (CW) . (2.30)

6
725l [+ D)2 [20+1 2M\ 2

bl = <1 — ) X
2M (20 +1)! 7T b

x [P —11+232)] (W) . (231)
0=

Wl

s
2

Vyuzili jsme pritom vztahy pro spinové sférické harmoniky (2.21), [4]

20+1

Py(cos )

/ 20+1 8
Yio(0) = 2.32
1Y70( 2 L) P(cos ) (2.32)
1 20+1 (9
—1Y0( =
1Yi0( =5 A(0+1)0 Py(cosB)

kde P, je Legendretiv polynom [-tého stupné.

V ¢lanku [1] je také urCena konstanta rozvoje stojici u 1R(()H), ta je ale imérna
naboji zdroje, v nasem pripadé nenabité smycky je tedy nulova.

Po pouziti vztahu (1.25), (1.26) dostdvame vysledny tvar magnetického pole:



- 2 p(1)
QM) 220+ 1) 0 Py(cos0) {al R, pror <b (2.33)

Bi=-Y (1-=0) Ti) S
0 zl: r ml(l+1) 06 b2R"D pror > b

/21 1 'R <b
Z i i Py(cosf) a (ZH) pro” (2.34)
bR, pror >b

2.3 Reseni Chitreho a Vishveshwary

V ¢lanku [2] je FeSena rovnice (1.22) v Kerrové prostorocasu s nulovou tetradou
danou (1.17). Déale budeme uvadét rovnou vysledky vzniklé polozenim rota¢niho
parametru a rovného nule (tedy v limité Schwarzschildova prostorocasu).

Proudova hustota je zvolena
I ( 2M\ 2

= (0 00,7 (1- b) 5(r — b)a(cose)) , (2.35)

tak, aby v lokdlnim referen¢nim systému byl rovinou (7, é) nameéren celkovy proud
I. Pro teSeni rovnice (1.22) provedeme rozvoj ¥ a J do sférickych harmonik,

Arl(l + 1) ag )

r=2
il 2 + 1 F AR (cost) |

Arl(l + 1) g )

O"[ 2041 FdPl(COSG)

(2.36)

¢imz problém prevedeme na reseni diferencidlni rovnice

2
1
CR 0+, ()

dr? A A
kde pro koeficienty rozvoje J z (2.36) plati
1
20+ 1 2 2M dP(cos0)
—onli |1 | (1-
Jv=2mli Lm]z(l + 1)] ( b ) < o ),."
-2

2Mb — b? b(2Mr —r?)
« <2\/§5(T ) b)) (238

Dvé linedrné nezavisla feseni rovnice (2.37) maji podobu

(2.37)

N|=

20+ 1)! 9 dQi(u
1 ! u
() = 21 (;l))!!l!M (r? —2Mr)d]:i£ )| (2.40)

Fi(r) je pfitom vndjsi fefeni, zatimco Gy(r) vnitini. Cleny obsahujici P;(u) jsou
totiz reguldrni na horizontu, zatimco ¢leny obsahujici @;(u) jsou regularni v ne-
kone¢nu. Z téchto vysledki 1ze urcit ¢, pro r > b jako
> H7(b) dP/(cosb
$r = ZTQ( ' <d€ ) : (2.41)

=1
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kde jsme pouzili znaceni

H>(b) = — 12(1\/?1 Z) (1- 22”) sin <7;z> ;Ei;g <bdil7§b) - Gl(b)> (242)

Obdobné zavedeme znaceni H;~(b) pro stejnou konstantu po zaméné G; — F.
Integrovanim Maxwellovych rovnic dale ziskame

Zf ( di{ﬁ ") Fl(r>> P(cosb) . (2.43)

Vysledky pro r < b dostaneme analogicky zaménou F; — Gy, H; (b) — H(b).
Ze znalosti ¢; a ¢y uz muzeme podle (1.25), (1.26) urcit vysledné magnetické
pole:

s HS (rdG’(r) — Gl(r)) pror <b
By = =20y ~— P(cosf dr , 2.44
; y Filcose) { 7 (Tdi{ﬁr) - Fz(r)) pror >b (244)
1
, 2MN\ "2 & 1 dR(cost) | HEG(r) pror <b
B; = -2 \/5(1—) - . 2.45
o r ; 2 do {H?Fz(T) porsp )

2.4 ResSeni Pettersona II

Clanek Pettersona II [7] fesi ilohu proudové smycky okolo Kerrovy ¢erné diry.
Clanek ale obsahuje chybu, na kterou pozdéji upozornil v élanku Moss [3], a jeho
opravenému feseni se budeme zabyvat v dalsi sekci. Nyni uvedeme piivodni feseni
spolu s jeho opravou podle Pejchy [5].

V c¢lanku jsou feseny Maxwellovy rovnice v Newmanové-Penroseové forma-
lismu (1.18) s nulovou tetrddou (1.17). Z nich je odvozen vztah mezi ¢y a ¢o,

p2A
P2 = 7¢0 : (2.46)
Déle pomoci Maxwellovych rovnic v separovaném tvaru mizeme nalézt ¢y. Po
separaci proménnych ¢o = Ry(r)S(0) se Fesi rovnice

1d [ ,dRy B
1 d ds 1
Sinddd (Sm“)de> 1)~ ] =0 (2.48)

Po substituci Ro(r) = A2R(r) a u = r=M (2.47) dostavame rov-
nici, jejimz fesenim jsou pridruzené Legendreovy polynomy P/(u) a Legendreovy
funkce 2. druhu @} (u). Pfidruzené Legendreovy polynomy fes{ také rovnici (2.48),
dostavame tedy Teseni pro ¢p:

Oy = i_o: \/§A_% [alPll(u) + 5;@} (u)] Pll(cos 0) . (2.49)
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Integraci Maxwellovych rovnic (1.18) dostaneme pro ¢; vztah

o0

¢ =Y A+ BBl | (2.50)
=1
kde
A= (l(l i 1)Pl(U) + Adlz( )> Py(cosf) — iaPl(u)dPl(;;SH) sinf |
r
(. i 1) dQ,(u) dPy(cos ) (251)
_ U . 1(Ccos )
B, = ( 5 Qi(u) + A . )Pl(cose) zan(u)ide sin@ .
Po dosazeni proudového ¢lenu
1
¢ _ _
J 27rb25(r b)d(cos 0) (2.52)

do (1.18) a integraci pfes nekonecné tenkou vrstvu (x — b, z + b) dostavame pod-
minku pro skok ¢g a ¢ v misté smycky,

[¢1] =0,
21 (2.53)
[¢0] = 5 :
V2(b? — 2MD)
Dosazenim skoku ¢y a ¢, podle rovnic (2.49), (2.50) do podminek (2.53) a po

rozdéleni koeficientlt oy, 3 na jejich imaginarni slozky af, 8¢ a reélné slozky a7,
B ziskédvame podminky

Z [ﬁl ( Cil — Il + )r@:(u)) — o (A‘Z]:l — 1+ 1)7“Pl(u)>] X

r=b
xP/(cosf) =0, (2.54)

;dQr  dR 1 B Ib
Z[ﬁl ar ld ] bPz(COSQ)—iz)Z_QMb(S(COSG) :

V ¢lanku [7] jsou z podminky (2.53) odvozeny nespravné rovnice pro koeficienty
ai, Bi. V [5] je ale tato chyba opravena a je FeSena spravnd rovnice (2.54). S
vyuzitim ortogonality Legendreovych funkei jsou tedy podle [5] spravné hodnoty
koeficientti

: 2041 1 b —2Mbd
i j-l) l Q=T %U)] F/(0) (2.55)
r=b
i_2l+1 I bQ—QMdez(u) 1
b= (I+1)M [ () = (+1) dr L:bPz (0) . (2.56)
Ze znalosti ¢ a ¢y (2.46)muzeme urcit podle (1.25), (1.26) magnetické pole
B; = zl:af [(1 _ 21”) d];ll?(GU) _ Il ;i— 1>P;(U)] Py(cosb) , (2.57)
z 2M dPl(u) 1
_; l <1 - r) O P/ (cosb) . (2.58)

Tyto vztahy plati pro r < b; vztahy platné pro r > b dostaneme po zaméné
ap = B a Bu) = Qu(w).
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2.5 Reseni Mosse

Cléanek Mosse [3] poukazuje na nekonzistenci mezi ¢lanky Pettersona IT [7],
Bicdka a Dvoraka [1] a Chitreho [2]. Ta je podle néj zptisobena chybou v ¢lanku
Pettersona II — presnéji feceno chyba byla zptusobena spatnym napojenim jednot-
livych feseni. Zbytek ¢lanku se zaméruje na opravu tohoto feseni.

V clanku je opét Tesena rovnice (1.22) na Kerrové pozadi (1.5) s nulovou
tetrdadou danou (1.17). Reseni pro ¢ je zde uvedeno ve tvaru

i( dPlT v) 5ld%ﬁu)> P}(cosb) . (2.59)

Dale je uveden tvar vektorového potencialu pro obecné rotujici nabitou ¢ernou
diru, zde uvadime schwarzschildovskou limitu

> 2 _92MrdP
Ay = aising (rPl(u) - Tz(z : 1;" C{@) Plcosb) |, (2.60)

=1

platnou pro r < b; pro r > b ziskdme potencial zameénou Pj(u) — Q;(u).
Konstanty «}, 3{ ziskdme napojenfm vnitiniho a vnéjsiho feseni — v této ¢asti
reseni doslo k chybé v ¢lanku Pettersona II. S vyuzitim tvaru proudové hustoty

yo. <0,0,0,[5(r - b)a(cose)) (2.61)

b2
a rovnice (1.22), kde ¥ rozvineme do sférickych harmonik podobné jako v ¢lanku
2], ziskdvame hledany vztah

onl 2+ 1 B oMbAQi(w)) .,
M l<l+1)<Ql (I+1)  dr )prl@)’ (2.62)

vztah pro 3} vznikne z o} zédménou Q;(u) — Bi(u).
Z (1.11), (1.12) muzeme vyjadrit vysledné magnetické pole pomoci vektoro-
vého potencialu:

)
o = ——

sin 6

; r? —2MrdP(u)\ 1
Br =2 i (TPI(”) Ty dr
Pl
X (Pll(cos 0) cos 0 + dl((iceosg) sin 0) , (2.63)

L (R - T2 Breoss) . (200

2.6 ReSeni Znajeka

Clanek Znajeka [8] opét upozoriiuje na chybu v élanku Pettersona II [7]. Dale
uvadi feseni po transformaci nulové tetrady do symetrické podoby | — %l,

m — — Y2 Tim nabyvé feSenf pro @y, ¢1 a ¢y tvaru
V2 —oMr & [ dPp, d
Po = A > <az H(w) + B Ql(u)) Pl(cos) , (2.65)
r =0 dr dr
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o1 = ;iaz ((r2 — 2Mr) dh(w) —ri(l + 1)Pl(u)> Py(cos6)
. 4 (2.66)

+5 ((r2 — 2Mr) Cillﬁu) —ri(l + 1)Ql(u)> Py(cos@) ,
$2 = =% - (2.67)

Déle ¢lanek uvadi vztah pro vektorovy potenciél (ze kterého podle (1.11), (1.12)
muzeme jednoduse urcit magnetické pole),

r? —2Mr dP(u)
I+ 1) dr

Ay =2) ajsinf (rPl(u) —

=0

) Pl(cosf) . (2.68)

Tento vztah plati pro r < b, jeho protéjsek platny pro r > b dostaneme zaménou
ai — B a P(u) = Q;(u). Pomoci vyjadieni proudu

1
J? = ﬁé(r —b)d(cosb) (2.69)
a integraci pres nekonecné tenkou vrstvu v misté smycky opét dostavame, ob-
dobné jako v ¢lanku Pettersona II, podminky pro skok ¢ a ¢, ze kterych lze

urc¢it konstanty of, 3

i
o

1 2+1 b2 — 2Mb dQy(u)
= MU+ T) (le‘ 1) dr >r:bﬂl(0)’ 210

B¢ je ddno stejné po zaméné Q; — P.
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3. Porovnani studovanych reseni

U vsech Teseni jsou slozky magnetické indukce dané ve tvaru nekonec¢né sumy,
dale proto budeme porovnavat jejich jednotlivé cleny.

3.1 Porovnani tihlovych casti

Nejdifve se pokusime porovnat thlové ¢dsti feSeni. Uhlovou &ést [-tého sci-
tance slozky B; oznacime Bﬁe’l) a thlovou ¢ést [-tého scitance slozky By oznacime
BED

5

Na prvni pohled vidime, ze pro feseni Chitreho a Vishveshwary [2], Bi¢aka a

Dvoraka [1] a Pettersona II [7] plati

B = Py(cosh) | (3.1)
dP(cos )
(00 _ A _ pl
B = 0 = P (cos®) . (3.2)

U reseni Mosse [3] ihned vidime, ze BéGJ) je opét P}(cos#), druhou slozku B

se pokusime upravit. Po provedeni derivace podle 6 dostavame

dP}(cos0)

" "d(cosd) sin@ . (3.3)

Vyuzijeme rekurentniho vztahu pro derivaci Legendreovych funkei [4]

dP}(cosb)

" d(cosf) sin?@ = —(I + 1)l P(cos ) sin @ — P} (cos ) cos 0 (3.4)

a dosazenim do (3.3) dostaneme
B = (1 +1)Py(cos ) . (3.5)

Reseni Znajeka se od feseni Mosse lisi jen multiplikativni konstantou, jak je
vidét z tvaru potencialu (2.60), (2.68).

Na zavér se podivame na feseni Pettersona I. Vyuzijeme vztahu mezi Ge-
genbauerovymi polynomy a Legendreovymi funkcemi [4]

Clg_l(cos 0)sin = P(cosf) , (3.6)

jehoz dosazenim do vztahu pro potencial (2.8) po posunuti s¢itaciho indexu do-
stavame

A¢>Petterson - Z fl’ Cl/ COSQ SlH Z fl 1 F)l COS 0) Sll’l(9> . (37)

=13

Tedy 1uhlova ¢ast potencialu u reseni Pettersona I je stejnd jako u Teseni Mosse
(a proto i thlova ¢ast B bude stejnd).

Ze symetrie tlohy podle ekvatoridlni roviny (0 = %) plyne, ze Ay(5 + ) =
Ag(5 — x). Protoze funkce sin(z) je sudd a cos(z) licha podle x = 7, z tvaru Ay
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plyne, Ze nenulovy pifspévek budou ddvat jen ¢leny, pro které je P(cos6) sudou
funkei — podle [4] je toto pro funkci P!(z) splnéno na intervalu —1 < z < 1 pro
[ liché. Vsechny sumy se proto redukuji pouze na soucet pres licha [.

Zjistili jsme, ze pro vSechna TeSeni je Bﬁe’l) ~ P(cosf) a Bge’l) ~ P!(cos?).
Toho mizeme vyuzit a ze zndmych hodnot Legendreovych polynomt a Legendre-
ovych funkei (podle [4]) urcit limity feSeni pro ekvatoridlni rovinu a osu symetrie.
Ekvatorialni rovina je dana hodnotou 6 = 5 = cos ¢ = 0, plati tedy

(&L
B < P(0) = 7 cos (gz) F(giz) ) (3.8)
(pro [ liché) a
r(5+1)

B(ge’l) ~ P0) = 2772 cos ( I+ 1)>

> (3.9)

" ()

Pro horni poloosu plati # = 0 = cos# = 1, pro dolni poloosu § = 1 = cost = —1:

B~ p(1)=1, (3.10)
B ~ P(-1) = (-1)' = -1 (3.11)

(pro [ liché) a
B ~ Pl£1)=0. (3.12)

3.2 Porovnani radialnich c¢asti

Daéle se podivame na radidlni casti feseni. Radialni ¢ast [-tého s¢itance v
oy v . s v - 1.z v, (r,0) (r0)
nekonecné sumé, popisujici slozky magnetického pole, oznacime B, a B 5 -

Na prvni pohled nejjednodussi tvar radidlni ¢asti B ma reseni Pettersona II

—pro r < b je to (2.57), (2.58):

, 2MN dP(u I(l+1
B — (1— . ) G{i ) _ X ! ) Py | (3.13)
2M\ 2 dP
B =~ <1 - T) éi“) : (3.14)

reseni pro r > b ziskdme zdménou Legendreovych polynomt P, — Q).

Pokusime se ostatni Teseni prevést do podobného tvaru. Zacneme s feSenim
Mosse. Vidime, ze vytknutim ¢lenu —ﬁ je zbytek B}f’l) stejny jako u Pettersona
IT (pro r < b, stejné pro r > b po zaméné P, — Q;):

1 r? —2Mr dP(u)
B = = (rP(u) - AN
" 72 (T 1) (14+1) dr

! oMY dP(u) 11+ 1)
- 5T l(1— T) 2SR L (319)

18



Podivame se na druhou slozku B, za¢neme fesenim pro r < b. Po vyjadreni
derivace podle r ve vztahu pro Bé”) (viz (2.64)) a vyuziti substituce u = 7 — 1
dostavame

d r? — 2Mr dPy(u)
dr<7"PZ() (1+1) dr)

dﬁiu)ﬂ(lil) (( —u2>d£§“> —2ud2£“>+1(z+1)3(u)) . (3.16)

=r

Ze znalosti diferencidlni rovnice, jejimz fesenim jsou Legendreovy polynomy P

4] 2

d dy
(1- 2)d—‘z—2xd—+l(l+1)y:0, (3.17)

vidime, Ze vyraz na pravé strané vztahu (3.16) v zdvorce je roven nule. Dostavame
tedy stejny vyraz jako v piipadé feseni Pettersona IT (3.14):

2M\z 1 d r? — 2Mr dP(u)
Bgr’l) = — (1 — ) _—— P — l -
0 r rdr \ 1) (l+1) dr

_ (1 . 256\4)% d]ziiw . (3.18)

V pripadé r > b postupujeme stejnym zptisobem, pouze je tfeba zaménit P, za )
(P, a @ Tesi stejnou diferencialni rovnici), feseni se tedy opét shoduje s fesenim
Pettersona II.
Porovnanim teseni Mosse jsme zaroven pokryli i feSeni Znajeka, o kterém vime
(viz predchozi sekce), ze se od Teseni Mosse 1isi pouze multiplikativni konstantou.
Déle se podivame na feseni Chitreho a Vishveshwary. Pro r < b dostavame
pti dosazeni za G z (2.45) ihned

B _( 2M>—% L, 20— npm (1 - 2M)é AP, (u)

1= 22
r r dr

N OY

21— M
@n!

(3.19)
tedy az na multiplikativni konstantu je Teseni stejné jako feseni Pet-
tersona II. Pro r» > b dostavame podobné

< 2M>‘5 1 (20 +1)! (1_2M>5dQ,(u)

R — —F =
r)o ot 2l M r dr

(rd) _
B = - (3.20)

coz se opét shoduje s fesenim Pettersona II, az na multiplikativni konstantu

1 , . . ’
_M%% Dosazenim G; do BT(,”) a po substituci u = 57 —1 pro r < b mame:

Bi“”_w [d<( —2M)dpl ) (rQ—QM)dPZ( >1

" (20)! dr dr
2Ll — )M 1 dP(u) 9 dQPl dP(u)
(21)! r " du Gl du2 < )
(3.21)
S vyuzitim (3.17) dostédvame
. 2L — nHlitm? 2MN dP(u) I(l+1
- 2P (B0 W]
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stejny vysledek bychom dostali pro r > b po zaménné P, — ), a W

(1)
A+ 1) ITMTF -
Pro radialni ¢ast reseni Bicaka a Dvoraka v pripadé r < b plati

_1

oM oM\ "2
ng:(l_) ZQR;D:@_) CeR(SL 4+ 1,2:0) . (3.23)
r T

S vyuzitim vztahu pro derivaci hypergeometrické funkce a vztahu mezi hyperge-
ometrickymi funkcemi a Legendreovymi polynomy

d

o [(1 — )" P (ab,c; x)] = W(l—x)“%_c_l]?(a,b,c—i—l; z), (3.24)

C

F(—nn+1,1;2) = P,(1 —2z) , (3.25)
(podle [4]) mtizZeme Teseni dale upravit na

1 1—z d

TP+ 1,2i1) = - ———PF(1 - 22) . 3.26
Po pouziti substituci * = 537 a u = 2z — 1 a parity Legendreovych polynomu
dostavame )
2M 2M\z2 d
B = (—1)! ( - ) —Py(u) . 3.27
) I0+1) ) oW (3.27)

K tpravé vnéjsiho Teseni (r > b)
1 1
2MN "2 2MN\ "2
B = (1 _ ) “2pn _ (1 _ ) C(2) RR(I L2042 Y (3.28)
T r

vyuzijeme vztahu [4] mezi Legendreovymi a hypergeometrickymi funkcemi

e Q) PT Dt ) Pt Lyt 120+ % 12
F(v+p+1) (z —1)ztv+! '(2v +2) '

e

(3.29)

Dosazenim dostavame:

o Qr (—u) D21+ 2)(—u — 1)~ 2!

ril)  2r(l+1)(1—u)2
(3.30)
Dosazenim za substituci u a pouzitim vlastnosti Legendreovych funkei (podle [4])

(=) 2R+ 1,021 4 2,27 = —(—2)

(1) (1)

e T, Qi)
= (—1) +1F<l+2)(u2 1) m (3.31)
miuzeme tento vztah dale upravit na
v _ [ _2My: TEL+2) Q)
By =0T (1 r ) 4MF(Z+1)F(Z+2) dr (3:32)
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Podivejme se déle na B™) pro r < b — to je rovno 1Rl(l). K porovnani s
ostatnimi feSenimi vyuzijeme vztahu (3.27) a vztahu

1
R = 5200+ 1) 3 (r - oy L (21 RD) =

dr
2M (1_2M> d

= —2:(I(1 + 1))é(_1>l+1l(l iy b, (3:33)

r /) dr

ze kterého bylo podle [1] odvozeno 2R\". Z rovnice (3.18) vidime, Ze plat

b [0 - e} e

a spojenim s (3.33) dostdvame findlni vztah

Tl I
B =R = (1)

(l(ﬁr]\ﬁ))z [(1_ 2M> dP(u) l<l+1>P[(U)1  (3.35)

r dr r

Podobné pro r > b mame vztah

1 d
R = 22210+ 1) 2t (R =

dr
oM r@2l+2) d
N r> M ri g @@ (3:36)

— B2+ 1) (-1 (1
a (3.34) plati ve stejné podobé po zédméné P, — Q;. Tim dostavame vysledek

Béﬁl) _ IRZ(U) _ (_1)l+1

AMT (21 4 2) ] 2MN dQ(uw) U1+ 1)
T(+2)0(+2) l( B ) i)
(3.37)
Porovnavané radialni ¢asti feseni se tedy opét lisi jen o multiplikativni konstantu.
Ze znalosti radiadlntho pribéhu feseni mizeme urcit pole na horizontu uda-
losti vypoctem limity » — 2M. Okamzité vidime, ze v této limité B, = 0. Dle
pouzitého znaceni odpovidé limita r — 2M limité v — 1. Ze zndmé hodnoty [4]
P,(1) =1 ziskdvame limitu pro B; (pro Teseni Pettersona II):

r

—l(1+1)
g — ) 3.38
p i (3.38)

3.3 Porovnani multiplikativnich konstant

S vyjimkou radidlni ¢asti feseni Pettersona I se nam podarilo porovnat vsechna
reseni a zjistili jsme, Ze se 1lisi nanejvys multiplikativni konstantou. Nyni se tyto
konstanty pokusime urcit. Ozna¢me

1= [(1 - A Sy ”B(u)] P(cosh) |

T dr T

fy P}(cos )

_ _( 2M)5 dP(u)

) [ ——
T dr
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pro r < b, stejné pro r > b se zaménou P(u) — Q;(u). Pak muzeme Teseni
Pettersona II (2.57) a Mosse (2.63) psat po tpravé nasledujicim zptusobem:

X

[e'¢) T +2
BﬁMoss - Z 4ﬁ]’2l + ! COS Tr(l + 1) ( 2 )
(l+1) M 2 r (HTI)

b? — 2Mb dQ(u) l
(+1 dr ) '

=1

X (le(u) - (3.39)

& el 241 (1 +1) F(”TZ)
BfPettersonH - Z l(l + 1) M Cos ( 9 ) T (H71> x

=1
b2 — 2Mb dQ,(u)

) L2 .
Pfi tpravé jsme dosadili P!(0) = 2772 cos (M) EEZJflg (podle [4]). Reseni pro

2
r > b vzniknou zdménou @Q;(u) — P,(u). Stejnym postupem jako u B; bychom
dostali stejné vztahy pro B; v zdvislosti na fg.

Pro konstantu H;~(b) z feseni Chitreho a Vishveshwary muZzeme psat

o NaRlo oM (T (%) 2+ 1)
HE®) = =105 (1 N b> o (2) D (52) 2+ DU
x <(b2 — 2MD) d%l:“) —bl(l + 1)Ql(u)> . (3.41)

podobné vztah pro H; (b) ziskdme zdménou @Q;(u) — P(u) a 21(1531[)% —
2l a=nuM?

ahr - Po dosazeni do (2.44) dostavame vztah

Bichite = ) — dyml 2+ 1 1sin (WZ) ( 2 ) 1-— %x

T =i+l M 2) (%) b

B2 — 2Mb dQi(u)
X<le(“)_ (I+1) dr ) , 2

platny pro r < b. Analogicky bychom dostali vztah pro r > b po zdméné Q;(u) —
Py(u) a vztah pro B, v zdvislosti na f}.

Déle se podivejme na teseni Znajeka, o kterém jsme zminovali, ze se lisi od
reSeni Mosse pouze multiplikativni konstantou. Porovnanim (2.60), (2.68), (2.62)
a (270) ihned Vidime, ze plati A¢Moss = 27TA¢Znajek-

(3.42)

Konstanty a;, b; z Teseni Bicdka miizeme ze znalosti 1Rl(l) a 1RI(H) ((3.35) a
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(3.37)) vyjadrit jako

24l [(1+1)1% [2041 2M an b\,
“WEom @+l (1 b ) 0 |~y | B0 =
2; 3
_ (_1)ll(l+1)7r il 2141 (1_2]\/[> «

2M?2 T b

x <le(u) - bl (l_ij)b d%“)>r:b PHO), (3.43)

r2 I [(1+ D2 [20+1 ( b\’
b = 1 _ Pl —
T oM (2l+1 ( b ) RO 337 ) Fi00)

I)(b
_ (0= )(l+1)'7r221 2 +1 oM
-V e () %

x (bPl(u) - bl (l_ij)b d]zii“>)T:b PLHO) . (3.44)

Dosazenim téchto vyraziu do (2.34), spoleéné s vyjadrenim radidlnich ¢asti podle
predchozi sekce, dostavame pro r < b

© on] 2 + 1 IMN 2
Bigicak = 1- Plo
Bicak ;Ml(lJrl)( b) 1 (0)x

b2_2MbdQl(U)> L (3.45)
b

% (le(“)_ (I+1) dr o

a vztah pro r > b vznikne po zdméné Q;(u) — P,(u). Dosazenim do (2.33) by
opét vznikly analogické vztahy pro B; v zavislosti na fj.

Z (3.42), (3.39), (3.40) a (3.45) mizeme nyni shrnout vztahy mezi fesenimi
takto:

BMoss - 27rBZnajek = 27I_BPettersonH =

1 1
2MN "2 2MN "2
= (1 - b> ’ BChitre - <1 - b) i BBicak . (346)

3.4 Numerické porovnani reseni

V této cCasti se podivejme na magnetické pole vykreslené podle studovanych
reseni pomoci programu MAPLE. Na obrazcich 3.1, 3.3 a 3.5 je Teseni Pettersona
I pro t1i rtizné hodnoty poloméru smycky, na obrazcich 3.2, 3.4 a 3.6 odpovidajici
pole podle feseni Pettersona II, oboje v Tezu meridionalni roviny. Proud jsme
zvolili I = 1 a osy jsou popsany v jednotkach M, velikost vektori je fixovana a
suma je s¢itana do [ = 30. Ostatni TeSeni byla po vykresleni prakticky totoznd s
resenim Pettersona II, proto je zde neuvadime.

Priabéh pole na obrazcich je v obou pripadech stejny, k mirné odchylce dochazi
pouze v pripadé, kdy se smycka nachézi v blizkosti horizontu udéalosti (b = 2,5M),
coz je zpusobeno rozdilnym numerickym chovanim feseni v této oblasti.
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Zaroven si mizeme vSimnout urcitych nepravidelnosti na kruznici r = b, ty
jsou zpusobeny vycislenim pole, které je dano ve tvaru nekonecné sumy, pomoci
kone¢ného souctu. S rostoucim poctem sectenych c¢lenti tyto nepravidelnosti mizi
(zéroven ale roste Cas potiebny k vypoctu).

Dale se zamérime na nékteré specialni hodnoty feseni. Jak je vidét z grafa
3.1-3.6 a z limit vypoctenych v (3.8)—(3.12), je pole na ose ¢isté radidlni, zatimco
v ekvatoridlni roviné je radidlni slozka nulova. Pribéh nenulové slozky pole v
ekvatorialni roviné v zavislosti na radialni souradnici je vynesen na obrazku 3.7
pro Teseni Pettersona I a na obrazku 3.8 pro feseni Pettersona II. Smycka je
umisténa ve vzdalenosti b = 4M, zbylé parametry jsou stejné jako u predchozich
grafii. Ostatni FeSeni méla po normovéani podle rovnice (3.46) stejny tvar jako na
obrazku 3.8.

Pole na horizontu udalosti je opét cisté radialni, jeho pribéh v zavislosti na
uhlu € muzeme vidét na obrazku 3.9 pro reseni Pettersona I a 3.10 pro Pettersona
I1. V pripadé teseni Pettersona I jsme nechali limitu vypocitat MAPLE, v pripadé
Pettersona II jsme pouzili ndmi urcenou limitu (3.38).
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Obrézek 3.1: Pribéh magnetického pole feseni Pettersona I v meridionalni rovineé,
suma byla vysc¢itana do [ = 30, proud byl zvolen [ =1 a b= 2,5M.
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Obréazek 3.2: Prubéh magnetického pole feseni Pettersona II v meridionalni ro-
viné, suma byla vyscitana do [ = 30, proud byl zvolen I =1 a b= 2,5M.
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Obrézek 3.3: Pribéh magnetického pole feseni Pettersona I v meridionalni rovineé,
suma byla vyscitana do [ = 30, proud byl zvolen [ =1 a b=4M.
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Obréazek 3.4: Prubéh magnetického pole feseni Pettersona Il v meridionalni ro-
viné, suma byla vyscitana do [ = 30, proud byl zvolen I =1 a b = 4M.
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Obrézek 3.5: Pribéh magnetického pole feseni Pettersona I v meridionalni rovineé,

suma byla vyscitana do [

30, proud byl zvolen I =1 a b= 55M.
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Obréazek 3.6: Prubéh magnetického pole feseni Pettersona Il v meridionalni ro-
viné, suma byla vyscitana do [ = 30, proud byl zvolen I =1 a b= 55M.
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Obrazek 3.7: Pribéh By v ekvatoridlni roviné podle feSeni Pettersona I v zdvislosti
na r. Suma byla vyscitana do [ = 30, proud byl zvolen I =1 a b= 4M.

B. [M7!]

Obrazek 3.8: Pribéh By v ekvatoridlni roviné podle Teseni Pettersona II v zdvis-
losti na . Suma byla vysc¢itana do [ = 30, proud byl zvolen I =1 a b= 4M.
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Obrazek 3.9: Pribéh B; na horizontu uddalosti podle feseni Pettersona I v za-

vislosti na thlu #. Suma byla vysé¢itana do [ = 30, proud byl zvolen I = 1 a
b=4M.
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Obrazek 3.10: Pribéh B; na horizontu udalosti podle reseni Pettersona II v za-
vislosti na 1hlu 6. Suma byla vysé¢itana do [ = 30, proud byl zvolen I = 1 a
b=4M.
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Z.aver

V této praci jsme porovnavali Sest riznych feseni pro magnetické pole testovaci
proudové smycky ve Schwarzschildové prostorocasu. Podatilo se ndm dokazat,
ze se vSechna kromé jednoho shoduji az na multiplikativni konstantu, zavisejici
nanejvys na poloze smycky. Tato odlisSnost mtze byt zptisobena pouhym jinym
zavedenim proudu nebo obecné jinymi konvencemi. Reseni jsme vykreslili pro
nékolik poloh smycky v programu MAPLE a tim jsme aspon numericky porovnali
zbylé TeSeni s ostatnimi. Dale jsme urcili limity pro 3 vyznamna mista tlohy -
ekvatorialni rovinu, osu symetrie a horizont udalosti.

Clanek Pettersona I tlohu fesil pifmo ve Schwarzschildové prostoro¢asu po-
moci Maxwellovych rovnic v tenzorovém tvaru. S timto fesenim se nam praco-
valo nejhiite, zejména kviili jeho vyjadieni pomoci integralu, ktery se pro obecny
multipdl Spatné vycisloval. Toto feseni bylo jediné, pro které se ndm nepodarilo
provést Uiplné analytické srovnani s ostatnimi. Také pri numerickém zpracovani
jsme narazeli na problém, kdy MAPLE nebyl schopen integrély pro vyssi hodnoty
[ vykreslit. Proto jsme vyjadrili feseni v ekvivalentnim tvaru pomoci hypergeo-
metrickych funkci, abychom byli schopni vykreslit jeho tvar.

Clanek Bicdka fesil tlohu opét pifmo ve Schwarzschildové prostorocasu, ten-
tokrat pomoci Newmanova-Penroseova formalismu. V ¢lanku se ale fesil obecnéjsi
problém libovolného stacionarniho zdroje, ktery nemusi byt umistén axidlné sy-
metricky. Reseni bylo vyjadfeno pomoci hypergeometrickych funkei a spinovych
sférickych harmonik.

Clanek Pettersona II se zabyval tllohou v Kerrové prostoro¢asu, nejdifve pro
obecny axialné symetricky zdroj a poté pro nabitou proudovou smycku. V tomto
clanku byla chyba, po jejiz opravé se nam ale s timto fesenim pracovalo velmi
dobte. Vysledek byl vyjadren pomoci Legendreovych polynomi a funkci 2. druhu
a jejich derivaci, se kterymi se zachézelo 1épe nez s hypergeometrickymi funkcemi
(zejména co se tyka analytického vypoctu limit, pti kterych slo snadno vyuzit
jejich specidlnich hodnot) a byly pro nas intuitivnéjsi. Numericky se ale Teseni
obsahujici v radidlni ¢asti Legendreovy polynomy nechovala dobfe pti vypoctu
limity pole na horizontu udalosti, narozdil od feseni Bi¢dka obsahujiciho hyper-
geometrické funkce.

Clanek Chitreho se opét zabjval tlohou v Kerrové prostorocasu. ReSeni je
vyjadieno pomoci 1. a 2. derivaci Legendreovych polynomi a funkei 2. druhu,
toto Teseni lze ale dale upravit na jednodussi tvar, ktery obsahuje nejvyse jejich
1. derivace.

Clanky Mosse a Znajeka Tesi tilohu s nabitou proudovou smyckou v Kerrové
prostorocasu, Teseni je opét uvedeno ve formé Legendreovych polynomi a funkci
2. druhu. Toto Teseni je vyhodné v tom, Ze je uveden explicitné tvar vektorového
potencialu.

Prestoze vétsina nami porovnavanych ¢lanku resila ilohu v Kerrové prostoro-
casu, zatim jsme s nimi pracovali pouze ve schwarzschildovské limité. Jako dalsi
pokracovani se proto nabizi zamérit se piimo na feSeni v prostorocasu rotujici
Kerrovy ¢erné diry. Déle bychom vysledki této prace chtéli vyuzit k urceni pole
soustavy proudovych smycek, kterd by slouzila jako model akre¢niho disku.
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