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Téma
Práce se zabývá výpočtem homogenizovaných parametr̊u okrajové úlohy pro
skalárńı eliptickou parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s Dirichletovými
okrajovými podmı́nkami a s náhodnými parametry (ř́ıkejme jim materiálové).

Obsah
Po úvodu shrnuj́ıćım motivaci práce, témata jednotlivých kapitol a hlavńı zdroje
z odborné literatury jsou v prvńı kapitole představeny základńı pojmy a výsledky
týkaj́ıćı se slabé* konvergence, skalárńıch a vektorových funkćı periodických v Rm,
prostor̊u potenciálńıch a solenoidálńıch funkćı aj. Zavád́ı se �-periodická okra-
jová úloha (� znač́ı periodickou buňku) s periodickými funkcemi na mı́stě ma-
teriálových parametr̊u a jej́ı slabé řešeńı, z ńı odvozený systém úloh závislých
na parametru ε → 0 vystupuj́ıćım v transformaci proměnné x/ε. Definuje se ho-
mogenizovaná (tj. s konstantńımi prvky) matice parametr̊u diferenciálńı rovnice
daná limitńım přechodem ε → 0. Jsou zavedeny pomocné okrajové úlohy s peri-
odickými koeficienty a formulována věta o existenci a výpočtu homogenizované
(též zvané efektivńı) matice.

Druhá kapitola je věnována stochastické homogenizaci, kdy jsou materiálové
parametry náhodné. Ćılem je náhodné parametry zhomogenizovat, tj. odvodit ta-
kové konstantńı materiálové parametry, že při jejich použit́ı bude řešeńı okrajové
úlohy bĺızké řešeńım odpov́ıdaj́ıćım náhodným parametr̊um. K tomu se zaváděj́ı
nové pojmy, nejd̊uležitěǰśı je mı́ru zachovávaj́ıćı dynamický systém, pomoćı něhož
se pak např́ıklad definuj́ı realizace náhodných funkćı. Opět se zavád́ı potenciálńı
i solenoidálńı vektorové pole a pomocná okrajová úloha, vše tentokrát na prostoru
s pravděpodobnostńı mı́rou. Je uvedena existenčńı věta o homogenizované ma-
tici materiálových parametr̊u. Jej́ı podstatnou ingredienćı je dynamický systém
parametrizovaný prostřednictv́ım x ∈ Rm, což je z praktického hlediska nutné
nahradit periodickým modelem omezeným na buňku Sρ, j́ıž je m-dimenzionálńı
krychle s těžǐstěm v počátku souřadnic a se stranami délky ρ rovnoběžnými se
souřadnými osami. Ukazuje se, že homogenizované matice źıskané z periodického
modelu konverguj́ı při ρ → ∞ k p̊uvodńı homogenizované matici náhodných ma-
teriálových parametr̊u.

Na základě předchoźıch kapitol je v třet́ı kapitole vzata referenčńı buňka
� ≡ Sρ a jsou zavedeny slabě formulované diskretizované úlohy pro přibližné
řešeńı deterministického problému (tj. pro pevně dané materiálové parametry) na
referenčńı buňce. Aproximačńı prostory jsou založeny na Fourierově transformaci,
prakticky však na částečných Fourierových rozvoj́ıch, tj. konečných lineárńıch
kombinaćıch goniometrických funkćı. Jako bázové funkce však nejsou použity
funkce př́ımo z Fourierova rozvoje, nýbrž jejich speciálńı lineárńı kombinace źıskané
pomoćı diskrétńı Fourierovy transformace. Výsledný systém bázových funkćı má
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výhodné ortogonálńı vlastnosti. Jsou uvedeny odhady chyb interpolace a aproxi-
mace přesného řešeńı přibližným, a to i s uvážeńım numerické integrace. Závěr
kapitoly je zaměřen na popis odpov́ıdaj́ıćıho systému lineárńıch algebraických
rovnic a jeho vlastnost́ı.

Čtvrtá kapitola se zaměřuje na přibližné řešeńı stochastické úlohy v periodické
variantě (viz výše), kde opět � ≡ Sρ. Ćılem je vypoč́ıtat středńı hodnotu homo-
genizovaných materiálových parametr̊u. Za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u, mj. že
matice náhodných parametr̊u A(x, ω) záviśı jen na konečném počtu náhodných
veličin Yi, tj. A(x, ω) = A(x, Y1(ω), . . . , YM(ω)), je úloha převedena na determinis-
tický problém, ale (o M) zvýšené dimenze, kde vyvstává nesnáz s integraćı funkćı
přes oblasti velké dimenze. Jsou představeny dvě metody: metoda Monte Carlo
a kolokačńı metoda ve dvou variantách — s plnou a s ř́ıdkou śıt́ı kolokačńıch bod̊u,
u ř́ıdké śıtě ve dvou modifikaćıch (s Clenshawovými-Curtisovými a Gaussovými
integračńımi body). Pozornost je věnována konvergenci těchto metod a odhad̊um
chyby přibližných efektivńıch matic.

Závěrečná kapitola je zaměřena na numerické řešeńı testovaćıch úloh, v nichž
jsou na jednotkovém čtverci náhodné materiálové parametry reprezentovány ša-
chovnićı N×N konstantńıch hodnot z intervalu [1, 10], kde N je až 30. Část test̊u
se zabývá situaćı, kdy náhodné parametry jsou korelované.

Práce je ukončena jednostránkovými závěry, přehledem literatury s 16 polož-
kami, seznamem obrázk̊u a tabulek. Jako doplněk je přiložen výpis některých
část́ı autorčina programu v jazyce Python použitého k výpočt̊um.

Jazyk
Diplomová práce je napsána angličtinou na srozumitelné, dobré úrovni s nemnoha
chybami.1

Grafická úprava a sazba
Práce je vysázena velmi úhledně, pravděpodobně v LATEXu. Vzhledem k množstv́ı
jak pojmů s definovaným označeńım, tak složitěǰśıch výraz̊u je obdivuhodné, jak
zř́ıdka se vyskytne drobná chyba.2

Styl
Jsem si vědom toho, že názory v této části posudku jsou částečně subjektivńı.
Možná svým postojem stoj́ım mimo současné trendy na MFF UK, ale přikláńım
se k tradičńımu pojet́ı diplomových a disertačńıch praćı, v němž se předpokládalo,
že práce čtenáři poskytne dostatek (až nadbytek) podrobnost́ı. Předložená práce
je však protipólem tohoto pojet́ı.

V žádném př́ıpadě t́ım nechci ř́ıci, že autorka nemá strukturu a jednotlivé
kroky textu promyšlené, čtenáři však neusnadňuje porozuměńı bohatého obsahu

1Poměrně systematické přidáváńı určitého členu the Definition XY nebo the Theorem XY
(strana 17, 22, 25, 26, 27, 30, 37, 39). Nestandardńı termı́ny symmetrical (strana 9), trigono-
metrical (strana 8, 34). Nadbytečný neurčitý člen a realizations (strana 21). Slovosled can be
also very (strana 34) a několik málo daľśıch zaškobrtnut́ı.

2Pro ilustraci: Font operátoru curl a funkce exp a cov (strana 6, 29 a 68), dále Cm a Nm na
straně 33; dvojité ⌋ (strana 8); chyběj́ıćı exponent ε v (1.13). Funkce q mı́sto správné funkce g
ve slabé konvergenci na straně 21. Ve (4.5) asi něco chyb́ı za amin. Ve (4.10) má asi být ∥ ∥Vµ .
Nejasný odkaz in 4.3 (strana 47). Někdy odkazováńı na sekce č́ısly v závorkách, tedy jako na
č́ıslované výrazy (na v́ıce mı́stech). Výraz x2 + y2, když x, y ∈ R2 (strana 68).
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textu. Mlčky předpokládá, že čtenář zná význam některých symbol̊u3 (L2, H1,
H−1, C∞

0 ), povšimne si použ́ıváńı Einsteinovy sč́ıtaćı konvence (strana 9, 10 a 20)
nebo si doplńı standardńı předpoklady (lipschitzovská hranice). Symbol a.s. (al-
most surely) je použit na straně 27, ale vysvětlen až na straně 44. To jsou drob-
nosti, čtenář však v́ıce zápaśı s občas deľśım krokem v řetězci dedukćı. Přitom
by stačilo málo — vložit mezikrok, připomenout použitou vlastnost, uvést odkaz
atd.

V úvodńı kapitolce i na začátćıch jednotlivých kapitol jsou zmı́něny hlavńı
zdroje k jednotlivým témat̊um, ale ve vlastńım textu jsou konkrétńı odkazy
na větu, lemma či d̊ukaz nepř́ılǐs časté. Neńı pak jasné, co je převzato z litera-
tury a co je autorčiným př́ıspěvkem. Někde t́ım autorka zamlčuje vlastńı zásluhy.
Srovnáńım s literaturou jsem např́ıklad zjistil, že dokázané tvrzeńı Lemma 1.2
je převzato z [Jikov et al., 1994], kde je uvedeno bez d̊ukazu, ten je d́ılem au-
torčiným. Už́ıváńı odkaz̊u je nejen sporadické, ale občas i neurčité.4

Daľśım rysem, který neusnadňuje čteńı, je zjednodušený zápis, v němž se
nečińı rozd́ıl mezi skalárńımi a vektorovými veličinami, ačkoli [Jikov et al., 1994],
jeden z podstatných zdroj̊u práce, znač́ı vektorové funkce tučně a vyznačuje
i počet složek odpov́ıdaj́ıćıho prostoru — např́ıklad (L2(Q))

m
.

Na druhé straně chápu, že se autorka snaž́ı o úsporný výklad, nebot’ i tak má
práce přes 80 stran.

Pochvalu zaslouž́ı, že většina podkapitol zač́ıná krátkými odstavečky, které
čtenáře seznamuj́ı s tématem a ćılem daného odd́ılu.

Matematická úroveň
Jak již ukázal obsah, práce pokrývá řadu obt́ıžných témat. Přestože hlavńım sa-
mostatným výsledkem se zdaj́ı být numerické výpočty, než k nim autorka mohla
přistoupit, musela zvládnout teorii homogenizace periodických úloh i stochas-
tických úloh. Nadto jak přeformulováńı stochastické úlohy v úlohu determinis-
tickou, ale podstatně vyšš́ı dimenze, tak vhodné speciálńı numerické metody.
Ačkoli čerpala z r̊uzných zdroj̊u, témata jsou podána v souhrnu uceleném logicky
i značeńım.

Vzhledem k objemu a hloubce zpracované látky je neuvěřitelné, že téma di-
plomové práce bylo zadáno až 30. 8. 2016, a že tedy práce vznikla během osmi
měśıc̊u.

Otázky k práci

1. V odd́ıle 2.1.2 je zaveden dynamický systém T a zobrazeńı T (x) stochastické
proměnné ω, které záviśı na prostorové proměnné x. Vysvětlete prośım
jasněji smysl dynamického systému ve stochastické homogenizaci a zda se
vlastně dynamický systém nějak uplatńı v jej́ı praktické výpočetńı realizaci.

2. Ke kapitole 5. Jako referenčńı řešeńı je vzat výsledek źıskaný metodou
Monte Carlo s velkým počtem vzork̊u (100 000, 1 350 000). S t́ımto výsledkem

3Pak čtenář nev́ı, zda  L znač́ı nějaký nový prostor nebo jde jen o tiskovou chybu (strana
23).

4Např́ıklad k Theorem 2.1 Proof can be found in [Dunford and Schwartz, 1988], když mo-
nografie má dokonce tři d́ıly.
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se srovnávaj́ı výsledky kolokačńı metody. Jak je třeba rozumět posledńımu
sloupci tabulek 5.2, 5.3 a 5.4, kde je také zmı́něna metoda Monte Carlo?

Vzorky parametr̊u pro metodu Monte Carlo byly generovány př́ımo pomoćı
standardńıho generátoru pseudonáhodných č́ısel nebo nějakým specializo-
vaným algoritmem, např́ıklad Latin Hypercube či algoritmy optimálńıho
návrhu experiment̊u?

Závěr
Práci navrhuji uznat jako diplomovou.

V Praze dne 31. května 2017

Jan Chleboun
Katedra matematiky FSv ČVUT v Praze

4


