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Uvod

Diplomova prace Obvody a obsahy rovinnych tutvart je urcena pro vyucujici
a predevsim pro zaky strednich Skol. Pro vyucujici mize slouzit jako zdroj loh,
pro Zaky jako doplnujici ucebni text. Tato prace je pro lepsi porozuméni
doplnéna nazornymi obrazky vytvorenymi v programu GeoGebra.

V prvni kapitole prace je pripomenuta definice obsahu a obvodu tak, jak se
zavadi na stfedni Skole. V této kapitole jsou zminény Klasifikace trojuhelnikii
a Ctyruhelnikl spolu s dilezitymi vlastnostmi obsahu, které budou vyuzivany
v dalSich kapitolach.

Ve druhé Kkapitole se zabyvame dtlezitymi planimetrickymi vétami, které
budeme v nasledujicich kapitolach vyuzivat.

Ve treti az osmé kapitole je vysvétleno odvozeni vztahl pro vypocet obvodu
a obsahu rovinnych utvarti, se kterymi se Zaci na zakladni a stredni Skole
setkavaji. Spolu s vysvétlenim vztahtli nalezneme v téchto kapitolach také reSené
priklady a ukoly k procviceni.

Zavérecna kapitola obsahuje patnact ukoll, ve kterych jsou provérovany
znalosti z predchozich kapitol. Pri fesSeni je kladen diraz na vyuzivani vlastnosti

obsahu.



1 Obvod a obsah

NeZ se zacneme zabyvat obsahy a obvody rovinnych obrazcli, musime si byt jisti, Ze
ovlddame terminy ze zakladni Skoly, nebot’ se jejich znalost v této praci predpoklada.
Nékteré pojmy jsou zde pro lepsi pochopeni zopakovany. V pripad€ nejasnosti je mozné
definice vétSiny pojml pouzitych vtéto praci dohledat v ucebnicich pro zakladni

a stfedni $koly, popft. v dalsi literatute [9].
V této praci najdeme odvozeni zakladnich vztahl pro vypocet obvodu o a obsahu

Srovinnych obrazcli spolu se zajimavymi vétami. Véty byvaji vétSinou doplnény

dtikazem, pripadné piiklady.

1.1 Zakladni pojmy

Z vyuky na zakladni Skole vime, Ze obrazcem v roviné rozumime rovinny utvar
ohranic¢eny uzavicenou ¢arou, kterd je soucasti obrazce. Obrazce v roviné mizeme

deélit na konvexni a nekonvexni.

Obrazec je konvexni, pokud s kazdymi dvéma body X, Yobrazce i usecka XY naleZi

danému obrazci. Pokud alesponi jeden bod usec¢ky XY nendlezi danému obrazci, je

y

Na obr. 1.1 je v hornim radku nékolik prikladi konvexnich obrazci, ve spodnim radku

dany obrazec nekonvexni.

nékolik prikladl atvart nekonvexnich.

UKOL 1.1

Do seSitu nalrtnéte tfi
konvexni a dva nekonvexni
obrazce. Se svymi spoluzaky
nasledné diskutujte spravnost

svého reSeni.

UKOL 1.2

Rozhodnéte, které obrazce na
obr. 1.2 jsou nekonvexni. Sva
rozhodnuti zdGvodnéte.

Obr.1.1



Obr.1.2

Uhel je ¢ast roviny vymezena dvéma poloptimkami se spoleénym poc¢atkem (obr.

1.3)

Pro konvexn{ thel plati, Ze s kazdymi dvéma body X, ¥ thlu nalezi danému uhlu

i usecka XV . Pokud alespoini jeden bod tsecky XY nenalezi danému uhlu, pak

hovorime o nekonvexnim uhlu.

y

Nenulovy konvexni thel se dale dle
velikosti déli na thel ostry, pravy,
tupy, pfimy a plny (v poradi na obr.
1.3.).

Ostry dhel je dhel nenulové
velikosti mensi nez 90°.

Pravy thel je tihel o velikosti 90°.

Tupy thel je thel, jehoz velikost je

vétsi nez 90° a mensi nez 180°.

Pfimy thel je uhel o velikosti 180°.

A

y

Obr. 1.3



UKOL 1.3

Rozhodnéte, zda jsou nésledujici geometrické utvary konvexni ¢i nekonvexni, pripadné
zda dle zadani nelze jednoznacné rozhodnout. Své uvahy dopliite o nacrtky a zdavod-
néni. V pripadé nejasnosti vyznamu pouzitého pojmu se podivejte do prislusné kapitoly

této sbirky.

a) Ctverec b) Obdélnik c) Ctyiahelnik

d) Pfimka e) Trojuhelnik f) Ostry thel

g) Uhel o velikosti 180° h) Uhel o velikosti 200° i) Uhel o velikosti 360°
j) Pravidelny pétithelnik k) Sedmithelnik 1) Kruhova vysel
m)Kruhova tsec n) KruZznice 0) Kruh

p) Pravouhly trojdhelnik  r) LichobéZnik q) Libovolny n-uhelnik
s) Uhel t) nulovy thel

Pro nase dalsi ivahy budeme predpokladat v kapitolach 2 az 8 pouze konvexni rovinné
obrazce, nebot’ kazdy nekonvexni rovinny obrazec je mozné rozdélit na nékolik obrazci

konvexnich. Jednim z nejbéznéjSich obrazcii je mnohouhelnik.

Lomena ¢ara ApA4,4; ... Ap_14, (n = 2) se sklada z Usecek AgAq, A14y, ..., An_14p,
znichZz kazdé dvé sousedni maji spolecny pravé jeden krajni bod (obr. 1.4).
Zaroven plati, Ze zadné tii po sobé jdouci body A4, A,, A, ..., A,,_1, A, nelezi na
jedné primce. Body A44,4,,...,An_1,4, se nazyvaji vrcholy lomené ¢ary, usecky
ApAq,A14,, ..., Ap_1 A, strany lomené Cary. Uzaviena lomena ¢ara je takova lomena

¢ara, pro kterou plati, ze A, = 4,, (n = 3).

Uzaviena lomend ¢ara (obr. 1.5) spolu s ¢asti roviny ohrani¢ené touto lomenou
¢arou se nazyva mnohothelnik neboli n-thelnik, kde n je pocet vrchold uzaviené

lomené ¢ary, (n > 3) . Uzaviena lomena ¢ara tvoii hranici mnohothelniku.

————— e

Obr. 1.4 Obr. 1.5

V naSich dalSich uvahach predpokladejme, Ze nesousedni strany lomené ¢ary nemaji

zadny spole¢ny bod, tzn. lomena ¢ara sama sebe neprotina.



Obvodem o obrazce rozumime délku ¢ary, ktera jej ohranicuje.

UKOL 1.4
Pro lepsi pochopeni pojmu obvod o si nyni nacrtnéte zahradu libovolného tvaru.
Predstavte si, Ze se chcete projit po hranici své zahrady, abyste namérili, kolik metrt

plotu bude poti'eba pro oploceni. Délka, kterou jste nameérili, odpovida obvodu zahrady.

UKOL 1.5

S pfesnosti na milimetry vypocitejte obvod trojihelniku ABC je-li dano:

a) a = 10 cm, strana b je o 30 % kratsi neZ strana a a strana c je o 2 cm del$i nez 73 %
strany a.

b) ¢ = 81 mm, soucet zbylych stran je o ¢tvrtinu vétsi nez dvojnasobek délky strany c,

délka strany a je vici délce strany b v poméru 3 : 5.

UKOL 1.6

S pfesnosti na milimetry vypocitejte obvod ctyitihelniku ABCD, je-li dano:

a) a = 12 cm, strana b je o 21 % krat$i neZ strana a, strana c je 0 2 cm delSi nez 63 %
strany a, délka strany d je rovna tietiné souctu délek stran a a c.

b) ¢ = 87 mm, soucet zbylych stran je dvojnasobek délky strany c zvétSené o tietinu,

délky stran a, b, d jsou vpoméru 2 : 3 : 5.

Uhloptitka mnohotihelniku je tise¢ka spojujici dva jeho nesousedni vrcholy.
—

UKOL 1.7
Pro mnohouhelniky na obr. 1.6 ovérte niZze uvedeny vztah mezi poctem n vrcholli

mnohothelniku a po¢tem thlopricek u.

Pocet thlopticek u v n-tihelniku je:
n-(n—3)
2

PRIKLAD 1.1

Odvod'te vztah mezi poc¢tem n vrchold mnohouhelniku a poc¢tem thlopticek u.



T =

N

Obr. 1.6

Reseni

Je dan mnohothelnik s n vrcholy. Z kazdého vrcholu lze vést thlopricky do vSech
raznych nesousednich vrcholl, kterych je n—3 (odecitime vrchol, ze kterého
uhlopiicku vedeme, a dva vrcholy sousedni). Timto zplisobem bychom vsak sestrojili
kazdou uhlopiicku dvakrat a ztoho divodu je celkovy pocet uhlopiicek

v mnohothelniku polovi¢ni. Vysledny vztah je tedy:

n-(n-—3)
B 2
Mnohothelnik je pravidelny, pokud jsou vSechny jeho strany shodné délky a

prislusné vnitini ahly shodné velikosti.
’

Na obrazku 1.7 je ilustrovan priklad vnitfniho thlu @ mnohothelniku a vnéj$iho

thlu S mnohoitihelniku.

s

Nejbéznéjsimi mnohouhelniky, se kterymi
se pri studiu na stredni Skole setkdvame, jsou
trojuhelniky a ¢tyrihelniky. Nyni si uvedeme
jejich Kklasifikace. V této casti je na obr. 1.8
pripomenuta Kklasifikace konvexnich ctyrihel-
nikl. Prvnim kritériem je pocet dvojic rovno-

béznych stran a druhym kritériem Klasifikace s B

rovnobézniki je velikost vnitinich dhld. Obr. 1.7



vv_ s

Pomoci druhého kritéria je mozné Kklasifikovat i lichobézniky, ale v naSich dvahach

jejich Klasifikaci dale nebudeme potrebovat a z toho diivodu nebude ani uvedena.

Na dal$im schématu (obr. 1.9) je ukazano, jak je mozné rozdélit trojihelniky podle

dvou kritérii. Prvnim kritériem je velikost vnitinich uhl@, druhym velikost stran.
Ukazali jsme si nékolik zakladnich obrazci vroviné. Nékteré dalsi, napt. kruh,

kruhovou vyse¢, kruhovou usec a jiné, si predstavime v nasledujicich kapitolach. Nyni

se podivejme na dalsi zakladni pojmy.

KOSOUHELNIKY

i o 4

PRAVOUHELNIKY

CTYRUHELNIKY

Obr.1.8



DLE VELIKOSTI VNITRNICH UHLU

DLE DELKY STRAN

Obr. 1.9

1.2 Zavedeni obsahu

V této ¢asti si ukaZeme jeden ze zplisobi, kterym je mozné zavést obsah Srovinnych
obrazclii. Prvnim krokem je sestrojeni jednotkového ctvercel, ktery je zobrazen na
obrazku 1.10. Reknéme, Ze tento ¢tverec ma délku strany 1 j (j = jednotka délky). Touto
jednotkou miize byt centimetr, decimetr, palce ¢i libovolna jina jednotka délky. Obsah

1ze zavést bez ohledu na konkrétni volbu jednotky.

Obr. 110: Jednot ko Obr. 111

Obsah jednotkového Ctverce je 1 j2. PFi odhadovani obsahu jinych obrazcti budeme

zjistovat, kolik téchto neprekryvajicich se jednotkovych ¢tverciti vyplni dany obrazec.

1 Definice étverce je uvedena na strané 24 této prace.

7



Na obrazku 1.11 je ukazka vypoctu obsahu daného Ctverce pomoci zvolenych
jednotkovych ¢tvercd. Na obrazku 1.11 je 16 shodnych jednotkovych ¢tvercti o obsahu
1 j2 (obrazek je zmensSeny). Obsah takového c¢tverce je 16 j2. Obdobné miliZeme pomoci

jednotkovych ¢tverci odhadnout obsah Zlibovolného rovinného ttvaru.

Zpusob, kterym jsme pocitali obsah v predeslém tkolu, byl dosti primitivni a pro utvary
o velkém obsahu .S pomérné zdlouhavy. Z toho diivodu si v nasledujicich kapitolach

ukazeme jiné zplisoby, kterymi je mozné obsah riznych obrazcti vypocitat.

Obsahem S obrazce je kladné ¢islo, prifazené geometrickému obrazci tak, Ze plati:
1. Shodné obrazce maji sobé rovné obsahy.
2. Sklada-li se obrazec z nékolika obrazcti, které se navzajem neptekryvaji,
rovna se jeho obsah souctu jejich obsahi.

3. Obsah ¢tverce, jehoZ strana ma délku 1 (mm, cm, ... ) je 1 (mm?, cm?, ...).

UKOL 1.8

S pomoci obr. 1.12 urcete obsah rovinnych utvard zndzornénych v ¢tvercové siti.

—

Obr. 1.12

Nyni se podivame na nékteré véty, které nam mohou pomoci vypocitat nékteré dilezité
udaje o danych rovinnych obrazcich.




2 Zakladni véty planimetrie

Nez se zatneme zabyvat odvozovanim vztahl pro vypocet obvodu o a obsahu

S rovinnych utvarti, uvedeme v této kapitole nékteré zakladni véty. Tyto véty budou

vyuzity pri reSeni prikladii v nasledujicich kapitolach. Nejprve si pripomenime nékteré

zakladni pojmy a poznatky.

Na obr. 2.1 jsou znazornény tri
piimky a vyznaceny thly «, 8,y a 8.
Uhly « a 8 jsou thly vedlejsf.

Uhly a a y jsou tihly souhlasné.
Uhly y a & jsou tihly vrcholové.

Uhlv « a § isou thlv st¥idavé.

V

Na obr. 2.1 jsou znazornény tri

primky a vyznaceny thly , 5,y a 6.

Soucet velikosti vedlejsich uhli a a

B je 180°.

Vrcholové thly y a § jsou shodné.

V

Souhlasné thly a a y jsou shodné.

Jsou-li pfimky pa grovnobéZné (obr. 2.2), potom plati:

Stridavé thly a a § jsou shodné.

Dt

0/«

Obr. 2.1

/ p

2.1 Véta o souctu vnitinich thli trojihelniku

Pro kaZdy trojiihelnik ABC s vnitinimi tihly o velikostech a, B,y plati:

a+p+ y=180°

Diikaz

Na obr. 2.3 je sestrojen obecny trojihelnik ABC a ptimka p, kterd je rovnobézna se

stranou A45.



JelikoZ je primka p rovnobézna se stranou
AB, tak souhlasné thly a a " jsou shodné. Ze

stejného dlvodu jsou shodné uhly g ap’.

m ,
Dvojice y a y’ tvori dvojici vrcholovych Ghlq, C
a proto je jejich velikost také shodna.
Trojice uhli a’, B,y tvoii piimy uhel, ktery
ma velikost 180°. Plati:
a+B+y=a +p +y =180° @ 3
A B

2.2 Véta o souctu vnitinich ahli mnohouhelniku
Pro kazdyn-iihelnik (n = 3) plati, Ze soucet T velikosti jeho vniti'nich tihlii Ize vypocitat

vztahem:

T=(m-2)-180°
Diikaz
Pro n = 3, tedy pro trojuhelnik tento vztah plati, jelikoZ toto tvrzeni bylo dokazano jiz
v predchozi vété. Pro obecny n-uhelnik, n > 3, zvolme jeden jeho vrchol, ktery spojime
se vSemi ostatnimi vrcholy krom vrcholi sousednich. Sestrojili jsme tedy (n — 3)
usecek, které déli dany mnohouhelnik na (n — 2) trojuhelniki. Pro nazornost je toto

rozdélen{ ukazano na nékolika prikladech na obr. 2.4.
; 1 : / 1 2 _i f
| !

Obr . 2. 4nURetdékenha trojuhelniky (¢tyfuhel

Z ptredchozi véty vime, Ze soucet vnitinich Ghld trojihelniku je 180° a proto soucet T

velikosti vnitinich thlt v (n — 2) trojuhelnicich bude (n — 2) - 180°. S pomoci obr. 2.4



vidime, Ze vnitini Uhly téchto trojihelniki tvoii vnitini thly plivodniho n-thelniku

a tedy plati vztah:
T=(n-2) 180°

UKOL 2.1
Je dan mnohothelnik, jehoZ soucet velikosti vnitfnich uhla je 1 080°. Urcete pocet

vrchold mnohouhelniku.

K néasledujici vété je potieba zavést nasledujici pojmy:

Stfedni pricka mnohouhelniku je usecka spojujici stiedy dvou sousednich stran.

v IV

Stiredni pricky daného mnohouhelniku tvori strany prickového mnohothelniku.
P

Stiredni pricka trojihelniku je rovnobézna se stranou trojuhelniku, kterou neprotina
a jeji délka je vuci této strané polovicéni.

e

2.3 Véta o pritkovém trojihelniku

Je ddn trojihelnik ABC a stredy S,, Sy, S; jeho stran. Prickovy trojuhelnik S,S,S,. md

viici trojiihelniku ABC polovicni obvod a ctvrtinovy obsah.

Dijkaz

Nejprve urc¢ime vztah pro obvod. Dikaz je zaloZen na vlastnostech stredni pricky
trojahelniku, ktera spojuje stredy dvou stran a je rovnobézna se stranou, se kterou
nema %adny spoleény bod. Délka stfedni pri¢ky je viici této strané poloviéni. Usecka
Sq (obr. 2.5) je stiredni prickou vzhledem ke strané a, usecka s, je stiedni prickou
vzhledem ke strané b, Usecka s, je stfedni prickou vzhledem ke strané c. Z toho plyne,
Ze vSechny délky stran prickového trojuhelniku S,5,S. jsou vici délkdm stran
ptivodniho trojuhelniku ABC polovi¢ni, a proto je i obvod prickového trojihelniku

polovicni.

Pomoci strednich pricek jsme rozdélili
trojuhelnik ABC na 4 shodné trojuhelniky,

nebot kazdy znich ma pravé jednu stranu
délky %, pravé jednu stranu délky g a prave
jednu stranu délky % JelikoZ obsah celého

trojuhelniku je rozdélen mezi Ctyii shodné

trojuhelniky, pak obsah kazdého z nich je vici

obsahu trojuhelniku ABC c¢tvrtinovy.
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2.4 Véty Eukleidovy

Vtéto Casti se sezndmime svétami Eukleidovymi, které lze aplikovat na fadu
matematickych problémt. Je nutné si uvédomit, Ze tyto véty plati pouze pro pravouhlé
trojuhelniky. Pro lepsi porozuméni latky budeme vyuzivat obr. 2.6. Na tomto obrazku je
ilustrovan pravouhly trojuhelnik ABC s odvésnami a, b, pieponouc a vysSkou v ke

strané c, ¢asti prepony oznacené ¢, (Usecka PB) a ¢, (Gsecka AP) .

C

2.4.1 Eukleidova véta o vysce
V kazdém pravoihlém trojithelniku ABC s pravym thlem pri vrcholu C (obr 2.6) plati:

2:Ca'cb

v
Diikaz
Na obr. 2.6 jsou tfi navzajem podobné pravouhlé trojahelniky - ACP, CBP a ABC, nebot
s pomoci obr. 2.6 ziskdvame nasledujici poznatky:

«_ o~

i) Trojuhelniky ABCa CBP maji dva shodné uhly - pravy tihel a “rtizovy” tihel. Vime, Ze
soucet velikosti vnitinich thli v libovolném trojihelniku 180°, potom i tfeti vnitini
uhel obou trojuhelnik musi byt shodny.

ii) Trojuhelniky ABCa APCmaji dva shodné thly - pravy thel a “modry* thel. Jelikoz je
soucet velikosti vnitfnich thli vlibovolném trojihelniku 180° pak i treti vnitini

uhel obou trojuhelnik musi byt shodny.
Diisledek: VSechny tfi trojihelniky ACP,CBP a ABC jsou podobné.
Z podobnosti trojuhelniki ACP a CBP (obr. 2.6) plyne nasledujici vztah:

|AP|  |CP|
|cCP|  |BP|

12



S pomoci oznaceni z obr. 2.6 upravime na tvar:
Cp v

vV oy

Ekvivalentnimi dpravami pievedeme na nasledujici tvar:

2:

v Cy Cp

Geometricky vyznam véty je ilustrovan na obr. 2.7.

Obr. 2.7

2.4.2 Eukleidova véta o odvésné
V kazdém pravoihlém trojithelniku ABC s pravym uhlem pii vicholu C (obr 2.6) plati:

a’=c, c

b’ =c,-c
Diikaz
Na obr. 2.6 jsou tfi navzajem podobné pravouhlé trojuhelniky - ACP,CBP a ABC.
Podobnost téchto trojihelnikd je podrobnéji vysvétlena v dikazu Eukleidovy véty
o vySce. Z podobnosti trojuhelnikii CBP a ABC plyne nasledujici vztah:

|[BC| |AB|

[BP|  |BC]|

S pomoci oznaceni z obr. 2.6 upravime na tvar:
a

c
g a

Ekvivalentnimi Upravami lze prevést na vztah:

a’?=c,-c
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Z podobnosti trojuhelniki ACP a ABCplyne nasledujici vztah:
|AC| _ |AB|
|AP|  |AC]

S pomoci oznaceni z obr. 2.6 upravime na tvar:

b

c
Cp b
Ekvivalentnimi dpravami lze ptfevést na vztah:

b? =c¢,-c

Geometricky vyznam ptedchozich vztaht je znazornén na obr. 2.8. Z obrazku je patrné,
ze disledkem vét Eukleidovych o odvésné je véta Pythagorova. Podrobnéjsi rozbor

naleznete v dlikazu Pythagorovy véty na nasledujici strance.

A Ch P Ca B

Obr. 28

2.5 Véta Pythagorova
V kazdém pravouhlém trojithelniku ABC s pravym thlem pri vicholu C (obr 2.8) plati:

2= a’+ b?

Diikaz
Platnost této véty piimo vyplyva z platnosti vét Eukleidovych. S pomoci obr. 2.8 nejprve
napiSme Eukleidovy véty pro obé odvésny trojihelniku ABC

a’=c4c

b2 =c¢cy-c
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Obé rovnice setteme:

a’+ b*=cic+ cp-c

Vytkneme délku strany c a vyuzijeme vztahu ¢ = ¢, + ¢ s vyuzitim obrazku 2.8:
a’?+ b*=(cg+ )¢

2= a%?+ b?

Geometricky vyznam véty je ilustrovan na obr. 2.8.

UKOL 2.2

Je dan obdélnik ABCD s délkami stran a a b. Nad jeho thlopiickou e je sestrojen obdél-
nik ACEF, jehoZ délky stran jsou ve stejném pomeéru jako délky stran obdélniku ABCD.
Urcete délku strany Ctverce g tak, aby mél tento ctverec stejny obsah jako obdélnik

ACEF. Ulohu vyteste pocetné i konstrukéné pro konkrétni volbu délek stran a a b.

2.6 Véta Pythagorova - diikaz s vyuZitim shodnosti Ghlt
V této podkapitole si ukazeme dalsi zplisob diikazu Pythagorovy véty. Uvodem si

pripomenme zakladni pojmy potrebné k dlikazu a nasledné i znéni dané véty.
Znéni Pythagorovy véty

Vkazdém pravoiihlém trojihelniku ABC
s pravym uhlem pii vrcholu C (obr 2.9)
plati:

c?= a%?+ b? C

Diikaz

Na obr. 2.10 je ilustrovan dalS$i moZny A cy P ¢, B

zpusob, kterym je mozné vétu Pythagorovu
dokazat. Na tomto obrazku je zeleny
Ctverec, jehoz strana je délky a + b, a do

tohoto Ctverce je vepsan Ctyiridhelnik se

stranami délky c. Dale jsou na obrazku 4

shodné pravouhlé trojuhelniky s délkami
stran a,bac sbarevné vyznaCenymi
v s P vs , Obr. 2.9
vnitfnimi Ghly. Nyni je na$im prvnim
cilem ovérit, zda vepsany modry

Ctyrahelnik je Ctverec, jak je ilustrovano na obr. 2.10
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Jiz ze zakladni Skoly vime, Ze soucet vnitinich thli v trojuhelniku je 180°. Kazdy
“zeleny” trojuihelnik je pravouhly, a proto na zbyvajici riizoveé a fialové zvyraznény thel
zbyva v souctu 90°. Podivame-li se na obrazek, vidime, Ze ke kazdému vnitfnimu uhlu
“modrého” ¢tverce priléha jeden “fialovy” a jeden “rizovy* tihel. Tyto tii dhly spole¢né
tvoii primy thel, jehoZz velikost je 180°. Jiz vime, Ze soucet velikosti “fialového“ a
“rGzového“ dhlu je roven 90°, tudiZ velikost vSech wvnitinich Uhld “modrého”

Ctyirahelniku je 90°. Jedna se tedy o Ctverec.

a b ¢ b
Obr. 2.10
Plvodni obrazec “velky c¢tverec” je tedy mozné rozdélit na neprekryvajici se ¢asti (obr.
2.10) - c¢tverec se stranou délky c a ctyri shodné pravouhlé trojihelniky s délkami
odvésen a a b. Tyto trojihelniky je mozné slozit na pravouhelnik (obdélnik, pokud

neplati rovnost 2a = b).

Obsah S ptivodniho “velkého ¢tverce” Ize vypocitat:
S = (a+ b)?

Celkovy obsah S jeho preskladanych ¢asti musi byt stejny a Ize jej urcit:
S=c-c+2ab

Porovname pravé strany obou vztahti a upravime:
(a+b)?>=c-c+2ab
a? + 2ab + b? = ¢? + 2ab

a? + b? = ¢?
Pythagorova véta byla dokazana.

2.7 Obracena véta k vété Pythagorové

Necht je din trojihelnik ABC s délkami stran a, b, ¢, pro které plati vztah c* = a® + b2.

Potom je tento trojithelnik pravoiihly a strana c je pfeponou trojithelniku.
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Diikaz

Necht' je dan trojuhelnik ABC, pro jehoz
délky stran plati vztah c? =a? + b2,
Uvazujme pravouhly trojihelnik A'BC’
s délkami odvésen a,b apreponouc’.
V pravouhlém trojuhelniku 4°BC” plati
Pythagorova véta ¢’? = a? + b2. Situace

je ilustrovana na obr. 2.11. a ¢

Ziskané vztahy maji stejny vyraz na

pravych stranach, a proto se i levé strany  C
mus{ sobé navzajem rovnat. Plati: Oor. 2.11

c?=c?

Vzhledem k tomu, Ze délky stran jsou kladna ¢isla, je odmocnéni ekvivalentni tpravou.

Ziskame rovnost:

Trojuhelniky ABC a A’BC” se shoduji ve vSech stranach, a tudiZ se jedna o shodné,

pravouhlé trojuhelniky.

U predchozich vét této kapitoly nezapominejte na duleZité omezeni vét - plati jen

v pravouhlych trojuhelnicich.

PRIKLAD 2.1

Pomoci Pythagorovy véty sestrojte usecku délky v65 cm. Konstrukci provedte ve

vhodném méritku, napft. 1:2.

Reseni
Nejprve si ukazeme tii zplisoby, kterymi lze sestrojit usecku dané délky pomoci véty

Pythagorovy.

Na tuto tlohu miiZeme nahliZet nasledujicim zpiisobem: ,Sestrojte libovolny pravouhly

trojuhelnik, jehoz délka jedné strany je V65 cm.” Takovych trojihelniki je nekonecné

mnoho, napt. mizeme uvést pravouhly trojuhelnik s nasledujicimi délkami stran:
a) V65cm,1cm,8cm

b) V65 cm, 2 cm, V61 cm

¢) V65 cm, 2 cm, V69 cm

d) V65 cm, 3 cm, /56 cm
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e) Vv65cm,3 cm,V74 cm
f) v65cm,4cm,7 cm
g) Vv65cm,4 cm, 9 cm

Ve druhém az patém pripadé je ziejmé, Ze dvé strany trojihelniku neni mozZné sestrojit
bez dalSich pomocnych krokd. V ostatnich pripadech jsme vSak ziskali pravouhly
trojdhelnik, jehoz dvé strany jsou celociselné délky. Zndme-li délky dvou stran

pravouhlého trojihelniku, je mozné tento trojuhelnik sestrojit bez vyuziti znalosti

délky jedné strany, tzn. v naSem pripadé strany délky v65 cm.

Pred zahajenim konstrukce je nutné si uvédomit, které strany jsou odvésnami a ktera
strana je prepona. Pfipomenime si, Ze pfepona je vZdy nejdelSi strana v trojihelniku
a lezi naproti pravému uhlu. Pokud si nejste jisti, ktera strana je nejdelsi, vyuzijte

néasledujictho pravidla:

Plati-li pro tii kladna ¢fsla a, b, c nerovnost a < b < ¢, potom plati i a? < b? < c?.

Z geometrického pohledu Ize tento fakt formulovat nasledovné: ,Cim vé&tsi je strana

Ctverce, tim vétsi je jeho obsah.”

V prvnim a $estém pifpadé je strana délky v65 cm preponou. Postup je pro oba piipady
stejny. Sestrojime na sebe navzajem kolmé odvésny pozadované délky a z platnosti véty
Pythagorovy plyne, Ze prepona je usecka délky v65 cm. Vysledky v mensim métitku

jsou ilustrovany na obr. 2.12 vlevo.

Obr 2.12
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V poslednim sedmém pripadé je strana délky V65 cm jednou z odvésen, nebot’ plati
65 = 92 — 42, Vtomto pripadé sestrojime pieponu délky 9 cm a nad ni Thaletovu
kruznici. Zjednoho zkrajnich bodi prepony sestrojime kruznici, jejiz polomér
odpovida délce jedné z odvésen, vtomto piipadé 4 cm. Timto zpisobem nalezneme
posledni vrchol trojihelniku a jeho sestrojenim ziskime i odvésnu délky v65 cm.

Vysledek v menSim méritku (nez odpovida zadani) je ilustrovan na obr. 2.12 vpravo.

PRIKLAD 2.2

Pomoci vét Eukleidovych sestrojte usecku délky v65 cm. Konstrukci provedte ve

vhodném méritku, napt. 1:2.

C

Reseni pomoci Eukleidovy véty o vysce
Eukleidova véta o vySce zni: VkaZdém
pravouhlém trojihelniku ABC s pravym
tthlem pri vrcholu C (obr 2.13) plati:

vi=cycp

Obr. 2.13

Nasim cilem je sestrojit pravouhly trojihelnik, jehoz vyska k preponé je délky v65 cm.
Lze tedy do predchoziho vzorce dosadit. Ziskame:

65 =c,cp

Hledame tedy dvé (nejlépe celd) kladna Cisla takovd, aby jejich soucin byl 65. Vzhledem
k postupu konstrukce doporucujeme, aby rozdil ¢initell c, a ¢, byl co nejmensi. Ukaze-
me si dvé moZna feSeni:

65 =5-13

65 =10-6,5

Postup je v obou pripadech stejny. Pro vypocet délky prepony ¢ (obr. 2.13) plati:

C=cCq+¢Cp

Jakmile zname délku piepony AB je mozné ji sestrojit. Vime, Ze velikost thlu proti
preponé je 90°, tudiz sestrojime Thaletovu kruznici nad preponou c. Dale rozdélime
pireponu na dva useky délky c, a c¢,. Bod P (obr 2.13) oddélujici tyto dvé casti prepony
je pata vysky k preponé konstruovaného trojihelniku. Bodem P sestrojime kolmici ke
strané c. Na této kolmici lezi vySka ke strané c, a proto jeji prisecik s Thaletovou
kruznici je poslednim vrcholem C hledaného trojuhelniku. VySka trojuhelniku je diky
platnosti Eukleidovy véty o vy$ce délky V65 cm. Vysledky v men$im méitku jsou
ilustrovany na obr. 2.14a a 2.14b. Vysledek vlevo odpovida soucinu ¢, ¢, =5-13,

vysledek vpravo odpovida soucinu ¢, - ¢, = 10 - 6,5.
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Obr. 214a 140br. 2.

Reseni pomoci Eukleidovy véty o odvésné

Nez zaCneme FeSit tento piiklad, pripomenme si znéni Eukleidovy véty o odvésné:

V kaZdém pravouhlém trojiihelniku ABC s pravym tihlem pri vrcholu C (obr 2.13) plati:
a’?=cy-c

b%?=c¢cy,-c

Nasim cilem je sestrojit trojuhelnik, jehoZ délka jedné z odvésen je V65 cm. Lze tedy do
jednoho z predchozich vzorcl dosadit, napt. do druhého. Ziskame:

65=c¢,-cC

Hledame tedy dvé (nejlépe celd) kladna ¢isla takova, aby jejich soucin byl 65 a zaroven
musi byt splnéna nerovnost c; < c. Tato nerovnost vyplyva ze skute¢nosti, Ze ¢ast ¢,
prepony cmusi byt kratSi neZz celd prepona. Vzhledem k postupu konstrukce
doporucujeme, aby rozdil ¢initeld ¢, a ¢ byl co nejmensi. UkaZeme si dvé mozna reSeni
a také sami porovnejte, ktera volba ¢, a ¢ je nejvhodnéjsi.

65 =5-13

65 =6,5-10

Postup je v obou pripadech stejny. Sestrojime pireponu pozadované délky a rozdélime ji
na dva useky c, a cp. Pfitom vyuzivame vztahu:

c=cq+¢

Bod P (obr 2.13) oddélujici tyto dvé Casti prepony je pata vysSky konstruovaného
trojuhelniku. Bodem P sestrojime kolmici ke strané c. Na této kolmici lezi vyska ke
strané c, a proto jeji prisecik s Thaletovou kruznici je poslednim vrcholem hledaného
trojuhelniku. Odvésna b trojuhelniku je diky platnosti Eukleidovy véty o odvésné délky
V65 cm. Vysledek na obr. 2.15a odpovida sou¢inu c¢- ¢, = 10 - 6,5, vysledek na obr.

2.15b odpovida soucinuc-c, = 13- 5.
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65 P X 5 P X
\ 10 | 13
Obr. 2.55a Obr. 2.5b

UKOL 2.3

Pomoci Pythagorovy véty i vét Eukleidovych sestrojte tisecky pozadované délky:
a) V15cm

b) V53 mm

¢) 7-V5cm

UKOL 2.4

Rozhodnéte, zda trojihelnik dany délkami ti{ stran je pravouhly:
a) 66 mm,88 mm, 110 mm

b) 4cm,5cm,7 cm

c) 4n?4n2%-1,4n’+1,neN

UKOL 2.5
V pravouhlém trojihelniku PQRurcete vysku v, ke strané r, je-li dano p = 8 cm,

q =15cmar =17 cm.

2.8 Sinova véta
Pro kazdy trojithelnik ABC, jehoZ vniti'ni tihly maji velikosti a, B, y a strany délky a, b, c,
plati:

a b c

sina  sinf  siny
Dikaz je moZné dohledat nap¥. v u¢ebnicich pro stiedni $koly, napt. v [8].

Aplikace sinové véty

Sinovou vétu vyuZzivame, zname-li v trojuhelniku:

i) délky dvou stran a velikost tihlu proti jedné z téchto stran,

ii) velikosti dvou vnitfnich thld trojuhelniku a délku strany proti jednomu ze zadanych

uhld.
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UKOL 2.6
Urcete délky vSech stran a velikosti vnitinich Ghll trojuhelniku KLV, je-lik =7 cm, | =
4 cm a velikost ithlu KLM je 24°.

2.9 Kosinova véta
Pro kaZdy trojiihelnik ABC, jehoZ vniti'ni ihly maji velikosti a, f, y a strany délky a, b, c,
plati:

a’? = b%? + ¢ — 2bc cosa

b% = a? + ¢? — 2ac cosp

c? = a? + b* — 2ab cosy

Dtikaz je mozné dohledat napt. v u¢ebnicich pro stfedni $koly, napt. v [8].

Aplikace kosinové véty

Kosinovou vétu vyuzivame, zname-li v trojuhelniku:

i) délky dvou stran a velikost tihlu témito stranami sevieného

ii) pri urcovani velikosti vnitfnich thli trojuhelniku, ktery je zadan délkami vSech

svych stran.

UKOL 2.7
Je dan trojuihelnik ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C Napiste kosinovou vétu pro thel

y a upravte. Pod jakym ndzvem znate ziskany vztah?

UKOL 2.8

V trojuhelniku ABC vypocitejte s presnosti na dvé desetinna mista centimetru vSechny
délky stran a velikosti vnitinich uhlg, je-li dano:

i) a=35%58=90%a=7cm

ii)a=5cm;b=8cm; y =137,1°

iii)  =77"a =0,8dm; b = 10,2 cm

iv)y=77%a=08dm;b = 10,2 cm

UKOL 2.9

Ve ctyiahelniku ABCD vypocitejte s piesnosti na dvé desetinna mista vSechny délky
stran a velikosti vnitinich ahlg, je-li dano:

i) a=7cm;b=4cm; f =124,8"% § =27,6°atéziplatic = d

iil) a =7cm;b =4cm; |XCAD| = 65,2°;atézplatia | c.
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UKOL 2.10

PopiSte co nejpresnéji, za jakych podminek lze vyuZit nasledujicich prostredki
k vypoctu velikosti vnitinich Uhld a stran trojihelniku:

a) Sinovavéta

b) Véta Pythagorova

¢) Kosinova véta

V néasledujicich tfech kapitolach se budeme zabyvat odvozenim vztahl pro vypocet
obvodu a obsahu riiznych mnohouhelnikii spolu s uvedenim nékterych vét a jejich

dukazu.
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3 Ctyiruhelniky

Uvodem si pripomerime, Ze ¢tyfuhelnik je mnohothelnik se étymi vrcholy. Klasifikace
konvexnich ¢tyiihelnika (obr. 1.8) byla jiz ukazana v prvni kapitole a nyni si dle tohoto
rozdéleni odvodime vztahy pro vypocet obvodu a obsahu pro jednotlivé konvexni

ctyruhelniky. Nejprve se budeme zabyvat rovnobézniky.

3.1 RovnobézZniky

RovnobéZniky jsou obrazce, pro které plati, Ze jejich kazdé dvé protéjsi strany jsou
navzajem rovnobézné. Mezi rovnobézniky radime cCtverec, obdélnik, kosocltverec

a kosodélnik. Za¢neme stejné jako na 1. stupni zakladni skoly - ¢tvercem (obr. 3.1).

3.1.1Ctverec

Ctverec je rovnobéznik, jehoZ vSechny strany jsou shodné délky a kazdé dvé

sousedni strany jsou na sebe navzajem kolmé.

Obr. 3.1 Obr. 3.2

Pfi vypoctu obvodu o Ctverce vychazime z toho, Ze ma 4 stejné dlouhé strany délky a.
Jeho obvod olze tedy vypocitat pomoci vztahuo = a + a + a + aq, tedy:

o=4-a

Nyni si ukaZeme postup pro vypocet obsahu S Ctverce o strané délky a. Pomoci
zvolenych jednotkovych ¢tverci zkoumame, kolikrat je délka strany Ctverce vétsi nez
délka strany zvoleného jednotkového ctverce. V pripadé, Ze je délka strany ctverce
iracionalni, odhadneme toto iracionalni ¢islo ¢islem racionalnim. Vysledkem vSak bude
jen odhad obsahu daného tutvaru. Dale predpokladejme, Ze délka strany zvoleného
jednotkového ctverce je mensi nez délka strany ¢tverce, jehoZ obsah hledame. Pokud to
tak neni, zvolime délku strany jednotkového ctverce tak, aby byla tato podminka
splnéna. Ukazka rozdéleni ctverce na zvolené jednotkové ctverce je na obr. 3.2.
Z obrazku je patrné, Ze jednotkové Ctverce jsou v a sloupcich a a Fadcich, proto je délka
vSech stran Ctverce také rovna a. Celkovy pocet jednotkovych c¢tvercl je a - a, coz
Ciselné odpovida obsahu daného ctverce. Vztah pro vypocet obsahu ¢tverce o strané a
je:

S=a-a
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PRIKLAD 3.1
Rozhodnéte, zda by ¢tverec mohl byt definovan nasledujicim zptisobem: ,Ctverec je

pravidelny ctytiihelnik. “

Ndpovéda: Pravidelny mnohothelnik je takovy, jehoZ velikosti vSech vnitinich uhli

a délky vsech stran jsou shodné,

Resenf

Z vlastnosti Ctverce plyne, Ze kazdy ctverec splnuje definici pravidelného ctyiihelniku.
Spole¢né se nyni zamérime na to, zda i kazdy pravidelny Ctyttuhelnik je ¢tverec. Slovo
“pravidelny” v definici ¢tverce je velmi podstatné. Je znamo, Ze soucet vnitinich uhli
vlibovolném ctyruhelniku je 360°. Mame-li rozdélit 360° mezi ¢tyti thly shodné
velikosti, pak velikost kazdého z nich je 90°. Timto jsme si odiivodnili, Ze sousedni
strany daného ¢tyruhelniku jsou navzajem kolmé. Jedna se o pravouhelnik, tedy ¢tverec
¢i obdélnik. VSechny strany pravidelného ctyituhelniku jsou stejné délky, a proto se

jedna o Ctverec.

UKOL 3.1
Sestrojte ¢tverec ABCD se stranou a libovolné délky. Dale sestrojte thlopricku ACa dale
sestrojte ctverec ACEF. Vyjadiete obvod a obsah ¢tverce ACEF v zavislosti na délce

strany a ptivodniho ¢tverce ABCD.

UKOL 3.2
Sestrojte ¢tverec ABCD se stranou a libovolné délky. Nyni sestrojte stied Sg. strany BC
a dale sestroj c¢tverec ASp.GH. Vyjadri obvod a obsah ctverce ASg. GH v zavislosti na

délce strany ptvodniho ¢tverce ABCD.

UKOL 3.3
Rozhodnéte, zda by ¢tverec mohl byt definovan nasledujicim zptisobem: ,Ctverec je

rovnostranny ctyrihelnik se dvéma dvojicemi rovnobéznych stran.”
UKOL 3.4

Je dan ctverec ABCD se stranou délky a a po radé stiredy jeho stran E, F, G, H. UrcCete

vztah mezi délkou strany a a obsahem a obvodem c¢tverce FFGH.

3.1.2 Obdélnik

Obdélnik je rovnobéznik, jehoz sousedni strany b
maji riznou délku a sviraji pravy thel.

Obr. 3.3
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Obdélnik ma dvé strany o délce a a dvé strany délky b. Stejné jako u jinych mnoho-

uhelnikt je obvod roven souctu délek stran, tzn. o = a + b + a + b, vyraz upravime na:

o=2-(a+Db)

V nasledujicich uvahach lze predpokladat, Ze a > b. Timto krokem se nedopustime
chyby, protoze pokud by nebyl tento predpoklad splnén, sta¢i pouze vhodné

pfejmenovat strany obdélniku.

Odvozeni obsahu Sobdélniku o stranidch aab je podobné jako u c¢tverce. Zvolme
jednotkovy ctverec. Ke strané délky a je mozné naskladat a nepiekryvajicich se
jednotkovych ctvercl, ke strané délky b je mozné naskladat b nepiekryvajicich se
jednotkovych ctverc. Obsah obrazce ciselné odpovida poctu neprekryvajicich se
jednotkovych c¢tverct, kterych je a - b. Vztah pro vypocet obsahu obdélniku s délkami

stranaab je:

S=a-b

VETA 3.1
Dokazte nasledujici tvrzent: ,Ze vsech pravoiihelnikii o shodném obsahu S md ctverec

nejmensi ¢iselny pomér mezi svym obvodem a obsahem.

Diikaz
Mezi pravouhlé rovnobézniky radime Ctverec a obdélnik. Pomér mezi obvodem o,
« . . 4- et . :
a obsahem §; ¢tverce s délkou strany a je Z—l = a—z U obdélniku s délkami stran b a ¢
X :

) 2c+2b . . M s s ;
plati 5—2 == Dale vime, Ze oba obrazce maji stejny obsah, proto plati rovnost a -
X .

a = ¢+ b. Pro délky stran obdélniku mizeme piedpokladat nerovnost b > c.

Nyni zformulujeme nerovnost, kterou chceme dokazat:
4-a 2c+2b
—_— < —_—
a-a c'b

Obsahy obrazci se rovnaji, miizeme v nerovnosti nahradit soucin ¢+ b soucinem a - q,
kterym nerovnost ihned vynasobime. Ziskanou nerovnost upravime ekvivalentnimi
Upravami na tvar:
4-a<2c+2b
2a<b+c

Protoze délky stran jsou vzdy kladné (a > 0,b > 0,c > 0), jsou kladné i vyrazy na obou
strandch nerovnice. Za téchto podminek je umocnéni ekvivalentni ipravou. Po umocné-
ni ziskame nerovnost, kterou vyuZitim ekvivalentnich tiprav dale upravime:

4-a? < b?+ 2bc +c?
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Nyni vyuZijeme rovnosti a * a = ¢ - b a dosadime za a?. Upravime:
4bc < b? + 2bc + c?
0 < b? — 2bc + c?

0<(b-c)*

Vzhledem k predpokladu b > c je vyraz b — ¢ nenulovy, tedy vyraz (b — c)2 je kladny, a

proto nerovnost 0 < (b—c)2 plati. Vzhledem k pouzitym ekvivalentnim dpravam

. . 4a _ 2c+2b
plyne znerovnosti 0 < (b—c)2 platnost nerovnosti TZ< Cc.b

a tim je tvrzeni

dokazano.
UKOL 3.5

Jak by se zménila Kklasifikace ctyiruhelniki na obr. 1.6, pokud bychom definovali

obdélnik takto: , Obdélnik je pravoiihly rovnobéznik.”

3.1.3 Kosoctverec

D @ .C
Kosoltverec se nazyva rovnobéZnik, jehoz
vSechny strany maji stejnou délku a nejsou u Va
k sobé navzaiem kolmé. “
a
Obvod kosoctverce (obr. 3.4) je tvofen Ctyimi by °E ) .
stranami délky a. Obvod lze vypocitat pomoci Obr. 3.4

vztahu:

o0=4-a

Nyni odvodime vztah pro obsah kosoctverce. Uvazujme kosocétverec ABCD. Pomoci
vysek spusténych z vrcholl D a B na protéjsi strany rozdélime kosoctverec dle obr. 3.5
na tfi neprekryvajici se Casti — obdélnik a dva trojuhelniky. Tyto trojuhelniky jsou
shodné, jelikoz jsou pravouhlé s alespont dvéma shodnymi stranami. Pokud tyto casti
kosoctverce preskladame podle obr. 3.5, pak ziskdme obdélnik o stejném obsahu

s délkami stran a a v,. Jeho obsah tedy lze vypocist pomoci vztahu:

S=a- vy,

Vysku v, lze vypocitat napt. pomoci sinové ¢i kosinové véty, je-li zadana velikost

jednoho vnitiniho tthlu kosoctverce.
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V ptipadé, Ze by udhel DAB (obr. 3.4) byl tupy, pak vysky povedeme z vrcholu 4 na
stranu ¢ a z vrcholu € na stranu a. Dale postupujeme obdobnym zpiisobem a dojdeme

ke stejnému vztahu.

«a

a a a Va Vg [ Vg Vo

Obr. 3.5

PRIKLAD 3.2

a) Jak by se zménila klasifikace Ctyiihelniki na obr. 1.9,

pokud by definice kosoc¢tverce znéla takto: ,Y 2 4 2 6 (i @

yI 1 eéeogt NEJBYy20SOyN|i=Z 2S8SK20 4 NJ

délkud / a

b) Za predpokladu definice kosoctverce z ¢asti a) dokaz 4 E a B
toto tvrzeni: ,Ze vsech kosoctvercii s délkou strany a ma

Ctverec nejvétsi pomér mezi svym obsahem a obvodem.

Resenr

a) Ctverec by byl specialnim piikladem kosoétverce.

b) Je-li délka strany ctverce i koso¢tverce rovna a, pak i jejich obvody jsou si rovny -

v v v ;S aa
v obou pripadech o0 = 4 - a. Pro pomér obsahu S, Ctverce a obvodu o, plati 0—1 =
1

. v Y ; S. : ;s - ;
pro stejny pomér u kosoctverce plati vztah 0—2 = UZaa. Nyni mame zjistit, zda plati:
2
a-a S Vgt a
4a 4a

Predchozi vztah lze ekvivalentnimi ipravami prepsat na:

a> v,

Pokud dokazeme posledni nerovnost, dokaZeme tim idané tvrzeni. Pro nazornéjsi
vysvétleni si predstavme kosoltverec ABCD, ktery je spolu s vyskou v, a jeji patou £
vyznacen na obr. 3.6. VyuZzijeme nyni pravouhlého trojuhelniku AED. Je ziejmé, Ze plati
nerovnost a > v,, protoze a je délka prepony trojuhelniku AED. Analogicky mizeme
postupovat pri volbé jiné strany a prislusné vysky. Bylo dokazano, Ze za danych

podminek ma ¢tverec nejvétsi pomér mezi svym obsahem a obvodem.
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UKOL 3.6
Je dan kosoctverec ABCD a po iadé stredy jeho stran E, F, G, H a |BAD| = 45°. Urcete

vztah mezi délkou strany kosoc¢tverce a a obsahem a obvodem rovnobézniku EFGH.

3.1.4 Kosodélnik

D a c
Kosodélnik se nazyva rovnobéznik, jehoz
sousedni strany maji riiznou délku a nejsou b Va b
k sobé kolmé.
a
A E a B
Obr. 3.7

Obvod kosodélniku (obr. 3.7) lze opét vypocitat jako soucet délek stran. Protéjsi strany
kosodélniku jsou vidy rovnobéZné, a proto maji shodnou délku. Predstavme si
kosodélnik se stranami délky a a b tak, Ze a > b. Potom pro jeho obvod o plati vztah

o=a+b++a+ b, ktery upravime na tvar:

o=2-(a+b)

Pfi odvozovani obsahu kosodélniku budeme postupovat analogicky, jako tomu bylo
u kosoctverce. Situace je znazornéna na obr. 3.8. Stale predpoklddejme nerovnost a >
b. Pokud by tomu bylo naopak, staci jen strany kosodélniku pirejmenovat.

fl L

]

Va b U Ug

(¥

i

Obr. 3.8

Podle obr. 3.8. rozdélime kosodélnik na pravouhelnik a dva shodné trojahelniky
pomoci kolmic spusténych ze dvou vrcholl kosodélniku. Premisténim téchto casti
ziskame obdélnik o rozmérech a a v,. Vysku kosodélnika je mozné urcit s vyuzitim

vyznacenych pravouhlych trojihelnikt. Pro obsah kosodélniku plati:
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S=a- vy,

UKOL 3.7
Je dan kosodélnik ABCD a po radé stiedy jeho stran E, F, G, H. Dale vime, Ze délky stran
a a b jsou vpoméru 7 : 5 a |XBAD| =45 . Urcete vztah mezi délkou strany

kosodélniku a a obsahem a obvodem rovnobézniku EFGH.

UKOL 3.8
Je dan kosodélnik ABCD. Pro délky jeho stran a,b a délku vysky v ke strané a plati
nasledujici pomér 17 : 15 : 8. Vyjadiete vztah pro vypocet obvodu a obsahu

kosodélniku v zavislosti na délce strany a.

3.2 LichobéZni

LichobéZnik se nazyva Ctyruhelnik, ve kterém je pravé jedna dvojice protéjsich
stran rovnobézna. Tyto rovnobézné strany se nazyvaji zakladny lichobéZniku,

zbyvajici dvé strany jsou nazyvany ramena lichobézniku.

LichobéZnik je ilustrovan na obr. 3.9. b ¢
Obvod lichobézniku se vypocita stejné

jako obvod obecného mnohouhelniku.

Kazda strana lichobézniku mize byt

razné délky, a proto je vztah pro

vypocet obvodu:
o=a+b+c+d

Obr. 3.9

Obsah S lichobézZniku nyni odvodime pomoci dvou s nim shodnych lichobéznikd, které
jsou na obr. 3.10. Pokud premistime Casti lichobézniki dle tohoto obrazku, ziskdme dva

obdélniky, jejichz obsahy lze vypocitat.

Obsah S; jednoho z obdélnik (na obr. 3.10 vlevo) Ize vypocitat pomoci vztahu:

Si=(a—c) v,

Obsah S, druhého z nich (na obr. 3.10 vpravo) pomoci vztahu:

S, =2c-v,

Soucet obsahii S,; obou lichobézniki je roven souctu obsahti danych 2 obdélniki:
Suu=8+S=(@—c) v, + 2c v,
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Nasledné dany vyraz upravime:
Syuy=(@a—=c) v+ 2crvy,=v,(a—c+2c)=v, (a+¢c)
Protoze jsme pocitali souCet obsahli 2 shodnych lichobéznikd, bude obsah kazdého
znich roven poloviné celkového obsahu S,;. Vysledny vztah pro vypocet obsahu §
lichobézniku je:
_(a+o) v,
a 2

V ptipadé, Ze neni znama vysSka v,, ale jsou znamy velikosti dvou vnitinich dhld
vjednom z vyznacenych trojuhelnikii na obr. 3.10, je moZné pouzit napf.

goniometrickych funkci k urceni vysky v,.

¢ c
d /|y, Vg b d b
c
a a
2c
Uy (2 Uq
a—=c 2c
Obr. 3.10

UKOL 3.9
Urcete velikost vSech stran a vnitinich thld lichobézniku MNOP, pokud vime, Ze m =

16 cmn=12cm;o =7 cma |MO| = 20 cm.
UKOL 3.10

Urcete vztah pro vypocet obsahu lichobézniku ABCD, pro ktery plati, Ze a = 2¢

ab =d a|¥ABC| = 30° v zavislosti na délce strany a.
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3.3 Obecné ¢tyruhelniky

V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat obvody a obsahy obecnych ¢tyruhelnikii. Do této
skupiny ¢tyiihelniki fadime i deltoidy, u kterych je mozné vyuzit jejich specidlnich

vlastnosti.

3.3.1 Deltoid

Deltoid se nazyva ctyiihelnik, jehoz
uhlopricky jsou ksobé kolmé
a jejichz prisecik je stredem pravé
jedné z nich.

B
Obr. 3.1

Pro kazdy deltoid plati, Ze ma dvé dvojice sousednich stran shodné délky (obr. 3.11).
Pro deltoid s délkami stran a a b plati, Ze obvod o miizeme vypocitat jako soucet délek
jeho stran, tedy o = a +a + b + b, tedy:

o = 2a + 2b

) L T~ — f/2

Obr.3.12

Pro vypocet obsahu deltoidu nejprve preskladame casti deltoidu dle schématu na
obr. 3.12. Vhodnym pteskladanim vznikne obdélnik s délkami stran e a g ,kde e a f jsou

délky uhlopricek deltoidu. Pro jednoduchost uved'me nyni vztah pro vypocet obsahu
deltoidu v nasledujicim tvaru:

e f

T:

kde délky e, f je nutné vypocitat pomoci vztahi, které budou nyni ukazany.

S =

Velikosti stran e,g, respektive pro jednoduchost e, f,lze vypocitat v zavislosti na
délkach stran deltoidu a, b. Oznacme velikosti vnitfnich uhlt deltoidu dle obr. 3.12.
Aplikaci kosinové véty nejprve v “modrém“ a nasledné v “modro-zlutém* trojihelniku
ziskame nasledujici dva vztahy:

e?=a%*+b?>—2a-b-cosp

f?=a*+a*—-2a-a-cosa
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Druhy z téchto vztahtli je mozna upravit na nasledujici tvar:
f?=2a% (1 - cosa)

Vzorec pro vypocet obsahu Sdeltoidu miizZe byt i v nasledujicim tvaru:

\/a2+b2—2a-b-cos,8'a'\/2-(1—cosa)

2

PRIKLAD 3.3
Odpovézte na hadanku: ,Je mozné, aby pro deltoid nastal pripad, Ze se délky jeho
uhlopricek rovnaji? Pokud ano, kdy a ¢im je dany deltoid zvlastni? Pokud ne, jak

bychom museli zménit definici deltoidu, aby rovnost e = f byla pripustna?

Resenf
Ano, tento pripad je pripustny za splnéni podminky, Ze prisecik ahlopricek ptli prave

jednu z dhlopricek.

Cc
Pokud by priisecik uhlopticek piilil obé z nich zaroven, byl by
stejné vzdaleny od vSech vrcholi ctyruhelniku, nebot
piedpokladame stejnou délku uhlopiitek. Ziskali jsme tedy ° 8
Ctyrahelnik, jehoz tihlopricky jsou stejné dlouhé, jsou na sebe
kolmé a navzajem se puli. Tyto vlastnosti maji pouze .
uhlopricky ctverce. Obr. 3.13

Zavérem lze Tici, Ze thlopricky deltoidu mohou byt shodné délky, avsak jejich priisecik
nesmi byt stftedem obou z nich, nebot v tomto pripadé je ctyithelnikem Ctverec, nikoliv
deltoid (obr. 3.13, pripadné i obr. 3.12).

UKOL 3.11
Urcete velikosti vSech stran a vnitinich thla deltoidu PQRS, je-li dano: p = 8 cm,
|«SPQ| = 30°a |«xPSR| = 101",

UKOL 3.12
V zavislosti na délce strany a urcete vztah pro vypocet obsahu deltoidu, jsou-li délky

stran a, b a thlopricka f v poméru6:7: 10.

3.3.2 Ostatni obecné ctyruhelniky

U obecnych ctyirihelnikd neni vypocet obvodu slozity,
jsou-li zadany délky jednotlivych stran. Vtom pripadé
miZeme vypocitat obvod obecného ctyiihelniku dle

vztahu:

> g

a B

Obr 3.14
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o=a+b+c+d,
kde a, b, c, d jsou délky jednotlivych stran ¢tyruhelniku (obr. 3.14).

Obecny vztah pro presny vypocet obsahu S libovolného ctyituhelniku (s vyjimkou
deltoidll) neexistuje. Je nutné dany Ctyiuhelnik rozdélit na casti, jejichz obsah jiz
vypocitat umime ¢i jejichZ obsah se nau¢ime pocitat v nasledujici kapitole. Zavérem si

uvedeme vétu, ktera je platna pro vSechny ¢tyidhelniky.

3.4 Varignonova véta
Pro libovolny ctyrihelnik ABCD se stiedy stran po radeé E, F, G, H plati Ze ctyrihelnik

EFGH je rovnobéznik, jehoZ obsah je viici obsahu piivodniho ctyriihelniku polovicni.

Diikazy

Tuto vétu dokazeme dvéma zpilsoby - geometricky a pocetné.

Geometricky diikaz

Nejprve provedeme diikaz pro konvexni ¢tyiihelnik.

D

T«
uy]

A
Obr.3.15

Na obr. 3.15 je sestrojen Ctyiihelnik ABCD se stredy stran £, F, G, H. Nejprve dokazZeme,
Ze Ctyruhelnik EFGH je rovnobéznik. S pomoci obr. 3.15 si uvédomime, Ze thlopticka
AC déli ¢tyrahelnik ABCD na dva trojihelniky - ABC a ACD. Usetka EF je stiedni
prickou trojihelniku ABC, tudiZ je s Ghlopiitkou ¢tyiuhelniku AC rovnobézna. Usecka
GH je stredni prickou trojuhelniku ACD, tudiz je také s tihloprickou AC ctyithelniku
rovnobézna. Z piedchozich dvou tvrzeni plyne, Ze tiseCky £FF a GH jsou rovnobézné

a stejné dlouhé.
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Obdobnou uvahu provedeme s tthloptickou BD, kterd déli ctyruhelnik ABCD na dva
trojihelniky - BCD a BDA. Uselka FG je stfedni ptickou trojuhelniku BCD, tudiZ je
sdanou uhloptickou BD ¢tyiuhelniku rovnobézna. Usetka EH je stfedni prickou
trojuhelniku  BDA, tudiz je také suhloprickou BD cCtyruhelniku rovnobézna.

Z ptredchozich dvou tvrzeni plyne, Ze Usecky EHa FGjsou rovnobéZzné a stejné dlouhé.

Zjistili jsme, Ze ¢tyfuhelnik FFGH ma dvé dvojice rovnobéZnych stran, a proto se jedna

o rovnobéznik (obr. 1.8).

Nyni dokaZeme, Ze rovnobéznik EFGH ma vici Ctyiihelniku ABCD polovicni obsah.
S vyuzitim vét o shodnosti trojihelniki je patrné, Ze na obr. 3.15 oznacuji ¢isla 1 az 4
trojuhelniky se stejnym obsahem. Ozna¢me obsahy téchto utvart po radé Sy, S,, 53 a S,.
Potom pro obsah Syg.p ¢tytthelniku ABCD plati:

Sapecp =451 +4-S,+4-5;+ 45,

Pro obsah Sgpqy Ctytuhelniku EFGH plati:
SEFGH = 251+252+253+ 254

Z ptredchozich vztahll vyplyva, Ze obsah Sgpqy Ctyruhelniku EFGH je polovicni vici
obsahu Sygcp Ctyruhelniku ABCD, nebot’

Sgrey _ 2°S1+2°S;+2:S3+ 2- 5,

Sapcp 4:S;+4:S,+4-S3+ 4-S,

Sgrn _ 1

Sapcp 2

Obdobnou tuvahu lze provést i pro nekonvexni ctytuhelnik (obr. 3.16). Jedna
z Ghlopfticek ¢tyrihelniku ABCD, napt. AC, Ctyithelniku vede v jeho vnéjsi oblasti. Tato
uhlopricka dany ctyruhelnik nedéli na dvé casti, avSak i presto vzniknou dva
trojuhelniky ABCa ACD, pomoci nichZ je mozné obdobné jako na obr. 3.15 dokéazat, Ze
EFGH je rovnobéznik.

Nyni dokazZeme, Ze obsah rovnobézniku EFGH je polovicni viici obsahu ctyruhelniku
ABCD. Nejprve je nutné posunout trojuhelnik BEF tak, aby usetka FEF splynula
s useCkou GH. Ze Ctyruhelniku EFGH tak preskladanim vznikne Sestidhelnik EBFGB'H
o shodném obsahu, ktery je rozdélen na trojuhelniky. S pomoci vét o shodnosti
trojuhelniki oznacime rovinné obrazce o shodném obsahu ¢isly 1 a 2 (obr. 3.16

vpravo).

OznaCme obsahy téchto utvarl po tradé S; a S,. Pro obsah Syp-p Ctyruhelniku ABCD

ziskdme vztah:
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SABCD=4.51+4'52

Pro obsah Sg Sestithelniku £BFGB 'H ziskame vztah:
S6:2.Sl+2.52

Z ptedchozich vztahl vyplyva, Ze obsah S, SestiGhelniku EBFGB’H je polovi¢ni viaci
obsahu Sypcp Ctyruhelniku ABCD, nebot
Se 2:5+2-5
Saupcp A S1+4-S,
Se 1

Obr. 3.16

Timto je Varigononova véta dokazana pro libovolny c¢tyiihelnik.

Pocetni ditkaz
ZdlUvodnéni, ze ctyruhelnik FFGH je rovnobéznik je stejné jako u geometrického

dikazu. Jinym zplsobem dokdzeme, Ze rovnobéznik EFGH ma vici konvexnimu
ctyrahelniku ABCD polovicni obsah.

Obr. 3.17
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Konvexni Ctyfuhelnik ABCD je rozdélen na dva neprekryvajici se trojuhelniky ABC
a ACD - obr. 3.17. Oznacme velikost Usecky AC pismenem e, vysku ke strané e
trojahelniku ACD jako v, a vySku ke strané a trojuhelniku ABC jako v, . Rovnobéznik
GHIJ ma vici trojahelniku ACD polovi¢ni vys$ku i polovi¢ni zakladnu diky vlastnostem
stiedni pricky HG.

Vztah pro vypocet obsahu §; trojuhelniku ACDje2:
e: Ul
2

51:

Vztah pro vypocet obsahu S; rovnobézniku GH//je:

V1
S3= = —
3 2

e
2
Dame-li nyni do poméru obsah S; rovnobéZzniku GHI/ a obsah §; trojuhelniku ACD,

ziskdme:
N
2

N ®

S3 _

S, 6'2 B

<
o

2

Stejnou tivahou vyjadiime pomér obsahu S, trojuhelniku ABCa obsah S, rovnobézniku

EFJI. Vysledny vztah odvozeni je:

€ Uy
_22 _1
S, T erv; T
2
Obsah S ¢tyruhelniku ABCD lze vypocitat:
S = Sl + Sz
Obsah S3, rovnobézniku FFGH lze vypocitat:
534, = S3 + S4,

Pomoci predchozich vztahti je moZnost upravit posledni vztah:

1 1 1 1
S34= S3+ 54=§51+ 552=§'(51+ 52)=ES

2 Vztah pro vypocet obsahu trojuhelniku bude odvozen v néasledujici kapitole, aviak pfedpokladame,
Ze z4ci tento vztah znaji ze zakladni Skoly.
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Posledni tipravou jsme dokazali, Ze v libovolném konvexnim ctyiuhelniku ABCD plati,
ze jeho prickovy cCtyidhelnik EFGH je rovnobéznik, jehoZ obsah je vic¢i obsahu

ptivodniho ¢tyithelniku polovi¢ni.

Pro nekonvexni ¢tyrtuhelnik je diikaz obdobny. Pfi diikazu je vSak nutné mit na paméti,
ze body 7/a /jsou priseciky uhlopticky AC (pojmenujme ji e) a piimek FG a EH (obr.
3.18). Nyni lze zapsat vztahy pro vypocet obsahu Syp trojuhelniku ABC obsahu ;g
ctyrahelniku //FE; obsahu Sy¢p trojuhelniku ACD a obsahu Sjgy Ctyfuhelniku //GH.

ew
Sapc = EY
e w
Syre = 27
e'v
Sacp = T
e v
SI]GH: EE

Ve vySe uvedenych vztazich vyuziva-
me oznaceni vySek jednotlivych troj-
uhelnik dle obr. 3.18.

Dale plati:

Sapcp = Sacp — Sasc

SercH = SI]GH - SI]FE

Obr. 3.18
ey . o s . . SEFGH
S vyuZitim predchozich vztahii uréime pomér obsahti ——:
SABCD
e_w e_v
SEFGH _ SUFE—SIJGH _ 32 22 _ 1
- - ew ev —
SABCD SaBc— Sacp - 2

N‘
o]

Timto byla Varignonova véta dokazana.

UKOL 3.14

Dokazte Varignonovu vétu pro rovnobézniky.
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4 Trojuhelniky

Trojuhelnik je mnohouhelnik

se tfemi vrcholy.

Obr. 4.1

4.1 Zakladni pojmy
Na obr. 4.1 je sestrojen trojihelnik ABC. PovSimnéme si pojmenovani stran - strana a

leZi naproti vrcholu 4, strana b leZi proti vrcholu B a strana c leZi proti vrcholu C.

UKOL 4.1

Pokud bychom trojuhelnik definovali takto: ,Trojuhelnik je neprazdny prinik tif
polorovin, jejichZ Zadné dvé hrani¢ni primky nejsou navzijem rovnobéZné, jehoz
hranici je uzavirena lomena ¢ara.“ Byla by to mozna alternativni definice trojuhelniku

nebo je dané tvrzeni nepiesné? Svou odpovéd’ zdivodnéte a dopliite o nacrtky.

Uvodem si pfipomeneme nékteré vlastnosti trojuhelnikd, které budeme dale vyuzivat.

Na obr. 4.2 je znazornén trojuhelnik se svymi stfednimi prickami s, sp, S

Stredni pricka trojihelniku je tsecka spojujici stiedy dvou sousednich stran. Tato

Vv

pricka je rovnobézna se stranou trojuhelniku, kterou neproting, a jeji délka je vici
této strané polovicni.

L

Na obr. 4.3 je vyznacen trojuhelnik ABC se svymi vyskami v,, vp, a v.. Prusecik O
vySek nazyvame ortocentrum.

Obr. 4.2 Obr. 4.3

Trojuhelnik, jehoZ vSechny strany jsou stiednimi piickami daného trojuhelniku, se
nazyva prickovy trojihelnik.

P
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Na obr. 4.4 je vyznacen trojihelnik ABC se svymi téznicemi t,,t, at.. Téznice
spojuje vrchol trojuhelniku se stiedem jeho protéjsi strany. Prlsecik téznic
nazyvame tézisté 7.

Obr. 4.5

Trojihelnik nazyvame rovnoramenny, pokud pravé dvé jeho strany maji stejnou
délku (obr. 4.5).

Trojuihelnik nazyvame rovnostranny, pokud jeho vSechny strany maji stejnou délku

(obr. 4.6).
=

4.2 Obvod a obsah trojihelniku

Stejné jako u jiného mnohothelniku lze obvod o trojuhelniku vypocitat jako soucet

délek stran. Pro trojuhelnik ABC s délkami stran a, b, ¢ plati:
o=a+b+c

Pfi odvozeni vztahu pro obsah S trojuhelniku vyuzijeme obrazku 4.7. Pro nazornost
pouzijeme 2 shodné ridznobarevné trojuhelniky, které posuneme dle zminéného
obrazku tak, abychom dané trojuhelniky sjednotili. Ziskali jsme zeleno-modry
rovnobéznik, ktery je shodny se Zlutym rovnobéznikem na obr. 4.7 vlevo dole. Tento
rovnobéznik je rozdélen na pravouhelnik (obdélnik, popft. Ctverec) a dva trojihelniky.
Tyto trojuhelniky jsou shodné dle véty sus, jelikoZ jsou oba pravouhlé a maji alespori
dvé dvojice shodnych stran. Pfeskladanim jednotlivych ¢asti rovnobézniku je mozné

sestavit pravouhelnik o stranach délky a a v,,.
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a a

Obr.4.7

Vime, Ze obsah Sp pravouhelniku s délkami stran a a v, se vypocita pomoci vztahu Sp =
a - v,. Vzhledem ktomu, Ze jsme k odvozeni tohoto vztahu pouZili dvou shodnych
trojuhelnikli, pak obsah .S jednoho trojuhelniku je oproti obsahu pravouhelniku
polovicni. Vysledny vztah pro obsah trojuhelniku je:
a v,
2

Vztah mezi vyskou ke strané a a délkami stran b a ¢ trojihelniku lze odvodit za pomoci

sinové ¢i kosinové véty.

UKOL 4.2

Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroki. Sva rozhodnuti zdGivodnéte.

»Vsechny trojihelniky shodujici se v délce jedné strany a vysce ktéto strané maji
stejny obsah bez ohledu na velikosti vnitrnich uhld.

~Kazda téZnice déli dany trojihelnik na dva trojiuhelniky o shodném obsahu.“

~Kazdd vyska déli dany trojihelnik na dva trojihelniky o shodném obsahu.”

UKOL 4.3

V trojuhelniku ABC vypocitejte s presnosti na dvé desetinna mista centimetru vSechny
délky stran a velikosti vnitfnich thlt a obvod, je-1i dano:

i) a=75%8=80%a=7cm

ii)a=3cm;b=8cm; y =107,9°

iii)f = 27%a=3,1m;b =9dm

iv)y =90%a =3,3dm;b =0,4m
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5 Sestiuhelniky
Sestitihelniky jsou mnohothelniky, se
kterymi se setkdme i v prirode.

Prikladem muze byt prirez plastvi

medu ¢i struktura nékterych latek,

A a B

napft. benzenu.
Obr. 5.1

Obvod o Sestithelniku lze vypocitat jako soucet délek jeho stran:

o=a+b+c+d+e+f

Obsah S Sestitihelniku je mozné vypocitat tak, Ze dany utvar rozdélime na ¢asti, jejichZ

obsahy vypocitat umime - napf. trojuhelniky ¢i ¢tyruhelniky.

Nyni se budeme vénovat pravidelnému Sestitthelniku, pro ktery jsou vypocty obvodu o

i obsahu S jednodussi.

Sestitihelnik se nazyva pravidelny, jestlize jsou vechny jeho strany shodné délky
a velikost vSech vnitinich uhll je shodna. Stfed pravidelného Sestitthelniku je bod,
jehoz vzdalenost od vSech vrcholi daného Sestithelniku je stejna.

P —

Hranice pravidelného Sestidhelniku (obr. 5.2) je tvorena Sesti shodné dlouhymi
useckami délky a, a proto lze pro vypocet obvodu o Sestithelniku pouzit nasledujici
vztah:

0 =6a

Pred odvozenim vztahu pro obsah S pravidelného Sestidhelniku bude dokazano

nejprve jedno pomocné tvrzeni, které je zformulovano v nasledujici vété.

5.1 Véta orozdéleni pravidelného
Sestiuhelniku

Pravidelny Sestitihelnik [ze rozdélit na sest

shodnych rovnostrannych trojihelnikd. F S Cc

Diikaz

K dokazani této véty se opreme o definici plného

uhlu, jehoz velikost je 360°. Pri konstrukci A T B

Obr. 5.2
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pravidelného Sestithelniku ABCDEF se stfedem S rozdélujeme plny uhel AS4 na Sest
stejné velikych UhlG - ASB, BSC, CSD, DSE, ESF a FSA. Kazdy z nich musi tedy mit

velikost 60° a je soucasti “stejnojmenného” trojuhelniku (obr 5.2).

Nyni odvodime velikosti zbyvajicich vnitfnich Ghlé trojihelniku. Sestitihelnik byl
rozdélen na Sest trojuhelnikl s jednou stranou délky a a protéjsim thlem velikosti 60°.

V kazdém trojuhelniku je tak soucet velikosti zbyvajicich thl roven 120"

Vyberme jeden z téchto trojuhelnikii - napi. ABS. Vzhledem k tomu, Ze Sestitihelnik je
pravidelny, pak je trojuhelnik ABS rovnoramenny, tzn. velikost stran A4S a BS
trojuhelniku ABS jsou shodné, a proto i velikosti thli SAB a ABS jsou shodné.
Vzhledem k tomu, Ze soucet velikosti uhld SAB a ABSje 120°, pripadad na kazdy z nich
velikost 60°. Trojihelnik ABS (stejné jako ostatni snim shodné trojuhelniky) je

rovnostranny s délkou strany a. Timto byla véta dokazana.

Nyni pristupme k odvozeni vztahu pro vypocet obsahu S pravidelného Sestithelniku.
Jiz jsme dokazali, Ze pravidelny Sestithelnik lze rozdélit na Sest shodnych
rovnostrannych trojuhelniki s délkou strany a. Pro ilustraci opét pracujme

s trojuhelnikem ABS, jehoz obsah nyni vypocitame.

avg
5

Z kapitoly o trojuhelnicich zname vztah pro vypocet obsahu trojihelniku Sy =

V pravidelném trojuhelniku ABS spustime vysku z vrcholu S, kterd protne usecku AR
vjejim stredu 7 (obr. 5.2). VySku v,mlZeme urcit dvéma zpisoby. Oba vyuzivaji toho,

Ze trojuhelnik 47Sje pravouhly a délky jeho stran jsou a, % , Vg

Prvni zpiisob je vypocet pomoci goniometrickych funkci. Uhel SAT ozna¢me jako « a jiz
vime, Ze velikost tohoto thlu je 60°. VyuZijeme funkce sinus, dosadime velikost Ghlu «

a vyraz nasledné upravime a dohledame hodnotu sin(60°).

. va
sinag = —
a

sina *a = v,
sin(60°) -a = vy,
V3

74 Y

Druhy zpisob je pomoci Pythagorovy véty, avsak velmi dilezité je spravné dosazeni do
vztahu vyplyvajiciho z této véty. Pfepona ma v naSem pripadé délku a, nebot je naproti

pravému uhlu. Po dosazeni ziskame:
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Ekvivalentnimi dpravami dojdeme k vysledku:

V3
7-a= Vg

Do vztahu pro vypocet obsahu trojuhelniku ABS lze nyni dosadit za vysku v,. Ziskame

3-a*
vztah S; = \/_4(1 :

Sestitthelnik se vsak sklada ze $esti shodnych trojihelnikd, a proto je jeho obsah S

Sestinasobny. Vysledny vztah pro vypocet obsahu S Sestithelniku je:
. 3-4/3-a?
a 2

UKOL 5.1
Vypocitejte obvod pravidelného Sestitthelniku, je-li jeho obsah ptiblizné 28,30 mz2.

Vypocty provadéjte s presnosti na dvé desetinna mista metru.

UKOL 5.2
Vypocitejte délku strany pravidelného Sestiihelniku, jehoz obvod je Ciselné roven

svému obsahu.

UKOL 5.3
Vypocitej délku strany b ctverce, ktery ma stejny obsah jako pravidelny Sestithelnik

s délkou strany a.

UKOL 5.4
Vypocitej polomér r kruhu, ktery ma stejny obsah jako pravidelny Sestithelnik s délkou

strany a.

UKOL 5.5
Vypocitej délku strany b pravidelného Sestitdhelniku, ktery ma stejny obsah jako

rovnostranny trojuhelnik s délkou strany a.
UKOL 5.6

Vypocitej délku strany b pravidelného Sestithelniku, ktery ma stejny obsah jako

trojuhelnik, jehoz délky stran jsou v poméru4 : 6 : 7.
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6 Pravidelné mnohouhelniky

V predchozich kapitolach jsme se jiZ s nékterymi pravidelnymi mnohouhelniky setkali.

Mnohotihelnik se nazyva pravidelny, jestliZe jsou vSechny jeho strany shodné délky
a velikost vSech vnitinich Ghld je shodna.

e

Pravidelny trojuhelnik je trojuihelnik rovnostranny, pravidelny ctyithelnik je ¢tverec
a také jsme se jiz zabyvali pravidelnym Sestithelnikem. U téchto obrazcii jsme si
v predchozich kapitolach uvedli cestu k odvozeni vztahti pro vypocet jejich obvodu o
a obsahu S. Zplisob odvozeni obsahu S, ktery se v této kapitole ukaZeme, nedopo-

rucujeme aplikovat na zminéné obrazce, nebot’ by byl zbytecné slozity a zdlouhavy.

6.1 Odvozeni obsahu a obvodu pravidelného n-thelniku
Obvod o pravidelnych n-helnikl s délkou strany a je mozné vypocitat pomoci vztahu:
o=—n-a

protoze n-uhelnik ma n stran délky a.

Obsah S pravidelného n-thelniku nyni
odvodime. Nejprve kazdy z n vrcholt spoji-
me se sttedem daného n-uhelnikuy, jak je na-
znaceno pro devitiihelnik na obr. 6.1. Timto
krokem kaZzdy pravidelny n-dhelnik roz-
délime na n shodnych neprekryvajicich se
rovnoramennych trojihelnika3. Oznacime-li
obsah n-dhelniku jako S a obsah zminé-

ného trojuhelniku jako S, pak je mozZné

mezi témito obsahy napsat nasledujici vztah:
S =n- ST

Zaméime se nyni na obsah Sy trojuhelniku v zavislosti na délce strany mnohothelniku
a a poCtu stran n. Na obr. 6.1 je znazornéna situace pro pravidelny devititihelnik a jeden
ze zminénych trojuhelnikid je ABS. Nyni urc¢ime velikost ihlu ASB, abychom nasledné
mohli vypocitat vySku v,. Plny tihel 4S54 je rozdélen na n shodnych uhla o velikosti o,

a tudiz pro jeho velikost plati:

360°
a=—
n

3V ptipadé 3estithelniku vznikne trojuhelnik rovnostranny.
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Jelikoz je trojuhelnik ABSrovnoramenny, resp. rovnostranny, pak velikost tihla $,54 a
S.SBje shodna, tedy vici velikosti dhlu a polovi¢ni. Pojmenujme tihel 4S,S jako thel g

a jeho velikost budeme pocitat pomoci vztahu:

_ 360’
~ 2n
Nyni vyuZijeme goniometrické funkce k vypoctu vysky v, pravouhlého trojihelniku

AS,S. VyuZijeme funkci tangens, dosadime znamé délky stran a vyjadiime vysku v,.

|AS,|
tgB =
TN
1
@: 2
1 Vg
1 v
tgf 1
2(1
a —
2-tgf Va

Nyni dosadime ze vztahu § = %:D do vztahu pro vypocet vysky v,. Upraveny vztah

vypada takto:

Nyni mame vyjadienou vysku trojuihelniku 4ABS a mliZeme vyuzit nasledujicich vztahi:
i) pro obsah S pravidelného n-thelniku plati S =n- Sy

a;a (vyuZijeme pro trojihelnik ABS)

ii) pro obsah S; trojihelniku plati S; =
a
iii) pro vypocet vysky v, trojuhelniku ABS plati v, = —(3600)
2t

2n

Do vztahu pro vypocet obsahu trojihelniku ABS dosadime za v,. Ziskdme nasledujici

vztah:

S_a
T= 2

Tento vyraz dosadime do vztahu pro vypocet obsahu pravidelného n-ihelniku za obsah
trojuhelniku S;. Timto krokem ziskame vztah pro vypocet obsahu pravidelného n-

uhelniku, ktery lze dale upravit na nasledujici tvar:
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UKOL 6.1

Délka strany pravidelného mnohouhelniku je 3 cm. Vypocitejte jeho obvod o0 a obsah S,
jestlize se jedna o:

i) pétithelnik

ii) Sestithelnik

iii)desetitihelnik

iv) osmnactiuhelnik

v) Sestadevadesatithelnik

UKOL 6.2
Zplsobem, kterym byl v této kapitole odvozen vztah pro vypocet pravidelného mnoho-

uhelniku, odvod'te vztah pro vypocet obsahu S rovnostranného trojihelniku.

UKOL 6.3

Spresnosti na 2 desetinnd mista centimetru zjistéte obvod o pravidelného
mnohouhelniku, jehoz obsah je k cm2, kde k je kladné ¢islo. Mnohothelnik je:

i) Sestithelnik

ii) patnactithelnik

iii)osmiuhelnik

iv) desetitihelnik

UKOL 6.4

Kolikrat se zvétsi obsah Spravidelného mnohouhelniku s délkou strany a, pokud délku
strany zkratime o tretinu? Pivodni n-thelnik byl:

i) ctverec

ii) pétiuhelnik

iii)Sestiuhelnik

iv) dvanactidhelnik
UKOL 6.5

Zptusobem, kterym byl vtéto kapitole odvozen vztah pro vypocet pravidelného

mnohouhelniku, odvod'te vztah pro vypocet obsahu .S pravidelného sSestitdhelniku.
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7 KruZnice a kruh
Vtéto kapitole se budeme zabyvat nékolika zpisoby, kterymi je moZné ziskat
aproximovany* obvod a obsah kruhu. Dale se s timto tématem seznamime i z hlediska

historického. Uvodem si pfipomeneme nékolik zdkladnich pojmd.

7.1 Zakladni pojmy

V nasledujicich definicich bude pouzivan symbol E,. Timto znacime mnoZinu vSech

bodi v roviné.

KruZnice k je mnoZzina vSech bodl v roviné, jejichz vzdalenost od daného bodu §
Se E,, je r, kde r € R*. Bod S je zvan stiedem kruZnice, r se nazyva polomérem
kruznice. Poloméru téz rikdme radius, a proto jej znaCime r. Matematickym zdpisem
je mozné kruznici zapsat jako mnozinu bodi:

{X€E,;|XS| =r; re R}

Pod pojmem polomér rozumime vzdalenost libovolného bodu Kkruznice od jejiho

stredu, ale také tisecku spojujici libovolny bod kruZnice s jejim stiedem.

KruZnici k se stfedem Sa polomérem rzapisujeme & (S; r). Zvolme na dané kruZnici
body Xa Y tak, aby bod S lezel na tsecce XY. Vzdalenost bodi XY 'se nazyva primér
kruznice neboli diametr. Zna¢ime jej d Pod pojmem priimér rozumime jednak
vzdalenost bodu Xa ¥, tak i usecku XY,

Stired Skruznice k je bod, ktery ma od kazdého bodu kruznice stejnou vzdalenost.

Pro lepsi porozuméni zminénych pojmi je na obr. 7.1 Cervené zvyraznén polomér r

kruznice a modie primér d.

Obr.7.1 (vlevo):Paimér a prdmér Kkr

Obr 7.2 (vpravo): Kruh a
4 Aproximovany znamend pfiblizny.
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Kruh Kje mnozina vSech bodt v roving, jejichz vzdalenost od daného bodu § je r

¢i mensi nez r; r € R*. Kruh Kse sttedem Sa polomérem r znacime K (S;r).

Kruh Ize zapsat matematickym zapisem jako mnozinu bodu:

{X €E,;|XS| <r; reR*}

L=

Obvod kruhu A(S; r) se rovna délce okruznice A(S; r), ktera tento kruh ohranicuje.

V dalsich kapitolach bude pouzivan pojem polomér kruhu, ktery chapeme jako polomér

r KruZnice urcujici dany kruh. Obdobnym zptsobem lze zavést dalsi pojmy pro kruh.

7.2 Experimentalni zavedeni konstanty
Jiz ze zakladni Skoly zname vztahy pro obvod o a obsah $ kruhu o poloméru r:
o0 =2nr (7.1)

S = nr? (7.2)

Pri zjiStovani obvodu kruhu neni snadné zdivodnit, pro¢ pravé Kkonstanta
7 s pribliZznou hodnotou = = 3,14 v uvedenych vztazich je spravnou volbou pro vypocet
obvodu o ¢i obsahu S kruhu. UkaZeme nékolik zpiisobd, kterymi je mozZné se s timto

problémem seznamit.

Jednim znich je experimentdlni naméreni obvodu kruhu o pomoci délky kruznice

vymezujici dany kruh.

UKOL 7.1
Podle nasledujiciho navodu provedte méreni za Gcelem experimentalniho odhadu

konstanty m:

Vezméme si “kulaty predmét’, napr. hrnec, sklenici ¢i nohu u Zidle. Namérme obvod
i primér téchto predméti a data zaznamenejme do tabulky. K méreni pouZijte

provdzek, jehoz délku ndsledné zmérite pomoci pravitka.

Tab. 7.1: Experimentalni stanoveni konstanty

5]

Predmét Obvod o Priimér d Pomér -
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Pokud jsme mérili s dostatetnou presnosti, mél by pomeér %vychézet pti vSech

mérenich priblizné stejné. Takto experimentalné stanovena hodnota priblizné

odpovida konstanté

Pokud chceme presnéjsi vysledky méreni, pak je moZné napiiklad pfi méfeni obvodu
hrnce zmérit obvod dna tak, Ze nyni obmotame hrnec AKkrat a nameéienou celkovou
délku vydélime cislem k (Pokud hrnec obmotame dvacetkrat, pak naméfenou hodnotu

vydélime 20.)

Zavérem porovnejte vami experimentalné zjisténé hodnoty s hodnotou 3,14 a pokuste

se vysvétlit piipadnou odchylku vasich vysledki.[3]

Konstanta rje takové realné ¢islo, pro které plati:
o
mw= E' (73)

kde o je obvod libovolného kruhu a d je jeho primeér.

Ptedchozi vztah Ize po dosazeni ze vztahu d = 2 - r upravit na nasledujici tvar:

o
mT= —
2-r

7.3 Zavedeni konstanty 7 pomoci jednotkové sité
Obsah kruhu lze odhadnout zavedenim jednotkové sité, jak je znazornéno na obr. 7.3.
Na tomto obrazku jsou sestrojeny dva shodné kruhy s polomérem 5 délkovych

jednotek, zkracené 5 j. Rovina je rozdélena na zvolené jednotkové Ctverce o strané 1 j.

™~

P //
LT d

|

Obr. 7.3

Na obr. 7.3 vlevo jsou modie zvyraznény jednotkové c¢tverce, pro které plati, Ze vSechny

jejich body nalezi i kruhu. Ozna¢me obsah kruhu S a soucet obsahti modre zbarvenych
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jednotkovych Ctvercd S;. Z obrazku 7.3 je patrné, Ze obsah kruhu § je vétsi nez soucet

obsaht S; C¢tverct, coz lze vyjadrit nerovnosti S; < S.

V pravé casti obrazku jsou modie zvyraznény jednotkové Ctverce, pro které plati, Ze
alespon jeden jeho bod nalezi sestrojenému kruhu. Ozna¢me soucet obsahi téchto
jednotkovych ¢tvercti S,. Z obrazku 7.3 plyne nasledujici nerovnost:

$1<8<S,.

V naSem konkrétnim pripadé uvedeném na obr. 7.3 plati, Ze obsah kruhu je omezen
nerovnosti 60 j> < S < 88j2. Stejnou uvahu pro vypocet obsahu Slze pouzit pro kazdy
kruh.

| T— ~
" Ty ” “~
[ \ / \
/
\ [
/
\
\ / \ /
N -~ . -~
Obr.7. 4: Aproxi mace obsahu“&trwgéucsd da eedeni m

Pokud rozdélime kazdy jednotkovy Ctverec na k shodnych ctvercl (ke N, k > 1)
a budeme-li pomoci téchto Ctvercl pocitat vySe uvedenym zptisobem obsahy S; a S,,
pak dospéjeme k presnéjSimu odhadu obsahu kruhu. Na obrazku 7.4 je ukazano
rozdéleni plivodniho jednotkového c¢tverce na 4 shodné Ctverce, znichz kazdy ma
potom obsah 0,25 j2. V naSem konkrétnim pripadé plati, Ze obsah kruhu K je omezen
nerovnosti 69 j> < § < 86j2.

Nyni je moZné pomoci vztahu 7.2 odhadnout shora i zdola konstantu n. Vychazime ze
vztahu:
§5:<85<S,

Po ¢iselném dosazeni z naseho konkrétniho prikladu ziskame:
69 <m-5% <86

Po dpravé obdrzime vztah:
2,76 < < 3,44

51

‘]

emné



Tento odhad neni prili$ presny. Potiebujeme-li presnéjsi odhad konstanty m, je nutné
rozdélit pGvodni jednotkovy Ctverec na vice mensSich shodnych ctverct. Timto
zplsobem Ize libovolné presné odhadnout konstantu m, avSak postup neni prilis

prakticky.

7.4 Historie aproximace obsahu kruhu a konstanty

V nasledujici podkapitole budou ukazany pocatky historie urceni konstanty 7 a me-

tody, které dovedly tehdejSi matematiky k jeji ptiblizné hodnoté.

7.4.1 Aproximace obsahu kruhu obsahem obdélniku

Nyni si ukadZeme aproximaci obsahu kruhu, kterd jiz pracuje skonstantou
definovanou pomoci vztahu 7.3. Idea aproximace obsahu kruhu nasledujicim zptisobem
byla vyslovena jednim ze slavnych feckych matematiki - Archimédem. Byl to praveé on,
kdo rozdélil kruh o poloméru r na sudy pocet shodnych kruhovych vyseci a ty
“preskladal vedle sebe“. Na obr. 7.5 je vysledek tohoto kroku pro 12 vysedi.

Obr. 7.5

Vznikly Gtvar mize byt aproximovan obdélnikem s délkami stran ra 7r; jak je uvedeno
na obr. 7.5. Cim vys$$i je pocet vyse¢i, na které je pivodni kruh rozdélen, tim je nasledna
aproximace utvaru obdélnikem presnéjsi. Pii prijeti této aproximace by mél obsah
vzniklého obdélniku odpovidat obsahu kruhu, nebot vznikl pteskladanim jeho casti.

Nyni vypo¢itime obsah obdélniku a ziskdme tim zndmy vztah S = nr?. [7]
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7.5.2 Aproximace konstanty m v Babyloné
Otazka vypoctu obsahu kruhu byla FeSena jiz v Babyloné v dobé priblizné 2000 let pired

nasim letopoctem. Tehdejsi vztah pro vypocet obsahu kruhu § byl:
25 5

S = e (7.4)
kde rje polomér kruhu. Tento vztah byl spolu s dalsimi nalezen na tabulce ze starové-
kého Babylonu. Nyni si ukaZeme odvozeni konstanty % pomoci jednoho z tvrzeni, které

bylo nalezeno na tabulce v Babyloné a je zde uvedeno jako historicky poznatek. [2]

HISTORICKY POZNATEK

~Méme pravidelny Sestitihelnik a jemu

kruZnici  opsanou,  potom  obvod
Sestithelniku je trojndsobné veétsi nez

prumer kruznice jemu opsané.”

Diikaz

Z ptedchozich kapitol jiz vime, Ze je
mozné kazdy pravidelny Sestidhelnik
rozdélit na Sest shodnych rovno-

strannych trojuhelniki. Situace je

znazornéna na obr. 7.6, kde je pro

ilustraci  sestrojen jeden zrovno-
strannych trojuihelniki - trojuhelnik ABS. Obr. 7.6

Z obr. 7.6 plyne, Ze obvod Sestithelniku o je trikrat vétsi nez primér d kruznice jemu
opsané, nebot’ obvod Sestidhelniku o je Sestkrat vétsi nez polomér r kruznice opsané,

tedy trikrat vétsi nez priimeér d kruzZnice opsané.

Nyni vyuZzijeme vztahu, ktery téZ pochazi od Babylonant: , Pomér obvodu pravidelného

« p . . .. 36 | 57 .
Sestithelniku ku obvodu kruZnice opsané Jezt o5 [1]

Abychom mohli dokoncit odvozeni konstanty % , vyuzijeme definici 7 (vztah 7.3)

a vyjadiime obvod o kruhu. V nasledujicich vztazich vyuZijeme oznaceni pro obvod

kruhu symbol o, zatimco symbol o4 bude predstavovat obvod Sestidhelniku.
Ok
T=—
d

ok =d- m
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Nyni je vyjadien obvod kruhu oy vzavislosti na jeho primeéru d Vyuzijeme jiz
odvozeného vztahu pro obsah Sestitthelniku:
Og = 3-d

Nejprve dame do poméru pomér obvodu Sestithelniku o4 ku obvodu jemu opsané
Kruznici o, a nasledné za oy i 0, dosadime zvztahli oy =d - ™ a 05 = 3-d. Vyraz
upravime a ziskdme vyraz % :

06 3-d

Ok d m

3
s

Nyni vyuzijeme tvrzeni, podle kterého je moZzné pomér obvodu pravidelného

v i ] Y i Ay 36 |, 57 ,
Sestithelniku ku obvodu kruZnice opsané vyjadrit vyrazem T e Tento vyraz tedy

P14 o 3 . r1,4 o ; , 0 . P
odpovida vyrazu — ktery byl ziskan z ptvodniho vyrazu o—6pouze ekvivalentnimi
k

upravami. Odtud vyjadiime ptibliZnou hodnotu r:

0o . 36 57
0. 6021 60
3 36+57-60
T 602
25
n=§—3,125

Timto zplGsobem byla aproximovana konstanta v Babyloné. Egyptsti matematici vSak

ba = v é v 4 7 25
dosli ke konstanté mirneé odlisSné od =

7.5.3 Konstanta A ve starovékém Egypté

Jednou z prvnich dochovanych zminek o vypoctu obsahu kruhu je Rhindsky papyrus
z obdobi 1788-1580 pft. n. L. Je jednim z nejstarSich dochovanych egyptskych matema-
tickych textl. Pro obsah $ kruhu o priméru d je v ném zapsana nasledujici poucka:

,Ctverec o strané 8 jednotek m4 stejnou plochu jako kruh o priiméru 9 jednotek.“[1]

Nyni si ukazeme, jakd byla priblizna hodnota @ ve starovékém Egypté. Vyuzijeme
pritom ndm znamé vzorce pro vypocet obsahu .S ¢tverce a obsahu Sy kruhu. S pomoci

egyptské poucky ziskame nasledujici ¢iselny vztah:

S = SK
9 2
8:8=m-|=
" (2)
Upravami ziskame:
_ 256
ST



. . 256 v v levox 1
V Rhindském papyru byla stanovena Kkonstanta m=—_", COZ priblizné odpovida

hodnoté 3,1605 . [1]

V nasledujici ¢asti si ukazeme dalsi zplisob, kterym je mozZné konstantu m odvodit.
Nasledujici kapitola je velmi naro¢na a je urCena vyhradné studentim maturitniho

seminaie z matematiky.

7.5.3 Exhaustivni metoda

Hlavni myslenku aproximace obsahu kruhu prinesl recky matematik Eudoxos z Knidu
(asi 408 - 355 pred n. L), ktery tuto problematiku resil tzv. exhaustivni metodou.
Princip této metody spocivd v rozdéleni kruhu na vzajemné neprekryvajici se
trojuhelniky. Soucet obsaht danych trojihelnikii je proto roven obsahu daného kruhu.
Je nutné zminit, Ze tato mySlenka byla jiZ znama v Hippokratové dobé (460 pt. n. l. -
377 pt.n.1.).

Eudoxos vychazel z nasledujicich zasadnich ptredpokladd. Obsah ttvaru vymezeného
jednoduchou krivkou (kruznice, elipsa ... ) je roven obsahu néjakého mnohouhelniku.

Plati nasledujici vlastnosti:

1. Je-li obrazec 4 obsazen v obrazci B, pak
obsah obrazce A (zna¢me dale S,)je
mensi nebo roven obsahu obrazce B
(znatme dale Sp), tedy S, < Sp.Této B
vlastnosti fikime monotonie obsahu.
(obr. 7.7)

2. Je-li ttvar C sjednocenim Obr 7.7

nepiekryvajicich se atvart 4 a B pak pro
jejich obsahy plati: S. =S, + Sg, kde S¢
znac¢i obsah utvaru C (obr. 7.8). Této

vlastnosti fikdme aditivita obsahu. [11]

My budeme téZ z téchto tvrzeni vychdazet, ale
nyni  budeme v Eudoxové myslence
pokracovat ve zjednodusené podobé. Eudoxos
si uvédomoval, Ze obsah kruhu lze omezit C

pomoci obsahti dvou pravidelnych n-

uhelnikt. Jeden pravidelny n-uhelnik je kruhu
opsany, pojmenujme jej 0, druhy n-thelnik je Obr. 7.8
kruhu vepsany, pojmenujme jej V. Cim je n vétsi, tim je rozdil mezi obsahy pravidelnych

mnohotuhelniktt Oa V mensi.
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Jiz zname vztah pro vypocet

kruhu S = nre.

Zvolme
takové n, abychom mohli
obsah n-thelnikl prohlasit za
ptiblizné shodny s obsahem
kruhu jemu opsaného i
vepsaného. Diky této
aproximaci budeme pouzivat
vztah S =nr?i pro vypocet

obsahu mnohothelniku.

Pokud vypoclitame obsah
opsaného mnohothelniku O
a vydélime jej druhou
mocninou poloméru Kruhu,
ziskdme horni mez konstanty
. Pokud vypocitdme obsah
vepsaného mnohouhelniku V
a vydélime jej druhou
mocninou poloméru kruhuy,
ziskame dolni mez konstanty
. Ziskali jsme takto interval,

ve kterém se 7rnachazi.

Obr. 7.9

Nyni se zaméifime na tuto mysSlenku podrobnéji. V Eudoxové dobé byla konstrukce

pravidelného mnohouhelniku nelehkym tkolem. Zvolil tedy nasledujici postup, ktery si

ukaZeme na konstrukci mnohothelniku V' vepsaného kruhu K:

1) Sestrojime ¢tverec ABCD a opiSeme mu kruh (obr. 7.10).

2) Sestrojime osy vSech stran daného ctverce a priseciky os stran s danou kruznici

vymezujici kruh postupné oznacime £, F, G, H. Tyto body spojime s vrcholy ¢tverce

tak, aby vznikl pravidelny osmidhelnik. Situace je znazornéna na obr. 7.10.

3) Sestrojime osu kazdé strany pravidelného osmiuhelniku a vzniklé priseciky os

stran s kruznici opét spojime tak, aby vznikl pravidelny Sestnactitthelnik.

4) Druhy a treti krok lze obdobnym zpisobem libovolnékrat opakovat.
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Obr. 7.10 Obr. 7.11
Nyni se podivame, jakym zpilisobem lze sestrojit pravidelny mnohothelnik O opsany
kruhu K Postup je nasledujici:
1) Sestrojime ¢tverec ABCD a kruh K mu vepiSeme (obr. 7.11). (Uvédomte si, Ze

timto krokem ziskdme kruh a jemu opsany ctverec). Stfed kruhu oznacime S.

2) Spojime vSechny vrcholy se stifedem S ¢tverce ABCD. Témto Gseckam budeme

rikat spojnice.

3) Priseciky dané kruZnice a spojnic pojmenujme £, £, G, Hdle obr. 7.11.

4) Kazdym bodem £, £, G, Hvedeme kolmici ke spojnici.

5) Priseciky kolmic se stranami ¢tverce ABCD vytvori pravidelny osmithelnik stejné

jako na obr. 7.11, kde je dany pravidelny osmithelnik vyznacen zelené.

6) Druhy az paty krok lze libovolnékrat opakovat.

Ziskali jsme pravidelny mnohothelnik, jehoz obsah jizZ pomoci vztahti z Sesté kapitoly
umime vypocitat. 0zna¢me obsah mnohoudhelniku Ojako S, a obsah mnohouhelniku V
jako Sy. Pro obsah § kruhu plati:

Sy <8< Sy

Toto tvrzeni dokazal sam Eudoxos, na kterého pozdéji navazal Archimédés, ktery
nezacinal aproximaci obsahu kruhu od ¢tverce, ale od pravidelného Sestithelniku. Diky
tomu jiz ve své dobé dokazal aproximovat obsah kruhu A pomérné presné pomoci
pravidelnych 96-tithelnikid. Navic jiz na zaCatku této kapitoly bylo uvedeno, Ze vztah
pro vypocet kruhu je S = m - r2. Pokud bychom se divali napriklad na 96-tithelnik (¢i
jiny pravidelny mnohouhelnik) z véts$i dalky, mohl by se ndm jevit jako kruh o polo-
méru r. Tento polomér priblizné odpovida vySce pomocnych trojihelniki, na které lze
oba mnohouhelniky (opsany i vepsany danému kruhu) rozdélit podle navodu v Sesté

kapitole. Obsah obou mnohouhelnikii lze vypocitat bez jakékoli aproximace. Vysku
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dil¢ich trojuhelnikd v mnohothelniku Obudeme znacit symbolem v,, v mnohouhelniku

Vji budeme znacit vy.

Reknéme, Ze obsah S kruhu K se priblizné rovna obsahu S, mnohotihelniku V. Za
prijeti aproximace S = Sy, ziskdme S = 7* - v;,2, kde konstanta r* je pribliZzné rovna .
Vtomto vztahu je jedinou neznamou 7”, jejiz pFesnou hodnotu muiZeme nyni pro

zvolené n vypocitat.

Obdobné mizZeme odhadnout konstantu 7 pomoci mnohothelniku O. Obsah
mnohouhelniku O vypocitejme bez jakékoli aproximace dle Sesté kapitoly. Za prijeti
aproximace S = S, ziskdme S = 7’ (vy)%. Vtomto vztahu je jedinou nezndmou

jejiz presnou hodnotu mohu nyni pro dané n vypocitat.

Pfipomertime, Ze pro obsah S, mnohothelniku V' vepsaného kruhu A; obsah S kruhu A
a obsah S, mnohothelniku O opsaného kruhu K'plati:
Sy <8§<S,

Po dosazeni ze vztahti pro vypocet obsahu jednotlivych utvari 1ze dosadit a upravit:
Trl<mort<aor?

<<
Nazornéji si aplikujeme ziskané poznatky z teorie v nasledujicim tukolu.

UKOL 7.2

Do svého sesSitu provedte spolu se spoluzakem vypocty pro aproximaci konstanty Tr.
Pouzijte tabulku, kde sloupce jsou vyznaceny dvéma barvami, vyberte si jednu a
prislusné sloupce vyplnite. Zbylé sloupce jsou pro Vaseho spoluzaka. Veskeré vypocty
provadéjte pro kruh o poloméru 10 cm. Nezapominejte Crtat obrazky, aby Vam byl

postup srozumitelny. Tabulku 7.2 si prepiSte a vysledky do ni zaznamenejte:

Tab. 7.2

n 5 6 10 36 64 96

OBSAH
N-UHELNIKU OPSANEHO

VYSKA POMOCNEHO TROJUHEL-
NIKU V N-UHELNIKU OPSANEM

OBSAH
N-UHELNIKU VEPSANEHO

VYSKA POMOCNEHO TROJUHEL-
NIKU V N-UHELNIKU OPSANEM

HORNI ODHAD KONSTANTY

T

DOLNI ODHAD KONSTANTY

T

ROZDIL HORNIHO A
DOLN{HO ODHADU 7
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7.5 Véta o kruhu vepsaném a opsaném ¢tverci

Méjme ctverec ABCD se stiedem S a o délce strany a.
Necht’ k je kruZnice opsana ctverci ABCD a kruZnice
l je kruZnice vepsand danému ctverci, pak pomér
obsahi kruhii K ku L ohranicenych kruznicemik a /

je roven prdvé dvéma (obr.7.12).

Diikaz
Abychom mohli urcit obsah kruhu, je nutné znat

jeho polomér r, respektive primér d. Polomér r

vyjadiime v zavislosti na délce strany ctverce a.
% 1 ¥ . Obr. 7.12
Zatneme s obsahem kruhu vepsaného ¢tverci.

Naleznéme stredy dvou protéjSich stran ctverce
a postupné je ozna¢me E, F (obr. 7.13). Pokud tyto
body spojime useckou, vidime, Ze bod S lezi pravé
na této usecce. Use¢ka EF je primérem daného
vepsaného kruhu. Je ziejmé, Ze velikost useCky EF
je stejna jako velikost usecky BCa AD, tedy a. Dany
fakt mizZeme zapsat pomoci nasledujicich vztaht,
které lze s vyuZitim vztahu d = 2 - r ,upravit:
|EF| =a; |[EF| =d

a=d

a=2-r Obr. 7.13
a

§=r

Ziskali jsme polomér kruhu vepsaného ctverci ABCD. Obsah S; takového kruhu lze tedy
vypocitat pomoci vztahu S; = m-7r2, do kterého dosadime za polomér r vyraz ze

vztahur = % . Vztah pro polomér kruhu vepsaného c¢tverci je:

2

g - a
L—7T4

Nyni si odvodime vztah pro polomér r” kruhu opsaného ctverci. Vyuzijeme piedcho-
ziho poznatku, Ze délka dsecky SFje % Stejné tak je velika i usecka FD. Nyni vyuzijeme

pravouhlého trojuhelniku SFD, ve kterém aplikujeme Pythagorovu vétu:
|SF|? + |FD|? = |SD|?

Zname velikost stran SFa FD, za jejich velikosti dosadime a nasledné upravime.
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@) ) <o
a2
5 = |SD|?
a
—=1|SD|
2
\/Ez-a _1sD|

JelikoZ usecka SD spojuje stied kruhu K s bodem kruZnice vymezujici dany kruh, je za-

roven velikost této useCky téZ polomérem r” kruhu opsaného ctverci, ktery jsme hleda-

li. MZeme zapsatr’ = @ Dosadime do vztahu pro vypocet obsahu kruhu a ziskame:
2
(%)
SK =T >

Tento vztah lze upravit na nasledujici tvar:

a2

S, = T —
K7T2

Nyni jsme vyjadrili obsahy obou kruht v zavislosti na délce strany Ctverce ABCD.

v y oS
Urcime pomér obsahti S—K:
L

4
=2

0

)

™|
l\J| 8,
Q

V prvnim Kkroku jsme dosadili za Sga S; ze vztahl, které jsme si dfive odvodili

a nasledné ekvivalentné upravili, ¢cimz byla véta dokazana.

UKOL 7.3
Dokazte nasledujici vétu: Méjme Ctverec, kterému

je opsdan kruh a tomuto kruhu je opsdn ctverec
(obr. 7.14). Potom plati Ze obsah Cctverce
opsaného kruhu je viici obsahu ctverce vepsaného

kruhu dvojndsobny.

UKOL 7.4

Je dan pravidelny tristaSedesatithelnik s délkou
strany 1 cm. Vypocitejte jeho obsah a porovnejte \ /
jej sobsahem kruhu opsaného tomuto mno-

houhelniku. O kolik procent je obsah kruhu vétsi

nez obsah mnohouhelniku? Stejné porovnani Obr. 7.14
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proved'te s obvodem obou tutvard. Vypocty provadéjte s presnosti na dvé desetinna

mista centimetru.

UKOL 7.5
Urcete, jakou ¢ast obsahu desky ¢tvercového stolu zakryva kulaty ubrus, ktery se kazdé

jeho strany dotyka pouze vjednom bodé. Vysledek uvedte ve tvaru poméru obsahu

zakryté ¢asti stolu ku celkovému obsahu stolu.
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8 Casti kruznice a kruhu

V této kapitole budeme vzdy predpokladat zadani velikosti thli ve stupnich.

8.1 Casti kruZnice

Na obr. 8.1 je vyznacena kruznice k se stfedem S o poloméru r a jeji body 4,B,X,Y.

S pomoci tohoto obrazku si nyni vysvétlime nasledujici pojmy:

Dva rlizné body A a B rozdéluji kruznici na dvé casti, které se nazyvaji kruZnicové
oblouky. Oznac¢ime je AXB a AYB. Body A a B se nazyvaji krajni body kruZnicového

o

oblouku. Body Xa Ynazyvame vnitfni body kruznicového oblouku.

Uhel vymezeny tseckami AS, BS budeme nazyvat
stfedovym tihlem. Uhel a nazyvame stfedovym thel
prislusnym k oblouku AXB zatimco uhelB je
stifedovv thel prislusnv k oblouku AYB.

y

B
A
Kruznicovy oblouk je jednoznacné zadan polomérem r v
kruznice, jejiZz je soucasti, stredem kruznice S, a pri- :
sluSnym stredovym thlem, ve kterém leZi.

Obr. 8.1
Predstavme si, Ze bychom kruznici rozdélili na 360 stejné dlouhych usekd. Kazdému
takovému useku by ptislusel stiedovy tihel o velikosti 1°. Ziskali bychom tak kruznicové
oblouky prislusné stredovému thlu o velikosti 1°, jejichZ délka " odpovida:

1
U'=2m-7r-5—

Je zirejmé, Ze délka | kruznicového oblouku leziciho na kruznici o poloméru r se
stredovym thlem velikosti a je a-krat delsi nez délka kruznicového oblouku [” leziciho

na kruznici o poloméru ra se stredovym thlem velikosti 1°. Plati:
a

360°

l=a-U'=2mr-

UKOL 8.1
Jak se nazyva usecka AB vzhledem k zadané kruznici (obr. 8.1)? Jaky by byl vztah mezi
piimkou vedenou body 4 a B a danou kruZnici? Své tvrzeni zdGvodnéte. NacCrtnéte

i dal$i mozné vzajemné polohy primky a kruznice.
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UKOL 8.2
Jednim z Casto pouzivanych odhadl konstanty 7 je zlomek % = 3,1429. Urcete délku

kruZznicového oblouku zadaného kruZnici o poloméru r a velikosti piisluSného
stredového uhlu «, je-li dano:

a) r =14 cm,a = 150°

b) r =49 cm,a = 54°

¢) r=5cm,a = 225°

8.2 Casti kruhu

8.2.1 Zakladni pojmy
V této podkapitole se seznamime se ¢tyimi rovinnymi utvary, které vznikaji priinikem

kruhu a jiného rovinného atvaru.

Jsou-li dany dva rtzné body A, B na kruznici k se stredem S a polomérem r, pak
usecky AS, BS déli kruh ohrani¢eny kruznici k na dvé kruhové vysece (obr. 8.2
a 8.3).

Kruhova Gsec je ¢ast kruhu omezena kruznicovym obloukem AXPB a useckou, ktera

spojuje krajni body 4, B daného kruznicového oblouku (obr. 8.8 a 8.9).

Kruhova tse¢ zadana kruznici k o poloméru r a s délkou oblouku 7r se nazyva

pilkruh.

Obr. 8.4
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Pro zavedeni dal$i pojmil potfebujeme znat alespon nékteré vzajemné polohy dvou

kruznic (obr. 8.4).

Dvé KruZnice se nazyvaji nesoustiedné, pokud nemaji spolecny stied S.
Dvé kruznice se nazyvaji soustfedné, pokud maji spolecny stied S.

Dvé KruZnice se nazyvaji totozné, pokud maji spolec¢ny stired S a shodny polomér r.

L=

UKOL 8.3
Podle kritérii v hornim ramecku rozhodnéte, jaka je vzajemna poloha dvou danych

kruznic na obr. 8.4. U kazdého reSeni urcete i spole¢né body.

Uzaviena C¢ast roviny vymezena dvéma soustiednymi KruZnicemi rdzného

poloméru se nazyva mezikruZi (obr. 8.5 vlevo).

Prinik mezikruzi a nenulového uhlu a; a € (0°%;360°), jehoz vrchol je ve stredu

-

kruZnic S, se nazyva vyse¢ mezikruZzi (obr. 8.5 uprostied).

A

<5 B

Obr. 8.5
UKOL 8.4
Urcete vzajemnou polohu kruZnic na obr. 8.5 vpravo a rozhodnéte, zda uzaviena ¢ast

roviny vymezena témito kruznicemi je mezikruzi.

8.2.2 Kruhova vysec
Kruhova vysec (obr. 8.2, obr. 8.3) je urcena kruhem K ktery je vymezen kruznici k& se
sttedem S o poloméru r, a dale velikosti stfedového Uhlu a prislusného k danému

kruznicovému oblouku KruZnice k, kde a € (0°,360°).

Obvod o kruhové vysece se sklada z délky kruznicového oblouku a délek dvou usecek

spojujici krajni body kruznicového oblouku se stredem S. Délka kazdé této usecCky
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odpovida poloméru r Kkruznice, ktery tento kruh urcuje (obr. 8.6). Tyto informace lze
shrnout do nésledujictho vztahu:

0=2r+2"m 1 —

360 A

JiZ zname vztah pro vypocet obsahu kruhu § =
m - r2. Predstavte si, Ze je kruh rozdélen na 360
shodnych kruhovych vyseci. Velikost stifedového °
uhlu prislusného kdanému oblouku vkazdé
takové vyseci V je 1°. Obsah S}, takové vysece lze
vypocitat:

Obr. 8.6

ZvétSenim délky kruhového oblouku a-krat dojde diky aditivité obsahu i ke zvétSeni
obsahu S kruhové vysefe na a-ndsobek. Nové vzniklou kruhovou vyse¢ je moZné
rozdélit na aneprekryvajicich se ptivodnich vyseci, a proto plati:

2,

S=a - -Sy=m'r -
360

PRIKLAD 8.1
Urcete pomér obsahu kruhové vysece ku obsahu c¢tverce s délkou strany a podle

obr. 8.7 dole. Sviij vysledek porovnejte s vysledkem tkolu 7.5 (obr. 8.7 nahofte).

Resenr

Nejprve oznaCime obsah kruhové vysece jako S, a obsah c¢tverce jako S. NapiSeme

vztahy pro jejich obsahy:

90°

— a2
Sv=mat gy

S=a?

Odtud ziskame:

Sy
s

Sy

s

v 7 , v v . T
Pomér obsahu kruhové vyseCe ku obsahu C(Ctverce je 7

Vysledek je shodny s vysledkem tulohy 7.5, nebot vhodnym

preskladanim ctyr obrazki 8.7 dole, bychom ziskali zvétSeny Obr. 8.7

obraz zadani ukolu 7.5 (obr. 8.7. nahofte).
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UKOL 8.5

S presnosti na setiny centimetru vypocitejte obvod a obsah kruhové vysece, ktera je
¢asti kruhu o poloméru r ajejiz sttedovy uhel je g, je-li dano:

a) r =10,00 cm, a = 36°47"

b) r = 8,30 cm, a = 222°22°

) r=272cm,a=45"

d) Velikost stifedového uhlu ve stupnich se ¢iselné rovna 100nasobku poloméru r

uvadéného v centimetrech.

UKOL 8.6

Jak se zméni obsah kruhové vysece, ktera je ¢asti kruhu o poloméru r, vymezené
kruznicovym obloukem prislusnym stifedovému thlu a, pokud:

a) ZvétSime stiedovy thel a o polovinu.

b) ZvétSime polomér r na trojnasobek.

¢) Zmensime polomeér r o tretinu.

d) Zmensime dvojnasobek poloméru r o tretinu ptivodni délky.

e) Zvétsime stiedovy thel a o 25 % a zaroveii zmensSime polomér r o Ctvrtinu.

UKOL 8.7

Ve trech stancich prodavaji rizné veliké pizzy. Cena za kousek pizzy je vSak vzdy stejna
u vSech stanki. Prvni pekar déli pizzu o poloméru 32 cm na Ctyii stejné dily, druhy déli
pizzu o poloméru 38 cm na Sest stejnych dilti a posledni déli pizzu o poloméru 45 cm na

osm stejnych dilt. Kde je pizza nejlevnéjsi?

8.2.3 Kruhova usec

Kruhova use¢ je Cast kruhu urcena kruznicovym

obloukem AXPB lezici na kruZnici ks polomérem r a

sttedem S a useCkou AB (obr. 8.8). Stiedovy tuhel «a

prislusny kruznicovému oblouku ADB je vyznacen na X
obr. 8.8 a obr. 8.9.

Obvod kruhové usece je urcen délkou kruznicového
oblouku AXB a délkou usecky AB. Pro nazornost bude
odvozen vztah zvlast pro  stfedovy  thel
a,kde a € (0°%180°), a = 180°a a € (180°,360°). Obr. 8.8

Predpokladejme, Ze piislusny stiedovy thel a € (0°; 180°). Na obr. 8.8 je ilustrovan
rovnoramenny trojuhelnik ABS. Bod C je stifedem usecky AB, protoze bod C je patou
vysky k zakladné BC rovnoramenného trojihelniku. Uvédomme si, Ze usecka SC pili
uhel a. Velikost usecky APB lze vypocitat s vyuZitim goniometrickych funkci v pravo-
uhlém trojuihelniku SCA:
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2~ |AS]
_a _ |AC|
sing = —
|AC| = 7 -sin=

Velikost usecky AB (znacime a) je vici velikosti usecky AC dvojndsobnd, plati:

a
|AB|:a=2r-sin§=2r-sinﬁ

Obvod kruhové tsece se sklada z usecky AR a kruZnicového oblouku, jehoZ délku [ 1ze

vypocitat z diive odvozeného vztahu:
I=2 -
= Ty ——
360°
Pro kruhovou usec¢ (obr. 8.8) urcenou kruznicovym obloukem o poloméru r a s pri-

slu$nym stfedovym uhlem a, a € (0°; 180°), plati nasledujici vztah:

o=2-r-(n-%+sin(g))

Obsah S kruhové tsece urcené kruhem o poloméru r a s prisluSnym stfedovym thlem
a, a€(0°%180°) Ize urcit s vyuzitim vlastnosti obsahu a jiZ odvozenych vztahd pro
obsah S, kruhové vysece a vztahu pro vypocCet obsahu S; rovnoramenného

trojuhelniku o strané délky a a k ni ptislusné vysce v,:

_ .Y
Sr=a >
a
2
Sv 360°

Obsah S kruhové usece lze urcit jako obsah kruhové vysete ABS zmenSeny o obsah
trojuhelniku ABS, tedy

a a v,
360° 2

S:SV_ ST=1l"r2'
kdea=2r-sin%.
V ptipadé, Ze je stfedovy uhel dané kruhové dsece velikosti @ = 180° jedna se

o ptlkruh. Obvod ptlkruhu se sklada z dvou tusecek o velikosti r a poloviny délky

kruznice. Obvod pilkruhu Ize vypocitat:
0=2r+ mr
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Obsah ptilkruhu je vii¢i obsahu kruhu polovicni, tudiz plati:
- 1r?
2

Ptredpokladejme, Ze velikost stfedového dhlu prislusného ke kruznicovému oblouku
dané kruhové vysece aleZi na intervalu (180°,360°). Na obr. 8.9. je ilustrovan rovno-
ramenny trojuhelnik ABS. Bod C je stiedem useCky AB, protoZe bod C je patou vysky
k zdkladné BC rovnoramenného trojuhelniku. Uvédomme si, Ze usecka SC piuli
doplrikovy dhel k Ghlu a. Tento dopliitkovy tihel ma velikost 25, neboli 360° — a.
Velikost usetky AB (obr. 8.9) lze vypocitat s vyuZitim goniometrickych funkci v
pravouhlém trojuhelniku SCA:

360°—a  |AC|

ST T as

B
- 360°—a  |AC| ‘
Sin =
2 r
360°—a e D
2

|AC| = r-sin

X
Velikost usecky AR (znacime a) je viici velikosti usec- A
ky AC dvojnasobna, plati:

. 360°—
|AB| = a = 2r-sin= z Obr. 8.9

Obvod kruhové tsece se sklada z asecky AR a kruznicového oblouku, jehoz délku [ 1ze
vypocitat z diive odvozeného vztahu:

[ = 2n-r-%
Pro kruhovou use¢ (obr. 8.9) urcenou kruhem o poloméru r a stredovym uhlem «a
prislusného danému oblouku, a € (180°,360°), plati nasledujici vztah:

o=2-r-(n-io+sin(w))
360 2

Obsah S kruhové tsece urcené kruhem o poloméru r a s prislusSnym stiedovym thlem
a, a € (180°360°) lze urcit s vyuzitim obecnych vlastnosti obsahu a jiz odvozenych
vztahl pro obsahu S, kruhové vysece a vztahu pro vypocet obsahu S; trojuihelniku

o strané délky a a k ni ptislusné vysce v,:

va
S.=q-2
T a 2
(04
S, = 2
vE T 3607
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Obsah S kruhové usece lze urcit jako obsah kruhové vysece ABS zvétSeny o obsah
trojuhelniku ABS, tedy:
a a'v
s+ ——
360 2

S=Sv+ ST=1l"r2'

. 360°—a
kdea = 2r-sin

PRIKLAD 8.2

Kolikrat se zvétsi obsah kruhové usece, ktera je vymezena kruhem o poloméru r
a stredovym uhlem a prislusného k danému oblouku, pokud:

a) ZvétSime polomér r na trojnasobek.

b) ZmensSime polomér r o dvé pétiny.

c) Zvétsime polomér r o Ctvrtinu a ndsledné zmensime na 68 %.

d) Zmensime polomeér r o tfi desetiny a nasledné zvétSime o polovinu.

Velikost prislusného stfedového Ghlu aje konstantni (neménna).

Resenf
Vsechny casti tohoto ptikladu se fesi podobné a z toho divodu zde bude ukazkové

vyfeSena pouze ¢ast c).

Oznacme si pGvodni polomér kruhu vymezujici kruhovou usec jako r, polomér po
zvétSeni jako r"a polomér po nasledném zmenseni rozméri jako r”7 Ze zadani plynou
nasledujici vztahy:

r"=1,25r

" =0,68r

Do druhé rovnice dosadime za r’ z prvni rovnice. Ziskame:
r”=1,25-0,68r

" =0,85r

S pomoci obr. 8.8 a s vyuzitim zavedeného znaceni odvodime nasledujici vztahy:

a = 2r-sin (g)
VU, =T :COS (%)

Priklad je dale feSen pouze pro piipad a < 180° obdobné bychom mohli provést
vypocet pro a = 180°, pricemZ bychom dospéli ke stejnému vysledku. Dosadime do

vztahu pro vypocet obsahu kruhové tisece a upravime.

S = n-rz-ggoo—rz-sin(%)-cos(%)

g= 2. {n% — sin (g) * CoS (%)}
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Takto jsme odvodili vztah pro obsah kruhové useCe urcené kruhem o poloméru r
a prislusnym stifedovym uhlem a. Pro obsah S vysledné kruhové useCe urcené

kruZnici o poloméru r”* plati tento vztah:

S = (r)?: {n 320“ — sin (%) * cos (%)}

Diky ziskanym vztahlim lze nyni dat do poméru Sa &.
a

s7_ @ {rggp —sin(g) s (3)}

S lragy—in(g) eos(2))

Upravime a ze vztahu r”” = 0,85 r dosadime za r” Ziskame:

5”—289—07225
S 400

Obsah vysledné kruhové usece je 0,7225nasobkem obsahu ptivodni kruhové usece.

UKOL 8.8

Vypocitejte obvod a obsah kruhové tsece, ktera je vymezena v kruznici k kruznicovym
obloukem o poloméru r se stfedovym uhlem velikosti @, je-li dano:
a)r=69cm,a=79"5"

b) r =1,5dm, a=211°49"

Poznamka: Pri reSeni tohoto ukolu pocitejte s pribliZznou hodnotou m = 3,14

a s presnosti na milimetry, resp. milimetry ¢tverecné.

UKOL 8.9

Je dan kruh, do néhoZ je vepsan pravidelny pétithelnik. UrcCete obsah pétithelniku,
jestlize vite, Ze obsah jedné kruhové tsece vymezené stranou pétitthelniku a kruznici
urcujici kruh je 78,00 cm?. Vysledek urcete s presnosti na dvé desetinnd mista

centimetru.
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8.2.4 Mezikruzi

Mezikruzi je ¢ast roviny, ktera je vymezena
dvojici soustfednych kruznic s riznymi

poloméry r a R kder < R.

Obvod mezikruzi (obr. 8.10) je tvoren obvody
dvou Kkruznic o polomérech r a R; r < R. Z toho ‘
diivodu lze obvod mezikruzi vypocitat pomoci

nasledujiciho vztahu:
0=2nr+2nR =2n (r + R)
Obr. 8.10
Obsah S mezikruzi lze vypocitat jako rozdil obsahti kruhG vymezenych danymi

kruznicemi mezikruZi, tedy:

S = nR? — nr? = w(R? —r?)

PRIKLAD 8.3
Jsou dany dvé soustiedné kruznice k a [ o polomérech ra R r < R. Kruh Kje vymezen

. .. . . " " . o R
kruznici k, kruh L je vymezen kruznici [. Urcete pomér polomért = tak, aby obsah

mezikruzi vymezeného danymi kruznicemi byl polovi¢ni vzhledem k obsahu:
a) kruhu o poloméru r
b) kruhu o poloméru R

¢) deviti kruhti o poloméru r

Resenf
Vzhledem k analogickému feSeni jednotlivych ¢asti dlohy bude vyreSena pouze prvni
Cast. Vyuzijeme vztahy pro vypocet obsahu Sy kruhu o poloméru r a obsahu S, daného
mezikruzi, které zni:

Sy = mr?

SM:T['(RZ—TZ)

Ze zadani plyne nasledujici vztah:
SK = ZSM

Dosadime za obsahy jednotlivych obrazcti a vyjadiime pomér é:
nr? =2m-(R?> —1?)
3nr? = 2nR?
RZ
1,5 = T'_Z
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« o R o oy v
Pomér polomérii - kruznic vymezujici mezikruZi je 4/ 1,5.

UKOL 8.10
Urcete, kolik procent surovin (kromé tésta) uSetti vyrobce pizzy, pokud zvétsi jeji okraj
z 1 cm na 17 mm. Primér kruhové pizzy je 30 cm. Predpokladejte, Ze suroviny jsou na

vnitini oblasti vyrobku rozmistény rovnomeérné.

UKOL 8.11
Na pouti se mohou malé déti svézt vlackem, ktery jezdi po
trase ve tvaru kruZnice. Délka trasy je priblizné 28 metra.
Rozchod kolejnic je 55 cm. Urcete délku obou kolejnic, které
trat’ tvori.
Ndpovéda: Na obr 811 jsou Cerné zakresleny kolejnice

a modfre je zakreslena namérend délka trasy. Obr 8.11
UKOL 8.12

Kola¢ ve tvaru kruhu o primeéru 11 cm ma centimetrovy okraj. Urci, kolik procent

z celkového povrchu kolace zabira napli.

8.2.5 Vyse¢ mezikruzi

Vyse¢ mezikruzi je Cast roviny, kterd je vymezena

A
dvéma riznymi polopfimkami se spole¢nym
pocatkem S a dvojici soustfednych kruznic se
stfedem $ a riznymi poloméry r a R. <)
Na obr. 8.12 je vyznacen stiedovy thel a prislusny 5

oblouku AXB, kde Xje libovolny bod z “modré casti

kruznicového oblouku“ s krajnimi body 4Aa B.

Obr. 8.12
Obvod vysece mezikruzi je tvofen délkami dvou kruznicovych obloukt a délkami dvou

useCek délky R —r; r < R (obr. 8.12). Délku [ kruznicového oblouku leziciho na

kruznici o poloméru r a prisluSnym stiredovym tihlem « lze urcit pomoci vztahu:

1= 2 ¢
=TT 360
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Obdobnym zpisobem lze urcit o délku kruznicového oblouku o poloméru R. Celkovy
obvod o vysece mezikruZi tak lze urcit jako soucet délek dvou kruznicovych oblouki a

dvou usecek délky R — r, tedy:

+ 2R -

360° 360° T 2(R—T)

0o=2nr-

NeZ uvedeme vztah pro vypocet obsahu vysece mezikruZi, pfipomenme si vztah pro

vypocet obsahu kruhové vysece urcené kruhem o poloméru r a stredovym thlem « :
a
S=m-r?—
360

Obsah mezikruzi S miizeme urcit jako rozdil obsaht dvou kruhovych vyseci urcenych
kruhy o polomérech r a R; r < R (obr. 8.12) tedy:

S=m R e o2 —
B 360° 360°
Lze upravit na nasledujici tvar:
a
S=m-——(R* - 1r?
360 ( )

PRIKLAD 8.5

Urcete, kolikrat se zméni obsah vyseCe mezikruzi, pokud zménime pouze nasledujici

parametry:

a) Zmensime stredovy uhel prislusny kruhovym obloukidm urcujicich vyse¢ mezikruzi
o tretinu.

b) Poloméry obou kruznic vymezujici vyse¢ mezikruZzi zvétSime trikrat.

c) Zvétsime stredovy uhel piislusny kruhovym obloukliim urcujicich vyse¢ mezikruzi
o0 pétinu, polomér “mensi” z kruznic vymezujici vyse¢ mezikruzi zmensime o tretinu
a polomér druhé z kruZnic zmensime na polovinu a vzapéti zvét$ime o pétinu. Ulohu

vyteste se zaokrouhlenim a dvé desetinnad mista i pro specialni pripad R = 3r.

Resenf

Vzhledem krozsahlosti prikladu bude ukazano reSeni pouze Ccasti c). Oznacme
poloméry kruznic vymezujici dany obrazec r a R r < R. Plvodni obsah vysece
mezikruzi je:

a
= — . -(R2 — 42
S—360°n(R )

Ze zadani ur¢ime parametry (a; r; R’) nové vysece mezikruzi.

a = 12a
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, 2
r—3r

R =0,5R -1,2=0,6R

ZapiSeme vztah pro vypocet obsahu S nové vysece mezikruzi:

a’
' .. (R2 — 42
S—36007r(R %)

Dosadime za parametry (a; r; R) nové vysece mezikruZzi:

¢ = 1,2c © 6R)2 (2 )2
= 3600 |V 3"

v v S ;
Urcime pomer E d upravime:

a5 [0or2 - (1)

S —
s X (R?— 2
360 " BT
2 \2
. 2_ (2
o 12 [(0,6R) (3 r) ]
s (RZ —r2)
Ve specidlnim ptipadé s vyuzitim vztahu R = 3r ziskame:
ol = 0,42
S - )

Obsah vzniklé vysece mezikruzi je oproti obsahu plivodni vysece vpoméru

1,2-[(0,6R)2—(§r)2]

) , ve specidlnim piipadé je obsah vzniklé vysece mezikruzi 0,42nasob-

kem obsahu plivodni vysece mezikruzi.

UKOL 813
Na kruhovém vicku tunakové konzervy o priméru 8,5 cm je po obvodu do ptilkruhu
uveden nazev vyrobku pismeny velikosti 11 mm. Urcete, kolik procent z celkového

povrchu vicka zabira pruh s nazvem vyrobku.

UKOL 8.14

Petr si vyrobil kruhovy ter¢ na strileni Sipek (obr. 8.13). Je na ném zakresleno pét
soustirednych kruznic o polomérech 1, 7, 8, 14 a 15 cm a deset pirimek prochazejicich
stiredem terce tak, ze jej déli na 20 shodnych kruhovych vyseci. Ke kazdé kruhové
vyse(i je prirazeno jedno Cislo od 1 do 20, které oznacuje pocet bodt, které hrac ziska

pti zadsahu daného pole.
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Zasahne-li hrac oblast, ktera je vzdalena od stiredu do 1 cm, ziska 100 bodi bez ohledu
na to, kterou kruhovou vysec zasahl. Zasahne-li terc ve vzdalenosti 7 az 8 centimetri od
stiedu, ztrojnasobi se hraci pocet ziskanych bodl. Zasahne-li ter¢ ve vzdalenosti 14 az
15 centimetri od stiedu, zdvojnasobi se hraci pocet ziskanych bodt. Predpokladejte, Ze
hraci se vzdy trefi do terCe a Sance na zdsah kaZzdého mista v terci je stejnd. Urcete
pravdépodobnost, Ze hrac jedinym hodem SipKky ziska:

a) 100 bodi

b) 40 bodt

¢) 10 bodti

d) 6 bodl

Ndpovéda: Pravdépodobnost, Ze hrdc ziskd prislusny pocet bodid, se v tomto pripadé
urci jako podil obsahu ttvaru, ktery Ize zasdahnout pro ziskani potrebného poctu bodii

a celkového obsahu terce.

Obr. 8.13
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9 SloZené obrazce

V této kapitole se budeme zabyvat obsahy a obvody sloZenych obrazcii. Na zakladé
vlastnosti obsahu uvedenych v prvni kapitole budeme nyni reSit tlohy, ve kterych
budou vyuzivany i dalsi vztahy z piredchozich kapitol. TéZ budeme vyuzivat zakladnich

stiedoskolskych pojmi, které je mozno dohledat v piislusnych ucebnicich. [4][9][10]

UKOL 9.1

V méstském parku byly vybudovany okrasné zahonky ve
tvaru kruhu. Kazdy zahon byl rozdélen do 4 oblasti dle obr.
9.1. V oblasti ¢.1 byly vysazeny denivky, v oblasti ¢.2 astry,
voblasti ¢.3 petinie a v posledni oblasti byly vysazeny
afrikany. Primeér zahonu je 4 metry a hranice jednotlivych

oblasti tvori soustfedné kruznice s priméry 1 m, 2 m, 3 m

a 4 m. Urcete naklady na osazeni péti okrasnych zahoni.
Cena za hodinu prace je 170 K¢. Naklady jsou zaznamenany Obr. 9.1

vtabulce 9.1. Spfresnosti na stokoruny urcete celkové

naklady.

Tab. 9.1

Kvétina Cena za rostliny na 1 m? Cas za osazeni 1 m? zdhonu
Denivka 320 K¢ 40 minut
Astry 750 K¢ 50 minut
Pettinie 650 K¢ 60 minut
Afrikany 210 K¢ 30 minut
UKOL 9.2

Na obr. 9.2 jsou dopravni znacky. Urcete priblizné procentualni zastoupeni jednotlivych

barev na kazdé znacce. Potiebné udaje naméite na obrazku.

oVe o

Obr. 9.2
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UKOL 9.3
S pomoci obr. 9.3 naleznéte vztah pro vypocet obvodu a obsahu daného obrazce, jehoZ

hranice je tvoirena pouze ¢astmi kruznic.

Obr. 9.3 Obr. 9.5

UKOL 9.4

Pepik byl na matematické olympiddé a snaZi se vybavit si udaje, aby mohl jeden
z prikladl zadat svym spoluzakim. Cilem je urcit vztah pro vypocet obvodu a obsahu
obrazce na obr. 9.4. Zapamatoval si pouze nasledujici idaje. Nejdel$i moZné dsecky
vedené obrazcem mezi dvéma vrcholy jsou 12,1 m a 10,23 m dlouhé, nejkratsi dsecka
spojujici nesousedni vrcholy je 5 m dlouha. Dale si Pepik zapamatoval i velikosti
vnitinich ahlg, které jsou zakresleny na obr. 9.4. Vysledky uved'te s piesnosti na jedno

desetinné misto metru.

UKOL 9.5
Vypocitejte obvod uzavieného nekonvexniho rovinného utvaru, ktery je na obr. 9.5
zelené ohranicen. S presnosti na desetinu procenta urcete, jakou ¢ast obsahu daného

rovnostranného trojuhelniku tvori obsah zelené vyznaceného rovinného ttvaru.

vvey

trojuhelniku.

UKOL 9.6

S pomoci obr. 9.6 naleznéte spole¢ny vztah pro vypocet obsahu vSech zadanych

BORER

Obr. 96

obrazcu.

77



Ndpovéda: Spojenim Cerné zvyraznénych vrcholi bychom ziskali pravidelny

mnohouhelnik s délkou strany a.

UKOL 9.7
Urcete pomér mezi obsahem kruhu vepsaného a obsahem kruhu opsaného pravidelné-

mu Sestitthelniku o strané a.

UKOL 9.8
S pomoci obr. 9.7 naleznéte spolecny vztah pro vypocet obvodu a obsahu vSech danych

obrazcu.

Ndpovéda: Stredy kruZnic zakreslené na obr. 9.7 tvorf vrcholy pravidelného mnoho-

uhelniku s délkou strany a.

UKOL 9.9
Urcete pomér mezi obsahem kruznice vepsané a obsahem Kkruznice opsané

pravidelnému devitithelniku. Vysledek porovnejte s vysledkem tkolu 9.7.

UKOL 9.10

Dokazte nasledujici tvrzeni:

Vkazdém pravoiuhlém trojuhelniku ABC s pravym B
uhlem pri vicholu C (obr. 9.8) plati, Ze soucet obsahii

pllkruhii sestrojenych nad odvésnami trojuhelniku
(zvyraznény na obr. 9.8 modre) je roven obsahu
pllkruhu sestrojeného nad preponou (zvyraznén na x
obr. 9.8 zelené).

Ndpovéda: V pravouhlém trojihelniku plati Pytha-
gorova véta. Nejprve vyjddrete dokazované tvrzeni

Obr. 9.8
formou vzorce.

Zajimavost
Predchozi tvrzeni je specidlnim pripadem zobecnéné Pythagorovy véty. Obdobné

tvrzeni lze vyslovit pro libovolny dany rovinny utvar sestrojeny nad stranami
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pravouhlého trojdhelniku. Nutnou podminkou je vzdjemnad podobnost sestrojenych

obrazct nad stranami trojihelniku.

UKOL 9.11

DokaZte nasledujici tvrzeni: VkaZdém pravoiihlém trojihelniku ABC s pravym tihlem
pri vrcholu C (obr 9.9) plati Ze soulet obsahii pravidelného sedmitihelniku
sestrojenych nad odvésnami trojiihelniku je roven obsahu pravidelného sedmiiihelniku

sestrojeného nad odvésnou.

UKOL 9.12
Dokazte libovolny pripad zobecnéné Pythagorovy véty, ktery nebyl v predchozich
ukolech ukazan.

UKOL 9.13

Je dana posloupnost soustiednych kruznic k4, k,, k3, ... na obr. 9.10. ZapiSte zapisem
pro n-ty ¢len posloupnost polomért téchto kruznic tak, aby obsahy uzavienych oblasti
1, 2, 3... byly shodné.

Obr. 9.9 Obr. 9.10
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Obr. 9.11 Obr. 9.12

UKOL 9.14
V zavislosti na délce strany nekonvexniho mnohouhelniku na obr. 9.11 urcete vztah pro

vypocet obvodu a obsahu tohoto rovinného utvaru.

Ndpovéda: Je mozné sestrojit dvé kruznice, které budou prochdzet prdavé Sesti vrcholy

daného itvaru.

UKOL 9.15
Urcete vztah pro vypocet obvodu a obsahu rovinného ttvaru vymezeného uzavienou

modrou ¢arou na obr 9.12. VSechny kruZnice a jeji ¢asti maji stejny polomér r.
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10 Vysledky uloh
KAPITOLA 1

1. Uloha ma nekone¢né mnoho reSeni.
2. KruZnice, modro-zelena kruhovy vysec a hnédy sedmitihelnik jsou nekonvexni
rovinné dtvary. Ostatni rovinné utvary jsou konvexni.

3. K= konvexni, N = nekonvexni, NR = nelze jednoznac¢né rozhodnout

a)K b) K c) NR
d) K e) K f) K
g) K h) N K
K k) NR 1) NR
m) K n) N 0)K
p) K r) K q) NR
s) NR t) K

4. Re$eni zavisi a konkrétni volbé zahrady.

5. a) 263 mm b) 284 mm

6. a) 382 mm b) 319 mm

7. Uvedeny vztah je platny.

8. Obrazce maji obsah 14,5 (prvni radek vlevo); 11,5(prvni fadek uprostred); 4 (prvni

radek vpravo); 4(druhy radek vlevo); a 15 j2(druhy radek vpravo).

KAPITOLA 2

1. Zadany mnohotuhelnik ma 8 vrcholi.
2. Délka strany ¢tverce g = \/g- (a? + b?).

3. a) Pythagorova véta - napft. trojihelnik s délkami stran 4 cma 1 cm nebo 8 cma 7
cm. Eukleidovy véty - vhodné dvojice délek 5 cm a 3 cm nebo 2,5 cm a 6 cm.

b) Pythagorova véta — napf. trojuhelnik s délkami stran 2 cm a 7. Eukleidovy véty -
vhodné dvojice délek 5 cm a 10,6 cm.

¢) Konstruujeme nejprve tsecky délky v5 cm, nasledné usecku délky 7 — v/5 cm.
Pythagorova véta - napf. trojihelnik s délkami stran 2 cm a 1 cm nebo 3 cm a 2 cm.
Eukleidovy véty - vhodné dvojice délek 5 cm a 1 cm nebo 2 cm a 2,5cm.

4. a)ano b) ne ) ano

5. Vyska ke strané r je priblizné 7,06 cm dlouha.

6. 2teSeni: k =7 cm;l =4 cm;m = 9,2 cm, |<MKL| = 45,38%; |<KLM| = 24°;
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|<LKM| = 110,62°nebok =7 cm;l = 4 cm;m = 3,59 cm, |XMKL| = 134,62°;
|*KLM| = 24°; |<LKM| = 21,38°

7.)a=7cm;b=12,2cm;c =10 cm; a = 35% 8 = 90% y = 55°
ii)a=5cm;b=8cm;c =12,15cm; a = 16,278 = 26,63° y = 137,1°
iii)a=8cm;b =10,2cm;c =8,38cm; a =49,84%;8 = 77 y = 53,16°
ivya=8cm;b=10,2cm;c =11,46 cm; a = 42,6°; = 60,14°, y =77°

8. a)a=7cm;b=4cm;c=d=5,07cm;a =3329%p = 124,8%y = 49,51%

6 =152,4°
b)a=7cm;b=4cm;c =898cm; d = 3,3cma = 84,698 = 124,8°;
y = 55,2% 6 = 95,31°

9. Ziskali jsme vétu Pythagorovu. Véta Pythagorova je specidlnim ptipadem véty
kosinové.

10. Sinova véta - v libovolném trojuhelnikuy, je - li dana strana a k ni protilehly uhel + 1
dalsi tidaj o trojuhelniku (velikost dalsi strany ¢i vnitfniho thlu). Véta Pythagorova -
pouze v pravouhlém trojdhelnikuy, je-li zadana délka jedné strany + 1 dalsi idaj o
trojuhelniku (velikost dalSi strany ¢i vnitfniho thlu). Kosinova véta - v libovolném

trojuhelniku, kde jsou zadany vSechny strany ¢i dvojice stran a thel jimi sevieny.

KAPITOLA 3

1. 0 = 4\2a; S = 2a?

2. 0 =2V5a; S = 1,25a®
3. Ano.

4. 0 = 2\2a; S = 0,542
5

. V pripadé této definice by se ctverec stal specidlnim piripadem obdélniku.

6. o:2a-<\/2+£+ J2—£>;S= V2 g2
2 2 4
7.0=2q, 5= 32 2
7 28
8. 0=2a5=2¢2
17 15
9. 0 =50cm; S = 138 cm?
10.5 = 2

11. Priblizné délky stran jsou po radé 8 cm, 7,53 cm, 7,53 cm a 8 cm, velikosti vnitinich
uhlid po radé 30°%101°% 128°a 101°.

12.5 = 1,344 8 a®

13. Ctyrahelnik rozdélime na dva trojihelniky a postupujeme pro kazdy z danych
trojuhelnikl zvlast dle véty 2.6.

14. Dtlikaz je specialnim pripadem diikazu uvedeného ve véte 3.4.
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KAPITOLA 4

1. Uvedena definice je korektni.

2. Prvni a druhé tvrzeni je pravdivé. Treti tvrzeni plati pouze, je-li zadana strana
zakladnou rovnoramenného trojuhelniku nebo vpripadé trojdhelniku
rovnoramenného.

3.)a=7cm;b=714cm;c =3,06cm; a =758 = 80"y =25%0=17,2cm

ii)a=3cm;b=8cm;c=937cm; a =17,74 8 = 54,36% y = 107,9% 0 = 20,37 cm
iii)Uloha nema fe$ent.

iv) a =33 cm;b = 40 cm; ¢ = 51,86 cm; a = 39,52°%; 8 = 50,48°; y = 90°0 = 124,86 cm

KAPITOLA 5
1. a=3,30m
2. a=—

KAPITOLA 6

1. Vysledky s presnosti na dvé desetinna mista jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Cast i) ii) iii) iv) %)

Obvod (cm) | 15,00 18,00 30,00 54,00 288,00

Obsah (cm?) 15,48 23,38 69,25 229,69 6 598,12

2.5=0
4

a2
3. Vysledky s minimalni presnosti na dvé desetinna mista jsou uvedeny v nasledujici tabulce:
Cast i) i) iii) iv)

Obvod (j) 5 /2\/§k 357Vk |, /z(ﬁ— 1k 3,605Vk

4. Ve vSech castech prikladu je vysledek stejny. Obsah zmensSeného obrazce je gkrét

vétsi nez obsah pivodniho obrazce.

5 S= ig(;z2
2
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KAPITOLA 7

1. Nameéfené veli¢iny zavisi na volbé predmétu a piresnosti méieni.
2. Ciselné hodnoty vysledki s piesnosti minimalné na 2 desetinnd mista centimetru

jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

n 5 6 10 36 64 96
OBSAH _ 363,27 | 346,41 | 33491 | 314,96 | 314,41 | 314,27
N-UHELNIKU OPSANEHO

VYSKA - , 10,00 10,00 10,00 10,00 10,00 10,00
N-UHELNIKU OPSANEHO

OBSAH , 237,76 | 259,81 | 293,89 | 312,57 | 313,65 | 313,94
N-UHELNIKU VEPSANEHO

VYSKA - , 8,09 8,66 9,51 9,96 9,99 9,99(5)
N-UHELNIKU VEPSANEHO

HORNI ODHAD 3,63 3,46 3,35 3,15 3,14(4) | 3,14(3)
KONSTANTY t

DOLNI ODHAD 2,38 2,60 2,94 3,13 3,13(7) | 3,14(0)
KONSTANTY 1t

SIRKA INTERVALU 1,25 0,86 0,41 0,02 0,00(7) | 0,00(3)

3. Duikaz véty je analogem kdikazu véty o kruznici vepsané a opsané cCtverci,

podkapitola 7.6.4.

4. Presnost vypoctu neni dostate¢na na to, aby byl rozdil mezi jednotlivymi obvody a

obsahy patrny. V tabulce jsou uvedeny vypoctené hodnoty:

Mnohouhelnik

vepsany kruhu

Kruh

Mnohouhelnik

opsany kruhu

Obvod (cm)

359,99 (100%)

360,00 (100%)

360,00 (100%)

Obsah (cm?)

10 312,72 (100%)

10 312,98 (100%)

10 313,50 (100%)

5. Pomér obsahu kruhu vepsanému c¢tverci ku obsahu Ctverce je  : 4.

KAPITOLA 8

1. Usetka AB je tétivou dané kruZnice. Vzijemna poloha kruZnice a pfimky mize byt

sefna (2 spoletné body), tecna (1 spoletny bod) ¢i vnéjsi primka (Zadny spolecny

bod). Na obr. 8.1 se jedna o se¢nu.

b)4,62 cm

110
2. a) 3 cm

275

C) ch

3. ReSeni je uvedeno postupné zleva - kruZnice nesoustiedné bez spolecnych bodg,

kruznice soustiedné bez spoletnych bodd, kruznice nesoustredné sjednim

spolecnym bodem, kruznice nesoustredné s dvéma spole¢nymi body a vpravo jsou

kruznice totozné s nekone¢né mnoha spole¢nymi body.

4. Kruznice nejsou soustiedné, tedy se nejedna o mezikruzi.

5. Vysledky s presnosti na dvé desetinna mista jsou uvedeny v nasledujici tabulce:
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Cast a) b) c) d)

Obvod (cm) 26,42 48,80 7,58

2nr
2r (1 + )

360

Obsah (cm?) 32,08 113,61 2,90 mer3
360

6. a) Obsah se zmensi na polovinu ptivodniho obsahu.
b) Obsah se zvétsi 9krat.

¢) Obsah se zméni na %nésobek ptivodniho obsahu.
d) Obsah se zméni na %nésobek ptivodniho obsahu.
e) Obsah se zméni na gnésobek ptivodniho obsahu.
7. Nejlevnéjsi pizza je v prvnim stanku, nejdrazsi ve druhém.
8.a) 0 = 18,26 cm; S = 9,50 cm?
b) 0 = 85,45 cm; S = 475 cm?
9. Obsah pétitihelniku je priblizné roven 1 120,34 cm?.
10. Vyrobce pizzy usetii priblizné 4,45 % naplné.
11. Délky kolejnic jsou priblizné 25,10 m a 24,14 m.
12. Napln zabira priblizné 82,64 % povrchu kolace.
13. Pas s nazvem zabira asi 12,1 % povrchu konzervy.

4 29 209 56
14.2) 900 ) 4500 <) 4500 ) 1125

KAPITOLA 9

1. Naklady na osazeni zahonki jsou ptiblizné 36 400 K¢.
2. Priblizné vysledky jsou zaneseny v tabulce, kde jsou pouzity pojmy majoritni barva

= hlavni barva a minoritni barva = doplrnkova barva.

Cast ZA4kaz stani Vedlejsi silnice Z4kaz zastaveni Hlavni silnice

Majoritnibarva | 67 %modrd | 58%Dbili | 59%modrd | 59 % bila

. Y : Y : 0% & : RV
Minoritni barva 33 % Cervena | 42 % Cervena | 41 % Cervena 41 % zluta

3. 0 = 6nr; S = 3nr?

4. 0 =33,8m;S =38,6m?

5. 0= (§n+2\/§—3)a;20,9%

_ma? o o2n o2

) 0

7. Pomér obsahu kruhu vepsaného Sestithelniku ku obsahu kruhu opsanému
Sestitthelniku je 0,75.

6. S =
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n+4

na? 44n
8.0=— m-a? S = 2

4-tg(ﬂ)+ 5 T a

2n

9. Hledany pomér obsahti je ptiblizné 0,883.
2 2 2
10. Ze zadani plyne vztah a:n + b:n = %ﬂ. Vynasobenim rovnice koeficientem %

ziskame Pythagorovu vétu, ¢imz je tvrzeni dokazano.
a? 7 b2 7

c2
TO) T m T Vydélime

7
11. Ze zadani plyne vztah —F55 * —
4-tg(1§0) 4 4-tg( 7 7

rovnici vyrazem L}t(%o) za ziskani Pythagorovy véty, ¢imzZ je tvrzeni dokazano.
7
12. Reseni zavisi na konkrétni volbé rovinného ttvaru.
13. Posloupnost polomérii lze zapsat vzorcem pro n-ty ¢len jako v/n, kde n je pfirozené
Cislo.
14.0 = 12a; S = 3V/3a?

o= tmis =t 17 [(14+5) - (- 9
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Zaver

V diplomové praci byly zahrnuty veskeré rovinné utvary, se kterymi se Zaci bézné
setkavaji na zakladnich a stfednich Skolach, coZ je pfinosem této sbirky. V této praci je
mozné nalézt odvozeni zakladnich vztahli pro vypocet obvodu a obsahu danych
rovinnych utvart. Dal$im piinosem je rada tloh, na kterych si zaci mohou procvicit
vlastnosti obsahu a uvodem si téZ zopakovat zakladni planimetrické véty. V mnoha
piikladech se Zaci mohou zdokonalit v diikazovych metodach. Priklady a tkoly jsou
vétSinou doplnény o obrazky, které pomahaji porozuméni zadani. Vysledky jsou

uvedeny v zavéru prace.

Béhem psani této diplomové prace jsem si uvédomil, Ze formulace definic, presného
zadani a zachovani navaznosti uciva je mnohem obtiZnéjsi, nez se miiZze zdat na prvni
pohled. Ukoly a ptiklady v této sbirce jsem vytvotil sam, piipadné na zakladé inspirace
z raznych ucebnic matematiky pro zakladni a stiedni skoly.
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