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Úvod 

Diplomová práce Obvody a obsahy rovinných útvarů je určena pro vyučující             

a především pro žáky středních škol. Pro vyučující může sloužit jako zdroj úloh, 

pro žáky jako doplňující učební text. Tato práce je pro lepší porozumění 

doplněna názornými obrázky vytvořenými v programu GeoGebra. 

V první kapitole práce je připomenuta definice obsahu a obvodu tak, jak se 

zavádí na střední škole. V této kapitole jsou zmíněny klasifikace trojúhelníků      

a čtyřúhelníků spolu s důležitými vlastnostmi obsahu, které budou využívány 

v dalších kapitolách. 

Ve druhé kapitole se zabýváme důležitými planimetrickými větami, které 

budeme v následujících kapitolách využívat. 

Ve třetí až osmé kapitole je vysvětleno odvození vztahů pro výpočet obvodu        

a obsahu rovinných útvarů, se kterými se žáci na základní a střední škole 

setkávají. Spolu s vysvětlením vztahů nalezneme v těchto kapitolách také řešené 

příklady a úkoly k procvičení. 

Závěrečná kapitola obsahuje patnáct úkolů, ve kterých jsou prověřovány 

znalosti z předchozích kapitol. Při řešení je kladen důraz na využívání vlastností 

obsahu. 
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1 Obvod a obsah 
Než se začneme zabývat obsahy a obvody rovinných obrazců, musíme si být jisti, že 

ovládáme termíny ze základní školy, neboť se jejich znalost v této práci předpokládá. 

Některé pojmy jsou zde pro lepší pochopení zopakovány. V případě nejasností je možné 

definice většiny pojmů použitých v této práci dohledat v učebnicích pro základní             

a střední školy, popř. v další literatuře [9]. 

 

V této práci najdeme odvození základních vztahů pro výpočet obvodu o a obsahu 

S rovinných obrazců spolu se zajímavými větami. Věty bývají většinou doplněny 

důkazem, případně příklady.  

 

1.1 Základní pojmy 
 

 
 

Na obr. 1.1 je v horním řádku několik příkladů konvexních obrazců, ve spodním řádku 

několik příkladů útvarů nekonvexních.  

 

ÚKOL 1.1 

Do sešitu načrtněte tři 

konvexní a dva nekonvexní 

obrazce. Se svými spolužáky 

následně diskutujte správnost 

svého řešení. 

 

ÚKOL 1.2 

Rozhodněte, které obrazce na 

obr. 1.2 jsou nekonvexní. Svá 

rozhodnutí zdůvodněte.  

 

Z výuky na základní škole víme, že obrazcem v rovině rozumíme rovinný útvar 

ohraničený uzavřenou čárou, která je součástí obrazce. Obrazce v rovině můžeme 

dělit na konvexní a nekonvexní. 

 

Obrazec je konvexní, pokud s každými dvěma body X, Y obrazce i úsečka XY  náleží  

danému obrazci. Pokud alespoň jeden bod úsečky XY nenáleží danému obrazci, je 

daný obrazec nekonvexní.  

 

 

Obr. 1.1 
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Nenulový konvexní úhel se dále dle 

velikosti dělí na úhel ostrý, pravý, 

tupý, přímý a plný (v pořadí na obr. 

1.3.). 
 

Ostrý úhel je úhel nenulové 

velikosti menší než 90˚.  

Pravý úhel je úhel o velikosti 90˚.  
 

Tupý úhel je úhel, jehož velikost je 

větší než 90˚ a menší než 180˚. 
 

Přímý úhel je úhel o velikosti 180˚. 
 

Plný úhel je úhel o velikosti 360˚.  

 

 

 

 
Obr. 1.2 

 

 

 

 

 

Úhel je část roviny vymezená dvěma polopřímkami se společným počátkem (obr. 

1.3.) 
 

Pro konvexní úhel platí, že s každými dvěma body X, Y  úhlu náleží danému úhlu         

i úsečka XY . Pokud alespoň jeden bod úsečky XY nenáleží danému úhlu, pak 

hovoříme o nekonvexním úhlu.  
 

 

 

 

Obr. 1.3 
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ÚKOL 1.3  

Rozhodněte, zda jsou následující geometrické útvary konvexní či nekonvexní, případně 

zda dle zadání nelze jednoznačně rozhodnout. Své úvahy doplňte o náčrtky a zdůvod-

nění. V případě nejasností významu použitého pojmu se podívejte do příslušné kapitoly 

této sbírky. 
 

a) Čtverec b) Obdélník c) Čtyřúhelník 

d) Přímka e) Trojúhelník f) Ostrý úhel 

g) Úhel o velikosti 180˚ h) Úhel o velikosti 200˚ i) Úhel o velikosti 360˚ 

j) Pravidelný pětiúhelník k) Sedmiúhelník l) Kruhová výseč 

m)Kruhová úseč n) Kružnice o) Kruh 

p) Pravoúhlý trojúhelník r) Lichoběžník q) Libovolný 𝑛-úhelník 

s) Úhel t) nulový úhel  

 

Pro naše další úvahy budeme předpokládat v kapitolách 2 až 8 pouze konvexní rovinné 

obrazce, neboť každý nekonvexní rovinný obrazec je možné rozdělit na několik obrazců 

konvexních. Jedním z nejběžnějších obrazců je mnohoúhelník.  

 

 

V našich dalších úvahách předpokládejme, že nesousední strany lomené čáry nemají 

žádný společný bod, tzn. lomená čára sama sebe neprotíná. 
 

Lomená čára 𝐴0𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛 (𝑛 ≥ 2) se skládá z úseček  𝐴0𝐴1, 𝐴1𝐴2, … , 𝐴𝑛−1𝐴𝑛, 

z nichž každé dvě sousední mají společný právě jeden krajní bod (obr. 1.4). 

Zároveň platí, že žádné tři po sobě jdoucí body 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛−1,  𝐴𝑛 neleží na 

jedné přímce. Body  𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛−1, 𝐴𝑛 se nazývají vrcholy lomené čáry, úsečky 

𝐴0𝐴1, 𝐴1𝐴2, … , 𝐴𝑛−1𝐴𝑛 strany lomené čáry. Uzavřená lomená čára je taková lomená 

čára, pro kterou platí, že 𝐴0 = 𝐴𝑛, (𝑛 ≥ 3). 
 

Uzavřená lomená čára (obr. 1.5) spolu s částí roviny ohraničené touto lomenou 

čárou se nazývá mnohoúhelník neboli 𝒏-úhelník, kde 𝑛 je počet vrcholů uzavřené 

lomené čáry, (𝑛 ≥ 3) . Uzavřená lomená čára tvoří hranici mnohoúhelníku. 

 

 

 

 

 

Obr. 1.4                                                                                   Obr. 1.5 
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ÚKOL 1.4 

Pro lepší pochopení pojmu obvod o si nyní načrtněte zahradu libovolného tvaru. 

Představte si, že se chcete projít po hranici své zahrady, abyste naměřili, kolik metrů 

plotu bude potřeba pro oplocení. Délka, kterou jste naměřili, odpovídá obvodu zahrady. 

 

ÚKOL 1.5 

S přesností na milimetry vypočítejte obvod trojúhelníku ABC, je-li dáno: 

a) 𝑎 = 10 cm, strana 𝑏 je o 30 % kratší než strana 𝑎 a strana 𝑐 je o 2 cm delší než 73 % 

strany 𝑎. 

b) 𝑐 = 81 mm, součet zbylých stran je o čtvrtinu větší než dvojnásobek délky strany 𝑐, 

délka strany 𝑎 je vůči délce strany 𝑏 v poměru 3 ∶ 5. 

 

ÚKOL 1.6 

S přesností na milimetry vypočítejte obvod čtyřúhelníku ABCD, je-li dáno: 

a) 𝑎 = 12 cm, strana 𝑏 je o 21 % kratší než strana 𝑎, strana 𝑐 je o 2 cm delší než 63 % 

strany 𝑎, délka strany 𝑑  je rovna třetině součtu délek stran 𝑎 a 𝑐. 

b) 𝑐 = 87 mm, součet zbylých stran je dvojnásobek délky strany 𝑐 zvětšené o třetinu, 

délky stran 𝑎, 𝑏, 𝑑 jsou v poměru 2 ∶ 3 ∶ 5. 

 

 

 

ÚKOL 1.7 

Pro mnohoúhelníky na obr. 1.6 ověřte níže uvedený vztah mezi počtem 𝑛 vrcholů 

mnohoúhelníku a počtem úhlopříček 𝑢. 
 

 

 

PŘÍKLAD 1.1 

Odvoďte vztah mezi počtem 𝑛 vrcholů mnohoúhelníku a počtem úhlopříček  𝑢. 

 

Počet úhlopříček 𝒖 v  𝒏-úhelníku je: 

𝑢 =  
𝑛 ∙ (𝑛 − 3)

2
 

 

 

 

 

 

Úhlopříčka mnohoúhelníku je úsečka spojující dva jeho nesousední vrcholy.  

 

 

 

 

 

Obvodem 𝑜 obrazce rozumíme délku čáry, která jej ohraničuje. 
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Řešení 

Je dán mnohoúhelník s 𝑛 vrcholy. Z každého vrcholu lze vést úhlopříčky do všech 

různých nesousedních vrcholů, kterých je 𝑛 − 3 (odečítáme vrchol, ze kterého 

úhlopříčku vedeme, a dva vrcholy sousední). Tímto způsobem bychom však sestrojili 

každou úhlopříčku dvakrát a z toho důvodu je celkový počet úhlopříček 

v mnohoúhelníku poloviční. Výsledný vztah je tedy: 

 𝑢 =  
𝑛 ∙ (𝑛 − 3)

2
 

 

 
 

 

Nejběžnějšími mnohoúhelníky, se kterými 

se při studiu na střední škole setkáváme, jsou 

trojúhelníky a čtyřúhelníky. Nyní si uvedeme 

jejich klasifikace. V této části je na obr. 1.8 

připomenuta klasifikace konvexních čtyřúhel-

níků. Prvním kritériem je počet dvojic rovno-

běžných stran a druhým kritériem klasifikace 

rovnoběžníků je velikost vnitřních úhlů.  

Mnohoúhelník je pravidelný, pokud jsou všechny jeho strany shodné délky           a 

příslušné vnitřní úhly shodné velikosti. 

 

 

 

 

 

Obr. 1.6 

Obr. 1.7 

Na obrázku 1.7 je ilustrován příklad vnitřního úhlu α mnohoúhelníku a vnějšího 

úhlu β mnohoúhelníku. 
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Pomocí druhého kritéria je možné klasifikovat i lichoběžníky, ale v našich úvahách 

jejich klasifikaci dále nebudeme potřebovat a z toho důvodu nebude ani uvedena. 

 

Na dalším schématu (obr. 1.9) je ukázáno, jak je možné rozdělit trojúhelníky podle 

dvou kritérií. Prvním kritériem je velikost vnitřních úhlů, druhým velikost stran. 

 

Ukázali jsme si několik základních obrazců v rovině. Některé další, např. kruh, 

kruhovou výseč, kruhovou úseč a jiné, si představíme v následujících kapitolách. Nyní 

se podívejme na další základní pojmy. 

Obr.1.8 
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Obr. 1.9 

 

1.2 Zavedení obsahu 

V této části si ukážeme jeden ze způsobů, kterým je možné zavést obsah S rovinných 

obrazců. Prvním krokem je sestrojení jednotkového čtverce1, který je zobrazen na 

obrázku 1.10. Řekněme, že tento čtverec má délku strany 1 j (j = jednotka délky). Touto 

jednotkou může být centimetr, decimetr, palce či libovolná jiná jednotka délky. Obsah 

lze zavést bez ohledu na konkrétní volbu jednotky. 

 

 

 

Obsah jednotkového čtverce je 1 j2. Při odhadování obsahu jiných obrazců budeme 

zjišťovat, kolik těchto nepřekrývajících se jednotkových čtverců vyplní daný obrazec.  

 

                                                           
1 Definice čtverce je uvedena na straně 24 této práce. 

                                    Obr. 1.11 

: Rozdělení obrazce na jednotkové čtverce 

Obr. 1.10: Jednotkový čtverec 
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Na obrázku 1.11 je ukázka výpočtu obsahu daného čtverce pomocí zvolených 

jednotkových čtverců. Na obrázku 1.11 je 16 shodných jednotkových čtverců o obsahu 

1 j2 (obrázek je zmenšený). Obsah takového čtverce je 16 j2. Obdobně můžeme pomocí 

jednotkových čtverců odhadnout obsah Z libovolného rovinného útvaru. 

 

Způsob, kterým jsme počítali obsah v předešlém úkolu, byl dosti primitivní a pro útvary 

o velkém obsahu S poměrně zdlouhavý. Z toho důvodu si v následujících kapitolách 

ukážeme jiné způsoby, kterými je možné obsah různých obrazců vypočítat.  

 

ÚKOL 1.8 

S pomocí obr. 1.12 určete obsah rovinných útvarů znázorněných v čtvercové síti. 

 

Obr. 1.12 

 

Nyní se podíváme na některé věty, které nám mohou pomoci vypočítat některé důležité 

údaje o daných rovinných obrazcích.  

Obsahem S  obrazce je kladné číslo, přiřazené geometrickému obrazci tak, že platí: 

1. Shodné obrazce mají sobě rovné obsahy. 

2. Skládá-li se obrazec z několika obrazců, které se navzájem nepřekrývají, 

rovná se jeho obsah součtu jejich obsahů. 

3. Obsah čtverce, jehož strana má délku 1 (mm, cm, … ) je 1 (mm2, cm2, … ). 
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2 Základní věty planimetrie 
 

Než se začneme zabývat odvozováním vztahů pro výpočet obvodu 𝑜 a obsahu 

𝑆 rovinných útvarů, uvedeme v této kapitole některé základní věty. Tyto věty budou 

využity při řešení příkladů v následujících kapitolách. Nejprve si připomeňme některé 

základní pojmy a poznatky.  

 
 

2.1 Věta o součtu vnitřních úhlů trojúhelníku 

Pro každý trojúhelník ABC  s vnitřními úhly o velikostech 𝛼, 𝛽, 𝛾 platí : 

𝜶 + 𝜷 +  𝜸 = 𝟏𝟖𝟎˚ 

Důkaz 

Na obr. 2.3 je sestrojen obecný trojúhelník ABC a přímka 𝑝, která je rovnoběžná se 

stranou AB. 

Na obr. 2.1 jsou znázorněny tři 

přímky a vyznačeny úhly 𝛼, 𝛽, 𝛾 a 𝛿. 

 

Úhly 𝛼 a 𝛽 jsou úhly vedlejší. 

Úhly 𝛼 a 𝛾 jsou úhly souhlasné. 

Úhly 𝛾 a 𝛿 jsou úhly vrcholové. 

Úhly 𝛼 a 𝛿 jsou úhly střídavé. 

  

 

Obr. 2.2 

Jsou-li přímky p a q rovnoběžné (obr. 2.2), potom platí: 
 

    Souhlasné úhly 𝛼 a 𝛾 jsou shodné.                 Střídavé úhly 𝛼 a 𝛿 jsou shodné. 

  

 

Na obr. 2.1 jsou znázorněny tři 

přímky a vyznačeny úhly 𝛼, 𝛽, 𝛾 a 𝛿. 

 

Součet velikostí vedlejších úhlů 𝛼 a 

𝛽 je 180˚. 

 

Vrcholové úhly 𝛾 a 𝛿 jsou shodné. 

 

 

 

Obr. 2.1 
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Jelikož je přímka 𝑝 rovnoběžná se stranou 

AB, tak souhlasné úhly 𝛼 a 𝛼´ jsou shodné. Ze 

stejného důvodu jsou shodné úhly 𝛽 a 𝛽´. 

Dvojice 𝛾 a 𝛾´ tvoří dvojici vrcholových úhlů, 

a proto je jejich velikost také shodná. 

Trojice úhlů 𝛼´, 𝛽´, 𝛾´ tvoří přímý úhel, který 

má velikost 180˚. Platí: 

𝛼 + 𝛽 +  𝛾 = 𝛼´ + 𝛽´ +  𝛾´ = 180˚ 

2.2 Věta o součtu vnitřních úhlů mnohoúhelníku 

Pro každý 𝑛-úhelník (𝑛 ≥ 3) platí, že součet  𝑇velikostí jeho vnitřních úhlů lze vypočítat 

vztahem: 

𝑻 = (𝒏 − 𝟐) ∙ 𝟏𝟖𝟎˚ 

Důkaz 

Pro 𝑛 = 3, tedy pro trojúhelník tento vztah platí, jelikož toto tvrzení bylo dokázáno již 

v předchozí větě. Pro obecný 𝑛-úhelník, 𝑛 > 3, zvolme jeden jeho vrchol, který spojíme 

se všemi ostatními vrcholy krom vrcholů sousedních. Sestrojili jsme tedy (𝑛 − 3) 

úseček, které dělí daný mnohoúhelník na (𝑛 − 2) trojúhelníků. Pro názornost je toto 

rozdělení ukázáno na několika příkladech na obr. 2.4. 

 

Z předchozí věty víme, že součet vnitřních úhlů trojúhelníku je 180˚, a proto součet 𝑇 

velikostí vnitřních úhlů v (𝑛 − 2) trojúhelnících bude (𝑛 − 2) ∙ 180˚. S pomocí obr. 2.4 

Obr. 2.3 

Obr. 2.4: Rozdělení 𝒏-úhelníku na trojúhelníky (čtyřúhelník, pětiúhelník, šestiúhelník a desetiúhelník) 
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vidíme, že vnitřní úhly těchto trojúhelníků tvoří vnitřní úhly původního 𝑛-úhelníku         

a tedy platí vztah:  

𝑻 = (𝒏 − 𝟐) ∙ 𝟏𝟖𝟎˚ 

ÚKOL 2.1 

Je dán mnohoúhelník, jehož součet velikostí vnitřních úhlů je 1 080˚. Určete počet 

vrcholů mnohoúhelníku. 

 

K následující větě je potřeba zavést následující pojmy: 

 

2.3 Věta o příčkovém trojúhelníku 

Je dán trojúhelník ABC a středy 𝑆𝑎, 𝑆𝑏 , 𝑆𝑐  jeho stran. Příčkový trojúhelník  𝑆𝑎𝑆𝑏𝑆𝑐 má 

vůči trojúhelníku ABC poloviční obvod a čtvrtinový obsah. 

 

Důkaz 

Nejprve určíme vztah pro obvod. Důkaz je založen na vlastnostech střední příčky 

trojúhelníku, která spojuje středy dvou stran a je rovnoběžná se stranou, se kterou 

nemá žádný společný bod. Délka střední příčky je vůči této straně poloviční. Úsečka 

𝑠𝑎 (obr. 2.5) je střední příčkou vzhledem ke straně 𝑎, úsečka 𝑠𝑏 je střední příčkou 

vzhledem ke straně 𝑏, úsečka 𝑠𝑐  je střední příčkou vzhledem ke straně 𝑐. Z toho plyne, 

že všechny délky stran příčkového trojúhelníku  𝑆𝑎𝑆𝑏𝑆𝑐 jsou vůči délkám stran 

původního trojúhelníku ABC poloviční, a proto je i obvod příčkového trojúhelníku 

poloviční. 

 

Pomocí středních příček jsme rozdělili 

trojúhelník ABC na 4 shodné trojúhelníky, 

neboť každý z nich má právě jednu stranu 

délky 
𝑎

2
, právě jednu stranu délky 

𝑏

2
 a právě 

jednu stranu délky 
𝑐

2
. Jelikož obsah celého 

trojúhelníku je rozdělen mezi čtyři shodné 

trojúhelníky, pak obsah každého z nich je vůči 

obsahu trojúhelníku ABC  čtvrtinový.  Obr. 2.5  

Střední příčka trojúhelníku je rovnoběžná se stranou trojúhelníku, kterou neprotíná 

a její délka je vůči této straně poloviční. 

 

Střední příčka mnohoúhelníku je úsečka spojující středy dvou sousedních stran. 

Střední příčky daného mnohoúhelníku tvoří strany příčkového mnohoúhelníku. 
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2.4 Věty Eukleidovy 

V této části se seznámíme s větami Eukleidovými, které lze aplikovat na řadu 

matematických problémů. Je nutné si uvědomit, že tyto věty platí pouze pro pravoúhlé 

trojúhelníky. Pro lepší porozumění látky budeme využívat obr. 2.6. Na tomto obrázku je 

ilustrován pravoúhlý trojúhelník ABC s odvěsnami 𝑎, 𝑏, přeponou 𝑐 a výškou 𝑣 ke 

straně 𝑐, části přepony označené 𝑐𝑎   (úsečka 𝑃𝐵) a 𝑐𝑏 (úsečka 𝐴𝑃) .  

 

2.4.1 Eukleidova věta o výšce 
 V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým úhlem při vrcholu C (obr 2.6) platí: 

𝒗𝟐 = 𝒄𝒂 ∙ 𝒄𝒃 

 

Důkaz 

Na obr. 2.6 jsou tři navzájem podobné pravoúhlé trojúhelníky - 𝐴𝐶𝑃, 𝐶𝐵𝑃 a 𝐴𝐵𝐶,  neboť 

s pomocí obr. 2.6 získáváme následující poznatky: 

 

i) Trojúhelníky ABC a CBP  mají dva shodné úhly – pravý úhel a “růžový“ úhel. Víme, že 

součet velikostí vnitřních úhlů v libovolném trojúhelníku 180˚, potom i třetí vnitřní 

úhel obou trojúhelníků musí být shodný. 

ii) Trojúhelníky ABC a APC mají dva shodné úhly – pravý úhel a “modrý“ úhel. Jelikož je 

součet velikostí vnitřních úhlů v libovolném trojúhelníku 180˚, pak i třetí vnitřní 

úhel obou trojúhelníků musí být shodný. 

 

Důsledek: Všechny tři trojúhelníky  𝐴𝐶𝑃, 𝐶𝐵𝑃 a 𝐴𝐵𝐶 jsou podobné. 

 

Z podobnosti trojúhelníků ACP  a CBP  (obr. 2.6) plyne následující vztah: 

|𝐴𝑃|

|𝐶𝑃|
=  

|𝐶𝑃|

|𝐵𝑃|
 

 

 

Obr. 2.6 
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S pomocí označení z obr. 2.6 upravíme na tvar: 
𝑐𝑏

𝑣
=

𝑣

𝑐𝑎
 

 

Ekvivalentními úpravami převedeme na následující tvar: 

𝒗𝟐 =  𝒄𝒂 ∙ 𝒄𝒃 

 

Geometrický význam věty je ilustrován na obr. 2.7. 

 

 

 

2.4.2 Eukleidova věta o odvěsně 
V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým úhlem při vrcholu C  (obr 2.6) platí: 

𝒂𝟐 = 𝒄𝒂 ∙ 𝒄 

𝒃𝟐 = 𝒄𝒃 ∙ 𝒄 

Důkaz 

Na obr. 2.6 jsou tři navzájem podobné pravoúhlé trojúhelníky - 𝐴𝐶𝑃, 𝐶𝐵𝑃 a 𝐴𝐵𝐶. 

Podobnost těchto trojúhelníků je podrobněji vysvětlena v důkazu Eukleidovy věty         

o výšce. Z podobnosti trojúhelníků CBP  a ABC  plyne následující vztah: 

|𝐵𝐶|

|𝐵𝑃|
=  

|𝐴𝐵|

|𝐵𝐶|
 

 

S pomocí označení z obr. 2.6 upravíme na tvar: 
𝑎

𝑐𝑎
=  

𝑐

𝑎
 

 

Ekvivalentními úpravami lze převést na vztah: 

𝑎2 = 𝑐𝑎 ∙ 𝑐 

Obr. 2.7 



14 
 

 

Z podobnosti trojúhelníků ACP  a ABC plyne následující vztah: 

|𝐴𝐶|

|𝐴𝑃|
=  

|𝐴𝐵|

|𝐴𝐶|
 

 

S pomocí označení z obr. 2.6 upravíme na tvar: 

𝑏

𝑐𝑏
=  

𝑐

𝑏
 

 

Ekvivalentními úpravami lze převést na vztah: 

𝑏2 = 𝑐𝑏 ∙ 𝑐 

 

Geometrický význam předchozích vztahů je znázorněn na obr. 2.8. Z obrázku je patrné, 

že důsledkem vět Eukleidových o odvěsně je věta Pýthagorova. Podrobnější rozbor 

naleznete v důkazu Pýthagorovy věty na následující stránce. 

 
Obr. 2.8 

2.5 Věta Pýthagorova 

V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým úhlem při vrcholu C (obr 2.8) platí: 

𝑐2 =  𝑎2 +  𝑏2 

Důkaz  

Platnost této věty přímo vyplývá z platnosti vět Eukleidových. S pomocí obr. 2.8 nejprve 

napišme Eukleidovy věty pro obě odvěsny trojúhelníku ABC: 

𝑎2 = 𝑐𝑎 ∙ 𝑐 

𝑏2 = 𝑐𝑏 ∙ 𝑐 
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Obě rovnice sečteme: 

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑐𝑏 ∙ 𝑐 

 

Vytkneme délku strany 𝑐 a využijeme vztahu 𝑐 =  𝑐𝑎 +  𝑐𝑏 s využitím obrázku 2.8: 

𝑎2 +  𝑏2 = (𝑐𝑎 + 𝑐𝑏) ∙ 𝑐 

    𝑐2 =  𝑎2 + 𝑏2 

Geometrický význam věty je ilustrován na obr. 2.8. 

 

ÚKOL 2.2 

Je dán obdélník ABCD s délkami stran 𝑎 a 𝑏. Nad jeho úhlopříčkou 𝑒 je sestrojen obdél-

ník 𝐴𝐶𝐸𝐹, jehož délky stran jsou ve stejném poměru jako délky stran obdélníku 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Určete délku strany čtverce 𝑔 tak, aby měl tento čtverec stejný obsah jako obdélník 

𝐴𝐶𝐸𝐹. Úlohu vyřešte početně i konstrukčně pro konkrétní volbu délek stran 𝑎 a 𝑏. 

 

2.6 Věta Pýthagorova – důkaz s využitím shodnosti úhlů 

V této podkapitole si ukážeme další způsob důkazu Pýthagorovy věty. Úvodem si 

připomeňme základní pojmy potřebné k důkazu a následně i znění dané věty.  

Znění Pýthagorovy věty 

V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC 

s pravým úhlem při vrcholu C (obr 2.9) 

platí: 

𝑐2 =  𝑎2 + 𝑏2 

 

Důkaz  

Na obr. 2.10 je ilustrován další možný 

způsob, kterým je možné větu Pýthagorovu 

dokázat. Na tomto obrázku je zelený 

čtverec, jehož strana je délky 𝑎 + 𝑏, a do 

tohoto čtverce je vepsán čtyřúhelník se 

stranami délky 𝑐. Dále jsou na obrázku 4 

shodné pravoúhlé trojúhelníky s délkami 

stran 𝑎, 𝑏 a 𝑐 s barevně vyznačenými 

vnitřními úhly. Nyní je naším prvním 

cílem ověřit, zda vepsaný modrý 

čtyřúhelník je čtverec, jak je ilustrováno na obr. 2.10 

 

Obr. 2.9 
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Již ze základní školy víme, že součet vnitřních úhlů v trojúhelníku je 180˚. Každý 

“zelený“ trojúhelník je pravoúhlý, a proto na zbývající růžově a fialově zvýrazněný úhel 

zbývá v součtu 90˚. Podíváme-li se na obrázek, vidíme, že ke každému vnitřnímu úhlu 

“modrého“ čtverce přiléhá jeden “fialový“ a jeden “růžový“ úhel. Tyto tři úhly společně 

tvoří přímý úhel, jehož velikost je 180˚. Již víme, že součet velikostí “fialového“ a 

“růžového“ úhlu je roven 90˚, tudíž velikost všech vnitřních úhlů “modrého“ 

čtyřúhelníku je 90˚. Jedná se tedy o čtverec. 

Původní obrazec “velký čtverec“ je tedy možné rozdělit na nepřekrývající se části (obr. 

2.10) - čtverec se stranou délky 𝑐 a čtyři shodné pravoúhlé trojúhelníky s délkami 

odvěsen 𝑎 a 𝑏. Tyto trojúhelníky je možné složit na pravoúhelník (obdélník, pokud 

neplatí rovnost 2𝑎 = 𝑏).  

 

Obsah S  původního “velkého čtverce“ lze vypočítat: 

𝑆 =  (𝑎 + 𝑏)2 

 

Celkový obsah S  jeho přeskládaných částí musí být stejný a lze jej určit: 

𝑆 =  𝑐 ∙ 𝑐 + 2𝑎 ∙ 𝑏 

 

Porovnáme pravé strany obou vztahů a upravíme: 

                   (𝑎 + 𝑏)2 =  𝑐 ∙ 𝑐 + 2𝑎 ∙ 𝑏 

𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 =  𝑐2 + 2𝑎𝑏 

𝑎2 + 𝑏2 =  𝑐2 

 

Pýthagorova věta byla dokázána. 

 

2.7 Obrácená věta k větě Pýthagorově 

Nechť je dán trojúhelník ABC s délkami stran a, b, c, pro které platí vztah 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2. 

Potom je tento trojúhelník pravoúhlý a strana c je přeponou trojúhelníku. 

Obr. 2.10 
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Důkaz 

Nechť je dán trojúhelník ABC, pro jehož 

délky stran platí vztah 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2. 

Uvažujme pravoúhlý trojúhelník A´B´C´ 

s délkami odvěsen 𝑎, 𝑏 a přeponou 𝑐´. 

V pravoúhlém trojúhelníku A´B´C´ platí 

Pýthagorova věta 𝑐´2 = 𝑎2 + 𝑏2. Situace 

je ilustrována na obr. 2.11. 

 

Získané vztahy mají stejný výraz na 

pravých stranách, a proto se i levé strany 

musí sobě navzájem rovnat. Platí: 

𝑐´2 =  𝑐2 

 

Vzhledem k tomu, že délky stran jsou kladná čísla, je odmocnění ekvivalentní úpravou. 

Získáme rovnost: 

𝑐´ = 𝑐 

 

Trojúhelníky ABC a A´B´C´ se shodují ve všech stranách, a tudíž se jedná o shodné, 

pravoúhlé trojúhelníky. 

 

U předchozích vět této kapitoly nezapomínejte na důležité omezení vět – platí jen 

v pravoúhlých trojúhelnících. 

 

PŘÍKLAD 2.1 

Pomocí Pýthagorovy věty sestrojte úsečku délky √65 cm. Konstrukci proveďte ve 

vhodném měřítku, např. 1:2. 

 

Řešení  

Nejprve si ukážeme tři způsoby, kterými lze sestrojit úsečku dané délky pomocí věty 

Pýthagorovy. 

 

Na tuto úlohu můžeme nahlížet následujícím způsobem: „Sestrojte libovolný pravoúhlý 

trojúhelník, jehož délka jedné strany je √65 cm.“ Takových trojúhelníků je nekonečně 

mnoho, např. můžeme uvést pravoúhlý trojúhelník s následujícími délkami stran: 

a) √65 cm, 1 cm, 8 cm 

b) √65 cm, 2 cm, √61 cm 

c) √65 cm, 2 cm, √69 cm 

d) √65 cm, 3 cm, √56 cm 

Obr. 2.11 
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e) √65 cm, 3 cm, √74 cm 

f) √65 cm, 4 cm, 7 cm 

g) √65 cm, 4 cm, 9 cm 

 

Ve druhém až pátém případě je zřejmé, že dvě strany trojúhelníku není možné sestrojit 

bez dalších pomocných kroků. V ostatních případech jsme však získali pravoúhlý 

trojúhelník, jehož dvě strany jsou celočíselné délky. Známe-li délky dvou stran 

pravoúhlého trojúhelníku, je možné tento trojúhelník sestrojit bez využití znalosti 

délky jedné strany, tzn. v našem případě strany délky √65 cm.  

 

Před zahájením konstrukce je nutné si uvědomit, které strany jsou odvěsnami a která 

strana je přepona. Připomeňme si, že přepona je vždy nejdelší strana v trojúhelníku        

a leží naproti pravému úhlu. Pokud si nejste jisti, která strana je nejdelší, využijte 

následujícího pravidla: 
 

 

 

V prvním a šestém případě je strana délky √65 cm přeponou. Postup je pro oba případy 

stejný. Sestrojíme na sebe navzájem kolmé odvěsny požadované délky a z platnosti věty 

Pýthagorovy plyne, že přepona je úsečka délky √65 cm. Výsledky v menším měřítku 

jsou ilustrovány na obr. 2.12 vlevo. 

 
. 

Platí-li pro tři kladná čísla 𝑎, 𝑏, 𝑐 nerovnost 𝑎 < 𝑏 < 𝑐, potom platí i 𝑎2 < 𝑏2 < 𝑐2.   
 

Z geometrického pohledu lze tento fakt formulovat následovně: „Čím větší je strana 

čtverce, tím větší je jeho obsah.“ 

 

 

 

 

 

Obr 2.12 

S 
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V posledním sedmém případě je strana délky √65 cm jednou z odvěsen, neboť platí 

65 = 92 − 42. V tomto případě sestrojíme přeponu délky 9 cm a nad ní Thaletovu 

kružnici. Z jednoho z krajních bodů přepony sestrojíme kružnici, jejíž poloměr 

odpovídá délce jedné z odvěsen, v tomto případě 4 cm. Tímto způsobem nalezneme 

poslední vrchol trojúhelníku a jeho sestrojením získáme i odvěsnu délky √65 cm. 

Výsledek v menším měřítku (než odpovídá zadání) je ilustrován na obr. 2.12 vpravo. 

 

PŘÍKLAD 2.2 

Pomocí vět Eukleidových sestrojte úsečku délky √65 cm. Konstrukci proveďte ve 

vhodném měřítku, např. 1:2. 

 

 

Řešení pomocí Eukleidovy věty o výšce 

Eukleidova věta o výšce zní: V každém 

pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým 

úhlem při vrcholu C (obr 2.13) platí: 

𝑣2 = 𝑐𝑎 ∙ 𝑐𝑏 

 

Naším cílem je sestrojit pravoúhlý trojúhelník, jehož výška k přeponě je délky √65 cm. 

Lze tedy do předchozího vzorce dosadit. Získáme: 

65 = 𝑐𝑎 ∙ 𝑐𝑏 

 

Hledáme tedy dvě (nejlépe celá) kladná čísla taková, aby jejich součin byl 65. Vzhledem 

k postupu konstrukce doporučujeme, aby rozdíl činitelů 𝑐𝑎  a 𝑐𝑏 byl co nejmenší. Ukáže-

me si dvě možná řešení: 

 65 = 5 ∙ 13     

65 = 10 ∙ 6,5 
 

Postup je v obou případech stejný. Pro výpočet délky přepony c  (obr. 2.13) platí: 

𝑐 = 𝑐𝑎 + 𝑐𝑏 
 

Jakmile známe délku přepony AB, je možné ji sestrojit. Víme, že velikost úhlu proti 

přeponě je 90˚, tudíž sestrojíme Thaletovu kružnici nad přeponou 𝑐. Dále rozdělíme 

přeponu na dva úseky délky 𝑐𝑎  a 𝑐𝑏. Bod P (obr 2.13) oddělující tyto dvě části přepony 

je pata výšky k přeponě konstruovaného trojúhelníku. Bodem 𝑃 sestrojíme kolmici ke 

straně 𝑐. Na této kolmici leží výška ke straně 𝑐, a proto její průsečík s Thaletovou 

kružnicí je posledním vrcholem C hledaného trojúhelníku. Výška trojúhelníku je díky 

platnosti Eukleidovy věty o výšce délky √65 cm. Výsledky v menším měřítku jsou 

ilustrovány na obr. 2.14a a 2.14b. Výsledek vlevo odpovídá součinu 𝑐𝑎 ∙ 𝑐𝑏 = 5 ∙ 13, 

výsledek vpravo odpovídá součinu 𝑐𝑎 ∙ 𝑐𝑏 = 10 ∙ 6,5. 

Obr. 2.13 
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Obr. 2.14a                                                                        Obr. 2.14b  

Řešení pomocí Eukleidovy věty o odvěsně 

Než začneme řešit tento příklad, připomeňme si znění Eukleidovy věty o odvěsně: 

V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým úhlem při vrcholu C (obr 2.13) platí: 

𝑎2 = 𝑐𝑎 ∙ 𝑐 

𝑏2 = 𝑐𝑏 ∙ 𝑐 

 

Naším cílem je sestrojit trojúhelník, jehož délka jedné z odvěsen je √65 cm. Lze tedy do 

jednoho z předchozích vzorců dosadit, např. do druhého. Získáme: 

65 = 𝑐𝑏 ∙ 𝑐 

 

Hledáme tedy dvě (nejlépe celá) kladná čísla taková, aby jejich součin byl 65 a zároveň 

musí být splněna nerovnost 𝑐𝑏 < 𝑐. Tato nerovnost vyplývá ze skutečnosti, že část 𝑐𝑏 

přepony 𝑐 musí být kratší než celá přepona. Vzhledem k postupu konstrukce 

doporučujeme, aby rozdíl činitelů 𝑐𝑏 a 𝑐 byl co nejmenší. Ukážeme si dvě možná řešení 

a také sami porovnejte, která volba 𝑐𝑏 a 𝑐 je nejvhodnější.  

65 = 5 ∙ 13 

65 = 6,5 ∙ 10 

 

Postup je v obou případech stejný. Sestrojíme přeponu požadované délky a rozdělíme ji 

na dva úseky 𝑐𝑎  a 𝑐𝑏. Přitom využíváme vztahu: 

𝑐 = 𝑐𝑎 + 𝑐𝑏 

 

Bod P (obr 2.13) oddělující tyto dvě části přepony je pata výšky konstruovaného 

trojúhelníku. Bodem 𝑃 sestrojíme kolmici ke straně 𝑐. Na této kolmici leží výška ke 

straně 𝑐, a proto její průsečík s Thaletovou kružnicí je posledním vrcholem hledaného 

trojúhelníku. Odvěsna 𝑏 trojúhelníku je díky platnosti Eukleidovy věty o odvěsně délky 

√65 cm. Výsledek na obr. 2.15a odpovídá součinu 𝑐 ∙ 𝑐𝑏 = 10 ∙ 6,5, výsledek na obr. 

2.15b odpovídá součinu 𝑐 ∙ 𝑐𝑏 = 13 ∙ 5. 
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          Obr. 2.15a                                                          Obr. 2.15b                               

ÚKOL 2.3 

Pomocí Pýthagorovy věty i vět Eukleidových sestrojte úsečky požadované délky: 

a) √15 cm 

b) √53 mm 

c) 7 - √5 cm 

 

ÚKOL 2.4 

Rozhodněte, zda trojúhelník daný délkami tří stran je pravoúhlý: 

a) 66 mm, 88 mm, 110 mm 

b) 4 cm, 5 cm, 7 cm 

c) 4𝑛2, 4𝑛2- 1 , 4𝑛2 + 1, 𝑛 𝜖 ℕ 

 

ÚKOL 2.5 

V pravoúhlém trojúhelníku PQR určete výšku 𝑣𝑟 ke straně 𝑟, je-li dáno 𝑝 = 8 cm,   

𝑞 = 15 cm a 𝑟 = 17 cm. 

2.8 Sinová věta 

Pro každý trojúhelník ABC, jehož vnitřní úhly mají velikosti α, β, γ a strany délky 𝑎, 𝑏, 𝑐, 

platí: 

𝒂

𝒔𝒊𝒏𝜶
=

𝒃

𝒔𝒊𝒏𝜷
=

𝒄

𝒔𝒊𝒏𝜸
 

 

Důkaz je možné dohledat např. v učebnicích pro střední školy, např. v [8]. 

 

Aplikace sinové věty 

Sinovou větu využíváme, známe-li v trojúhelníku: 

i) délky dvou stran a velikost úhlu proti jedné z těchto stran, 

ii) velikosti dvou vnitřních úhlů trojúhelníku a délku strany proti jednomu ze zadaných 

úhlů. 
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ÚKOL 2.6 

Určete délky všech stran a velikosti vnitřních úhlů trojúhelníku KLM, je-li 𝑘 = 7 cm, 𝑙 =

4 cm a velikost úhlu KLM  je 24˚.    

2.9 Kosinová věta 

Pro každý trojúhelník ABC, jehož vnitřní úhly mají velikosti α, β, γ a strany délky 𝑎, 𝑏, 𝑐, 

platí: 

  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 −  𝟐𝒃𝒄 𝒄𝒐𝒔𝜶 

 𝒃𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒄𝟐 − 𝟐𝒂𝒄 𝒄𝒐𝒔𝜷 

   𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 − 𝟐𝒂𝒃 𝒄𝒐𝒔𝜸  

 

Důkaz je možné dohledat např. v učebnicích pro střední školy, např. v [8]. 

 

Aplikace kosinové věty 

Kosinovou větu využíváme, známe-li v trojúhelníku: 

i) délky dvou stran a velikost úhlu těmito stranami sevřeného 

ii) při určování velikosti vnitřních úhlů trojúhelníku, který je zadán délkami všech 

svých stran. 

 

ÚKOL 2.7 

Je dán trojúhelník ABC  s pravým úhlem při vrcholu C. Napište kosinovou větu pro úhel 

𝛾 a upravte. Pod jakým názvem znáte získaný vztah?  

 

ÚKOL 2.8 

 V trojúhelníku ABC  vypočítejte s přesností na dvě desetinná místa centimetru všechny 

délky stran a velikosti vnitřních úhlů, je-li dáno: 

i) 𝛼 = 35˚; 𝛽 = 90˚; 𝑎 = 7 cm 

ii) 𝑎 = 5 cm; 𝑏 = 8 cm;  𝛾 = 137,1˚ 

iii)  𝛽 = 77˚; 𝑎 = 0,8 dm; 𝑏 = 10,2 cm 

iv) 𝛾 = 77˚; 𝑎 = 0,8 dm; 𝑏 = 10,2 cm 

 

ÚKOL 2.9 

 Ve čtyřúhelníku ABCD  vypočítejte s přesností na dvě desetinná místa všechny délky 

stran a velikosti vnitřních úhlů, je-li dáno: 

i) 𝑎 = 7 cm; 𝑏 = 4 cm;  𝛽 = 124,8˚;  𝛿 = 27,6˚ a též platí 𝑐 =  𝑑 

ii) 𝑎 = 7 cm; 𝑏 = 4 cm; |∢𝐶𝐴𝐷| = 65,2˚; a též platí 𝑎 ∥ 𝑐. 
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ÚKOL 2.10 

Popište co nejpřesněji, za jakých podmínek lze využít následujících prostředků 

k výpočtu velikosti vnitřních úhlů a stran trojúhelníku: 

a) Sinová věta 

b) Věta Pýthagorova 

c) Kosinová věta 

 

V následujících třech kapitolách se budeme zabývat odvozením vztahů pro výpočet 

obvodu a obsahu různých mnohoúhelníků spolu s uvedením některých vět a jejich 

důkazů. 
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3 Čtyřúhelníky 
Úvodem si připomeňme, že čtyřúhelník je mnohoúhelník se čtyřmi vrcholy. Klasifikace 

konvexních čtyřúhelníků (obr. 1.8) byla již ukázána v první kapitole a nyní si dle tohoto 

rozdělení odvodíme vztahy pro výpočet obvodu a obsahu pro jednotlivé konvexní 

čtyřúhelníky. Nejprve se budeme zabývat rovnoběžníky.  

3.1 Rovnoběžníky  

Rovnoběžníky jsou obrazce, pro které platí, že jejich každé dvě protější strany jsou 

navzájem rovnoběžné. Mezi rovnoběžníky řadíme čtverec, obdélník, kosočtverec            

a kosodélník. Začneme stejně jako na 1. stupni základní školy – čtvercem (obr. 3.1). 
 

3.1.1Čtverec 

 

 

 

 

 

 

Při výpočtu obvodu o čtverce vycházíme z toho, že má 4 stejně dlouhé strany délky 𝑎. 

Jeho obvod o lze tedy vypočítat pomocí vztahu 𝑜 =  𝑎 +  𝑎 +  𝑎 +  𝑎, tedy: 

𝑜 = 4 ∙ 𝑎 
 

Nyní si ukážeme postup pro výpočet obsahu S  čtverce o straně délky 𝑎. Pomocí 

zvolených jednotkových čtverců zkoumáme, kolikrát je délka strany čtverce větší než 

délka strany zvoleného jednotkového čtverce. V případě, že je délka strany čtverce 

iracionální, odhadneme toto iracionální číslo číslem racionálním. Výsledkem však bude 

jen odhad obsahu daného útvaru. Dále předpokládejme, že délka strany zvoleného 

jednotkového čtverce je menší než délka strany čtverce, jehož obsah hledáme. Pokud to 

tak není, zvolíme délku strany jednotkového čtverce tak, aby byla tato podmínka 

splněna. Ukázka rozdělení čtverce na zvolené jednotkové čtverce je na obr. 3.2. 

Z obrázku je patrné, že jednotkové čtverce jsou v 𝑎 sloupcích a 𝑎 řádcích, proto je délka 

všech stran čtverce také rovna 𝑎. Celkový počet jednotkových čtverců je 𝑎 ∙ 𝑎, což 

číselně odpovídá obsahu daného čtverce. Vztah pro výpočet obsahu čtverce o straně 𝑎 

je: 

𝑆 = 𝑎 ∙ 𝑎 

Obr. 3.2 

Čtverec je rovnoběžník, jehož všechny strany jsou shodné délky a každé dvě 

sousední strany jsou na sebe navzájem kolmé. 

 

Obr. 3.1 
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PŘÍKLAD 3.1   

Rozhodněte, zda by čtverec mohl být definován následujícím způsobem: „Čtverec je 

pravidelný čtyřúhelník.“ 
 

Nápověda: Pravidelný mnohoúhelník je takový, jehož velikosti všech vnitřních úhlů        

a délky všech stran jsou shodné. 

 

Řešení 

Z vlastností čtverce plyne, že každý čtverec splňuje definici pravidelného čtyřúhelníku. 

Společně se nyní zaměříme na to, zda i každý pravidelný čtyřúhelník je čtverec. Slovo 

“pravidelný“ v definici čtverce je velmi podstatné. Je známo, že součet vnitřních úhlů 

v libovolném čtyřúhelníku je 360˚. Máme-li rozdělit 360˚ mezi čtyři úhly shodné 

velikosti, pak velikost každého z nich je 90˚. Tímto jsme si odůvodnili, že sousední 

strany daného čtyřúhelníku jsou navzájem kolmé. Jedná se o pravoúhelník, tedy čtverec 

či obdélník. Všechny strany pravidelného čtyřúhelníku jsou stejné délky, a proto se 

jedná o čtverec. 

 

ÚKOL 3.1  

Sestrojte čtverec ABCD se stranou 𝑎 libovolné délky. Dále sestrojte úhlopříčku AC a dále 

sestrojte čtverec ACEF. Vyjádřete obvod a obsah čtverce ACEF v závislosti na délce 

strany 𝑎 původního čtverce ABCD. 

 

ÚKOL 3.2 

Sestrojte čtverec ABCD se stranou 𝑎 libovolné délky. Nyní sestrojte střed 𝑆𝐵𝐶  strany BC 

a dále sestroj čtverec A𝑆𝐵𝐶GH. Vyjádři obvod a obsah čtverce A𝑆𝐵𝐶GH v závislosti na 

délce strany původního čtverce ABCD. 

 

ÚKOL 3.3 

Rozhodněte, zda by čtverec mohl být definován následujícím způsobem: „Čtverec je 

rovnostranný čtyřúhelník se dvěma dvojicemi rovnoběžných stran.“ 

 

ÚKOL 3.4 

Je dán čtverec ABCD  se stranou délky 𝑎 a po řadě středy jeho stran 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐻. Určete 

vztah mezi délkou strany 𝑎 a obsahem a obvodem čtverce EFGH. 
 

3.1.2 Obdélník 

 

Obdélník je rovnoběžník, jehož sousední strany 
mají různou délku a svírají pravý úhel. 

Obr. 3.3 



26 
 

 

Obdélník má dvě strany o délce 𝑎 a dvě strany délky 𝑏. Stejně jako u jiných mnoho-

úhelníků je obvod roven součtu délek stran, tzn.  𝑜 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑎 + 𝑏, výraz upravíme na: 

𝑜 = 2 ∙ (𝑎 + 𝑏) 

 

V následujících úvahách lze předpokládat, že 𝑎 > 𝑏. Tímto krokem se nedopustíme 

chyby, protože pokud by nebyl tento předpoklad splněn, stačí pouze vhodně 

přejmenovat strany obdélníku. 

 

Odvození obsahu S obdélníku o stranách 𝑎 a 𝑏 je podobné jako u čtverce. Zvolme 

jednotkový čtverec. Ke straně délky 𝑎 je možné naskládat 𝑎 nepřekrývajících se 

jednotkových čtverců, ke straně délky 𝑏 je možné naskládat 𝑏 nepřekrývajících se 

jednotkových čtverců. Obsah obrazce číselně odpovídá počtu nepřekrývajících se 

jednotkových čtverců, kterých je 𝑎 ∙ 𝑏. Vztah pro výpočet obsahu obdélníku s délkami 

stran 𝑎 a 𝑏 je:  

𝑆 = 𝑎 ∙ 𝑏 
 

VĚTA 3.1 

Dokažte následující tvrzení: „Ze všech pravoúhelníků o shodném obsahu S má čtverec 

nejmenší číselný poměr mezi svým obvodem a obsahem.“ 

 

Důkaz 

Mezi pravoúhlé rovnoběžníky řadíme čtverec a obdélník. Poměr mezi obvodem 𝑜1 

a obsahem 𝑆1 čtverce s délkou strany 𝑎 je 
𝑜1

𝑆1
=  

4∙𝑎

𝑎∙𝑎
. U obdélníku s délkami stran b a c 

platí  
𝑜2

𝑆2
=  

2𝑐+2𝑏

𝑐∙𝑏
. Dále víme, že oba obrazce mají stejný obsah, proto platí rovnost 𝑎 ∙

𝑎 = 𝑐 ∙ 𝑏. Pro délky stran obdélníku můžeme předpokládat nerovnost 𝑏 > 𝑐. 

 

Nyní zformulujeme nerovnost, kterou chceme dokázat: 

4 ∙ 𝑎

𝑎 ∙ 𝑎
<

2𝑐 + 2𝑏

𝑐 ∙ 𝑏
 

 

Obsahy obrazců se rovnají, můžeme v nerovnosti nahradit součin 𝑐 ∙ 𝑏 součinem 𝑎 ∙ 𝑎, 

kterým nerovnost ihned vynásobíme. Získanou nerovnost upravíme ekvivalentními 

úpravami na tvar: 

4 ∙ 𝑎 < 2𝑐 + 2𝑏 

2𝑎 < 𝑏 + 𝑐   

 

Protože délky stran jsou vždy kladné (𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0), jsou kladné i výrazy na obou 

stranách nerovnice. Za těchto podmínek je umocnění ekvivalentní úpravou. Po umocně-

ní získáme nerovnost, kterou využitím ekvivalentních úprav dále upravíme: 

4 ∙ 𝑎2 < 𝑏2 + 2𝑏𝑐 + 𝑐2 
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Nyní využijeme rovnosti 𝑎 ∙ 𝑎 = 𝑐 ∙ 𝑏 a dosadíme za 𝑎2. Upravíme: 

4𝑏𝑐 < 𝑏2 + 2𝑏𝑐 + 𝑐2      

0 < 𝑏2 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2 

0 < (𝑏 − 𝑐)
2

            

 

Vzhledem k předpokladu  𝑏 > 𝑐 je výraz 𝑏 − 𝑐 nenulový, tedy výraz (𝑏 − 𝑐)
2

 je kladný, a 

proto nerovnost 0 < (𝑏 − 𝑐)
2

 platí. Vzhledem k použitým ekvivalentním úpravám 

plyne z nerovnosti 0 < (𝑏 − 𝑐)
2

 platnost nerovnosti 
4∙𝑎

𝑎∙𝑎
<

2𝑐+2𝑏

𝑐∙𝑏
 a tím je tvrzení 

dokázáno.   

 

ÚKOL 3.5 

Jak by se změnila klasifikace čtyřúhelníků na obr. 1.6, pokud bychom definovali 

obdélník takto: „Obdélník je pravoúhlý rovnoběžník.“  

 

3.1.3 Kosočtverec 

Obvod kosočtverce (obr. 3.4) je tvořen čtyřmi 

stranami délky     𝑎. Obvod lze vypočítat pomocí 

vztahu:  

𝑜 = 4 ∙ 𝑎 

 

Nyní odvodíme vztah pro obsah kosočtverce. Uvažujme kosočtverec ABCD. Pomocí 

výšek spuštěných z vrcholů D  a B  na protější strany rozdělíme kosočtverec dle obr. 3.5 

na tři nepřekrývající se části – obdélník a dva trojúhelníky. Tyto trojúhelníky jsou 

shodné, jelikož jsou pravoúhlé s alespoň dvěma shodnými stranami. Pokud tyto části 

kosočtverce přeskládáme podle obr. 3.5, pak získáme obdélník o stejném obsahu 

s délkami stran 𝑎 a 𝑣𝑎. Jeho obsah tedy lze vypočíst pomocí vztahu: 

𝑆 = 𝑎 ∙  𝑣𝑎 
 

Výšku 𝑣𝑎 lze vypočítat např. pomocí sinové či kosinové věty, je-li zadána velikost 

jednoho vnitřního úhlu kosočtverce.  

 

                Obr. 3.4 

Kosočtverec se nazývá rovnoběžník, jehož 

všechny strany mají stejnou délku a nejsou 

k sobě navzájem kolmé. 
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V případě, že by úhel DAB (obr. 3.4) byl tupý, pak výšky povedeme z vrcholu A na 

stranu 𝑐 a z vrcholu C  na stranu 𝑎. Dále postupujeme obdobným způsobem a dojdeme 

ke stejnému vztahu. 

 

PŘÍKLAD 3.2  

a) Jak by se změnila klasifikace čtyřúhelníků na obr. 1.9, 

pokud by definice kosočtverce zněla takto: „YƻǎƻőǘǾŜǊŜŎ ǎŜ 

ƴŀȊȇǾł ǊƻǾƴƻōŠȌƴƝƪΣ ƧŜƘƻȌ ǎƻǳǎŜŘƴƝ ǎǘǊŀƴȅ ƳŀƧƝ ǎǘŜƧƴƻǳ 

délku?ά 

 

b) Za předpokladu definice kosočtverce z části a) dokaž 

toto tvrzení: „Ze všech kosočtverců s délkou strany 𝑎 má 

čtverec největší poměr mezi svým obsahem a obvodem.“ 

 

Řešení  

a) Čtverec by byl speciálním příkladem kosočtverce. 

 

b) Je-li délka strany čtverce i kosočtverce rovna 𝑎, pak i jejich obvody jsou si rovny – 

v obou případech 𝑜 = 4 ∙ 𝑎. Pro poměr obsahu 𝑆1 čtverce a obvodu 𝑜1 platí  
𝑆1

𝑜1
=

𝑎∙𝑎

4𝑎
,  

pro stejný poměr u kosočtverce platí vztah  
𝑆2

𝑜2
=

𝑣𝑎∙𝑎

4𝑎
. Nyní máme zjistit, zda platí: 

 𝑎 ∙ 𝑎

4𝑎
>  

𝑣𝑎 ∙ 𝑎

4𝑎
 

 

Předchozí vztah lze ekvivalentními úpravami přepsat na: 

𝑎 > 𝑣𝑎 

 

Pokud dokážeme poslední nerovnost, dokážeme tím i dané tvrzení. Pro názornější 

vysvětlení si představme kosočtverec ABCD, který je spolu s výškou 𝑣𝑎 a její patou E 

vyznačen na obr. 3.6. Využijeme nyní pravoúhlého trojúhelníku AED. Je zřejmé, že platí 

nerovnost 𝑎 > 𝑣𝑎, protože 𝑎 je délka přepony trojúhelníku AED. Analogicky můžeme 

postupovat při volbě jiné strany a příslušné výšky. Bylo dokázáno, že za daných 

podmínek má čtverec největší poměr mezi svým obsahem a obvodem. 

 

                    Obr. 3.6     

Obr. 3.5 
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ÚKOL 3.6 

Je dán kosočtverec ABCD  a po řadě středy jeho stran 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐻 a |∢𝐵𝐴𝐷| = 45˚. Určete 

vztah mezi délkou strany kosočtverce 𝑎 a obsahem a obvodem rovnoběžníku EFGH. 

 

3.1.4 Kosodélník 

 

 

Obvod kosodélníku (obr. 3.7) lze opět vypočítat jako součet délek stran. Protější strany 

kosodélníku jsou vždy rovnoběžné, a proto mají shodnou délku. Představme si 

kosodélník se stranami délky 𝑎 a 𝑏 tak, že 𝑎 > 𝑏. Potom pro jeho obvod o platí vztah 

𝑜 = 𝑎 + 𝑏 + + 𝑎 + 𝑏, který upravíme na tvar: 

𝑜 = 2 ∙ (𝑎 + 𝑏) 

 

Při odvozování obsahu kosodélníku budeme postupovat analogicky, jako tomu bylo       

u kosočtverce. Situace je znázorněna na obr. 3.8. Stále předpokládejme nerovnost 𝑎 >

𝑏. Pokud by tomu bylo naopak, stačí jen strany kosodélníku přejmenovat. 

 

 

Podle obr. 3.8. rozdělíme kosodélník na pravoúhelník a dva shodné trojúhelníky 

pomocí kolmic spuštěných ze dvou vrcholů kosodélníku. Přemístěním těchto částí 

získáme obdélník o rozměrech 𝑎 a 𝑣𝑎 . Výšku kosodélníka je možné určit s využitím 

vyznačených pravoúhlých trojúhelníků. Pro obsah kosodélníku platí: 

Kosodélník se nazývá rovnoběžník, jehož 

sousední strany mají různou délku a nejsou 

k sobě kolmé. 

Obr. 3.7 

Obr. 3.8 
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𝑆 = 𝑎 ∙  𝑣𝑎 
 

ÚKOL 3.7 

Je dán kosodélník ABCD  a po řadě středy jeho stran 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐻. Dále víme, že délky stran 

𝑎 a 𝑏 jsou v poměru 7 : 5 a  |∢𝐵𝐴𝐷| = 45˚ . Určete vztah mezi délkou strany 

kosodélníku 𝑎 a obsahem a obvodem rovnoběžníku EFGH. 

 

ÚKOL 3.8 

Je dán kosodélník ABCD. Pro délky jeho stran 𝑎, 𝑏 a délku výšky 𝑣 ke straně 𝑎 platí 

následující poměr 17 : 15 : 8. Vyjádřete vztah pro výpočet obvodu a obsahu 

kosodélníku v závislosti na délce strany 𝑎. 

3.2 Lichoběžníky 

  

Lichoběžník je ilustrován na obr. 3.9. 

Obvod lichoběžníku se vypočítá stejně 

jako obvod obecného mnohoúhelníku. 

Každá strana lichoběžníku může být 

různé délky, a proto je vztah pro 

výpočet obvodu: 

𝑜 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 

 

Obsah S  lichoběžníku nyní odvodíme pomocí dvou s ním shodných lichoběžníků, které 

jsou na obr. 3.10. Pokud přemístíme části lichoběžníků dle tohoto obrázku, získáme dva 

obdélníky, jejichž obsahy lze vypočítat.  

 

Obsah 𝑆1 jednoho z obdélníků (na obr. 3.10 vlevo) lze vypočítat pomocí vztahu: 

𝑆1 = (𝑎 − 𝑐) ∙ 𝑣𝑎 

 

Obsah 𝑆2 druhého z nich (na obr. 3.10 vpravo) pomocí vztahu: 

𝑆2 = 2𝑐 ∙ 𝑣𝑎 

 

Součet obsahů 𝑆2𝑙 obou lichoběžníků je roven součtu obsahů daných 2 obdélníků: 

𝑆2𝑙 = 𝑆1 +  𝑆2 =  (𝑎 − 𝑐) ∙ 𝑣𝑎 +  2𝑐 ∙ 𝑣𝑎 

 

Obr. 3.9 

Lichoběžník se nazývá čtyřúhelník, ve kterém je právě jedna dvojice protějších 

stran rovnoběžná. Tyto rovnoběžné strany se nazývají základny lichoběžníku, 

zbývající dvě strany jsou nazývány ramena lichoběžníku. 
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Následně daný výraz upravíme: 

𝑆2𝑙 =  (𝑎 − 𝑐) ∙ 𝑣𝑎 +  2𝑐 ∙ 𝑣𝑎 =  𝑣𝑎  (𝑎 − 𝑐 + 2𝑐) = 𝑣𝑎  (𝑎 + 𝑐) 

Protože jsme počítali součet obsahů 2 shodných lichoběžníků, bude obsah každého 

z nich roven polovině celkového obsahu 𝑆2𝑙. Výsledný vztah pro výpočet obsahu S 

lichoběžníku je: 

𝑆 =  
 (𝑎 + 𝑐) ∙  𝑣𝑎

2
 

 

V případě, že není známa výška 𝑣𝑎, ale jsou známy velikosti dvou vnitřních úhlů             

v jednom z vyznačených trojúhelníků na obr. 3.10, je možné použít např. 

goniometrických funkcí k určení výšky 𝑣𝑎.   

 

 

ÚKOL 3.9 

Určete velikost všech stran a vnitřních úhlů lichoběžníku MNOP, pokud víme, že 𝑚 =

16 cm, 𝑛 = 12 cm; 𝑜 = 7 cm a |𝑀𝑂| = 20 cm.   

 

ÚKOL 3.10 

Určete vztah pro výpočet obsahu lichoběžníku ABCD, pro který platí, že 𝑎 = 2𝑐                  

a 𝑏 = 𝑑  a |∢𝐴𝐵𝐶| = 30˚ v závislosti na délce strany 𝑎. 

 

 

 

Obr. 3.10 
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3.3 Obecné čtyřúhelníky 

V následující části se budeme zabývat obvody a obsahy obecných čtyřúhelníků. Do této 

skupiny čtyřúhelníků řadíme i deltoidy, u kterých je možné využít jejich speciálních 

vlastností. 

3.3.1 Deltoid 

 

Pro každý deltoid platí, že má dvě dvojice sousedních stran shodné délky (obr. 3.11). 

Pro deltoid s délkami stran 𝑎 a 𝑏 platí, že obvod o můžeme vypočítat jako součet délek 

jeho stran, tedy 𝑜 = 𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑏, tedy: 

𝑜 =  2𝑎 +  2𝑏 

 
Obr.3.12 

Pro výpočet obsahu deltoidu nejprve přeskládáme části deltoidu dle schématu na      

obr. 3.12. Vhodným přeskládáním vznikne obdélník s délkami stran 𝑒 a 
𝑓

2
 , kde 𝑒 a 𝑓 jsou 

délky úhlopříček deltoidu. Pro jednoduchost uveďme nyní vztah pro výpočet obsahu 

deltoidu v následujícím tvaru: 

𝑆 =  
𝑒 ∙ 𝑓

2
, 

kde délky  𝑒, 𝑓 je nutné vypočítat pomocí vztahů, které budou nyní ukázány. 

 

Velikosti stran 𝑒,
𝑓

2
, respektive pro jednoduchost 𝑒, 𝑓, lze vypočítat v závislosti na 

délkách stran deltoidu 𝑎, 𝑏. Označme velikosti vnitřních úhlů deltoidu dle obr. 3.12. 

Aplikací kosinové věty nejprve v “modrém“ a následně v “modro-žlutém“ trojúhelníku 

získáme následující dva vztahy: 

𝑒2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎 ∙ 𝑏 ∙ cos𝛽 

 𝑓2 = 𝑎2 + 𝑎2 − 2𝑎 ∙ 𝑎 ∙ cos𝛼 

 

Obr. 3.11 

Deltoid se nazývá čtyřúhelník, jehož 

úhlopříčky jsou k sobě kolmé            

a jejichž průsečík je středem právě 

jedné z nich. 
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Druhý z těchto vztahů je možná upravit na následující tvar: 

𝑓2 = 2𝑎2 ∙ (1 − cos𝛼) 

 

Vzorec pro výpočet obsahu S deltoidu může být i v následujícím tvaru: 

𝑆 =  
√𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎 ∙ 𝑏 ∙ cos𝛽 ∙ 𝑎 ∙ √2 ∙ (1 − cos𝛼)

2
 

PŘÍKLAD 3.3 

Odpovězte na hádanku: „Je možné, aby pro deltoid nastal případ, že se délky jeho 

úhlopříček rovnají? Pokud ano, kdy a čím je daný deltoid zvláštní? Pokud ne, jak 

bychom museli změnit definici deltoidu, aby rovnost 𝑒 =  𝑓 byla přípustná? 

 

Řešení 

Ano, tento případ je přípustný za splnění podmínky, že průsečík úhlopříček půlí právě 

jednu z úhlopříček.  

 

Pokud by průsečík úhlopříček půlil obě z nich zároveň, byl by 

stejně vzdálený od všech vrcholů čtyřúhelníku, neboť 

předpokládáme stejnou délku úhlopříček. Získali jsme tedy 

čtyřúhelník, jehož úhlopříčky jsou stejně dlouhé, jsou na sebe 

kolmé a navzájem se půlí. Tyto vlastnosti mají pouze 

úhlopříčky čtverce. 

 

Závěrem lze říci, že úhlopříčky deltoidu mohou být shodné délky, avšak jejich průsečík 

nesmí být středem obou z nich, neboť v tomto případě je čtyřúhelníkem čtverec, nikoliv 

deltoid (obr. 3.13, případně i obr. 3.12). 

 

ÚKOL 3.11 

Určete velikosti všech stran a vnitřních úhlů deltoidu PQRS, je-li dáno: 𝑝 = 8 cm,

|∢𝑆𝑃𝑄| = 30˚ 𝑎 |∢𝑃𝑆𝑅| = 101˚. 

 

ÚKOL 3.12 

V závislosti na délce strany 𝑎 určete vztah pro výpočet obsahu deltoidu, jsou-li délky 

stran 𝑎, 𝑏 a úhlopříčka 𝑓 v poměru 6 : 7 : 10. 

3.3.2 Ostatní obecné čtyřúhelníky  
U obecných čtyřúhelníků není výpočet obvodu složitý, 

jsou-li zadány délky jednotlivých stran. V tom případě 

můžeme vypočítat obvod obecného čtyřúhelníku dle 

vztahu: 

Obr 3.14 

Obr. 3.13 



34 
 

 

                                         𝑜 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑,  

kde 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 jsou délky jednotlivých stran čtyřúhelníku (obr. 3.14). 

 

Obecný vztah pro přesný výpočet obsahu S  libovolného čtyřúhelníku (s výjimkou 

deltoidů) neexistuje. Je nutné daný čtyřúhelník rozdělit na části, jejichž obsah již 

vypočítat umíme či jejichž obsah se naučíme počítat v následující kapitole. Závěrem si 

uvedeme větu, která je platná pro všechny čtyřúhelníky. 

 

3.4 Varignonova věta 

Pro libovolný čtyřúhelník ABCD se středy stran po řadě E, F, G, H platí, že čtyřúhelník 

EFGH je rovnoběžník, jehož obsah je vůči obsahu původního čtyřúhelníku poloviční. 

 

Důkazy 

Tuto větu dokážeme dvěma způsoby – geometricky a početně. 

 

Geometrický důkaz 

Nejprve provedeme důkaz pro konvexní čtyřúhelník.  
 

Na obr. 3.15 je sestrojen čtyřúhelník ABCD se středy stran E, F, G, H. Nejprve dokážeme, 

že čtyřúhelník EFGH je rovnoběžník. S pomocí obr. 3.15 si uvědomíme, že úhlopříčka 

AC dělí čtyřúhelník ABCD na dva trojúhelníky – ABC a ACD. Úsečka EF je střední 

příčkou trojúhelníku ABC, tudíž je s úhlopříčkou čtyřúhelníku AC rovnoběžná. Úsečka 

GH je střední příčkou trojúhelníku ACD, tudíž je také s úhlopříčkou AC  čtyřúhelníku 

rovnoběžná. Z předchozích dvou tvrzení plyne, že úsečky EF  a GH jsou rovnoběžné        

a stejně dlouhé. 

 

Obr.3.15 
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Obdobnou úvahu provedeme s úhlopříčkou BD, která dělí čtyřúhelník ABCD na dva 

trojúhelníky – BCD a BDA. Úsečka FG je střední příčkou trojúhelníku BCD, tudíž je 

s danou úhlopříčkou BD čtyřúhelníku rovnoběžná. Úsečka EH je střední příčkou 

trojúhelníku BDA, tudíž je také s úhlopříčkou BD čtyřúhelníku rovnoběžná. 

Z předchozích dvou tvrzení plyne, že úsečky EH a FG jsou rovnoběžné a stejně dlouhé. 

 

Zjistili jsme, že čtyřúhelník EFGH má dvě dvojice rovnoběžných stran, a proto se jedná 

o rovnoběžník (obr. 1.8).  

 

Nyní dokážeme, že rovnoběžník EFGH má vůči čtyřúhelníku ABCD poloviční obsah. 

S využitím vět o shodnosti trojúhelníků je patrné, že na obr. 3.15 označují čísla 1 až 4 

trojúhelníky se stejným obsahem. Označme obsahy těchto útvarů po řadě 𝑆1,  𝑆2, 𝑆3 a 𝑆4. 

Potom pro obsah 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 čtyřúhelníku ABCD platí: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 4 ∙ 𝑆1 + 4 ∙ 𝑆2 + 4 ∙ 𝑆3 + 4 ∙ 𝑆4  

 

Pro obsah 𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻 čtyřúhelníku EFGH  platí: 

𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻 = 2 ∙ 𝑆1 + 2 ∙ 𝑆2 + 2 ∙ 𝑆3 +  2 ∙ 𝑆4 

 

Z předchozích vztahů vyplývá, že obsah 𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻 čtyřúhelníku EFGH je poloviční vůči 

obsahu 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 čtyřúhelníku ABCD, neboť 

𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

2 ∙ 𝑆1 + 2 ∙ 𝑆2 + 2 ∙ 𝑆3 +  2 ∙ 𝑆4

4 ∙ 𝑆1 + 4 ∙ 𝑆2 + 4 ∙ 𝑆3 +  4 ∙ 𝑆4
 

𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

1

2
                                                      . 

 

Obdobnou úvahu lze provést i pro nekonvexní čtyřúhelník (obr. 3.16). Jedna 

z úhlopříček čtyřúhelníku ABCD, např. AC, čtyřúhelníku vede v jeho vnější oblasti. Tato 

úhlopříčka daný čtyřúhelník nedělí na dvě části, avšak i přesto vzniknou dva 

trojúhelníky ABC a ACD, pomocí nichž je možné obdobně jako na obr. 3.15 dokázat, že 

𝐸𝐹𝐺𝐻 je rovnoběžník. 

 

Nyní dokážeme, že obsah rovnoběžníku EFGH je poloviční vůči obsahu čtyřúhelníku 

ABCD. Nejprve je nutné posunout trojúhelník BEF tak, aby úsečka EF splynula 

s úsečkou GH. Ze čtyřúhelníku EFGH tak přeskládáním vznikne šestiúhelník EBFGB´H    

o shodném obsahu, který je rozdělen na trojúhelníky. S pomocí vět o shodnosti 

trojúhelníků označíme rovinné obrazce o shodném obsahu čísly 1 a 2 (obr. 3.16 

vpravo).  

 

Označme obsahy těchto útvarů po řadě 𝑆1 a 𝑆2. Pro obsah 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 čtyřúhelníku ABCD 

získáme vztah: 



36 
 

 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 4 ∙ 𝑆1 + 4 ∙ 𝑆2  

 

Pro obsah 𝑆6 šestiúhelníku EBFGB´H získáme vztah: 

𝑆6 = 2 ∙ 𝑆1 + 2 ∙ 𝑆2 

 

Z předchozích vztahů vyplývá, že obsah 𝑆6 šestiúhelníku EBFGB´H je poloviční vůči 

obsahu 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 čtyřúhelníku ABCD, neboť 

𝑆6

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

2 ∙ 𝑆1 + 2 ∙ 𝑆2

4 ∙ 𝑆1 + 4 ∙ 𝑆2
 

𝑆6

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

1

2
                     . 

Tímto je Varigononova věta dokázána pro libovolný čtyřúhelník. 

 

Početní důkaz 

Zdůvodnění, že čtyřúhelník EFGH je rovnoběžník je stejné jako u geometrického 

důkazu. Jiným způsobem dokážeme, že rovnoběžník EFGH má vůči konvexnímu 

čtyřúhelníku ABCD poloviční obsah.  

 

Obr. 3.16 

     Obr. 3.17 
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Konvexní čtyřúhelník ABCD  je rozdělen na dva nepřekrývající se trojúhelníky ABC        

a ACD – obr. 3.17. Označme velikost úsečky AC písmenem 𝑒, výšku ke straně 𝑒 

trojúhelníku ACD jako 𝑣1 a výšku ke straně 𝑎 trojúhelníku ABC jako 𝑣2 . Rovnoběžník 

GHIJ má vůči trojúhelníku ACD  poloviční výšku i poloviční základnu díky vlastnostem 

střední příčky HG.  

 

Vztah pro výpočet obsahu 𝑆1 trojúhelníku ACD je2: 

𝑆1 =  
𝑒 ∙ 𝑣1

2
 

 

Vztah pro výpočet obsahu 𝑆3  rovnoběžníku GHIJ je: 

𝑆3 =  
𝑒

2
∙

𝑣1

2
 

 

Dáme-li nyní do poměru obsah 𝑆3  rovnoběžníku GHIJ  a obsah 𝑆1 trojúhelníku ACD, 

získáme: 

𝑆3

𝑆1

=  

𝑒
2 ∙

𝑣1
2

𝑒 ∙ 𝑣1

2

=
1

2
 

Stejnou úvahou vyjádříme poměr obsahu 𝑆2 trojúhelníku ABC a obsah 𝑆4 rovnoběžníku 

EFJI.  Výsledný vztah odvození je: 

𝑆4

𝑆2

=  

𝑒
2 ∙

𝑣2
2

𝑒 ∙ 𝑣2

2

=
1

2
 

Obsah S čtyřúhelníku ABCD  lze vypočítat: 

𝑆 =  𝑆1 +  𝑆2 

Obsah 𝑆34 rovnoběžníku EFGH  lze vypočítat: 

𝑆34 =  𝑆3 +  𝑆4 

Pomocí předchozích vztahů je možnost upravit poslední vztah: 

𝑆34 =  𝑆3 +  𝑆4 =  
1

2
𝑆1 + 

1

2
𝑆2 =  

1

2
 ∙  (𝑆1 +  𝑆2) =  

1

2
𝑆 

 

                                                           
2 Vztah pro výpočet obsahu trojúhelníku bude odvozen v následující kapitole, avšak předpokládáme, 
že žáci tento vztah znají ze základní školy. 
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Poslední úpravou jsme dokázali, že v libovolném konvexním čtyřúhelníku ABCD  platí, 

že jeho příčkový čtyřúhelník EFGH je rovnoběžník, jehož obsah je vůči obsahu 

původního čtyřúhelníku poloviční. 

 

Pro nekonvexní čtyřúhelník je důkaz obdobný. Při důkazu je však nutné mít na paměti, 

že body I a J jsou průsečíky úhlopříčky AC (pojmenujme ji 𝑒) a přímek FG a EH (obr. 

3.18). Nyní lze zapsat vztahy pro výpočet obsahu 𝑆𝐴𝐵𝐶  trojúhelníku ABC, obsahu 𝑆𝐼𝐽𝐹𝐸 

čtyřúhelníku IJFE, obsahu 𝑆𝐴𝐶𝐷 trojúhelníku ACD a obsahu 𝑆𝐼𝐽𝐺𝐻 čtyřúhelníku  IJGH. 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =  
𝑒∙𝑤

2
 

𝑆𝐼𝐽𝐹𝐸 =  
𝑒

2
∙

𝑤

2
 

𝑆𝐴𝐶𝐷 =  
𝑒 ∙ 𝑣

2
 

𝑆𝐼𝐽𝐺𝐻 =  
𝑒

2
∙

𝑣

2
 

 

Ve výše uvedených vztazích využívá-

me označení výšek jednotlivých troj-

úhelníků dle obr. 3.18. 

 

Dále platí: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 =  𝑆𝐴𝐶𝐷 −  𝑆𝐴𝐵𝐶  

𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻 =  𝑆𝐼𝐽𝐺𝐻 −  𝑆𝐼𝐽𝐹𝐸 

 

S využitím předchozích vztahů určíme poměr obsahů 
𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
:  

 
𝑆𝐸𝐹𝐺𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=  

𝑆𝐼𝐽𝐹𝐸− 𝑆𝐼𝐽𝐺𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶−  𝑆𝐴𝐶𝐷
=  

𝑒

2
∙
𝑤

2
 − 

𝑒

2
∙
𝑣

2
 

𝑒∙𝑤

2
 − 

𝑒∙𝑣

2

=  
1

2
 

 

Tímto byla Varignonova věta dokázána. 

 

ÚKOL 3.14 

Dokažte Varignonovu větu pro rovnoběžníky. 

Obr. 3.18   
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4 Trojúhelníky  

4.1 Základní pojmy 

Na obr. 4.1 je sestrojen trojúhelník ABC. Povšimněme si pojmenování stran – strana 𝑎 

leží naproti vrcholu 𝐴, strana 𝑏 leží proti vrcholu 𝐵 a strana 𝑐 leží proti vrcholu 𝐶.  

 

ÚKOL 4.1 

Pokud bychom trojúhelník definovali takto: „Trojúhelník je neprázdný průnik tří 

polorovin, jejichž žádné dvě hraniční přímky nejsou navzájem rovnoběžné, jehož 

hranicí je uzavřená lomená čára.“ Byla by to možná alternativní definice trojúhelníku 

nebo je dané tvrzení nepřesné? Svou odpověď zdůvodněte a doplňte o náčrtky. 

 

Úvodem si připomeneme některé vlastnosti trojúhelníků, které budeme dále využívat. 

Na obr. 4.2 je znázorněn trojúhelník se svými středními příčkami 𝑠𝑎, 𝑠𝑏 , 𝑠𝑐. 

Trojúhelník je mnohoúhelník 

se třemi vrcholy. 

 

Obr. 4.1 

Trojúhelník, jehož všechny strany jsou středními příčkami daného trojúhelníku, se 

nazývá příčkový trojúhelník. 

Obr. 4.2                                                                                Obr. 4.3 

Na obr. 4.3 je vyznačen trojúhelník ABC  se svými výškami 𝑣𝑎 , 𝑣𝑏 , a 𝑣𝑐. Průsečík O 

výšek nazýváme ortocentrum. 

Střední příčka trojúhelníku je úsečka spojující středy dvou sousedních stran. Tato 

příčka je rovnoběžná se stranou trojúhelníku, kterou neprotíná, a její délka je vůči 

této straně poloviční. 
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4.2 Obvod a obsah trojúhelníku 

Stejně jako u jiného mnohoúhelníku lze obvod 𝑜 trojúhelníku vypočítat jako součet 

délek stran. Pro trojúhelník 𝐴𝐵𝐶 s délkami stran 𝑎, 𝑏, 𝑐 platí: 

 𝒐 = 𝒂 + 𝒃 + 𝒄 

 

Při odvození vztahu pro obsah S  trojúhelníku využijeme obrázku 4.7. Pro názornost 

použijeme 2 shodné různobarevné trojúhelníky, které posuneme dle zmíněného 

obrázku tak, abychom dané trojúhelníky sjednotili. Získali jsme zeleno-modrý 

rovnoběžník, který je shodný se žlutým rovnoběžníkem na obr. 4.7 vlevo dole. Tento 

rovnoběžník je rozdělen na pravoúhelník (obdélník, popř. čtverec) a dva trojúhelníky. 

Tyto trojúhelníky jsou shodné dle věty sus, jelikož jsou oba pravoúhlé a mají alespoň 

dvě dvojice shodných stran. Přeskládáním jednotlivých částí rovnoběžníku je možné 

sestavit pravoúhelník o stranách délky 𝑎 a 𝑣𝑎. 

Na obr. 4.4 je vyznačen trojúhelník ABC  se svými těžnicemi 𝑡𝑎 , 𝑡𝑏 a 𝑡𝑐. Těžnice 

spojuje vrchol trojúhelníku se středem jeho protější strany. Průsečík těžnic 

nazýváme těžiště T. 

Obr. 4.4 

Trojúhelník nazýváme rovnoramenný, pokud právě dvě jeho strany mají stejnou 

délku (obr. 4.5). 

Trojúhelník nazýváme rovnostranný, pokud jeho všechny strany mají stejnou délku 

(obr. 4.6). 

Obr 4.6 

Obr. 4.5 
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Obr. 4.7 

Víme, že obsah 𝑆𝑃 pravoúhelníku s délkami stran 𝑎 a 𝑣𝑎 se vypočítá pomocí vztahu 𝑆𝑃 =

𝑎 ∙ 𝑣𝑎. Vzhledem k tomu, že jsme k odvození tohoto vztahu použili dvou shodných 

trojúhelníků, pak obsah S jednoho trojúhelníku je oproti obsahu pravoúhelníku 

poloviční. Výsledný vztah pro obsah trojúhelníku je: 

𝑺 =  
𝒂 ∙ 𝒗𝒂

𝟐
 

 

Vztah mezi výškou ke straně 𝑎 a délkami stran 𝑏 a 𝑐 trojúhelníku lze odvodit za pomoci 

sinové či kosinové věty. 

 

ÚKOL 4.2 

Rozhodněte o pravdivosti následujících výroků. Svá rozhodnutí zdůvodněte. 

 „Všechny trojúhelníky shodující se v délce jedné strany a výšce k této straně mají 

stejný obsah bez ohledu na velikosti vnitřních úhlů.“ 

„Každá těžnice dělí daný trojúhelník na dva trojúhelníky o shodném obsahu.“ 

„Každá výška dělí daný trojúhelník na dva trojúhelníky o shodném obsahu.“ 

 

ÚKOL 4.3 

 V trojúhelníku ABC  vypočítejte s přesností na dvě desetinná místa centimetru všechny 

délky stran a velikosti vnitřních úhlů a obvod, je-li dáno: 

i) 𝛼 = 75˚; 𝛽 = 80˚; 𝑎 = 7 cm 

ii) 𝑎 = 3 cm; 𝑏 = 8 cm;  𝛾 = 107,9˚ 

iii) 𝛽 = 27˚; 𝑎 = 3,1 m; 𝑏 = 9 dm 

iv) 𝛾 = 90˚; 𝑎 = 3,3 dm; 𝑏 = 0,4 m 
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5 Šestiúhelníky 
Šestiúhelníky jsou mnohoúhelníky, se 

kterými se setkáme i v přírodě. 

Příkladem může být průřez pláství 

medu či struktura některých látek, 

např. benzenu. 

 

Obvod 𝑜 šestiúhelníku lze vypočítat jako součet délek jeho stran: 

𝒐 = 𝒂 + 𝒃 + 𝒄 + 𝒅 + 𝒆 + 𝒇 

 

Obsah 𝑆 šestiúhelníku je možné vypočítat tak, že daný útvar rozdělíme na části, jejichž 

obsahy vypočítat umíme – např. trojúhelníky či čtyřúhelníky. 

 

Nyní se budeme věnovat pravidelnému šestiúhelníku, pro který jsou výpočty obvodu 𝑜  

i obsahu 𝑆 jednodušší.  

 

Hranice pravidelného šestiúhelníku (obr. 5.2) je tvořena šesti shodně dlouhými 

úsečkami délky 𝑎, a proto lze pro výpočet obvodu 𝑜 šestiúhelníku použít následující 

vztah: 

𝒐 = 𝟔𝒂 

 

Před odvozením vztahu pro obsah 𝑆 pravidelného šestiúhelníku bude dokázáno 

nejprve jedno pomocné tvrzení, které je zformulováno v následující větě. 

 

5.1 Věta o rozdělení pravidelného 

šestiúhelníku 

Pravidelný šestiúhelník lze rozdělit na šest 

shodných rovnostranných trojúhelníků. 

 

Důkaz 

K dokázání této věty se opřeme o definici plného 

úhlu, jehož velikost je 360˚. Při konstrukci 

Obr. 5.1 

Obr. 5.2 

Šestiúhelník se nazývá pravidelný, jestliže jsou všechny jeho strany shodné délky      

a velikost všech vnitřních úhlů je shodná. Střed pravidelného šestiúhelníku je bod, 

jehož vzdálenost od všech vrcholů daného šestiúhelníku je stejná. 
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pravidelného šestiúhelníku ABCDEF se středem S rozdělujeme plný úhel ASA na šest 

stejně velikých úhlů – ASB, BSC, CSD, DSE, ESF  a FSA. Každý z nich musí tedy mít 

velikost 60˚ a je součástí “stejnojmenného“ trojúhelníku (obr 5.2). 

 

Nyní odvodíme velikosti zbývajících vnitřních úhlů trojúhelníku. Šestiúhelník byl 

rozdělen na šest trojúhelníků s jednou stranou délky 𝑎 a protějším úhlem velikosti 60˚. 

V každém trojúhelníku je tak součet velikostí zbývajících úhlů roven 120˚.  

 

Vyberme jeden z těchto trojúhelníků – např. ABS. Vzhledem k tomu, že šestiúhelník je 

pravidelný, pak je trojúhelník ABS rovnoramenný, tzn. velikost stran AS a BS  

trojúhelníku ABS jsou shodné, a proto i velikosti úhlů SAB a ABS  jsou shodné. 

Vzhledem k tomu, že součet velikostí úhlů SAB a ABS je 120˚, připadá na každý z nich 

velikost 60˚. Trojúhelník ABS (stejně jako ostatní s ním shodné trojúhelníky) je 

rovnostranný s délkou strany 𝑎. Tímto byla věta dokázána. 

 

Nyní přistupme k odvození vztahu pro výpočet obsahu 𝑆 pravidelného šestiúhelníku. 

Již jsme dokázali, že pravidelný šestiúhelník lze rozdělit na šest shodných 

rovnostranných trojúhelníků s délkou strany 𝑎. Pro ilustraci opět pracujme 

s trojúhelníkem ABS, jehož obsah nyní vypočítáme. 

 

Z kapitoly o trojúhelnících známe vztah pro výpočet obsahu trojúhelníku  𝑆𝑇 =  
𝑎∙𝑣𝑎

2
. 

V pravidelném trojúhelníku ABS spustíme výšku z vrcholu S, která protne úsečku AB 

v jejím středu T (obr. 5.2). Výšku 𝑣𝑎můžeme určit dvěma způsoby. Oba využívají toho, 

že trojúhelník ATS je pravoúhlý a délky jeho stran jsou 𝑎,
𝑎

2
, 𝑣𝑎.   

 

První způsob je vypočet pomocí goniometrických funkcí. Úhel SAT označme jako 𝛼 a již 

víme, že velikost tohoto úhlu je 60˚. Využijeme funkce sinus, dosadíme velikost úhlu 𝛼   

a výraz následně upravíme a dohledáme hodnotu sin(60˚). 

            sin𝛼 =
𝑣𝑎

𝑎
 

       sin𝛼 ∙ 𝑎 =  𝑣𝑎 

sin(60˚) ∙ 𝑎 = 𝑣𝑎 

√3

2
∙ 𝑎 =  𝑣𝑎 

 

Druhý způsob je pomocí Pýthagorovy věty, avšak velmi důležité je správné dosazení do 

vztahu vyplývajícího z této věty. Přepona má v našem případě délku 𝑎, neboť je naproti 

pravému úhlu. Po dosazení získáme: 

𝑎2 = 𝑣𝑎
2 +  

1

4
𝑎2 
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Ekvivalentními úpravami dojdeme k výsledku: 

√3

2
∙ 𝑎 =  𝑣𝑎 

 

Do vztahu pro výpočet obsahu trojúhelníku ABS  lze nyní dosadit za výšku 𝑣𝑎. Získáme 

vztah 𝑆𝑇 =  
√3∙𝑎2

4
. 

  

Šestiúhelník se však skládá ze šesti shodných trojúhelníků, a proto je jeho obsah 𝑆  

šestinásobný. Výsledný vztah pro výpočet obsahu 𝑆 šestiúhelníku je: 

𝑆 =  
3 ∙ √3 ∙ 𝑎2

2
 

 

ÚKOL 5.1   

Vypočítejte obvod pravidelného šestiúhelníku, je-li jeho obsah přibližně 28,30 m2. 

Výpočty provádějte s přesností na dvě desetinná místa metru.  

 

ÚKOL 5.2  

Vypočítejte délku strany pravidelného šestiúhelníku, jehož obvod je číselně roven 

svému obsahu.  

 

ÚKOL 5.3    

Vypočítej délku strany 𝑏 čtverce, který má stejný obsah jako pravidelný šestiúhelník 

s délkou strany 𝑎. 

 

ÚKOL 5.4   

Vypočítej poloměr 𝑟 kruhu, který má stejný obsah jako pravidelný šestiúhelník s délkou 

strany 𝑎. 

 

ÚKOL 5.5    

Vypočítej délku strany 𝑏 pravidelného šestiúhelníku, který má stejný obsah jako 

rovnostranný trojúhelník s délkou strany 𝑎. 

 

ÚKOL 5.6    

Vypočítej délku strany 𝑏 pravidelného šestiúhelníku, který má stejný obsah jako 

trojúhelník, jehož délky stran jsou v poměru 4 ∶ 6 ∶ 7. 
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6 Pravidelné mnohoúhelníky 
V předchozích kapitolách jsme se již s některými pravidelnými mnohoúhelníky setkali. 

Pravidelný trojúhelník je trojúhelník rovnostranný, pravidelný čtyřúhelník je čtverec     

a také jsme se již zabývali pravidelným šestiúhelníkem. U těchto obrazců jsme si 

v předchozích kapitolách uvedli cestu k odvození vztahů pro výpočet jejich obvodu 𝑜    

a obsahu 𝑆. Způsob odvození obsahu 𝑆, který se v této kapitole ukážeme, nedopo-

ručujeme aplikovat na zmíněné obrazce, neboť by byl zbytečně složitý a zdlouhavý. 

6.1 Odvození obsahu a obvodu pravidelného n-úhelníku  

Obvod o pravidelných n-úhelníků s délkou strany 𝑎 je možné vypočítat pomocí vztahu: 

𝒐 = 𝒏 ∙ 𝒂 

protože n-úhelník má n stran délky 𝑎. 

 

Obsah 𝑆 pravidelného 𝑛-úhelníku nyní 

odvodíme. Nejprve každý z 𝑛 vrcholů spojí-

me se středem daného 𝑛-úhelníku, jak je na-

značeno pro devítiúhelník na obr. 6.1. Tímto 

krokem každý pravidelný n–úhelník roz-

dělíme na n shodných nepřekrývajících se 

rovnoramenných trojúhelníků3. Označíme-li 

obsah n-úhelníku jako S, a obsah zmíně-

ného trojúhelníku jako 𝑆𝑇 , pak je možné 

mezi těmito obsahy napsat následující vztah: 

𝑆 = 𝑛 ∙ 𝑆𝑇 

 

Zaměřme se nyní na obsah 𝑆𝑇 trojúhelníku v závislosti na délce strany mnohoúhelníku 

𝑎 a počtu stran n. Na obr. 6.1 je znázorněna situace pro pravidelný devítiúhelník a jeden 

ze zmíněných trojúhelníků je ABS. Nyní určíme velikost úhlu ASB, abychom následně 

mohli vypočítat výšku 𝑣𝑎. Plný úhel ASA je rozdělen na n shodných úhlů o velikosti α, 

a tudíž pro jeho velikost platí: 

𝛼 =  
360˚

𝑛
 

 

                                                           
3 V případě šestiúhelníku vznikne trojúhelník rovnostranný. 

Obr. 6.1 

Mnohoúhelník se nazývá pravidelný, jestliže jsou všechny jeho strany shodné délky      

a velikost všech vnitřních úhlů je shodná. 
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Jelikož je trojúhelník ABS rovnoramenný, resp. rovnostranný, pak velikost úhlů SaSA a 

SaSB je shodná, tedy vůči velikosti úhlu α poloviční. Pojmenujme úhel ASaS  jako úhel β   

a jeho velikost budeme počítat pomocí vztahu: 

  

𝛽 =  
360˚

2𝑛
 

Nyní využijeme goniometrické funkce k výpočtu výšky 𝑣𝑎 pravoúhlého trojúhelníku 

ASaS. Využijeme funkci tangens, dosadíme známé délky stran a vyjádříme výšku 𝑣𝑎 . 

tg𝛽 =  
|𝐴𝑆𝑎|

|𝑆𝑎𝑆|
 

tg𝛽

1
=  

1
2

𝑎

𝑣𝑎
 

1

tg𝛽
=  

𝑣𝑎

1
2 𝑎

 

𝑎

2 ∙ tg𝛽
=  𝑣𝑎 

 

Nyní dosadíme ze vztahu 𝛽 =  
360˚

2𝑛
   do vztahu pro výpočet výšky 𝑣𝑎. Upravený vztah 

vypadá takto: 
𝑎

2 ∙ tg (
360˚
2𝑛

)
=  𝑣𝑎 

 

Nyní máme vyjádřenou výšku trojúhelníku ABS  a můžeme využít následujících vztahů: 

i) pro obsah S pravidelného n-úhelníku platí  𝑆 = 𝑛 ∙ 𝑆𝑇 

ii) pro obsah 𝑆𝑇 trojúhelníku platí 𝑆𝑇 =  
𝑎∙𝑣𝑎

2
 (využijeme pro trojúhelník ABS) 

iii) pro výpočet výšky 𝑣𝑎   trojúhelníku ABS  platí 𝑣𝑎  =
𝑎

2∙tg(
360˚

2𝑛
)

 

 

Do vztahu pro výpočet obsahu trojúhelníku ABS dosadíme za 𝑣𝑎. Získáme následující 

vztah: 

𝑆𝑇 =  
𝑎

2
∙

𝑎

2 ∙ tg (
360˚
2𝑛 )

 

 

Tento výraz dosadíme do vztahu pro výpočet obsahu pravidelného 𝑛-úhelníku za obsah 

trojúhelníku 𝑆𝑇 . Tímto krokem získáme vztah pro výpočet obsahu pravidelného 𝑛-

úhelníku, který lze dále upravit na následující tvar: 
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𝑺 = 𝒏 ∙
𝒂𝟐

𝟒 ∙ 𝐭𝐠 (
𝟑𝟔𝟎˚
𝟐𝒏 )

 

 

ÚKOL 6.1 

Délka strany pravidelného mnohoúhelníku je 3 cm. Vypočítejte jeho obvod 𝑜 a obsah 𝑆, 

jestliže se jedná o:  

i) pětiúhelník 

ii) šestiúhelník 

iii) desetiúhelník 

iv) osmnáctiúhelník 

v) šestadevadesátiúhelník 

 

ÚKOL 6.2 

Způsobem, kterým byl v této kapitole odvozen vztah pro výpočet pravidelného mnoho-

úhelníku, odvoďte vztah pro výpočet obsahu S  rovnostranného trojúhelníku. 

 

ÚKOL 6.3 

S přesností na 2 desetinná místa centimetru zjistěte obvod 𝑜 pravidelného 

mnohoúhelníku, jehož obsah je 𝑘 cm2, kde 𝑘 je kladné číslo. Mnohoúhelník je: 

i) šestiúhelník 

ii) patnáctiúhelník 

iii) osmiúhelník 

iv) desetiúhelník 

 

ÚKOL 6.4 

Kolikrát se zvětší obsah S pravidelného mnohoúhelníku s délkou strany 𝑎, pokud délku 

strany zkrátíme o třetinu? Původní n-úhelník byl: 

i) čtverec 

ii) pětiúhelník 

iii) šestiúhelník 

iv) dvanáctiúhelník 

 

ÚKOL 6. 5 

Způsobem, kterým byl v této kapitole odvozen vztah pro výpočet pravidelného 

mnohoúhelníku, odvoďte vztah pro výpočet obsahu S  pravidelného šestiúhelníku. 
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7 Kružnice a kruh 
V této kapitole se budeme zabývat několika způsoby, kterými je možné získat 

aproximovaný4 obvod a obsah kruhu. Dále se s tímto tématem seznámíme i z hlediska 

historického. Úvodem si připomeneme několik základních pojmů. 

7.1 Základní pojmy 

 

 

 

 

                                                           
4 Aproximovaný znamená přibližný. 

V následujících definicích bude používán symbol 𝔼2. Tímto značíme množinu všech 

bodů v rovině.  
 

Kružnice  𝑘 je množina všech bodů v rovině, jejichž vzdálenost od daného bodu S,    

S ϵ 𝔼2, je 𝑟, kde 𝑟 ϵ ℝ+. Bod 𝑆  je zván středem kružnice, 𝑟 se nazývá poloměrem 

kružnice. Poloměru též říkáme radius, a proto jej značíme 𝒓. Matematickým zápisem 

je možné kružnici zapsat jako množinu bodů:  

{𝑋 𝜖 𝔼2; |𝑋𝑆| = 𝑟;  𝑟 𝜖 ℝ+}. 
 

Pod pojmem poloměr rozumíme vzdálenost libovolného bodu kružnice od jejího 

středu, ale také úsečku spojující libovolný bod kružnice s jejím středem. 
 

Kružnici 𝑘 se středem S a poloměrem r zapisujeme k (S; r). Zvolme na dané kružnici 

body X a Y  tak, aby bod S  ležel na úsečce XY. Vzdálenost bodů XY se nazývá průměr 

kružnice neboli diametr. Značíme jej d. Pod pojmem průměr rozumíme jednak 

vzdálenost bodů X a Y, tak i úsečku XY.  
 

Střed S kružnice 𝑘 je bod, který má od každého bodu kružnice stejnou vzdálenost. 
 

Pro lepší porozumění zmíněných pojmů je na obr. 7.1 červeně zvýrazněn poloměr r  

kružnice a modře průměr d. 

 

 

Obr. 7.1 (vlevo): Poloměr a průměr kružnice 

Obr 7.2 (vpravo): Kruh a kružnice 
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Obvod kruhu K(S; 𝑟) se rovná délce o kružnice k(S; 𝑟), která tento kruh ohraničuje. 

V dalších kapitolách bude používán pojem poloměr kruhu, který chápeme jako poloměr 

𝑟 kružnice určující daný kruh. Obdobným způsobem lze zavést další pojmy pro kruh. 
 

7.2 Experimentální zavedení konstanty π  

Již ze základní školy známe vztahy pro obvod 𝑜 a obsah S  kruhu o poloměru 𝑟: 

𝒐 = 𝟐𝝅𝒓                               (7.1)   

𝑺 = 𝝅𝒓𝟐                               (7.2) 

 

Při zjišťování obvodu kruhu není snadné zdůvodnit, proč právě konstanta 

𝜋 s přibližnou hodnotou 𝜋 ≐ 3,14 v uvedených vztazích je správnou volbou pro výpočet 

obvodu 𝑜 či obsahu S kruhu. Ukážeme několik způsobů, kterými je možné se s tímto 

problémem seznámit. 

 

Jedním z nich je experimentální naměření obvodu kruhu 𝑜 pomocí délky kružnice 

vymezující daný kruh.  

 

ÚKOL 7.1 

Podle následujícího návodu proveďte měření za účelem experimentálního odhadu 

konstanty 𝜋: 
 

Vezměme si “kulatý předmět“, např. hrnec, sklenici či nohu u židle. Naměřme obvod         

i průměr těchto předmětů a data zaznamenejme do tabulky. K měření použijte 

provázek, jehož délku následně změříte pomocí pravítka. 
 

Tab. 7.1: Experimentální stanovení konstanty 𝜋 

Předmět Obvod  𝒐 Průměr  𝒅 Poměr   
𝒐

𝒅
 

    

    

    

    

    

Kruh 𝑲je množina všech bodů v rovině, jejichž vzdálenost od daného bodu S  je 𝑟 

či menší než 𝑟; 𝑟 𝜖 ℝ+. Kruh K se středem S a poloměrem 𝑟 značíme K (S; 𝑟). 
 

Kruh lze zapsat matematickým zápisem jako množinu bodů: 

{𝑋 𝜖 𝔼2; |𝑋𝑆| ≤ 𝑟;  𝑟 𝜖 ℝ+}. 
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Pokud jsme měřili s dostatečnou přesností, měl by poměr 
𝑜

𝑑
 vycházet při všech 

měřeních přibližně stejně. Takto experimentálně stanovená hodnota přibližně 

odpovídá konstantě π.  

 

Pokud chceme přesnější výsledky měření, pak je možné například při měření obvodu 

hrnce změřit obvod dna tak, že nyní obmotáme hrnec k-krát a naměřenou celkovou 

délku vydělíme číslem k. (Pokud hrnec obmotáme dvacetkrát, pak naměřenou hodnotu 

vydělíme 20.)  

 

Závěrem porovnejte vámi experimentálně zjištěné hodnoty s hodnotou 3,14 a pokuste 

se vysvětlit případnou odchylku vašich výsledků.[3] 

 

Předchozí vztah lze po dosazení ze vztahu  𝑑 = 2 ∙ 𝑟 upravit na následující tvar: 

𝜋 =  
𝑜

2 ∙ 𝑟
. 

 

7.3 Zavedení konstanty π  pomocí jednotkové sítě 

Obsah kruhu lze odhadnout zavedením jednotkové sítě, jak je znázorněno na obr. 7.3. 

Na tomto obrázku jsou sestrojeny dva shodné kruhy s poloměrem 5 délkových 

jednotek, zkráceně 5 j. Rovina je rozdělena na zvolené jednotkové čtverce o straně 1 j. 

 

 

Na obr. 7.3 vlevo jsou modře zvýrazněny jednotkové čtverce, pro které platí, že všechny 

jejich body náleží i kruhu. Označme obsah kruhu 𝑆 a součet obsahů modře zbarvených 

Obr. 7.3  

Konstanta π je takové reálné číslo, pro které platí: 

.                 𝜋 =  
𝑜

𝑑
 ,                                             (7.3) 

kde 𝑜 je obvod libovolného kruhu a 𝑑 je jeho průměr. 

 



51 
 

 

jednotkových čtverců 𝑆1. Z obrázku 7.3 je patrné, že obsah kruhu S  je větší než součet 

obsahů 𝑆1  čtverců, což lze vyjádřit nerovností 𝑆1 < 𝑆. 

 

V pravé části obrázku jsou modře zvýrazněny jednotkové čtverce, pro které platí, že 

alespoň jeden jeho bod náleží sestrojenému kruhu. Označme součet obsahů těchto 

jednotkových čtverců 𝑆2. Z obrázku 7.3 plyne následující nerovnost: 

𝑆1 < 𝑆 < 𝑆2. 

 

V našem konkrétním případě uvedeném na obr. 7.3 platí, že obsah kruhu je omezen 

nerovností 60 j2 < 𝑆 < 88 j2. Stejnou úvahu pro výpočet obsahu S lze použít pro každý 

kruh. 

 
Obr. 7.4: Aproximace obsahu kruhu zavedením “jemnější“ čtvercové sítě   

 

Pokud rozdělíme každý jednotkový čtverec na k shodných čtverců (k ϵ ℕ, 𝑘 > 1)             

a budeme-li pomocí těchto čtverců počítat výše uvedeným způsobem obsahy 𝑆1 a 𝑆2, 

pak dospějeme k přesnějšímu odhadu obsahu kruhu. Na obrázku 7.4 je ukázáno 

rozdělení původního jednotkového čtverce na 4 shodné čtverce, z nichž každý má 

potom obsah 0,25 j2. V našem konkrétním případě platí, že obsah kruhu K  je omezen 

nerovností 69 j2 < 𝑆 < 86 j2.  

 

Nyní je možné pomocí vztahu 7.2 odhadnout shora i zdola konstantu 𝜋. Vycházíme ze 

vztahu: 

𝑆1 < 𝑆 < 𝑆2 

 

Po číselném dosazení z našeho konkrétního příkladu získáme: 

69 < 𝜋 ∙ 52 < 86 

 

Po úpravě obdržíme vztah: 

2,76 < 𝜋 < 3,44 
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Tento odhad není příliš přesný. Potřebujeme-li přesnější odhad konstanty 𝜋, je nutné 

rozdělit původní jednotkový čtverec na více menších shodných čtverců. Tímto 

způsobem lze libovolně přesně odhadnout konstantu 𝜋, avšak postup není příliš 

praktický. 
 

7.4 Historie aproximace obsahu kruhu a konstanty 𝝅 

V následující podkapitole budou ukázány počátky historie určení konstanty π a me-

tody, které dovedly tehdejší matematiky k její přibližné hodnotě. 
 

7.4.1 Aproximace obsahu kruhu obsahem obdélníku 
Nyní si ukážeme aproximaci obsahu kruhu, která již pracuje s konstantou π 

definovanou pomocí vztahu 7.3. Idea aproximace obsahu kruhu následujícím způsobem 

byla vyslovena jedním ze slavných řeckých matematiků – Archimédem. Byl to právě on, 

kdo rozdělil kruh o poloměru r na sudý počet shodných kruhových výsečí a ty 

“přeskládal vedle sebe“. Na obr. 7.5 je výsledek tohoto kroku pro 12 výsečí.  

 

Vzniklý útvar může být aproximován obdélníkem s délkami stran r a πr, jak je uvedeno 

na obr. 7.5. Čím vyšší je počet výsečí, na které je původní kruh rozdělen, tím je následná 

aproximace útvaru obdélníkem přesnější. Při přijetí této aproximace by měl obsah 

vzniklého obdélníku odpovídat obsahu kruhu, neboť vznikl přeskládáním jeho částí. 

Nyní vypočítáme obsah obdélníku a získáme tím známý vztah 𝑆 = 𝜋𝑟2. [7] 

 

 

Obr. 7.5 
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7.5.2 Aproximace konstanty  𝝅 v Babyloně 
Otázka výpočtu obsahu kruhu byla řešena již v Babyloně v době přibližně 2000 let před 

naším letopočtem. Tehdejší vztah pro výpočet obsahu kruhu S  byl: 

𝑆 =
25

8
𝑟2,  (7.4) 

 

kde r je poloměr kruhu. Tento vztah byl spolu s dalšími nalezen na tabulce ze starově-

kého Babylonu. Nyní si ukážeme odvození konstanty 
25

8
 pomocí jednoho z tvrzení, které 

bylo nalezeno na tabulce v Babyloně a je zde uvedeno jako historický poznatek. [2] 

 

HISTORICKÝ POZNATEK  

„Mějme pravidelný šestiúhelník a jemu 

kružnici opsanou, potom obvod 

šestiúhelníku je trojnásobně větší než 

průměr kružnice jemu opsané.“ 

 

Důkaz 

Z předchozích kapitol již víme, že je 

možné každý pravidelný šestiúhelník 

rozdělit na šest shodných rovno-

stranných trojúhelníků. Situace je 

znázorněna na obr. 7.6, kde je pro 

ilustraci sestrojen jeden z rovno-

stranných trojúhelníků - trojúhelník ABS.  

 

Z obr. 7.6 plyne, že obvod šestiúhelníku 𝑜 je třikrát větší než průměr 𝑑 kružnice jemu 

opsané, neboť obvod šestiúhelníku 𝑜 je šestkrát větší než poloměr 𝑟 kružnice opsané, 

tedy třikrát větší než průměr 𝑑 kružnice opsané. 

 

Nyní využijeme vztahu, který též pochází od Babyloňanů: „Poměr obvodu pravidelného 

šestiúhelníku ku obvodu kružnice opsané je 
36

602 +  
57

60
 .“ [1]  

 

Abychom mohli dokončit odvození konstanty 
25

8
 , využijeme definici π (vztah 7.3)            

a vyjádříme obvod o kruhu. V následujících vztazích využijeme označení pro obvod 

kruhu symbol 𝑜𝐾 , zatímco symbol 𝑜6 bude představovat obvod šestiúhelníku. 

𝜋 =  
𝑜𝐾

𝑑
 

𝑜𝐾 = 𝑑 ∙  𝜋 

 

Obr. 7.6 
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Nyní je vyjádřen obvod kruhu 𝑜𝐾 v závislosti na jeho průměru d. Využijeme již 

odvozeného vztahu pro obsah šestiúhelníku: 

𝑜6 = 3 ∙ 𝑑 

 

Nejprve dáme do poměru poměr obvodu šestiúhelníku 𝑜6 ku obvodu jemu opsané 

kružnici 𝑜𝑘 a následně za 𝑜6 i 𝑜𝑘 dosadíme z vztahů 𝑜𝐾 = 𝑑 ∙  𝜋 a 𝑜6 = 3 ∙ 𝑑. Výraz 

upravíme a získáme výraz  
3

𝜋
 :  

𝑜6

𝑜𝐾
=  

3 ∙ 𝑑

𝑑 ∙  𝜋
=  

3

𝜋
  

 

Nyní využijeme tvrzení, podle kterého je možné poměr obvodu pravidelného 

šestiúhelníku ku obvodu kružnice opsané vyjádřit výrazem 
36

602 +  
57

60
 . Tento výraz tedy 

odpovídá výrazu 
3

𝜋
 , který byl získán z původního výrazu 

𝑜6

𝑜𝑘
 pouze ekvivalentními 

úpravami. Odtud vyjádříme přibližnou hodnotu 𝜋: 

𝑜6

𝑜𝑘
≐

36

602
+ 

57

60
 

       
3

𝜋
≐

36 + 57 ∙ 60

602
 

     𝜋 ≐
25

8
= 3,125 

  

Tímto způsobem byla aproximována konstanta π v Babyloně. Egyptští matematici však 

došli ke konstantě mírně odlišné od 
25

8
.   

7.5.3 Konstanta ʌ ve starověkém Egyptě 
Jednou z prvních dochovaných zmínek o výpočtu obsahu kruhu je Rhindský papyrus       

z období 1788-1580 př. n. l. Je jedním z nejstarších dochovaných egyptských matema-

tických textů. Pro obsah S  kruhu o průměru d  je v něm zapsána následující poučka: 

„Čtverec o straně 8 jednotek má stejnou plochu jako kruh o průměru 9 jednotek.“ [1] 

 

Nyní si ukážeme, jaká byla přibližná hodnota 𝜋 ve starověkém Egyptě. Využijeme 

přitom nám známé vzorce pro výpočet obsahu S  čtverce a obsahu 𝑆𝐾 kruhu. S pomocí 

egyptské poučky získáme následující číselný vztah: 

𝑆 =  𝑆𝐾     

8 ∙ 8 =  𝜋 ∙ (
9

2
)

2

 

 

Úpravami získáme: 

𝜋 =
256

81
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V Rhindském papyru byla stanovena konstanta 𝜋 =
256

81
 , což přibližně odpovídá 

hodnotě 3,1605 . [1] 

 

V následující části si ukážeme další způsob, kterým je možné konstantu 𝜋 odvodit. 

Následující kapitola je velmi náročná a je určena výhradně studentům maturitního 

semináře z matematiky. 

7.5.3 Exhaustivní metoda 
Hlavní myšlenku aproximace obsahu kruhu přinesl řecký matematik Eudoxos z Knidu 

(asi 408 – 355 před n. l.), který tuto problematiku řešil tzv. exhaustivní metodou. 

Princip této metody spočívá v rozdělení kruhu na vzájemně nepřekrývající se 

trojúhelníky. Součet obsahů daných trojúhelníků je proto roven obsahu daného kruhu. 

Je nutné zmínit, že tato myšlenka byla již známa v Hippokratově době (460 př. n. l. – 

377 př. n. l.). 

 

Eudoxos vycházel z následujících zásadních předpokladů. Obsah útvaru vymezeného 

jednoduchou křivkou (kružnice, elipsa . . . ) je roven obsahu nějakého mnohoúhelníku. 

Platí následující vlastnosti: 

 

1. Je-li obrazec A obsažen v obrazci B, pak 

obsah obrazce A (značme dále 𝑆𝐴) je 

menší nebo roven obsahu obrazce B 

(značme dále 𝑆𝐵), tedy 𝑆𝐴 ≤ 𝑆𝐵.Této 

vlastnosti říkáme monotonie obsahu. 

(obr. 7.7) 
 

2. Je-li útvar C sjednocením 

nepřekrývajících se útvarů A a B, pak pro 

jejich obsahy platí:    𝑆𝐶 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵, kde 𝑆𝐶  

značí obsah útvaru C (obr. 7.8). Této 

vlastnosti říkáme aditivita obsahu. [11] 

 

My budeme též z těchto tvrzení vycházet, ale 

nyní budeme v Eudoxově myšlence 

pokračovat ve zjednodušené podobě. Eudoxos 

si uvědomoval, že obsah kruhu lze omezit 

pomocí obsahů dvou pravidelných 𝑛-

úhelníků. Jeden pravidelný 𝑛-úhelník je kruhu 

opsaný, pojmenujme jej O, druhý 𝑛-úhelník je 

kruhu vepsaný, pojmenujme jej V. Čím je 𝑛 větší, tím je rozdíl mezi obsahy pravidelných 

mnohoúhelníků O a V  menší. 

Obr. 7.8 

Obr 7.7 
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Již známe vztah pro výpočet 

kruhu 𝑆 = 𝜋𝑟2. Zvolme 

takové 𝑛, abychom mohli 

obsah 𝑛-úhelníků prohlásit za 

přibližně shodný s obsahem 

kruhu jemu opsaného či 

vepsaného. Díky této 

aproximaci budeme používat 

vztah 𝑆 = 𝜋𝑟2 i pro výpočet 

obsahu mnohoúhelníku. 

 

Pokud vypočítáme obsah 

opsaného mnohoúhelníku O    

a vydělíme jej druhou 

mocninou poloměru kruhu, 

získáme horní mez konstanty 

π. Pokud vypočítáme obsah 

vepsaného mnohoúhelníku V 

a vydělíme jej druhou 

mocninou poloměru kruhu, 

získáme dolní mez konstanty 

π. Získali jsme takto interval, 

ve kterém se π nachází.  

 

Nyní se zaměříme na tuto myšlenku podrobněji. V Eudoxově době byla konstrukce 

pravidelného mnohoúhelníku nelehkým úkolem. Zvolil tedy následující postup, který si 

ukážeme na konstrukci mnohoúhelníku V  vepsaného kruhu K: 

 

1) Sestrojíme čtverec ABCD a opíšeme mu kruh (obr. 7.10). 
 

2) Sestrojíme osy všech stran daného čtverce a průsečíky os stran s danou kružnicí 

vymezující kruh postupně označíme E, F, G, H. Tyto body spojíme s vrcholy čtverce 

tak, aby vznikl pravidelný osmiúhelník. Situace je znázorněna na obr. 7.10. 
 

 

3) Sestrojíme osu každé strany pravidelného osmiúhelníku a vzniklé průsečíky os 

stran s kružnicí opět spojíme tak, aby vznikl pravidelný šestnáctiúhelník. 
 

4) Druhý a třetí krok lze obdobným způsobem libovolněkrát opakovat. 

Obr. 7.9 
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Nyní se podíváme, jakým způsobem lze sestrojit pravidelný mnohoúhelník O opsaný 

kruhu K. Postup je následující: 

1) Sestrojíme čtverec ABCD a kruh K mu vepíšeme (obr. 7.11). (Uvědomte si, že 

tímto krokem získáme kruh a jemu opsaný čtverec). Střed kruhu označíme S.  
 

2) Spojíme všechny vrcholy se středem S čtverce ABCD. Těmto úsečkám budeme 

říkat spojnice. 
 

3) Průsečíky dané kružnice a spojnic pojmenujme E, F, G, H dle obr. 7.11. 

4) Každým bodem E, F, G, H vedeme kolmici ke spojnici. 
 

5) Průsečíky kolmic se stranami čtverce ABCD vytvoří pravidelný osmiúhelník stejně 

jako na obr. 7.11, kde je daný pravidelný osmiúhelník vyznačen zeleně. 
 

6) Druhý až pátý krok lze libovolněkrát opakovat. 

 

Získali jsme pravidelný mnohoúhelník, jehož obsah již pomocí vztahů z šesté kapitoly 

umíme vypočítat. Označme obsah mnohoúhelníku O jako 𝑆𝑂 a obsah mnohoúhelníku V 

jako 𝑆𝑉. Pro obsah S  kruhu platí: 

𝑆𝑉 < 𝑆 < 𝑆𝑂 
 

Toto tvrzení dokázal sám Eudoxos, na kterého později navázal Archimédés, který 

nezačínal aproximaci obsahu kruhu od čtverce, ale od pravidelného šestiúhelníku. Díky 

tomu již ve své době dokázal aproximovat obsah kruhu K  poměrně přesně pomocí 

pravidelných 96-tiúhelníků. Navíc již na začátku této kapitoly bylo uvedeno, že vztah 

pro výpočet kruhu je 𝑆 =  𝜋 ∙ 𝑟2. Pokud bychom se dívali například na 96-tiúhelník (či 

jiný pravidelný mnohoúhelník) z větší dálky, mohl by se nám jevit jako kruh o polo-

měru r. Tento poloměr přibližně odpovídá výšce pomocných trojúhelníků, na které lze 

oba mnohoúhelníky (opsaný i vepsaný danému kruhu) rozdělit podle návodu v šesté 

kapitole. Obsah obou mnohoúhelníků lze vypočítat bez jakékoli aproximace. Výšku 

           Obr. 7.10 Obr. 7.11 
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dílčích trojúhelníků v mnohoúhelníku O budeme značit symbolem 𝑣𝑂, v mnohoúhelníku 

V ji budeme značit 𝑣𝑉.  
 

Řekněme, že obsah 𝑆 kruhu K  se přibližně rovná obsahu 𝑆𝑉 mnohoúhelníku V. Za 

přijetí aproximace 𝑆 ≐ 𝑆𝑉  získáme 𝑆 ≐  𝜋∗ ∙ 𝑣𝑉
2, kde konstanta 𝜋∗ je přibližně rovna π. 

V tomto vztahu je jedinou neznámou 𝜋∗, jejíž přesnou hodnotu můžeme nyní pro 

zvolené 𝑛 vypočítat. 

 

Obdobně můžeme odhadnout konstantu π pomocí mnohoúhelníku O. Obsah 

mnohoúhelníku O  vypočítejme bez jakékoli aproximace dle šesté kapitoly. Za přijetí 

aproximace 𝑆 ≐ 𝑆𝑂  získáme 𝑆 ≐  𝜋´ ∙ (𝑣𝑂)2. V tomto vztahu je jedinou neznámou 𝜋´, 

jejíž přesnou hodnotu mohu nyní pro dané 𝑛 vypočítat. 

 

Připomeňme, že pro obsah 𝑆𝑉 mnohoúhelníku V  vepsaného kruhu K, obsah 𝑆 kruhu K    

a obsah 𝑆𝑂 mnohoúhelníku O  opsaného kruhu K platí: 

𝑆𝑉 < 𝑆 < 𝑆𝑂 

 

Po dosazení ze vztahů pro výpočet obsahu jednotlivých útvarů lze dosadit a upravit: 

 𝜋∗ ∙ 𝑟2 < 𝜋 ∙ 𝑟2 < 𝜋´ ∙ 𝑟2 

𝜋*< 𝜋 < 𝜋´ 

 

Názorněji si aplikujeme získané poznatky z teorie v následujícím úkolu. 

 

ÚKOL 7.2   

Do svého sešitu proveďte spolu se spolužákem výpočty pro aproximaci konstanty π. 

Použijte tabulku, kde sloupce jsou vyznačeny dvěma barvami, vyberte si jednu a 

příslušné sloupce vyplníte. Zbylé sloupce jsou pro Vašeho spolužáka. Veškeré výpočty 

provádějte pro kruh o poloměru 10 cm. Nezapomínejte črtat obrázky, aby Vám byl 

postup srozumitelný. Tabulku 7.2 si přepište a výsledky do ní zaznamenejte: 
 

Tab. 7.2 

n  5 6 10 36 64 96 

OBSAH  

N-ÚHELNÍKU OPSANÉHO 
      

VÝŠKA POMOCNÉHO TROJÚHEL-

NÍKU V N -ÚHELNÍKU OPSANÉM 
      

OBSAH  

N -ÚHELNÍKU VEPSANÉHO 
      

VÝŠKA POMOCNÉHO TROJÚHEL-

NÍKU V N -ÚHELNÍKU OPSANÉM 
      

HORNÍ ODHAD KONSTANTY 

π 
      

DOLNÍ ODHAD KONSTANTY 

π 
      

ROZDÍL HORNÍHO A 

DOLNÍHO ODHADU π 
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7.5  Věta o kruhu vepsaném a opsaném čtverci 

Mějme čtverec ABCD se středem S a o délce strany 𝑎. 

Nechť  𝑘 je kružnice opsaná čtverci ABCD a kružnice 

𝑙 je kružnice vepsaná danému čtverci, pak poměr 

obsahů kruhů 𝐾 ku L ohraničených kružnicemi 𝑘 a l 

je roven právě dvěma (obr.7.12). 

  

Důkaz 

Abychom mohli určit obsah kruhu, je nutné znát 

jeho poloměr 𝑟, respektive průměr 𝑑. Poloměr 𝑟 

vyjádříme v závislosti na délce strany čtverce 𝑎. 

Začneme s obsahem kruhu vepsaného čtverci. 

 

Nalezněme středy dvou protějších stran čtverce        

a postupně je označme 𝐸, 𝐹 (obr. 7.13). Pokud tyto 

body spojíme úsečkou, vidíme, že bod 𝑆 leží právě 

na této úsečce. Úsečka EF je průměrem daného 

vepsaného kruhu. Je zřejmé, že velikost úsečky EF 

je stejná jako velikost úsečky BC a AD, tedy 𝑎. Daný 

fakt můžeme zapsat pomocí následujících vztahů, 

které lze s využitím vztahu 𝑑 = 2 ∙ 𝑟 ,upravit: 

|𝐸𝐹| = 𝑎; |𝐸𝐹| = 𝑑 

𝑎 = 𝑑 

     𝑎 = 2 ∙ 𝑟 

 
𝑎

2
= 𝑟  

 

Získali jsme poloměr kruhu vepsaného čtverci ABCD. Obsah 𝑆𝐿 takového kruhu lze tedy 

vypočítat pomocí vztahu 𝑆𝐿 =  𝜋 ∙ 𝑟2, do kterého dosadíme za poloměr r výraz ze 

vztahu 𝑟 =
𝑎

2
 . Vztah pro poloměr kruhu vepsaného čtverci je: 

𝑆𝐿 =  𝜋 ∙
𝑎

4

2

 . 

 

Nyní si odvodíme vztah pro poloměr r´  kruhu opsaného čtverci. Využijeme předcho-

zího poznatku, že délka úsečky SF je 
𝑎

2
. Stejně tak je veliká i úsečka FD. Nyní využijeme 

pravoúhlého trojúhelníku SFD, ve kterém aplikujeme Pýthagorovu větu: 

|𝑆𝐹|2 + |𝐹𝐷|2 = |𝑆𝐷|2 

 

Známe velikost stran SF a FD, za jejich velikosti dosadíme a následně upravíme. 

Obr. 7.12 

Obr. 7.13 
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(
𝑎

2 
)

2

+ (
𝑎

2 
)

2

= |𝑆𝐷|2              

         
𝑎

2

2

= |𝑆𝐷|2 

      
𝑎

√2
= |𝑆𝐷| 

√2 ∙ 𝑎

2
= |𝑆𝐷| 

 

Jelikož úsečka SD spojuje střed kruhu K  s bodem kružnice vymezující daný kruh, je zá-

roveň velikost této úsečky též poloměrem r´  kruhu opsaného čtverci, který jsme hleda-

li. Můžeme zapsat 𝑟´ =
√2∙𝑎

2
. Dosadíme do vztahu pro výpočet obsahu kruhu a získáme: 

𝑆𝐾 =  𝜋 ∙ (
√2 ∙ 𝑎

2
)

2

 

 

Tento vztah lze upravit na následující tvar: 

𝑆𝐾 =  𝜋 ∙
𝑎2

2
 

 

Nyní jsme vyjádřili obsahy obou kruhů v závislosti na délce strany čtverce ABCD. 

Určíme poměr obsahů 
𝑆𝐾

𝑆𝐿
: 

𝑆𝐾

𝑆𝐿
=  

𝜋 ∙
𝑎2

2

𝜋 ∙
𝑎
4

2 =  
𝑎2

2
∙

4

𝑎2
= 2 

 

V prvním kroku jsme dosadili za 𝑆𝐾a 𝑆𝐿 ze vztahů, které jsme si dříve odvodili                  

a následně ekvivalentně upravili, čímž byla věta dokázána. 

 

ÚKOL 7.3 

Dokažte následující větu: Mějme čtverec, kterému 

je opsán kruh a tomuto kruhu je opsán čtverec 

(obr. 7.14). Potom platí, že obsah čtverce 

opsaného kruhu je vůči obsahu čtverce vepsaného 

kruhu dvojnásobný. 

 

ÚKOL 7.4  

Je dán pravidelný třistašedesátiúhelník s délkou 

strany 1 cm. Vypočítejte jeho obsah a porovnejte 

jej s obsahem kruhu opsaného tomuto mno-

hoúhelníku. O kolik procent je obsah kruhu větší 

než obsah mnohoúhelníku? Stejné porovnání Obr. 7.14 
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proveďte s obvodem obou útvarů. Výpočty provádějte s přesností na dvě desetinná 

místa centimetru. 

 

ÚKOL 7.5 

Určete, jakou část obsahu desky čtvercového stolu zakrývá kulatý ubrus, který se každé 

jeho strany dotýká pouze v jednom bodě. Výsledek uveďte ve tvaru poměru obsahu 

zakryté části stolu ku celkovému obsahu stolu.   
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8 Části kružnice a kruhu 
V této kapitole budeme vždy předpokládat zadaní velikosti úhlů ve stupních. 

8.1 Části kružnice 

 

 

Kružnicový oblouk je jednoznačně zadán poloměrem 𝑟 

kružnice, jejíž je součástí, středem kružnice 𝑆, a pří-

slušným středovým úhlem, ve kterém leží. 

 

Představme si, že bychom kružnici rozdělili na 360 stejně dlouhých úseků. Každému 

takovému úseku by příslušel středový úhel o velikosti 1˚. Získali bychom tak kružnicové 

oblouky příslušné středovému úhlu o velikosti 1˚, jejichž délka 𝑙´ odpovídá: 

𝑙´ =  2𝜋 ∙ 𝑟 ∙
1

360
 

 

Je zřejmé, že délka 𝑙  kružnicového oblouku ležícího na kružnici o poloměru r se 

středovým úhlem velikosti α je α-krát delší než délka kružnicového oblouku 𝑙´ ležícího 

na kružnici o poloměru r a se středovým úhlem velikosti 1˚. Platí: 

𝒍 = 𝜶 ∙ 𝒍´ =  𝟐𝝅 ∙ 𝒓 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
     

 

ÚKOL 8.1 

Jak se nazývá úsečka AB vzhledem k zadané kružnici (obr. 8.1)? Jaký by byl vztah mezi 

přímkou vedenou body A a B a danou kružnicí? Své tvrzení zdůvodněte. Načrtněte           

i další možné vzájemné polohy přímky a kružnice. 

 

Na obr. 8.1 je vyznačena kružnice 𝑘 se středem S o poloměru 𝑟 a její body 𝐴, 𝐵, 𝑋, 𝑌. 

S pomocí tohoto obrázku si nyní vysvětlíme následující pojmy: 
 

Dva různé body A a B rozdělují kružnici na dvě části, které se nazývají kružnicové 

oblouky. Označíme je AXB a AYB. Body A a B se nazývají krajní body kružnicového 

oblouku. Body X a Y nazýváme vnitřní body kružnicového oblouku. 
 

 

 

Obr. 8.1 

 

Úhel vymezený úsečkami AS, BS budeme nazývat 

středovým úhlem. Úhel 𝛼 nazýváme středovým úhel 

příslušným k oblouku AXB, zatímco úhel 𝛽 je 

středový úhel příslušný k oblouku AYB.  
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ÚKOL 8.2 

Jedním z často používaných odhadů konstanty 𝜋 je zlomek 
22

7
≐ 3,1429. Určete délku 

kružnicového oblouku zadaného kružnicí o poloměru r  a velikostí příslušného 

středového úhlu 𝛼, je-li dáno: 

a) 𝑟 = 14 cm, 𝛼 = 150˚ 

b)  𝑟 = 4,9 cm, 𝛼 = 54˚ 

c) 𝑟 = 5 cm, 𝛼 = 225˚ 
 

8.2 Části kruhu 

8.2.1 Základní pojmy 
V této podkapitole se seznámíme se čtyřmi rovinnými útvary, které vznikají průnikem 

kruhu a jiného rovinného útvaru.  

Jsou-li dány dva různé body 𝐴, 𝐵 na kružnici 𝑘 se středem 𝑆 a poloměrem 𝑟, pak 

úsečky AS, BS dělí kruh ohraničený kružnicí 𝑘 na dvě kruhové výseče (obr. 8.2        

a 8.3). 

 

 Kruhová úseč je část kruhu omezená kružnicovým obloukem AXB a úsečkou, která 

spojuje krajní body A, B  daného kružnicového oblouku (obr. 8.8 a 8.9). 

 

Kruhová úseč zadaná kružnicí 𝑘 o poloměru 𝑟 a s délkou oblouku 𝜋𝑟 se nazývá 

půlkruh. 

 

Obr. 8.2 Obr. 8.3 

Obr. 8.4 
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Pro zavedení další pojmů potřebujeme znát alespoň některé vzájemné polohy dvou 

kružnic (obr. 8.4). 

 

ÚKOL 8.3 

Podle kritérií v horním rámečku rozhodněte, jaká je vzájemná poloha dvou daných 

kružnic na obr. 8.4. U každého řešení určete i společné body.  

 

ÚKOL 8.4 

Určete vzájemnou polohu kružnic na obr. 8.5 vpravo a rozhodněte, zda uzavřená část 

roviny vymezená těmito kružnicemi je mezikruží. 

8.2.2 Kruhová výseč 
Kruhová výseč (obr. 8.2, obr. 8.3) je určena kruhem K, který je vymezen kružnicí k se 

středem 𝑆 o poloměru 𝑟, a dále velikostí středového úhlu α příslušného k danému 

kružnicovému oblouku kružnice 𝑘, kde  𝛼 𝜖 (0˚, 360˚). 

 

Obvod 𝑜 kruhové výseče se skládá z délky kružnicového oblouku a délek dvou úseček 

spojující krajní body kružnicového oblouku se středem S. Délka každé této úsečky 

Dvě kružnice se nazývají nesoustředné, pokud nemají společný střed S. 
 

Dvě kružnice se nazývají soustředné, pokud mají společný střed S. 
 

Dvě kružnice se nazývají totožné, pokud mají společný střed S  a shodný poloměr r. 

 

Uzavřená část roviny vymezena dvěma soustřednými kružnicemi různého 

poloměru se nazývá mezikruží (obr. 8.5 vlevo). 

 

Průnik mezikruží a nenulového úhlu 𝛼;  𝛼 𝜖 (0˚; 360˚), jehož vrchol je ve středu 

kružnic S, se nazývá výseč mezikruží (obr. 8.5 uprostřed). 

 

Obr. 8.5 
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odpovídá poloměru r  kružnice, který tento kruh určuje (obr. 8.6). Tyto informace lze 

shrnout do následujícího vztahu: 

𝒐 = 𝟐𝒓 + 𝟐 ∙ 𝝅 ∙ 𝒓 ∙
𝜶˚

𝟑𝟔𝟎˚
         

 

Již známe vztah pro výpočet obsahu kruhu 𝑆 =

 𝜋 ∙ 𝑟2. Představte si, že je kruh rozdělen na 360 

shodných kruhových výsečí. Velikost středového 

úhlu příslušného k danému oblouku v každé 

takové výseči V  je 1˚. Obsah 𝑆𝑉 takové výseče lze 

vypočítat: 

𝑆𝑉 =  𝜋 ∙ 𝑟2 ∙
1˚

360˚
 

 

Zvětšením délky kruhového oblouku α-krát dojde díky aditivitě obsahu i ke zvětšení 

obsahu 𝑆 kruhové výseče na α-násobek. Nově vzniklou kruhovou výseč je možné 

rozdělit na α nepřekrývajících se původních výsečí, a proto platí: 

    𝑺 = 𝜶 ∙ 𝑺𝑽 = 𝝅 ∙ 𝒓𝟐 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
.        

 
 

PŘÍKLAD 8.1 

Určete poměr obsahu kruhové výseče ku obsahu čtverce s délkou strany 𝑎 podle        

obr. 8.7 dole. Svůj výsledek porovnejte s výsledkem úkolu 7.5 (obr. 8.7 nahoře). 

 

Řešení 

Nejprve označíme obsah kruhové výseče jako 𝑆𝑉 a obsah čtverce jako S. Napíšeme 

vztahy pro jejich obsahy: 

 

𝑆𝑉 =  𝜋 ∙ 𝑎2 ∙
90˚

360˚
 

𝑆 = 𝑎2               . 

 

Odtud získáme: 

  𝑆𝑉

𝑆
=  

𝜋∙𝑎2∙
1

4

𝑎2
 

𝑆𝑉

𝑆
=  

𝜋

4
      . 

 

Poměr obsahu kruhové výseče ku obsahu čtverce je 
𝜋

4
 . 

Výsledek je shodný s výsledkem úlohy 7.5, neboť vhodným 

přeskládáním čtyř obrázků 8.7 dole, bychom získali zvětšený 

obraz zadání úkolu 7.5 (obr. 8.7. nahoře). 

Obr. 8.6 

                        Obr. 8.7 
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ÚKOL 8.5 

S přesností na setiny centimetru vypočítejte obvod a obsah kruhové výseče, která je 

částí kruhu o poloměru r  a jejíž středový úhel je α, je-li dáno: 

a) 𝑟 = 10,00 cm, α = 36˚47´ 

b) 𝑟 = 8,30 cm, α = 222˚22´ 

c) 𝑟 = 2,72 cm, α = 45˚ 

d) Velikost středového úhlu ve stupních se číselně rovná 100násobku poloměru r 

uváděného v centimetrech. 
 

ÚKOL 8.6 

Jak se změní obsah kruhové výseče, která je částí kruhu o poloměru r, vymezené 

kružnicovým obloukem příslušným středovému úhlu α, pokud: 

a) Zvětšíme středový úhel α  o polovinu. 

b) Zvětšíme poloměr r  na trojnásobek. 

c) Zmenšíme poloměr r  o třetinu. 

d) Zmenšíme dvojnásobek poloměru r  o třetinu původní délky. 

e) Zvětšíme středový úhel α  o 25 % a zároveň zmenšíme poloměr r  o čtvrtinu. 
 

ÚKOL 8.7 

Ve třech stáncích prodávají různě veliké pizzy. Cena za kousek pizzy je však vždy stejná 

u všech stánků. První pekař dělí pizzu o poloměru 32 cm na čtyři stejné díly, druhý dělí 

pizzu o poloměru 38 cm na šest stejných dílů a poslední dělí pizzu o poloměru 45 cm na 

osm stejných dílů. Kde je pizza nejlevnější?  

8.2.3 Kruhová úseč 
Kruhová úseč je část kruhu určena kružnicovým 

obloukem AXB ležící na kružnici k s poloměrem 𝑟 a 

středem 𝑆 a úsečkou AB (obr. 8.8). Středový úhel 𝛼 

příslušný kružnicovému oblouku ADB  je vyznačen na 

obr. 8.8 a obr. 8.9. 

 

Obvod kruhové úseče je určen délkou kružnicového 

oblouku AXB a délkou úsečky AB. Pro názornost bude 

odvozen vztah zvlášť pro středový úhel 

𝛼, kde 𝛼 𝜖 (0˚; 180˚), 𝛼 = 180˚ a 𝛼 𝜖 (180˚, 360˚). 

 

Předpokládejme, že příslušný středový úhel 𝜶 𝝐 (𝟎˚; 𝟏𝟖𝟎˚). Na obr. 8.8 je ilustrován 

rovnoramenný trojúhelník ABS. Bod C je středem úsečky AB, protože bod C je patou 

výšky k základně BC rovnoramenného trojúhelníku. Uvědomme si, že úsečka SC půlí 

úhel 𝛼. Velikost úsečky AB lze vypočítat s využitím goniometrických funkcí v pravo-

úhlém trojúhelníku SCA:  

Obr. 8.8 
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sin
𝛼

2
=  

|𝐴𝐶|

|𝐴𝑆|
 

sin
𝛼

2
=  

|𝐴𝐶|

𝑟
 

       |𝐴𝐶| =  𝑟 ∙ sin
𝛼

2
 

 

Velikost úsečky AB   (značíme 𝑎) je vůči velikosti úsečky AC  dvojnásobná, platí: 

|𝐴𝐵| = 𝑎 = 2 𝑟 ∙ sin
𝛼

2
= 2 𝑟 ∙ sin𝛽  

 

Obvod kruhové úseče se skládá z úsečky AB a kružnicového oblouku, jehož délku 𝑙 lze 

vypočítat z dříve odvozeného vztahu: 

𝑙 =  2𝜋 ∙ 𝑟 ∙
𝛼

360˚
 

 

Pro kruhovou úseč (obr. 8.8) určenou kružnicovým obloukem o poloměru 𝑟 a s pří-

slušným středovým úhlem α,  𝛼 𝜖 (0˚; 180˚), platí následující vztah: 

                                            𝒐 = 𝟐 ∙ 𝒓 ∙ (𝝅 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
+ 𝐬𝐢𝐧 (

𝜶

𝟐
)) 

 

Obsah S kruhové úseče určené kruhem o poloměru 𝑟 a s příslušným středovým úhlem 

α,  𝛼 𝜖 (0˚; 180˚) lze určit s využitím vlastností obsahu a již odvozených vztahů pro 

obsah 𝑆𝑉 kruhové výseče a vztahu pro výpočet obsahu 𝑆𝑇  rovnoramenného 

trojúhelníku o straně délky 𝑎 a k ní příslušné výšce 𝑣𝑎: 

𝑆𝑇 =  𝑎 ∙
𝑣𝑎

2
             

𝑆𝑉 =  𝜋 ∙ 𝑟2 ∙
𝛼

360˚
 

 

Obsah S kruhové úseče lze určit jako obsah kruhové výseče ABS zmenšený o obsah 

trojúhelníku ABS, tedy 

𝑺 = 𝑺𝑽 − 𝑺𝑻 = 𝝅 ∙ 𝒓𝟐 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
−  

𝒂 ∙ 𝒗𝒂

𝟐
 

kde 𝑎 = 2 𝑟 ∙ sin
𝛼

2
 . 

 

V případě, že je středový úhel dané kruhové úseče velikosti 𝜶 = 180˚, jedná se                 

o půlkruh. Obvod půlkruhu se skládá z dvou úseček o velikosti r a poloviny délky 

kružnice. Obvod půlkruhu lze vypočítat: 

𝒐 = 𝟐𝒓 +  𝝅𝒓 
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Obsah půlkruhu je vůči obsahu kruhu poloviční, tudíž platí: 

𝑺 =  
𝝅 ∙ 𝒓𝟐

𝟐
 

 

Předpokládejme, že velikost středového úhlu příslušného ke kružnicovému oblouku 

dané kruhové výseče α leží na intervalu (𝟏𝟖𝟎˚, 𝟑𝟔𝟎˚). Na obr. 8.9. je ilustrován rovno-

ramenný trojúhelník ABS. Bod C je středem úsečky AB, protože bod C je patou výšky 

k základně BC rovnoramenného trojúhelníku. Uvědomme si, že úsečka SC půlí 

doplňkový úhel k úhlu 𝛼. Tento doplňkový úhel má velikost 2β, neboli 360˚ −  𝛼. 

Velikost úsečky AB (obr. 8.9) lze vypočítat s využitím goniometrických funkcí v 

pravoúhlém trojúhelníku SCA:  

sin
360˚ − 𝛼

2
=  

|𝐴𝐶|

|𝐴𝑆|
    

sin
360˚ − 𝛼

2
=  

|𝐴𝐶|

𝑟
    

                                |𝐴𝐶| =  𝑟 ∙ sin
360˚−𝛼

2
 

 

Velikost úsečky AB (značíme 𝑎) je vůči velikosti úseč-

ky AC  dvojnásobná, platí: 

 |𝐴𝐵| = 𝑎 =  2𝑟 ∙ sin
360˚−𝛼

2
 

 

Obvod kruhové úseče se skládá z úsečky AB a kružnicového oblouku, jehož délku 𝑙 lze 

vypočítat z dříve odvozeného vztahu: 

                                                                   𝑙 =  2𝜋 ∙ 𝑟 ∙
𝛼

360˚
 

 

Pro kruhovou úseč (obr. 8.9) určenou kruhem o poloměru 𝑟 a středovým úhlem α 

příslušného danému oblouku,  𝛼 𝜖 (180˚, 360˚), platí následující vztah: 

                                            𝒐 = 𝟐 ∙ 𝒓 ∙ (𝝅 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
+ 𝐬𝐢𝐧 (

𝟑𝟔𝟎˚ − 𝜶

𝟐
)) 

 

Obsah S kruhové úseče určené kruhem o poloměru 𝑟 a s příslušným středovým úhlem 

α,  𝛼 𝜖 (180˚, 360˚) lze určit s využitím obecných vlastností obsahu a již odvozených 

vztahů pro obsahu 𝑆𝑉 kruhové výseče a vztahu pro výpočet obsahu 𝑆𝑇  trojúhelníku        

o straně délky 𝑎 a k ní příslušné výšce 𝑣𝑎: 

 

 𝑆𝑇 =  𝑎 ∙
𝑣𝑎

2
     

         𝑆𝑉 =  𝜋 ∙ 𝑟2 ∙
𝛼

360˚
 

Obr. 8.9 
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Obsah S kruhové úseče lze určit jako obsah kruhové výseče ABS zvětšený o obsah 

trojúhelníku ABS, tedy: 

𝑺 = 𝑺𝑽 + 𝑺𝑻 = 𝝅 ∙ 𝒓𝟐 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
+  

𝒂 ∙ 𝒗𝒂

𝟐
 

kde 𝑎 = 2𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛
360˚−𝛼

2
. 

       

PŘÍKLAD 8.2 

Kolikrát se zvětší obsah kruhové úseče, která je vymezena kruhem o poloměru r             

a středovým úhlem α příslušného k danému oblouku, pokud: 

a) Zvětšíme poloměr 𝑟 na trojnásobek. 

b) Zmenšíme poloměr 𝑟 o dvě pětiny. 

c) Zvětšíme poloměr 𝑟 o čtvrtinu a následně zmenšíme na 68 %. 

d) Zmenšíme poloměr 𝑟 o tři desetiny a následně zvětšíme o polovinu. 

Velikost příslušného středového úhlu α je konstantní (neměnná).  

 

Řešení 

Všechny části tohoto příkladu se řeší podobně a z toho důvodu zde bude ukázkově 

vyřešena pouze část c). 

 

Označme si původní poloměr kruhu vymezující kruhovou úseč jako 𝑟, poloměr po 

zvětšení jako r´ a poloměr po následném zmenšení rozměrů jako r´´. Ze zadání plynou 

následující vztahy: 

𝑟´ = 1,25𝑟 

𝑟´´ = 0,68𝑟´ 

 

Do druhé rovnice dosadíme za 𝑟´ z první rovnice. Získáme: 

𝑟´´ = 1,25 ∙ 0,68𝑟 

𝑟´´ = 0,85𝑟           . 

 

S pomocí obr. 8.8 a s využitím zavedeného značení odvodíme následující vztahy: 

𝑎 = 2𝑟 ∙ sin (
𝛼

2
)  

𝑣𝑎 = 𝑟 ∙ cos (
𝛼

2
)    . 

Příklad je dále řešen pouze pro případ 𝛼 < 180˚, obdobně bychom mohli provést 

výpočet pro 𝛼 ≥ 180˚, přičemž bychom dospěli ke stejnému výsledku. Dosadíme do 

vztahu pro výpočet obsahu kruhové úseče a upravíme. 

𝑆 =  𝜋 ∙ 𝑟2 ∙
𝛼

360˚
− 𝑟2 ∙ sin (

𝛼

2
) ∙ cos (

𝛼

2
) 

𝑆 =  𝑟2 ∙ {𝜋
𝛼

360˚
− sin (

𝛼

2
) ∙ cos (

𝛼

2
)}     . 
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Takto jsme odvodili vztah pro obsah kruhové úseče určené kruhem o poloměru 𝑟 

a příslušným středovým úhlem 𝛼. Pro obsah S´´ výsledné kruhové úseče určené 

kružnicí o poloměru 𝑟´´  platí tento vztah: 

𝑆´´ =  (𝑟´´)2 ∙ {𝜋
𝛼

360˚
− sin (

𝛼

2
) ∙ cos (

𝛼

2
)} 

 

Díky získaným vztahům lze nyní dát do poměru S´´ a S. 

𝑆´´

𝑆
=  

(𝑟´´)2 ∙ {𝜋
𝛼

360˚
− sin (

𝛼
2

) ∙ cos (
𝛼
2

)}

𝑟2 ∙ {𝜋
𝛼

360˚
− sin (

𝛼
2

) ∙ cos (
𝛼
2

)}
 

 

Upravíme a ze vztahu 𝑟´´ = 0,85 𝑟 dosadíme za r´´. Získáme: 

𝑆´´

𝑆
=

289

400
= 0,722 5 

 

Obsah výsledné kruhové úseče je 0,7225násobkem obsahu původní kruhové úseče. 

 

ÚKOL 8.8 

Vypočítejte obvod a obsah kruhové úseče, která je vymezena v kružnici 𝑘 kružnicovým 

obloukem o poloměru r  se středovým úhlem velikosti α, je-li dáno: 

a) 𝑟 = 6,9 cm, α = 79˚ 5´ 

b) 𝑟 = 1,5 dm, α = 211˚49´ 
 

Poznámka: Při řešení tohoto úkolu počítejte s přibližnou hodnotou π ≐ 3,14                       

a s přesností na milimetry, resp. milimetry čtverečné. 

 

ÚKOL 8.9 

Je dán kruh, do něhož je vepsán pravidelný pětiúhelník. Určete obsah pětiúhelníku, 

jestliže víte, že obsah jedné kruhové úseče vymezené stranou pětiúhelníku a kružnicí 

určující kruh je 78,00 cm2. Výsledek určete s přesností na dvě desetinná místa 

centimetru. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



71 
 

 

8.2.4 Mezikruží 

Obvod mezikruží (obr. 8.10) je tvořen obvody 

dvou kružnic o poloměrech 𝑟 a 𝑅; 𝑟 < 𝑅. Z toho 

důvodu lze obvod mezikruží vypočítat pomocí 

následujícího vztahu: 

𝒐 = 𝟐𝝅𝒓 + 𝟐𝝅𝑹 = 𝟐𝝅 (𝒓 + 𝑹) 
 

 

Obsah S mezikruží lze vypočítat jako rozdíl obsahů kruhů vymezených danými 

kružnicemi mezikruží, tedy: 

𝑺 =  𝝅𝑹𝟐 − 𝝅𝒓𝟐 =  𝝅(𝑹𝟐 − 𝒓𝟐) 

 

PŘÍKLAD 8.3 

Jsou dány dvě soustředné kružnice 𝑘 a 𝑙 o poloměrech r a R; 𝑟 ≤ 𝑅. Kruh K je vymezen 

kružnicí 𝑘, kruh L je vymezen kružnicí 𝑙. Určete poměr poloměrů 
𝑅

𝑟
 tak, aby obsah 

mezikruží vymezeného danými kružnicemi byl poloviční vzhledem k obsahu: 

a) kruhu o poloměru 𝑟 

b) kruhu o poloměru 𝑅 

 c) devíti kruhů o poloměru 𝑟 

 

Řešení 

Vzhledem k analogickému řešení jednotlivých částí úlohy bude vyřešena pouze první 

část. Využijeme vztahy pro výpočet obsahu 𝑆𝐾 kruhu o poloměru 𝑟 a obsahu 𝑆𝑀 daného 

mezikruží, které zní: 

𝑆𝐾 =  𝜋𝑟2 

                𝑆𝑀 = 𝜋 ∙ (𝑅2 − 𝑟2) 

 

Ze zadání plyne následující vztah: 

𝑆𝐾 =  2𝑆𝑀 

 

Dosadíme za obsahy jednotlivých obrazců a vyjádříme poměr 
𝑅

𝑟
: 

                   𝜋𝑟2 = 2𝜋 ∙ (𝑅2 − 𝑟2) 

3𝜋𝑟2 = 2𝜋𝑅2 

     1,5 =
𝑅2

𝑟2
 

Obr. 8.10 

Mezikruží je část roviny, která je vymezena 

dvojicí soustředných kružnic s různými 

poloměry r  a R, kde 𝑟 < 𝑅. 



72 
 

 

 √1,5 =  
𝑅

𝑟
 

Poměr poloměrů 
𝑅

𝑟
 kružnic vymezující mezikruží je √1,5. 

 

ÚKOL 8.10 

Určete, kolik procent surovin (kromě těsta) ušetří výrobce pizzy, pokud zvětší její okraj 

z 1 cm na 17 mm. Průměr kruhové pizzy je 30 cm. Předpokládejte, že suroviny jsou na 

vnitřní oblasti výrobku rozmístěny rovnoměrně. 

 

 

ÚKOL 8.11 

Na pouti se mohou malé děti svézt vláčkem, který jezdí po 

trase ve tvaru kružnice. Délka trasy je přibližně 28 metrů. 

Rozchod kolejnic je 55 cm. Určete délku obou kolejnic, které 

trať tvoří.  
 

Nápověda: Na obr 8.11 jsou černě zakresleny kolejnice               

a modře je zakreslena naměřená délka trasy. 

 

ÚKOL 8.12 

Koláč ve tvaru kruhu o průměru 11 cm má centimetrový okraj. Urči, kolik procent 

z celkového povrchu koláče zabírá náplň. 

 

8.2.5 Výseč mezikruží 

Na obr. 8.12 je vyznačen středový úhel α příslušný 

oblouku AXB, kde X je libovolný bod z “modré části 

kružnicového oblouku“ s krajními body A a B. 

 

Obvod výseče mezikruží je tvořen délkami dvou kružnicových oblouků a délkami dvou 

úseček délky 𝑅 − 𝑟;  𝑟 < 𝑅 (obr. 8.12). Délku 𝑙 kružnicového oblouku ležícího na 

kružnici o poloměru 𝑟 a příslušným středovým úhlem 𝛼 lze určit pomocí vztahu: 

𝑙 =  2𝜋 ∙ 𝑟 ∙
𝛼

360˚
 

Obr. 8.12 

Obr 8.11 

Výseč mezikruží je část roviny, která je vymezena 

dvěma různými polopřímkami se společným 

počátkem S a dvojicí soustředných kružnic se 

středem S  a různými poloměry r  a R.  
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Obdobným způsobem lze určit o délku kružnicového oblouku o poloměru 𝑅. Celkový 

obvod 𝑜 výseče mezikruží tak lze určit jako součet délek dvou kružnicových oblouků a 

dvou úseček délky 𝑅 − 𝑟 , tedy: 

𝒐 = 𝟐𝝅𝒓 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
+ 𝟐𝝅𝑹 ∙

𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
+  𝟐(𝑹 − 𝒓) 

 

Než uvedeme vztah pro výpočet obsahu výseče mezikruží, připomeňme si vztah pro 

výpočet obsahu kruhové výseče určené kruhem o poloměru 𝑟 a středovým úhlem 𝛼 : 

𝑆 = 𝜋 ∙ 𝑟2 ∙
𝛼

360˚
.        

 

Obsah mezikruží S  můžeme určit jako rozdíl obsahů dvou kruhových výsečí určených 

kruhy o poloměrech r  a R ; 𝑟 < 𝑅 (obr. 8.12) tedy: 

𝑆 = 𝜋 ∙ 𝑅2 ∙
𝛼

360˚
−  𝜋 ∙ 𝑟2 ∙

𝛼

360˚
. 

 

Lze upravit na následující tvar: 

𝑺 = 𝝅 ∙
𝜶

𝟑𝟔𝟎˚
(𝑹𝟐 − 𝒓𝟐) 

 

PŘÍKLAD 8.5 

Určete, kolikrát se změní obsah výseče mezikruží, pokud změníme pouze následující 

parametry: 

a) Zmenšíme středový úhel příslušný kruhovým obloukům určujících výseč mezikruží         

o třetinu. 

b) Poloměry obou kružnic vymezující výseč mezikruží zvětšíme třikrát. 

c) Zvětšíme středový úhel příslušný kruhovým obloukům určujících výseč mezikruží            

o pětinu, poloměr “menší“ z kružnic vymezující výseč mezikruží zmenšíme o třetinu        

a poloměr druhé z kružnic zmenšíme na polovinu a vzápětí zvětšíme o pětinu. Úlohu 

vyřešte se zaokrouhlením a dvě desetinná místa i pro speciální případ 𝑅 =  3𝑟. 

 

 

Řešení 

Vzhledem k rozsáhlosti příkladu bude ukázáno řešení pouze části c). Označme 

poloměry kružnic vymezující daný obrazec r a R; 𝑟 ≤ 𝑅. Původní obsah výseče 

mezikruží je: 

𝑆 =  
𝛼

360˚
∙ 𝜋 ∙ (𝑅2 − 𝑟2) 

 

Ze zadání určíme parametry (α´, r´, R´) nové výseče mezikruží. 

𝛼´ =  1,2𝛼 



74 
 

 

𝑟´ =
2

3
𝑟 

𝑅´ = 0,5𝑅 ∙ 1,2 = 0,6𝑅  

 

Zapíšeme vztah pro výpočet obsahu S´ nové výseče mezikruží: 

𝑆´ =  
𝛼´

360˚
∙ 𝜋 ∙ (𝑅´2 − 𝑟´2) 

 

Dosadíme za parametry (α´, r´, R´) nové výseče mezikruží: 

𝑆´ =  
1,2𝛼

360˚
∙ 𝜋 ∙ [(0,6𝑅)2 − (

2

3
𝑟)

2

] 

 

Určíme poměr  
𝑆´

𝑆
 a upravíme: 

𝑆´

𝑆
=  

1,2𝛼
360˚

∙ 𝜋 ∙ [(0,6𝑅)2 − (
2
3 𝑟)

2

]

𝛼

360̊
∙ 𝜋 ∙ (𝑅2 − 𝑟2)

 

𝑆´

𝑆
=  

1,2 ∙ [(0,6𝑅)2 − (
2
3 𝑟)

2

]

(𝑅2 − 𝑟2)
 

Ve speciálním případě s využitím vztahu 𝑅 =  3𝑟 získáme: 

𝑆´

𝑆
≐ 0,42 

 

Obsah vzniklé výseče mezikruží je oproti obsahu původní výseče v poměru 

1,2∙[(0,6𝑅)2−(
2

3
𝑟)

2
]

(𝑅2−𝑟2)
, ve speciálním případě je obsah vzniklé výseče mezikruží 0,42násob-

kem obsahu původní výseče mezikruží.  

 

ÚKOL 8.13 

Na kruhovém víčku tuňákové konzervy o průměru 8,5 cm je po obvodu do půlkruhu 

uveden název výrobku písmeny velikosti 11 mm. Určete, kolik procent z celkového 

povrchu víčka zabírá pruh s názvem výrobku. 

 

ÚKOL 8.14 

Petr si vyrobil kruhový terč na střílení šipek (obr. 8.13). Je na něm zakresleno pět 

soustředných kružnic o poloměrech 1, 7, 8, 14 a 15 cm a deset přímek procházejících 

středem terče tak, že jej dělí na 20 shodných kruhových výsečí. Ke každé kruhové 

výseči je přiřazeno jedno číslo od 1 do 20, které označuje počet bodů, které hráč získá 

při zásahu daného pole.  
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Zasáhne-li hráč oblast, která je vzdálená od středu do 1 cm, získá 100 bodů bez ohledu 

na to, kterou kruhovou výseč zasáhl. Zasáhne-li terč ve vzdálenosti 7 až 8 centimetrů od 

středu, ztrojnásobí se hráči počet získaných bodů. Zasáhne-li terč ve vzdálenosti 14 až 

15 centimetrů od středu, zdvojnásobí se hráči počet získaných bodů. Předpokládejte, že 

hráči se vždy trefí do terče a šance na zásah každého místa v terči je stejná. Určete 

pravděpodobnost, že hráč jediným hodem šipky získá: 

a) 100 bodů 

b) 40 bodů 

c) 10 bodů 

d) 6 bodů 
 

Nápověda: Pravděpodobnost, že hráč získá příslušný počet bodů, se v tomto případě 

určí jako podíl obsahu útvaru, který lze zasáhnout pro získání potřebného počtu bodů   

a celkového obsahu terče. 

 
Obr. 8.13 
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9 Složené obrazce 
V této kapitole se budeme zabývat obsahy a obvody složených obrazců. Na základě 

vlastností obsahu uvedených v první kapitole budeme nyní řešit úlohy, ve kterých 

budou využívány i další vztahy z předchozích kapitol. Též budeme využívat základních 

středoškolských pojmů, které je možno dohledat v příslušných učebnicích. [4][9][10] 

 

ÚKOL 9.1 

V městském parku byly vybudovány okrasné záhonky ve 

tvaru kruhu. Každý záhon byl rozdělen do 4 oblastí dle obr. 

9.1. V oblasti č.1 byly vysázeny denivky, v oblasti č.2 astry, 

v oblasti č.3 petúnie a v poslední oblasti byly vysazeny 

afrikány.  Průměr záhonu je 4 metry a hranice jednotlivých 

oblastí tvoří soustředné kružnice s průměry 1 m, 2 m, 3 m   

a 4 m. Určete náklady na osazení pěti okrasných záhonů. 

Cena za hodinu práce je 170 Kč. Náklady jsou zaznamenány 

v tabulce 9.1. S přesností na stokoruny určete celkové 

náklady. 

 

Tab. 9.1 

Květina Cena za rostliny na 1 𝐦𝟐 Čas za osázení 1 𝐦𝟐 záhonu 

Denivka 320 Kč 40 minut 

Astry 750 Kč 50 minut 

Petúnie 650 Kč 60 minut 

Afrikány 210 Kč 30 minut 

 

 

ÚKOL 9.2 

Na obr. 9.2 jsou dopravní značky. Určete přibližné procentuální zastoupení jednotlivých 

barev na každé značce. Potřebné údaje naměřte na obrázku. 

 

 

 

Obr. 9.2 

Obr. 9.1 
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ÚKOL 9.3 

S pomocí obr. 9.3 nalezněte vztah pro výpočet obvodu a obsahu daného obrazce, jehož 

hranice je tvořena pouze částmi kružnic. 

 

 

ÚKOL 9.4 

Pepík byl na matematické olympiádě a snaží se vybavit si údaje, aby mohl jeden 

z příkladů zadat svým spolužákům. Cílem je určit vztah pro výpočet obvodu a obsahu 

obrazce na obr. 9.4. Zapamatoval si pouze následující údaje. Nejdelší možné úsečky 

vedené obrazcem mezi dvěma vrcholy jsou 12,1 m a 10,23 m dlouhé, nejkratší úsečka 

spojující nesousední vrcholy je 5 m dlouhá. Dále si Pepík zapamatoval i velikosti 

vnitřních úhlů, které jsou zakresleny na obr. 9.4. Výsledky uveďte s přesností na jedno 

desetinné místo metru. 

 

ÚKOL 9.5 

Vypočítejte obvod uzavřeného nekonvexního rovinného útvaru, který je na obr. 9.5 

zeleně ohraničen. S přesností na desetinu procenta určete, jakou část obsahu daného 

rovnostranného trojúhelníku tvoří obsah zeleně vyznačeného rovinného útvaru. 
 

Nápověda: Průsečíkem všech “zelených“ oblouků na obr. 9.5. je těžiště T daného 

trojúhelníku. 

 

ÚKOL 9.6 

S pomocí obr. 9.6 nalezněte společný vztah pro výpočet obsahu všech zadaných 

obrazců.  

 
Obr. 9.6 

Obr. 9.3 Obr. 9.4                                            Obr. 9.5 
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Nápověda: Spojením černě zvýrazněných vrcholů bychom získali pravidelný 

mnohoúhelník s délkou strany 𝑎. 

 

ÚKOL 9.7 

Určete poměr mezi obsahem kruhu vepsaného a obsahem kruhu opsaného pravidelné-

mu šestiúhelníku o straně 𝑎. 

ÚKOL 9.8 

S pomocí obr. 9.7 nalezněte společný vztah pro výpočet obvodu a obsahu všech daných 

obrazců.  
 

Nápověda: Středy kružnic zakreslené na obr. 9.7 tvoří vrcholy pravidelného mnoho-

úhelníku s délkou strany 𝑎. 

 

ÚKOL 9.9 

Určete poměr mezi obsahem kružnice vepsané a obsahem kružnice opsané 

pravidelnému devítiúhelníku. Výsledek porovnejte s výsledkem úkolu 9.7. 

 

ÚKOL 9.10 

Dokažte následující tvrzení: 

V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým 

úhlem při vrcholu C (obr. 9.8) platí, že součet obsahů 

půlkruhů sestrojených nad odvěsnami trojúhelníku 

(zvýrazněny na obr. 9.8 modře) je roven obsahu 

půlkruhu sestrojeného nad přeponou (zvýrazněn na 

obr. 9.8 zeleně).  
 

Nápověda: V pravoúhlém trojúhelníku platí Pýtha-

gorova věta. Nejprve vyjádřete dokazované tvrzení 

formou vzorce. 

 

Zajímavost 

Předchozí tvrzení je speciálním případem zobecněné Pýthagorovy věty. Obdobné 

tvrzení lze vyslovit pro libovolný daný rovinný útvar sestrojený nad stranami 

Obr. 9.7 

Obr. 9.8 
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pravoúhlého trojúhelníku. Nutnou podmínkou je vzájemná podobnost sestrojených 

obrazců nad stranami trojúhelníku.  

 

ÚKOL 9.11 

Dokažte následující tvrzení: V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC s pravým úhlem 

při vrcholu C (obr 9.9) platí, že součet obsahů pravidelného sedmiúhelníku 

sestrojených nad odvěsnami trojúhelníku je roven obsahu pravidelného sedmiúhelníku 

sestrojeného nad odvěsnou.  

 

ÚKOL 9.12 

Dokažte libovolný případ zobecněné Pýthagorovy věty, který nebyl v předchozích 

úkolech ukázán. 

 

ÚKOL 9.13 

Je dána posloupnost soustředných kružnic 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, … na obr. 9.10. Zapište zápisem 

pro 𝑛-tý člen posloupnost poloměrů těchto kružnic tak, aby obsahy uzavřených oblastí 

1, 2, 3… byly shodné. 

 

 

 

 

  

Obr. 9.9 Obr. 9.10 
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ÚKOL 9.14 

V závislosti na délce strany nekonvexního mnohoúhelníku na obr. 9.11 určete vztah pro 

výpočet obvodu a obsahu tohoto rovinného útvaru. 
 

Nápověda: Je možné sestrojit dvě kružnice, které budou procházet právě šesti vrcholy 

daného útvaru. 

 

ÚKOL 9.15 

Určete vztah pro výpočet obvodu a obsahu rovinného útvaru vymezeného uzavřenou 

modrou čarou na obr 9.12. Všechny kružnice a její části mají stejný poloměr 𝑟. 

  

Obr. 9.11 Obr. 9.12 
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10 Výsledky úloh 

KAPITOLA 1 

1. Úloha má nekonečně mnoho řešení. 

2. Kružnice, modro-zelená kruhový výseč a hnědý sedmiúhelník jsou nekonvexní 

rovinné útvary. Ostatní rovinné útvary jsou konvexní. 

3. K = konvexní, N = nekonvexní, NR = nelze jednoznačně rozhodnout 

a) K b) K c) NR 

d) K e) K f) K 

g) K h) N i) K 

j) K k) NR l) NR 

m) K n) N o) K 

p) K r) K q) NR 

s) NR t) K  

 

4. Řešení závisí a konkrétní volbě zahrady. 

5. a) 263 mm                         b) 284 mm 

6. a) 382 mm                         b) 319 mm 

7. Uvedený vztah je platný. 

8. Obrazce mají obsah 14,5 (první řádek vlevo); 11,5(první řádek uprostřed); 4 (první 

řádek vpravo); 4(druhý řádek vlevo); a 15 j2(druhý řádek vpravo). 

 

KAPITOLA 2 

1.  Zadaný mnohoúhelník má 8 vrcholů. 

2. Délka strany čtverce 𝑔 =  √
𝑏

𝑎
∙ (𝑎2 + 𝑏2).   

3. a) Pýthagorova věta – např. trojúhelník s délkami stran 4 cm a 1 cm nebo 8 cm a 7 

cm. Eukleidovy věty – vhodné dvojice délek 5 cm a 3 cm nebo 2,5 cm a 6 cm. 

b) Pýthagorova věta – např. trojúhelník s délkami stran 2 cm a 7. Eukleidovy věty – 

vhodné dvojice délek 5 cm a 10,6 cm. 

c) Konstruujeme nejprve úsečky délky √5 cm, následně úsečku délky 7 − √5 cm. 

Pýthagorova věta – např. trojúhelník s délkami stran 2 cm a 1 cm nebo 3 cm a 2 cm. 

Eukleidovy věty – vhodné dvojice délek 5 cm a 1 cm nebo 2 cm a 2,5cm. 

 4.   a) ano                                  b) ne                                         c) ano 

 5. Výška ke straně r je přibližně 7,06 cm dlouhá. 

 6.  2 řešení: 𝑘 = 7 cm; 𝑙 = 4 cm; 𝑚 = 9,2 cm, |∢𝑀𝐾𝐿| = 45,38˚; |∢𝐾𝐿𝑀| = 24˚;  
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      |∢𝐿𝐾𝑀| = 110,62˚ nebo 𝑘 = 7 cm; 𝑙 = 4 cm; 𝑚 = 3,59 cm, |∢𝑀𝐾𝐿| = 134,62˚; 

      |∢𝐾𝐿𝑀| = 24˚; |∢𝐿𝐾𝑀| = 21,38˚   

 7.  i) 𝑎 = 7 cm; 𝑏 = 12,2 cm; 𝑐 = 10 cm;  𝛼 = 35˚; 𝛽 =  90˚;  𝛾 = 55˚ 

      ii) 𝑎 = 5 cm; 𝑏 = 8 cm; 𝑐 = 12,15 cm;  𝛼 = 16,27˚; 𝛽 =  26,63˚;  𝛾 = 137,1˚ 

      iii) 𝑎 = 8 cm; 𝑏 = 10,2 cm; 𝑐 = 8,38 cm;  𝛼 = 49,84˚; 𝛽 =  77˚;  𝛾 = 53,16˚ 

      iv) 𝑎 = 8 cm; 𝑏 = 10,2 cm; 𝑐 = 11,46 cm;  𝛼 = 42,6˚; 𝛽 =  60,14˚;  𝛾 = 77˚ 

8.     a) 𝑎 = 7 cm; 𝑏 = 4 cm; 𝑐 = 𝑑 = 5,07 cm; 𝛼 = 33,29˚; 𝛽 =  124,8˚; 𝛾 = 49,51˚; 

                  𝛿 = 152,4˚ 

b) 𝑎 = 7 cm; 𝑏 = 4 cm; 𝑐 = 8,98 cm;  𝑑 = 3,3 cm 𝛼 = 84,69˚; 𝛽 =  124,8˚; 

                  𝛾 = 55,2˚; 𝛿 = 95,31˚ 

9. Získali jsme větu Pýthagorovu. Věta Pýthagorova je speciálním případem věty 

kosinové. 

10. Sinová věta – v libovolném trojúhelníku, je – li dána strana a k ní protilehlý úhel + 1 

další údaj o trojúhelníku (velikost další strany či vnitřního úhlu). Věta Pýthagorova – 

pouze v pravoúhlém trojúhelníku, je-li zadána délka jedné strany + 1 další údaj o 

trojúhelníku (velikost další strany či vnitřního úhlu). Kosinová věta – v libovolném 

trojúhelníku, kde jsou zadány všechny strany či dvojice stran a úhel jimi sevřený.  

 

KAPITOLA 3 

1. 𝑜 = 4√2𝑎;  𝑆 =  2𝑎2 

2. 𝑜 = 2√5𝑎;  𝑆 =  1,25𝑎2 

3. Ano. 

4. 𝑜 = 2√2𝑎;  𝑆 =  0,5𝑎2 

5. V případě této definice by se čtverec stal speciálním případem obdélníku. 

6. 𝑜 = 2𝑎 ∙ (√2 +
√2

2
+  √2 −

√2

2
) ;  𝑆 =  

√2

4
𝑎2 

7. 𝑜 =
24

7
𝑎;  𝑆 =  

5√2

28
𝑎2 

8. 𝑜 =
64

17
𝑎;  𝑆 =  

8

15
𝑎2 

9. 𝑜 = 50 cm;  𝑆 =  138 cm2 

10. 𝑆 =  
√3

8
𝑎2 

11. Přibližné délky stran jsou po řadě 8 cm, 7,53 cm, 7,53 cm a 8 cm, velikosti vnitřních 

úhlů po řadě 30˚; 101˚; 128˚ a 101˚. 

12. 𝑆 ≐ 1,344 8 𝑎2 

13. Čtyřúhelník rozdělíme na dva trojúhelníky a postupujeme pro každý z daných 

trojúhelníků zvlášť dle věty 2.6.  

14. Důkaz je speciálním případem důkazu uvedeného ve větě 3.4. 
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KAPITOLA 4 

1. Uvedená definice je korektní. 

2. První a druhé tvrzení je pravdivé. Třetí tvrzení platí pouze, je-li zadaná strana 

základnou rovnoramenného trojúhelníku nebo v případě trojúhelníku 

rovnoramenného. 

3. i) 𝑎 = 7 cm; 𝑏 = 7,14 cm; 𝑐 = 3,06 cm;  𝛼 = 75˚; 𝛽 =  80˚;  𝛾 = 25˚; 𝑜 = 17,2 cm 

     ii) 𝑎 = 3 cm; 𝑏 = 8 cm; 𝑐 = 9,37 cm;  𝛼 = 17,74˚; 𝛽 =  54,36˚;  𝛾 = 107,9˚;  𝑜 = 20,37 cm 

     iii)Úloha nemá řešení. 

     iv) 𝑎 = 33 cm; 𝑏 = 40 cm; 𝑐 = 51,86 cm;  𝛼 = 39,52˚; 𝛽 =  50,48˚;  𝛾 = 90˚𝑜 = 124,86 cm 

 

KAPITOLA 5 

1. 𝑎 = 3,30 m 

2. 𝑎 =
4√3

3
 

3. 𝑏 =  √3√3

2
𝑎 

4. 𝑟 =  √3√3

2𝜋
𝑎 

5. 𝑏 =
√6

6
𝑎 

6. 𝑏 =
√4950

42
𝑎 

 

KAPITOLA 6 

1.    Výsledky s přesností na dvě desetinná místa jsou uvedeny v následující tabulce: 

Část i) ii) iii) iv) v) 

Obvod (cm) 15,00 18,00 30,00 54,00 288,00 

Obsah (cm2) 15,48 23,38 69,25 229,69 6 598,12 

2. 𝑆 =  
√3

4
𝑎2 

3. Výsledky s minimální přesností na dvě desetinná místa jsou uvedeny v následující tabulce: 

Část i) ii) iii) iv) 

Obvod (j) 
2√2√3𝑘 

3,57√𝑘 
4√2(√2 − 1)𝑘 

3,605√𝑘 

4. Ve všech částech příkladu je výsledek stejný. Obsah zmenšeného obrazce je 
4

9
krát 

větší než obsah původního obrazce. 

5. 𝑆 =  
3√3

2
𝑎2 
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KAPITOLA 7 

1. Naměřené veličiny závisí na volbě předmětu a přesnosti měření. 

2. Číselné hodnoty výsledků s přesností minimálně na 2 desetinná místa centimetru 

jsou uvedeny v následující tabulce: 

𝑛  5 6 10 36 64 96 

OBSAH  

N-ÚHELNÍKU OPSANÉHO 
363,27 346,41 334,91 314,96 314,41 314,27 

VÝŠKA  

N-ÚHELNÍKU OPSANÉHO 
10,00 10,00 10,00 10,00 10,00 10,00 

OBSAH  

N-ÚHELNÍKU VEPSANÉHO 
237,76 259,81 293,89 312,57 313,65 313,94 

VÝŠKA  

N-ÚHELNÍKU VEPSANÉHO 
8,09 8,66 9,51 9,96 9,99 9,99(5) 

HORNÍ ODHAD 

KONSTANTY π 
3,63 3,46 3,35 3,15 3,14(4) 3,14(3) 

DOLNÍ ODHAD 

KONSTANTY π 
2,38 2,60 2,94 3,13 3,13(7) 3,14(0) 

ŠÍŘKA INTERVALU 1,25 0,86 0,41 0,02 0,00(7) 0,00(3) 

3. Důkaz věty je analogem k důkazu věty o kružnici vepsané a opsané čtverci, 

podkapitola 7.6.4. 

4. Přesnost výpočtu není dostatečná na to, aby byl rozdíl mezi jednotlivými obvody a 

obsahy patrný. V tabulce jsou uvedeny vypočtené hodnoty: 

 Mnohoúhelník 

vepsaný kruhu 

Kruh Mnohoúhelník 

opsaný kruhu 

Obvod (cm) 359,99 (100%) 360,00 (100%) 360,00 (100%) 

Obsah (cm2) 10 312,72 (100%) 10 312,98 (100%) 10 313,50 (100%) 

5. Poměr obsahu kruhu vepsanému čtverci ku obsahu čtverce je 𝜋 ∶ 4. 

 

KAPITOLA 8 

1. Úsečka AB je tětivou dané kružnice. Vzájemná poloha kružnice a přímky může být 

sečna (2 společné body), tečna (1 společný bod) či vnější přímka (žádný společný 

bod). Na obr. 8.1 se jedná o sečnu. 

2. a) 
110

3
 cm                                          b)4,62 cm                                      c) 

275

14
 cm                                           

3. Řešení je uvedeno postupně zleva – kružnice nesoustředné bez společných bodů, 

kružnice soustředné bez společných bodů, kružnice nesoustředné s jedním 

společným bodem, kružnice nesoustředné s dvěma společnými body a vpravo jsou 

kružnice totožné s nekonečně mnoha společnými body. 

4. Kružnice nejsou soustředné, tedy se nejedná o mezikruží. 

5. Výsledky s přesností na dvě desetinná místa jsou uvedeny v následující tabulce: 
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Část a) b) c) d) 

Obvod (cm) 26,42 48,80 7,58 
2𝑟 (1 +  

2𝜋𝑟

360
) 

Obsah (cm2) 32,08 113,61 2,90 𝜋 ∙ 𝑟3

360
 

6. a) Obsah se zmenší na polovinu původního obsahu. 

b) Obsah se zvětší 9krát. 

c) Obsah se změní na 
4

9
násobek původního obsahu. 

d) Obsah se změní na 
25

9
násobek původního obsahu. 

e) Obsah se změní na 
45

64
násobek původního obsahu. 

7. Nejlevnější pizza je v prvním stánku, nejdražší ve druhém. 

8. a) 𝑜 = 18,26 cm; 𝑆 = 9,50 cm2 

     b) 𝑜 = 85,45 cm; 𝑆 = 475 cm2 

9. Obsah pětiúhelníku je přibližně roven 1 120,34 cm2. 

10. Výrobce pizzy ušetří přibližně 4,45 % náplně. 

11. Délky kolejnic jsou přibližně 25,10 m a 24,14 m. 

12. Náplň zabírá přibližně 82,64 % povrchu koláče. 

13. Pás s názvem zabírá asi 12,1 % povrchu konzervy. 

14. a) 
4

900
                            b) 

29

4 500
                              c) 

209

4 500
                              d) 

56

1 125
 

     

KAPITOLA 9 

1. Náklady na osázení záhonků jsou přibližně 36 400 Kč. 

2. Přibližné výsledky jsou zaneseny v tabulce, kde jsou použity pojmy majoritní barva 

= hlavní barva a minoritní barva = doplňková barva. 

Část Zákaz stání Vedlejší silnice Zákaz zastavení Hlavní silnice 

Majoritní barva 67 % modrá 58 % bílá 59 % modrá 59 % bílá 

Minoritní barva 33 % červená 42 % červená 41 % červená 41 % žlutá 

3. 𝑜 = 6𝜋𝑟; 𝑆 = 3𝜋𝑟2 

4.  𝑜 ≐ 33,8 m; 𝑆 ≐ 38,6 m2 

5. 𝑜 = (
√3

3
𝜋 + 2√3 − 3) 𝑎 ; 20,9% 

6. 𝑆 =
𝑛𝑎2

4∙tg(
360˚

2𝑛
)

+  
2+𝑛

8
∙ 𝜋 ∙ 𝑎2 

7. Poměr obsahu kruhu vepsaného šestiúhelníku ku obsahu kruhu opsanému 

šestiúhelníku je 0,75. 
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8. 𝑜 =  
𝑛+4

8
∙ 𝜋 ∙ 𝑎2;  𝑆 =

𝑛𝑎2

4∙tg(
360˚

2𝑛
)

+  
4+𝑛

8
∙ 𝜋 ∙ 𝑎2 

9. Hledaný poměr obsahů je přibližně 0,883. 

10.  Ze zadání plyne vztah 
𝑎2

4
𝜋 +

𝑏2

4
𝜋 =

𝑐2

4
π. Vynásobením rovnice koeficientem 

4

𝜋
 

získáme Pýthagorovu větu, čímž je tvrzení dokázáno. 

11. Ze zadání plyne vztah 
7

4∙tg(
180

7
)

 ∙  
𝑎2

4
+

7

4∙tg(
180

7
)

 ∙
𝑏2

4
=

7

4∙tg(
180

7
)
 ∙

𝑐2

4
. Vydělíme 

rovnici výrazem 
7

4∙tg(
180

7
)
   za získání Pýthagorovy věty, čímž je tvrzení dokázáno. 

12. Řešení závisí na konkrétní volbě rovinného útvaru. 

13. Posloupnost poloměrů lze zapsat vzorcem pro 𝑛-tý člen jako √𝑛, kde 𝑛 je přirozené 

číslo. 

14. 𝑜 = 12𝑎; 𝑆 = 3√3𝑎2 

15. 𝑜 = 4𝜋𝑟; 𝑆 =
10

3
𝜋𝑟2 +  

5

4
𝑟2  ∙  √(1 +

√2

5
)  ∙  (

5

8
 −  

√5

8
) 
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Závěr 

V diplomové práci byly zahrnuty veškeré rovinné útvary, se kterými se žáci běžně 

setkávají na základních a středních školách, což je přínosem této sbírky. V této práci je 

možné nalézt odvození základních vztahů pro výpočet obvodu a obsahu daných 

rovinných útvarů. Dalším přínosem je řada úloh, na kterých si žáci mohou procvičit 

vlastnosti obsahu a úvodem si též zopakovat základní planimetrické věty. V mnoha 

příkladech se žáci mohou zdokonalit v důkazových metodách. Příklady a úkoly jsou 

většinou doplněny o obrázky, které pomáhají porozumění zadání. Výsledky jsou 

uvedeny v závěru práce. 

Během psaní této diplomové práce jsem si uvědomil, že formulace definic, přesného 

zadání a zachování návaznosti učiva je mnohem obtížnější, než se může zdát na první 

pohled. Úkoly a příklady v této sbírce jsem vytvořil sám, případně na základě inspirace 

z různých učebnic matematiky pro základní a střední školy. 
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