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1. UVOD



1.1 n ir mSrng e dro

Jednim =z ohnisek zéjmu v obecné teorii relativity je
zkoumani za¥ivych prostorofasft - p¥esnych ¥eSeni Einsteinovych
rovnic, ktera representuji nestacionarni pole zaA¥ivého charak-
teru. B&hem poslednich let se objevily né&které hluboké vvysled-
ky tykajict ‘se existence asymptoticky plochych =za#ivych
prostorofas@ (viz. (431, [201, [221). dosud vgak neni dokazana
existence asymptoticky plochych vakuovych prostorofasf vvhovu-
jicich vSem poZadavkim znamé Penroseovy definice asymptotické
plochosti. Neni ov¥em nalezeno ani %&dné explicitni nevakuové
za¥iveé asymptoticky ploché Fefeni ﬁinsteinov?ch rovnic. Nicmé-
n& je znadmA rozsdhla t¥rida za¥rivych Pedeni, ktéra jsou
asymptoticky plocha "skoro v¥ude" - tzv. boost-rota®n& symet-
ricka ¥eSeni (viz. kapitola 4, jinak rozsadhly rozbor v [ §51)
odpovidajici rovnom&rn& urychlenym =zdroj@m. GravitaZni pole
Irepresentovanéitémito FeSenimi lze interpretovat jako kombina-
ci retardovanych a advancovanych pFisp&vkl od urychlenvch
zdroj@. Vyvstava otazka, zda nelze nalézt za¥ivé FeSeni p¥res-
nych Einsteinovych rovnic, které by Hlo interpretovat jako
Zist& retardované pole. Rovnom&rn& urychleny zdroj je nejjed-
noduss1i zarivy systém a tak se p¥irozen& nabizi hledat retar-
dované zé*ivé gravita&ni pole prav& tohoto zdroje a to pomoci

boost-rota®¥n& symetrickych Fefeni.

Na tuto my3lenku nds p¥rivadi i ¥ir¥1i analogie mezi raz-
nymi fyzikdlnimi zarivymi poli. Obecn& v¥echna za¥iva pole nu-
lové hmoty maji n&které spole¥né rysy — nap¥. rychlost ¥i¥eni
fela vin je rovna rychlosti sv&tla, algebraickd struktura &is-
t& zarivych poli je (v Penroseov&-Petrovovd klasifikaci) stej-
ného typu, asymptotické vlastnostiazéfiv?ch pell ostrovnich

zdroj@ jsou podeobné atd.. A prave Znamé vysledky (viz. [41])
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pPro elektromagnetické pole rovnom&rn& urychleného zdroje uka-
zuji souvislost mezil boost-rota¥n& symetickym "retardova-
nym—advancovanym'" polem a &ist& retardovanym polem urychleného
zdroje a davaji nad&€ji v hnalezeni podcobné souvislosti pro

gravita&ni pole.

Boost-rota®n& symetricka '"retardovania-advancovana" pole
urychlenych zdrojt jsou vak zajimava sama © sob&. Uzce souvi-
seji s konformni strukturou prostorofasu. V plochém prostoro-—
Case jsou tato pole spojena konformni transformaci se static-
kymi poli, &ehoZ 1lze vyuZit (jak uvidime v kapitola 5) k je-
jich generovani z jednodus®ich znamych statickych Fefeni.

Boost-rota&n& gsymetricka pole nachazeji své vwvvuZiti

i v numerické relativitd {(jako testy numerickvych kdéda),
v aproxima&nich metodach (jako testy jejich konvergence)
a také v kvantové teorii pole - a to v interpretaci rf@znvch

schémat kvantovani v k¥ivém prostorofase (Rindlerovské kwvanto-—
vani pomoci boostového Killingova vektoru - [ ¥ 1, [261)., &i

v kvantovani ve vn&jsim homogennim poli (viz. [241])..

Na¥e prace se vé&nuje vSem vyznamnéjisim p¥ipaddm poli
rovnom&rn& urychlenvych zdrojf. Je zamé&¥ena na zkoumdni a srov-—
navani vlastﬁosti boost-rota¥n& symetrickych poli - skalarni-
ho, elekﬁromagnetického, gravita®niho (linearizovaného i neli-
nearizovaného) a kalibra&niho (Yagg—Millsova). Dale vySet¥uje
€ist& retardovane pole rovnom&rn& urychlenych zdrojd - skalar-
niho, elektromagnetického a gravita&niho (linearizovaného

i nelinearizovaného) a vé&nuje se jejich vzajemnému vztahu.

V nasledujicim nejprve kratce shrneme obsah prace a bu-
deme specifikovat, které =z uvadé&nvych vvysledkf maji pAvodni

a které reSer3ni charakter.



Nyni se dotkneme podrobn&ji obsahu této prace. V druhé
kapitole je uveden formalismus pouZivany v dal®im textu, jsou
zavedeny n&které konvece a notace. Za zminku stojit
paragraf 2.3, kde je pom¥&rn¥ podrobnd provedena geometricka
interpretace kalibra¥niho pole jako konexe na bundle prostoru
vnit#nich stuptit volnosti. Z tohoto pojeti jiZ p¥irozend vy-
Plyvaji transforma¥ni vlastnosti kalibra&niho pole v&&i akci
lokalni kalibra¥ni grupy i p¥irozeny zplsob interakce 8 kalib-
ra¥n®d nabitymi poli. Takovyto geometricky p¥istup vychazi
z vykladd wuvedenych moZné nalézt nap¥. v knize Penrose

a Rindlera [13] &i v [25].

T¥etd kapitola.obsahuje vypotet retardovaného skalarni-
ho, elektromagnetického a linearizovaného gravita&niho pole
jedné rovnom&rn& urvchlené Eastice v plochém prostorofase.
Ukazuje se; Z2e se vzristajicim spinem se zhor#uje chovani pole
podél hranice 2;, oblasti pFi¥inn® spojené s Eastici - své&tel-
né nadplochy odd&lujici prazdny prostorofas neovlivﬁén? zdro-—
jem od oblasti s retardovanym polem ¥astice. Retardované ska-
larni pole. je na hranici ;Z* kone&né, ale nespojité. V p¥ipads
elektromagnetického a linearizovaného gravita¥niho pole jsou
na nadploie 2[* lokalizované delta—-funkce, a to jak v kalib-
ra¥n® zavislém vektorovém potencidlu a linearizované metrice,
tak i v kalibra¥n& nezavislé elekiromagnetické intenzit& a li-
nearizovaném Riemannov& tenzoru k¥ivosti. Pro vektorovy poten-
cidl a linearizovanou metriku ziskané pomoci retardované
Greenovy funkce navic dostaneme divergenci na Zix , kterou bude
nutno regularizovat. Cleny lokalizované na Z;, i potiebnou

regularizaci dostaneme z reguldarniho pole astice, kteri se
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pohybuje rovnom&rné& urychlen® a¥ od n&jakého ockamZ2iku ?_, li-

mitni procedurou, p¥ri které okamZik Y oddalime do minulosti.

V p¥ripad®& linearizovaného gravita&niho pole se navic
ukdzala nutnost zapo¥itat do tenzoru energie-hybnosti zdroje
i p¥{¥inu urychlovani éastiée. Z2volili jsme nejjednoduiii zph-
sob urychlovani pomoci polonekone&né kosmické struny p¥ripevn&-
né na &astici. V kratkosti jsme uvedli odvozeni linearizované
metriky nekone&né p¥imé struny, p¥rehledné &lanky tvkajici se
kosmickych strun jsou nap¥. [2¥], [28].

Vedle monopélové Eastice by bylo mo¥Zno zkoumat i urych-
lené =zdroje slo%2it&jiBsi multipdlové struktury (dipél, ...).
Vzhledem k tomu, Ze v¥echna ti¥i pole jsou linedrni, je moZné
dostat pole sloZit&jsich =zdrojd kombinaci pole monopdlové
astice. Proto omezeni na monopdélovy =zdroj neni na dGimu

obecnosti.

Hlavnim vysledkem t¥eti kapitoly je uceleny, systematic-
ky pohled na retardovanad pole urychlené &astice. Vysledky pro
vektorovy potenciil elektromagnetického pole a linearizované
gravita&ni pole jsou p@vodni, plvodni je diskuse &ist® retar-
dovanych ¥eieni i v p¥ripad& skalarniho pole. Navic p¥itomnost
delta—-funkci na Z;_ v linearizovaném Riemannové& tenzoru ki¥i-
vosti nam nabizi fyzikalni interpretaci komplikaci vzniklych

v nelinedrni teorii gravitace.

T¥eti kapitola obsahuje téZ rozsiahlé dodatky technického
charakteru. Zminime se pouze o dodatku 3.A, v n&émZ je pi¥ehled
n&kterych vlastnosti delta-funkci v obecném prostorofiase a je
provedena diskuse zp@isobu regularizace n&kterych nekone&nych

vyrazf.

Kapitola 4 se zabyvaA problémem retardovného gravita&niho
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pole rovnom&rn& urychleného 2droje v ramci plné teorie gravi-
. tace. Je zde uvedenoc - a kratce diskutovano obecné
boost-rota¥n& symetrické ¥eBeni Einsteinovych rovnic represen-—
tujfici pole urychlenych zdroj@ a Jjeho specialni p¥ipad dvou
urychlenych objektf urychlovanych struncu. V paragrafu 4.3 je
uk&zano, ¥%e nelze toto obecné ¥eleni netrividln& spojit& nava-
zat podél sv&telné nadplochy (obdoba Z;_) 8 plochym prostoro-
¥asem, tj. nelze zkonstruovat spojitou &Eist& retardovanou
boost-rota¥n& symetrickou metriku. Tento vysledk je plveodni.
Jak jsme jiZ nastinili v p¥ipad& linearizovaného peole, fyzi-
kadlni p¥i¥ina z¥eim& tkvi v kumulaci gravita&niho pole podél
sv&telné nadplochy do takové miry, Ze ztraci smysl poZadavek

spojitosti metriky, ba dokonce i souvislosti prostoroasu.

Posledni, pata kapitola je v&ncovana konformnim vlastnos-
tem plochého prostoroasu a souvislesti konformni transformace
a svéto¥ar a polli rovnom&rn& urychlenych zdrojfi. V paragrafu
5.1 je podan p¥ehled chovani fﬁzn?ch veli¥in a rovnic p¥i kon-
formni transformaci metriky. V paragrafu 5.2 je provedena dis-
kuse bodovych konformnich transformaci plochého prostoro¥asu;
ukiZe se, ¥e jisté konformni transformace p¥evad&ji sv&to¥aru
stojici ¥astice na sv&to¥aru dvou navzdjem opa¥n& urychlenych
symetricky umist&nych &astic. Tohoto se v paragrafu 4.3 vyuZi-
je pro nalezeni skalarniho, elektromagnetického a kalibra&niho
(Yang—Millséva) pele dvou urvchlenych &astic. Pro skalarni
a elektromagnetické pole dostaneme znamé vysledky =z t¥eti-
kapiteoly, ' pPro kalibra¥ni pole se jedna © nové - {Feleni

Yang-Millsovych rovnic.

V pPaté kapitole je také obsaZen dodatek v&novany siéric-
ké inverzi - speciilni konformni transformaci. Je v n&m prove-
dena  obsahla  plivodni diskuse tohoto zobrazeni v obecném
afinnim prostoru a jsou odvozeny transiorma&ni vlastnosti tzv.

zobecn&nych kruZnic p¥i konformnich transfiormacich.



2. OBECNY FORMALISMUS

V této kapitole ud&lame struwny p¥ehled pou2ivaného
formalismu. Specifikujeme pouZivané konvence a zavedeme

né€které notace. Uvedeme pohvybové rovnice poli, ktera budeme

zkoumat. Podrobné&ji se zastavime u teorie kalibra¥niho pole

a jeho geometrické interpretace.

10



V tomto odstavei v kratkosti shrneme popis prostorofasu
v rdamci OTR. Prostorofas je reprezentovian 4-dimensionalni
dostate¥n& .hladkou diferenciéini.varietou M . Na této varietd
mame ténzorovv bundle . prostor 'T: M 1), Jako abstraktni
indexy 2) pro jeho prvky budeme pouZivat malych latinskych
pismen.- Konvence pro symetrizaci,- antisymetrizaci a vn&jsd

algebru jsou

| I =
9(5....@,.,) ] %l HQG

1 Qen ) .
(2.1.1)
I N I
H [P-,, 2.1 (:;l-! i cl&l’l G HnG‘ -eg,. ;
v (pegll -
LFE‘ *p q)\-’\ L‘q [ 0( “P(-s Zp L}'L. ‘5‘1) ! '
v (2.1.2)
Ie o
3y A - = __l:_al_,'_ .y
L‘ L '9? Ly h1 P( q! [" ‘_Lr C'!i. “\J I}
dg (A);g,...\.-P = Ve_l‘\ 035,...5, = (P‘ 1) _V[g ‘\)s,...l_ap] , (2.1.3)
kde v, 6 jsou antisymetrické formy a Y' W symetrické
tenzory.
1) Zde

TiM = THe. The T'He . T°H

—
_ £ §x
2) Prvky vektorovych a tenzorovych prostor@ je vvyhodné ozna-
it pomoci tzv. abstraktnich indexfd. Jedna se pouze
o formdlni vyzna¥eni vektorového ¥i tenzorového charakteru
objektu, tyto indexy nenabyvaji Z2adnych konkrétnich hodnot
(vice wviz. [1]1, [431). Abstraktni indexy budou zna¥eny
podtrZenim (nap¥. O, Fﬁh'uJﬁq atd.). Naproti tomu pi¥i
volb& konkrétni baze miZeme pouZivat souradnicové indexy
nabyvajici hodnot ozna¥ujicich prvky baze. Tyto indexy

11
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Gravita¥ni pole je popsiano Lorentzovou spojitou metrikou

signatury (—+++),.

s

P¥i{sluSna konexe,

Ricciho tenzor a skalarni k¥ivost jsou dany vztahy

Riemannfiv tenzor,

V. Qe = o (2.1.4)

Quoio\g = VQV O‘g‘Vng Q. ; (2.1.5)

Rie, = R’ , (2.1.6)

R = P, (0?’-‘3 , (2.1.7)
kde E&-splﬁuje

—gé %h_ = 8“ _ (2.1.8)

Zvolime-li sou¥adnice X (a=Qﬂﬁ@) a p¥islusnou konexi¢i
vztahem
o - - 7
d. dyx" =0 , 4=0423 (2.1.9)
mZeme zaQést Christoffelovy symboly
"budou vZdy nepoudirZens. Opahbvdni abstraktnich index@
v jednom vyrazu znamenad zuZeni, opakujici se souradnicovy
index znamena s&itani pi¥es vSechny hodnoty indexu. V p¥i-

pad¥, 2e pro nas bude nepodstatny konkrétni tenzorovy cha-
rakter wveli&iny, budeme abstraktni indexy wvynechavat.
V tomto p¥ipad¥ A B znamena tenzorovy sou&in, f-B =zda¥e-
ni. Pokud budou pouZX2ity symboly typu A , jednd se Eistd
o roz¥i¥eni pou¥ivané abecedy. Tenzory s rAznym poloZenim
index® jsou v obecnosti r@zné, tj. B* je jiny objekt ne%
B.. V p¥ipad¥, ¥e je danid nedegenerovani metrika 4.. pomo-
cil ni% lze zvedat a sniZovat indexy, budeme, pokud nebude
hrozit nedorozumé&éni, oznafovat tenzory li¥ici se zvednu&im
a sni¥enim indexu stejnym pismenem, tj. nap¥. B8. = 85.@'.'
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L. ¢ . :
V.ob = .o «Tu Il = T Sx‘(%, 5%—(; _ (2.1.10)
P¥imym vypo&tem dostiviame

F,i = :i). Z);d (.ah 3@ + a;gg_- 35 g},&,) | ; (2.1.11)

Ree?= - 0. + 0 +Tale -Tale . (2.1.12)

Riemapnﬁv tenzor k¥ivosti obecné (i nemetrické) konexe splﬁujé
d . d d e '
Qlé_g')g = D\e_'pg ;- Q[ﬁg_.] -0 , VF QL_],_; (2.1.13)

jedna-li se o tenzor k¥ivosti metrické konexe, plati navic

Rue) = Roper . (2.1.14)

Hmota rozloZend v prostorofase je charakterizovana ten-
zorem energie—hybnosti 1:5. Geometrie prostoroasu je danad ¥e-

Senim Einsteinova gravita¥niho zakona

—

Rie,. - —GZ%, = 2 Ty . (2.1.15)

ay

N

Rychlost sv&tla budeme v2dy pokladat ¢-1 , Einsteinowvu
gravita¥ni konstantu 4 budeme povaZovat =za bezrozm&rnou.

Jedinym netrivialnim rozmé&rem je tedy délka.



le i c,1

Skalarni pole nulové hmoty se zdrojem :L v plochém

prostorofase spliuje pohybovou rovnici

G(b::‘s.:

(2.2.1)

rovnice do k¥ivého prostoro-

kde 0= §°‘9:ZVL . Zobecn&nim této
¥asu je
(D+§Q)<{> = J: (2.2.2)
f méZe-

kde g je ¥islo. Pozd¥ji uvidime, Z¥e speciilni volbou

ne zajistit konformni invarianci této rovnice.

Vektorové pole nulové hmoty je pole elektromagnetické

popsané standardnimi Maxwellovymi rovnicemi

(2.2.3)

(2.2.4)

El.ﬁ?éa =T j:

Intenzita Ii_ je invariantni v8&i kalibra&ni transformaci

(2.2.5)

F@ - CL = Ft + d:&

Désledkem pohvybovych rovnic (jejich kalibra¥ni invariance) je

zachovavani se elektromagnetického toku 3:, tji.

vy -0 .

kalibra&ni volnosti

(2.2.6)

Diky tomuto a mbZeme zvolit kalibra&ni

14
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podminku

V. A° - 0. ' | (2.2.7)

Pro potencial dostaviame v k#¥ivém prostoroase rovnici

0f. - ReuP® = -J8 - (2.2.8)

ktera se v plochém prostorofase redukuje na vinovou rovnici

O 92 = - jp_.e . (2.2.9)

Pole spinu 2 gi splifuje pohybovou rovnici
O Xf = Ja . (2.2.10)

K této rovnici vede i linearizovanid teorie gravitace. P¥ed-
pokladdejme, Z2e metrika 8._,1, je dana malou poruchou od ploché
metriky '7-_1.

Qab = ’7&5 + é'h* + Ole] ge<d | (2.2.11)
< _ . - /

Potom dostavame Christoffelovy symboly konexe Sl va&i ploché
konexi 0, (spliujici Q, P = 0

.P:l = 542 '70‘4(&, hu + 0, ha - aght.,)e ¢ 0[F] (2.2.12)

a Riemann@v tenzor, Ricciho tenzor a skalarni k¥ivost do prv-

niho #adu v ¢

QLL-.{_ = Q. &l‘!, é[& hbjlﬂj e + O[E_.] (2-2.13)

- /




16

2.2 Pole spinu 0,1,2

$(0ha ¢, - 0.0 R - A8 k)« 0fr]
(2.2.14)

Riey = -
- -g(ug‘; - ;-Ug Pus - %0 Yy~ Oude e )+ O] ,
Q =-%(ay +20d ) « 0[] (2.2.15)
240 @ 7*).3, a zavedii jeme
(2.2.16)

?ﬁ = hg"%ﬂl7¢ ) ha' ‘ 3
A =kt Xtk (2.2.17)

Einsteinfiv gravita®&ni zakon ma do prvniho #¥adu v g tvar
[2]]
. (2.2.18)

T

se tenzoru

'%(Ugﬂ_\, - 629; Xs-'s - &u)sgs.-- ) =
pohybovych rovnic je =zachovavanit

Disledkem
energie—impulsu a to i v linearizované teorii, tj.
(2.2.19)

ao T—l“t_l_‘a - D

miZe ale byt povaZovana jako porucha jiné ploché
(tj. ¥4du ¢ ) posunutt

Metrika 2l
metriky « liBici se od ?@ © malé
=, ot

podél vektorového pole %‘
' J
£ (9(,i g” (2.2.20)

invarianci mé&¥itelnych veli¥in vzhledem

To m& =za nasledek
'k transformaci
' (2.2.21)

he — 'l':._; = ha ¢ @(& Eb)

ab
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Diky +téteo invariance a (2.2.19) lze nalco¥%it kalibra¥nt

podminku na

R ?1 =0 : ‘  (2.2.22)

a Einsteinfv gravita¥ni zikon do prvnihe ¥adu v € nabyva tvar

O5e - "2%Ty (2.2.23)

co2 je pohybovA rovnice peole spinu 2 (2.2.10).



2.3 Kalibratni pole

Kinematickd aréna kalibra&#nich poli je bohat¥i ne¥ pros-
ty prbstoroéas o vnit¥ni stupn& volnosti. Je realizovana kom-
plexnim vektorovym bundle prostorem £ M ‘nad prostorofasem
M . Zhruba #e&eno to znaﬁena, Z2e v kaZdém bod& prostorofasu
mame navic vektorovy prostor wvnit¥nich stupli volnosti.
K prostoru & M je p¥idruZen prostor komplexn® sdruZeny E

Oba prostory jsou spojeny antilinedrni operaci

Pro vektory =z £ M budou jako abstraktni indexy pouZivana vel-
k& latinska pismena, pro prvky J M  navic ¥arkovana. Nad E M
miZeme vvbudovat tenzorovy bundle prostor ﬂE:;M 3). EEVI

Kalibra¥ni teorie je charakterizovana kalibra&ni gru-
pou (, co% je n¥jakd dostate¥n¥ "pSkna" grupa (nap¥. prosta,
my budeme uvaZovat grupy SU(n), resp U(1)), a tzv. lokalni
kalibra&ni grupou danou sou&inem GxM . Tato lokalni grupa p@-

sobi na kM prost¥ednictvim zobrazeni
- B
T . CxM - EgM [9.%] = Ty (2.3.2)

p¥i&emzZ T je repfezentace grupy erf. Z unitarity dostaneme,
e na IE M lze zvolit unitarni strukturu invariantni vo&i akci

grupy

3) Zde

F"™N - EHo. 0E'™MO .. 0Fne. oE'Mo..
8,4 . ; —_————— r——

¢ f

Pk l’v Pw qa

18
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(2.3.3)

a pomoci této strukrury deiihujeme skalarni sou¥in na EM™ ve

tvaru

(0&5 b&) - aﬂ'bﬁH“a. < (’\T& bg (2.3.4)

!

kde jsme zavedli hermitovské sdruXeni t

0" - 0y

. ) §a'
Yy EM « E'm p = He T . (2.3.5)
Definici hermitovského sdru2eni lze p¥imo¥are roziZi¥rit na cely

tenzorovy bundle E:}H. Podminky unitarity potom lze psat

,3&2 7;” Y (2.3.6)

¢

Pro grupy SUfn) mame navic podminku

dut Téﬁ‘é = 1 . | (2.3.7)

Kalibra®ni pecle je popsano redlnou konexi [l na 1,

ktera zachovava metriku th

(D. 6)° = D. 5 D. Hyp _'—O ) (2.3.8)

/

Tuto konexi roz#%i¥ime na ¥ M jako metrickou konexi VZ. Tenzor

k¥ivosti kalibra¥niho pole je definovadn vztahem

2 R P, (Pg = 20, Dblkf" E (2.3.9)
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2de L je vazbova konstanta kalibra¥niho pole. Platt

Fi;FL '::;-'_:z-'FL

- /

- ’

(2.3.10)

Standardni technikou v teorii kalibra¥niho pole je volba
kalibrace - volba specidlni baze e§ v EH va¥i ni¥ se vyjad-

¥uj1 ostatni veli¥iny. Tato baze se voli ortonormdlni, tj.
@ (2.3.11)

kde €, Jje dualni baze k e€f (&j el - 8: ). K této bazi lze
p¥iradit konexi é& rPodminkami

—al

d ey =0 , 0.8} -0 | (2.3.12)
pro kterou platit

Or Oy (f)B =0 . . (2.3.13)

Nyni m@2eme zavést kalibra¥ni potenciil Hfg vztahem
“‘\\ S . B B
V. (FB -7 = e IR (2.3.14)
Platd
* -
A, = A, , ~ (2.3.15)

Pro tenzor ki¥ivosti kalibra¥niho pole dostavame



2.3 Kalibra&nf pole ' : ' 21

Qa[e Fh_,] + {L[H:.,Hb] =

ral
I

(2.3.16) 4)
= QD[gFiE]—ll[Qg,Dl.] ‘

Kalibra®¥ni teorie se konstruuje tak, aby byla invariant-
ni vi&i akci lokalni kalibra®¥ni grupy (tzv. kaiibraﬁni trans-
formaci). Proto veilkeré mé&¥itelné veli¥iny musi byt p¥i kalib-
ra¥ni transformaci invariantni. Prvky Eﬁ:ﬁ1.nejsou p¥rimo m&¥ri-
telné, " jelikoZ se transformuji p¥i kalibra¥ni transformaci

podle vztahu

B

® 1D

o Bl 9, =B, £ £, b.-o,...
S T _G 9, --- —’; o' ... IJ B, .- E 2 85....5'... . (2.3.17)

MEFitelné tedy budou pouze rizné zdZeni pi¥res vdechny kalibra&-
ni stupn& volnosti jako nap¥. Fﬂb. Kalibra&ni transformace

indukuje také zm&nu kalibra&niho pole (konexe)

0. & = (D.a)* ,
3 ' (2.3.18)
e ¢
. o

D.o* -(D,T,",) T, % af

)

Potencidl v&¥i zadané kalibraci (zvolené bazi Qs ), ktera je

nezavislad na kalibra&ni transformaci, se bude transformowvat

Ao, - RS c A ATIT L (2.3.19)

4) Pro B%,C% pPrvky E:fr1 definujeme komutitor a stopu
8 Ac 9
[B(C]gg = B C-'g - CQ'B!B ,
T’L B = BJQ . . .
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PohybovA rovnice kaliba¥*niho pole je
=abn tq
D €77 = - 0% . (2.3.20)

Désledkem pohvbové rovnice je zachovavani se kalibra&niho toku

D, 3% = 0.0, B, - p,p, B,

. Sabi . 2bf — Ray~ (2.3.21)
=-52|Ca F g"‘glc,:—!,—-— f'i[';_b,’— J,‘ 0 .

Nyni se wv&nujme p¥ipadu (= U).

co¥ mncoché zjednoduliuje.

Prostor i 1 je
1-  dimensionalni,

Kalibra&ni trans-
formace jsou tvaru

Tfe e? 1,

e ) e Tt (2.3.22)
a tenzor B¢ E:ﬁ:ﬁf se transformuje

g = 6?;1(P-#—QOW1? B (2.3.23)
Specialn#&

ﬁibﬂg = Egggg (2.3.24)

Navic kaZ2dy tenzor =z m;i;PT ma pouze jednu souradnici a m@Zeme

tedy definovat vektorovy potenciial

a kalibra®*n®& nezavisly
a tenzor k¥ivogti

H: = H-_\ﬂg, eg (:’9 = F) ?

"

: (2.3.25)
e ]
FE‘_' = t—;_gag e’ e_f_\ E 1] '

kde eﬂ je libovoln® zvolenad kalibrace (ortonormaAlni baze).
Vektorovy potencial wvSak, diky (2.3.19), nent

kalibra®&n&
invariantni a transformuje se
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intuitivné& zapsat

Tia % £ 0T, , .
1ea 1 ' i (2.3.31)
Generatory Tﬁgg pro grupy ( = SU(m) , m>4 spliiujt
(P& [T, ] - Cu* T
» T ¥ ) ! =, °§ B =p $
(2.3.32)

Na 3’7 mdZeme prodlou¥®it konexi odpovidajici kalibra&nimu poli

tim, %2e polo¥ime podminky
D. eyp*< 0 0. .% =0 (2.3.33)

stejn¥ tak mbZeme prodlouZit konexi &,. Pro potenciil mtZeme

psat
Do - da” = A% 0f - [y 270 (2.3.34)

Zde jsme zavedli obvykle uZivany potenciil Hi

¥ _ & v
A= E - 92 Cég . . (2-3-35)
Plati1
A.% = H. T.% _ (2.3.36)

Tenzor k¥ivosti konexe na‘sf1 je dan vztahem

A5 of = 2 0. Dy o . (2.3.37)
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&
Analogicky s postupem pro potencidl zavedeme tenzor 32;

A TE o,
= ¢ = ef (2.3.38)
Plat{ vztahy %)
a ]
Fes= Fo T , (2.3.39)
Py = 20 AgSe [A"_A*]* ) (2.3.40)
To = 2% Ny + [T , (2.3.41)
T, o] - 2 D. B, of (2.3.42)
5) 2Z2de se nesmi zamdNovat wvice vyznam@ komutitort [, ].
V rovnici (2.3.40) je to komutiator ve smyslu poznamky 4),
v rovnicich (2.3.34), (2.3.41) a (2.3.42) ve smyslu

Lieovy zavorky dané rovnici (2.3.29).




3. RETARDOVANA POLE
URYCHLENYCH ZDROJU

Tato kapitola obsahuje rozsihlou diskusi retardovanych
poli rovnom¥rn¥ urychlengch zdrojf. Uvedeme znamou retardova-
nou intenzitu elektromagnetického pole urychlené &astice a na-
lezneme retardované skalarni pole a vektorovy potencidl elek-
tromagnetického pole urychlené &astice. Pro linearizovanou
teorii gravitace budeme nuceni v tenzoru energie-impulsu zapo-
gitat vedle urychlované &astice 1 p¥i&inu urychlovani. Nalez-
neme linearizovanou metriku a Riemann@v tenzor takovéhoto
systému. V celé této kapitole pracujeme v plochém prostoro&ase
a pod urychlen?m‘zdrojem, pokud neni ¥e&eno jinak chdpeme rov-

nom&Ern& urychleny zdroj.

26



. Rindle é goul* i

Ke zkoumani urvchlenych zdroj@ je vvhodné pou¥ivat sou-

Fadnice p#¥izpscbené urvchlenému pozorovateli.

V tomto para-

grafu zavedeme n¥kolik takovéto sou¥radnice a uvedeme sou¥adni-

ce svdtolfary ufychleného zdroje.

M&jme plochy prostorqéaa 8 metrikou v inerciidlnich

fadnici;h danou _

q= ~dtdt + dzdz « drdx + dudy
b _ ISRNS!
V nulovych sou¥adnicich U, a7
= + = { i<
U= z+t , Z 3 (s ) ,
A= 21 , t = i {u~-ar) -
ma tvar
0 = ,i. A v a7 « dedx + 4 G Ao
- J GG

Dale zavedeme sou¥adnice ()IV a T,Z2

U= & .Qm.'-f%f lul = o Q/P{'g) ,
Vo= oo (8] wi-oaepl(l) |
U= Te2 | 2 =5W/)= Ladn=2
V- Z-T | T-j-v)- okl

27
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Zde N je konstanta rozm&ru délky. Ozna&me

G, = Ql'gn W, Gy = Sian (3.1.6)
| &
V sou¥adnicich (Jﬂ/,x,a a 'T,Z,*ﬁa mé metrika (3.1.1) tvar
i~ *V" IR} ! i

q = i K7'|.-(5/lr Q"(P\- U:‘l )dUVd/ "di(ﬂ.\.'( * G‘.L«_'!"EL-_, = (3.1.7)

¢ A ' RIS
= B.Gy €x[ /li) (<ATAdT «AZdZ) +dudr +dud,  (3-1.8)

N a4

Kone¥n& zavedeme Rindlerovské sou¥adnice ?. T

b = C\@\’P % = \”(AUI = \”'11"'1'?-’7) ) I‘-"= bey:_/_z_; ,
. (3.1.9)
= I _L_l = ’ (2- v ol Y L2 4 17 T
T = ja‘Q”/ﬁ! O azf,\f) la | E_.FL.F) }
odtud
g= GL,G,.,_—(- g ATdT «dbdE ) + dxdr 4 @’d AC ) (3.1.10)

2 definice je vid&t, 2e +tyto sou¥Fadnice jsou hladké pouze
v oblastech M(Uﬁbo; metrika neni _analyticka funkce t&chto

souFadnic. Proto je vvhodné zavést komplexni Rindlerovské sou-

adnice M,LT¢:0J
> = | 11 = 5 I N = 3 I
2 L, u=2Zexp F=20h0,
(3.1.11)
T-40 90" = Fewpl-1) 2. 54T
o A / [ 0. ’ = 0. '
:2-1 9 i A : ’
Q=-=d4tar + d343 « deds « duay . (3.1.12)
< YallPa

Funkce “ ' a ,zn, jsou definovany tak, aby 2 a T byly

analytické vicezna®¥né funkce na komplexifikovaném prostoro-




3.1 Rindlerovské souradnice 29 ‘

6,=~1,6,~-1
ue (-, 0)
irel-00 0)

- A 'r_q Z-0,%=- m\\
'_.'I‘-/’.f U O'V 0 \~\
: tv-a,2-0

obr. 3.1

Na obrizku jsou znidzorn&ny sméry ra@stu a obory hodnot jednot-
livych sou¥adnic v rGznych oblastech. Sou¥adnice U V T
nabyvaii ve vSech oblastech hodnot =z celého 1ntervalu ( 0 m),
souadnice b nabyva hodnot (0,).

uv, 1,7
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ase fH 1), Komplexiiikovan9 prostoroéas ch je 4 - €dimen-
siondlni varieta s metrikou (3.1.1), kde wv¥ak %% 4,2 jsou
komplexni analytické funkce. Pavodni Minkowského prostoroas

je pak redlny ez CH. Na tomto #ezu-jsou funkce z a T

vicezna¥né, miZeme viak v oblastech analvti&nosti zvolit jednu
védtev, nap¥*. nasledovnd

G.= 1 , Gy 1 g-b , T-T,
G =4 G- S-it, v-T-ifa |
(3.1.13)
6 = G :” §'=-—|b’ T:I_,:’_r\o ,
G, =-1 G, =-1 - b T = T+iw0

Komplexni souiadnice i , T jsou wvvyhodné z d@wvodu, 2e
metrika i wvSechny rovnice jsou analytické funkce t&chto sou-
¥adnic a proto nékteré vypotty sta¥1i provaddt pouze v oblasti

6h=-GN—='4 a vvsledky pak p¥ipadn& analyticky prodlouZit do
zbyvajicich oblasti{.

Casto budeme pouZivat téZ2 cylindrickych soutadnic

¢ =y x*s g e O 0L
d ] 5 cp !
. (3.1.14)
’ L o) ',,,
*& (e = —?— ) ((f\‘ - -«\I LAasn ({)

1) Analvtické mimo body v&tveni, tj. mimo body pro které je
¥=0 . To vede na podminku

Dot = tle 2, Im t= tImz=
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V dal¥im budeme hledat pole rovnom&rn& urvchlenvch
Eastic. Sv&tolary ﬁf@(&) Eastic se zrychlenim & jsou dany
(obr. 3.2)

0&/340\i T<?'£\Ei6,\)) =t \

0. 1

~
~
13-4
-
o
:;
{
-+

M
~
74
-n
=
[
—
——
"
f~

o cfh e, 2 (FP)) = o (3.1.15)

7 Or

X(FPY) = y(FPy) = 0
(-

kde jsme zvolili potadtek soufadniq tak, aby ve vlastnim &ase
‘x:_o ¥sastice m&ly souradnice ¢ = (J a 2= %48 = i'&& . byly
v klidu a urychiovaly se ve sm&ru osy ‘z. Index (+) &i (-)

uruje sm&r urychlovadni -~ doprava ¢&i doleva. 4-rychlosti

Eastic jsou

L\ . . [} ‘-\i
WU = Q—’ =t(e.,{l% 0% +ah s % Nego,n | (3:1.16)
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’ Tt ' “u
7

/ AN

obr. 3.2

Na obrazku jsou vyznafeny svdto¥iry dvou rovnom&rn® urychle-
nych &astic. Castice (+) se pohybuje v kladném sm&ru osy = ,
tastice (-) v zdporném. Svito¥ary (3.1.5) jsou parametrizovany
tak, aby pro kaZdy vlastni ¥as J, spojnice obou ¥astic procha-
zela st¥edem hyperbol. Klidova vzdalenost ¥astice od sti¥edu
hyperbol je & , velikost zrychleni obou ¥astic je = é_ .
Pokud sv&tofaru jedné astice analvticky prodlouZime do
2-C plochy v komplexifikovaném QW, protne tato plocha redalny
prostoro¥as M je3td ve svitoXire druhé ¥astice.




3.2. Skaliarni pole

Nyni nalezneme retardované skalarni pole rovnom&rng&
'urychlené skalarn& nabité Eastice v plochém prostorodase.
Je-1i naboj #astice f&, ma skalarni tok tvar 2)

’ ALC 17y
(%) = H& INNGEINTES : (3.2.1)
V plochém prostorolfase plati
g(_mifz'-)_ = g(t—f) g(_:(-x‘) g(é\'é‘_\l) 8(2-2') ] (3.2.2)
Vyu2itim (3.1.15) integraci dostaneme

W ) = p (d) St-aah ) S(z-achd) 8 Sty -

Y 542—:— Sa-083))] 8618y) =

lt=anﬁ1%

= 1 a g(z’1 - (f;ﬂf%_) Scl-.)&z:\»@@)e)a!):

t=oahd
2o S(*- ) &) chx O) Oty =
po8(5-a) 86 Stes 0 Oy . (3.2.3)

2) Zde S(@JTW je delta-funkce lokalizovadna v bod¥ L norma-
lizovana na miru g% indukovanou metrikou Qe » tj.

gg”zw) Q) Sixix) = @ («)

S(k) je oby&ejna delta—funkce na realnych #islech, tj.
. .
S 5()\-{(/) dx = &(G)

Vice viz. dodatek 3.A.

33



3.2 Skalarni pole ‘ : 34

Retardovanid Greenova funkce vlinové rovnice, spliujicit

Ox G (xlx') = 3(xlx)

, (3.2.5)
Geee (212") =0 pro eCxlx') = -1
je 3)
Gm (el = —-2-4“—_ O(x[m') 8((x—a_:')‘) (3.2.6)
Zde funkce @(’I(I') a £(xix'l jsou definovany
( = 1 pro ¥ v p¥i¥inné budoucnosti %'
Elelx') ¢ = 0 pro X, X' prostorupodobné (3.2.7)
{ = -1 pro T v p¥i&inné minulosti 2’
v = 1 pro X' v p¥i¥inné minulosti I (3.2.8)
9('&( L
[ = o0 jinak
O(xlx) = O st ) . | ' (3.2.9)

Retardované ¥e¥eni rovnice (2.2.1) se zdrojem (3.2.1) je

ra2¢ " ..4'1. ] ‘l;')' ] Py
qS(oc) = 85 (<) Js(ac) Gm(oclff.) ] (3.2.10)

Le M

3) V plochém prostorofasu ma smysl zadefinovat rozdil boda.
Na vzniklém vektorovém prostoru p¥irozené rPGsobi1
Minkowského metrika, tj.

(x-1"Y"

"

-(¥- " ~x'\? - ‘2-}. E_.IL=
‘.t)+(xx)+(% w' # (2-2')
J

- 35 o255 AT 4 ey (5=

kde (t,x, v ,2} resp. (Tqi)X,p ) a [foCéCPj resp. (|3, 47"
jsou sou#hdnice bod& 4 a x'.
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A
Mira gfzmé v sou¥adnicich T,2 tvar

A,_'

§T“ = df chh(da =

iV

dr dF dxdy . (3.2.11)
(@]
a tak pro L v oblasti 6h=G&;4 mdZeme psat

“"qS( ) = % drds'dxsy SGa) Oxla) S(3 3 ngca?“-T ) -

1"
|
N B

~—§dr'@(¢-»p) SCQZ*?*‘ o*- o¥ OQ%—TI) -

i
\
1
Tz
-~

|
Ll
= - Ja. . __® _rﬂ_ (3.2.12)

4

g =[(31¢W§zY—402 ] k f+¢f§]q

/

(3.2.13)
1 _ T . \*% .
R==f = (- )"
%:t’ét“@)l‘f‘oL
/
(3.2.14)

R

Poznamenejme, Ze Q' ma vyznam retardované vzdalenosti udalos-—-
ti £ od sv&to¥ary ﬁﬁjkﬂ v soustav&, v které je v retardovaném
vlastnim Zase &astice v klidu. Obdobné& 1 mia vyznamn souXad-

nice 2 udalosti T v té¥e soustave (viz. obr. 3.3).

Pokud toto pole analyticky prodlouZ2ime do celého prosto-
roasu, dostaneme {FeZSent (oznaéme ho °M¢ ) vlnové rovnice
s analyticky prodlouZenym zdrojem ﬁﬁ:h (prodlouZeni ozna&me

sz). Analytické rovnice sv&tofary urychlené &astice jsou
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Irf

ROTRY)

_Z
\ ‘\
N
N \
~ 3
N 7
7 N
‘X.a \\ N
LN\
NN\
N\ \R
\
Y
N\ o
NN
obr. 3.3

Ud&lost ’P je okamZik, kdy &astice o sv&tolaire 'ﬁpﬁ\)ovlivﬁuje
retardovan® pole v bod& ¥, tj. udalosti o le¥1i na kuielu
budoucnosti F . Soustava ¢ je klidovad soustava Eastice
v okam%¥ik ¥ . R je prostorova vzdalenost udalosti ¥ a 2«
m&¥ena v soustav¥ $', [ je hodnota souradnice 2’ udidlosti % .
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2=t~ a" x=0 y - o . (3.2.15)
2 téqhto rovnic vidime, e analytickym prodlouXenim sv&tofary
jedné urvchlené ¥astice dostaneme jeité svétoéarq druhé urvch-
lené ¥astice umist&Ené svmetricky k plvodni, tj. svdtofaru
“P) (obr. 3.2). Diky tomuto analytické prodlouZeni zdroje

age. .
“Js e

aece ar ! [ N
I = \dw NI SL{L\ M NI A (3.2.16)
Jak Jjsme jiZ i¥ekli pole “"% je {e¥Beni vlinové rovnice pravé
s timto =zdrojem. Uvidime, Ze ho miZeme interpretovat jako
kombinaci retardovaného pole od jedné Eastice a advancovaného

pole od ¥astice druhé.

Nis ale p¥FedevB8im =zajima retardované pole od jedné
urychlené ¥astice. V oblasti U>0) ho =ziskdme analytickym pro-
dlou¥enim ¥e¥eni (3.2.12) ziskanym v oblasti 6,:G,=1 . V ob-
lasti <l vsak must byt retardované pole &astice lokalizované
v poloprostoru us( nulové, a tak kandidadt na hledané retardo-

vané pole je

[ oee | ’
"o - - -}‘& L 0w - b 06) (3.2.17)
.' T R ]

Zatim ale nevime, zda toto pole je ¥eSBenim rovnice (2.2.1)
i na hranici analytiZnosti U=0. To mbZeme ovE¥it p¥imym
dosazenim

Um({) _ ggvu(-qﬁi —g—(‘)(u]) =

=

~—

C FU(RCE ) O+ (54 Seo du) =

¢ 73

hwit

=
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= D(-ﬁ‘ré)@(u} + Qg—L &e(-ﬁré) dot 8eu) =

= M 8(%‘--&) (‘)(IA) - %‘#— (é— )W lu=o g(u) =

Pomoci t¥etiho ze wvztah® (3.C.5) wvidime, ¥e druhy ¥len je

il

U
75 , &U) . (3.2.18)

a=

- A _bdp 1 p
m 6006 -t (- Lp,

nulovy a dostavame
ret fe '
o = @0 . (3.2.19)

Pole (3.2.17) tedy je hledanym retardovanym polem jedné urych-
lené &astice. 2Ze symetrie lehce obdrZime advancované pole
symetricky umist&né &astice (viz. (3.2.15)) a kombinaci t&chto
dvou poli dostaneme M%ﬁ

Pro ilustraci pouZijeme' jestd8jinédho, fyzikaln& realis-
tického postupu, kterym ov&i¥ime, Ze pole (3.2.17) je skute&n&
¥efienim vlnové rovnice. Pro skalarni pole je tento postup zby-
tefn& t&Zkopadny, pro elektromagnetické pole a linearizovanou
gravitaci jiZ ale bude nezbytny. Vyjdeme z fyzikaln& rozumného
argumentu, ¥e ¥astice se nemf%e pohybovat, realisticky vzato,
urychlen& neustdle; kdysi v minulosti musel jej{ wurychleny
pohyb za&it. Pro jednoduchost p¥edpokladejme, Ze pi¥ed tim se
tastice pohybovala rovnom&rn& (obr. 3.4). Pokud nalezneme pole
takto se pohybujicisééstice a poté odddlime okamZik po&atku
urychlovani do "daleké minulosti" 4), obdrZime hledané pole.

4) Presng Pe¥feno po¥atek urychlovani #astice oddalujeme do
‘ svételného nekone&na v minulosti. Pro nas je ale nyni
dQleZité pouze to, ¥e se tento okam¥ik oddali =z kone&né
oblasti. Tato poznamka se tvka visech obdobnych situaci
v této kapitole
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Tt

P

obr. 3.4

V obrazku je vyznafena své&to¥ara 0""‘?(\,\) rovnomérné& urychlené
¥astice a sv&to¥ara “"P(\) rovnom¥rn¥ p¥imo¥aie se pohybujici
Eastice prochdazejici udalosti P, te¥ns® k svitoXare urychlené
Eastice. Jejich kombinaci ziskame sv&tofaru Castice, kteri se
pohybuje rovnom&rn® a¥ do okam¥iku P. a poté se zalne
urychlovat - wvyta¥ena siln¥. Sou¥adnice udalosti P- jsou
U= 0\/? | U_:Q? .
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UvaZujme nejd¥ive stojici skalarni &astici s nabojem f4
v bod¥ Y=0’n=0,g=a . Jej1i tok je dan

~J
s

= {ugdv\ S(‘““‘P(\‘;\‘;lx) = ,Vlg(ﬂg(&)g(_z-—a\) (3.2.20)

a pole

"4

\g"(:t') Ty G (x[2) =

(3.2.21)

Slag

(a8 Serim) -4

kde

= V ¥y az + (2 —(l';t1 = w gzé (2-0";;"1 . (3.2.22)

Skalarni tok ¥istice, ktera se do okam¥iku ji pohybuje

rovnom&rn& a po n&m urychlen® je

ace ' un '
Juie) = BT O(xt2) + " (x) O | x) . (3.2.23)
Zde wnﬂs je tok rovnom&rn& pohybujici se ¥istice se sv&to¥arou
prochidzejici udalosti ¥ te¥n& k hyperbole urychleného pohybu
(obr. 3.4). Tento tok dostaneme boostem toku uan . CoZ

formaln& provedeme zam&nou

(3.2.24)



3.2 Skalarni pole _ 41

, 2o 0 jsou souradnice udalosti -, 4 je

kde T_-= —aﬂm/l?
parametr charakterizujici, kdy urvchleni za¥falo. Z2e vztahu
T:=..a_ﬂq7 vidime, 2e p¥i rt@stu ? se udalost J- oddaluje

do minulosti. Dosadime-1i do (3.2.23) dostaneme
Js = M $(3-0) 8ix) 8(3) @(xll’.)*-ﬁg('%a) X(X)g(a\ O(2lx) . (3.2.25)

Retardované pole od tohoto zdroje dostaneme kombinaci - poli

Mc¢ a 'uq¢
(f)(:c_)‘

0‘“(#(1‘) Ol«|3) + ‘unc{ﬂ:f} O(F 1x) =
kL oy B L D(R xS
ﬁr p OlxlZ) };, (2% lx)

(3.2.26)

[

n

Nyni provedeme limitu 7-¢ & ,.tj. oddalime do daleké
minulosti zaXatek urychlovani. V této 1limit& povrch sv&telného
kuzele budoucnosti udalosti Y. prechazi na plochu U= 0
(viz. (3.B.14)), tedy

nee | A
o'“(#)(c(,) O(xl %) — Sb(:c) Olu) . (3.2.27)
Vguzitim (3.D.13) dostaneme
1 1
o O[;T , | (3.2.28)
z ¥ehoZ
“hxy O(Ple) — 0 . . (3.2.29)

Tim jsme op&t ukazali, ¥e retardované pole odpovidajici zdroji

%], je dané (3.2.17).
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Diky symetrii dlohy snadno vytvo¥ime advancované pole
Castice se sv&to¥arou ’(Sf:\) . Jeho tvar bude

Mv(b - wclf) (9_'(—“) ) (3.2.30)

Vidime, Z2e kombinaci tohoto pole s w’(f) dostaneme prave
(J
pole " (‘l)



lek i é e

v tomto odstavci budeme hledat retardované pole
elektricky nabité rovnom&rn& urychlené &astice v plochém pros-

toro¥fase. Elektricky tok takovéto Eastice je:
SN A HUE) S(FP )
e = e \d\ U J ) (3.3.1)

kde @ Jje elektricky naboj a ﬁC'M(»\)Al—rychlost astice. Obdobn&

jako pro skalarni pole dostaneme 5)

acc [y

@7 - e FUs 8(§-gx)8<x)$(_a) ) (3.3.2)

£

UkaZeme, 2Z2e tok dany vyrazem (3.3.1) s libovolnou svito—
Barou, kteri ma spojitou'4—rychlost, se zachovava, tj. spliuje
podminku (2.2.6). Pro libovolnou testovaci funkci ?hﬁ mame

( g oo 7448w ) Sresnie) -
=g @e)m [ ww8win) -
Ty w @ (@) (2w) -

A~ o0
- | LQ(?M)) ]b\. o =0 (3.3.3)

coZ jsme cht&li ukazat.

5) 2Zde je ﬁiuﬁ libovolné prodlouZent 4-rychlosti do vektoro-

vého pole na okoli svEto¥ary ¥astice, napi¥. R

43
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Jeliko®2 se tok (3.3.1) =zachovava, mi¥eme nalo%it
kalibra&ni podminku (2.2.7) a ¥e¥it wvektorovou vlnoyou rovnici
(2.2.8). Jejt1 retardovana Greenova funkce v plochém prostoru

je dana
Gm-g'u‘fl U (xix') C,., (i) (3.3.4)

Zde Lfsizfm'} je operator paralelniho p¥enosu z « do «'. Re-
tardované elektromagnetické pole od zdroje (3.3.1) je

2 arc—a' a
A=) - -gg‘w “Jrten 6,0 (eix) : (3.3.5)

V oblasti G,-G,=1 wvypo&teme

"0 )= :ze:,, d'td dxde U Ut e Qlale'y O((x-n's ) = *
- E N (g2 0T ) ; ' J e )T
= Q.TTSJT <"ﬂ‘0 g-i- "ﬂg\a‘ 33 O(T‘TJ g(g"z'*a‘.od?(' o ) =
e 1 (AT 0T O i}
_e 1t AT P & T gt
R ine\'r:_'r'( R N et
¢S
(L Y ’g&') _
+ C.g\T Ry rEY D.O‘\T 00‘0\ Az dr(._?/ _ _g} Ry
- S R A
) 11-v<2' b o 2oz ) (3:3.6)

ofe
Analvytické roziSi¥reni do celého prostoroXasu nazveme FL, t3.

e, . _ @ (44 LAy S
o - 4'-'n'<0 Ed’-rr4§’d“‘) )
__e | (ﬁ/e—gt' L E2-Te )
G 2 - £ dot o = g dﬁ) = (3.3.7)
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Stejnou dvahou jako v p¥ripad¥ skalarniho pole
(viz. (3.2.17)) =ziskdme kandiddta na hledané pole od zdro-—

je
0. = A, BCu) , ' (3.3.8)

Musime je#t& ov&¥it, zda je vlnova rovnice spln&na i na nad-

plote w=0. Intenzita pole ''F je

a (*“A O(xy) =

Y, 8u 4L ade ) 00) + dun" R S(L-)]; = (3.3.9)

ret F

fl

It
|
~
P
T~
[ oW
N

P

¥
[

g [ Lw-~a-e _ g n a
= <___ﬁall du,\d.r + 20 p* du/\mc" a/L A ('0 )O(u) .

Analvtické prodlouZeni této inteniity Zz oblasti _u>0,4f>0 do

[- X
celého prostorofasu nazveme MFZ

&GG-F:

(- 4")(M— dea ) (wmﬁ)

(3.3.10)

"

(-£) (Z_ﬁ;i dtndz + §2; drado ;’T d,,ld?\

Zatim netvrdime, Ze plati ”%:=d‘"ﬂ . Nakonec viak ov&¥ime, %e
tomu tak skute#n& je. MAZeme psat

"E - YF Q) (3.3.11)

Rovnice pole dava

VR - )V (u_*%%_i datad, z « ?%Z" &t adyo +
(3.3.12)
+0—?é Ol,_z,\cl._,g) + (‘(%7)9. 0??%' )dkt" S(M)
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Prvni &len da tok %&] ( A je #e¥enim (2.2.9) v oblasti
wl ), zbyva nam vBak je¥t& druhy, nenulovy &len. Pole R

tedy nespliuje pohybovou rovnici na nadplofe u=0 . Budeme mu-
set p¥idat n&jaky "povrchovy" &len lokalizovany na u=0, ktery

vyvkompenzuje druhy &len v (3.3.12).

Navic potencial rﬂﬂ (3.3.8) neni v distribu®nim smyslu
dobie definovan. Vyskytuje se v n&m &len, ktery se pro malé

chova jako
"a O(u) | ' (3.3.13)

w 4
coZ neni distribuce (integralx E‘éb\ " diverguje). Tato nesnaz
[}

se neprojevila jen diky tomu, Ze vypadl vyraz

éo\(o\u'@(u‘;\) = adu/\_ du S(u) = 0 | (3.3.14)

Jakdkoli sloZit&js1 zavislost v O— funkci by vedla ke kompli-
kacim.

Problémy budeme ¥eSit nasledujici regularizaci. Vyu¥%ijeme

toho, %e pro kone#né 7 je vyraz

i‘« 0(u- ) (3.3.15)
%

dobie definovanou distribuci a s takovymito wvyrazy umime bez

pProblém@ pracovat. PoloZime-li nekone®n& velké (vé&tsi neZ

"nase schopnosti m&¥eni"), bude vvyraz (3.3.15) vpodstat& shod-

ny s (3.3.13), zaroveii s nim vBak umime neustdle pracovat. Je

piritom samoz¥ejmé, Ze mé&¥ritelné wveli¥iny musi byt invariantni.

vi¥i zmé&n& nekone¥ného parametru regularizace 7 . Vidime, Ze
nap¥*. vypadnuti #lenu typu (3.3.14) zajisti invarianci inten-—

zity va¥i zm&n& parametru ‘7 (podrobnosti regularizace viz.

U
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dodatek 3.A).

Vratme se v#ak k hledani povrchovéheo &lenu, ktery by m&l
vykompeﬁzovat druhy &len v (3.3.12). Jeho tvar ziskame pouZi-
tim postupu, ktery jsme ji2 ilustrovali pro skalarni pole.
Najdeme pole ¥astice, ktera se do okamZiku ¥. pohybovala rov-
nom&rnd a v okam¥iku P. se za¥ala urychlovat. Potom oddilime
?. do daleké minulosti (viz. poznamka 4) na str. 38). Tim
dostaneme nejen hledany povrchovy &len, ale i zmin&nou regula-
rizaci. Elektromagneticky tok &astice se sv&to¥arou Pl
(viz. obr. 3.4) je

a AcL a tune— o
Ty = B T(=) Oxl B-) + “T%x) O(S1x) . (3.3.16)
V (3.3.3) fsme ovE¥Fili, Ze se tento tok zachovava. Retardované

pole je tedy dano ¥eBenim vilnové rovnice_(2.2.9) a mi2eme ho

p¥imo napsat
A, () = Fale) Ol 2) « “Pe)O(312) | (3.3.17).

Coulombické pole Eastice stojici v bodé k=3=0 , 24 Je

un __e 4 un - _€e 4 ; '
Re= -2 Hdet Fo=-2 L ditaden . (3.3.18)
IUﬂ
Pole H dostaneme boostem pole MAH , ti. formaln& zam&nou

(viz. (3.2.24))

U U= 2yu t—'t-
resp. ' - (3.3.19)
-. IJ’ ] 2""7 Z:

VIR

v — I,l_j_':

NG -
RNt
—~
~
. <
~A
bl

Dostavame
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(3.3.20)

- (-2} (2"[‘- _“ do ) OCn-10) +
+ (- Z%) (?:Td"” Q’ﬁ d/\r) OCt-) .

Nvni poloZime ’7 nekonefn& wvelké (tji. uvaZujeme limitu
- o> , podrZime viSak formalni zavislost konednych &lenfi na
f:(‘ pro pot¥eby regularizace). V dodatku 3.D je odvozeno

(viz. (3.D.13))

lud 7

Vy¥esime—-1li rovnici 't-'n - 0 vzhledem k U dostaneme pro
L(p . kde {L zna¥d{ F vy¥islené na nadploie t--0 ., (viz.
(3.B.23)) '

% (—).(’n,- 4) - ig(-% ~u) + 0[L] , (3.3.21)

Uy - 0-0\-‘/7;' * O[ ?l I ) (3.3.22)
Vyraz

1 , |

n ( P ) O('t-"n) (3.3.23)

pro 7::4 v okoli U0 mA chovani (viz. (3.B.6))

Olu-ul, ) | (3.3.24)

Jak jsme jiZ ¥ekli, takovéto vyrazy vedou ke komplikacim
v désledku =zavislosti argumentu (—)—funkce na sou¥adnicich

‘7’, L . Provedeme tedy nasledujici regularizaci

é_(_%‘-.uﬂ - é() ) Q(U_%) - (3.3.25)
- %(2 )0(0*3 O(u[;u)
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UkaZeme

é(%)@(u-%)g(ul*-U) ,Q/naw? g(u + {;7 (3.3.26)

Pro libovolnou testovaci funkci ?00 mame

ol §(%2) 02 B(ul- ) o)
g& du ( (P(O) + { °]>

?
(o) Qn 0*" + O[i] (3.3.27)

A

4

[CF(()}/Q/nU \‘0 }r o

c.b.d.. . _
Dale pro /?»4 platfi (viz. (3.D.13), (3.B.2), (3.B.3))

%Q(UL—M) = 0[%] o

Otu-ul,) = O[4]

Kone¥n& gpojenim (3.3.21), (3.3.25), (3.3.26) a (3.3.28)

(3.3.28)

QA,Z

dostaneme

mﬂ ( lLu [ [t @('g’“)db‘ !
(( )du . %(;’_‘J)AM)O(U~%) - (3.3.29)
I GE Sty du [+ O[4]

Prvni &len je typu g(w)du a je kalibra®n& trivialni —_lzé ho
odstranit kalibra®ni transformaci. Druhy ¥len je regularizova-
né polémH@OJ. Tento &len neni ale invariantni vi¥i zm&n& regu-
lariza¥niho parametru . 2 diskuse v dodatku 3.A vime, Ze

ivarianci do ¥adu 0[@7 lze zajistit p¥idanim kalibra&n& tri-
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vialniho ¥lenu (viz. (3.A.26)
('%ﬂ'(_‘ﬂw? Stu] ) du | (3.3.30)

T¥et1 &len v (3.3.29) je hledany povrchovy ¢&Elen zaru&ujici
spln&ni pohybovych rovnic i na ploife U=-(. Po vynechani kalib-
rang trivialni &asti a p¥ipadném potlaeni explicitniho zapi-
su regularizace dostavame retardované elektromagnetické pole

urychlené nabité ¥astice

A - (qe' ((4( “halu ¥ g(% du )9(""*)"2n’7§(“)>_
- ("4%,} ',-Q--h a\_za;il g(.‘-") JM = (3.3.31)

RO, - (&) 9L 51 da

Intenzita pole je

REE L E (0 4 ((%r 5’@) duAa{§> . . (3.3.32)

Tento vysledek je mo¥no obdrZet i p¥imo limitou intenzity

(viz. [44]). Diskusi retardovaného elektromagnetického pole od
' jedné urychlené Eastice lze té% nalézt v (2 1. '

Stejn& jako pro skalarni pole vidime, Ze ‘NTH resp.

*F je kombinaci retardovaného potecidlu resp. intenzity od

jedné urychlené &astice a advancovaného potencidlu resp.

‘intenzity symetricky umist&né druhé urychlené .éastice . (Po-

"vrchovy ¥len se diky zm&n& znaménka u 4 a & rufi.) Navic
platit

gk =] N _ (3.3.33)
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Chovani MCQ v okoli U=0 jako é neni patologické. Distri-

bu¥ni smysl takovéto funkce je uveden v dodatku 3.A v poz-

namce 15) na str. 92.




rav. n \V4 teor

(o]
(S]]

Urvchlovani &&stice pomoci struny

Jak jsme ukazali v 2.2 vede linearizovani teorie gravi-
tace na rovnici pole spinu 2. Budeme se proto nejd¥Five v krat-
kosti zabyvat timto polem. 2droj p¥isluBici urychlené astici

je linearizovany tenzor energie hybnosti; ma tvar

P T @) - (dd (%P 1) U, ¥Uy m -

(3.4.1)

1

8( g_p,» 8():) g(a )?*.':u&"l:l'u! )2

Greenova funkce vlnové rovnice je op&t tvaru (3.3.4), pouze
operator Uthﬂ bude pfisobit na oba tenzorové indexy. Stejinvym
vypottem jako pro skaladrni a vektorové pole dogstaneme kandida-

ta na retardované pole'spinu 2 od zdroje (3.4.1) ve twvaru

nr=2 14 h Q . ~
P &.‘_b = -Q—Z—Trﬂ\- [ é %‘L d:Td&T + 51_ ds?d_bz + é d:'z\uojks]o(“) =
n { 2
;QTT’W' T é {(ﬁz-l?f) deteyt + (3.4.2)

+(Qe-01)(Rz-L¢) dt vdez « (R2-2+)d.2 d, z ]

Obdobné& vektorovému poli neni tento vyraz dobi¥e definovany

v ockoli nadplochy U=0, divergence je dokonce jext& vyi¥iho
¥adu — ma tvar

ét Q) G

Nas v¥ak vice ne¥ pole spinu 2 zajima linearizovana teo-

rie gravitace. Diky kalibra¥ni invarianci této teorie mame

52
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zdroje (3.4.7), ale i p¥imo z Newtonova zadkona pro silu
my =G ' (3.4.8)

kde 0("{/@ je =zrychleni ¥astice a G sila plsobeni struny na
fastici. Tedy mame podminku

m = Qo (3.4.9)

. Vypo&t&me ﬁyni pole - zplsocbené timto rozloXenim hmoty.
Diky linearit¥® pohvybové rovnice nam stad{ ji¥2 pouze najit
retardované reSeni vlnové rovnice se zdrojem T @(5—0.) @(u) a poté

per '::

ho se&ist s polem K , &imZ dostaneme'pole celého zdroje

(3.4.7) 7).

swé—'-; - 21';: \Au'du'dxldbl G_(UIU'— 0\2.) 8’(}‘:)5(31) Q(u:) .

¥ G(M'—U) 8((u-u')(u’~,u") 4 Q,'-'— ) (0\1.1_ AZ’L) -

= Q?{G gdu'ol,\r'O(u'u'-a Q(u) g/u -u +—Qr—) ("i*z'd;) =
by i

9.

.\_

42| §9((u+_§_)- ) Our) 5 () (dedl7)
Lo [ g, 5] Q) (de-ds7) -

q L
(3.4.10)

od,a (Q“(Q»z (_,\%) . ‘“I th— “ ,Q“i'-—"’l )(,(w ) (e —uz) .

-+

Vidime, 2e pole struny diverguje. Je to zpsobeno nekone&nou

délkou struny a ‘faktem, Ze nezniame %Adné informace o chovant

?) Posledni dGprava bude podrobn®¥ provedena a¥ ve vvyrazu
(3.4.27).
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podminku (2.2.19) representujici zachovani zdroje. L.ehce ale

ové¥rime, Ze

VT = m U (uret 8(50)86)805) D) =

"

wm LT (L) 8301 §lmbeg) Oto) =

i/

)2

- m 2—\8‘2 S(3-0) 8(;/-) Scb') @(u) ) (3.4.5)

Zdroj n"1; se tedy nezachovavd. Tento fakt je pochopitelny

N

— fastice se nemf@Ze pohybovat urychlen& sama o sob& bez vn&j-
B8iho zasahu. Vidime, Z2e v linearizované teorii gravitace bude
analogie k p¥edchozim dv&ma polim sloZ2it&j¥i. Budeme muset
uwva2it p¥i¥inu urychleného pohybu éastice..To se projevi slo-
¥it&j%{ strukturou zdroje. Nejjednodusii zp@sob urychlovani
gastice je p¥ipevnit ji na strunu - jakousi pruZinu s napé&tim
nezdvislym na délce prodlouZeni. Tenzor energie-—hybnosti neko-

ne&né struny lokalizované v prostoru podél osy 2 je

Str i i : / '
T = 6(dtdi -dzd=z ) &¢)8(y) , (3.4.6)

\ ]
kde C Jje klidova hustota hmoty pruZiny a zaroveil nap&ti ve
sm&ru osy 2 ). Vezm&me polonekone&nou strunu a na jeji konec
upevnime &astici. JelikoX napdti ve strun& je konstantni, bude
se Eastice rovnomé&rné& urychlovat. Tenzor energie—-hybnosti

tohoto systému bude mit tvar
T = T + T Bz-0) O (3.4.7)

Vztah mezi-ﬁw a UG dostaneme ze =zakona zachovani celkového

$) P¥ehled problematiky tvkajici se kosmickych strun je podan
nap¥. v [23]., [2%81].
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struny v nekone&nu.

Vedle tohoto problému musime ¥eBit i problém ¥patného
chovani pole r"?_kolem =0 . v p¥ipadd elektromagnetiému isme
ho ¥e8ili tim, Ze jsme ¥astici za&ali urychlovat aZ v jistém
okamZiku Et. To by v#8ak znamenalo, Z2e aZ2 v tomto pkamZiku p¥ri-
pevnime k &astici wvolny konec struny. Ale co bude se' strunou
do této doby? Struna s volnym koncem neni zdroj, jen% spliiuje
zdkon zachovani £enzoru energie—hybnosti - nemZe sama o sob&

existovat.

Systém dvou urvchlenych ¥astic spojenych strunou

Nast&sti mbZeme oba problémy vy¥eBit zarovett. Resenim je
systém zndzorn&ny na obrizku 3.5.‘ Jednd se o dv& ¥astice
o hmotnostech mﬂn ‘a "m, které se pchybuji proti sob& podél
ogy 2 , v okamZik jt se setkaji a propoji se strunou (v tento
okamZik zatim nulové délky). Po prolétnuti kolem sebe sé zad-
nou brzdit vlivem struny, kterd se mezi nimi ﬁapina, aZ se
za¥nou p¥ibliZovat a v okamZik SL se op&t potkajf. Struna se
odpoji a ob& ¥astice se pohybuji dile rovnom&rn pfimoéafe..
Vztahy mezi' =zrychlenimi “u,“a a hmotnostmi obou &astic

a napsStim struny 5 jsou

@y A @ -
X = T m = G0 )
(3.4.11)
vy = L o= “m - Gb
o Lo

Definujme
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obr. 3.5

Na obrazku je systém dvou &astic o hmotnostech ®m a¥m, které
se pohybuji proti sob&, podél osy 2z , v okamZik Sl,se setkaji
a propoji se strunou (v tento okamZik zatim nulové délky). Po
prolétnuti kolem sebe se za¥nou brzdit vlivem struny, kteri se
mezi nimi napina, a¥ se za¥nou p¥ibliZovat a v okamZ¥ik P, se
op&Et potkaji. Struna se odpoji a obé ¥astice se pohybuji dale
rovnomé&érn& p¥imolaie. .



3.4 Gravita¥ni pole v linearizované tLteorii 57

(3.4.12)

kde D je vzdalenost sti¥edfl obou hyperbol urychlenych pohybf,
ti. bHA7=0 jsou asymptoty pro hyperbolu urychleného pohybu
gastice (2) a “mM“MFf)ﬁastice (&) (obr. 3.5). Dale pro ka¥dou
funkci g , kterdu lze vyjad¥it jako funkce u A, X, 4

g/
YCE /.(u(m), vix), x(=) y(e)) (3.4.13)
! )
zavedeme
)
%(Oﬂ =%(_-x) ,
(3.4.14)

0 " , ,
g("-) = /?(“’L-'\(cf‘i (e} x(a) yle) |
! { { / J /)

pri&emZ, pokud nebude hrozit nedorozum&ni, budeme index ()

vvnechavat .

Tenzor energlie—-hybnosti popsaného systému mZeme zapsat

T = ®T 0(xt2)O(Rlx) + T Oxi®) O(Rz) +

s T O(95-0) 02 -b). +
(T BT ) 0> 1)

+ (T «BT) 0(= 1 2,)

(3.4.15)

ton

'un
Zde T resp. T-dostaneme boostem zdroje odpovidajiciho #as-

tici stojict v bodd  x:-y- O, z=o
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= tm dtdt g(z-a_) g(.y) glh) (3.4.16)

Boogt provedeme zam&nou

Q’)H ~ 'Q)LA - (3)/7 :A‘\u (‘;\/U' R Ay - —4—4',{)'
4 }

7

fesp. . 4 é-ﬂn (3.4.17)
] . ) s - 59 A "Q‘
U 24 u = o (@3 ) N - /7 /U" .
/
(porovnej s (3.2.24)). P¥imo z popisu systému wvime, Ze se

tento systém wvyviii bez vn&€jsitho zadsahu a Jjeho tenzor

energie—hybnosti se musi zachovavat. To lze i ové&¥rit p¥Fimym
vypolitem. '

Sou¥adnice udalosti 9_‘§: jsou

q‘\u‘ - (.x‘a | (&') U = 47 |
Jgalg (3.4.18)
“u LY
' li),? LA
Ze vztah@ (3.4.12) a (3.4.18) dostaneme
l 1
A ( W7
D“‘C~(”7*r,2-.5“)‘%(7*%)&-0 € =
' (3.4.19)
/
- b quJ;%_\+ Vi . $£;311,_ a0
([’.,)?/ q_(’? ,7)C ;
(O] — _Q_ - __’-:‘__
TR T ey
. ' ' (3.4.20)
. Uw, b

Z2 t&chto vztah vidime, Z2e p¥i 7-07 se udalost 33 oddaluje do
davné minulosti, ‘P do daleké budoucnosti a vzdalenost D se

zv¥tisuje. Rovnom&rny pohyb &istice (o) se tedy odehrava v da-
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leké¢ minulosti ¥i budoucnosti a &astice (L) se oddalila do
velkych vzdalenosti stejn® jako jeden konec struny. V koneXné
vzdalenosti tedy z8stava pouze urychlovana &4astice (a) a polo-
nekonefnad struna, coZ je p¥esn& zdroj, ktery nas zajima. Pokud
pri limit¥ 7-Mu ponechdame zavislost na nekoneéném 7 ziskame

p¥imo ji% r 7»«:rlzované teeni s o¥et¥enymi d1vergencem1

Spo¥t&me nejd¥ive linearizovanou metriku odpovidajici
zdroji (3.4.15). Schwarzschildovské pole v linearizované

teorii gravitaci je

w-jt_' Q’&U‘M ‘{
L T d+ dt

(3.4.21)

BeSent vlinové rovnice se zdrojem

xirEL 9("?«__&) @(.’”é’_b) (3.4.22)

shodnym vypo¥tem jako v (3.4.10) dostaneme ve tvaru

- = InG M ]”"”u . o
v : e
C\3 dr { Q _—r <‘1”-(7’0[2’-’-‘d) . (3.4.23)

Zde N, resp. A, je ¥e¥enim rovnic

(u* )'UL.~ o* =0

- AN )
~ (3.4.24)

J(D-w) - & =0

“t 4 <
(O-u (O~ )-(D~w)

Geometrickd interpretace t&chto wvztahfl je uvedena v obréz—

ku 3.6. Vy¥esSenim dostaneme

Y+ §
-

= 2 )

(» (3.4.25)

- Do X%

[ 9“‘-
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~

obr. 3.6

Gravita¥ni pole v bod& Y- retardovan& ovliviuji udilosti leZ{-
¢l na sv&telném kuZelu minulosti. V1iv struny na pole v T je
tedy dadn integrailem p¥ispdvkél udilosti le¥icich na hyperbole
vyznafené na obrazku. Tento integral wvede na prisp&vky od
krajnigh boda P, , . Jejich sou¥adnice jsou

A , SR LT VR (V)

um=-K—&- ) “mh = 4Kz—é /

. Inr 2 ©

.- 7+ i _ =(h)y_
o R o e

Platg
{1 (® Lt L/ o,y

facfonem s -1, LU e -

Zde bhu]? jsou sou¥adnice bodu X .
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Plati identita

%(Ug-,{r) %(l“’,{);_"k,v) -1 . ' . (3.4.26)

Vvu2itim (3.4.25) a (3.4.26) dostaneme

ste ?MG

54 (o §U-) Ao d (- o)) [edz") Q- n) Ot -

‘:'6 (,0,,.('2”1 UA;) ,ng Q/n- . Qm(mp Ly r.»ul-;w_)_

Laf - L) G- O(-R)OCR-") . (342D

Vidime, Ze pole struny se nam separovalo na dva vyrazy sﬁodné—
ho tvaru p¥islufejici k jednotlivym &asticim. Clen pFislufejf-
" ci jedné éast1c1 mﬁﬁeme 1dent1£1kovat i ve vyrazu (3.4.10).
Ozna&me Qwﬁ soutet W\ 8 a &lenu z Q prisluSejici &astici (O
analyticky rozii¥reny do celého prostorofasu; tj. pro
gastici (o

mgz N La'(i f drdr « £d2d¥ . %a(T Ve(g) ¥

R E]
) (3.4.28)
+ ua \
L (I (G- 22 ) -0 § - Ll ) (der-da') .
Z2de jisme zavedli zkracené oznafent
. 2 1
L = 2.2@;‘ - (3.4.29)
PouZ2itim (2.2.16) a oznafeni. '
(’)q.x. = O\Z:(o\;.X + d, u\(i\g& (3.4.30)
Qr _ U

dostaneme
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L[ . (Egaf) drte %(g;{)dsu‘g—ﬁ drvds
(-5 < 2n g+ 202 ) g ] - |
Pe0 "y« o /Dg( (3.4.31)
=L{%('2u)d“*§('—¢;j dur* + |

(3.4.32)

Pro linearizovanou metriku p¥isluSeji-~
ci zdroji (3.4.15) méme

h

$EOLO(Fdm) + HO(P ) -

<

X3

[} L \ Y un
A 0 (x (%)« 8
N

5h O(x1 ) O( Bl + ¥

(3.4.33)

h 0= | 7.)

Pole nekone¥né struny

postupem

Nyni ud&lame malou odbo&ku.

lze

Ov&¥ime, zda nami pouZivanym
najit metriku

nekone&né p¥rimé struny. Tomu
v naSem modelu odpovidd oddadleni obou &astic () i () do neko-
ne&na. Zavedeme-1i (obr. 3.7)
©) _ (a) _ Q (0} ~ ' (]
‘/‘ =~ L‘ 1 ] (/\- i !

resp.

' (9"/{)_7(“3”"2
2

D
2
(3.4.34)
(o) O [[KY
;7 AT = 3_

- A
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obr. 3.7

Nekone#nou strunu ziskame oddilenim obou koncfl struny do neko-

nefna. Proto je vvhodné uZit souFadnice °U,°V" nevazané
8 koncem struny.
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P p¥i

v oblasti kone#ného mh
jsou velké a mOZeme psat

3.4
tak nekone&nou strunu dostaneme
nekone&n® velkém D . Potom w3 i v3?

> 0"+ Q"
= 9:2; (4‘ §-1_ ) J
5t S p (3.4.35)
<A 1 i
e (e -0l ])
- L[22 duts O1L] dot
’ l 2 4 ' . ’
s (0lg] - 2n (& < O[L]) +00 8- 008
4 7 ? { 7 C TR )
+ 0[] - (0L ]) 8§ 0. ) é]
: oo
= L;( Yy AL\? + -)/1 l&:b '“g -
p A ? (3.4.36)
I g = 0I5 | |
kalibra¥n& triviialni, lze je odtransfor-
(2.2.21). Dostavéme tedy linearizo-
(3.4.37)

Prvni dva &leny jsou
movat pomoci transformace
vanou opravu k metrice od nekone&né p¥imé struny

Qg ™ 2\
pal

mg
02 ‘-‘—E“.':'E .
=% ) + 0f¢]

h =%
Plna metrika p¥imé struny je
= m eh - O[: 1 -
27 9.8 + O[e]) -
(3.4.38)

a7
-t - (4~
(dg+¢7dg™ ) (

- _dTZ.Lc(Z

Zam&nou souradnic
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Jire { 26
e 1-% ¢ i
¢ — ¢ - i"_ge o (ab)’ (3.4.39)
T -
dogtaneme
g < - di"s oz s 43" (4—2?8) gy + of¢] (3.4.40)

coZ2 je znamy tvar metriky  nekonefné p¥rimé strﬁny (viz.
nap¥. [2¥]1). Z tohoto vyrazu obdrZime vztah mezi dbytkem Ghlu

a nap¥tim struny

A({)ﬁ QTU_U-Q{:;&)) < e (3.4.41)

co¥ je opdt znamy vvysledek (viz. [1471).

Riemanntv tenzor urychlené ¥astice se strunou

Vratme se k na%i p@vodni dloze nalezeni linearizovaného
gravita&niho pole jedné ufychlené astice s polonekone&nou
strunou. Jak jsme jiZ #¥ekli, p#¥isluZnou metriku dostaneme
v oblasti kone&ného (i U~ pro nekone&né . Ukazuje se ale, Ze
linearizovanid metrika je v oblasti WU-0 velmi divergentni.
Bude sna¥%1 nejd¥ive najit linearizovany Biemannfv tenzor kii-

vosti a k nalezeni metriky se vfatime dodate&ns.
Oznad&me
Qe_lsc B '&e"f\'b}s =
A (é).[& r:\‘;\ﬂ; aFﬂffhm) Ot PHYO(Pilx) +

K (b[- 'i:;‘h{.]!‘ " A[_a,hd:;;.:l]s ) O(?_lﬁt) * (ah"('-'-"‘_l be ajg Im‘l’\ﬂs) O(I'?+) +
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# 4 (e (Fhy, +Fhg, - Bhy, < Fhy )| Stew) «

e do 0 (B + S b - By -hy )l Slew -

= ('t-‘-FQO& =0, ) Ole\ B ) «

(0, @0 ) (P lx) 4 (3.4.42)

+(u&n0‘_& . «,*J \: ) @(11“:

kde

(3.4.43)

() je po¥itano pouze v oblasti 4Uuf(). Zde jsme vyu¥ili sku-
teZnosti, Ze povrch kuZele budoucnosti udilosti Ei resp. El je
dan rovnicemi ‘f—‘Q:O resp. -y a spojitosti H na t&chto
nadplochach (viz. zav&r dodatku 3.B). Celkovy linearizovany

Riemann@v tenzor k#¥ivosti metriky f} je

=2&[4©'¢(‘ =

0 F gy ) OB DN +

26 0 lllfl

- (
+(20 % Qe gal-‘lmolt‘“'-"i )G(?'l."’) *(2 "X"‘"Of.ﬁ.w e MO, vy Oli)
(Y0

+

Qg - g+ ¥ - -Om)l-.,;.ndq('f-'») a1

e

|-| ﬂaif 3 MO:._L[:- _ :’.'.,n(\)ﬁ;k);’ n“ ) ,( (&(( _

it !l)

+
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<%§QMJ +‘X2ig }@(xﬂl)@(ZlI>+
Jf('iz?[zw . '(“”QQEQ)Q(EWB*

(3.4.44)
(LN o ian ~ -
~L< ,<$i€3 (‘”KQLOJ>Q(I( ‘4}4
1hed thed
" Q@_{ + ‘ P\Q\LLJ
Qo‘b*'i b Q (Bf‘i Q( okl S] ;
(3.4.45)

L‘"QQ&{; = 9 C)[:ic.ngée;i?'(

7

opdt pofitiano mimo oblasti UNﬁﬁh

kg(rb)§0py> (3.4.46)

VSN
r . ¢ Uh
a cobdobng lmdp . V dodatku 3.C Jje spodtenc e Q 8) a K
(viz. (3.C.7) a (3.C.12)).
/) T Yl.
210 L L _,g U oxrc ZQU
Top o P L (0w
z K
ace ) _ — gf) (.t ar(!? . 3({(/( ST \
EN(%-Uﬂ [— [9 { ; Tlug e () ),, ’?“7—;—?? (" - {;\ + f{IU/
me Qg 2 Q 12e \J? o .
L =5 (/’ r? EREYY,
{‘”w“{ L Ao V’ I ftwe Lyw 6o & )

(3.4.47)

P¥egn® ¥Yeleno je vypolet proveden pouze mimo oblast svéto—
Bary Hastice a svdtoplochy struny. ' 2 konstrukce e h ale
vime, ¥e v této oblasti jsou pohvbové rovnice urditd spl-
nsny a tak budeme naddle &lenv lokalizované v t&chto
oblastech ignorovat, pPrestoZe by m&ly byt v *“K obsaXeny.
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g, . “t LN
veve 4o 7 ! ~wpep - dbo 2 Fl-0-¢tuw)

(X7 Vo Lar L) are -
e * LEEF ~75) Ry -

se _ o, 4~€1) e = 3—‘-.’—7’("—”--—9—?-’ .
Reesy '—(TF 2] 1 Kooy L(%t-af?f 9?’)’

vn - un N _ g _’.ﬂ_
o R - LI
R =D e | (- Uzt
ng/\ro.; = -Q«-u:.u— 'I— (" 'in;“ * " ) f
W ] un K Vo
R\m‘uq’ = = “Rupurg = -L;(%S )
10% (3.4.48)
Q_“W‘\’ ) P‘"‘e“( L=
un wn _ G e® (2 -2)o
Quq\\.(“(" - Q”’fﬁf - L ne )
un die'e.  Lo'e ) “rrs 1e5(z-a)a | oe N
Q%‘ff‘FL(’ TR Lw U“n_ /
Hgpr LI
/ limits 5 se R a R O(<1?,) oddall. do daleké

sudoucnosti a nebude hrat roli. b‘ W

¥R je pro nekone¥né % spo-
‘ftano v dodatku 3.D a limitu poli WRO(Rk) a WR dosta-

ieme pomoci vztahl z dodatku 3.B

‘ErdR = (d“’\dq Auﬂda - Q%LMC{({) dve "dlf ) :

o 10 4
('_0 1 ). ’\" ((

(2ag)
v Lo.(”( %(ﬂ‘ S_, S(L 7 (1 P') (30 If'Jc g)é(u)—
(3.4.49)
<%dL(AdN‘({LA/\(‘(§- + owa 4 g"du/“d(? d-q'\‘-{(f + = )*’

L S,AT(’L,L) Se) + 051

Ny
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WRORIx) - (dunigdunds -g‘o‘u/ld?lfualfff ) -

. (300 o°) 6”’0. {
Lo (-p S raraye 8] - GRS St - 85,8 < 0[7] ) + |
(3.4.50)
T’(%_Jw({udum-‘«; + na de“"d‘f d?”)lcf v ) "
« La g(c') . ! ) - 0('1 ]
"@?QO(?_"I) N O[%z } (3.4.51)
”_CPO(: (2)O(z]2.) = 0;%7 (3.4.52)

UvadZime-11i jeBtE, Ze pro 7—>w Be ‘R-t -0 redukuje na wu-0
(viz. (3.B.14)), dostaneme hledany linearizovany Riemanntv

tenzor ki¥ivogti od urvchlené ¥astice s polonekone&nou strunou

retp\ - "L,S‘CP: @(u) + '&?Q(Q(Rl:ﬂ) . l‘u‘_]p\
HFROW) +
+ (d(;uafa du/\(fg - deu/\d((dt,md(f) ) .

e (D gy S )

(3.4.53)
+ (du,\&nc(u,«cfg + x4 g"duAd({d@;Mltfﬂ* XA )'

20.4
Q(& ) 8((,.

Prvni &len "je reguldrni ¥ast Riemannova- - tenzoru (a2 na &leny
lokalizované na sv&tolire Eastice a svEtoplode struny diskuto-
vané v pé:zné.mce 8) na str. 67), druhy &len je singuldrni &ast
lokalizovana na nadplofe U= (/. Lze se p¥esvEd¥it, Ze Ricciho
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tenzor je mimo =zdroje nulovy, tj. jsou spln&Eny Einsteinovy

rovnice ve wvakuu.

Obecny tvar Riemannova tenzoru a metriky #astice se strunou

V&nujme se Riemannovu tenzoru jest& podrobn&ji. MéZeme
se ptat, Jjakou obecnou strukturu m@%e mit linearizovany
Riemannfiv tenzor k¥ivosti od urychlené ¥astice s polonekone&-
nou strunou. V oblasti u>({), pokud nechceme p¥ipustit existen-
ci n&€jaké dodate&né gravita&ni vlny, je linearizovany
Riemann@v tenzor k¥ivosti roven "R .  Na nadplofe U-0 wviBak
neumime rozeznat vklad &astice od pFisp&8vku gravita&ni viny.
Jinak ¥e&eno, konkrétni tvar linearizovaného Riemannova tenzo-
ru na UW:=0 je dan usporadanim zdroje v nekone¥né minulosti,
o kterém nemame iniformace. MOZeme viak dat jisté obecné pod-
minky na situaci v davné minulosti. Budeme nadale p¥edpokla-
dat, Ze rovnom&rn& urychleny pohyb zafal v jistém okamZiku i
v dadvné minulosti o sou¥adnicich UJ—% ’ N1=&? (?7 je nekonel P
né), ovdem pohyb p¥Fed timto okamZikem nechdme obecny. Pouze
poZadujeme, aby zdroj sm&¥oval do ¥asového nekonena {ne izo-
tropniho, jak tomu je u neustale urychleného pohybu) a aby se
nejednalo o za¥ivy zdroj po celou dobu jeho existence. V sous-
tave& souradnic 'y, w (viz. (3.4.17)) spojené se sou¥adnicemi

?

U, NV boostem tak, aby sou¥adnice udalosti P byly ‘u_.=-0,
'W. = 0, je obecny charakter pohybu ilustrovin na obrazku 3.8.
Podminka na omezenou dobu =za¥eni =znamena, Z2e &astice mbZe
!

za¥it pouze v oblasti kone¥ného ‘Ut ,'V, ale ne d¥fve. Pokud
tento systém budeme pozorovat v oblasti kone&nych sou¥adnic
U, v (u-% , u- v W, 4 nekone¥né), bude situace wvypadat
jako na obrazku 3.9. Vidime, Ze retardované pole WFQ od po-
hybu p¥ed okamZikem ? se lokalizuje pouze v okoli nadplochy

=0 (oblast u>0 neni ovlivnEna pohybem Zastice p¥ed 11;
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lu /1
T' ¢ P
Y
\\ 3.
N E

™ N
N

X

Castice se nem@Ze rovnom&rnd urychlovat v&¥n&, jeji urvchlova-
ni muselo n&kdy za¥it. V soustav® spojené s po¥atkem urvchlo-
vdni &astice P~ bude mit sv¥to¥ara &astice charakter vyzna¥eny .
na obrazku. Pohyb p¥Fed uddlosti P mé&Ze byt obecny, pouze
predpokladame, aby p¥efel v ddvné minulosti va¥i této soustavs
v pohyb neza¥ivy. Vlinovkami je vyzna¥eno zarivé pole zplsocbené

%astici p¥ed okam¥ikem ¥- .
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']‘t

obr. 3.9

Zde je znazorn&na stejni situace jako na obrazku 3.8 vzhledem
k soustavé v niZ pofatek rovnom&Erného urychlovani ¥ nastal
v davné minulosti. ZAarivé pole od pohybu p¥red okam2ikem P- je
lokalizované v Uzké oblasti kolem nadplochy u=0 .
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obr. 3.10

Stejnad ' situace jJako v p¥redchozich obrazcich znazorné&na
v Penroseové& diagramu (spojenym se soustavou (,2 ). Castice se
pohybuje rovnom&rn& (tj. neza¥i) z minulého &asového nekone&na
do blizkosti bodu Eh. Tento pohyb probihd vpodstat® v isotrop-
nim nekonefnu v@¥i soustav& t,2 ale v ¥asupodbné  minulosti
vzhledem k ltﬁ - wviz. obr. 3.8. Dale se ¥astice pohybuje
obecnym (tj. i z&¥ivym) pohybem a2 do okam2iku P, kdy se
zafne pohybovat rovnom&rn® urychlen&. V 1limit# Y00 okamZik
Y. prechazt do %, tji. . se oddaluje do svstelného nekone&na,
jak byvlo ¥e¥eno v poznadmce 4) na str. 38.
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v oblasti u<0 je pole “R nulové diky tomu, 2e pohyb &astice
je zarivy.pouze pro kone¥né !'u , 'V, ale ne d¥ive a polopréstor
U< ovliviiuje prav¥ tato neza¥iva oblast, ktera je vSak neko--
ne¥n& daleko). M&¥itelné pole lokalizované v nekone¥n& tenkém
(¥adu 0 ) okolt U-“O bude mit charakter delta-funkci ¥i jejich
derivaci. Celou situaci m@Zeme zndazornit té%2 v Penroseové
diagramu ?) - viz. obr. 3.10. Sou¥adnice swpal*.,ci linearizovaného
Riemannova tenzoru 'R v soustav& soutadnic ‘U S, x '(LJ jsou
koﬁeéné v oblasti kone&ného 7 p ’/U', ale i v oblasti kone&ného
lt , v (pole od pohvybu pied ¥ m8Ze byt za¥rivé, nemdZe vZak se
vzdialenosti rést). . Z toho dostavame, 2e sou¥adnice e P
linearizovaného tenzoru k¥ivosti R v soufadnicich
w,uao, x, <L_S nabyvaji v oblasti kone¥ného U ,#4  t&chto hodnot

1

< 2 Qur
-MrQL-uLub 7 P*‘ua ‘ub

1l

Qur P :wP !
“usrpe, /7 Suwuo

“Rsbe = 7 R

O(Llc X,a
Sur . Ceer !
QUO b = (J Y WA ' ~ (3 .4. 54)
. Fro u-= 0{%]
Seer Sur ~ ! 1
Q earpas - ‘uly /
Stac < (1)
’ Qafo»z{ N “'K' aheo
Zu e L ,( y Ttee o F
p\(osrolm’) = J[? -{ (Z('o:tﬂtm'\ J
s:.-:.- _Q___lm‘ = '\) obe, ¥ = w v, 4 pro  u 0!'—?—‘/

®) Strun& je Penroselv diagram zaveden v dodatku 5.A.
Podrobn&iji viz. nap¥*. [16].
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Abychom dostali pro integral pi¥es U nenulovou hodnotu (tj.
aby pole lokalizované na (= () bylo m&¥itelné - m&lo charakter
delta—-funkce &i jeji derivace), musi byt hodnota integrandu
Pro u=0P]alespoﬁ ¥adu 7 . Tedy linearizovany Riemannfiv tenzor

k¥ivosti an bude mit v ob{asti kone&ného W, obecn¥

strukturu

4 su
r rp.. = o(u/\dgdu,«a(c\» A +
]

+ (duadss dua dg ‘) % g«

+ (_C{LaA A é(.t,l.-‘-‘(n{!j) A \} % ¢ +

+ (duado a"u.-xdﬁf e ) Dt (3.4.55)
, .

¢ dusdg (.i:u,\a:,;f; E -
+ (({QAC‘(? dL.AUII[, + ) F +
+ ((l‘\o)/\dtf dia c'()> + ) G

kde O, B,(,D,E,F,(6 jsou funkce lokalizované na u-{

(kombinace delta—funkci a jejich derivaci1).

Celkovy linearizovany Riemann@v tenzor k¥ivosti je dan

p¥risp&vekem urvchleného pohvybu a pohvybu jemu p¥edchazejicimu
dor [XId
R o= YR O + R , (3.4.56)

Mus1i byt spln&n linearizovany Einstein@v gravita®ni zakon, co?

vede na podminky

E - QZQ , F-¢8 Y, (3.4.57)
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ti.

{ swr

L R = (AuAdﬁduAd?-?QhAd?duAd?)g +
idu odurdp = + @°dua +
Chandotundg » o Glondgiguip c )8
t (gdu/\dvdu/\d(f R - dLm_a(gdgna{({) - v) C +
t (db\Adﬁ ((uz\d(f) 4+ ) D

Dale musi byt spln&ny Bianchiho identity

ret
@[ﬁ R -0 ) (3.4.59)

co¥2 vede na podminky (viz. (3.E.2))

g@ - (Q’B ),g + [{ ar“Q???‘r !No g(_u} -0

A“puguw I gl(-(") = 0
L Y

L4

/

1

.me?'f [wl) g{l‘) = O 7

o (3.4.60)
Cl‘)’ - 0 I

1~

2 (3.4.47) mame
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'{ ore | z l aen ! (I'C'.” -
L Paese o 74570 Raan |, (ameq™®
¢ 3 (3.4.61)
{ e : _ G 0 ¢ g -
L P\ut{u‘.u) lk‘o - (dr..‘_\,’z_‘)'b .

ReSenim rovnic (3.4.60) p¥i zachovani rota&ni symetrie okolo

ogy ¥ dostavame

H - /-.Jgi(":a\‘g

< oM) g oo, 4 e y
FRCET ~ (u,' ‘J_'—'-O\(“J _—“;_(B(.U)"\é.-u(u = ,,0(5‘,
2 (074 ¢’ ! 2 2 S

— 2 -~ ‘ / ‘
s ? (ai +1-)q b(u) - 5 @J(U‘}
K | ) (3.4.62)
C.= @Iv} ;
B .’ Is) . 4 ‘,-/\
U 2e (el - 5 CT,., (u) < 5 OV
!

kde Q,R,€,® jgsou funkce lokalizované na lJ=0, tj. kombinace

delta-funkci a jejich derivaci. Pro dal¥i vvypo¥ty ozna¥ime

2 oo (3a=e") o o <!
= = - 1, - = . t n - —},T—-;j- (b\)
i Qla.w 2 <o-’“:')‘ oo 200 )
9 = ‘{.! = a\ + ’ -
B [:/ ¥0|:;‘—=0 ’ (ﬂ + D 8((/— )

(3.4.63)
Sﬁ-:ﬂ = ‘:7 ‘dg = =~ 45 'g'l q?,../(/i) - g- (,P,.;u !:{',l) + :4,340 (U!) ‘(I"(’r‘ OC 4 (% ((,{)
~ 5 ¢

! S
Sl’ce — - {r.u-
C=C= Clv) D-D - )m-g_-(w,,)-;@/)
Beeni (3.4.53) dostaneme polo¥enim

a, e ¢ D -0

(3.4.64)
A=A =", 0-0 D0 .
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Zname tedy obecny tvar linearizovaného Riemannova tenzo-
ru k¥ivosti od urychlendé &astice s polonekonefnou strunou.
Jedna se o t¥idu ¥e¥eni navzadjem se li¥icich o gravita®fni vlnu
lokalizovanou na nadploe =0, ktera ma strukturu

4{1-9:-,\ 2 Jere .
= R = (durdedurdo - *durdp duad, B+
L ) S T (F f)
4 _-' . 2 §coo
+ (idwcwdwa(c_; 'Y +Ql0(u.'\dt€d§4({(f+ 'e)) B_+
(3.4.65)
+ (1 ; - u/\d’)d I\d -2 froe +
(zdundudu,\dc()w*v dunde ¢ rdyp ye

1 fc{t«,e({(a dt--"d"{\‘ S sr'G'D
) { i
Jeden reprezentant této t¥r{dy ¥e¥eni je nap¥. (3.4.53).

JelikoZ ziskany linearizovany Riemannfiv tenzor ki#¥ivosti
spliiuje pohybové rovnice a Bianchiho identity, musi existovat
linearizovana metrika, =z které lze Riemannfiv tenzor odvodit.
V oblasti (30 to samoz¥ejim& je metrika ““h. Jak jsme ji% ale _
¥ekli, tato metrika je v oblasti w-{ singuldrni. Budeme ji
tedy regularizovat - "o¥eZeme" ji v malé hodnot¥ % » ti. pou-

Zijeme metriku

Bdrh - Acch Q(Ul-%) ‘ (3.4.66)

Tato metrika ale nespliiuje Einstein@v gravita®¥ni zakon .v okoli
UrO . Musime k ni jeXt& p¥ridat Eleny, které splnEni pohybové

rovnice na -0 zajist1i. Budeme je hledat ve tvaru

"[""'"% - Pdu™ e Moy + Pdovde + Qoluvdp (3.4.67)

P¥imym vypo¥ftem dostaneme linearizovany Riemannfiv tenzor k#i-

vosti t&chto metrik
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lm..—lz?m - a[é,(‘a[i“buhh]!g) _ occP\L‘aﬂ-‘ +
+ | (d,_u/\d,,? O\EL(AO(J% . gﬁdgu/\dhr\o d;u/\di({)) ¥ . (3.4.68)

+ 1 (QLOLO)/‘ a\_df d¢-'..'Ad._,-lF + v) T - O{é ]

- - A Sy - B Q) - 1_2 y
¢ 7 dlu) + oo X)) T &lu 1T dlu) +
b Aty St « A 0B S
20 7 T 2w Qe ;.  (3.4.69)

N Y
g - ( -Qag)c()

- %(.a" 4.r\i‘ ¥

g""é P

~aled
ayvra4

&[!l (@, mé!“'g,n;_] ) . _ (3.4.70)

Vyraz pro -m;Q je pom&rn& dlouhy a jeho detailni tvar nenit

velmi zajimavy - viz. (3.E.5), vypofet "R viz. (3.E.14).

Nutno upozornit, ¥2e linearizovany Riemannfv tenzor k¥i-
vosti - ¥R obsahuje nekone¥n& velké leny. To je zplsobeno
tim, Ze hW} je nami zvolenym regulariza¥nim zpﬁsobem "o¥ezana"
metrika M%\ a sama ji¥ obsahuje nekone&né ¥leny (&leny’&;@@p%)
a Inu Ou-2Y). Divergence v "R se musi kompenzovat nekoned-
nymi Eleny stejné struktury v Sing ,» Ceho¥ dosiahnem vhodnou
volbou M,N, P,0.

Nejd¥ive se pokusime zZjistit metriku pro gravita¥ni vlinu

FMQ . Porovnanim (3.E.5) a (3.4.65) dostaneme rovnice

"rec _
'\’,|‘T-\." = O )

/ !

srrf‘N'"’r - 0 [rrqA/I”” - 0’ flmh/ll;” - 0 , <§ (-'_QOM’? )l? = 0
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Sree - sl‘ec sr-eg - sr!'r )
"/{ng‘ B / M,u?“"'z B )

)

Cree r’1 + {reeN - - 2&299 i ‘meﬁ’fﬂi + f"eﬁ/u“ - 2 ('eeg

149 (un 7 ? f

erf . -‘\T'CC B
Qe =0 Pe.=0 - (3.4.71)

] /

Sree fea ! ¢
ePQ_“; L eP‘u =0 I YN’CP‘M'4 _ \eeOm”— ___0

i

{eee i _ ( Yrer ._
§CPs gy =0, ¢ (& Py =0,
¥rreO'“ §'P0 uu: S'"“"C _ "'"O'n? ;Y"D , = -ﬂ'rrec

i / ]

-frm-/-\ 2 ;‘WCO . ‘rrf_D

\/,_u % e

(viz. (3.4.63)). Reenim t&chto rovnic p¥i zanedbavani kalib-
ran& +trividlnich Elentd, tj. t&ch, které se neprojevi

v linearizovaném tenzoru k¥ivosti, dostaneme
Jree | . ' ,
‘H=-v)¢n§r@ * g‘*(ﬁmg,._ﬂ@,“ +18.8 0

Rep) o = ) \:@, b In§

-

S(C’ O\L-. e[u. )
Q- SolCdu v 5@ - 0g) 0= 7Y de

. (3.4.72)
YcecP .

N aag

\roe

(NeJednoznaénost prlmltlvnich funkci je kallbraéné trividlni.)
To znamena, 2e metrika * h s koeficienty H "1] ﬁmP ¥~0 dany-

mi (3.4.72) vede k linearizovanému tenzoru k¥ivosti gravita¥ni

viny (3.4.65).
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Nyni se pokusime hledat metriku jednoho zaAstupce ti¥idy
linearizovanych tenzor@ k¥ivosti systému urychlené &astice
a polonekone¥né struny. Vybereme si linearizovany Riemannfv
tenzor krivosti (3.4.53) tj. v (3.4.56) poloZime 40CH-0.
g VI

Porovnanim s Q dostaneme rovnice

Nl“" = 0 ) N/UA.- = 0 : A/a__lr = 0 J (?A/,f )Ilp = 0 ;
Mg = -8, M= -2(2-9)
Mg+ Mw = ~20CR=9) | GH. + M = 206+ €]

Q,.W=O ) P..=0 (3.4.73)

[ o 1y . (NEV | -
3\-‘%%'0;):'; =0, 9 (.‘4" 5)‘),3 0 )
O,,V(.\ - P\lU‘,‘. O ) - (),r‘o - i 0,-: (J )

[ i 4
/

(srovnej s rovnicemi (3.4.71)). Be¥enim t&chto rovnic (op&t a%

na kalibra&n& trivialni ¥leny) dostaneme

M

oo™  _\g ol 0 g 0o -’
2 (W + IQ’“.?)TQ") b(u) + _arr (.ﬂvn—?“- -1 ) S(_M} -

- %’ 9/../1/ Su) + —L‘Z—‘Qr\:—(— g S(.o') + 9/»’\'7 S’("‘)) ) | (3.4.74)
N o= ,Q.YL - 0((,«.)
P=0=0 .

~ ‘D
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Obecnid metrika urychlené #astice s polonekonenou stru-

nou tedy ma (aZ na kalibraci) nasledujici tvar
i rtoy- orr oih Cree _ ’
L7 s LR T TR )

T O(u-g) ¢ M

<

~i~

+ M odudo - (3.4.75)

I:u-(_- ~

. gt-ro , } -Sc (] _1:,»,\,-.
+ M dud LA MMM@( d cl«,r:/c{(- * G el v alr_F-
< J 1
kde " h je dano v (3.4.31), M, N v (3.4.74) a MR
v (3.4.72). Tateo metrika wvede na linearizovany Riemanntv

tenzor k¥ivosti
rc-{-Q - acc}?\ G(J\) 4 :LuQ (3.4.76)
nee Lrr —

kde 0 je dan v (3.4.47) a K v (3.4.58).

Pokud nas zajimad metrika vedouci na linearizovany
Riemanntv tenzor k¥ivosti (3.4.53), poloZime (3.4.64)

a dostaneme

Ly o % Otu-2) + N®8 + M dudu (3.4.77)
L - ! dJ |

kde M , N jsou dané v (3.4.74).

Vidime, Z2e metrika Jje na (ynO zna¥ne& divergentni
(delta-funkce nasobena nekone&nym parametrem regularizace
7 ). Tato nekone&na vSak nejsou patologicka, nebot vedou. na
reguldrni linearizovany Riemannfv tenzor k¥ivosti, v kterém se
na plose (=0 wvyskytujt nanejvys ¥leny s delta-funkcemi

a jejich derivacemi. Dokonce &¥leny s parametrem x) sehravaji
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pozitivnf roli. V ¥asti ““h jsme toti% "o¥fzli" funkct O-%)

~elo

¥leny

a (bt 2 U _ (881 o] | Adud u @

R(z )ML({L( fk-h‘o: g —(_ri E+EF+0[U])JM.~£,\E|: é\\ (3.4.78)
Srovnanim s (3.A.28), (3.A.29) a (3.A.26) vidime, Ze diver-
gentni ¥leny v (3.4.77)

2 O . - . U a . .
(9,—2—0‘ (- & oluy + 5 Y é‘(.u)) - g.fm 7 /}(_u)) du (3.4.79)

pfresné& zajisti regulariza¥ni invarianci metriky m%q. Diky tomu
mame zaji¥%t&no, %e libovolna veli&ina ziskand z ' h neobsahu-
jici parametr ’7 nemAZe ziviset na zplsobu, kterym jsme "
regularizovali.

Pokra¥ujme ale v diskusi metrik? 'mh. V8imn&me si, Ze
Elen ?de neni lokalizovany na W=( , ale je nenulovy v celém
poloprostoru L >0, P¥i prohlédnuti vyrazu pro a"h zde nalezne-

me stejny ¥len s opa¥nym znaménkem - tyto vvyrazy se ruli.

Stejn& jako pro skalarni a elektromagnetické pole miZeme
pomoci symetrie nalézt advancovand pole symetricky poloZené
astice (-) a sloZit ho s retardovanym polem ¥astice (+) (viz.
obr. 3.2). V linearizovaném tenzoru k¥ivosti se povrchové ¥le-

ny lokalizované na wu-(} vyru¥i a dostaneme Q . Pro metriku

se vSak vSechny povrchové &leny nevvrusi a zjistime

(3.4.80)

b= Ch L 2n§ 8 )(004-0) 05 -
CiQ® 4 © g '
"a_-?'g_ {‘ B(r\) (,\.,Adu .

Lehce nahlédneme, Ze druhy ¥len, lokalizovany na M=C), je spo-

jen s regulariza&ni invarianci metriky H
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Jiny tvar metriky urychlené ¥astice se strunou

Vzhledem ke kalibra&ni volnosti nem@Zeme #¥ici, zda
retardovanid linearizovand metrika urychlené Zastice s polone-
kone&nou strunou musi obsahovat divergentni &leny. Pouze vime,
¥e retardovany linearizovany Riemannt@v tenzor k#¥ivosti obsahu-
je delta-funkce lokalizované na u-0 . Dokonce v p¥iZti kapito-
le nalezneme Jlinearizovanou metriku nﬁh nedivergujici na
u-0 10), kterd je v oblasti ©#>0 kalibra¥n® ekvivalentni
s “ . Jeif tvar je (viz. (4.2.12))

{ & L-Rljuy = w, . 1P-a 4 4o

._— N = 2_2 __2_ (\ v @I_/J' " E: (-,:“ / > o i U(L\ /ol
' (3.4.81)
& (20 ot . B p2/2F 2
5 1) - 75§75 1)de

Tuto metriku mZ2eme pou2it jako zadklad na¥i hledané retardova-
né metriky, ti. obdobn& k (3.4.66)

":'L) T (3.4.82)

Jeliko¥ &kL} je na Uﬁ-o regularni, nemusime zavad&t ZAdny
parametr regularizace. Metrika L'Wq nespliiuje pohybové rovni-
ce na u=0 . Musime op&t p#¥idat &len lokalizovany na Lx=@. Bu-
deme ho hledat ve twvaru

4 3?’;0, ~ LAV

L%k Mduw s N (3.4.83)
V dodatku 3.E je vypo¥ten linearizovany Riemanntv tenzor

k¥ivosti

10) Poznamenejime, 2e delta-funkci nepova2ujeme za divergenci
- mA dobry integralni smysl. Divergentni jsou &leny typu
L G » Q“Ll@@d i obsahujici nekone&ny parametr regula-
[ X ’
rizace 7 .
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2z

E'rp i a”Q Q(u) + duade ¢ ’ﬂu/a§ ( F’+,U 2-a ’b/ml +

(u.g«l *

1

L
- g o((.mo(fc\u/\dﬁp ( FH”Q(L"*A‘) &b.)) 4

(3.4.84)

(4 dW‘dUdu“M = A2 ;( B —— _) 5 S(,,,, +
7

¢ (gi du/\dcfdg‘/\d? <) B

"u'

gira ] ~
i/ dostaneme z vyrazu pro % (viz. (3.E.5)) zam&nou MM,

AHJ}, PJQ=0 . Porovnanim R 7up s (3.4.53) dostaneme
rovnice '
rjll,vpr = 0 ]

Uy = 0y W= 0, Wm0 (a0, ) <0
' (3.4.85)

=
N
1}
]
;1@
g
>al¢
4
<
"
-

Flreg * Vs = o 80 Sy i« d - S)

[L21R] (07 + a\-:_)'l.. ] ? I‘l? ‘, at

(srovnej s (3.4.73)). BeSenim t&chto rovnic p¥i zanedbavant
kalibra¥n® trivialnich #lenfi obdrZXime

~ 0:"‘ r
H= o & on _0& St)
N - O

(3.4.86)

Metriku vedouci na linearizovany Riemannfv tenzor k¥ivosti

(3.4.53) lze tedy zapsat ve twvaru

“h = Th OL) - 5 2 001\0 Stey du* , (3.4.87)

gre

kde h je dano v (3.4.81).



3.4 Gravita¥ni pole v linearizovaneé teorii 86

Vidime, Z2e jsme se nakonec obeBli bez divergenci a regu-
larizaci; metrika neni vSak ziskana p¥imym vypofitem pomo-
cl Greenovy funkce. Fyzikdln®¥ podstatnad je ale p¥ritomnost
delta-funkci lokalizovanych na jak v metrice, tak hlavng
v linearizovaném tenzoru kiivosti. To vypovida o kumulovani
gravita&niho peole podél hranice coblasti pFr1i&inn& spjaté s ¥as-—
tici a tedy i o omezené pouZitelnosti linearizované teorie.
Lze o&ekavat, Ze v plné teorii gravitace, disledkem nelineari-
ty, bddou na nadploBe nastavat ve&tS1 potiZ2e. V kapitole 4
se piesv&d&ime, Z2e tomu tak skute&n¥& je.



te A t de —funkcemi

Delta—-funkce na realnych &islech je distribuce 1!) defi-

novana vztahem

(8,90 = @lo)

(3.A.1)

Misto duality ¢, > budeme ¥ast&ji psat formalni integril, tj.

g,:‘s(x) (P (/‘) d.‘( = L‘O(U) (3.A.2)
Plat1
Q) . ) / N
Star = 8¢x) | e Sy = (o) 8oy .
) / (3.4.3)
Ay ) = O( /
kde
IS : . -
- " :'1 ) W ‘ . w0
, A0 | ti. (@cv)qxx)dy=g(ph)dy’53.A.4)
| = (_‘, , £ () K . \ 0

Je-1i %(») prostd (alespoli lokaln¥ ve svych ko¥enech), pro

sloZ2enou delta—-funkci plati
| 4 { 8
8(§<x))v ii’ISerH (r-x.) (3.A.5)

kde suma probihi p¥es ko¥eny funkce g (ti. S(kb)-o ). Dale

11) Zaklady teorie distribuci viz. nap#*. [1%], [2%].

87
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’ !
gg(x) (((x) de = - ({7’!0) ] (3.A.6)
Platt
ﬂ"!’ \"_, .
A (-x) = = o) . (3.A.7)

/

. . N
%(w) SI()() = (%() g(,_') ) - g»")\ g(O)X(X —g/olf"/’} , (3.A.8)
Spliuje-1i g podminku vztahu (3.A.5), platf

Q, A (Nex3) N__!__‘( 5 1 Py
G“(Sm) g( \" ' dx %,,m.,)l 8r0-)

" .
Z ¥,(y)’-§‘(_;}_’ S(X—-Yo) =
< y L & g-u v
“/-<§(v)l§(*)l ¢ (, 6

(3.A.9)

8/14'))

1

; *g '=<? -
Z s S gy (St 4723 S-n)

Distribuce na prostorofasu Jjsou lineArni funkcionaly
(s vhodnou topologii) nad dostatedn& hladkou (napi*. nekone&n¥

hladké s kompaktnim nosi&em) t¥idou hustot na prostorolase 12)

12) Hustota (¥i element objemu) je objekt, ktery 1lze na
prostorofasu integrovat. Hustoty lze zavést jako
fibre-bundle prostor asociovany s hlavnim bundlem tetrad
na pProstorodase, p¥ridemZ standartni fibre je
l-dimensionalni a reprezentace Lorentzovy grupy je nasle-
dovna

.

[ler] = (ddtre) fIM et ]
LokAaln® je pak integral husto@y dezfinovany

Q\: ) g U({V_l de! ... dx"
U

V)
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<9.?> - [R : (3.A.10)

I1ze téZ zvolit normovani pomoci n&jaké kanonicky dané hustoty

- nap¥. metrického elementu objemu é;¢ daného

4.

2

g'[dﬂﬁj T - g . (3.A.11)

Potom m@Zeme distribuce chiapat jako funkcionial na t#1d& funkct

na prostorofase
A < . .3
(R, @Y 2 Sg‘(cr.;ﬂm)(g(m) = {H g ), G.aaz

kde jsme op&t pro dualitu 44 > pouZili zapis pomoci formalni-
ho integrdalu.

Tenzorové distribuce pak Jjsou linearni funkciondaly na
vhodné t¥*{d& tenzorovych hustot (resp., v p¥ipad® normovani,

funkci) s opa¥nou strukturou indext

b a,
<9&,'_._ ,(Pf > - R : (3.A.13)

Delta-funkce lokalizovana v bod¥ iy normalizovana va&i

L
elementu objemu éf' je definovana

Lokaln& je té¥ prostor hustot isomorini prostoru m—-forem

p¥rirazenim
N /\mH — @: M We e, = lwl ,
kde
lolfer]= i, , Los, en < L @ AL ACY

Podrobn& i1 vvklad je mofné nalést nap¥* v (1 1.
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. (é“(m\Le(cc) S{':ci?‘; = (Q(?)

(3.A.14)

Distribuce lokalizované na r@zn& dimensiondlnich varietach mé-
Yeme definovat pomoci sloZeni obv¥ejné reialné delta-funkce
8 funkci definujici podvarietu. Konkrétn&, chceme-l1li distribu-

ci lokalizovanou na nadploise %:O a plat1i-1i

"’L = | Qa-any d.. § | / (3.A.15)

miZeme psat
{ g(_g,), ¢ )g - %g-’-"‘cu; 0 (x) §(eey)
. &d\% g‘ﬂe\ QM_,jMu«; (Pl 8()

= Ve e 1) 002

"

"l

(3.A.16)

Loy 5=0

kdelq “Lol je element objemu indukovany na nadplochu §=0

elementem objemu g; a normalou Agj . Obdobn& pro sou¥adnice
¥* m@Zeme psat 13)

(S=xt) .. dlxm-xz) ‘ LP v o=
- g(r(‘ 8(.J'<"--X;)... :g(_:r"-..,;) =

13) Zde

d"x = dvt. dxm =

je soutradny element objemu. Platg

LT
: = “— &Ll E\,A'b d x

(e

~c.""\ A, K
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il

(@ do] d% Sy Strmnny -

- pla,»]! (3.3.17)
- I'-'L“yn /
tj.
(8ett). 80xty g o = (T © ).,
€ ' (3.A.18)
{86y Btei) Gy = Qin)

Derivace distribuci jsou zavedeny standardnim zp@sobem
LIPS ~ag .. k... NPT
(B gy ) - (B gy L eaas

Pro metrickou konexi

ae, ...

<\7 Fv, ,(k /\3“4 . <P’i:-‘: ’\72 (F o >f1 ~ (3.A.20)

7

Nutno poznamenat, Ze Jje pot¥eba se mit velmi na pozoru p¥i

pouZivani distribu¥nich derivaci. Neplati nap#iklad

— “ eplet! '
<L\°\/_1_H U\)) . -<{‘7 ,Ll:V:({P>
ale plati

{wV g, = - TR, V(we)y . @aen

Je vieobecn& znamo, Z¥e na prostoru distribuci neni obec-
n& definovano nasobeni. Nelze nap¥iklad nasobit delta-funkci

se skokovou funkci se skokem v lokalizaci delta—-funkce, i dve&



3.4 N&které vztahy s delta-funkcemi ' g2

delta-funkce lokalizované 4ve stejném bod& 14)., Dale ne ka¥*da
funkce je distribuci. Nap QéKyZhd je neintegrovatelna v oko-
11 ¥=(} ani v n&jakém slabX%im smyslu 15). My se vSak p¥esto
i s . -takovymito vyrazy setkdame a budeme nuceni s nimi pracovat.
Tyto problémy lze Haste®¥n& ¥edit rdznymi regularizacemi - na-
hrazenim problematického vyrazu jinym, parametrizovanym vyra-
zem, ktery je dob¥e definovadn a ktery p¥i n&jaké hodnot&
(v naZSem p¥ripadd nekone&né) regulariza&niho parametru vede
k p@vodnimu v9razu..S regularizovanym vvyrazem miZeme formaln¥
poitat a mlZe se stat, Ze kone&ny vysledek nebude zaviset na
parametru regularizace. Nutno mit ale na pam&ti, Ze m&¥itelné
veli¥iny by nem&li zaviset nejen na parametru regularizace,
ale na zp@sobu regularizace. V p¥ipadd elektromégnetického po—

le jsme se setkali nap¥. s vvyrazem typu

W[~

> 0(x) , (3.A.22)

ktery neni dob¥e definovan. Pokud  zavedeme ‘"o¥iznuti"

d . . .
v = . kde 7 je parametr regularizace, tj.

/
1/9(#—;) ; (3.A.23)

nesmime zapomenout, Ze p¥i jiném "o¥iznuti" v bodé& (neko-

Y]
5/
ne&n& blizkém k % ) dostavame vysledek kone¥nd se 1iicit

7.
14) Neni my%lena konvolunce. Vyraz §h=a)ékx—z) bez integrova-
ni pFes X neni definovany, ale konvolunce

\"al.r g(»-—é'y Slecz) = Slu-2)
AN
ma dobry smysl.

15) Pro funkci é lze zavést dobt¥e definovanou distribuci Wcé

A .
(Vlo—} i(? ) = Q_L.nm g ({7()‘)';{_ Q{/ ,
£—-0 A

RM4-5,8>
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LO-1)- 201 P
<x0(“ 7-’) x‘g( 7‘::?/ 3
(7 Lo dr - g%w@.;w:i%(@(o).;oy:«z)=

4 (3.A.24)

7%
Q) Inx + O[] It

= ({)(o) Din 'g‘, + 0[%] J

4 LR A5 g

tji.
! -

y id7
%@(.,_i,) - }i((_)(;..-_é) + 8ty 2n + z’)g‘;J . (3.A.25)

~
S,

Tato nejednozna&nost musi pro vyslednou veli¥inu vvmizet.

Casto vilak m@¥eme tuto nejednoznaZnost odstranit p¥ida-
-nim dalsitho &lenu, ktery zajisti invarianci celkového vyrazu
(alespoif do ¥adu OY?Q). Doplnime-1li nap¥1klad_k (3.A.23) &len
- SGJ4&‘7 , dostaneme vyraz nezavisejici'na zplsobu regulari-

zace (i kdy%2 jest& obsahujici parametr regularizace)

{ Iy S0 o= LO0-d = Srs Doyt
f0(v——\v~§G,Qm_j = XLLK 7,) @01-207 ; (3.A.26)

MOZ2eme zavést oznafeni

1061 ],y = 40640 - 8010y

Obdobn& pro funkce Mn» OG) a £10(V) dostavame ( 4 a %, neko-
ne¥né blizké) /_
, 4 A 2 f j#"?" 7
D OG- 13- 0w B0 ) = (/ll = J’ (3.A.28)
/ / / ’

i / /

1 " 1 . ’ . 2 !
e @(*’:7) - ‘-,;-—Q(X-}—{,F c(,v,)(,/_?)_&(,)ﬂ_..,.,; - [;],(3.1\.29)
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tj. regulariza&né& invariantni do ¥adu 0[‘7"} je vyraz
. 3 ; / .
[é’@(‘})]ma = ){19(*-;{]-75(:«') < '217 8(.«) . (3.A.30)
< / (

P¥iklady regularizace jsou ve vypo¥tu potenciidlu elektromag-
netického pole v paragrafu 3.3 a ve vypo¥tech linearizovaného

gravita&niho pole v paragrafu 3.4.

Nakonec je¥té& uvedeme Tavlorfv rozvoj delta-funkce

Y
Stxia) = T 4, §ya" « O[a™] (3.A.31)

{
mep M-

v nadsledujicim smyslu

{ &x01 ,.-:pf_:f)> = {80, pl=a) > =
[y

- ('-')(.'a-) =7 ,;{, (~0)Ml\0m(x) . 0{0”""_/ -
M= g 't
(3.A.32)

[ ‘er : t7]
< DA ) (8t ¢y Ofa“'_! )
/ é' % -m g(r\)(x) . [ u./] (P//,



tek 3.B R oi t c unkc

V kapiteole 3 jsou ¥asto pouZ2ivané nasledujici funkce
= 1-‘ " - = _l.. 4
0( Q ¢ ? + U , ,Q 7n / ;
L 7 B { r K 3
f ) \j(‘?}*fz" tar )7 Yol uar . KT ? < { e
Jejich rozvoje pro malé Yy jsou
{ - G (gL )
9a : N g‘ / (3.
Ceet @0 ur S G 1 PTI
? = L d 1= M -+ - 5 ) A" =
P 24 (_j“-va" a 4 o (o7=+ g"r u 0“ ]
0:1__“. c ( 4 . ' - 0\- T 0( '} (3.
2o (¢4e) s
Dale plati
1 Do o -a ;
S = - 5 .. X T
R cﬁ7'< (ray e Ot i) (3.
S
?LQ G’_’-(- Pl
N _753 ( @ e o) (3.
D: 4 L Tle-ufw 1
OQ /{ N (a"10 )? 1){( £ l{(d-'l"'?h‘;- (/( { O(.tr ] (3.
" 7. y
INI2XAN'S A u XA Y
P\( 9] ) 9a ( 4 6\1'( %' (}:l \v)a u 0[ -{ ) / (3.
fl’ z . Y]
Y z F ﬁ"éduu) - 4 O(uﬂ! , (3.

Zajimaji nds dile hodnoty t&chto funkci na budoucim

?

telném ku¥elu udilosti . . Sou¥adnice udalosti El jsou

95

své-
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Uu. =

R y- - 0 . (3.B.9)

IS

!

Je wvvhodné =zavést soustavu %ﬁ A, v které maA udalost j{

sou¥adnice 'u=a , "r- 0 (viz. obr. 3.3)

{ .
u:. lk‘— \
7(4 , e ,
(3.B.10)
. 4{ [
AII = _.U =
2" 978
Souradnice 't,'2 a radialni sou¥adnice ' kélem st¥edu 'z.o,
X, (2) = 0 jsou dany
[.(._ 1 1 I \ 4 ,{
a - 1 1 s
7_(“ W) 2(_7u 7/ ) ,
- ( f¢ i |I ya d -
2= 5 (U -_-2-(/(,('470) , (3.B.11)
ro W gt v 2, (1 L L Ve
R gz \}q4(-27u.27.{.—a) >0 .
Interval mezi udAlosti a v té&chto gsou¥adnicich je dan
gt - - %z_t’nz‘ , (3.B.12)

{ to
- = 3.B.
("t-'» )|, o | (3.B.13)
kde zépis_%ly zna¥{ funkci § vy&islenou na povrchu sv&telného
kuZelu budoucnosti wudalosti P. . Pospojovanim t&chto vztahf
dostavame

(3.B.14)

<
It}
—
i
~
{
2
~+
"\l} ‘Q



3. .
B Rozvoje n&kterych funkcit
Vidime, e (le-r
plati ze (‘t-n),-0 =e pro g reduk
ukuje
v = (f2-'r)l,
Cl,u{* = (? '20\ 2
& -0 - z
) |,
le-n = '2/ AQ I
A e .
" 2(0%-0) (47 4r)+a)/
“hx T n = i )
LL (ﬁm 27(0\?_4,))}
(2:0)l, - 25
oy w) s tao= '7“?.;
o), - < Loyl oa - '
; { ),'-x a0 f—J’
N

(1+ %20 L =
-2 >/% =

_Bozvoje pro velka -
’? jsou

w [* - E‘f—LS{ ('1-r _,_Qi 2 '
z .0\'7 ' (a7« 07j 0,"7 * 0[71’/ )
| e _ /
e = 555 (4+ B'L_ ()[;,_] )
00+ - :
R\/'( = T-j— ( I —'12 A~ -
07 1 O[%I)
(240 3._ IEN |
<z—kql - -_g / lL?Tj)
. + OLM/

na Ula-‘

0.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

- (3.

(3.

(3.

97

Dale

B.15)

.16)

B.17)

B.18)

B.19)

B.20)

B.21)

B.22)

.B.23)

B.24)

B.25)

B.26)

.27)

. 28)
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Zavedeme—1li dale soutadnice kth&uf (cbr. 3.95)

{ .
U-=D-1 Yo D-u (3.B.29)

!

(b
a konvenci (3.4.14). Pak z poX2adavkl

. z ’
U_u. = 0° ®u_ "o = b (3.B.30)

dostaneme

0 = ok (g )+ [Tl yawa -
A 1 ‘ (3.B.31)
S by e \jf-,_<">7-u,.-;z)t e b
Z toho
w, . 1p-2a1 (3.B.32)
7 b E v
a rozvojem pro velka /
12 = '
D = 1¢ 22— +«( ,i J (3.B.33)
D 0\/7 ( (\/7 (/. _{ J ;
, Lot [
SV %7(4 .l % + 0{7] ) } (3.B.34)
W) L S N N . Ay A
L !4 - C\ f (4_ .——‘: 4 = . + {/!1' ;3] , (3.B.35)
/ «'1'/ o 7 / ?
W _ [ b-o'-o" 4 Ard 7]
I, =an (1+ A 0(7,_,' /o (3.B.36)
(& o A A
L, = %E’? “—H/ -+ O’[?,. ) , . (3.B.37)
Op 1 4O L0407
P, =5 3 ) (1 2y + (,[},,‘, J ; (3.B.38)

1Ly ) e _ !hkf; _ 2" 1 k
(9-YpY = 520, = b (457 0[5, @eew

IL)/)/
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89
O T N & A 1.7
u {* = Q /? ( 0_7 0[? g ) ’ (3.B.40)
(L,"-V ’*- = 14 0{(_}1] (3.B.41)
/

Na zav&r ukdZeme, Ze linearizovand metrika h dana
v (3.4.33) je spojita na nadplosie *-'7 =0 . PouZitim identity
(3.4.26), wvztaht (3.4.25), (3.B.19), (3.B.20) a (3.4.18)

dostaneme '

b, ‘L-’j_ L2 Y S ol } (L'U ®y mp ~1

(b2t . B (R Nt )
S 9) 9 i g :‘Jﬁ / |«
i 1 { \=-1 _ { m ! -
= f(vab L) L_‘ < tutu) |, (3.B.42)
) - /
, -4
= —% (AJ_ - l()_) l‘ -,

el pryg 1 ' 1 '

g -g)/*- %(0\,7\.,(,)]_\/__ B g(_,\)‘_-/v’) (3.B.43)
VyuZitim tohoto, (3.B.18) a opétnﬁm pouZitim (3.B.19)
a (3.B.20) dostaneme

/{ ace R Cee - _CL A _' o U i z a o "
[(Hk-wh”# = (gm 7 O 4 ,710(,0 2% 3 '
N b / | (3.B.44)
193 (i 2 | % L 1 L - & ¢ te
+ 1(””57 7 d U+ Z\LllL]R .‘.'-,7-:. a * /-.lmn 8 ) },/__
Obdobn& (viz. (3.B.18))
4 l"n . lu'\’ b - ( Q\ 2 <. _Q; :I'-, { 2 Q_ (2 "
E( " Rl ot }L " L4y 7 + & 7.L,A}’ Fom 6
. (3.B.45)
_'D Y * !L)u'- + __I_ (b3 7__’ b l-,.;a ‘)
* /('(“"R Ll ,,L-,j_( nL;?-:_ ' ) 21(L\ﬂ d {3 -
Z (3.B.44) a (3.B.45) wvidime, Z2e metrika & dana v okoli
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-t~ 0 vyrazem
he (%h +®h)0C-m) « (Fh « €h ) O(n-") (3.B.46)

je na p-‘t~( spojita.



a0 un
at C : t Bieman t oru CR a R

Budeme hledat linearizovany BRiemannfiv tenzor k#¥ivosti

metriky

ho= he (dreo£d3) « hgdreds « A%

/
¥
_hTi = L 20 % f
p (3.C.1)
hee = L 70 (¥-283)
Loy E)ean gl
Derivovanim a vyuZitim
&CH-—% \2vdt , aF = —‘%'olrré“r )
:—i I'.«".l ’ L"-( = _\f’ﬁi
e)e\<< %aq de dde ¢ dydey
ddrds) = - 5 dvv d3 63 - 2 dvdrdr
d(dede) = -4 drvids de+ ¢ dpdrde
) é g | ¢ ((‘ 'l (3.C.2)
(D(dgcl_sﬁ —Z\i drdr c\g + g)c\(edzﬂff |
d(de dipj - -1 de -4 deded
C,(G)G(g; (&(\,G C\(g L{(fdg S’ ﬁ e’/\(s) ;
ddrdr) = -4 devdzar - L drdrgs - 1dsdrdr |
O (dzdz) = - ge\TC\’t’O\Z-Ec\ avdr

dostavame v oblasti UJO,(%>O (viz. poznamka 8) na stran& 67)

101
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3.C Vypotetl Riemannova tenzoru R a R

102
Que = & “hye -
- AT dy2 dt (Fhers ) -
sl TR AT (g )
+ 0p dqg d.v (- b\rs,.ﬂ +
a4, dgZdy (Fhay - é he ) +
4T dnﬁ’) b3 (- hes . ) s (3.C.3)
+ 4,3 dgg diE (% hee e ) 4
e Aot "que 3 A
+ g 2 (1)%1».15 f;«?s.% *
cdeg baghy {5
“Rases = 20 “Ohurey =
s dtadZdtads CGhesy +1h s )+
+ dva de d'(‘:\d@} (- et qe 4 %%:ﬂ‘,i )«
4 ol'(‘Ad(f d’t/\dk‘a (- Qhare %_%-:gtﬁ,,s ) +
¢ o\gAdo&zAd? (-% heege = 4 sz ) +
"d(f ”Ad(() (':1 ?h”% g Nt )+ (3.C.4)

1ol
*L*%Adw dendp (4 e -4ch
+(drads ¢ {’m{«i; ,u) (- h“ ) 4

(C(TAolga\Mdg ) ( hes <e % ‘4'5}2),7) +
+(dTAL‘{( ({ZAE(({)*R,\) (—ghﬁis L ‘%110’,7) J

2%

+( 2Ad(€ dgAd((wJ (— 4 Qihﬁ-ﬁ)
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Nyni jiZ2Z zbyvaji jen dlouﬁé a

Umorné vypo&ty derivaci ifunkci
her » hﬁ;,,& . Vysledky jsou

>

h‘ti,g 0. % J
- 1
hes s Los
9
he = Lo
s LA (0 gon ) ¢ BE
1? Si'i =~ } ((i.'« }

(3.C.5)




. oce Unr\
3.C  Vypotet Riemannova tenzoru R a ™ 104
Dosazenim deo (3.C.4) dostaneme pro nenulové sloZky
| _24E bas 4, 2dgz
[QTi?ﬁ - g; g?a ) L TET% ﬁ; ( a ? L3 } 1
) 2! 2 Ay
1p o -togsr 2880 g . LdeZ
L N1Qte T %5- ft ) L "T(fT(f) %1 !
L . 4 (3.C.6)
i p _ 4ale"st gate 1p.. - -2
L “3¢%e ¢ c PoL T £
1o o ZoretE 4o 15 . A%z, ki'e
i’_ ﬂ)l(()’l( ;'I' g: ] L 'Z(F‘%L;' ir §
¢ )
Transiormaci do sou¥adného systému U A7 dostaneme
{p Lou 1 Tt
L_ k(,.”qg = 32 2" ( 0~ g 0((47’) L Q""T'-’e, - //(. ’/, ;;
{ Lo < -2 . f_( " K ‘f7/
L Qs = LR (-a-¢vow) L Progirs 166 E5
J 10°0 [, 2+ = ) 1 D _ detw”
- U = -5 (-0 ~@ 400 g = T
L D""‘f"»‘f 4[-.,.112’( g L A6o B> (3.¢.7)
9 4 .C.
,{ ~ 7(; L‘ ( " a _ .l ) - S0 U
1 = -0 - 4 L T ey T I~
L k.o-(f(;(( 4( 6\!’“ -G ‘) ) L k d f"f 46 a., P /
A D U fetuar __Q { P _Zeluw |, €0
L G tawr 46& & ap- L '{’?‘( ea 22: )
1p 3uw 00" ip . Lelww 03
L_ "~w(.0-:(1 W - gz-, ) L -L\Q‘Mi: 46’0- ’25' (o0 Ve ’
Dile spol¥teme linearizovany Riemannfv tenzor k¥ivosti

r( metriky &astice steojici v 2=4, /

kde

hnh _

4

\j Q ~(2-03

l ( dL A ' 10_1-

(/\8 }

.fz(u-‘ a)

() Vvychazime z metriky

(3.C.8)

(3.C.9)
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Plati
dr{"és( ﬁ*(20~)d2) ;
1 (3.C.10)
<\'><C“ = i( d (~-°)6{2)(§>do (2- o\»\;)-— ””8*0&"
Odtud p¥imym vv&islenim
L,-!'un o =E(‘)[:nh”5 = (J\;UAdbg dgu % %{s -+
4 00
+diwrdig den 4 LI
1 aiz-a)
"'d(AAa{uUG(U 4-———-4n3+
+ d. U\Ad..u*d v (- %o‘fnf’) +
e fyuadied. o (- 1Mz, (3.C.11)
08 U 2%
+datradigdoo (-1,
>0
+ dg g/\c\b({)dge ( - %n_’)+
4 _ =z
+du/\d(pd¢? (- -2“_%_) .
10\2-0\\31.
-l-dbAdl-CFd(e(Z.q’n-s ) ;
7,2
wn . un - . ‘-’S—ﬁ
ngug Qﬂgus L ns )
tn Lo 3Gz-a)fa , &
RUQMS = Quu-uu- - L ns ﬂ3 ) ,
un un g(?_“)a
Q“""‘ﬁ = = zmw-g = L nc )
(3.C.12)

un ‘_ un _ 3 "&
Rugeg = “Reqrg = L S5

n . vn .. M
Rupgq = Rugeq = - L ——5 ,

“n - _'{2?"0_ ggik Len _ 3 }(z_&) a-i-g \
Regry = L (551 5 ) ;o R =L (- B )



Dodatek 3.D Distribu®ni limity n&ktervch funkct

Nejd¥ive nalezneme distribu®ni limitu funkci

l%@((f(/*—(,{) , ,}'%5 Q(Ul* -u )

2 (3.D.1)
('8-6
7‘/3‘.,-(9((,:/*—00} , ‘%‘;ﬁ 0(‘/‘/*“(/()
pPro 7-”0 . 2de (viz. (3.B.23))
))-Z . (j gz*_ (12_0\)-:' '
iz = 1 1 :
2 2(_/7u + 74;) ’ (3.D.2)

07..’ 8 2 Ar
ul, = T,;— (1+ (—f—q) ay U[r;])

Pro u:Ql[f] 16) mame
.% - 174}; "0[747] . ' (3.D.3)

V blizkosti =0 mdZ2e v8ak byt chovani jiné. Zkoumejme tedy

funkci
Glu) = 7“22 Olu-u) - L 9(-% ~u) (3.D.4)

ktera je lokalizovana v oblasti u=_0 (pro ’7 nekone&né). Pro

libovolnou testovaci funkci ({J(M) méZeme psat

18) 0\=0[’7m] znamend, %e %, je nejvySe kone&né &islo. K’luf-?.]
znamena, Z2e é-()[%..], ti. g— je nejvySe kone&né. Tedy

o\-—?,([/?"] zZnameni o x 0[;]
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107

e

gdu S(u)(e(u) = i ﬂ,;—hﬂ X:

w Sy du +()[§] _ (3.D.5)

A

kde jsme vyuzili toho, 2e S(u).0[{] ero
U= 0[‘] lze Qh) nahradit jejim rozvejem v Y

B.B jsou zvoleny kone¥né, co¥

U= ’U{?'} a Ze pro
. Integra&ni meze

lze zvolit diky vlastnostem
testovacti funkce (nap¥*. kompaktni nosi¥). Dale platit
we med  azh

w2 LBl e
g‘:{u 'R = 7#«-1 ), m%_ A(z 0\) =

Mmed s b (‘ _ )m , .
2 Smm‘i;z-a)‘)" 0((2'“)(_4*0[;} ) = 3.D.&

2" g o K 4D

"

kde jsme uZ2ili substituce

Cz-a) - gohho (3.D.7)
Integraci per partes dostaneme
™M : 1 m-1 n-35
%“Q” ST %ag,m_af /- M(m-2) Y +
B (m=1)(m-3)... 1 o
G mm-1\) ... 1 QQ.ID’ pro m lche
' - s (3.D.8)
(701 aD 2 4
_1) (- )
fh{v;r:-j) g 09"010911/ ( '1)2 “()f(h_j)f)_?))__ 4 '31 Pro m sude .

UvaZime-1li ¥4d mez!i integrovani H- 0[7q a b==0{£], tak

.= % b = 9], b9 -00pT
. : ) (3.D.9)
QIQ‘/DjI""q :V44(%)2 /u=ﬂ= 0[,7] / co)qylhr-b =0[,70] ° .
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Po dosazeni do (3.D.6) dostaneme pro >0

h:b

(- %ﬂ; HORD| (0 ol41) -
- —mily_,“’ u . (4+0[?]) = (3.D.10)
- 7“177 A" (1+0147)
Obdobn& pro M. , H=O[1ﬂ<0a b=0[17]<0 mame
w-b
g‘ IL:I du = - ,% [v\""]:: =2 9 "( 14 0[%]) , (3.D.11)

Dosadime (3.D.10) a (3.D.11) do (3.D.5H)

Q
X -Sﬂéu&, ) o131 -
l

Dostavame tedy

7 0luw) = 068 -u) 0

a ob& funkce mtZeme p¥i nekone&ném 77 ztotoZnit.

] (3.D.13)
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2 5.
Funkce .1,, ;L,, (,;,” jsou pro u- Z{[?]i‘adu 0[{] Zbyva vy-

1l
Eet¥it chovani v okoli (- 0 MdZeme psat
nl oo (220000
y—r« \ 2»«4 ‘ (('241)#0\-;0)'"
ln]. OM = 70\\11 A( 2‘0.) ( 1_‘('2_&)('&)&7_ o (3.D.14)
wu=0 Yz-u)=0[7] q

Pro (Y\),Q je z¥ejm& dominantni chovani v oblasti velkych hodnot
('2-0). 2de mbZeme integrand zm&nit - v &itateli ponechat pouze

. . . . 3 .
nejvys®s{i mocninu v ('2-&) a ve jmenovateli ['z-a[”, tj.

“els " Mmid (i-‘k)-—O[y] (20"
S d“'% ) Q g 'z-al* o((za)(/l+0[{
w=h

e
7 ('2-2)~0[ 1

- M(OLy”] O[Qn7] ) - (3.D.15)
=0[§1J oro m3 9
Obdobn#
gh’ Q(L‘ u” = 0[%,,] | PTro n,,>,q (3.D.16)

Pro malé m mame p¥Fesnym zintegrovanim (viz. nap¥. [45 ]

2.271-2.273)

gb‘:_bdu _(/iM ) 2 [i (z_a\ = ‘
w=h 3 - 7 g't ' Ju.p : pro n =0 ,_
“ (3.D.17)
- & [e F Y B RN TR AR
A Mmoo Ln (“0[?]) 0(7’] pro M- 4 )
b
U™ 9t d le-a TR
Sw_ndu s = é"( m -g—r—n; )]h=q pro me0
| = { &(z=e _1(2-q) ]b N -
) 3 3’(T I )L‘ﬁ*q:/“mﬂo_ Mm-4 ,
(3.D.18)

Pro m="7 f

PToO 04*-3 .
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Stejnym zpOsocbem dostaneme

%\.—L (_'3-6)(,(" _ 2[ L]u;g
u-—é“ 'n® B 7 T lun pPro
]
¢ [C2a) a {
sz ST
- 0[ %3 ] PYro

Nvynti jiZ m@Zeme zkoumat distribu&fni chovani
v ockolt wu-0

e

CLbtu-u) ) - d 2 Ou-0) ot =

[1X8 ]

A "W du - 0f 4
Z;! (e (O)g 'Hsd 0{7] .

M=o
u-a

tj. pro 7 nekone&né

l;'-s 0( ML- -

Dale

m=0

m= 1

m3 2

funkecit

(2 ) g ) - [ 2 Ol ) -

_“" (n) ""(zaw
%m0 | -

bz

{ “azlly
ce(O)QI - %OI;F

“=n
3
tj. pro 7 nekone¥né

(‘2-0) v 2/ 2a
2T Olu, ) = - 3 (S

"
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]

, (3.D.19)

(3.D.1)

(3.D.20)

(3.D.21)

(3.D.22)

(3.D.23)
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a kone&né&
(13- a) )
<'?»n_;_ O(‘A'ru\,(e > =Sgd e (9((1{*-14) (P(u) -
(.., e ut {
ZM'(F g 'ﬂ—‘du\ ‘0[7] =

) { z_a_i(uf)]""- 4 [i 2 E_L_Kﬂx)" oy (31.D:24)
(((0, 7 ] 3 i, ((() it g( PR E )=R +0[7] =
9(& 31 u a )

tj. pro '7 velké

z < 3 ' 16
rg;@(u(., 78( sg((BL f)ﬁ + S(u ,”f;., - Oz “?,)1 _ (3.D.25)

S té&mito wvysledky jiZ2 mbZ2eme provést limitu 7—:44
!
linearizov_aného Riemannova tenzoru UDQ R viz. (3.4.48) se

zam&nou Ues 'y , v 'y ). Dostavame

11'.-""‘(2 @(UL'“) = ( t(u/\d? ((u A({? - gldul\d?dw\d({) ) .

s g1(3a}+ f) Q . GU& y )
< 761 ) 9‘(034&1): 8( ) ( ? gv.)lc + 5( )( ? {l) )
(3.D.26)

+ (%_dU'\dU C(Ullldg t oex 4 g’“dtt/\d‘fdg/\d(\p £ ).
(B85 B ) < 0l3]

lgenr
V dal#im budeme po&itat povrchovy ¢&len Q (viz.
(3.4.46))

MQ.;: = (%’t&y{!s * ?gO»_t-[s ‘:?@&Ic O'-‘[c) d‘l(tbp)g(f ).(3.D.27)



Ode¥teme—1i od tohoto

U dostaneme

m@ ziskané =z

3.D Distribu&ni limity né&kterych funkci 112
Plati
d(t-"r) = ~'7(4— )du——7(4 )du—-ﬁd? , (3.D.28)
gg('T""Z): l('t-'n)lul Lg(u-uh ,7(4 70-) Olu-uly) ) (3.D.29)
tji.
A (lt-'n) 8(%-'“) = (du-g%)l dur -&5_50—)4%)8@--“..)' . (3.D.30)
Transformaci (3.C.3) do sou¥Fadnic M,U;q‘f dostaneme
My _ _:1_ 435"
Q = dusdo du (- ) (Y 1+ i ) +
+duade dur (_--)(qf 1+ ey
+du4d3 du (—lw‘\)(ﬁ’ ’l) +
+(wadg du'(-,ﬁ—.)(l(~4) 1
+ duadg do ((‘i ) (e 4«1 %A ) + (3.D.31)
+dq4&€d$ (fE)(%“f{¢ 4§7i)+
-l-d/l)—/\d%d% (42-0_)(‘]"14- 45 >+
+ o(,v,«algfmf ( ;)(‘('1 + 4\2. )"
dguapdp (S - Chpe)
kde
T - X (9(1—6&%‘) (3.D.32)

(3.C.11) zAm&nou L& U,
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tlal = [Cra-"a)l, -
= dundas du -( (V’f'(*q'zf}‘ (i';‘)q) e
: +dund4rd.0'( (Y 1+ Q‘Q)‘le{m),*

47 '
4dund% dU\ -q‘_%,_ (r/+. '% 4%‘ )

+d,(;-,.d(’: dar (-—&.,_(l(—*() PR o )’*

q_ IR}

+ du/tdg dg ( A <Y+'{+(‘§l‘f) %0?&;0\))* +

+ duAd(? d(fﬁ ( <Y+1+q2?o. ) (2’;«3&)/, +
+ duradg dg ( (-1« 2 °~*)+2’ 'Z,:’,‘“ ) L +

o cumd({)d(()g ( (Y- 4+‘f§ (‘Z—Q)A)L .

*dg/\d(fclf(—-%'l %(—ug z*) + % )L

Rozvoj [@C)L v 7 (vvuZitim rozvejl z apendixu 3.B) je

) %[{UQ L = durdo du ( /—3——J_4(a(ie;:):) [ 0]) +
4 du/\e\% du ( ’?”Q(M 3 (n;_s_)’(?q be'at- 3a") 40[7])+
+dgady c(((> (- Q.(QZ“(\CS;,‘;Z*“? ) + 0[5]) (3.D.34)

+ (duu\dgdg + duu\dq) d((o ot )+ '

(3 ). _
(,7 gg_(g +§ ) * Q(Al*gl)q (Qa"_lmg "?‘t) *0[’%] )

Obdobn& pro &astici
iL[mQ] 2 L (¥Q - () )I

(3.D.33)

(3.D.35)

\}l.:- ’
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Souffet p¥ispd8vkd od cocbou ¥astic je
L([(a;@ + lb) ] ) -
= dudderdu (- 7%}%’ oyl ) -
+du . PR (20’ +
d Adg du ( W 7%%&.(€+470 30,-} +0(:Z.{))36)
+d§AdL{2d({)< 3——,_;— 0[1])

*(du/\e\édg dwa((, do ) -
?%3—? e (40047 gmq") + O14]

VyuZitim (3.D.30) dostavame

g < S| (dunde M*%-e?@‘“““?“"‘““‘\")'
a0 (3&¢Y) ! |
(7 57855+ e e -g) - O13])

(3.D.37)
4(&0\/\40 elu/\dg t Rt g duAe(Y) ofoad({; 4 R ) |
3($Q-L t) /
<%(T+ﬁ— + 0(31 ) ]

VyuZitim (3.A

.31) m@3eme psat

"

(e~ U fw X u..\ {“ *v. + 1
.78( ) = 4 Ocu) S ) Uy .0{71_
|

(3.D.38)
v/ NIV i
-7 &) - &8 §o) 4 0[7
Celkove tedy dostavame vysledek
%’hdg = (durdgdun dg - g'zdu/\d(‘oduu’(cf ) -
Y+ Q) v 4 (Zu )
(z%—a—g S(u) + 52(3'1—2):, (ﬂof'—lmg -g )&,,. Y 331)1(381[;)329)

+ (idw«d_udwdg t o4 dwdc(:dgndtf ¢ ar )

>(30+ y
(S Be) ol



 Dodatek 3.E Voot metrikh_a-oh

Nejprve vyjad¥ime Bianchiho identity pro linearizovany

" Riemannfiv tenzor (3.4.56)

&[emgg«]tg = &[s(m&qd_e Olw) + cwp\b.c]d_e ) =
o (3.E.1)

.= (Q:MRLE_‘J} )6(‘*) + .d{& dcclzb]t{hog(‘-‘) + :W-QB]JS

. Q
Primgm v¥poXtem za pouZiti vztah8 (3.C.2) a hodnot R na

0 dostaneme

3 are“.rgb,ﬂ-]&_c = (3 (Dr:cc,(zb_q.gs ) O("‘) *

-+ duddﬁ“d? de 4o MPW%Wl* () +
+ O(L(AG\,UAd(f o\.o—/\d({) (- g%'«Q.,qw, Lo ) Ot +
) e I —(‘D ’ SA(A - ‘4‘ @ ) <+
'fduAdbAd% dUAGb uuug; ({ ) 2 S
+ Q{U\ /\Ql{’\dlf dU.A O((f ﬁ‘/“‘(’%"? Lr g(u\ +(q29\)¢§ * %-LB"" ) N
+ duadwadg Oic)‘,«olce' (“P""?‘?‘fl‘ .S(u) -2 Bs ) + (3.E.2)
4+ du AO{% Ad({) Ao da{i 0“{2,,((,%(‘, b 8] +
+ dua Q\U'Ad? duAdgé’ngus L 8((,) - P+ g @(g ).+
+ dul\-@(v/\ﬁlt() du Ad? (qzmﬁugv%l*‘ O} « g‘ﬁ,u— -’r%g@ ) +
4+ droa d%«d«e dLH\Ol(( B ¢ |
+ dua d?" dk" d(% A ({tf ((? (3 +m127((9,t!z>_ix Stu) - (({‘if;-i"{g )

ce
kde slo¥Xky * Qﬂd jsou.dany v (3.4.47). Pro obecnou metriku

tvaru

oin
3

l’\ - r’olu\l-l.kj’-?’g 4 P@(U\/d(e 4 @duv@‘(ﬁ - (3.E.3)

" derivovanim (op&t s vyuZitim (3.C.2)) mame
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SméQ stn & - .
s i) o o (- 111,
+ d(( (7)%] ;\/' { d[-_\/lf (’)%L}]C A‘/n"" +
/ | N | -
+ Q.? gb}c /\/l? + dgu/‘dgu d;(f"i(‘QAr"eu)
+doundigd c(‘(c? L) + dgmdg\odsu LQu + (3.E. 4)
' [ {;
+ :U/\dg?({)dguz(glf- t d‘?%"ai%diu 2013 N
+ (,{QUAG{&L{JQLQ ?i Q + (‘JMIA dk_,(fdf(? Q‘L P+
R o
- A e Ao ip
-t ﬂ UAC{S’H (? ( l‘), +%)P\) + (Y ’-Q%‘Fdﬁb’ 2 (l" f
-+ dSMAQ\E({,df,(;i . 4 dg? Adg(‘ﬁdg/{j‘ i p(% }
s Q_Q'g_.ig S ‘E}{:MI o] = (d(,u\d,(;‘ @(L.\,‘(Kc;+ ryx)(‘%f‘fw{;? +
o+ (dundo d“‘@‘f ! V)@Qw% P ) + (du/\d.gdlaf,\ép toa) (-1 M)+
: +(AUAA,U M(h A ( ;PM 1(q ) {du/\dufu \C{({U /‘}< %?U‘“,
- (('{(AAB\(idU/(d({ +Az)<gO|%u éQ ) 4 (d()?x\d(fgd(u,«d(fw\)) <~ %Z/U‘c;b> +
(dmdo é\‘”d‘f’ “f)(ﬂ P,w‘% }jlr (GgAd(fdAma +u) ( %Z)\/[%W) +
+(!>d¢{)duu 4@‘)(10’\% 4? M., >+ (3.E.5)

Qg) + dusdv durie (-%
R 1
A 2

+(dg4d<{-dmd§*“>(%ﬂ >+ du.{d? du.-m{'% ( M e = 2/‘/ )+

1

3

+ (({L(,((io a’xmhf + 4 l‘(,Qlw %
)

2 (o - ) ) + dviiéfﬁdvxafsf (’%’U,uv)nL
+</‘AAC{Q(AIHG(L@*U>( P:?M Q_%f /Q )+0Md(r di: ydw\ %ZMU ):

(dwdqﬂ(vd( 4’0 Qgh + duAd ({L(“(F( %;\/“ *5 )f
4(({&1/\6(%’2 ( )gPI%M -+ dg/\d(‘o gm ( % 5 - %,\/
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Diale spo¥teme linearizovany Riemann@v tenzor ki¥ivosti

metriky

w[n, S O(U'%‘) ' (3.E.6)

/

kde M(‘h je dano v (3.4.31). Platt
" Qe = a[:-'hm = (3. hye )0 + df,’,_umhm‘wig(u-%) , (3.E.7)
LuQM ) %b"’QL&lg] ='
= Rt OL)
+ 2( 0 "hygy )’ dqu g(u—ﬁ) £ - (3.E.®)
9 o (“h _&dﬂu) $o-s) - |
o hy L- o Sles)

P¥i{mé vypofty daji

d[ u l"s 1 I' L (d,u Ad,_,?dsg + g‘deuz\d._.zfds?)-

B S A AR

zli_ d}._u mhg][gi‘_‘% L“{_qu (d L(ML% d MAd4§ gd Mﬂd lrcLuAd f(?)

(3.E.10)

\MP

(3.E.9)

'{i(&g

o G P iﬁ'"? 42'1

.2 O\‘Jg" g ) ]

% ( hq[u‘k )‘ %q(l\:uﬁds’('tg‘dglf ('Q("”g‘)‘ + ;—ﬂ) . ‘(3.E.11)

ate
Dale s vyu¥%itim vyrazu (3.C.3) pro Clg
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Qi(ég"chslc)! d”u s (d,_u/\d&gdsuu(‘g . %‘d;wd.__(?dswah(r),

qlP

(- } (°+q)‘ t (3.E.12)

+ ’d,g/\d&q) dsu/\dé(f <—£‘WV + Tlg_
Dosazenim do (3.E.8) a vyu2itim (3.A.31) dostaneme
e - =z OC-g)
+ (d uard g duade g".du.-kd(f)d(.mdﬁo) ¢ « (3.E.13)
4%"(dgui(? dw\o'f(() + dmd‘{)dfl\d?)qj )

kde

. ) . A & /I & o
?-— i,_ g( ) +3LL g(u)‘(a:l‘ r_'g_ S(U) —i—-’"—gt 8(01)"‘

+ 1 Q4 " '
Q‘L,Qm? S () ,Qm,—?— YN ‘ (3.E.14)

2o, Q&

T- ) g(u

3
(lrey *
?(‘C‘qz)t 2&?
Obdobné& vypolteme linearizovany Riemannfiv tenzor k¥ivos-—

ti metriky

o

h - h 0 . (3.E.15)

kde ."H je ddna v (3.4.81). VyuZitim rozvojd v apendixu 3.B

miZeme tuto metriku zapsat



. . . hrh sm&
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4&\2 4 at + z T -
L .h i(rm*)‘” *0[“]) der + O[] de™
T 21. T
+ 2(&&?q1~ (;;%)sﬂ'u +O[M])C1LAV€‘U"‘
. & (o™ o) ’_ . (3.E.16)
* (mq‘ g 7 0[]) dg” -
z
2 ak( - v 2
-9 (auq‘ ETETS e +0[w]) d¢
Obdobn& k (3.E.8) mame
bMQM . a.ccQ;—gﬂ @((A) X
+ 9 ( ats “‘hgn_, 'wo ) olﬂu X(m) +
e o (3.E.17)
+ 2y (Thay |, dqu) dtw) +
4-2(.{{“(.( LY ,][) ‘]u g(u
JednotliQé éieny dostaneme p¥imym v?poétém z (3.E.16)
7"_({[3“ ml"'z]s L_-.o i %d@u/\dﬁu d: %_g‘—’-
. i . (3.E.18)
1 _§ -
4 d,uAdbgd;_g ié? d&“"db(r- P ioﬁ?
Mt CI
dbu h;][c’ dd]u = - d._,uAd._.gds_(AAe\!g % &S‘? +
- (3.E.19)
+ CLUAd!,ﬁa AQUAC(!‘D .{7%—-. ,
Qf_: b{é(;fckgﬂ L:D,el!]u ) = d M\d U d;UA d]? 47-5?2
| (3.E.20)

g3(2 +g‘)

+ del'lAdh((’ ds%’\({é(? (04 q'l)l )



’ bar Sl.n
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: ;
2![(@[5 hb][e )L_odg]u = ({qu\dh? dsl»(/ld._,»u‘ ﬁ) .

(9&«
deﬁ Ad&(? dsuad_.(f g(_—g—?;-

d, u/\d‘.?d qu‘g % o

A

(3.E.21)

a*)

+ﬁdu/1d c?d,u/\of({) Wg_*_ﬁ_)"’

Dosazenim do (3.E.17) dostaneme

mQ @(u) .

4 dqu\g dw«dg( A “a“e) glu}ho-S—— g(a))

l( te 1)3 ATETSh

— >~
r'_l-\

Lt , ot (%< %) 1 '
~% du«ol?o(w\al((( Eﬂa\——g%,,—g(u) A Q(Q S( i) (3.E.22)

+ 2 (du«d(() dgao‘q) ~ ) (? (Qi+ 7} 8t - 4_ 8w) ) + )

+Q (dma(q)dgadc{)%v) ? ?&:? ap g(u) )




4. GRAVITACNI POLE
URYCHLENYCH ZDROJU

V této kapitole se pokusime nalézt odpov&d na otazku jak
vypada retardované gravita¥ni peole urychlenéhe zdroje v ramci
_plné OTR. Uvidime, ¥e odpov&d bude spidie negativni. P¥estoZe
existuje Biroka& t¥ida #Fefent Einsteinov?cﬁ gravita¥nich rovnic
odpovidajicich urychlenym =zdroj@m, nelze z nich zkonstruovat
pole retardované. V zavéru uvedeme fyzikalni p¥iliny této

skutelnosti.
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1 Obec t— & ick itad e

Za urychleny zdroj a jeho gravita¥ni pole budeme v ramci
OTR pova¥ovat prostoro¥as s rota¥ni a boostovou symetrii. To
znamend, Z2e metrika m& dva Killingovy vektory, které jisou
navzajem kolmé a navic existuje systém 2-ploch kolmych na oba
Killingovy vektory. Jeden Killingfiv vektor - odpovidajici ro-
taci - Jje prostorupodobny a m& kompaktni orbity. Druhy
Killing@v vektor - odpovidajici boostu — ‘ma v rtznych oblas-
tech prostorofasu r@zny charakter a jeho orbity jsou nekom-
paktni. Dale budeme poZadovat, aby prostoroas byl asymptotic-
ky plochy (p¥esnd formulace viz. [4 1). Z2droje musi byt symet-
rické vi¥i rotaci a boostu. Navic p¥edpoklddejme, ¥2e se nacha-

z{ pouze na ose rotace.

Obecnou metriku tohoto typu nalezneme v [ ] - ma tvar

.

q- d (eMtde-243)7- e"(fdz—ZJt)z) +

-
(4.1.1)

+ e°\0\g‘ + g‘ e—'“cl(f"

Z2de t‘Z e

dplnd interpretace je dand samotnou metrikou. Poznamenejme

geﬂ?‘L , LFG. <0,Qn) jsou souradnice, jejich¥®

vak, Ze rota¥ni Killingt@v vektor je

~8
a

¢ .o
fa a9 (4.1.2)

a boostovy Killingt@v vektor je

s o o .
Fy = 2 == +t — .1,
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M‘\.\ jsou funkce zavisejici pouze na Q-§' a 8-—(2’- 17) (tj. na
orbitd Killingovych vektorl) a v oblasti mimo zdroje spliuji

B Men B Mee * Mt Mie =0 (4.1.4)
(9+B) \,\(g = B (9/0(1"“ - Blufs + QH}AMI‘A“;) +

$(A-B) i - 2B s
‘ (4.1.5)

(H+B) "\-13 - P (8{"1.5 - F)/V‘;LA + 28 Mie ’/‘.5 ) J.
+ (A-8) M + QF),.AM .

Rovnice (4.1.4) _je ekvivalentni wvlnové rovnici v plochém
prostorofiase s cylindrickvymi sou¥adnicemi ‘6'3, %'(e .

Metrika (4.1.1) je regularni mimo H=0 a @’-0, regulari-
ta na ose rotace <) a nadplose B-(0) zavisi na chovani funkci

N a \. Z (4.1.5) pro B0 resp. A=0 dostavame

(4.1.6)

M0) ~ d(h0)

"
~

(4.1.7)

(0,8 + & (08)

{
<
~N

kde k1 a V\l jsou konstanty. Podminka regularity na E=0.vede
na podminku '(1‘—0 » t3.

NP O0) = V(H,OB o ' (4.1.8)

V opa¥ném p¥ipad& se prostorofas rozseparuje na 4 navzajem od-
d&lené prostoro¥asy. Nadplochy B-0 se stavaji nekone¥nem
t&chto prostorofas (délka neisotropni k¥ivky konvergujict
k B’O je nekoneénai. Podminka regularity na f}=0 da K{O, tj.



4.1 Obecné& boostl-rotalén® symetrické gravita&¥ni pole 124

M(O0B) + n(0B) =0 (4.1.9)

Pokud 01K2=mef . Je metrika na g:o neanalyticka. Struktura
této neanalyti&nosti odpovidad strukture znamé kdénické singula-
rity. Kénick&d singularita je charakteristicka dbytkem dhlu
v malém okoli osy, tj. uvaZujeme-1li kruZnici Q=kawt kolem
osy, (¢ nazveme jeji obvod a P jeji polom&r (m&¥eno pomoci
metriky), tak p¥i g—aO podil 9% neide k 4% . Kénickou
singularitu lze odfivodnit p¥itomnosti linedrniho zdroje na ose
g:O - struny 1!). Pokud se na ose budou nachédzet i sloZXit&jst
zdroje, nebudeme moci v t&chto oblastech pou¥it rovnice
(4.1.7) a metrika je zde obecn& nereguldrni. Tato neregularita
ale nemusi nutn® znamenat singularitu. Jsou znamy ¥Fe¥ent
(nap¥*. tzv. C-metriky - wviz. [4+1), pPro které jsou funkce
pA|A neregulidrni na ose v n&jakém intervalu Be da7, a% ), oviem
neregularita metriky je pouze éoufadnicové - ve skuteZnosti ma
strukturu nadplochy pi¥es kterou lze metriku v principu pro-
dlou¥it. Tuto nadplochu m8Z%eme ch&pat jako povrch hmoty resp.
horizént urychlené &erné diry. Podrobn&jsi rozbor je moZno na-
lézt v [3 1, [421. '

Zavedeme—-l1li souiadnice U, u a Z v wvztahy (3.1.2)

a (3.1.11), tak metrika (4.1.1) lze psat

Ak
g-e 4 u 2 T . A =
8 = 1 —2- ( II_C*U -+ ﬁ du ) -+ .e_;e_ :2’— db!‘/d:v‘ 3

(4.1.10)

+.e‘)\d<1. . %1. e-r d(€7.

1) Metriku nekone&né struny v prazdném prostoroXase jsme
uvedli v (3.4.40) Pi¥estoXe byla odvozena pouze v lineari-
zované teorii, jedn& se o pi¥esné ¥efSeni Einsteinovych rov-
nic - viz. nap¥. [2#1., [22].
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S

[}
|
S, 1N

* A ~ ‘f" T ’
e”dr + et ds . e“‘dg‘ - gle ch (4.1.11)
a Killingovy vektory maji twvar

% .o §g - ag—,[ , . (4.1.12)

; o)(]o !

Pro délnost uvedme jeBt® Christoffelovy symboly v sou-
¥adnicich T,?,g,tp » BRiemannfv tenzor k¥ivosti a Ricciho

tenzor metriky (4.1.1) (viz. [5 ], apendix B; Pozor na
opafnou signaturu metriky a timto zpGsobené opa&né znaménko

Riemannova tenzoru.) VSe je po&itané mimo osu %=0 , Plat1 =zde

obdoba poznamky ) ze str. 67.

InA N o . L S
r’gq = 5,_,\'? J rgi 2\/\.;_
T A S
T e (lepme-¢) |
-4 Ry px EF
PE?' j)‘-g ; r"t'r Tz o= s )

n

‘
Pq?

AN (4.1.13)

[\
NI~ NI
IS
Y

] _ [PTSA N é (§1 N
PTT = e (E; + 2 E‘ H(i ) )
S L
r'w =38 ¢ R

NJ)
—ﬁ
N~
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/

2 Mg g 1 e + zi,(f"ns’}'s’""i“\ﬁ )- 45
“ﬁ5+4pa-%(vm1«-~aAﬁ)+%

1
S
_ P L A B BN |
Q?TET e o ( 2”'.22 E iz - Zl,(f/llg'xlg_f’“;"\a?) +
' l
L

+%%(i\..z fH.s)) )

Rorzr =- € %: <~ ! Miea - M.eN.a Hpms g+ prgdir )+
11 (ds-me) ) )

Rie e = —g( %(2{41*4\,3) Lo =Nz - My - év\.% ) )

Dy =467 (pagg +daw s bpaee bpus )

Ricsy = $0E00a-20) - Kiog - Doz - 1 - %\)\,g ) (4

Rie .3 %\(é(t"ﬁ“\ng) * ::{?(v\-% Mig) = Mg M,z ) )

Pieee = € 2 él Rie gy
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1.15)

Explicite vidime, ¥e rovnice (4.1.4) a (4.1.5) zaru¥uji plat-

nost Einsteinovych vakuovvch rovnic.



. o dvou h i

Uvedeme si konkrétni metriku typu (4.1.1) odpovidajici
dv&ma navzijem opa¥n& urychlenym hmotnym objektfm pohybujicim
se pod vlivem polonekone&nych strun (v souiadnicich t&a@'je
systém zndzorn&n na obrazku 4.1). Takovyto systém je diskuto-

van v [640] a je dan funkcemi

mwe ; o o
M= o ('é*o%) = L-%) (4.2.1)
- m YL T 92(21—?,-) QWVY'JQ z ~-;_ o z 01(27_1"—) g".',z.‘.f.-.'
\—\ = - ) -0\1_2'9 + brooR (?.I 2 fJ = L rllD_"‘ +(_ &Q ’(4_2_2)

kde R je dano definici (3.2.13), ™ je hmota ¥astic aasg.je

parametr charakterizujici zrychleni.
Vidime, Ze
m(g0) = d(e%0) | (4.2.3)
tak%e t;to metrika je reguldrni na uw=0 . Déle pro 520, §=0

2*) « MO 3™) =0 (4.2.4)

{ t

@m0
a pro 250, §=0

0,89+ NOET) = 4L (4.2.5)

ti. v oblasti <0 se na ose g=I) nenachdzi 23adny zdroj,
v 3%0°, %=0 je lokalizovana hmota a v oblasti 2 »a ., ¢=0 se
nachazi struna. Nutno poznamenat, Z2e struktura singularity na
iif;gto ({kterou interpretujeme jako pfitpmnost hmotného zdro-

je) je pom&Ern& sloZ2itad a jednia se o skute&fnou singularitu
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M aX . obr. 4.1

Metrika (4.1.1) s M a \ ur&enymi v (4.2.1), (4.2.2) odpovids
dv&ma hmotnym objekt@m, kteréd jsou lokalizované na ose 2
a urychlované polonekone&nymi strunami leZficimi té%¥ na ose
2 . Situace je v sou¥radnicich t,&al2 znadzorn&na na obrizku,.
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neskrytou pod horizontem (viz. [211]1).

Nvni nalezneme linearizaci tohoto gravita&niho pole.
Budeme p¥edpokladat, Ze hmotnosti a zrychleni hmotn¥ch objektd
jsoﬁ malé, konkrétné

%M&=%€%=%G=L@4 . (4.2.6)
Potom dostavéame

m= L-2) o (4.2.7)

A =L %2 B:%AE + 0[] . (4.2.8)

Vzhledem. k velké kalibra&ni volnosti linearizované metriky,
bude vvhodné&isi linearizovat Riemann@v tenzor k¥ivosti. Ve vy-~
razd (4.1.14) lze =zanedbat vBechny kvadratické &leny v M
a \ (jisou ¥adu O[']) a dostaneme

1

Yin 2 ) . ’
p“i‘f‘?‘f == % ('if"-%s ‘;12 (Mg +2prg) )

;
""P\%isi' T % (&'?% )
Rogeg == (A -4 44s)
TRegp = 7 (Cipa 10y ) (4.2.9)
Rege == ¢ 5 5 (50 ¢
“Rovi = (L pan 41002000 )
""ngg=‘?z(4if"'<5 +:‘3%(«\.:*V«') ) :
“Reene = - (A pag 1 4 L (8- pin))
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P¥imym vypotitem dostaneme

LMt 7%% )
LM!Q? 4 RS (9‘&‘Q Rl+ ng 21—6[231) ;I

EH,gi‘ﬁ;}z—s( lﬂ—z +3aﬁ) )

1o Z(f-a)
LH|3 QQ\Rb ’

s e (- a2l )= gar( o), cazao
A :_gg_ - QK;Q%EE&! + U[L

1 3 (9(— INIVEY & .'203'2'.5_') ,
(5= 42 gs + 0[]

9e* y+2(7-23)2’+ dgx-al 4 45?{3'“‘-) <oL]
(85~ 2(X- &) (h-207) - 43 (X-g7) 1 43N %20, ]
_ £ _ £ ]

Dosazenim do (4.2.9) zjistime, Ze

/

lin aec
R- "R . (4.2.11)
Pokud linearizujeme p¥imo metriku, dostaneme

afe ['Q 1 U ., AT * I"’Q‘ Y
h = 2=% i(&dm_f—— ()(L‘)+-T°‘

1
7 2
*;\—Q(%T )d§ ')2 9(_"’) .

co¥ je prav¥& linearizovani metrika, kterou jsme ji% uvedli

v (3.4.81). Timto jsme ukazali, ¥e metrika (3.4.81) a metrika

duvdp +
(4.2.12)

(z.4.31), ziskanid pomoci CGCrenovvch funkci, jsou linearizovans
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metriky wvedouci v oblasti W+#( ke stejnému linearizovanému
Riemannovu tenzoru k¥ivip, 49 V-oblasti >0 proto musi byt

spojeny kalibra&ni transformaci.




Nyni se pokusime specifikovat, co povaX2ujeme za retardo-
vané gravita&ni pole urychleného zdroje. Budeme poZXadovat, aBy
prostorotas reprezentujici retardované gravita¥ni pole urych-
leného =zdroje se skladal =z dvou oblasti odd&lenvych od sebe
sv&telnou nadplochou (obr. 4.2). 2Zdroje budou lokalizované
v oblasti II a budou mit, stejn& jako metrika v oblasti II,
boost-rota¥ni symetrii wve smyslu popsaném v odstavci 4.1.
Oblast I nele¥%i v budoucnosti 2Aadné udalosti z oblasti II
(hranice obou oblasti je sv&telnd nadplocha) a tak se zde ne-
mohou projevit 2Aadné retardované efekty =zdrojfi. Proto budeme
poZadovat, aby v oblasti I byla plochd metrika. V oblasti II,
jak jsme jiZ ¥ekli, poZadujeme boost-rota¥n{ symetrii metriky,

tak¥e zde metrika musi byt dana vvrazem (4.1.1).

Vidime, Ze .jak v oblasti I, tak v oblasti II je spln&n
Einsteinfiv gravita¥ni zdkon. Zbyva je#t¥ otizka, zda je spln¥n
i na hranici obou oblasti. Nebeo jinak #eteno, ptame se jakym
zp@sobem musime napojit plochou metriku \Y .oblasti I
a boost-rotaldn& symetrické metriky v oblasti II aby byl spln¥n

Einsteinfv gravita®¥ni zakon na tomto napcjeni.

Je =znamy fakt (viz. nap¥. (21, [21), Ze metrika
v ramci OTR musi byt dostatedns LZ1: _[2 1ojhorstm pripads
spojita. Pfipadné.nespojitost vede k nejednozna¥nosti mnoha
operaci v bodech nespojiteosti, resp. k delta-funkcim v konexi.
Riemannfv tenzor je vSak kvadraticky v konexi, co¥ implikuje
nascobeni delta-funkci, které neni dob¥e definovano. Proto po-
¥Yadujeme, aby plochd metrika v oblasti I a boost-rota¥n¥
symetrickd metrika v oblasti II byly napojeny spojit&. Zvolme
v oblasti I sou¥adnice LhV|Q|¢ v nichZ m& metrika tvar

132
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boost - cotacneé

- 'd
sametr-cka.
N metrika

oblagt T

oblagt L

V4 .
Plooka metrika

R-0

obr. 4.2
Retardované gravita&ni pole hmotného objektu rovnom&rng
uryvchlovanéheo polonekone&nou strunou by muselc byt danc
boost-rota¥n& symetrickou metrikou (4.1.1) v oblasti 1II

a plochou metrikou v oblasti I. Oblast I toti¥ neni kauzilng
spojend s coblasti II - je odd¥lena sv&telnou nadplochou.
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gI: :ildealV +dR + R dp™ | (4.3.1)
a oblast I je dand podminkou

J< O , . (4.3.2)

V oblasti II =zvolime sou¥adnice v, @ .V nichZ¥ ma
boost-rota¥né& symetricka metrika tvar (4.1.11) a oblast II je
dana podminkou

uw>0 (4.3.3)

Metrika (4.1.11) musti byt reguliarni na hranici oblasti II, tj.
PYro u=(). Musi byt tedvy spln&na podminka (4.1.8).

Zatim nevime, jak Jjsou sou¥adnice V(Q\fb a Aflgzq
identifikovany na nadploie U=wA=D. Diky rota&ni symetrii mé-

Yeme pouze ztotoZnit Ghlové sou¥adnice, tj.

b= ¢ _ (4.3.4)

Vztah \/IQ a M}? zatim z8stava obecny. Z poZadavku spojité--
ho navazani metrik.v oblasti I a II plvne poZadavek shodnosti
indukovanych metrik na hrani¥ni nadploSe. Restrikce metriky

(4.3.1) na hranici LLI) dogtaneme
Q: - dR™ + R7dd™ | | (4.3.5)

a restrikci metriky (4.1.11) na hranici w=0 dostaneme

8 vyuZitim (4.1.8)

Qa -

(( 110) 2 - 7|0 kS
et d S (L VP

* S
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- ep(q‘loi(?de +¢, dV )(?.«42 *‘)’,vdV) +€e"‘(€'°)ol({)1 (4.3.6)

Porovnanim dostaneme podminky

pgo 2 ‘f‘(g,'m *

€ Q e 1 / g e = R ’

(4.3.7)
F
g(z Q“I ‘_—O J QIV = 0 ‘e
Jednoduché uGpravy vedou na

g(v =0 I

(4.3.8)

4 (550! y,
gg:z=[2 ) é 'ze =E .

.Integraci a vyuZitim q>0, R>~0 a 3=O &> R-(0 dostavame

(g7,0)
0= R e S L+ . (4.3.9)

Timto jsme dosp&li k podmince
V(q-zto) __O‘ (4.3.10)

Vzhledem k tomu, 2Ze PA el vlinovou rovnici v sou¥radnicich

LH}?,%(? a zavisi pouze na W a'? , Je tato podminka velmi
silnd - vede k'trivialnimu ¥FeSeni 2)

pife) = d(he) -0 (4.3.11)

Z2) VyuZitim (4.1.4) a (4.1.5) dostaneme =z (4.3.10) te&*
f“d€M)°0’ coZ omezuje M jako ¥FeBeni vlinové rovnice na
rovinné vliny 3i{¥ici se ve sm&ru osy 2z identicky nulové na
uw=0. Ty jsou viak vylou¥eny boostovou symetrii V‘.
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Deosp&li jsme tedy k tomu, Ze nelée spojit® napojit ne-
trivialnt boost—r-%iQJé symetrickou metriku na plochou metriku
.podél nadplochy W=} . Co ale tento vysledek ¥1kd fyzikaln&?
VZdvt infuitivné citime, Ze retardované peole od libovelného
zdroje, tedy 1 rovnom&rn& urychleného, by m&lo existovat.
Poti1¥% ale z¥ejm& tkvi v tom, Ze na¥ zdroj se urychluje neusta-
le. Diky tomu dochazi ke kumulaci gravita&niho pecle podél hra-
nice oblasti p¥i&inn& spojené se zdrojem. Takovéto kumulovani
gravita&niho pole v#ak v plné teorii miZe vést a2 k zm&n& cha-
rakteru prostoroasu - prostorolas se m&Ze jakoby
"roz¥iznout". V okoli hranice, kde se p¥isp&€vky od zdroje ku-
muluji mbZe gravitani pole vzrdst do nekone&na, co¥ lze
interpretovat jako zmin¥né ?o&zfiznuti" oblasti p¥i&inné& spo-
jené se =zdrojem od zbytku prostorofasu. V p¥ipad® takovéhoto
"od¥iznuti” nema smysl mluvit o oblasti I - nem@Zeme se do ni
z oblasti se zdroji deostat ani =z ni obdrZet n¥jaky signal.
Nema samoz¥ejm& ani smysl podminka spojitého navazani metrik
obou oblasti. Nacpak metrika oblasti II musi byt na hranici
oblasti divergentni. Této situaci odpovidad boost-rota&n&
symetricka metrika.(4.1.11) v oblasti #>0 ,#>( , ktera neni na
hranici B:0 regularni, tj. neni spn®na podminka (4.1.8).

Dotkn&me se je#t& druhé stranky problému. Ve skute&nosti
neni Gpln& jasné, Z2e by retardovand metrika od n&feho co nazy-
vame "rovnom&rn& urychleny zdroj" m&la byt boostovE& symetric-
ka. PotiZ% je viak v tom, Z2e pokud nebudeme poZadovat boostovou
symetrii metriky, ztraci se nam v¥znam slov "rovnom&Ern& urych-
leny =zdreoj" - JjiZ2 nema&me boostovy Killingbv wvektor, pomocit
n&hoZ byla definovana symetrie zdroje (invariance p#i posunuti
pedél orbit tohoto vektoru. Proto neni jasné, jak by problém
nalezeni &ist¥ retardovanéhe gravita¥niho pole rovnomdrn¥
urychleného zdroje bez poZadavku boostové symetrie ¥el vébec

n&jak zformulovat.



6. URYCHLENE POLE
A KONFORMNI TRANSFORMACE

V této kapitole p¥i zkoumdni poli rovnom&rn& urychlenych
zdrojfl vyu¥ijeme konformnich vlastnosti t&chto poli. Konformni
vlastneosti poli s nulovou hmotou maji vak mnohem 8ir31i uplat-
n&ni. Hraji kliZovou roli v popisu chovani poli ve své&telném
nekone¥nu a tedy ve zkoumani =za¥ivych vlastnosti poli. Kon-
formni transformace nam umcZiuji p¥etransiormovat nekone&no do
kone¥né vzdilenosti. Proto vyu¥itim invariance polnich rovnic
vi¥i konformni transformaci lze dlohu ve fyzikalnim prostoro-
Zasu p¥Fetransformovat na Wdlohu v prostoro¥asu s nekone&nem
"stadhlym" do kone&na, v kterém lze snadno zkoumat za¥ivé cho-

vani pole.
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ST >0

Budeme se tedy nejdi¥ive =zabyvat samotnou konformni
transformaci a transforma&nimi vlastnostmi r8znych poli. Kon-
iormni transformaci budeme rozum&t transformaci metriky zacho-
vavajici dhly mezi vektory a p¥i¥innou strukturu prostorofasu.

Uhel mezi dv&ma vektory je dan vztahem 1)

e Lt
o b ﬂa&

s (0, b) < g ’

(5.1.1)

5~

Bt = (6o, )= |

“ 0. “ - (05 g!b Qk )‘/1.

c

Transformace s t&mito vlastnostmi maji tvar

2

O: 9 — g‘ 3L / (5.1.2)

S
kde S_ je realnad kladnad skalarni funkce na prostoroXase.
Jeliko% Sf>0, zachovava se p#¥i&inna struktura - &asupodobné
vektory se pi¥evadi na &Easupodobné, prostorupodobné na prosto-

rupodobné a isotropni na isotropni.

Obecné tenzorové objekty mdZeme podle jejich trans-
forma&nich vlastnosti v&i konformni transformaci rozd&lit na
tzv. konformni hustoty vahy ¢ . Konformni hustota vahy S se

p¥*i konformni transformaci transformuje nasledovnd

1) Vvraz (5.1.1) nedefinuje Yhel nednozna¥n& ani v euklidovs-
ké geometrii. Jednoznafnost se v tomto p¥ripad& dosahne
volbou defini&niho oboru, napi.

loie @y | & (o°,b*)= <0, 7)

V Minkowského geometrii pojeti dhlu mezi vektory a veli
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A -0 -°A . | (5.1.73)

Vaha soufinu konformnich hustot je sou&et vah jednotliwvych

Einiteld
(AB) - A B - ¥ANB - "AE . (5.1.4)

P¥rirozenéd geometrickdé, metricky nezivislé objekty (jako
81, 8[:—3;] atd.) se p¥i konformni transformaci zachovavaj1i, tj.

¢ T CY] ‘
Js 85: &35 rmnimi hustotami_ vahy 0.
Oy = & . : _ (5.1.5)

Transformace metriky indukuje transformaci metricky zavislych
objektfl. Strufn& vypi¥Seme n&které z nich. 2 poslednich dvou
vztah@ dostavame, Ze metrika s indexy "nahoie" je koniformni

hustota vahy -2

A

§"L Q\u_ = 8- => 5"L=_ W) g‘sl . (5.1.6)

Ortonormalni bise kovektor@ e. UsﬂQVNM) v ka¥2dém bod& prosto-

rofasu

. | '1
Que = M e. ey 7A«, - ( 4._‘4) (5.1.7)

kosti vektoru ziskame analyvtickym prodlouZenim z euklidov-
ské oblasti. Uhel i velikost zde mohou nabyvat komplexnich
hodnot a pominky jednozna¥nosti m@Zeme napi. zvelit

llo)le B® pro 6 prostorupodobné
4“”“ Rt Pro {* Zasupodobné orientované do budoucnosti
iHL“QQ* pro 0% Zasupodobné orientované do minulosti,

Re (o, b*) e<o,m>  Img(a b) e R]
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je vahy 1

A
€

o »

= Sz e; . ’ (5.1.8)
;Oplné antisymetricky tenzor
m
Es, . = @, A.,..AEe : _ (5.1.9)
je konformni hustotou vahy m

0]
e, o, = 3 €a.... (5.1.10)

8 .

Obdobn& také element objemu je konformni hustotou vahy m

A4 A m m "-r_

gt O K-SR BT 74 V- BT VA =4 . (5.1.11)
Delta—-funkce normovand na element objemu je konformn{ hustotou
vahy -m . Pro konformn& nezavislou testovaci funkci y) totiZ
plati

<g?.LfA2h> ‘<§?,Lpszmg‘:"> = ﬁD(P) = <§? Mpé’} (5.1.12)

Dale se budeme zabyvat transformaci metrické konexe. Konexe je

indukovanid metrikou vztahem

s

Ve 3“— =0 ) (5.1.13)

Rozdil dvou konexi lze popsat tenzorovou veli¥inou, proto

md¥2eme psat (srovnej s (2.1.9))

A
Vot -Vo - QL ot (5.1.14)

A

VT - U - QUTR e - QTR L s
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Dosazenim (5.1.2) do (5.1.13) a wvyuZitim (5.1.15) dostaneme
(srovnej s (2.1.10)) ' '

&f_y = A8 v ALSE - :\‘sa‘_& ’ (5.1.16)
kde
U\t = 0\: Q/V\SZ. = .52-\'(.‘352 ) _&&=§‘$ u\\_, ; (5.1.17)

Pro konformni hustotu vahy $ m@Z2eme tedy psat

v, B

a

A )
e V(e -
' (5.1.18)
c .. 13 b,--. 3 b.... byen.
= SC(VRL « QAT - Qua A - L+ e AT
Obdobou k (2.1.11) dostaneme vztah pro Riemannfv tenzor

- e nd :
Dot - RLI-V 0. *_V\_.Oi+OiQ;‘QL_gQg , (5.1.19)

Z2GZenim

Rie, = Rie, - (m-2) V.de - Ges Vg:\‘e*(m--l)l:.\b-(m'ﬂg._.w.__f:? ’(5.1.20)-
Q - (- Uma) VX - (m-2)me1) Ao 2T ) (5.1.21)

Wevylv konformni tenzor k¥ivosti je definovan

Cot = Ry -4 (g,ﬁrz.'ck,_ -4y Riey, - &Jn@ *Qu Ric,, ) *

(m-2)
(5.1.22)

' (m—jm Q(gﬂ-gu'gu gg )

P¥*imym, ale dlouhym vypo¥tem dostaneme, ¥2e je to konformni
hustota vahy 2
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A

2
CaLnJ = 'SZ 0&.’:&" ; (6.1.23)

pro nasledujici rozloZeni indexl dostaneme konformni invariant

(:.cé = Ca:.é . (5.1.24)

Dale se zabyvejme konformnimi vlastnostmi n&ktervych pol-
nich rovnic. Za¥n&me skalarnim polem. P¥edpokladeime, ¥e ska-

larni pole 47 je konformni hustota wvahy $ . P¥imym vvypodtem
dostavame )

5 4

0i74
S (V VP + Qsem-2 XV + (5.1.25)
+c4>V\J«s(rmg9.) »\lf/)

Srovname-1i toto s transformaénimi.vlastnostmi skalarni k¥i-

vosti, dostaneme pro S-:- % +4, m>/

LER)) o
V 8 V (13 4(01 " Q(L 3?. (V5V¢ T 4)(l2¢ ) (5.1.26)

Zdraj 35 interpretujeme jako prostorovou hustotu skalarniho

naboje - tj. integraci p¥es prostorovou nadplochu dostavame

celkovy skalarni naboj

Q=\ J. &2 | . (5.1.27)
>

- 4
Zde d Zj je element objemu prostorupodobné nadplochy. Je-1i

e; (}mQ4r_wm4) ortonormalni base, eg je normdla k nadplose
2., tak
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[
-

P

A - lein  rey I [ | (5.1.28)

a pomoci (5.1.8) vidime, ¥e se jedni o koniormni hustotu vahy
m-4. Celkovy naboj j& globdlni veli¥ina a je p¥irozené ji po-
vaZ2ovat za koniormni invariant. To nastava, je-1li Jg konfiorm-

ni hustota vahy -(m-4)

—(m-4)

A
J. = Jds . (5.1.29)

Vidime, ¥e je-li v dimensi M= & skalarni pole koniormni hus-
totou vidhy -1, skaladrni hustota naboje konformni hustotou vahy

-3, tak rovnice skaladrniho pole (2.2.2) s §=— je konformné&
-

1
¢

invariantni

/

(D-é@)d}= Jd — (0- UZ)(# = f]g (5.1.30)

[T

Budeme-li v pripad¥ elektromagnetického pole predpokl&-
dat, Ze potenciial 92 i intenzita E; jsou koniormni hustoty

vahy 0, dostaneme %)

) La)

E-~df — r—A‘=Q\H | , (5.1.31)

/
?E = 52"’((7.E+ (m-q))_\—E) . (5.1.32)

Necht ;]é je prostorovad hustota elektromagnetického toku. Cel-

kovy naboj na prostorupodobné nadplofe je dian vztahem

2) ég je metricky nezavisly objekt a proto de=Ag
=g =V

F”:g 8“F§ je koniormni hustota viahy -4.
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Q - S Jn 42 . | | (5.1.33)

Zde n, je jednotkovAa normdala k nadploSe, tj. fh=.ef v nota-

ci (5.1.28). Z poZadavku konformni invariance globalniho
elektromagnetického niboje op&t dostavame podminku na trans-

forma¥ni vliastnosti elektromagnetického toku

A

-m
Je = 2 3¢ ) ' . (5.1.34)

tj. ]E je konformni hustota vahy - . Op&t pro m- ¢ dostava-

me konformn& invariantni rovnice elektromagnetického pole

o

i — F=df

= A

A
=-J, — V-

(5.1.35)

>
T,
"
I
1>
m

F-=
%

Obdobn& pro kalibraéni pole povaZujeme-1i kalibra&ni
stupn& volnosti za konformni invarianty, dostavame pro kalib-

rani konexi 3)

0. - O, t5. A%, = B, (5.1.36)

a pro kalibra&ni intenzitu (tenzor kiivosti  kalibra&ni

konexe) 4)

3) Zde je uvaZovana konexe pouze na kalibra&#nim bundle pros-
toru. Pokud ji roz¥i¥ime na konexi v te¥ném bundlu pomoci
metrické konexe, tak se bude samoz¥ejm& transformovat po-
moci vztahu (5.1.15).

e metricky nezavisly objekt a proto a =éL .

ﬂEJF} je konformni hustota vahy -4. )
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A A A [ A

R =20.0; + izlh. AT - Fu (5.1.37)
PchybovA rovnice se transformuje podle vztahu

(5.1.38)

FE e S (DB L ey AP

obdobn& k elektromagnetickému toku konformni hus-

Bude-1i JJ
K
m=§¢ konformn& invariantni

tota vdhy -4, dostavame v dimensi

rovnice kalibra&niho pole

Efa je tenzor k¥ivosti De T
(5.1.39)

‘ A
a ! . .
— F;-B je tenzor k¥ivosti Dt ,

A
= .7 (5.1.40)

X W

T

D= E:L = J:. - b&

Rovnice gravita¥niho pele nejsou konformné&: invariantni.

Ze vztahté (5.1.20), (5.1.21) dostaneme
Rie - §3R = Ric-4 4@+
+(m-2)(% V-l - V4« A -(m-l)(% XX )

(5.1.41)

je obecn& nenulovy a vidime, Ze

Druhy ¢&len na pravé strang
konformﬁi trans-

Einsteinfv gravita&ni ziakon nezachovadva p¥i

formaci sv&j tvar. Pouze v p¥ipad& vakuovych rovnic, kdy

(5.1.42)

Rie =0

a tedy i
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Ricer = Cuws | (5.1.43)
doétavamé

A 4_ d

Rie = R ” . (5.1.44)

a pohvbové rovnice teorie gravitace zachqyavaji p¥*i konformni

transformaci sv@j tvar

d

Q.L;,_-" je tenzor k¥ivosti 63 —
(5.1.45)
A J R
— P~ je tenzor k¥ivosti 3” )
A
Rie =0 — Rie -0 . (5.1.46)

Stejna situace je i1 v p¥ipad® linearizované teorii gravitace.
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Budeme nyni zkoumat speciAlni transformaci- prlochého

4-dimensiondlniho prostoroffasu

E&' - M—>HM ’ PP Y
_ (56.2.1)
(P - SU(P) (x™(P) - TP &)
i(p)= 4—1 I‘(?)&d + :—E‘L(?) &’2 ) (5.2.2)

kde x‘=(t,x.3|2), 2-012 % jsou inercialni sou¥adnice a ¥* jsou

sou¥radnice né&jakého globalniho vektoru 5) v soufadnicicﬁ r* a

(@ - x*x* Vet ' R - F&* Do
- -1 \ (5.2.3)
6.()‘_ = ok X A, T ( 4 )
v e (O,
Inverzni transformace je dana vztahy
s (P) = U (2t(P) ¢ ®HRVR) (5.2.4)
.S?_ = 4 + llxk &u + fl &)L (5.2.5)

S) GlobAlni vektory 1lze definovat v afinnich (tj. plochvch)

prostorech - jsou to prvky zam&¥eni afinniho prostoru.
Zhruba {efeno je mfiZeme povaZovat za rozdily bodf.
GlobAalni vektory mOZeme také modelovat konstantnimi
vektorovymi poli. Pokud je budeme pouZ2ivat budeme je
zna¥it Hipkou, tj. &, X ,... . Nutno ale dait pozor na

nedorozumé&ni, nékdy jsme pou¥2ili ¥ipku i pro obecné
tenzorové objekty.

147
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Definujeme—-li nové souradnice Mu vztahem

lar 2l . 0. P '
WY = 2 (?) , We Oy P-7 , (5.2.6)
dost Avame
4 =1 == “a .
x'* = 0 (xte T 0) (5.2.7)

oo - .
Transformace 5,y indukuje transformaci vektorf a tenzord

-
o

a tedy i metriky

™ 1
Hagp 5 - 4 (5.2.8)
; 4 A
" Je samoz¥ejimé, 2e ‘8’ je op¥t plochad metrika - sou¥adnice &'*
jsou jeji inerciilni sou¥adnice. Metriku <8' méZeme ale

vyjadiit i pomoci metriky 8

%’ Dt da'*dx't =

o QST (2 + B &)) AN (2 2°F)) -
- X Dot dax~ dx* »

s (d@vdes & o+ ¥ dxrda ) -

- (AR vda (xor B'F.) + dSUvdod (200, + B R®) ) 4
AR A (B 1R @ EY) =

=52'Zg 1

¢ U5 Az vd Qe + & ) ) +

+ 5 ( % ASL v 0% (A4, + X707 )+ ﬂzo(gzvd(ha;d?ﬁ,)fl)f
t AN AR B -
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= jitg +
(A pedd o= 2
+ (4 de v dQer < w) -
- S (4dRvdE (e 2@+ 20 + £ dRvd (28 CERYE) 4
+S dR AR & =
) jiiz é3 ‘ ' (5.2.9)

A r . . .
Tedy metrika g je konformn& spojend s plvodni metrikou
Lorentzovy transformace spolu 8 transformacemi EZ;

a Zkalovaci transformact H,

Ho: M= M, 2 -9 ,
(5.2.10)
Cck(?l) = g ’1:“(:9)
tvori konformni grupu - grupu v¥ech bogov?ch transformaci p¥e-

vadd&jicich plochy prostorofas na prostoroffias konformn& plochy.

Skombinujeme-1i transformaci Eb:s konformni transformaci

O : ‘Sf—ﬂ

A 2 .

4= ¥ 9 = <% ) (5.2.11)
<Jd - : .
dostaneme transformaci zachovavajici metriku prostorofasu,
m&nici wv¥ak jiné objekty. Pravé této transformace v dalsim
vyvuZijeme.

Pro jedno-

. . . 7
VEimn&me si podrobn&ji transformace W,z .

duchost si vvybereme typického reprezentanta - polo¥ime

¥t - (0,0,0, 1) L (5.2.12)
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) m
Transformace Y3 ma pak tvar

T
t'~ X
2 = N (zfé(—tﬂ?*zz)) ,
‘ - (5.2.13)
r -
¢ - X e
’_
¢ - ¢
- 2 {(4n~ y o2 X
X = A+ 2; ¢ g Ctuzne) - 27« = (5.2.14)
kde jsme pouZili cylinérick?ch sou¥adnic definovanych

v (3.1.14). Tato transformace je singularni pro body na nad-
ploSe dané podminkou

NRE)=0 e t*=(z-a)"+ SL (5.2.15)

Tyto body se zobrazuji do nekone&na. P¥itom bod 2-4, t.¢-0 se
zobrazuje do prostorového a ¥asového nekone&na, ostatni body
nadplochy X =0 do nekone¥na sv&telného. Dalii singulirni body

jsou na nadploSe
KRIY=-0 & th-(2+a)t4 o™ (5.2.16)

Tato nadplocha je obrazem nekone&na. Konkrétné& bod
2--0, t=g=0 je obrazem prostorového a ¥asového nekone&na,
ostatni body nadplochy N=0 jsou obrazem své&telného nekone&-—
na. Oblast S vn& ku%elu 3 =0 se zobrazuje na oblast S’vné&
kufelu R=0 (obr. 5.1), oblast F na oblast F’a oblast P na
oblast P’.
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a) . b)

obr. 5.1

Transformace EZ¢ transformuje prostorofas na sebe. Na obrazku
a) Jje prostoroffas p¥ed transformaci, na obrdzku b) po
transformaci. Transformace EZ? je singularni pro body na
svdtelném ku¥elu bodu O , tento kuZel se zobrazuje do
nekone&na. P¥itom bod ¢ se zobrazuje do prostorového
a fasového nekone&na, ostatni body do nekone&na sv&telného.
DalBsi singuladrni body jsou na své&telném kuZelu bodu ¢'. Tento
kuZ?el je obrazem nekone&na. Konkrétn& bod o' je obrazem
prostorového a &asového nekone&na, ostatni body jsou obrazem
sv&telného nekone&na. Oblast S prostorupodobn& poloZenid k bodu
0 se =zobrazuje na oblast S’ prostorupodobn& poloZenou k U',
oblast F na oblast F’a oblast P na oblast P’.
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Pro nas je podstatni transformace sv&tofary &astice sto-

jici v bod& 2—.% 'g=0 , tj. se sv&to¥arou

(5.2.17)

P¥imym dosazenim dostavame

~(H(PY )T+ (=2(P))T =

n

—(R7TE®) H(F (20 - L )« F3) E

. . . (56.2.18)
- -2 2 o —1 et é_:. = = a i - 14.4:- b
» (_ T4 (;: a( T+ 4 )) ) (-Tl*g)l 0."'( T [f) =

= O_—L
Tedy obrazem p¥imky (5.2.17) je hyperbeola. Jinak re&eno,
transformaci stojici astice (vO¥i metrice ‘3 ) dostaneme &as-
tici rovnomé&rn& urychlenou (va¥i té¥e metrice ‘8_). Tohoto

faktu vyuZijeme pro nalezeni pole od urychlenég &astice.

Poznamenejme, %2e nami odvozeny vysledek o transformaci
specidln®& polo¥ené p¥imky na hyperbolu je d@sledkem mnohem
obecn&js{ skute&nosti. Libovelnou &asupodobnou hyperbolu p¥e-
vede transiformace EZ? op&t na Easupodobnou hyperbolu, kde
asupodobna p¥imka je speciidlnim degenerovanym p¥ipadem hyper-—
boly se st¥edem v nekone¥nu a nekone&nym polom&rem. Tento vﬁ—
sledek a dal3i diskuse bodovych konformnich transformaci jscou

rozvedeny v apendixu 5.A.



Nyni vvu¥ijeme invariance rovnic skalarniho pole

a elektromagnetického pole va&i transformaci E; i 9
P¥etransformujeme ¥e¥eni rovnic pole v plochém prostorolase se
zdrojem Js na ¥e¥eni stejnych rovnic (diky invarianci) ve
s&ejném Plochém prostorofase (g-ﬁéﬂﬂg), ale s jinym zdrojem
J-.-Qo,_'—l.[]] . Pritom wvyuZijeme toho, Ze transformace @0 E’,.;»
prevadi svétofaru stojici ¥astice na svétolfaru dvou rovnom@Ern#

urvchlenych ¥astic.

Konkrétn®¥ pro skalarni pole je =zdroj odpovidajict
¥astici stojici v bod® 2-% ¢-0 dan

“Je = ge 8(“"?(&) Je ) d) - 8(2-3’:) (5.3.1)
Transformaci E;; doétaneme

“"J; - Se 8'(“"3)’(4') x ) dX | (5.3.2)

kde apostrofy u delta-funkci ozna¥uji normovani na element
v,
objemu ‘g“'(viz. apendix 3.A) a je vlastni as v metrice

g'. Diky (5.2.9) a (5.1.11) m@¥eme psat

f ) . .
8? = &’? ) (5.3.3)

Vyu2itim (5.1.8) dostaneme

d&’ - ._52—4 dd (5.3.4)

Dosazenim do (5.3.2) mame

153
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!

“% - Xe| 82 =) dd = 20 Ty (5.3.5)

kde NCP =""?' je cbraz p¥imky “Pp » ti. sv&tofara dvou urychle-
nych ¥astic (va&i ) (obr: 5.1), § ije vlastni &as svtofary
fecp va&i metrice 8 a sz je skalarni tok p¥rislussici této
svtoXare. Releni konformn& invariantni rovnice skaldrniho po-

. n
le se zdrojem Js;

4 wn un
(D—g@) 4:: Js (5.3.6)

je dané (3.2.21)

“"4) -4 1 (5.3.7)
“r n /

kde

1
- T a \2 \ -
R-(g +(z-8)) . (5.3.8)
™ wn' g ! .
Transformace %, toto ¥Fe¥eni p¥revadi na ¥Fedeni 4) rovnice

TR A wa un — !
(U_Z@ ) T = T (5.3.9)
kde apostroiy. v (U'—‘iaz') znamenaji odkaz na metriku g’ . Jak
jsme ov&¥ili v 5.1, konformni transformace (9 zachovava tvar

této rovnice, tj. vede ke vztahu

A . A

(U-é@)m47 = 7, | | (5.3.10)

)

kde (D-%@) je vyjadirime vo¥i metrice é=52?3'=6 a (viz.
(5.1.30), (5.3.5))

wn 1 -1 tn | ! l
¢ - T ¢ , - (5.3.11)
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~3 un acc
“J. =" "7, = ds . (5.3.12)

Pole azb tedy Je pole od zdroje RM:L, tj. skalarni pole dvou

rovnom&rng urvchlenvch ¥astic. P¥imym vypoftem dostaneme

ode . - 53 i_ -
4) $v N

e { =

= qu_SZ_(g'L +(2'-—%)1)1’t
e ’ {

= - = < " . = (5.3.13)
7] (g +(2‘+01‘.(-t+z+§>)-%52)7')_‘.‘

= - & 1 ' -
Y (g2+ (-t%+2% gl-—A’" )* )%

- -2 1
¢ R

Toto je piFesn® pole (3.2.12), které jsme interpretovali jako
kombinaci retardovaného pole jedné wurvchlené ¥astice a a@van—

covaného pole druhé urvchlené astice (viz. ZAVETr

paragrafu 3.2).

Stejnym postupem pro elektromagnetické pole mame

“]: () = Se ot SR, x ) A\ | ' (5.3.14)

/ P
u.nj:: ('I) - Se uqulg gi(uny-(v\:)l I) 0('-\‘
| 4 ¢ (5.3.15)
-2t esut £ 2 ) dd - Y

un — o .
'—& 1—(;*;,- S!'l_'l_ O\a_t/\ dLR ’ (5-3.16)
wel o 4 / )
F.._;_ -—‘FII' o dt_tA dg'z (5.3.17)
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a transformace O p¥evadi rovnici

! =
Vo“E™ - -7 (5.3.18)

na (viz. (5.1.35))
un = ok wn 2y '
V E R J (5.3.19)
kde
nAL 4 un b
“ AN I - > : (5.3.20)

nam‘u - =1 sb [*) 2 a
“E* . 5t E'e Jresp. B =TRL:TR) (5.3.21)

[ =2 ~

aep

Pole E_._ je elektromagnetické pole vzniklé od dvou symetricky
unist&énych urychlenych ¥astic (¥astice a antiastice - #astice

maji opafnou 4-rychlost). P¥imym dosazenim dostaneme

‘ﬂ’f

=& B o {51 dufM gtdjzlxgd‘——fdmdy7

!
2

“F ="F =~,9— Lodtadn =& 28 50 d(X't)ad (% %'E) -
Le

L) -4g-- 1 L0627 dndo

(—'%(7—20\‘)2 . 1 (zm)ﬁ/g)dzadg *((«"22«*&;’)0'1“‘).;1*

+Q{l  (4-207) - 2* (2+a)(¥-2a" g,(am)(ag's‘g ylzkz))df,m(? j=(5'3'22)

£a* _ 1
g’f 4 [3,(515/ 1 (4-2) 122X + 41_a\>)dud7 ,
+ tﬁ(a+2eo\*£ 0\2/\0(?
L2 ) (@20 F) - (U200 A" -4 - daze® ) drade | -

= f;r MP[onhndg gtdudﬁ 1(Z 1-4_?)011‘/1&7



5.3 Skalarni a elektromagnetické pole urychlenéhe niboje 157

co¥ je p¥Fesn® pole (3.3.10), které_jsme interpretovali jako
kombinaci retardovaného pole jedné Eastice a advancovaného

pole druhé &astice.



5 ali lendc tic

V p¥ripad& kalibra¥niho pole Jje situace diky nelinearité&
rovnic sloZ2it&js1. PotiZe se jiZ vyskytnou ve zvoleni kalib-
raniho toku stojici &astice tak, aby splioval podminku
zachovani (2.3.21) |

K [ ] '
D. 3,% =0 . (5.4.1)

Problémem je, Ze sama konexe Db je kalibra¥n& zavisla na
toku 3!' Nem@Zeme proto ov&¥it platnost (5.4.1) pi¥ed vy¥eBenim
pohybovych rovnic, a ¥eSeni je obecn& obtiZné. Navic pro bodo-
vou &astici miZeme ofekavat, Ze kalibra¥ni pole [L; bude na
sv&tofaire &astice singularni. Potom ale nebude mit rovnice
(5.4.1) dobry smysl (sze lokalizovany na své&tofdiyre Eastice).
Nat&st1i ob& tyto poti¥e lze vy¥eBit volbou vhodné kalibra&ni
podminky.

Ka}ibraéni iok representujici bodovou ¥asticli se sv&to-
¥Aarou FL) je

J&EE =gqﬁ§ O HAN S(UN) 1x) d\ ’ (5.4.2)
kde qﬁ@ je kalibra&ni naboj spliiujici

q* = q _ _ (5.4.3)

D&%of‘é ur SCRYITx ) A\ =

(e gy) 8oz ax + | ¢ Llw SGwz)) dy -

158
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- {w (0. 9% ) S(rwim) da (5.4.4)

kde jsme vyuZili (3.3.3) a toho, Ze DE je na te&ném prostoru

prostoro¥asu metricka konexe Vl . Rovnice (5.4.1) tedy vede na
D ,® . A
9] b = s, At = (5.4.5)

a i
Zvolime—-1i kalibraci - specidlni bazi €z a k ni p¥isluSejici
plochou konexi a= v prostoru vnit¥nich stupii volnosti, mbZeme
psat (viz. (2.3.14))

0= uD, qﬁg = Uy, q‘-‘g + u[hwﬂ_ ,q]ag _ (5.4.6)

Zdrojem problém@ je ¥len s potencidlem 9,. Naxt&sti se zde
vyskvtuji pouze né&které sloZky potencialu.

UkaZeme, Ze existuje kalibra¥ni transformace, ktera tvto

sloZky ‘'wvynuluje". T3j. Z2e vhodnou transformaci (2.3.17),
(2.3.19)

B - A, I.% (a.T%) T-.‘gk | (5.4.7)
dosahneme

uw A, -0 Lo | ' (5.4.8)

3]
Transiormace 72§ budeme hledat ve tvaru 6)

¢) Exponenciala v libovolné algeb¥e (v na¥em pripad¥ Ef;?
s nasobenim (A-81% - P9 B¢, ) lze definovat ¥adou

exp = 4+ H+ilﬁz+'i._ﬁq’4... .

2
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B . }
T = (exp 1 t)?, . (5.4.9)
Podminka (2.3.16) vede na

tfe . ¢ (5.4.10)

0___ Utﬁgﬂg = WUt ﬂsgf i—(i M"az_(exp lllt)gg(@)([)—iltfg
T [_)f!+ 5%\-{-&5 - (5.4.11)
« N° h ]
= LF'Qgg* gl(t)a) @: Q; p
kde
@_ = U0, . . _ . (5.4.12)
G\

Dostavame tak snadno ¥efitelné rovnice (v realnvych &Eislech)

QB
dt, - -wh's | aeeaalw L Gaaam

d\

Jejich vyi#¥eSenim nalezneme hledanou transformaci

MbZeme tedy bez 4Uimy na obecnosti poloZ2it podminku
(6.4.8). V této kalibraci se poZadavek zachovavani toku redu-

kuje na podminku

0 - o)% ﬁge_, U o, qeg : 0%_\( (F“) el et ' | (5.4.14)

tj. poZadavek konstantnosti kalibra®¥niho nadboje va&i zvolené

bazi.
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Budeme nyni hledat kalibraén; pole stojici ¥astice,
které splifuje kalibra&ni podminku (5.4.8). Kalibra&ni tok sto-

jici &astice napiSeme ve tvaru
“wn —ae f wn, & (7] A
3% -\ 0y mue 8C P Ix) dd

0% () = 0" ex» ey (5.4.15)

'knut - Q=
ST
kde éf je ortonormalni baze v prostoru vnit¥nich stupif vol-
nosti, a= k ni p¥isluBejici konexe a QHB ( 9-1‘2',__,1\) , N
dimense fibru ﬂ%'ﬂ ) je konstantni matice &isel (nezavisla na

bodu prostorolasu). Ti.
H .
0. C]‘g -0 - (5.4.16)

UkadZeme nyni, Ze kalibra¥ni pole splifujici pohvybové rovnice
wn 2 :
(2.3.20) se zdrojem -lgje dadno nasledujicim potenciidlem va&Ei
- N
bazi eg

H: B b q B 5 d;ﬁ (5.4.17)

kde f je dano vyrazem (5.3.8).

Tenzor k#¥ivosti je

W\E&Bg '—_’2&[&.““95]9& + (l [unﬂe 'ungb ]Bg -
i ' o draden

-

(5.4.18)

Leva strana pohybové rovnice (3.2.20) ma tvar
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.4 ,® 1 _0\2o
w9 V(x205)5 (5.4.19)
visd ddg 28 & [T
Gap 20 8o LG o L4,

Z2de jsme vyuZ2ili toho, Ze konexe 62 se na tefném prostoru
k prostoroZasu chovd jako metricka konexe EZ. Prvni &len je a%
na povahu ndboje shodny s divergenci elektromagnetické inten-—
zity stojici &astice (5.3.16 ), druhy ¢&len je nulovy diky
antisymetrii komutitoru, tj.

Ly

[ . uwn—e y
2 =—q5§8““u‘* (PN 1x) d) = - )5 (5.4.20)
-coZ jsme cht&li ukazat. Musime jeSt& ale ovE&Fit spln&ni pod-
minky (5.4.1). Potencidl (5.3.17) spliiuje kalibra¥ni podminku
(5.4.14)

uep, =- 1 t o = 5.4.2
H_t q n'l. at_ d;n O ( 1)
a proto vztah (5.4.16) zajistuje zachovavani toku.

Z -pole stojici Eastice se pokusime nalézt pole dvou
urychlenych Eastic stejinym postupem jako pro skalarnit
a elektromagnetické pole. K tomu G&elu musime rozfi¥it trans-
formaci EZ: na bundle prostor E|4 . Jediné co budeme poZado-—
vat, aby toto rozXi¥eni zachovavalo. strukturu fﬁm'. coZ lze

zapsat

™ ! — \
e o Y- 7 ’ (32 e [:?f1 — @g € E}-H

(5.4.22)
&) \A
e; ortonormalnit —_ e ; ortonormalni
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-

Transformace o pirevede pohybové rovnice (5.4.20) s tokem

stojici ¥astice a kalibra®¥ni podminku (5.4.21) na

hﬂD, UE'E'E _ unjlk
a = -

[ 3 ] .
' . (5.4.23)
wo 1 un\/ . o~ an
o = 2 (’)(s R + (1[ A. ﬂ:] ’
'w\ e WnJ age, & un~l '
w* TR, = X ut A, = 0 ) (5.4.24)
kde
un a / P
3= § g e S 1wy -
¢ a (5.4.25)
=Sz" ga‘l aee e 8( NCP(\,\\I'I) Au\“jz ch ,
“Fu “4“?( '(1' :;,L dot'adon' (5.4.26)
“un ! !
P. "‘qi“ 0" j-[t,-, d.n' . | . (5.4.27)
Zde
q'% - qns e't ey | (5.4.28)

Jsou-1i fl, a E; konformni hustoty vahy 0, Ji konformni hustota
vdhy -4 (viz. (5.2.39), (5.1.40)), tak transformace C) p¥evede

tvto rovnice na

b

5
O.\
T

A
13 "'"J

I

|
(5.4.29)

T = 2070 v i MR AT - R

u'_ﬁ -1 A A

[’ Ac “wn ale a un '
nu- . = 52 nnuli 9,‘ - 4 o s = O . } (5'4'30)
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kde
un A - ~% un ta a0e —a -
Jdo =% “"JF - (5.4.31)
tn un f .
F - T7F (5.4.32)

Vidime, %e (O

o

van un'\

D: (s tenzorem k?‘ivostimF.;,_-:- f—; ) je hledané
kalibra&ni pole od zdroje McJ: representujici dv& urychlené
Eastice. Diky (5.4.28) a kalibra¥ni podmince (5.4.30) se tok

“J v poli "0, zachovava.

Jeliko¥ a2 na povahu naboje je tenzor k¥ivosti shodny s

vvrazem pro elektromagnetické pole,mﬁZeme psat
oec A 1 \il { ‘L { {_d 0’ 12111)(‘. l
El-_ s :.-a—“qg m,[gz _Mtgg +€ a2 4 9742(2-1“-0.-@ JdA02 (5.4.33)

Qoee
Pro potencial g-_! dost avame

“Q0, RS - -k s ;: dy -
-k B oA -
- At (L f - Afaf) -
SR N LI TP

_ (QQz (2+a) - %\(Q-a)) de -

g% - )k ]




Dodatek 5.A Sférickd inverze

P¥i zkoumani konformnich vlastnosti prostoro&asu jsme
uzili transiormace EQ? dané . v (5.2.1). Tyto transformace maji
nazornou geometrickou interpretaci. Jednd se o© sloZeni dvou

sférickych inverzi a posunuti.

Sférickd inverze se st¥edem Cr v plochém prostoru

=) metrikou'?_ obecné signatury je dana vztahem

IU': M- M , Q@ — ! . |
&~ T : (5.A.1)
—_—
’.r = i""& )

kde ‘e je charakteristicka délka, © je #olohov? vektor spoju—

jici st¥ed inverze s bodem X (viz. %) na str. 147) 'a
= X ' ' . (5.A.2)
je kvadrat délky vektoru x v p¥risluiné metrice.

\Y 4-dimensionialnim Minkowského prostorofase miZeme

v inerciadlnich sou¥adnicich psat

= X*(?P)
x* (P = == ] 5.A.3
Kombinaci dvou sférickych inverzi a translace dostaneme
T e
e x
a:a. I’_ - oI (:p) = —= l =
( ‘-PU ) . ’.f -r—e't_t,.oI(‘P)
e (xxe ™) e~ g a‘met)l
(-6 )" 7 (X - &te7) ~ 27 P

165
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o > esv.-7_4 O Y ) a m
= (1-20*%, + ¥ oZ) (x-z&") = 2(5,[?]) ’ (5.A.4)
co2 jsme cht&li ukazat.
Sféricka inverze je také prvkem konformni grupy - indu-

kovand metrika je dana

,g = _/7,5 dﬂl‘t dx"‘ = 7«:& e" di%:' 0‘-:%:_ =

e'l
()"
1

'7.1. d'f."d’!." - .
S8 A3ty det g ot + K, dF AT - oS
&y Pt (@)

MOZeme tedy siférické inverze s rfznymi st¥edy ?) pouZit jako
1
generatory konformni grupy misto transformaci H,» . Sta¥i nam

tedy podrobn&ji =zkoumat siérickou inverzi a zisky=¢ vysledky

[
p¥ripadn® pFendst na transiormace o =
VSeobecn® jsou znamy vlastnosti kruhové inverze - spe-—

cidlniho p¥ipadu sfiérické inverze v euklidovské rovin& ).
Tato transfiormace pievaddi obecn® poloZené kruZnice na obecn&
poloZené kruZnice, p¥Fimky na kruZnice prochidzejici st¥edem
~inverze a naopak (obr. 5.2). Rovinu lze doplnit jednim bodem

v nekone&nu a .ten pi¥echazi p¥i kruhové inverzi na sti¥ed

?) Zm&na € odpovida Zkalovaci transformaci.

8) Pomoci kruhové inverze lze pom&rn& elegantn& vy¥elit
tzv. Apollonovy dlochy - nalezeni kru¥nice dotvkajici se
t¥1 kruZnic. P¥itom p¥imka a bod se povaZuji za degenero-
vany p¥ipad kruZnic. Jeden p¥iklad viz. obrazek 5. 3.
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obr. 5.2

Kruhova, inverze zobrazuje bod ¥ na bod X' tak, %e X' le%i na
polop¥imce Ox a |x-0[{2'-0]-e". Kruhova inverze pi¥evaddi obecn& po-
loZené kruZnice na kruZnice, p¥imky na kruZnice prochiazejict
po¥adtkem a kruZnice prochdzejici pofatkem na p¥imky.
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obr. 5.3.

Pomoci kruhové inverze lze vy¥eiit jinak wvelmi obtiZnou geo-
metrickou dlohu nalezeni kruZnice dotykajici se t¥i zadanych
kruZnic. Na obrazcich a) aZ ) je postup (bez diskuse viech
moZnosti) p¥etransformovani této dlohy na dlohu nalezeni te&ny
ke ke kruZnici prochdzejici danym bodem. Na obrazcich jsou
hledana kruZnice a jeji transformace vyznafeny silnég.

a)-——>b) dilatace polom®ru wvSech kruZnic o polom®&r jedné
z nich, tj. degenerace jedné z nich v bod

b) — ¢c) kruhova inverze podle libovolné kruZnice se sti¥edem
v P=@

c) —» d) dilatace polom&ru zbylych kruZnic o polom&r jedné
Zz nich, tj. degenerace jedné z nich v bod
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inverze a naopak. Potom 1lze chapat p¥Fimku jako kruZnici

prochdzejici bodem v nekone&nu.

Obdobna tvrzeni plati v 3-dimensionialnim euklidovském
prostoru pro kulovou inverzi. ng se povrch koule zobrazuje na
povrch koule, rovina na povrch koule prochdzejici st¥edem in-
verze a nacpak. V tomto p¥Fipad& plati ale takeé stejnid tvrzent
pro kru¥nice - kruZnice se p¥i kulové inverzi p#evadi na kruz-

nice, kde op&t p¥ipoustime degeneraci kruZnice na p¥Fimku.

P¥eformulujeme nyni tyto tvrzeni v Minkowského
2—dimensionalni roving a potém ho zobecnime na
M -dimensionialni prostor s plochou metrikou obecné signatury.
V Minkowského rovin& se body prostorupodobné vzhledem ke stie-—
du inverze p¥evadi na body prostorupodobné, body #asupodobn&
poloZené v budoucnosti ke st#¥edu inverze na body #asupodobnd
poloZeﬁé v minulosti ke st¥edu inverze a naopak (viz.
obr. 5.4). Body na svételhém kuZelu sti¥edu inverze se zobrazu-
j1 do.nekone¥na a naopak. Rovnice siéry_se st¥edem %, (v iner-
ciainich sou¥adnicich t, 2 ) je

*

(x-2.)- (X-%o) = - (t-8, ) +(2-2,)" = R (5.A.6)

}

coZ je rovnice hyperboly 9). Prot&jSkem kruZnice v euklidovské .

rovin& tedy je hyperbola (ob& v&tve) . s asvmptotami tvo¥ricimi

sv&telny ku¥el. Vidime, Se rovnice (5.A.6) je netrivialnt
i pro R*¢0 . Mame tedy (obr. 5.4) Zasupodobné siéry
(R*5>0 ), isotropni sféry ( X=0 - v tomto p¥ipad® se hyper-

bola degeneruje na dv& isotropni p¥imky prochazejici sti¥edem
sféry) a prostorupodobné sféry (n"< (). Degenerovanymi

2) Parametr R budems= nazyvat polomErem, p¥esto®*s jeho
kvadral m@¥e byl =zaporny (Lj. R imagonarni) .
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(

,l1.>o =0 <0

Xa

obr. 5.4

V Minkowského rovin& sféricka inverze =zobrazuje body prostoru-
podobn& poloXené vzhledem ke st¥edu inverze (O na body prosto-
rupodobn& poli¥ené k O , body v kuZelu budoucnosti O na body
v kuZelu minulosti 0 a naopak. Body na svdtelném kuZ2elu O se
zobrazuji do nekonefna a naopak. Prot&j¥kem kruZnice v eukli-
dovské roving je v Minkowského rovin® hyperbola (ob¥ vitve)
8 asymptotami tvo¥icimi sv&telny kuZel. Hyperbola mGZ%e byt &a-
supodobna ( ”* Y0 ), isotropni ( n*=0 - v tomto p¥ipad¥ se hy-
perbola degeneruje na dv¥& isotropni p¥imky) a prostorupodobni
(R*<0 ). P¥imky jsou degenerovanymi p¥ipady hyperboly se
st¥edem v nekone¥nu a nekonefnym polom¥rem 1

N
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pripady dale jsou p¥imky - hyperboly se st¥edem v nekone&nu
a nekoneénﬂm.polomérem . V obecném ~dimensiondlnim p¥ipad&
ukdZeme, Ze tyto siéry pi¥echdzi p¥i siérické inverzi op&t na
sféry a to stejného typu - prostorupodobné na prostorupodobné,

isotropni na isotropni a &asupodobné na &asupodobné.

Je vvhodné si celou situaci znazornit v Penroseové& diag-

o~

ramu - v soustavé& souradnic L’,V

L3

U = Qgﬂ(%?e , U= tez

1+ 4.

' - (5.2.7)
~ sian (&) &
V = & A’-I e ! L= t"z' .

1+ &= .

Tyto sou¥adnice nabyvaji hodnot =z intervalu (—ﬁd) . Isotropnit
p¥imky dané rovnicemi U= konst., resp. wn =konst. maji v novych
sou¥adnicich tvar U==konst., resp. V=konst., ti. v obr. 5.5
jsou isotropni sv&tofary p¥imky pod Ghlem  % . Body U,V=14 se
standardn& identifikuji s body prostorového nekone&na, bod
i=4|V54 8 budoucim &asovym nekéneéﬁfm a bod~V=4|D=-4 8 mi-
nulym tasovym nehkonetnem. Body U=4,6Ve(-1,1) a V=—4,D=Gﬁ1)tvori
sv&telné nekone&no v budoucnosti, body U=—4,VG61J)
a V=4'Ueéﬂ4) své&telné nekonefno v minulosti. V técﬂjva(jxfad—

nicich je sféricka inverze velmi jednoducha

@’ [DIV] —> [Sﬁsn V - v , S&sn E)' U ]
(5.A.8)
Pro G 0 i7$ O ",

unv =0

_ Rekli jsme, Z2e body na sv&telném kuZelu st¥edu inverze
(dané rovnici uw-=10 resp.-UV==0 ) se zobrazuji do nekone&na.
Bude zajimavé zkoumat strukturu nekone&na Minkowského roviny

z hlediska sférické inverze a tedy i transformacf{ konformni
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] \
~ { ! [ 4 t -
U--1, ] ‘ ; : U=4 V-1
[ ) ‘. : H ol
v= "4 ?\-\"\~ \“. ‘ l‘| . U : - _/,—/’:;7‘, P

~. ~—— 3 ‘_____,_——‘é'f—'-- « 7
S A RO %, [T
) -\ e . \ 1 ! ,. A R
N T4 i s
N\ N [ i 4"
OL \ \ ; o 4 T I! . /
\ x; / -
| } e

obr. 5.5

Penrosefiv diagram je znazorn&ni Minkowského roviny v sou¥adni-
cich typu (5.A.7). Isotropni sv&to¥ary jsou v tomto obrazku
p¥imky pod dhlem ™z 8 vodorovnou osou. V obriazku je vyznaXena
souFadnicova sit ¢ z . Okraje diagramu odraZi strukturu neko-
ne&na Minkowského roviny. V souadnicich U Vv ma& sféricka
inverze jednoduchy geometricky tvar. V oblasti L, resp. R se
jednd o zrcadleni podle osy 0; , resp. 0. - ©oblast F se zobra-
z{ na oblast P st¥edovou inverzi a zrcadlenim podle osy 0,
obdobn& = oblast P se zobrazf{ na oblast F st¥edovou inverzi
a zrcadlenim podle osy 0. . Osy 0,,0. Jjsou ve skute&nosti hy-
perbola -{%:*.e* a osBY 0z 0, hyperbola .2%t". . o™
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grupy. Mimo sv&telny kuZel anr= je siéricka inverze spojita
- "blizké body se zobrazuji na blizké body" a ki¥ivky wvedouci
do stejného bodu se zobrazuji na ki¥ivky op&t vedouci do stej-
ného bodu. Bude vvhodné doplnit Minkowského rovinu body v ne-
kone¥nu tak, aby sféricka inverze byla spojita v8ude. Tj. do-
plnime body v nekone&nu tak, aby k¥ivky vedouci do stejiného
bodu na sv&telném kuZelu uv=0 po transformaci vedly do stej-
ného bodu v nekone&nu a naopak. Vezmeme si t#idu kiivek vedou-
ci do bodu o sou¥adnicich U= aa,V=0 Zz oblasti D>0,V>0
(obr. 5.6). Tato ti¥ida k¥ivek p¥Fejde na k¥ivky vedouci do bodu
3,0 sou¥adnicich Z5=4,VL4-Q leZ2{ciho v budoucim sv&telném ne-
kone&nu. Vezmeme-li ale t#fdu kiivek vedoucich do P =z oblasti
Ej>0,v<0 » ty se zobrazujf na t¥idu k¥ivek vedoucich do bodu
¥, o souradnicich [j=-4lv=4—m leZi{ciho v minulém sv&telném ne-
kone¥nu. Z na¥eho poZadavku spojitosti sfdérické inverze plyne,
¥2e musime body E: a ?L ztotoZnit. Provedeme tedy ztotoXn&ni

bodfi o sou¥radnicich

O--4,V o= 0-41,V
- . (5.3.9)
V:—" — U V_‘4

) /

L

tj. nap¥. ztoto¥nime viéechny nesv&telni nekone¥na (o sou¥adni-
cich D=t4,V44). Takto dopln&né (a =ztotoZn&né) body nazveme
konformni nekone&no. Vidime, %e ma strukturu sv&telného kuZelu
(tj. dvou isotropnich p¥imek) se st¥edem v prostorovém (=
asovém) nekone&nu. Siéricka inverze tento kuZel zobrazi na
sv&telny kuZel st¥edu inverze a naopak. Na¥e konstrukce neko-
. ne&na tedy odpovida pfidaﬁi jednoho Bodu v nekone&nu kaZdé
isotropni p¥imce (sm&ru) v Minkowského rovin& a jednomu bodu
v prostorovém (a zarovail &asovém nekone&nu) - odpowvidajict
isotropni p¥Fimce v nekonefnu. Toto 1lze chidpat také tak, Ze

kazZdému bodu na¥eho kompaktifikovaného prostorofasu (po
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&

obr. 5.6
K¥ivky vedouci do bodu S’ na sv&telném kuZelu sti¥edu inverze
z oblasti U>0 se zobrazuji na 'kﬁivkg‘vedouci do bodu ¥, ,
k¥ivky vedouci do bodu P =z oblasti U<o se zobrazuiji na

k¥ivky vedouci do bodu ¥,. Proto body P, a P, ztotoXiiujeme.
Nekone&no tak dostidva strukturu svételného kuZelu se stiedem
v bod& reprezentujicim nesvételné nekone&no. P¥i siérické in-
verzi tento kuZel p¥Fejde na své&Etelny kuZel sti¥edu inverze
a naopak. Sv&telny ku¥el bodu "N le¥iciho ve sv&telném neko-
ne¥nu se v kone¥nych oblastech Minkowského roviny redukuje na

isotropni p#¥imku. :
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p¥ridani bod@ v nekone&nu je vysledny prostor kompaktni) p¥is-
lusi sv&telny kuZel a naorpak sv&telnému kuZelu p¥Fisluli bod.
P¥ritom Jjedna isotropni p¥imka v Minkowského rovin& je &ast
Bv&telného kuZelu se sti¥edem v nekone¥nu - dalsi jeho &ast
(druha isotropni p¥imka) leZi celd v nekone&nu (obr. 5.6).

Po ziskdni intuice v 2-dimensionilni Minkowského
geometrii p¥ejd&me k obecné dimensi a obecné signatu¥e metri-
ky. Zakladni tvrzeni je, 2e sféra ( m-4 -dimensiondlni) p¥ejde
p¥ri sférické inverzi op&t na sféru, pFiem¥ za sféru povaZuje-
me i nadroviny - lze ji chdpat Jjako degenerované sféry se
st¥edem v nekone¥nu a nekone¥nym polom&rem Jl . P¥edpoklaAdejime

tedy, ¥e bod L le¥{ na sfé¥e o sti¥edu ¥, a polom&ru n , tj.
(X-%,)-(E-%,) = »™ . (5.A.10)
Upravami postupn® dostavame

(X"~ 2%, - X)) = ™

d -9 é;' “T: + =
Fr x T F-p () ) (6.A.11)
(@.‘a‘c’ e )_(e‘f 3 e‘i’.)_ e’ r’
5 E@en v F-n /) @-xr
2 .
To z?gfmena, Ze *¥ 1le¥1i na sfé¥e o polom&ru &) a sti¥edu
O+ é%%;r », coZ2 jsme p¥Fesn¥ cht&li dokazat. Navic diky
ZE%%quéD vidime, Ze sféra si p¥i . sférické inverzi zachovava
charakter - znaménko u "kvadratu po;oméru". Pro Lorentzovskou
signaturu (-++...+) to znamend, Ze sféra si p¥i inverzi =zacho-

vava svoji prostorupodobnost resp. &asupodobnost &i isotrop-
nost. Dale nekonelny polom&r a sti¥red v nekone¥nu dostaneme
pouze Pro E?:n‘, ti. pPro sféru prochazejici sti¥edem inverze.

Neboli sféra préchazejici st¥edem inverze se zobrazi na nadro-
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vinu a naopak nadrovina se zobrazi na sféru prochizejici st¥e-

dem inverze.

Stejnymi Gvahami jako pro 2-dimensiondlni Minkowského
rovinu nalezneme, Ze kompaktifikace prostoru tak, aby siféricka
inverze byla spojité zobrazeni, znamend p¥idani bod& v neko-
ne¥nu a to ka¥*dé isotropni nadrovin® jeden (tyto body nazveme
sv&telné nekone¥no) a jeden bod v Zasovém a zAroveli prostoro-
vém 10) nekone&nu (nazveme ho nesv&telné nekone&no). Takto do-
dané body v nekone&nu maj{ strukturu sv&telného kuZele
s vrcholem v nésvételném nekone&nu. Op&t mbZeme v tomto kom-
paktifikovaném prostoru kaZdému bodu pi¥itradit sv&telny kuZel.
Sv&telny kuZel bodd ve sv&telném nekone&nu se v kone&né oblas-

ti redukuje na jim p¥islu¥ici isotropni nadrovinu.

Dale budeme zkoumat transforma&ni vlastnosti
. 1-dimensiondlnich k#¥ivek (nazvé&me je obecné kruZnice) odpovi-
dajici v 3-dimensiondlnim euklidovském prostoru kruZnicim
resp. pi¥imkdm. P¥esn& obecnou kruZnici{i nazveme l-dimensiilni
- préseXik (m-1) UwA)—dimensionalnich sfér. Lehce vidime, ¥e
v 3-dimensiondlnim euklidovském prostoru dostaneme prose&ik
dvou kouli (resp. jejich degenerovaného p¥ipadu - rowvin), tj.
kruZnice a p¥imky. 2 definice a pomoci transforma&nich vlast-
nost{ (m-i)-dimensiondlnich sfér plyne pom&rn® silné tvrzeni
- obecné kruZnice se p¥i sférické inverzi zobrazuji op&t na
obecné kruZnice. Navic diky zachovavani charakteru sfér p¥i
. inverzi _dostavame zachovavani charakteru obecnych kruZnic

- prostorupodobné pi¥rechdzi na prostorupodobné atd..

10) V ploché metrice obecné signatury jsou fasové sm&Ery sméry
s negativn& definitni metrikou, prostorové sméry sm&ry s
positivn® definitni metrikou a isotropni sm&ry smrv s de-—
generovanou metrikou.
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Jak ale takovéto obecné kruZnice vypadaji? Za&n&me tim,
¥e présedik dvou (m-4) —dimension&lnich sfér le24

v (M%)—dimensionalni nadroving. Rovnice obou sfér jsou

(5.A.12)
(X-F)-(X-T)= ny
Ode&teme-1i tvto dv& rovnice od sebe, dostaneme
— — —y -2 T - z 2z
-2 (Z,-T, )+ ¥, -, -n"+ s, =0 (5.A.13)

co¥2 je lined&rni rovnice v E', tj. rovnice nadroviny. Stejnym
zpAsobem mbZeme ukazat, Ze priseéik (M-f) sfér musi leZet
v (m—l) nezavislych (M4)—dimensionalnich nadrovinach, tj.
v 2-dimensionidlni rovin&. Obecnad kruZnice je tedy prose&ik
2-dimensiondlni roviny a (M-4)—dimensionalni sféry - tj.
kvadratickeé plochy s rovinou. Je znamy fakt, 2e vSechny tako-
véto k¥ivky jsou kuZeloselky - kruZnice, hyperbely, p¥imky
a paraboly. Ty§ kuZelose&ky ale zavisi na jeji poloze. Tuto
zadvislost l1lze zkoumat néasledovn&. ~Obecnou kruZnici leZici
v roving a st¥edem inverze mbZeme prolo2it 3-dimensionalni
prostor. Tento Prostor se p¥i sférické inverzi p¥evadi na sebe
(obsahuje st¥ed inverze). Proto se p#¥i zkoumadni dané obecné
kruzﬁice stad omezit ne tento 3-dimensionilni prostor. Indu-
kovanid metrika tohoto prostoru m@Ze byt typu (——-), (——+),
(—++), (+++) nebo mi¥%e byt degenerovani. V obecném p¥ipads
bychom dale diskutovali, jaka kvadraticka plocha je prase&ik
(m-4)-dimensiondlni sféry s timto prostorem-(pro nedegenerované
p¥ripady to je 2-dimensionidlni sféra v p¥islu¥né signatuie)
a jaky typ kuZelosetky dostaneme présefikem této kvadratickeé
Plochy 8 rovinou v zavislosti na jejich poloze. Nap¥. pokud

signatura 3-dimensiondlniho prostoru je (+++), prise&iky
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(m-1) —-dimensiondlni sféry s timto prostorem jsou povrchy kouli

(nebo roviny) a obecné kru M=—e jsou kru¥nice nebo p¥imky.

Pro nas je zajimavy M-dimensionalni prostorofas (signa-
tura (—++...+)) a hlavn& transiorma&ni vlastnosti Easupodob-
nych obecnych kruZnic. 3-dimensiondlni prostor obsahujici ta-
kovouto obecnou kruZnici a st¥ed inverze mé signaturu (—++).
Proto vySe nastin&nou diskusi provedeme v tomto p¥ipad&. Pra-
se¥1tk (m-f)-dimensionilni sféry s.3—dimensionélnim Minkowského
prostorem je 2-dimensionalni Minkowského sféra, tj. obecny ro-
ta&nit hyperboioid S osou v fasovém sm&ru a asymptotickym sv&-
telnﬁm kuZelem (obr. 5.7), resp. degenerovany pi¥ipad - roQina.
Proseik Easupcdobného hyperboloidu (resp. roviny) s &asupo-
dobnou rovinou (zkoumame pouze &asupodobné obecné kruZnice) je

obecn& poloZenad fasupodobna hyperbola (resp. p¥Fimka).

Dostali jsme tedy -nasledujici vysledek. V Minkowského
prostoru sféricka inverze transformuje prostoroasové obecn&
poloZené &asupodobné hyperboly na obecn& poloZené asupodobné
hyperbeoly, asupodobné p¥imky na Casupodobné hyperboly prochia-
zejici po¥atkem a naopak.

Je z¥eimé, Ze stejnou viastnost bude mit i.transformace-

Fﬂa— kombinace dvou sférickych inverzi a translace.
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>0 =0 <0

obr. 5.7

V 3-dimensiondlnim prostoro¥ase (signatura (—++)) jsou sféry
rota¥ni hyperboloidy a to prostorupodobné ( »*<@ ), isotropni
( R*=Q0 - v tomto p¥ipad® se hyperboloid redukuje na kuZel)
a ¥asupodbné (n*>0 ). Roviny jsou degenerované p¥ipady hyper-
boloid@ se st¥edem v nekone¥nu a nekone¥nym polom&rem. Obecné
kru¥nice v 3-dimensiondlnim prostoro¥ase mbZe byt ¥asupodobna
hyperbola, &asupodobnid p¥imka, dvé& protinajici se isotropni
p¥rimky, jedna isotropni p¥imka, prostorupodobnid hyperbola,
prostorupodobnid kru¥nice a prostorupodobnad p¥imka.



(1]

(2]
[3]

[4]
{5]
(&l
[71]
(8]
[9]
[10]
[(111]
(121
[13]
[14]
[15]

[16]

[17]
[18]

Ashtekar A, Horowitz G.T., Maénon—Ashtekar A.:
Gen.Rel.Grav. 14, 411 (1982)

Barrabeés C.: Class.Quantum Grav. 6, 581 (1989)

Barrabés C., Israel ¥W.: Thin shells in general relativity
and cosmology: The lihghtlike limit; preprint (1990)
Bi%ak J., Schmidt B.: Class.Quantum Grav. 6, 1547 (1989)
Bi¥ak J., Schmidt B.: Asymptotically flat radiative
space—times with boost-rotation symmetry, I. The general
structure, preprint. MPA 429 (1989}

Bitak J., loenselaers C., SchmidlL D.G.: Proc.R.Soc. Lond
A390, 397 (1983); Proc.R.Soc.Lond A390, 411 (1983)
Birrell. N.D.; Davies P.C.W.: Quantum Fields in Curved
Space, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1982

Bondi H.: Proc.R.Soc.Lond A376, 493 (1981)

Bonnor W.B.: Gen.Rel.Grav. 15, 535 (1983)

Bonnor W.B., Swaminarayan N.S.: Zeitschrift fur Physik
177, 240 (1964) '
Boulware D.G.: Annals of Physics 124, 169 (1980)

Dray T.., Walker M.: Lett.Math.Phys. 4, 15 (1980)
Friedrich H.: Comm.Math.Phys. 107, 587 (1986);
Comm.Math.Phys. 119, 51 (1988)

Frolov V.P., 1Israel W., Unruh W.G.: Phys.Rev. D39, 1084
(1989) |

-Gradstejn I.S., Ry%ik I.M., Tablicy integralov, Nauka,

Moskva 1971

Hawking S., Ellis G.: The 1large scale structure of the
spacetime, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1973
Kinnersley W., Walker M.: Phys.Rev. D2, 1359 (1970)
Parker P.E.: J.Math.Phys. 20, 1423 (1979)

180



Literatura 181

[(19]

[20]
[21]
[22]
[23]

[24]
[25]

[(26]
[(27]
(28]

Penrose R., Rindler W.: Spinors and Space-time, v.1,
Cambridge Univ. Press, Cambridge 1984

Rendall A.D.: Class.Quantum Grav. 5, 1339 (1988)

Scott S.M., Szekeres P.: Gen.Rel.Grav. 18, 571 (1986)
Schmidt B.G.: Gen.Rel.Grav. 20, 65 (1988)

Schwartz L.: Matematicke metody ve fyzice, SNTL,
Praha 1972

Stephens C.R., Annals of Physics 193, 255 (1989)

Trautman A.: Acta Phys.Austr., Suppl.XXIII, 401 (1981);
Acta Phys.Austr., Suppl.XXIII, 433 (1981)

Unruh ¥W.G., Wald R.M.: Phys.Rev. D29, 1047 (1984)
Vilenkin A.: Phys.Dllep. 121, 263 (1985)

Vilenklin A.: Gravitational interactiom: of ensmie
strings, in Years of Gravitation, ed. Hawking S.,

Israel W., Cambridge Univ. Press, Cambridge 1987





