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1.1 Vý-T-.riam poll rovnoměrně urychlených zdroiQ

Jedním z ohnisek zájmu v obecné teorii relativity je 
zkoumáni zářivých prostoročasů - přesných řešeni Einsteinových 
rovnic, která representuji nestacionární pole zářivého charak­
teru. Během posledních let se objevily některé hluboké výsled­
ky týkající se existence asymptoticky plochých zářivých 
prostoročasů (viz. [43 1, [30], C 22 ] ) / dosud však není dokázána 
existence asymptoticky plochých vakuových prostoročasů vyhovu­
jících všem požadavkům známé Penroseovy definice asymptotické 
plochosti. Není ovšem nalezeno ani žádné explicitní nevakuové 
zářivé asymptoticky ploché řešeni Einsteinových rovnic. Nicmé­
ně je známá rozsáhlá třida zářivých řešení, která jsou 
asymptoticky plochá "skoro všude" - tzv. boost-rotačně symet­
rická řešení (viz. kapitola 4, jinak rozsáhlý rozbor v [ iT ]) 
odpovídající rovnoměrně urychleným zdrojům. Gravitační pole 
representovaná" těmito řešeními lze interpretovat jako kombina­
ci retardovaných a advancovaných příspěvků od urychlených 
zdrojů. Vyvstává otázka, zda nelze nalézt zářivé řešení přes­
ných Einsteinových rovnic, které by šlo interpretovat jako 
čistě retardované pole. Rovnoměrně urychlený zdroj je nej jed­
nodušší zářivý systém a tak se přirozeně nabízí hledat retai—  
dováné zářivé gravitační pole právě tohoto zdroje a to pomoci 
boost-rotačně symetrických řešeni.

Na tuto myšlenku nás přivádí i širší analogie mezi růz­
nými fyzikálními zářivými poli. Obecně všechna zářivá pole nu­
lové hmoty mají některé společné rysy - např. rychlost šíření 
čela vin je rovna rychlosti světla, algebraická struktura čis­
tě zářivých polí je (v Penroseově-Petrovově klasifikaci) stej­
ného typu, asymptotické vlastnosti zářivých polí ostrovních 
zdrojů jsou podobné atd.. A právě známé výsledky (viz. [44])
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1.1 Význam polí rovnoměrně urychlených zdrojů 6

pro elektromagnetické pole rovnoměrně urychleného zdroje uka­
zují souvislost mezi boost-rotačně symetickým "retardova- 
ným-advancovaným" polem a čistě retardovaným polem urychleného 
zdroje a dávají naději v nalezení podobné souvislosti pro 
gravitační pole.

Boost-rotačně symetrická "retardovaná-advancovaná" pole 
urychlených zdrojů jsou však zajímavá sama ó sobě. Úzce souvi­
sejí s konformní strukturou prostoročasu. V plochém prostoro­
čase jsou tato pole spojena konformní transformací se static­
kými poli, čehož lze využít (jak uvidíme v kapitola 5) k je­
jich generování z jednodušších známých statických řešení.

Boost-rotačně symetrická pole nacházejí své využití 
i v numerické relativitě (jako testy numerických kódů), 
v aproximačních metodách (jako testy jejich konvergence) 
a také v kvantové teorii pole - a to v interpretaci různých 
schémat kvantování v křivém prostoročase (Eindlerovské kvanto­
vání pomocí boostového Killingova vektoru - [ ̂  ], [26] ) .» či
v kvantováni ve vnějším homogenním poli (viz. [2<f])..

Naše práce se věnuje všem významnějším případům polí 
rovnoměrně urychlených zdrojů. Je zaměřena na zkoumání a srov­
náváni vlastností boost-rotačně symetrických polí - skalární­
ho, elektromagnetického, gravitačního (1inearizovaného i neli- 
nearizovaného) a kalibračního (Yang-Mi1lsova). Dále vyšetřuje 
čistě retardované pole rovnoměrně urychlených zdrojů - skalái—  
ního, elektromagnetického a gravitačního (1inearizovaného 
i nelinearizovaného) a věnuje se jejich vzájemnému vztahu.

V následujícím nejprve krátce shrneme obsah práce a bu­
deme specifikovat, které z uváděných výsledků mají původní 
a které rešeršní charakter.



1.2 Přehled Práce

Nyní se dotkneme podrobněji obsahu této práce. V druhé 
kapitole je uveden formalismus používaný v dalším textu, jsou 
zavedeny některé konvece a notace. Za zmínku stojí 
paragraf 2.3, kde je poměrně podrobně provedena geometrická 
interpretace kalibračního pole jako konexe na bundle prostoru 
vnitřních stupňů volnosti. Z tohoto pojetí již přirozeně vy­
plývají transformační vlastnosti kalibračního pole vůči akci 
lokální kalibrační grupy i přirozený způsob interakce b kalib­
račně nabitými poli. Takovýto geometrický přístup vychází 
z výkladů uvedených možné nalézt např. v knize Penrose 
a Rindlera [ Ί3 ] či v [25],

- Třetí kapitola obsahuje výpočet retardovaného skalární­
ho, elektromagnetického a linearizovaného gravitačního pole 
jedné rovnoměrně urychlené částice v plochém prostoročase. 
Ukazuje se, že se vzrůstajícím spinem se zhoršuje chování pole 
podél hranice Z* oblasti příčinně spojené s částicí - světel­
né nadplochy oddělující prázdný prostoročas neovlivněný zdro­
jem od oblasti s retardovaným polem částice. Retardované ska­
lární pole je na hranici 2* konečné, ale nespojité. V případě 
elektromagnetického a linearizovaného gravitačního pole jsou 
na nadploše lokalizované de>lta-funkce, a to jak v kalib­
račně závislém vektorovém potenciálu a linearizované metrice, 
tak i v kalibračně nezávislé elektromagnetické intenzitě a li- 
nearizovaném Riemannově tenzoru křivosti. Pro vektorový poten­
ciál a linearizovanou metriku získané pomoci retardované 
Greenovy funkce navíc dostaneme divergenci na 2·* , kterou bude 
nutno regularizovat. Členy lokalizované na 2Γ* i potřebnou 
regularizaci dostaneme z regulárního pole částice, která se
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1.2 Přehled práce 8

pohybuje rovnoměrně urychleně až od nějakého okamžiku ?_ , li­
mitní procedurou, při které okamžik 3- oddálíme do minulosti.

V případě 1inearizovaného gravitačního pole se navíc 
ukázala nutnost započítat do tenzoru energie-hybnosti zdroje 
i příčinu urychlování částice. Zvolili jsme nejjednodušší způ­
sob urychlování pomoci polonekonečné kosmické struny připevně­
né na částici. V krátkosti jsme uvedli odvozeni linearizované 
metriky nekonečné přímé struny, přehledné články týkající se 
kosmických strun jsou např. [2?], [28],

Vedle monopólové částice by bylo možno zkoumat i urych­
lené zdroje složitější multipólové struktury (dipól, ...). 
Vzhledem k tomu, že všechna tři pole jsou lineární, je možné 
dostat pole složitějších zdrojů kombinací pole monopólové 
částice. Proto omezení na monopólový zdroj není na újmu 
obecnosti.

Hlavním výsledkem třetí kapitoly je ucelený, systematic­
ký pohled na retardovaná pole urychlené částice. Výsledky pro 
vektorový potenciál elektromagnetického pole a linearizované 
gravitační pole jsou původní, původní je diskuse čistě retai—  
dováných řešení i v případě skalárního pole. Navíc přítomnost 
delta-íunkcí na 2 ^  v linearizovaném Biemannově tenzoru kři­
vosti nám nabízí fyzikální interpretaci komplikaci vzniklých 
v nelineární teorii gravitace.

Třetí kapitola obsahuje též rozsáhlé dodatky technického 
charakteru. Zmíníme se pouze o dodatku 3.A, v němž je přehled 
některých vlastnosti delta-íunkcí v obecném prostoročase a je 
provedena diskuse způsobu regularizace některých nekonečných 
výrazů.

Kapitola 4 se zabývá problémem retardovného gravitačního
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pole rovnoměrně urychleného zdroje v rámci plné teorie gravi­
tace. Je zde uvedeno a krátce diskutováno obecné 
boost-rotačně symetrické řeSení Einsteinových rovnic represen- 
tujicí pole urychlených zdrojů a jeho speciální případ dvou 
urychlených objektů urychlovaných strunou. V paragrafu 4.3 je 
ukázáno, že nelze toto obecné řeSení netriviálně spojitě navá­
zat podél světelné nadplochy (obdoba 2?*. ) s plochým prostoro­
časem, tj. nelze zkonstruovat spojitou Cistě retardovanou 
boost-rotačně symetrickou metriku. Tento výsledk je původní. 
Jak jsme již nastínili v případě linearizovaného pole, fyzi­
kální příčina zřejmě tkví v kumulaci gravitačního pole podél 
světelné nadplochy do takové míry, že ztrácí smysl požadavek 
spojitosti metriky, ba dokonce i souvislosti prostoročasu.

Poslední, pátá kapitola je věnována konformním vlastnos­
tem plochého prostoročasu a souvislosti konformní transformace 
a světočar a poli rovnoměrně urychlených zdrojů. V paragrafu
5.1 je podán přehled chování různých veličin a rovnic při kon­
formní transformaci metriky. V paragrafu 5.2 je provedena dis­
kuse bodových konformních transformací plochého prostoročasu; 
ukáže se, že jisté konformní transformace převádějí světočáru 
stojící částice na světočáru dvou navzájem opačně urychlených 
symetricky umístěných částic. Tohoto se v paragrafu 4.3 využi­
je pro nalezení skalárního, elektromagnetického a kalibračního 
(Yang-Millsova) pole dvou urychlených částic. Pro skalární 
a elektromagnetické pole dostaneme známé výsledky z třetí 
kapitoly, pro kalibrační pole se jedná o nové řeSení 
Yang-Millsových rovnic.

V páté kapitole je také obsažen dodatek věnovaný sféric­
ké inverzi - speciální konformní transformaci. Je v něm prove­
dena obsáhlá původní diskuse tohoto zobrazení v obecném 
afinním prostoru a jsou odvozeny transformační vlastnosti tzv. 
zobecněných kružnic při konformních transformacích.



2. OBECNÝ FORMALISMUS

V této kapitole uděláme stručný přehled používaného 
formalismu. Specifikujeme používané konvence a zavedeme 
některé notace. Uvedeme pohybové rovnice polí, která budeme 
zkoumat. Podrobněji se zastavíme u teorie kalibračního pole 
a jeho geometrické interpretace.
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2.1 Geometrie prostoročasu

V tomto odstavci v krátkosti shrneme popis prostoročasu 
v rámci OTE. Prostoročas je reprezentován 4-dimensionální 
dostatečně hladkou diferenciální varietou M . Na této varietě

 ̂M 1). Jako abstraktní 
indexy 2 ) pro jeho prvky budeme používat malých latinských 
písmen. Konvence pro symetrizaci, antisymetrizaci a vnějSí 
algebru jsou

( 2 . 1 . 1 )

( 2 . 1 . 2 )

(2,1.3)

kde LO , (o jsou ant i symetrické formy a ( {j/ symetrické 
tenzory.

2) Prvky vektorových a tenzorových prostorů je výhodné ozna­
čit pomocí tzv. abstraktních indexů. Jedná se pouze 
o formální vyznačení vektorového či tenzorového charakteru 
objektu, tyto indexy nenabývají žádných konkrétních hodnot 
(více viz. [4], [43]). Abstraktní indexy budou značeny
podtržením (např. 0>r , A.j, f atd. ) . Naproti tomu při
volbě konkrétní báze můžeme používat souřadnicové indexy 
nabývající hodnot označujících prvky báze. Tyto indexy
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2.1 Geometrie prostoročasu 12

budou vždy nepodtržené. Opakováni abstraktních indexů 
v jednom výrazu znamená zúženi, opakující se souřadnicový 
index znamená sčítání přes všechny hodnoty indexu. V pří­
padě, že pro nás bude nepodstatný konkrétní tenzorový cha­
rakter veličiny, budeme abstraktní indexy vynechávat. 
V tomto případě fi ß znamená tenzorový součin, ft ’S zúže­
ní. Pokud budou použity symboly typu R , jedná se čistě 
o rozSíření používané abecedy. Tenzory s různým položením 
indexů jsou v obecnosti různé, tj. je jiný objekt než 
8±. V případě, že je daná nedegenerovaná metrika pomo­
cí níž lze zvedat a snižovat indexy, budeme, pokud nebude 
hrozit nedorozumění, označovat tenzory lišící se zvednutím 
a snížením indexu stejným písmenem, t j. např. 8*= = £·> ß' .

Gravitační pole je popsáno Lorentzovou spojitou metrikou 
signatury (-+++) . PřísluSná konexe, Biemannův tenzor, 

Bicciho tenzor a skalární křivost jsou dány vztahy
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jedná-li se o tenzor křivosti metrické konexe, platí navíc

Hmota rozložená v prostoročase je charakterizována ten­
zorem energie-hybnosti Xj. . Geometrie prostoročasu je daná ře­
šením Einsteinova gravitačního zákona

Rychlost světla budeme vždy pokládat C= ή , Einsteinovu 
gravitační konstantu QZ- budeme považovat za bezrozměrnou. 
Jediným netriviálním rozměrem je tedy délka.

Přímým výpočtem dostáváune

Riemannův tenzor křivosti obecné (i nemetrické) konexe splňuje



2.2 Pole BPinu 0.1.2
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2.2 Pole spinu 0,1,2 17

Diky této invariance a (2.2.19) lze naložit kalibrační 
podmínku na

(2.2.22)

a Einsteinův gravitační zákon do prvního řádu v i nabývá tvar

což je pohybová rovnice pole spinu 2 (2.2.10).

(2.2.23)



2 . 3  K f l A A b r a i C n í  p p A g

Kinematická aréna kalibračních poli je bohatSl než pros­
tý prostoročas o vnitřní stupně volnosti. Je realizována kom­
plexním vektorovým bundle prostorem HE M nad prostoročasem
H . Zhruba řečeno to znamená, že v každém bodě prostoročasu
máme navic vektorový prostor vnitřních stuprtů volnosti.
K prostoru SE M je přidružen prostor komplexně sdružený £ t~l . 
Oba prostory jsou Bpojeny antilineární operaci

Pro vektory z £  M budou jako abstraktní indexy používána vel­
ká latinská písmena, pro prvky Jt M navíc čárkovaná. Nad 
mfižeme vybudovat tenzorový bundle prostor

Kalibrační teorie je charakterizována kalibrační gru­
pou £ , což je nějaká dostatečně "pěkná" grupa (např. prostá, 
my budeme uvažovat grupy SU(n), resp U(l)), a tzv. lokální 
kalibrační grupou danou součinem G*t1 . Tato lokální grupa pů­
sobí na 8L M prostřednictvím zobrazení

přičemž T  je reprezentace grupy C*M . Z unitarity dostaneme, 
že na 8ΞH  lze zvolit unitární strukturu invariantní vůči akci 
grupy

18
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2.3 Kalibrační pole 2 0

Pro tenzor křivosti kalibračního pole dostáváme
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Kalibrační teorie se konstruuje tak, aby byla invariant­
ní vůči akci lokální kalibrační grupy (tzv. kalibrační trans­
formaci). Proto veškeré měřitelné veličiny musl být při kalib-

pi p*račnl transformaci invariantní. Prvky nejsou přímo měři­
telné, jelikož se transformuji při kalibrační transformaci 
podle vztahu



2.3 Kalibrační pole 2 2
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5) Zde se nesmi zaměňovat více významů komutátorů ί  f 1  . 
V rovnici (2.3.40) je to komutátor ve smyslu poznámky 4), 
v rovnicích (2.3.34), (2.3.41) a (2.3.42) ve emyslu
Lieovy závorky dané rovnici (2.3.29).



3. RETARDOVANÁ pole 
URYCHLENÝCH ZDBOJÖ

Tato kapitola obsahuje rozsáhlou diskusi retardovaných 
polí rovnoměrně urychlených zdrojů. Uvedeme známou retardova­
nou intenzitu elektromagnetického pole urychlené částice a na­
lezneme retardované skalární pole a vektorový potenciál elek­
tromagnetického pole urychlené částice. Pro linearizovanou 
teorii gravitace budeme nuceni v tenzoru energie-impulsu zapo­
čítat vedle urychlované částice i příčinu urychlování. Nalez­
neme linearizovanou metriku a Riemannöv tenzor takovéhoto 
systému. V celé této kapitole pracujeme v plochém prostoročase 
a pod urychleným zdrojem, pokud není řečeno jinak chápeme rov­
noměrně urychlený zdroj.

26



3.1. BindleroVBké souřadnice

Ke zkoumáni urychlených zdrojů je výhodné používat sou­
řadnice přizpůsobené urychlenému pozorovateli. V tomto para­
grafu zavedeme několik takovéto souřadnice a uvedeme souřadni­
ce světočáry urychleného zdroje.

Mějme plochý prostoročas s metrikou v inerciálních sou­
řadnicích danou

27



3.1 Rindleroxrské souřadnice 28

Z definice je vidět, že tyto souřadnice jsou hladké pouze 
v oblastech ; metrika není analytická funkce těchto
souřadnic. Proto je výhodné zavést komplexní Rindlerovské sou­
řadnice
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obr.3.1
Na obrázku j b o u  znázorněny směry růstu a obory hodnot jednot­
livých souřadnic v různých oblastech. Souřadnice 
nabývají ve všech oblastech hodnot z celého intervalu 
souřadnice b nabývá hodnot (0xoo) .



3.1 Rindler-ovské souřadnice 30
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3.1 Rindlerovské souřadnice' 32

obr. 3.2
Na obrázku jsou vyznačeny světočáry dvou rovnoměrně urychle­
ných částic. Částice ( + ) se pohybuje v kladném směru osy 2 , 
částice (-) v záporném. Světočáry (3.1.5) jsou parametrizovány 
tak, aby pro každý vlastni čas v>0 spojnice obou částic prochá­
zela středem hyperbol. Klidová vzdálenost částice od středu 
hyperbol je (k , velikost zrychlení obou částic je 
Pokud světočáru jedné částice analyticky prodloužíme do
2-(£ plochy v komplexií i kovaném H , protne tato plocha reálný 
prostoročas M  ještě ve světočáře druhé částice.
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s tímto zdrojem. Uvidíme, že ho můžeme interpretovat jako 
kombinaci retardovaného pole od jedné částice a advancovaného 
pole od částice druhé.

Nás ale především zajímá retardované pole od jedné 
urychlené částice. V oblasti U>0 ho získáme analytickým pro­
dloužením řešení (3.2.12) získaným v oblasti ή . V ob­
lasti U<0 však musí být retardované pole částice lokalizované 
v poloprostoru Ιλ >0 nulové, a tak kandidát na hledané retardo­
vané pole je

Jak jsme již řekli pole Kír<b je řešení vlnové rovnice právě
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tického postupu, kterým ověříme, že pole (3.2.17) je skutečně 
řešením vlnové rovnice. Pro skalární pole je tento postup zby­
tečně těžkopádný, pro elektromagnetické pole a linearizovanou 
gravitaci již ale bude nezbytný. Vyjdeme z fyzikálně rozumného 
argumentu, že částice se nemůže pohybovat, realisticky vzato, 
urychleně neustále; kdysi v minulosti musel její urychlený 
pohyb začít. Pro jednoduchost předpokládejme, že před tím se 
částice pohybovala rovnoměrně (obr. 3.4). Pokud nalezneme pole 
takto se pohybující částice a poté oddálíme okamžik počátku 
urychlování do "daleké minulosti" *), obdržíme hledané pole.

4) Přesně řečeno počátek urychlování částice oddalujeme do 
světelného nekonečna v minulosti. Pro nás je ale nyní 
důležité pouze to, že Be tento okamžik oddálí z konečné 
oblasti. Tato poznámka se týká všech obdobných situací 
v této kapitole

Přo ilustraci použijeme ještějiného, fyzikálně realis-
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obr. 3.4
V obrázku je vyznačena světočára ί"?6λ) rovnoměrně urychlené 
částice a světočára rovnoměrně přímočaře se pohybujíc!
částice procházející události ?_ tečně k světočáře urychlené 
částice. Jejich kombinaci získáme světočáru částice, která se 
pohybuje rovnoměrně až do okamžiku P- a poté se začne 
urychlovat - vytažena silně. Souřadnice události !?- jsou 
u,-* &/v? ( ΛΛ = (yy .
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3.3. Elektroma<metické Pole

V tomto odstavci budeme hledat retardované pole 
elektricky nabité rovnoměrné urychlené Částice v plochém pros­
toročase. Elektrický tok takovéto částice je

43
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Stejnou úvahou jako v případě skalárního pole
(viz. (3.2.17)) získáme kandidáta na hledané pole od zdro­
je
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3-4. Gravitační Pole v linearizovaná teorii

Urychlování částice pomoci struny

Jak jsme ukázali v 2.2 vede linearizovaná teorie gravi­
tace na rovnici pole spinu 2. Budeme se proto nejdříve v krát­
kosti zabývat tímto polem. Zdroj příslušící urychlené částici 
je linearizovaný tenzor energie hybnosti; má tvar

52
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6) Přehled problematiky týkající Be kosmických strun je podán 
např. v [1? ], [7B ] .
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v /

obr. 3.5
Na obrázku je systém dvou Částic o hmotnostech a^Vm, které 
Be pohybuji proti sobě, podél osy 2 , v okamžik se setkají
a propojí se strunou (v tento okamžik zatím nulové délky). Po 
prolétnuti kolem sebe se začnou brzdit vlivem struny, která se 
mezi nimi napíná, až se začnou přibližovat a v okamžik 9+ se 
opět potkají. Struna se odpojí a obé Částice se pohybuji dále 
rovnoměrně přímočaře.
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leké minulosti či budoucnosti a částice ((,) Be oddálila do 
velkých vzdáleností stejně jako jeden konec struny. V konečné 
vzdálenosti tedy zůstává pouze urychlovaná částice l̂ ) a polo- 
nekonečná struna, což je přesně zdroj, který nás zajímá. Pokud 
při limitě ponecháme závislost na nekonečném ^ , získáme
přímo již regularižované řešení s ošetřenými divergencemi.

Spočtěme nejdříve linearizovanou metriku odpovídající 
zdroji (3.4.15). Schwarzschildovské pole v linearizované
teorii gravitaci je
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obr. 3.7
Nekonečnou strunu získáme oddálením obou koncä struny do neko­
nečna. Proto je výhodné užít souřadnice ( e/ir nevázané 
s koncem struny.
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(3.4.39)

dostaneme

( 3 . 4 . 4 0 )

což je známý tvar metriky nekonečné přímé struny (viz. 
např. [2Y]). Z tohoto výrazu obdržíme vztah mezi úbytkem úhlu 
a napětím struny

což je opět známý výsledek (viz. [Ί1#-]).

Riemannöv tenzor urychlené čáBtice se strunou

Vraťme se k naši původní úloze nalezení linearizovaného 
gravitačního pole jedné urychlené částice s polonekonečnou 
strunou. Jak jsme již řekli, příslušnou metriku dostaneme 
v oblasti konečného U (/ir pro nekonečné . Ukazuje se ale, že

Bude snažší nejdříve najit linearizovaný Biemannöv tenzor kři­
vosti a k nalezení metriky se vrátíme dodatečně.

m g  ε (3.4.41)

linearizovaná metrika je v oblasti velmi divergentní.

Označme
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( ~ťc Q A~( ) 8C x_ I :p_ ) Q(?+ I X) = ("') + , R~ .. oJ + · •-'·cd 

('"'\ '""'[2 ) G CP_ (:c) -t I<') QOckcJ + (\,) + 
o._~~.J 

(3.4.44) 

( '/(Ar\" 
fl~n ~ 

) (i ( J:_ ( Y,) -1 
(l:>l r 

.J- '"' ~ . !( ~~:..:! . 2~ 
v •, 

+ 'b~dR 
' , ( 

"~~i_~ + ll hrdk 
'o, \a oJ 

Zde 

(3.4.45) 

~("(" ''.. 1 r-: opět počítáno mimo oblasti éAA'~ (J, 

(3.4.46) 

llbrdn 
a obdobně K . V dodatku 3.C je spočteno 8) a 

(viz. (3.C.7) a (3.C.12)). 
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-- Z'J a. f! "- \ 

.;.cc r L 
?"e'f AJ< 

)~fl'{ '-

'{ (- Ll_ Q " 
(3.4.47) 

8 ) Přesně řečeno je výpočet proveden pouze mimo oblast světo­
čáry částice a světoplochy struny. Z konstrukce 'Uh ale 
víme, ~e v této oblasti jsou pohybové rovnice určitě spl­
něny a tak budeme nadále členy lokalizované v těchto 
oblastech ignorovat, přesto~e by měly být v <>cep_ obsa~eny. 
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tenzor je mimo zdroje nulový, tj. jsou splněny Einsteinovy 
rovnice ve vakuu.

Obecný tvar Riemannöva tenzoru a metriky Částice se strunou

Věnujme se Riemannovu tenzoru ještě podrobněji. Můžeme 
se ptát, jakou obecnou strukturu může mít linearizovaný 
Riemannöv tenzor křivosti od urychlené částice s polonekoneč- 
nou strunou. V oblasti U>0 , pokud nechceme připustit existen­
ci nějaké dodatečné gravitační vlny, je linearizovaný 
Riemannöv tenzor křivosti roven R . Na nadploše 0 však 
neumíme rozeznat vklad částice od příspěvku gravitační vlny. 
Jinak řečeno, konkrétní tvar linearizovaného Riemannova tenzo­
ru na U-0 je dán uspořádáním zdroje v nekonečné minulosti, 
o kterém nemáme informace. Můžeme však dát jisté obecné pod­
mínky na situaci v dávné minulosti. Budeme nadále předpoklá­
dat, že rovnoměrně urychlený pohyb začal v jistém okamžiku 
v dávné minulosti o souřadnicích je nekoneč­
né), ovšem pohyb před tímto okamžikem necháme obecný. Pouze 
požadujeme, aby zdroj směřoval do časového nekonečna (ne izo­
tropního, jak tomu je u neustále urychleného pohybu) a aby se 
nejednalo o zářivý zdroj po celou dobu jeho existence. V sous­
tavě souřadnic 'u , (viz. (3.4.17)) spojené se souřadnicemi 
U  , A T  boostem tak, aby souřadnice události «K. byly 'u_ * fl. , 

je obecný charakter pohybu ilustrován na obrázku 3.8. 
Podmínka na omezenou dobu záření znamená, že částice m0že 
zářit pouze v oblasti konečného 'u , V, ale ne dříve. Pokud 
tento systém budeme pozorovat v oblasti konečných souřadnic 
* r Á/ nekonečné) , bude situace vypadat
jako na obrázku 3.9. Vidíme, že retardované pole κ od po­
hybu před okamžikem ?- se lokalizuje pouze v okolí nadplochy 

1 (oblast U > 0 není ovlivněna pohybem částice před ;
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obr. 3.8
vČástice se nemůže rovnoměrně urychlovat věčně, její urychlová­
ní muselo někdy začít. V soustavě spojené s počátkem urychlo­
vání částice bude mít světočára částice charakter vyznačený 
na obrázku. Pohyb před událostí může být obecný, pouze
předpokládáme, aby přešel v dávné minulosti vůči této soustavě 
v pohyb nezářivý. Vlnovkami je vyznačeno zářivé pole způsobené 
částicí před okamžikem 3*- .
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obr.3.9
Zde je znázorněna stejná situace jako na obrázku 3.8 vzhledem 
k soustavě v níž počátek rovnoměrného urychlování nastal 
v dávné minulosti. Zářivé pole od pohybu před okamžikem P- je 
lokalizované v úzké oblasti kolem nadplochy u*0 ·
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obr. 3.10
Stejná situace jako v předchozích obrázcích znázorněna 
v Penroseově diagramu (spojeným se soustavou t, ř ). Částice se 
pohybuje rovnoměrně (tj. nezáří) z minulého časového nekonečna 
do blízkosti bodu ?<* . Tento pohyb probíhá vpodstatě v isotrop­
ním nekonečnu vůči soustavě ale v časupodbné minulosti
vzhledem k i,2 - viz. obr. 3.8. Dále se částice pohybuje
obecným (tj. i zářivým) pohybem až do okamžiku ?- , kdy se
začne pohybovat rovnoměrně urychleně. V limitě y-̂ oo okamžik
?- přechází do ”?«. , t j . ?- se oddaluje do světelného nekonečna,
jak bylo řečeno v poznámce 4) na str. 38.
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Vidíme, že jsme se nakonec obešli bez divergencí a regu- 
larizací; metrika není však získána přímým výpočtem pomo­
cí Greenovy funkce. Fyzikálně podstatná je ale přítomnost 
delta-íunkcí lokalizovaných na jak v metrice, tak hlavně
v linearizovaném tenzoru křivosti. To vypovídá o kumulování 
gravitačního pole podél hranice oblasti příčinně spjaté s čás­
ticí a tedy i o omezené použitelnosti linearizované teorie. 
Lze očekávat, že v plné teorii gravitace, důsledkem nelineari- 
ty, budou na nadploše nastávat větší potíže. V kapitole 4
se přesvědčíme, že tomu tak skutečně je.
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Je všeobecně známo, že na prostoru distribucí není obec­
ně definováno násobení. Nelze například násobit delta-íunkci 
Be skokovou funkcí se skokem v lokalizaci delta-funkce, Či dvě
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delta-funkce lokalizované ve stejném bodě 14). Dále ne každá 
funkce je distribuci. Např. je neintegrovatelná v oko-

ahi v nějakém slabším smyslu 15). My se však přesto 
i s takovýmito výrazy setkáme a budeme nuceni s nimi pracovat. 
Tyto problémy lze částečně řešit různými regularizacemi - na­
hrazením problematického výrazu jiným, parametrizovaným výra­
zem, který je dobře definován a který při nějaké hodnotě 
(v našem případě nekonečné) regularizačnlho parametru vede 
k původnímu výrazu. S regularizovaným výrazem můžeme formálně 
počítat a může se stát, že konečný výsledek nebude záviset na 
parametru regularizace. Nutno mít ale na paměti, že měřitelné 
veličiny by neměli záviset nejen na parametru regularizace, 
ale na způsobu regularizace. V případě elektromagnetického po­
le jsme se setkali např. s výrazem typu
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Dodatek 3.B Bozvoie některých funkci
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3.B Rozvoje některých funkci 1 0 0
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1 0 1



1 0 2

(3.C.3)

(3.C.4)
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3.D Distribuční limity některých funkcí 

Po doBazenl do (3.D.6) dostaneme pro [ft>ó

108
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3.D Distribuční limity některých funkcí 1 1 2
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Dodatek 3.E_____Výpočty metrik_Π__^
^  *'»4|

Nejprve vyjádříme Bianchiho identity pro linearizovaný 
Riemannöv tenzor (3.4.56)

115
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(3.E.4) 

(3.E. 5) 
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Dále spoüteme linearizovaný Riemannöv tenzor křivosti 
metriky
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4. GRAVITAČNÍ POLE
URYCHLENÝCH ZDHOJÜ

V této kapitole se pokusíme nalézt odpověď na otázku jak 
vypadá retardované gravitační pole urychleného zdroje v rámci 
plné OTR. Uvidíme, že odpověď bude spíSe negativní. Přestože 
existuje široká třída řeěení Einsteinových gravitačních rovnic 
odpovídajících u r y c h l e n ý m  zdrojöm, nelze z nich zkonstruovat 
pole retardované. V závěru uvedeme fyzikální příčiny této 
skutečnosti.

1 2 1



Za urychlený zdroj a jeho gravitační pole budeme v rámci 
OTR považovat prostoročas s rotační a boostovou symetrií. To 
znamená, že metrika má dva Killingovy vektory, které jsou 
navzájem kolmé a navíc existuje systém 2-ploch kolmých na oba 
Killingovy vektory. Jeden Killingův vektor - odpovídající ro­
taci - je prostorupodobný a má kompaktní orbity. Druhý 
Killingův vektor - odpovídající boostu - má v různých oblas­
tech prostoročasu různý charakter a jeho orbity jsou nekom­
paktní. Dále budeme požadovat, aby prostoročas byl asymptotic­
ky plochý (přesná formulace viz. [4 ])· Zdroje musí být symet­
rické vůči rotaci a boostu. Navíc předpokládejme, že se nachá­
zí pouze na ose rotace.

4.1 Obecné boost-rotaCnS symetrické crravitaCní pole

Obecnou metriku tohoto typu nalezneme v [ S’ ] má tvar

1 2 2
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4-2 Pole dvou urychlených Cáatic

127
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obr. 4.1
Metrika (4.1.1) s. určenými v (4.2.1), (4.2.2) odpovídá
dvěma hmotným objekt&m, které jsou lokalizované na ose b 
a urychlované polonekonečnými strunami ležícími též na ose 
2 . Situace je v souřadnicích znázorněna na obrázku.
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Přímým výpočtem dostaneme
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metriky vedoucí v oblasti ke stejnému linearizovánému
Giemannovu tenzoru křivosti. V oblasti _ proto musl být 
spojeny kalibrační transformací.



4.3 Retardované <yravitačni pole urychleného zdroje

Nyní se pokusíme specifikovat, co považujeme za retardo­
vané gravitační pole urychleného zdroje. Budeme požadovat, aby 
prostoročas reprezentující retardované gravitační pole urych­
leného zdroje se skládal z dvou oblastí oddělených od sebe 
světelnou nadplochou (obr. 4.2). Zdroje budou lokalizované 
v oblasti II a budou mít, stejně jako metrika v oblasti II, 
boost-rotační symetrii ve smyslu popsaném v odstavci 4.1. 
Oblast I neleží v budoucnosti žádné události z oblasti II 
(hranice obou oblastí je světelná nadplocha) a tak se zde ne­
mohou projevit žádné retardované efekty zdrojů. Proto budeme 
požadovat,- aby v oblasti I byla plochá metrika. V oblasti II, 
jak jsme již řekli, požadujeme boost-rótační symetrii metriky, 
takže zde metrika musí být daná výrazem (4.1.1).

Vidíme, že jak v oblasti I, tak v oblasti II je splněn 
Einsteinův gravitační zákon. Zbývá ještě otázka, zda je splněn 
i na hranici obou oblastí. Nebo jinak řečeno, ptáme se jakým 
způsobem musíme napojit plochou metriku v oblasti I 
a boost-rotačně symetrické metriky v oblasti II aby byl splněn 
Einsteinův gravitační zákon na tomto napojeni.

Je známý fakt (viz. např. , že metrika
v rámci OTR musí být dostatečně hladká, v nejhorším případě 
spojitá. Případná nespoj itost vede k nejednoznačnosti mnoha 
operací v bodech nespojitosti, resp. k delta-funkcím v konexi. 
Riemannöv tenzor je však kvadratický v konexi, což implikuje 
násobení delta-funkcí, které není dobře definováno. Proto po­
žadujeme, aby plochá metrika v oblasti I a boost-rotačně 
symetrická metrika v oblasti II byly napojeny spojitě. Zvolme 
v oblasti I souřadnice v nichž má metrika tvar
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obr.4.2
Retardované gravitační pole hmotného objektu rovnoměrně 
urychlovaného polonekonečnou strunou by muselo být dáno 
boost-rotačně symetrickou metrikou (4.1.1) v oblasti II 
a plochou metrikou v oblasti I. Oblast I totiž není kauzálně 
spojená s oblastí II - je oddělena světelnou nadplochou.
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Dospěli jsme tedy k tomu, že nelze spojitě napojit ne­
triviální boost-rotačně symetrickou metriku na plochou metriku 
podél nadplochy . Co ale tento výsledek říká fyzikálně?
Vždyť intuitivně cítíme, že retardované pole od libovolného 
zdroje, tedy i rovnoměrně urychleného, by mělo existovat. 
Potíž ale zřejmě tkví v tom, že náš zdroj se urychluje neustá­
le. Díky tomu dochází ke kumulaci gravitačního pole podél hra­
nice oblasti příčinně spojené se zdrojem. Takovéto kumulování 
gravitačního pole však v plné teorii může vést až k změně cha­
rakteru prostoročasu - prostoročas se může jakoby 
"rozříznout". V okolí hranice, kde se příspěvky od zdroje ku­
mulují může gravitační pole vzrůst do nekonečna, což lze 
interpretovat jako zmíněné "odzříznutí" oblasti příčinně spo­
jené se zdrojem od zbytku prostoročasu. V případě takovéhoto 
"odříznutí" nemá smysl mluvit o oblasti I - nemůžeme se do ní 
z oblasti se zdroji dostat ani z ní obdržet nějaký signál. 
Nemá samozřejmě ani smysl podmínka spojitého navázání metrik 
obou oblastí. Naopak metrika oblasti II musí být na hranici 
oblasti divergentní. Této situaci odpovídá boost-rotačně 
symetrická metrika (4.1.11) v oblasti , která není na
hranici regulární, tj. není spněna podmínka (4.1.8).

Dotkněme se ještě druhé stránky problému. Ve skutečnosti 
není úplně jasné, že by retardovaná metrika od něčeho co nazý­
váme "rovnoměrně urychlený zdroj" měla být boostově symetric­
ká. Potíž je však v tom, že pokud nebudeme požadovat boostovou 
symetrii metriky, ztrácí se nám význam slov "rovnoměrně urych­
lený zdroj" - již nemáme boostový Killingův vektor, pomocí 
něhož byla definována symetrie zdroje (invariance při posunutí 
podél orbit tohoto vektoru. Proto není jasné, jak by problém 
nalezení čistě retardovaného gravitačního pole rovnoměrně 
urychleného zdroje bez požadavku boostové eymetrie šel vůbec 
nějak zformulovat.



5. URYCHLENÉ POLE
A KONFORMNÍ TRANSFORMACE

V této kapitole při zkoumání polí rovnoměrně urychlených 
zdrojö využijeme konformních vlastností těchto polí. Konformní 
vlastnosti polí s nulovou hmotou mají však mnohem Širší uplat­
něni. Hrají klíčovou roli v popisu chováni polí ve světelném 
nekonečnu a tedy ve zkoumání zářivých vlastností polí. Kon­
formní transformace nám umožňují přetransformovat nekonečno do 
konečné vzdálenosti. Proto využitím invariance polních rovnic 
vůči konformní transformaci lze úlohu ve fyzikálním prostoro­
času přetransformovat na úlohu v prostoročasu s nekonečnem 
"stáhlým" do konečná, v kterém lze snadno zkoumat zářivé cho­
vání pole.
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5.1 Konformní transformace

(5.1.1)

*) Výraz (5.1.1) nedefinuje úhel nednoznačně ani v euklidovs­
ké geometrii. Jednoznačnost se v tomto případě dosáhne 
volbou definičního oboru, např.

Budeme se tedy nejdříve zabývat samotnou konformní 
transformací a transformačními vlastnostmi různých polí. Kon- 
lormnl transformací budeme rozumět transformaci metriky zacho­
vávající úhly mezi vektory a příčinnou strukturu prostoročasu. 
Úhel mezi dvěma vektory je dán vztahem 1)

Transformace s těmito vlastnostmi mají tvar

kde je reálná kladná skalární funkce na prostoročase.
Jelikož , zachovává se příčinná struktura - časupodobné
vektory se převádí na časupodobné, prostorupodobné na prosto- 
rupodobné a isotropní na isotropní.

Obecné tenzorové objekty můžeme podle jejich trans­
formačních vlastností vůči konformní transformaci rozdělit na 
tzv. konformní hustoty váhy s . Konformní hustota váhy s se 
při konformní transformaci transformuje následovně

(5.1.2)

V Minkowského geometrii pojetí úhlu mezi vektory a veli
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Váha součinu konformních hustot je součet vah jednotlivých 
činitelů

Transformace metriky indukuje transformaci metricky závislých 
objektů. Stručně vypíšeme některé z nich. Z posledních dvou 
vztahů dostáváme, že metrika s indexy “nahoře“ je konformní 
hustota váhy -2

kosti vektoru získáme analytickým prodloužením z euklidov­
ské oblasti. Uhel i velikost zde mohou nabývat komplexních 
hodnot a pomínky jednoznačnosti můžeme např. zvolit

Přirozené geometrické, metricky nezávislé objekty (jako 
átd.) se při konformní transformaci zachovávají, tj. 

jsou konformními hustotami váhy 0.

Ortonormální báse kovektorů Qj v každém bodě prosto­
ročasu
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3) Zde je uvažována konexe pouze na kalibračním bundle pros­
toru. Pokud ji rozvíříme na konexi v tečném bundlu pomocí 
metrické konexe, tak se bude samozřejmě transformovat po­
mocí vztahu (5.1.15).
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5.2 Bodová, konformní -transformace plochého prostoru

5) Globální vektory lze definovat v afinních (tj. plochých) 
prostorech - jsou to prvky zaměření afinního prostoru. 
Zhruba řečeno je můžeme považovat za rozdíly bodů. 
Globální vektory můžeme také modelovat konstantními 
vektorovými poli. Pokud je budeme používat budeme je 
značit šipkou, t j . 5? ; . Nutno ale dát pozor na
nedorozumění, někdy jsme použili šipku i pro obecné 
tenzorové objekty.
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5.3 Skalární a elektromagnetické pole urychleného náboje
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což je přesně pole (3.3.10), které jsme interpretovali jako 
kombinaci retardovaného pole jedné částice a advancovaného 
pole druhé částice.



V případě kalibračního pole je situace díky nelinearitě 
rovnic složitější. Potíže se již vyskytnou ve zvolení kalib­
račního toku stojící částice tak, aby splňoval podmínku 
zachování (2.3.21)

5.4 Kalibražni pole urychleních
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Dodatek 5.A Sférická inverze
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Můžeme tedy sférické inverze s různými středy 7 ) použit jako 
generátory konformní grupy místo transformací . Stačí nám
tedy podrobněji zkoumat sférickou inverzi a získané výsledky 
případně přenést na transformace

VSeobecně jsou známy vlastnosti kruhové inverze - spe­
ciálního případu sférické inverze v euklidovské rovině 8). 
Tato transformace převádí obecně položené kružnice na obecně 
položené kružnice, přímky na kružnice procházející středem 
inverze a naopak (obr. 5.2). Rovinu lze doplnit jedním bodem 
v nekonečnu a . ten přechází při kruhové inverzi na střed

7) Změna e odpovídá škálovací transformaci.
a) Pomoci kruhové inverze lze poměrně elegantně vyřešit 
tzv. Apollonovy úlohy - nalezeni kružnice dotýkající se 
tří kružnic. Přitom přímka a bod se považují za degenero­
vaný případ kružnic. Jeden příklad viz. obrázek 5.3.
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obr.5.2
Kruhová, inverze zobrazuje bod T na bod 4/ tak, že Cc/ leží na 
polopřlmce (7x a |oc-or|-/x'-<7|= el. Kruhová inverze převádí obecně po­
ložené kružnice na kružnice, přímky na kružnice procházejíc! 
počátkem a kružnice procházejíc! počátkem na přímky.
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obr.5.3
Pomoci kruhové inverze lze vyřešit jinak velmi obtížnou geo­
metrickou úlohu nalezení kružnice dotýkající se tří zadaných 
kružnic. Na obrázcích a) až ) je postup (bez diskuse všech
možností) přetransíormování této úlohy na úlohu nalezení tečny
ke ke kružnici procházející daným bodem. Na obrázcích jsou 
hledaná kružnice a její transformace vyznačeny silně.
a)— ? b) dilatace poloměru všech kružnic o poloměr jedné

z nich, tj. degenerace jedné z nich v bod
b) — > c) kruhová inverze podle libovolné kružnice se středem

v P= A',
c) —  ̂d) dilatace poloměru zbylých kružnic o poloměr jedné

z nich, tj. degenerace jedné z nich v bod
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inverze a naopak. Potom lze chápat přímku jako kružnici 
procházející bodem v nekonečnu.

Obdobná tvrzení platí v 3-dimensionálním euklidovském 
prostoru pro kulovou inverzi. Zde se povrch koule zobrazuje na 
povrch koule, rovina na povrch koule procházející středem in­
verze a naopak. V tomto případě platí ale také stejná tvrzení 
pro kružnice - kružnice se při kulové inverzi převádí na kruž­
nice, kde opět připouštíme degeneraci kružnice na přímku.

Přeformulujeme nyní tyto tvrzení v Minkowského 
2-dimensionální rovině a potom ho zobecníme na 
-dimensionální prostor s plochou metrikou obecné signatury. 

V Minkowského rovině se body prostorupodobně vzhledem ke stře­
du inverze převádí na body prostorupodobné, body časupodobně 
položené v budoucnosti ke středu inverze na body časupodobně 
položené v minulosti ke středu inverze a naopak (viz. 
obr. 5.4). Body na světelném kuželu středu inverze se zobrazu­
jí do-nekonečna a naopak. Rovnice sféry se středem X0 (v inei—

0 ) Parametr /£ budeme nazývat poloměrem, přestože jeho 
λ vad rút nifiiie bý L ‘záporný (t j . R irnayoiiArn i ) .
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obr. 5.4
V Minkowského rovině sférická inverze zobrazuje body prostoru- 
podobně položené vzhledem ke středu inverze CT na body prosto- 
rupodobně položené k CT , body v kuželu budoucnosti CT na body 
v kuželu minulosti CT a naopak. Body na světelném kuželu CT se 
zobrazuji do nekonečna a naopak. Protějškem kružnice v eukli­
dovské rovině je v Minkowského rovině hyperbola (obě větve) 
s asymptotami tvořícími světelný kužel. Hyperbola může být ča- 
supodobná ( tC >0 ), isotropní ( n."1"- 0 - v tomto případě se hy­
perbola degeneruje na dvě isotropní přímky) a prostorupodobná 
( ΤΙτ < 0 ) . Přímky jsou degenerovanými případy hyperboly se 
středem v nekonečnu a nekonečným poloměrem Λ .
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případy dále .jsou přímky - hyperboly se středem v nekonečnu 
a nekonečným poloměrem . V obecném -dimensionálním případě 
ukážeme, že tyto sféry přechází při sférické inverzi opět na 
eíéry a to stejného typu - prostorupodobně na prostorupodobně, 
isotropní na isotropní a časupodobné na časupodobné.

Je výhodné si celou situaci znázornit v Penroseově diag­
ramu - v soustavě souřadnic U , V

(5.A.7)

Bekli jsme, že body na světelném kuželu středu inverze 
(dané rovnicí resp.· _ ) se zobrazují do nekonečna.
Bude zajímavé zkoumat strukturu nekonečna Minkowského roviny 
z hlediska sférické inverze a tedy i transformací konformní
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obr. 5.5
Penroseöv diagram je znázornění Minkowského roviny v souřadni­
cích typu (5.A.7). Isotropní světočáry jsou v tomto obrázku 
přímky pod úhlem s vodorovnou osou. V obrázku je vyznačena
souřadnicová síť . Okraje diagramu odráží strukturu neko­
nečna Minkowského roviny. V souřadnicích D,V má sférická 
inverze jednoduchý geometrický tvar. V oblasti L, resp. B se 
jedná o zrcadleni podle osy 0rL , resp. cr̂ oblast F se zobra­
zí na oblast P středovou inverzí a zrcadlením podle osy , 
obdobně oblast P se zobrazí na oblast F středovou i n v e r z í
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obr. 5.6
Křivky vedoucí do bodu í na světelném kuželu středů inverze 
z oblasti U >0 se zobrazují na křivky vedoucí do bodu , 
křivky vedoucí do bodu ? z oblasti U<0 Be zobrazují na 
křivky vedoucí do bodu . Protp body a 3* ztotožňujeme.
Nekonečno tak dostává strukturu světelného kuželu se středem 
v bodě reprezentujícím nesvětelné nekonečno. Při sférické in­
verzi tento kužel přejde na světelný kužel středu inverze 
a naopak. Světelný kužel bodu *7} ležícího ve světelném neko­
nečnu se v konečných oblastech Minkowského roviny redukuje na 
isotropní přímku.
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přidáni bodů v nekonečnu je výsledný prostor kompaktní) přís­
luší světelný kužel a naopak světelnému kuželu přísluší bod. 
Přitom jedna isotropní přímka v Minkowského rovině je část 
Bvětelného kuželu se středem v nekonečnu - další jeho část 
(druhá isotropní přímka) leží celá v nekonečnu (obr. 5.6).

Po získání intuice v 2-dimensionální Minkowského 
geometrii přejděme k obecné dimensi a obecné signatuře metri­
ky. Základní tvrzení je, že síéra ( On-4 -dimensionální) přejde 
při sférické inverzi opět na sféru, přičemž za sféru považuje­
me i nadroviny - lze ji chápat jako degenerované sféry se 
středem v nekonečnu a nekonečným poloměrem R . Předpokládejme 
tedy, že bod GC leží na sféře o středu 0Co a poloměru Λ , tj.
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vinu a naopak nadrovina se zobrazí ňa sféru procházející stře­
dem inverze.

Stejnými úvahami jako pro 2-dimensionální Minkowského 
rovinu nalezneme, že kompaktifikace prostoru tak, aby sférická 
inverze byla spojité zobrazení, znamená přidání bodü v neko­
nečnu a to každé isotropní nadrovině jeden (tyto body nazveme 
světelné nekonečno) a jeden bod v časovém a zároveň prostoro­
vém 10) nekonečnu (nazveme ho nesvětelné nekonečno). Takto do­
dané body v nekonečnu mají strukturu světelného kužele 
s vrcholem v nesvětelném nekonečnu. Opět můžeme v tomto kom­
pakt if ikovaném prostoru každému bodu přiřadit světelný kužel. 
Světelný kužel bodů ve světelném nekonečnu se v konečné oblas­
ti redukuje na jim přísluSící isotropní nadrovinu.

Dále budeme zkoumat transformační vlastnosti
1-dimensionálních křivek (nazvěme je obecné kružnice) odpoví­
dající v 3-dimensionálním euklidovském prostoru kružnicím 
resp. přímkám. Přesně obecnou kružnicí nazveme 1-dimensiální 
průsečík (m-ι) (/»-Ί{-dimensionálních sfér. Lehce vidíme, že
v 3-dimensionálním euklidovském prostoru dostaneme průsečík 
dvou koulí (resp. jejich degenerovaného případu - rovin), tj. 
kružnice a přímky. Z definice a pomocí transformačních vlast­
ností (m--dimensionálních sfér plyne poměrně silné tvrzení
- obecné kružnice se při sférické inverzi zobrazuji opět na 
obecné kružnice. Navíc díky zachovávání charakteru sfér při 
inverzi dostáváme zachovávání charakteru obecných kružnic
- prostorupodobné přechází na prostorupodobné atd..

10) V ploché metrice obecné signatury jsou časové směry směry 
s negativně definitni metrikou, prostorové směry směry s 
positivně definitni metrikou a isotropní směry směry s de­
generovanou metrikou.
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vv?což je lineární rovnice v -C , tj. rovnice nadroviny. Stejným 
způsobem můžeme ukázat, že průsečík (lh-i) sfér musí ležet 
v nezávislých (to- i) -dimensionálních nadrovinách, t j .
v 2-dimensionální rovině. Obecná kružnice je tedy průsečík 
2-dimensionální roviny a -dimensionální sféry - tj .
kvadratické plochy s rovinou. Je známý fakt, že všechny tako­
véto křivky jsou kuželosečky - kružnice, hyperboly, přímky 
a paraboly. Typ kuželosečky ale závisí na její poloze. Tuto 
závislost lze zkoumat následovně. Obecnou kružnicí ležící 
v rovině a středem inverze můžeme proložit 3-dimensionální 
prostor. Tento prostor se při sférické inverzi převádí na sebe 
(obsahuje střed inverze). Proto se při zkoumání dané obecné 
kružnice stačí omezit ne tento 3-dimensionální prostor. Indu­
kovaná metrika tohoto prostoru může být typu (---), (— +),
(-++), (+++) nebo může být degenerovaná. V obecném případě
bychom dále diskutovali, jaká kvadratická plocha je průsečík 

-dimensionální sféry s tímto prostorem (pro nedegenerované 
případy to je 2-dimensionální sféra v příslušné signatuře) 
a jaký typ kuželosečky dostaneme průsečíkem této kvadratické 
plochy s rovinou v závislosti na jejich poloze. Např. pokud 
signatura 3-dimensionálního prostoru je (+++), průsečíky
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(íh-l) -dimensionální sféry s tímto prostorem jsou povrchy kouli 
(nebo roviny) a obecné kružnice jsou kružnice nebo přímky.

Pro nás je zajímavý dimensionální prostoročas (signa­
tura (-++...+)) a hlavně transformaSnl vlastnosti časupodob- 
ných obecných kružnic. 3-dimensionálnl prostor obsahující ta­
kovouto obecnou kružnici a střed inverze má signaturu (-++). 
Proto výSe nastíněnou diskusi provedeme v tomto případě. Prů­
sečík C(V\-<)-dimensionálnl sféry s 3-dimensionálnlm Minkowského 
prostorem je 2-dimensionálnl Minkowského sféra, tj. obecný ro­
tační hyperboloid s osou v časovém směru a asymptotickým svě­
telným kuželem (obr. 5.7), resp. degenerovaný případ - rovina. 
Průsečík časupodobného hyperboloidu (resp. roviny) s časupo­
dobnou rovinou (zkoumáme pouze časupodobné obecné kružnice) je 
obecně položená časupodobná hyperbola (resp. přímka).

Dostali jsme tedy následující výsledek. V Minkowského 
prostoru sférická inverze transformuje prostoročasové obecně 
položené časupodobné hyperboly na obecně položené časupodobné 
hyperboly, časupodobné přímky na časupodobné hyperboly prochá­
zející počátkem a naopak.

Je zřejmé, že stejnou vlastnost bude mit i transformace 
j- kombinace dvou sférických inverzi a translace.
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obr.5.7
V 3-dimensionálním prostoročase (signatura (-++)) jsou sféry 
rotační hyperboloidy a to prostorupodobné ( n^<0 ), isotropní 
( rN 0 - v tomto případě se hyperboloid redukuje na kužel)
a časupodbné (jť*>0 ). Roviny jsou degenerované případy hypei—  
boloidü se středem v nekonečnu a nekonečným poloměrem. Obecné 
kružnice v 3-dimensionálním prostoročase může být časupodobná 
hyperbola, časupodobná přímka, dvě protínající se isotropní 
přímky, jedna isotropní přímka, prostorupodobná hyperbola, 
prostorupodobná kružnice a prostorupodobná přímka.
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