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1 Uvod

Interakce tekutiny a obtékanych téles hraji dulezitou dlohu v mnoha technickych oborech.
Uved me zejména letecky primysl. Zde se mj. zkouma deformace kiidel. Dosazenych vysledki
se uziva pro navrh konstrukei s lepSimi aerodynamickymi vlastnostmi, které se umi lépe vypora-
dat s neZddouci deformaci. Dal$imi odvétvimi, kde se uplatiiuje interakce tekutiny a obtékaného
télesa a kde miZeme tuto interakci modelovat pro lepsi ndvrh, jsou strojirenstvi (turbiny, kom-
presory, pumpy) a stavitelstvi (stabilita mostd), atd. Dostupny komercni software, jako napf.
NASTRAN, FLUENT nebo ANSYS, je schopen fesit pouze tizky okruh problému aeroelas-
ticity nebo hydroelasticity. VEtSinou jsme v tomto programovém vybaveni omezeni jen na lin-
earizované modely. Z tohoto diivodu nemiiZe byt touto cestou dosazeno presnych vysledki pro
velké amplidudy vibraci obtékaného télésa.

Chvéni ve vétsich deformacich obtékaného télesa mize byt studovano analytickymi meto-
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dami pouze ve specidlnich pfipadech. Nicméné, skutecné situace respektive modely blizici se
vice realité jsou obvykle mnohem sloZitéjsi a nemohou byt analyticky vyfeSeny. Je to prede-
v§im diky tomu, Ze v redlnéjSich modelech uvazujeme vazkou tekutinu, ¢asové proménnou
oblast proudéni, turbulentni jevy, nelinedrni chovani obtékanych téles a predevs$im feSeni po-
hybu obtékaného télesa je uzce spjato s feSenim pohybu tekutiny. Interakce je tedy oboustranna,
tj. obtékané teéleso ovliviiuje tekutinu (napf. zménou oblasti vyplnéné tekutinou) a naopak, coz
je déno silou a momentem sily, kterou proudici tekutina ptisobi na obtékané t&l&so. Refeni obou
¢asti problému musi probihat soucasné.

V naSem pifipadé se zaméfime na numerické feSeni aeroelastického problému dvo-
jrozmérného vazkého nestlacitelného proudéni kolem leteckého profilu se dvémi stupni vol-
nosti. Letecky profil bude v naSem modelu reprezentovan tuhym télesem, které mize vykonavat
vertikdlni a torzni vibrace.

Matematicky model tekutiny je tvofen systémem sestdvajicim z dvojrozmérnych nesta-
cionarnich Navierovych-Stokesovych rovnic a rovnice kontinuity, které jsou doplnény
pocateCnimi podminkami a smiSenymi okrajovymi podminkami. Nestlacitelné proudéni
zahrnuje celou Skalu komplikaci typickych pro numerické feSeni singularné pertubovanych
parcidlnich diferencidlnich rovnic. Existuje velky pocet numerickych technik pro feSeni
Navierovych-Stokesovych rovnic. V pfipade oblasti s komplikovanou oblasti nebo smiSenych
okrajovych podminek se za nejvhodnéjsi feseni jevi pouziti medoty konecnych prvkd. Tato
metoda je pouZita i v této praci. Medoda konecnych prvkd urfend pro numerické feseni

Navierovych-Stokesovych rovnic vSak vyzaduje platnost tzv. Babuskovy-Breeziho podminky,
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kterd zarucuje stabilitu schématu. Prostory kone¢nych prvki pro rychlost a tlak musi byt tedy
vhodné zvoleny, aby tato podminka byla splnéna.

Pro Reynolsova &isla vysii nez 10* je nezbytné pouZit stabilizaci ve schématech metody
konec¢nych prvki. Stabilizace byla realizovana tzv. medodou SUPG (streamline upwind Petrov-
Galerkin method). Zde pouZijeme ,,streamline-diffusion® metodu.

Dile je nezbytné zabyvat se vhodnou volbou vypocetni sité, aby bylo dosazeno co nejlepsi
presnosti pii co nejniz§im poctu pouzitych elementi. PouZivame anizotropni adaptivni techniku
pro konstrukei sité a jeji adaptivni zjemnénovani.

Vzhledem k pohybujicimu se leteckému profilu je vypocetni oblast Casové zavisld. Tento
problém vyzaduje urcit vhodnou techniku pro simulaci na pohybujicich se vypocetnich sitich.
Za vhodnou techniku byla zvolena Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) metoda, na jejimz
zakladé byly preformulovdny Navierovy-Stokesovy rovnice.

Pouziti medody kone¢nych prvki vede k velkému diskrétnimu systému nelinedrnich al-
gebraickych rovnic. Jako vhodné feSeni diskretnich Navierovych-Stokesovych rovnic se nabizi
Oseenova iterativni metoda. Ta ndm umoziuje feSit nelinedrni Navierovy-Stokesovy rovnice po-
moci soustav linearnich rovnic. K tomuto ucelu jsou vhodné nékteré piimé fesice pro linearni
soustavy, které pracuji dostate¢né G¢inné a7 do 10° neznidmych. Pro v&tii soustavy je tfeba
ablikovat n€kolik iteracnich krokd.

Matematicky model pro letecky profil je ddn soustavou dvou obycejnych diferencidlnich
rovnic druhého fddu. Numerické feSeni této Casti problému je realizovano pomoci Runge-
Kuttovych metod.

Vychodiskem pro realizaci numerickych vypocti bylo programové vybaveni vypracované
RNDr. Petrem Svackem, PhD. Tento software je napsan v jazyce C. Modifikaci nektérych jeho
casti byl vypracovan software vhodny pro vybrané konkrétni problémy, které jsou zkouméany
experimentaln& Ustavem termomechaniky Akademie véd Ceské republiky. V praci je provedena

numericka analyza téchto problému a provedeno porovnani s experimentalnimi vysledky.
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2 Teoretické zaklady

2.1 Matematicka formulace problému

V této préci se budeme zabyvat dvojrozmérnym modelem vazké, nestacitelné tekutiny, kterd
pusobi na pohybujici se letecky profil. Profil je povazovan za tuhé téleso se dvéma stupni vol-
nosti, jez zachycuji vertikaln{ a torzni oscilace profilu. Jedna se tedy o tlohu s casové promén-
nou hranici a tudiZ i ¢asové proménnou vypocetni oblasti. Pro matematicky popis tekutiny v
oblasti s ménici se hranici pouzijeme ALE popis, ktery bude pozdé&ji zaveden. Tomuto popisu
odpovidaji 1 modifikované Navierovy-Stokesovy rovnice, které¢ budou odvozeny v této praci tak-
téz. Hlavnim parametrem vyskytujicim se v Navierovych-Stokesovych rovnicich je koeficient
v > 0, coZ je kinematickd vazkost. Tato veli¢ina charakterizuje tekutinu, kterd bude obtékat
profil. Dalsi veli¢inou zachycujici charakter proudéni je bezrozmérné Reynoldsovo ¢islo defi-
nované vztahem
LU

Re=—", )

kde U™ je charakteristicka rychlost a L* charakteristicka délka. Pfi simulaci obtékani leteckého
profilu budeme pracovat s Reynoldsovymi &isly fadové 10°. Pro tyto hodnoty parametru Re se
objevuje tzv. Gibbsuv jev, projevujici se nefyzikdlnimi oscilacemi v numerickém feSeni. Tento
problém bude eliminovan zavedenim tzv. stabilizace do numerickych schémat.

Pohyb profilu je ddn soustavou dvou obycejnych diferencidlnich rovnic pro dva stupné vol-
nosti o a h. JelikoZ se jedna o mechanickou tlohu s vazbami, budou tyto rovnice odvozeny za
pomoci formalismu zobecnénych soufadnic a Lagrangovych rovnic 2. druhu zndmych z teoret-
ické mechaniky.

Proudéni uvazujme v Casovém intervalu [0,7], kde T > 0. Déle Q, necht’ je vypocetni
oblast vypliiend tekutinou v Case ¢. Hranice 0Q; = I'p UT'o UT'y,, kde mnoZiny I'p, I'p a I'w;
jsou navzdjem disjunktni a budou na nich zaddny okrajové podminky riznych typti. Symbolem
I'p budeme znacit vstup (inlet), kterym tekutina vtéka do oblasti £;, a pevné, nepropustné stény,
I"p predstavuje vystup (outlet), kterym tekutina vytéka a I'y, je hranice profilu v Case t. Pred-
poklddame, Ze I'p a I'p nezavisi na Case na rozdil od I'y;. Proudéni je charakterizovédno rychlosti
u = u(x,?) a kinematickym tlakem'! p = p(x,t), x € Q, at € [0, T]. Déle budeme hledat funkce
o(t) a h(t), popisujici oscilace profilu. Jak odvodime v dalsich kapitoldch a jak je patrné z obr. 1,
Q, zévisi na a(t) a h(t). Tento obrdazek ndam ukazuje schéma naseho modelu. TR je zde torzni

osou, kterd se pohybuje jen po piimce p.

IKinematicky tlak je dynamicky tlak déleny hustotou tekutiny
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Iy

Obrazek 1: Schéma modelu

V dodatku A je detail profilu, pro ktery budou realizovany vypocty.

2.2 0Odvozeni rovnic

Problém obtékani oscilujictho profilu mizeme popsat pomoci systému Navierovych-
Stokesovych rovnic
ou

§+(u-V)u—VAu+Vp=f 2)

a rovnice kontinuity
divu=0 3)

v Eulerové popisu. Tento popis je v§ak pro nas problém nevhodny stejné jako popis Lagrangeiyv,
protoZe se v ramci téchto metod Spatné pracuje s Casové promeénnou vypocetni oblasti. Vy-

chodiskem je zavedeni tzv. Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) popisu.

2.2.1 ALE metoda

ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) popis je zprostfedkovan hladkym zobrazenim
At:QOHQta XHX(I,X):At(X) (4)

Pro kazdy ¢as t € I = [0,T] ptedstavuje A, hladké zobrazeni referenéni oblasti Q¢ na oblast

Q;, kterd je totoznd s referenCni oblasti o v mistech hranice, kde nedochdzi k interakci s
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obtékanym télesem a tedy i k deformaci (pohybu) hranice?. Referenéni oblast Qg je totoZn4 s
oblasti vyplnénou tekutinou v pevném cCase ¢ = 0. Souradnice x budeme nazyvat prostorovymi
soufadnicemi a X ALE soufadnicemi, tj. referencnimi soufadnicemi. Je nutné podotknout, Ze
toto zobrazeni nemé nic spole¢ného se skuteCnym pohybem tekutiny, jako tomu je pifi La-

grangovu popisu >, ale reflektuje pouze deformaci vypoceni oblasti tak jak to ukazuje obr. 2.

Q, Q,

(™~ (=

Obrazek 2: Lagrangova transformace (vlevo) a ALE transformace (vpravo)

2.2.2 Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE popisu

V ALE popisu maji Navierovy-Stokesovy rovnice ponékud jiny tvar. Kvili jeho odvozeni
zavedeme nékteré pojmy a pomocné veliCiny. Nejprve definujme rychlost ALE zobrazeni (tzv.

,,<domain velocity*) ndsledujicim zpisobem
. d
w(r,X) = =—x(1,X). 5)
ot
Tuto rychlost miizeme vyjadfit v prostorovych soufadnicich jako

w=w(,X)oA ', G.w(t,x)=w(,A " (x)). (6)

2Napf. fiktivni hranice = inlet, outlet
3Lagrangova transformace L, : Qo — i, pifmo popisuje pohyb tekutiny z referenéni konfigurace v Case.
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Definujme ALE trajektorii Tx pro kazdé X € Qg jako mnnoZinu bodi

x = {(t,x(t,X))}, tel. (7)

Mgéjme funkci f : M +— R, kde R jsou redlnd &islaa f = foA, aM = {(t,x);t € [,x € Q}.
Nyni zavedeme ALE derivaci funkce f jako Casovou derivaci podél trajektorie Tx. Tzn., Ze

ALE derivace reprezentuje velikost zmény veliiny f podél trajektorie 7Tx,

DA DA of
Drmer D =ax), x=a"). ®)

ALE derivace je tedy analogickd k materidlové derivaci v Lagrangeové popisu. Aplikaci

pravidla o derivaci sloZené funkce dostdvame

DA df _9 f of dxi Of & Of
— =11t = L LW 9
th dt(’ x(rX Zax, o t+l.§ax,~w” ©)
coZ lze zapsat ve tvaru
DA of
—f== -Vf. 10
th ot w-vy (10)
Pro vektorovou veli¢inu (funkei) f: 7 x Q, — R? se tato derivace dd zapsat
DA of
—f=— -V)f 11
A TR (11)

kde (w- V)f je vektor, jehoZ komponenty jsou

2 :
(w-V)f); = Zw-%. (12)

7 dx :
j=1 ox;

Dalsi nezbytnou veli¢inou pro kinematicky popis kontinua je ALE deformacni gradient
H,*, ktery definujeme pro kazdé 7 € I jako

Dx(t,X)

H:O R22 H, = UxA, =
t 0 — ) r = VXA DX

(13)

kde syx znaci, Ze derivace v gradientu se provadi podle referencni proménné X. Vyjadieno ve

slozkach
—— ax,-(t X)
= 14
t,1] an ( )
Determinant ALE deformacniho gradientu
JM = detH, (15)

4Tento deformacni gradient nepopisuje deformaci tekutiny, ale deformaci vypocetni oblasti, podobné jako v

poznidmce 3.
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je Jakobidnem zobrazeni A,. Podle [7, strana 39] miZeme predpokladat, Ze
JM(X) >0, VXeQy, (16)

protoZe ALE zobrazeni je surjektivni pro vSechna ¢ € [ a pro Cas t = 0 je ALE zobrazeni iden-
titou x(0,X) =X € Q.
Podle [7] plati nasledujici vztah,

%JA’ (x) = JA(x) divw(t,x), (17)

kde div je diferenciélni operator zvany divergence a ma nésledujici tvar

2 9a;
diva=Y) —. 18
iva ,gi o (18)
Vztah (17) se d4 odvodit podobné jako analogicky vztah
0
gJ(t,x) = J(t,x)divv(t,x), (19)

pouzivany k odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic v Eulerové popisu. Tento pivodni vz-
tah je vyjadren v Eulerovych souradnicich (jsou to taktéZ prostorové soufadnice, ale v naSem
piipad€ by se jednalo o jinou oblast, jak je vidno z obrdzku 2, kde €, je oblast Eulerovych
prostorovych souradnic a £, je oblast ALE prostorovych soufadnic). Vystupuje zde v na misto
w a jednd se o skuteCnou rychlost tekutiny a na misto ALE Casové derivace je pouZita kla-
sickd Casova derivace (tj. zména veliCiny za jednotku Casu v misté x). Ddle je zde J, coz je
Jakobidn Lagrangeova zobrazeni L a zdroven determinant skute¢ného deformacniho gradientu.
Tento puvodni vztah je odvozen naptiklad v [3, strana 28].

ALE popisu, kterym je transportni teorém v tomto popisu. Pro Eulertiv popis je tento teorém

odvozen napt. v [3, strana 29].

Véta 1: Transportni teorém v ALE popisu
Necht Vy C Qp je omezend oblast a V; C Q; je obraz oblasti V pfi zobrazeni A;. Necht’

f I xQ; — R je spojité diferencovatelné zobrazeni v obou proménnych. Pak

d DA . 0 . 0
= thdx:/Vt(Ef—i—fdww)dx:/‘/t(a—tf+dlv(fw))dx:/vta—tfdx+/a%fw.n.

(20)
Dikaz: Na zdkladé€ véty o substituci mtizeme psat
d ft,x)dx = F(£,X)JA(X)dX =
dt Jy,” Cdt Jy, B
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Pa_{<t,x>fAf<X>+f<r,x>§fAf X)| ax,

kde jsme v integrdlu vyuZzili substituci referencnich proménnych X za prostorové proménné x.

_[2 [f(t,X)fA’(X)} dX:/

Vo ot Vo

V integralu, ktery je pocitan v referen¢nich proménnych mizeme aplikovat pravidlo o derivaci
integrdlu zdvisejictho na paramentru, protoZe oblast V(, pfes kterou integrujeme, jiZ nezavisi
na proménné ¢, podle které chceme derivovat, tedy je casové nezdvisld. V prvnim integrandu

predeslého integrdlu vyuzijeme definici ALE Casové derivace (8). Miizeme tedy psat

of A DAf
=—(,X)JM"(X)dX = | —=(t,x)dx.
[ 5 aX Xax = | TEE e xjax
V druhém integrandu pouZijeme vysledek (17), ktery zapiSeme ve tvaru
d DA
> JA (X) = EJAf (x) = JA(X)divw(x(1,X),1), x=A"'(,X).

Prvni rovnost plyne z definice ALE derivace (8) pro veli¢inu vyjadienou v ALE soufadnicich.

Dale mame

d DA _
S /V th(t,x)dw [ 7(0X)7% (x0.30) divw(x0, X)X =

DA g

= —f(t,x)dx—i— f(t,x) divw(t,x)dX:/ —f(t,x)dx-i-f(t,x) divw(zr,x)dx,
v, Dt v, v, Dt

kde jsme provedli zpétnou substituci. Druha rovnost v (20) je disledkem definice ALE Casové

derivace a tfeti rovnost v (20) se ziska pouZzitim Greenovy véty. Tim je dikaz dokoncen. Il

Pohybové Navierovy-Stokesovy rovnice jsou odvozeny ze zdkond zachovani. Nejprve se
zabyvejme zdkonem zachovdni hmoty. Pracujeme s nestlacitelnou tekutinou, pro niz je hustota

tekutiny p konstantni. Proto v Eulerové popisu ma tento zdkon vyjadfeni
divu=0 vQ, Vrel, (21)

kde u je rychlost tekutiny. JelikoZ se v (21) nevyskytuji problematické Cleny jako je napft. Casova
derivace, zlistane tato rovnice v platnosti i pro ALE popis.

Dale je zapotrebi zabyvat se zdkonem zachovani hybnosti, ktery tvrdi dle [9, strana 9], Ze
okamZitd zména celkové hybnosti objemu tekutiny tvofeného v kazdém Case stejnymi ¢asticemi
vypliujiciho v Case ¢ objem W; je rovna celkové sile plisobici na W;. V nasem piipadé objem V;
neni materidlovy, tj. neni v kazdém Case t € I tvofen stejnymi Cdsticemi. Proto musime piejit
k jiné formulaci zndmou z [2, strana 113] , kde na misto ¢asové derivace (okamZité zmény)

celkové hybnosti tekutiny materidlového objemu W; pouZijeme materidlovou ¢asovou derivaci
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nemateridloveho objemu V;. Materidlovou derivaci veli¢iny ¢ = 0(V;,¢) = [, ¢(t,x)dx budeme

znacit 6 = ¢(V;,(P) = er (p(i,x)dx. Podle tzv. prvniho Reynoldsova transportniho teorému ve
znéni dle [2, strana 110] se materidlova derivace mnoZstvi veliiny ¢ v objemu V; sklada ze

dvou Clent )
/(pdx:i/ (p(t,x)dx+/ ¢(t,x)(u—v)-nds, (22)
v, dt Jy, 20

kde prvni Clen na pravé strané€ je Casovd zména veliiny ¢ v objemu V;, druhy ¢len je dodatecny
tok pres plochu dQ, n je jednotkovd vnéjsi normdla na ploSe dQ2, u je rychlost tekutiny a v
rychlost nemateridlové plochy, coZ v nasem piipadé€ neni nic jiného nez rychlost ALE zobrazeni

w. Plati tedy

d

—/ pu(t,x)dx—i—/ pul(u—w)-n|ds =Fy,, (23)

dt Jy, v,
kde Fy, je celkova sila ptisobici na objem V;, kterd je ddna souctem sily objemové a sily plosné,
jak je psano v [3, strana 33]. Sila plosnd je dana interakci od okoli objemu V; a ptisobi pies
povrch dV,

Fy, = / pf(t,x)dx+/ t(¢,x,n)ds, (24)
Vi W

kde f je hustotou vnéjsi sily, t je hustotou plosné sily a nazyva se vektorem napéti. Vektor napéti

v

t(z,x,n) = T(7,x) - n, (25)

pro viechnat € I,x € Q,an € Sy = (n € R?,||n|| = 1) , kde T je tenzor napéti majici kompo-

nenty 7;;. Veli¢ina T(z,x) - n je vektor se slozkami

2
(T(t,x)-m); =Y Tijnj, i=1,2. (26)
j=1

Vztah (23) mtizeme diky (24) a (25) zapsat ve tvaru

i/ pu(t,x)dx+/ pu[(u—w)-n]ds:/ pfdx+ [ T(¢,x)-nds. (27)
dt Jy, v v, v

Zde prvni Clen upravime podle ALE transportniho teorému (20) a posledni ¢len podle véty o

divergenci. Dostaneme rovnici

/Vt(D_Apu(t,x)+pu(t,x)divw(t,x)) dx+/e>v, pu[(u—w) - nds

Dt

_ / ofdx + / divT(t,x)dx, (28)
V; Vi
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kde divergence tenzoru T je vektor, jehoZ sloZky jsou

2 JT;;
(divT); =Y =, i=1,2.
l ]; 0x;

Nyni budeme upravovat souc¢asné druhy ¢len v prvnim integralu a druhy integrél ve vzorci (28).

Uzitim Greenovy véty dostaneme
/ (pu(z,x) divw(t,x))d)H—/a pu[(u—w)-nlds
Vi Vi

_ / (pu(t, x) divw(r,x))dx + / pl(u(z,x) — w(z,x)) - V]u(z, x)dx
Vi Vi

—|—/V pu(z,x)div (u(z,x) — w(z,x))dx (29)

_ / pl(u(z,x) — w(z,x)) - V]u(z, x)dx + / pu(z,x) divu(z, x)dx.
V; Vi

JelikoZ se jednd o nestlacitelnou tekutinu, pro niz divu = 0, je posledni ¢len v (29) roven nule.

Celkové tedy dostadvame

/D—Apu(z,x)dx+ P[(u(t,x)—W(t,x))-V]u(t,x)dx:/pfdx+ divT(¢,x)dx. (30)
v, Dt

Vi Vi Vi

Jelikoz toto plati pro libovolny objem V; € ;, musi platit
g :
Epu+p[(u—w)-V]u:pf+d1vT vQ, Vrel (31)

Posledni zdakon zachovéni, ktery se uziva v odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic, je

zakon zachovani momentu hybnosti. Jeho diislekem je symetrie tenzoru napéti
Tij:Tji7 Vi7j:1727 (32)

jak je odvozeno napt. v [3] na strané 42.

Systém rovnic (21), (31), (32) neni Uplny, je nutné ho doplnit o tzv. konstitutivni vztah,
ktery popisuje zdvislost mezi tenzorem napéti a ostatnimi kinematickymi veli¢inami proudici
tekutiny. V dal$im budeme uvaZovat tzv. Newtonovu nestladitelnou tekutinu’. V tomto modelu

je tenzor napéti linedrni funkci derivace rychlosti, kterd ma tvar

T = —PI+u(Vu+Vul), (33)

>Dosud jsme se zabyvali obecnou nestlagitelnou tekutinou
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kde P je skalarni funkce zvana tlak, I je jednotkovy tenzor a u je vazkost. Vu je tenzor, jehoz

slozky jsou

_
_a)Cj.

Zéavadime tenzorovou velicinu, zvanou tenzor rychlosti deformace

(Vu);j

Vu+Vu®
p— (Yutvu) (34)
2
se slozkami
1 (Ou; Ou;
Dij=~(=—+=2). 35
J 2 (axj' + E)x,-) ( )
Rovnici (33) zapiSeme tedy v tenzorovém tvaru
T = —PI+2uD. (36)

Jak je patrné, tato volba konstitutivniho vztahu zachovédva platnost symetrie tenzoru napéti (32).
V dal$im nebudeme uvazovat tzv. ne-Newtonovské tekutiny, tj. 4 nebude zdviset na dalSich
kinematickych veli¢indch proudéni a bude to kladna konstanta.

Nyni zaclenime konstitutivni vztah (36) do rovnice (31). V rovnici (31) se vyskytuje di-

vergence tenzoru napéti. Vysledkem je vektor
divT = —div PI 4 div2uD. (37)

Rozpisem do sloZek dostaneme

OPLj & OPY;  oP
axj' B

2
(—diVPI)i = — = ——,
j:Z:I an 8x,-

j=1

coz zapsano ve vektorovém vyjadfeni neni nic jiného nez
—divPI = —VP.

Nyni vypocteme divergenci tenzoru rychlosti deformace. UZitim zdménnosti derivaci 2.radu a

vztahu divu = 0 dostaneme

2 0D;; 1& 0 [Ou  Ouj 1& 0 ou; 1 & 9 duj
(divD) ]:Z’l ox; 2;axj (axj+ax,~> 2].:2’18xj xj+2j;axj ox;
1 &%, 1& dou; 1&P%u 10 & ouj
2};1 ax§ 2]§’1 axi X 2]§ ax% 28)6,'}2’1 X
1 10 . 1
= EAul—i_ Ea—Xilell EAMZ
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Celkové tedy mdme

divT = —VP+ulAu (38)

Pomoci (31) a (21) dostaneme Navierovy-Stokesovy rovnice ve tvaru
DA 1
—u+[(u—w)-Vju+-VP— Bpu=t v Q,,
Dt p p

divu=0 v&. (39)

V dal$im budeme zanedbavat objemovou silu f a zavedeme tzv. kinematicky tlak

P
pP=— (40)
p
a kinematickou vazkost
u
V=", (41)
p
Dostdvame tak Navierovy-Stokesovy rovnice, se kterymi budeme nadéle pracovat:
DA
Eu—i— [(u—w)-Vlu+Vp—vAu=0 v
divu=0 v&. (42)

2.2.3 Odvozeni rovnic pro pohyb letecké profilu

V dal$im se budeme zabyvat interakci proudici tekutiny a leteckého profilu. Profil budeme po-
vazovat za tuhé téléso se dvéma stupni volnosti. Tento profil vypliluje oblast, kterou budeme
znacit Il;. Rovnice pro pohyb leteckého profilu odvodime z Lagrangeovych rovnic 2. druhu
pro zobecnéné soufadnice & = ¢! a o0 = ¢%. V naSem piipadé ndsledujici odvozeni povede na
soustavu dvou obycCejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu pro nezndmé o a h. Tyto dvé
zobecnéné soufadnice ndm jednoznacné urcuji umisténi a sklon profilu jak je patrné z obr. 1
nebo z obr. 3. Do pohybovych rovnic je zapotfebi zaclenit vSechny sily ptisobici na profil. V
nasem pripadé€ se jedna o silu danou pusobenim tekutiny na profil. Tato sila piisobi ve vSech
mistech povrchu profilu, coZ ndm bude trochu €init obtiZe pfi transformaci této sily do prostoru
zobecnénych soufadnic. Vyslednici tohoto silového plisobeni budeme oznacovat L. Dile se zde
ucastni sila odporova vertikalni M a odporové torzni sila N . Posledni dvé zmifiované jsou sily
potencidlni. Nesmime vSak opomenout silu vazkého tlumeni 0.Jetosila treci, kterd je umérna

rychlosti profilu v tekuting. Celkova sila je dana souctem sil dil¢ich a my ji budeme znacit
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F=T1 + M + N + 0. Gravitaéni silu zdmernd neuvazujeme z diivodu zjednoduseni modelu,
které si mizeme dovolit, pokud téZisté neni pfili§ vzdaleno od torzni osy. Navic pfedpokladame,
Ze interakce s tekutinou a se silami, které profil tla¢i do rovnovazné polohy, je daleko silné;si
povahy a tudiZ si dovolujeme gravitacni silu zcela zanedbat.

Nejobecnéjsi tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu pro mechanické systémy lze podle [1,

strana 61] zapsat nasledujicim zptisobem:

Qj—%%—k%:@ j=12. (43)
T je kinetickd energie profilu a Q; je j-ta slozka zobecnén€ celkové sily, ktera odpovida j-té
zobecnéné souradnici. 5 je primétem vektoru sily F 2 prostoru kartézskych soutradnic xp,x;,
kterd je pevné spojend s referencni konfiguraci Qo (budeme ji nazyvat referencni souradnou

soustavou), do prostoru zobecnénych soufadnic & = ¢' a o0 = ¢*. Primétem je zde minéna

transformace
2 axi
Q= l; Fiﬁ : (44)

Zavadime je$té jednu kartézskou soufadnou soustavu x,x, pevné spojenou s profilem.
Tato soustava bude mit pocatek v torzni ose, viz. obr. 3, kde TRy je torzni osa v rovnovdzné
poloze a TR; v Case t. Déle xq1, xp2 jsou soufadnice torzni osy v rovnovazné poloze. Predpok-
ladejme ddle, Ze osa x| prochdzi jak torzni osou, tak i téZistém profilu.

Nyni se blize zabyvejme vztahem mezi soufadnymy systémy. Libovolny, ale pevny bod
x na profilu md soufadnice [x;,x;] v soustavé referen¢ni a [x],x}] v soustavé pevné spojené s
profilem. Ddle profil zaujima polohu danou zobecnénymi soufadnicemi [/, ot]. Mdme nésledujici
transformacni vztahy mezi soufadnymi systémy pro tento bod

X1 = X} cos oL — x5 sina + X , 45)
xy = x| sin0 x5 cos o+ h + xo,
kde xo1 a xp2 jsou soufadnice torzni osy v roznovazné poloze. Pro Casové derivace téchto sourad-
nic dostavame
. ;s / .
X1 = (—x} sm(x—xzcosoc)(x,‘ 46)
Xy = (¥} cosa —x) sinat) &+ A,
kde jsme podle soufadnic pevné spojenych s profilem nederivovali, protoZe X je pevnym bodem

v této soustaveé souradné.

Pro celkovou rychlost vx bodu x v referencni soustavé mame

2

v2 = (X +x2) 62 + h? +2(x) cos o — x5 sin o) g (47)
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Obrazek 3: Letecky profil a souradné soustavy

Odtud se integraci pfes vSechny body profilu dostdvame ke kinetické energii v referen¢ni sous-

tave
1

1.
T==/] px)Widx = —hz/ x)dx' + = OL / V(2 +x2)dx
2 J/m, 2 Jn,

+hacosoc/ p(x’)x’ldx'+h(')csinoc/ p(x')xhdx' (48)
IT;

1

1., . 1
:Enm2+haama&uf+hdﬁna&uf+ihd{

kde jsme pouZili oznaceni
Iy —/ ) (o +x7)dx (49)

coz je veli¢ina nazyvajici se moment setrvac¢nosti kolem elastické osy. Dale veli¢ina

m= | p(x)dx, (50)
I1;

ktera je hmotnosti profilu. A nakonec

=AM&W&

:/ p(x/)xlzdx/. (51)
I1;
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Ve vzorcich (49), (50), (51) integrujeme v soufadné soustavé pevné spojené s profilem. Oblast
IT; je v této soustaveé nezdvisla na Case. Veliciny (49), (50), (51) jsou tedy konstanty, které nam
budou charakterizovat profil a v nésledujicim ukdZeme jejich souvislost s ostatnimi parametry
profilu.

Pro nds§ model budeme uvazovat ndsledujici piisobeni sil odporovych. Nejprve se zabyve-
jme vertikalni odporovou silou. Tato sila piisobi tak, aby profil zaujimal rovnovdZnou polohu
ve vertikdlnim sméru, kterd je dana soufadnici 4 = 0. UZijeme nejjednodus$i mozZnou zavis-

lost, kdy vertikalni odporova sila bude linedrni v soutadnici . a nebude zavisla na soufadnici .

Mizeme tedy rovnou psat tuto silu vyjadienou v zobecnenych souradnicich ve tvaru
H
MZOb.S()u. = [M/fHMOC] = [_khhh70]7 (52)

kde kjp;, bude parametr modelu zvany vertikdlni tuhost. K této sile ptislusi potenciél

Vi = %khhhz, (53)
ktery se silou souvisi vztahem
M b sou. = [My, Ma) = — {aaL;Y» aa%l ;
neboli
qu:—aa%[ j=1,2. (54)

Podobné jako vySe namodelujeme ptisobeni odporové sily torzni. Tato sila bude zavisla

pouze na zobecnéné souradnici ¢ a to opét linedrné. Dostdvame

é
Nzoblsou. = [NhaN(X] = [Oa —kouxa] (55)
a prisluSny potencidl ma tvar
1
VN - Ek(x(xaz. (56)

Zde kgyg, je parametrem modelu, ktery budeme nazyvat torzni tuhosti.

Sily vazkého tlumeni jsou zavislé na rychlosti pohybu profilu v tekutiné. Zjednodusené v
zobecnénych soufadnicich budeme uvaZovat linedrni zavislost na zobecnénych rychlostech ve
tvaru

O zob.sou. = [Dunh+ Dpg 0, Doph 4 Do 6], (57)

kde parametry Dy, Dog, Dpo @ Dy jsou rozvnéz konstantni parametry modelu.
Nyni se dostavame k nejdelikatnéjSimu problému odvozeni rovnic pro profil. Musime se
H
jesté vyporadat se silou L danou interakci obtékané tekutiny. Je zapotiebi tuto silu pretrans-

formovat do zobecnénych soufadnic, coz bude Cinit obtiZe. Tato interakce ptsobi pies povrch
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profilu a to v kazdém bodé povrchu, pricemz toto silové ptisobenti je v kazdém bodé rtizné. Navic
. v v o 7 (<] 7 7 H . P 4 7
transformace je rovnéz ruznd v ruznych mistech povrchu. L je tedy pouze celkova interakéni

sila dana vztahem

L /a T s (58)

kde T(X) je hustotou sily L as je parametrizaci profilu. Nyni budeme hustotu sily transformo-
vat do zobecnénych soutfadnic dle vztahu (44). Potom tuto transformovanou hustotu sily zinte-
grujeme pres povrch profilu. Musime postupovat timto zptisobem, jelikoZ tranformace (44) je
v kazdém miste povrchu profilu riizna a neni mozné jednoduse transformovat pouze vektor L.

Pro libovolny bod x € dIT; je tedy tfeba pietransformovat vektor T(X) do soufadnic h =

q1 NS qz. Tranformovanou hustotu sily budeme znacit T(X) zob.sou.- POdle vzorce (44) plati

0
1i(X)zobsou. = Y, li(X)ﬁ j=1,2. (59)
i=1 q
Z rovnic (45) plyne
a.x1 axl
A = —h=
oh 0 oo 25
axz axZ
ol da T (60)

Tudiz

ll (X)zob.sou. - l2 (X)7

1 (X) z0b.50u. = 11(X) (B —x2) + L (X)x1. (61)

Sila L v zobecnénych souradnicich vyjadiend po slozkéch je

Ll zob.sou. — / 12(X>ds = L27
xedll;

L2 zob.sou. — (ll (X) (h _XZ) +12(X)X1)ds (62)
xedll;

= I8 (X)(h—XQ)ds—f— lz(X)xldS: —M,
XEaH[ XEaH[

. H 7 v 7 v A 7
kde M je moment sily L vzhledem k torzni ose v referencnich soustavé soufadné.

Celkovai sila vyjadfend ve zobecnénych souradnicich ma tvar

oVy IV
oh ’ do

Bz[Ql,QZMLz,—M]—[

[V oV
oh ’ o
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+ [Dinh + Dy, Doyt + Do 6] -
Nyni zahrneme uvedené vysledky do Lagrangovych rovnic a dostaneme rovnice

d T (T —Vy—Vy)

L; zob.s0u. + Oj zob.sou. — Ea_q] + g/ =0, j=1L2
Z (48) plyne, Ze
oT . o
5 = mh+ 0cos USey, + OSIN S gy, ,
oT . .
ﬁ — I(x&"’ hCOS aqul + hSln asz

Nyni tento dil¢i vysledek zderivujeme podle Casu

d oT N

2 of, = M+ teos aSen, - 6% SN 0L, + 615N AUSe, + O COS AUS gy
d aT o _— . .

7 9a = I 0+ hcos 0Soy, — hOLSIN S oy, + ASIN OS oy, + HGLCOS OUS gy, -

Trteti ¢len v (64) upravujeme nédsledovné:
o(T —Vy —Vy)
= _k 1h7
P hk
(T — Vi —Vy)

Jo0 = —hGsin OSow, + houcos OSo, — koo Ot

Dosazenim (66) a (67) do (64) dostaneme soustavu

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

mh + Dpph + Dpg 6+ di.cos OSow; — &2 sin OSowy, + Osin OLS gy, + & cos OSow, +kpph = —Lo,

I8+ Dojh + Do 0L+ hcos OSo; — housin OSo, + hisin OSowx, + houcos (CAYS

+h(x Sin aSQxl — hOCCOS aSaxz + k(x(x(x — M

Vvoew

zndmy z teoretické mechaniky

/ / / 1T
Sowx, :/H p(x')x1dx = x| m = xcem = Sq,
1

A :/ p(x)xhdx' = xI'm=0,
I,

(68)

(69)
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Vovoew

diisledku zavedeni soufadného systému x{,x, mame x5/ =0, a x]T = xcg, kde xc¢ je parametr
modelu vyjadfujici vzddlenost torzni osy od teZiSté profilu. Parametr xcg je kladny pokud je
teziSt€¢ umisténo dal od ndbéZné hrany nez elastickd osa a zdporny v opacném piipadé, jak
je zfejmé se zavedeni soufadné soustavy x/,x}, resp. jeji orientace. Stejnd dvaha je platnd pro

parametr Sq. Z rovnic (68) tudiz dostavame vysledné nelinearizované rovnice pro pohyb profilu:

mi + Dpph 4 Dy 6+ Sqcos o — S0 sin o+ kpph = —Lo,

160+ Dojh + Do+ Soh cos 0+ ko0l = M. (70)
Za predpokladu, Ze dhlové vychylky o a jeji derivace & jsou malé (sina ~ ., coso ~ 1,

o~ 0, oo ~ 0) dostavame linearizované rovnice:

mh+ S0+ Dpph + Dypo O+ kpph = —Lo,

Soht 4 I 0+ Dojh + D6+ ko0t = M, (71)
coz jsou pro Dy, =0, Dgg = 0, Djpg, = 0 a Dy, = 0 zndmé rovnice uvedené napt. v [8, strana
53], se kterymi budeme nadale pracovat. V maticovém zdpisu maji tvar

Kd(r) +Bd(r) + Md(r) = £(r), (72)
ktery je také uveden v [15] a kde konstantni matice tuhosti K, vazkého trumeni B a hmotnosti
M jsou

. k 0 N D D n m S
K = hh , B = hh ho 7 N — (03
0 kococ Doch Do S(x Iy

a vektory sily f a zobecnénych soufadnic d jsou

f(l‘) _ _L2<t) d= h(t)
m@) |’ o(r)

2.2.4 Vypocet sily a momentu sily pasobici na profil

Zde budeme pocitat vertikdlni nestaciondrni silu L, a nestaciondrni moment sily M ptisobici na

profil. Pro hustotu sily T pusobici na povrch profilu plati

[ =-T-n, (73)
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kde n je vnéjsi norméla k povrchu profilu, tj. sméfujici do profilu, T je tenzor napéti. VeliCiny

L, a M jsme zavedli v predchozi kapitole. Dosadime-li (73) do (62), obdrzime

2
Ly=— / Y Tyjnjds, (74)
D j=1
2 .
M=— Y. Tijnj(—1) (x; —xFO)ds, (75)
Twe i j=1

kde n je jednotkova vné&jsi normala k 0€; na I'y,. x1, x2 jsou sofadnice bodu na I'y;, tj. bodu na

EO o

hranici profilu a x;"*, i = 1,2, jsou soufadnice elastické osy xEO v referen¢ni soustavé souradné.

Dale plati, ze I'y; = dI1; a

du; Ju;
Tl]—p|:—p8,]+\/ (a—xj—i-a—XZ):| (76)

2.3 Okrajové a pocatecni podminky
Navierovy-Stokesovy rovnice musi byt doplnény pocate¢ni podminkou
u(x,0) =uy, x€Q (77)

a okrajovymi podminkami. Cést hranice I'p, reprezentuje vstup a nepropustné pevné stény. Na

této hranici predepisujeme Dirichletovu okrajovou podminku.
ufp, =up (78)
Cist hranice I'p je vystup, kde pfedepisujeme tzv. ,do-nothing® okrajovou podminku
Jdu

_(p_pref>n+van = 07 nar07 (79)

kde n je vn&jSi normdla k hranici a p,.s je zadany referencni tlak.
Dalsi ¢asti hranice je povrch profilu I'y, v Case ¢. Zde pfedpokldddme, Ze rychlost tekutiny u je

totoznd s rychlosti profilu ur a ta je rovna rychlosti ALE transformace w:
ulry, = ry, = Wry,. (30)
Jesté je zapotrebi dodat pocateCni podminky pro rovnice (70) s (71)

o(0) =09, @(0)=ay,

h(0) = ho, 1(0) = hu, (81)

kde o, o1, ho, hy jsou opét vstupnimi parametry modelu.
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2.4 Diskretizace problému (hnumericka ¢ast)
2.4.1 Diskretizace v case

Nejprve se budeme zabyvat diskretizaci problému v case. Budeme pouZivat ekvidistantni déleni
¢asového intervalu [0,7]. Mdme tedy 0 =#9 < 1] < ... < T, ty = kT, kde T > 0 je pouzity Casovy
krok. Na kazdé Casové vrstvé 1, zavedeme aproximaci feseni u(x), kde x € €, . Pro jednodu-
chost zdpisu tuto aproximaci budeme oznacovat u”. Pro ¢asovou diskretizaci uZijeme implicitn{
dvoukrokové schéma 2. fddu. Ze dvou pfedchozich Casovych vrstev ,_1 a t, ziskdme vzorec
pro vypodet aproximace fesenf na ¢asové vrstvé t,.1 , tj. z jiz vypoltenych aproximaci u”~! v

Q; ,au’vQ, odvodime schéma pro ut!

v Qtn-H .

Obrazek 4: Disktetizaze v ¢ase a ALE transformace

My zde uzivame ALE popis, kde je Casova derivace ve tvaru

DDitu = aa—l;(t,X) (82)
a u(r,X) je rychlost vyjadiend v referencni konfiguraci Qg a X je pevny a libovolny bod z
této konfigurace. Tuto rychlost vyjadiime v aktudlni konfiguraci pomoci ALE tranformace
u(t,x) = ii(t,A, 1(x)), coz je ekvivalentni se vztahem u(z,A,(X)) = ii(t,X). Pro diskrétni

Casové okamziky ,_1, t, a t,+1 v Casovém intervalu [0, 7] budeme znadit

A, (X)=x"1 A X)=x", A, (X)=x"T] (83)
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pro dany pevny bod X € Qg (odpovidajici napt. uzlu triangulace). Definujme tedy aproximaci
ALE derivace v &ase #,+1 a bodé x" 1 € Q,

D*u
Dt

30" (X) — 4" (X) + i 1(X)
n+1
1, ~ =
(X y YH—]) 27

_ 3un+1 (Xn+1) _ 4u;1(:xn> _|_un71 (anl) . (84)

UZitim této aproximace v (42) se dostdvdme k problému pro nezndmé funkce u"*!: Q,  — R?

n+1 . "
ap":Q, , — Rtakové, ze

3un+l (XnJrl) — 4u” (Xn) + unfl (anl)
2T

+ ((un—H (Xn—i—l) _ Wn+l (Xn—l—l)) . V)un—H (Xn—H)

_VAurH-l (Xn-l—l) + Vpl’H-l (Xn-H) — 0, (85)
divun+1 (Xn+1> — 07

kde w"*! aproximuje w(t,11).

Tyto rovnice doplnime okrajovymi podminkami (78), (79), (80) na 0, .- Provedeme
jesté formdlni dpravu téchto rovnic. Pfevedeme tyto rovnice do konfigurace odpovidajici Casu
Iny1, takZe prostorova proménnd bude pouze z oblasti €, ,. VyuZijeme k tomu skutecnost, Ze
A, (A1 (x)) € Q. atudiz miZeme psat U =uoA, oA, +1 » kde funkce u' je jiz definovana
na Q, . Dostdvame se k problému najit funkce utl L RZa p”+1 : &y, — R takové,

v

e

3utt! —4ut - ut !
27T

+ (" —wh . Vet At 1 vpttl =0 v, |,

diva"'=0 vQ, . (86)

Tuto soustavu rovnic opét uvazujeme s okrajovymi podminkami (78), (79), (80).

2.4.2 Diskretizace v prostoru

Vychodiskem pro prostorovou diskretizaci je tzv. slaba formulace pfedchozi dlohy na kazdé
casové vrstve t,41. Tzn., Ze budeme definovat slabé feSeni coby prvek vhodného prostoru
funkci, splnujici integralni identitu ekvivalentni s ptvodni rovnici. Prostor, v némz hleddme
slabé feSeni, budeme potom aproximovat né€jakym konecnédimenziondlnim podprostorem a

pouZzijeme Galerkinovu metodu pro nalezeni pfiblizného feSeni na ¢asové vrstve 1.
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Za timto tGcelem definujeme Lebesguetv prostor L?(Q) méfitelnych funkci v oblasti Q

integrovatelnych s kvadradem pres Q a Soboleviv prostor

H' (Q) ={9eL*(Q); g—(PELz(Q) i=1,2}.

n+l1

Dile zaved’ me ndsledujici oznaCeni: Q:= €,  ,u:=u""", p:= P! a definujme prostory pro

rychlost W = (H'(Q))%, X = {v € W: v|r,ury, = 0} a tlak M = L*(Q). Rovnice (86) pfepiSeme
do tvaru

3 |
2—Tu+((u—w"+l)-V)u—vAu—|—Vp:2—1(4un—un h v,

divu=0 vQ. (87)

Prvni rovnici vyndsobime skaldrn&® testovaci funkci v € X a druhou rovnici vynasobime testo-

vaci funkci ¢ € M a obé rovnice zintegrujeme pres oblast Q:

3
—/u'vdx—i—/((u—w”“)'V)u'vdX—v/Au~vdx—|—/ Vp-vdx
2t Jo Q Q Q

1 o n—
= / (40" — 8" ") - vdx, (88)
Q

/ gdivudx =0.
Q

Dale upravime tieti ¢len v prvni rovnici pomoci Greenovy véty nasledujicim zptisobem:

2
—V/QAu-de:—VZ/ a v]dx

ij=1

aujav,
Z / ox; ax,d Xx=v Z /Q aXZv]n,ds

i,j=1 i,j=1
au,av,
=V — d
]Z’l/ ox; 0x; Z To axl vjn, g
2 ou;dv; 2
jovj
=V — —dx— / — vin;ds,
1712‘41/ ox; 0x; ]_Z’I Fo(p pref) JJ

kde jsme vyuZili skuteCnost, Ze v € X je nulovd na mnoZiné I'p UT'y, a pouZili jsme okrajovou

podminku (79). Déle upravime ctvrty ¢len prvni identity (88). Dostaneme

2
/Vp de—Z/ SVidX = — Z/p dX+Z/r pvin;ds.
i=1"1o

°Tj. jde o skaldrni soucin

dv;
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Oznatime-li symbolem (-, -) skaldrni souin v prostoru (L2(Q))?, 4j. (a,b) = [pa-bdx, a,b €
(L2(Q))?, kde - mezi funkcemi a a b v integrandu zna&i skalarni sou¢in v R?, a podobné oz-
nac¢ime skalarni soucin v L, (), dile oznacime-li symbolem ((.,.)) bilinedrni formu v prostoru
(H'(Q))? definovanou vztahem

2 8ujavj
((U,V))— Z /ania—x,-dx’

=

miZeme (88) prepsat do tvaru

() v )+ (- V)u,)
L(pVv) = %(Lm"—ﬁ"—l,v)—/Foprefvnds (89)
(V-u,q)=0.

Tuto soustavu miiZeme napsat ve tvaru jediné rovnice’. Dile zaved’ me oznaceni

G(U*,U,V) - %(U,V) —|—V((U,V)) + (((ll* _Wn_H) 'V)ll7V)
—(p7V'V)—|—(V'll,q), (90)
f(V):—(4ﬁ"—ﬁ”—l,v)—/ v-nds,
Lo
kde
U=(up eWxM U=, p)eWxM V=(v,q) XXM

Ted’ je jiz jednoduché definovat slabé feSeni U = (u, p) problému (88). Je to takova dvojice

U = (u, p), kterd spliiuje podminky
UeWxM a(U,UV)=fV), Y =(v,q)eXxM, 91)

a u spliluje okrajové podminky (78) na I'p a (80) na I'y, ve smyslu stop.
Nyni pfistoupime k definici pribliZzného feSeni. Postupujeme tak, Ze prostory W, X, M

aproximujeme jejich kone¢nédimenzionalnimi podprostory Wy, Xj,, My, h € (0, hg), hy > 0, kde

Xp = {v € Wi; V|rpury, = 0},

TTakto se standartné postupuje pii definici slabého feSeni soustav. Reseni pak bude z prostoru W x M, coZ je
kartézsky soucin prostord W a M. D4 se ukézat ekvivalence definice slabého feSeni soustavy, kde jedna z rovnic
dava podminku pro element z W a druhd pro elementu z M, s definici slabého feseni, ktera vznikla souctem rovnic

soustavy (89). V tomto pfipadé ndm tato rovnice ddva podminku pro feSeni z prostoru X x M.
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Tzn., Ze ke kazdému h € (0,hg) pfifadime kone¢nédimenzionalni podprostory Wy, X, Mj, s
dimenzemi dim Wj, = nw(h), dim X, = nx(h), dim M;, = ny(h). Pro funkce nwy (h), nx(h),
ny(h) plati, Ze jsou nerostouci na (0,%¢) a déle, Ze maji limitu oo pro 7 — 0+. Pfiblizné feSeni
definujeme jako dvojici Uy, = (uy, pp) € Wy, X M}, takovou, Ze uy, splituje vhodnou aproximaci

okrajovych podminek (78) a (80) a identitu
a(Un, Up, Vi) = f(Vi),  VVi = (Vi,qn) € Xp X M. (92)

Zde X;, x M}, je prostor kone¢nych prvki, ktery musi splinovat Babuskovu-Brezziho (BB) pod-
minku, kterd garantuje stabilitu pouZzitého schématu (viz. [3, strana 592]).

Prostory kone¢nych prvkli budemem konstruovat nasledovné. Predpoklddejme, Ze Q je
polygondlni oblast, coZ je oblast, jejiZ hranice je tvofena useCkami. Ddle 7}, je jeji regularni
triangulace. Triangulace dané polygondlni oblasti je systém déleni této oblasti na trojihelniky
Ki,i =1,...,k. Pfitom dva trojihelniky jsou bud’ disjunktni, nebo maji spole¢ny jeden vrchol
nebo spolecnou celou jednu stranu. Déle necht’ h;, (resp. p;) znaci primér (resp. maximum
z pruméru vepsanych kruhi do K;). Kazdému takovému dé€leni prifadime dvé Cisla: i, p, kde
h = maxh;, p = minp;. Triangulace T}, je regularni, jestlize existuje konstanta § > 0 nazavisla
na h takova, ze

g <B prohe(0,hg).

Prostor M pro tlak je aproximovan prostorem spojitych funkci po ¢astech polynomidlnich
stupné < k:
pRpLeEM,={geMNC(Q); q|x € PX(K),VK; € Tj,}. (93)

Prostor W pro rychlosti je aproximovéan podobné, tedy prostorem spojitych funkci po ¢astech

polynomidlnich stupné < k + 1:
uru, €M, ={vewWn(CQ)*% vk € (P(K))? VK € T),}). (94)

Takto zvolend dvojice prostori (Xj,Mj) spliiuje BB podminku, jak je psano v [6]. Mluvime o
tzv. Taylorovych-Hoodovych Py, | /P, elementech.

Je zfejmé, Ze trilinedrni forma a(.,.,.) ze vzorce (90) se bude konstruovat jen pfiblizné.
Toto pfiblizeni budeme znadit ay(.,.,.) a bude zdvislé na pouzité siti a také na pouzitych
kvadraturnich formulich pro numerickou integraci. Stejnd uvaha je platné i pro funkciondl f

ze vzorce (90). Jeho aproximaci budeme oznacovat fj,.
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2.4.3 Stabilizace metody konecnych prvku

Standartni aplikace metody konec¢nych prvki, zvlasté pri velkych Reynoldsovych ¢islech vede
k numerickym schématiim, ktera davaji nefyzikdlni vysledky. Objevuje se tzv. Gibbstv jev,
reprezentovany nefyzikdlnimi oscilacemi. V zdvislosti na transpotni rychlosti proudéni w =
u* — w a vazkosti v Navierovy-Stokesovy rovnice mohou pfechizet do limitnich pfipadd, kde
bud’ prevladd difuznf (tj. 2 < 1) nebo konvektivni &len (tj. 2 > 1). V pripadé prevlada-
jictho konvektivniho ¢lenu mluvime o singularné pertubované konvektivné-difuzni rovnici. V
pfipadé v = O se rovnice stane hyperbolickou. Charakter rovnic se odrdzi i v jejich reSeni. V
pripadé, ze @ > 1% se okrajové podminky stavaji nereguldrnimi, protoZe jsou zavedeny pro
nepertubovanou (parabolickou) rovnici, kdezto skute¢ny charakter rovnice se blizi k hyperbo-
lické rovnici. Abychom se vyhnuli tomuto jevu, pouZijeme stabilizaci pomoci tzv. streamline-

diffusion/Petrov-Galerkinovy techniky pfevzatou z [5] nebo [3].

Definujme stabiliza¢ni ¢leny

L,(U*,U,V) = Z Ok (iu—vAu—k (W-Vu+Vp, (w- V)V> (95)
KT, 2t K;

| N
AV) = T b g ). 9)
iSth i
kde

U=(u,p) U= (u*p) V=(v,4q)

adkg > 0, K; € Ty, jsou vhodné parametry, w = u* — witl je transportni rychlost a (-, )k, je
skaldrni souéin v L?(K;).

Diéle zavedeme stabilizacni Cleny pro tlak ve tvaru

Ph<U7V): Z TK,»(V'U,V'V)K“ U:(uap) V:(V7Q)7 (96)
KieT),

s vhodnymi parametry Tx > 0 pro K; € Tj,.
Stabilizovany diskrétni problém formulujeme nasledujicim zptisobem: Hledame Uj, =
(ap, pr) € Wy, x M), takové, Ze uy, splituje aproximaci okrajovych podminek (78) na I'p a (80)

naly, a

an(Un, Un, Vi) + Ly (Up, Up, Vi) + Po(Un, Vi) = f(Vi) + Fu(Vi), YV = (Vi,qn) € Xn X M.
97)

8Velka transporni rychlost W nebo (a zdroveii) mald vazkost V.
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Nyni vénujme pozornost volbé parametri dx a Tg. PouZijeme metodu popsanou v [4].
Rychlost proudéni je v riznych mistech oblasti Qg rtiznd, proto oblast proudéni se déli na dvé
podoblasti. Na jedné prevlddad difuzni Clen a na druhé prevlada konvektivni Clen. Na téchto
dvou podoblastech budeme tyto parametry volit riznym zptisobem. Parametr dg je definovan
na zdkladé transportni rychlosti W a samoziejmé vazkosti v, kterd je vSak konstantni v celé

oblasti Qg. Klademe

hg —
O =6  —— Re%), (98)
K= W o)
ke il
w __ "KIWIIL=(K)
Re" = —2v (99)

je tzv. lokdlni Reynoldsovo &islo a Ak je velikost elementu K méfend ve sméru w. Funkce &(.)
je neklesajici v zdvislosti na Re¥ tak, Ze pro lokélni konvektivni dominanci (Re™ > 1) § — 1
a pro lokélni difuzni dominanci (Re™ < 1) & — 0. Parametr 8* € (0, 1] je volitelny parametr.
Funkci &(.) definujeme napf. vztahem
_ Re%

E(Re™) :min(%, 1). (100)
Vybér parametru Tx je opét rizny v oblastech, kde prevlada difuzni nebo konvektivni ¢len. T
volime

k=T hk|[W||~x) a =0 (101)

pro lokdlni konvektivni dominanci a lokdlni difuzni dominanci. Symbol t* znaci volitelny

parametr z (0, 1].

2.4.4 Numericky vypocet sily L, a momentu sily M

Numericky vypocet sily L, a momentu sily M v ase t = f,, z pfiblizného feseni Uj, = (uy, pp,)
vypocteného jako feSeni stabilizovaného diskrétniho problému (97) miZe byt proveden dvéma

zpusoby.

a) Jako prvni moznost se nabizi vypocet slozek T;; tenzoru napéti v Case t =1,y ze vzorce
(76) na elementech K; € T}, prilehlych k leteckému profilu I'y, extrapolaci hodnot 7;; na profil

'y, a ndsledné vypocet L, a M numerickou integraci podél I'y; podle vzorct (74) a (75).

b) Druhd a zaroven presnéjSi moznost, kterd je vhodnéjsi s ohledem na slabou formulaci

problému, je ddna nésledujicim zpisobem. Vyjdeme z Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE
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formulaci diskretizované v Case pro Cas t = 1,1 vyjadiené po slozkéach jako

Bu; — 4t} + ity n+l 2. IT;;
— Wy —
2T + ((ll w ) )ul J:Z:l aXJ )
vQ, ., i=12. (102)
Definujme mnoZinu
Qry, = | J{Ki € Ti; KinTw,; # 0}, (103)

kterd reprezentuje jednovrstvy pds kolem leteckého profilu tvofeny konecnymi prvky. Na-

sobenim rovnice (102) pro i = 2 funkci ¢ € W}, pro kterou plati

¢ =1proxe 'y,
¢ =0prox e \Qr,,,

a integraci pfes mnoZinu Qr,,, dostivdme

3u2—4ﬁ’§+uA”2_1 +1
—w' = 104
/£2er ( o +((a=w")-V)u, | odx = Z/Q XJ (104)

Aplikaci Greenovy véty a uZitim vlastnosti funkce ¢ na pravé strané (104) obdrzime
3ur — 47 ~n—1
/ ty — 4G 1 +((a=w") V), | pdx =
Ql“Wt 2t

2
Toinid / T —dx 105
;/FW[ 2jn;jas — or, 2] ( )

kde je n vnéjs$i normadla na profilu I'y,, tj. sméfujl’ci do proﬁlu. Pouzitim vzorce (74) miizeme

vyjadrit silu Lo:

Bup —4ull, +u), J
L= _/ ( h2 2h2 h2 + ((uh _Wz—i-l) )uhZ) Qdx — Z / sza(P dx,
QrWz T

(106)

kde jsme navic presné feSeni u nahradili vypoctenym pfibliZnym feSenim uy, pro ¢asové vrstvy

n—1,n,n+ 1 arychlost oblasti w"*! v ¢ase t = ,,, | jsme nahradili aproximac{ WZ+1.

NapiSeme-li systém (102) ve vektorovém tvaru a vyndsobime skaldrné vektorovou fukci vt =

( ort .,ort

v, v§"), pro kterou platf
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muiZeme odvodit vyjaddfeni pro moment M. Postupujme podobné jako v predchozim. Tzn., Ze
vysledny soucin zintegrujeme pres mnoZinu Qry,,, déle aplikaci Greenovy véty a pomoci vzorce
(75) se dostavame k vyjadieni pro vypocet M:

Bup, — 4, + !
M= _/ h2 h2 h2 +((uh_WZ+1)'V)uh2 vt Ix
Qry, 2

a ort
-y / 7., 2 gx. (107)
Qry, '

2.4.5 Rovnice pro zobecnéné souradnice

Soustavu rovnic (71) prevedeme na soustavu Ctyf diferencidlnich rovnic prvniho fadu nésledu-

jicimi upravami. Nejprve soustavu rovnic (71) zapiSeme ve tvaru

mh+ Sq6 = —Lo — kpph — Dipph — Dpg .,

S(xh +IOL(X4 =M — kOLOC(X’ _D(Xhh — Daaa. (108)

Na tento z4pis miiZzeme nahliZet jako na linearn{ soustavu dvou rovnic pro neznimé /, d. Jejim
feSenim dostaneme

. 1 : .

h= B [_I(XLZ —SaM — lokpph + Sakao O + (SocDoch - Iothh)h + (SocDoc(x - ]oth(x)(x]7

1 .
kde
D=mly—S>.

Tato soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou (71) pokud D # 0. Transformace y; = h,

ya = h, y3 = o, y4 = & ddva soustavu étyf diferencidlnich rovnic prvého fadu

Vi
v=| " | =t Y()
V3
Va
Y2
| B(~Tala — SaM — Iokuyy1 + Sokaay3 + (SaDan — IaDin)y2 + (SuDoo — IaDha)y4)
Y4

5(SaLa +mM + Seknnyr — mkaays + (SoDun — mDan)y2 + (SaDho, — mDoo)y4)
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= QY +R,
kde matice Q a vektor R jsou
0 1 0 0 0
o _laky SoDutaDy  Sakos  SeDuo—laDi R L| taten S | oo,
0 0 0 1 D 0
Sakiy  SaDy—mDay _mhgy  SeDju—mDa SolLn +mM

Tato soustava diferencidlnich rovnic bude feSena Ruge-Kuttovou metodou druhého fadu. Pro

vypocet vektoru Y na ¢asové vrstve t,4.1 pouZijeme

1
Y1 :Yn+1:f(tn+%,Yn+Erf(tn,Yn)). (110)
Z teseni U), na predchozich ¢asovych vrstvéch 1, a 1,1 budou vypocteny hodnoty Ly ,,—1, Lo
sily L, a M,,_1, M, momentu M na téchto ¢asovych vrstvach. Z téchto hodnot ziskdme linedrni

extrapolaci L a M na ¢asové vrstvé 1, + 3:

1
L27n+% = L2,n71 + §(L2,n - L27n71)7

1
M,H_% =M, + E(Mn _Mn—l)u

které potiebujeme pro vycisleni vektorové funkce f(7, L ).

2.4.6 Konstrukce ALE zobrazeni

V predchozim jsme ukazali, jak ziskat aproximace h,1, O,+1, funkci A, o0 v Case t,+1. Nyni
jiZ miZzeme definovat aproximaci ALE zobrazeni (4) pro ¢asovou vrstvu t, 1, kterou budeme
znacit A, 1. Jeji numerickou realizaci uvedeme ve 3. kapitole.

Zobrazeni A, jednoznacné urCuje oblast Q,, | a dovoluje ndm zkonstruovat aproximaci

n+1

rychlosti w"™" pro libovolny bod x,,+1 € Q11 jako

X1 — Ay (A;_L (Xn+1))

n+1
( T

w (111)

Xn—i—l):

Nyni jiz miZeme fesit problém (86) a vypocitat feSeni U, na ¢asové vrstve f,, 1.

2.4.7 Reseni nelinearniho problému

Vypocet ptiblizného feseni Uj, na Casové vrstvé t,, 1 pfedstavuje obtizny problém vzhledem k

nelinearité rovnice (97). Nejjednodussi moznosti je rovnici (97) linearizovat. Nelinearni kon-

vektivni ¢len v (71) nahradime linedrnim pribliZzenim

[(u—w)-Viux [2u"—u""' —w) - V]u.



2.4 Diskretizace problému (numerickd cdst) 35

Toto zjednoduseni vede k feSeni jednoho linedrniho Oseenova problému na kazdé casové vrstve.

My vsak pouZijeme presnéjsi Oseenovu iterativni metodu, kterd ja dana formuli

an Uy Ul V) + LU UL Vi) + PO Vi)

= (Vi) + Fu(Vi), YV = (Vi,qn) € Xp X M. (112)

TudiZ, mame predpis pro konstrukci posloupnosti Uy, ”+1 ,m=0,1,..., kterd konverguje k feSeni
U, 1 rovnice (86). Jako nulty prvek této posloupnost1 budeme volit U)’ ”“ =U}' = (u}, pj;) nebo
U"Jrl 208 - U, ! = (2u} — h*1,2ph -y 1. Touto volbou nulteho prvku posloupnosti
se reSeni predchozi metodou d4 povazovat za prvni iteraci v Oseenové iterativni metodé. V
kazdé m-té iteraci feSime opét Oseendv linedrni problém, v némz vypocteme U,’:j;lﬁr U, ”+1
podle ptedpisu (112). Pro dostate¢né presné feseni na kazdé Casové vrstve typicky postaci 5 — 8

Oseenovych iteraci.

2.4.8 Reseni Oseenova problému

Necht’ u;lr je zatim libovolnd funkce, pro kterou plati u; cW,a u; spliiuje priblizné okrajové

podminky (78) na I'p a (80) na I'y, pro &as t,41. Déle necht’ systém funkei {w; }7%, tvoii bézi

prostoru X, a systém funkci {qj}?ﬁ , je baze prostoru M. PoloZme U;:;Ll (W mt1, Phomt1)-

Reseni UZ’HH budeme hledat ve tvaru:

ny
—ur * P
Wyt =W, —|—ZUjo, UjER,]—l,...,nx,
J=1

nym
Phmi1= Y. Pigi, Pi€Rj=1,...ny
j=1

Dosazenim do (112) dostdvdme soustavu linedrnich rovnic o ny + ny neznamych

ny ny
ZalJU]+ZblkPk:E i=1,.,nx,
j= k=1

nx
ijlUjZGl lzl,..,nM,
j=1
kde koeficienty a;;, b, F;, G; maji tvar
aij= 5 (W5, wi) +v((wh,wi)) + (((wy) —wt) - V)ws, wi)
+z,(€ThesK(ﬁwj—vmv;f+((u';;1 W) V)w, (upt! - w”“)-V)w;k)K

+Yker, & (V-W;,V-wi)g,



A
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bik = (qlt7vw;k)7

Fi= (48" =" w) = fr, W] nds+ Ko,k (40" =8 ), (., —w)-V)w))
— 32 (W) +v((wf, wi)) + (((wh) = W) Vuy, wi)
—Yker, Ok (2—Tuh —vAu; %—((uZ‘fn1 W) VigS, ((ur —wt -V)w?‘)K
— Xker, (VU V-wi)k,

_ + %
G = (V'uh yq] )
V kazdé Oseenové iteraci FesSime soustavu tvaru

A B U F
BT 0 P G

kde vektor (U,P) € R"X*" yyjadiuje feSeni U};’Jr 1 vzhledem k bézi

S ={{(w;,0)}:%,.{(0, q])}?ﬁl}

prostoru Xj;, X Mj,. Soustava je nesymetricka a fidka a je feSena pomoci fesice UMFPACK, ktery
vyuZziva nesymetrickou multifrontdlni metodu. Tato metoda je pfim4, viz. [12].

Nyni se zabyvejme otdzkou, kdy Oseenovy iterace ukoncit. JelikoZ se snaZime docilit,
aby podminka (97) byla pro U,Z‘ i1 €O nejpiesnéji splnéna, klademe na posledni iteraci U}?H

pozadavek

(UL U V) + Ly (UL U V) + PR (U V) — f(Ve) — Fa(Vi)| < 8,

YV, €S, (113)

sz Yz

kde |.| je absolutni hodnota a 0 je parametr numerické Césti naseho modelu reprezentujici
pozadovanou pfesnost’. Oseenovy iterace ukonéime v piipadé, Ze Uh’; +1 Spliiyje (113), naceZ
poloZime U,’fr] U,’l’j;llJrl Vyraz (113) neznamend nic jiného nez, Zze vektor (U,P) vyhovuje
rovnici (97) v ndmi definované absolutni pfesnosti v normeé ||gl/cc = max—1,_ny-n, (&) pro
vektor g z prostoru R "M 'V nékterych piipadech je rozumné absolutni pfesnost nahradit pies-
nosti relativni nebo kontrolovat oba druhy pfesnosti a ukoncit iterace v pripad¢€, Zze podminka
(113) je spliiena alespoti pro jeden druh pfesnosti. Dal$i modifikaci (113) je ||.|| v prostoru

R+ nahradit normou jinou, napf. kartézskou ||g|l2 = /X7 |gi|?. Pro rezidumu R tedy

musi platit

%Jde o absolutni{ pfesnost
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APB U FP U
R= - < max (0,9 )
BT 0 P G P

kde |.|| je n&jaka norma na prostoru R"X*" a 9 je relativni pfesnost. Matice A” a vektor FP

n+1 n+1

vzniknou z A a F dosazenim W =Wy
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3 Numericka realizace - software

3.1 Realizace ALE zobrazeni

Je nékolik moZnosti jak realizovat ALE zobrazeni. Navzdjem se li§i pfesnosti, sloZitosti im-
plementace, ¢asovou ndrocnosti pfi numerické realizaci nebo rozsahem pouZziti. Samoziejmé
je nutné jako v celé aplikované numerické matematice zvolit vhodny kompromis mezi témito
cily, které jdou proti sobé. Tzn., Ze neni mozné navrhnout postup, ktery by byl zaroven velice
presny, ¢asoveé nendrocny a obecny, tj. zahrnujici velkou skdlu modifikaci problému, napf. pti
vetSi zméné geometrie problému. Nejprve si ukdZeme elegantni a obecny postup, pouzitelny pro
geometrie riznych typl. Jeho relativné sloZitéj$i implementace a hlavné ¢asovad naroc¢nost pfi
numerické realizaci vypoctl nas privadi k jednodussi mozZnosti, kterd ma vSak omezené pouZiti.

Je ale Casové€ nenarocnd a co je stejné duilezité, je dostatecné presna.

3.1.1 Realizace ALE zobrazeni pomoci Laplaceovy rovnice

Nasim tkolem je nyni zkonstruovat hladké zobrazeni (4) oblasti g na oblast €, priCemz tyto

vvvvv

z o, a h umime zkonstruovat A; pro X € I'y,. Jde o body na okraji profilu, které se transformuji

X = (Xl —X01>COSOL—|—(Xz—XOQ)SiHOC—l—X()l (114)

Xy = —(X1 —X()l) sin oL + (X2 —on)COSOL—}—h—f—XOQ ,
kde Xo1, Xo2 jsou ALE soufadnice torzni osy v rovnovdzné poloze. Déle pro X € dQ \ I'y, je
zobrazeni A, identitou, jak vyplyva z obr. 2. Pro body X € IntQ2y budeme zobrazeni A, hledat

tak, aby A; slpriovalo Laplaceovu rovnici
AxA; =0 X e Q. (115)

Okrajové podminky jsou zfejmé z poZadavki na zobrazeni A; na 0. Numericky se feSeni
problému (115) bude hledat jen na uzlech triangulace. K tomu ndm postaci pouZzit konecné
prvky typu P;. Pro vypocet rychlosti transfomace w; pouZijeme vztah (111). Je zfejmé, Ze zo-
brazeni A, nalezené timto zpiisobem je na celé oblasti Q hladké.

Tato metoda je elegantni a obecnd, jeji pouziti vSak neni pfili§ praktické a proto se

pokusime této metod€ vyhnout.
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3.1.2 Realizace ALE zobrazeni pomoci geometrickych uvah

V dal$im budeme uvazovat letecky profil v aerodynamickém tunelu. Pro tento pfipad navrhneme
metodu konstrukce ALE zobrazeni pomoci geometrickych tivah. Stejné jako v pfedchozim je

zapotiebi pro hodnoty /, o zkonstruovat zobrazeni A, pro uzly triangulace. Oblast Qg rozdélime

na tii podoblasti viz. obr. 5, které budeme transformovat riznym zptisobem. Nejprve Casti

Obrazek 5: Rozdéleni oblasti

oblasti Q, kterd je v blizkosti profilu budeme transformovat stejné jako povrch profilu, tj. jedna

se pouze o otoceni a posunuti, tuto podmnoZinu £ budeme oznacovat Qo ». MiZeme tedy psat
A/(X)=®(X) proXeQpa,

kde zobrazenni @ je afinni a dd se zapsat stejnym zpisobem jako (114). Cést oblasti Qo, kterd
se nachazi kolem stén aerodynamického tunelu, ptipadné v blizkosti vstupu a vystupu, budeme

znacit £ . Pro tuto oblast plati
AX)=¥(X)=I(X)=X proX e Qqy.
Zbytek oblasti Qo o1w = Qo \ (Qo.» U0 w) budeme transformovat
A(X) = (a® +B¥)(X) proX € Qorp, (116)

kde plati
o,peR, a,fel0,1], a+p=1I. (117)
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Obrazek 6: Rozdeéleni oblasti A,(Qo) v Case t

Redlnd ¢isla o, B nebudou konstantni na Qg ¢ w, ale budou zdviset na poloze bodu X vhodnym
zpusobem tak, aby zobrazeni A; vyhovovalo v jistém pribliZeni poZadované vlastnosti, tj., aby
A; bylo na celé oblasti Qg hladké. Zobrazeni A; se konstruuje opét pouze na uzlech triangulace.
Ozna¢me mnoZinu, ktera je hranici mezi oblastmi Qy ¢ a Qp o4y, jako I'g ¢. Déle necht’
hranice mezi oblastmi Qp ¢y a Qo y je nadile oznacena jako I'g . Pro jednoduchost imple-
mentace je vhodné, aby I'g ¢ a I'g w byly elipsami, které jsou navzdjem podobné, tj.
a _ 9o
by by’
kde ay (resp. ag) je délka hlavni poloosy elipsy I'gy (resp. I'n.a) a by (resp. bp) je délka
vedlejsi poloosy elipsy I'g w (resp. I'g ¢). Ddle necht’ obé elipsy maji spoleCny stied umistény

v torzni ose profilu. Kazdému bodu X € Q pfitadimé redlné ¢islo C(X) podle predpisu

1 1
CX)= \/—2(X1 — Xo1)% + —2(X2 —Xon)2.
e by

Pro body X € Qg plati, Ze
CX)<1lproXe€Qpap
C(X)>1aC(X) < ZEproX € Qparw
C(X) > X proX € Qow

CX)=1proXeTljo
C(X)=gEproXeTow .
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Pro body X € Q¢ ¢y klademe redlnd ¢isla o, B z (117) jako

B(X) = u_%ilmin(max(C(X) —1,0), 2 —1)

agp ’ %
o(X) =1-PB(X)
TudiZ jiz mame zkonstruované zobrazeni A;. Implementace v jazyce C je umisténa v dodatku
B.
Je zfejmé, Ze tato metoda je implementacné 1 Casové nendrocnd. Jeji pouZiti nds vSak
omezuje na malou amplitudu funkci a(z) a A(¢) a dostate¢né velké umisténi profilu od stén

tunelu.

Pro tento pfipad se budeme jeSté zabyvat otdzkou, jak pfesnéji vypocitat rychlost ALE

transformace w. Je zfejmé, Ze
W(t,X)=0proX e Qoyate[0,T].
Diéle plati, Ze

w(t,X) = w1 (1, X) _ (—(X1 —Xo1) sinau(t) + (Xa — Xo2) cos a(t) )ou(t)
; Wa(,X) (—(X1 — Xo1) cosai(t) — (Xo — Xop) sinou(t) ) &u(t) + h(t)

proX € Qopare|0,T],

¢ehoZ jsme dosahli derivovanim rovnice (114). JelikoZ zobrazeni A;(X) pro X € Qo o+w je

dano vzorcem (116), diky vzorci (5) pro rychlost ALE zobrazeni plati

#1.X) = 2 A(X) = 2 (@X)(.X) + BR)W(. X)) =
0
9B(1,X) (1, X)) 3D(1, X) £33
a(x) 228X g XN _ ) 220X iy OX
Tudiz
W(t X) _ ~1(I,X) _ OL(X) (—(Xl —X()l) SiIlOC(t) + (Xz —X()Q) cos 0(([))0((1‘)
’ Wz(l‘,X) (—(Xl —X()l)COSOC(l‘)—(Xz—on)SiIl(X(l‘))d(t)—|—h(t)

pro X € .Q()_‘q)_‘_\y ar c [0, T].

Implementace v jazyce C je rovnéZ umisténa v dodatku B.

obrazky/snap02.epsobrazky/snap03.epsobrazky/snap04.eps
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Obrazek 7: Realizace ALE zobrazeni pro izotropni sit’

Obr. (7) nazorné ukazuje realizaci této metody pro izotropni sit’ a pro Ctyfi rizné hodnoty
o, h. Veli¢ina h a pouZité soutradnice pro oblast £; jsou bezrozmérné. Ukdzka ALE trasformace
v Case je rovnéz na priloZzeném CD nosici jako video soubor pod ndzvem ALETranformation-

InTime.mpeg.
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4 Vysledky

V této &asti prace se zam&ifme na problém, ktery je experimentilné studovan Ustavem ter-
momechaniky Akademie v&d Ceské republiky. Tento problém se pokusime fesit numericky a

samoziejmé provedeme porovnani dosazenych vysledkii obou pfistupt.

4.1 Experiment
4.1.1 Popis experimentu - experimentalni usporadani

Experiment studuje vibrace profilu, umisténého v aerodynamickém tunelu. JelikoZ jde o zdk-
ladni vyzkum, byl vybrin profil, ktery se pomérné jednouduSe konstuuje, av§ak nemd piimé
pouZziti v praxi. Profil je upevnén v torzni ose a md dva stupné volnosti. Je mu umoZnéno
pohybovat se vertikdlné a taktéz konat torzni pohyb. Rovnovazna poloha profilu v tunelu je
rizna. Bude se ménit vzdalenost od stiedu tunelu. Experiment rovnéZ umoznuje ménit Sitku
tunelu a rychlost vstupniho proudu vzduchu. Buzeni vibraci profilu bylo realizovdno mechan-

icky pulznim miniaturnim kladivkem - viz [15].

4.1.2 Geometrie problému

Profil se sklada ze dvou kruhovych obloukt s parametry uvedenymi na obr. 8. Uvedené rozméry

Voo v

profilu.

120/3=40 |

120

Obrazek 8: Profil

Aerodynamicky tunel je zndzornén na obr. 9. Uvedené rozméry jsou opét v milimetrech.
Siika tunelu je maximaln& 200 mm. Uy je nab&Zn4 rychlost proudéni vzduchu, kterd je zarovefi
charakteristickou rychlosti. Zde provedeme vypocty pro §itku tunelu 180 mm a pro pripad, kdy

je elastickd osa profilu v rovnovdzné poloze vzdalena od obou stén tunelu stejné.
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Obrazek 9: Aerodynamicky tunel

4.1.3 Vysledky experimentu

V experimentu bylo dosazeno nésledujicich vysledk, viz obr. 10 a taktéz [14], kde jsou vyne-

0 1 " f1[Hz]

. A f2[Hz]
35 .

30

25 By

20 A

f[Hz]
| 4
»
| 4
| 4
| 4
3

15

10

0 50 100 150

v[m/s]

Obrazek 10: Vysledky experimentu

seny rezonancni (vyznamné) frekvence f1 a f2 pro systém funkci o0 a /4 v zavislosti na vstupni
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rychlosti vzduchu. V rdmci experimentalniho zkouméni byly rovnéz ureny parametry

kpn = 1711.6N /m, koo, = 4.5Nm/rad, m = 0.082kg, So = —0.00013kgm, I, = 0.000095kgm?,

Dy, =3.5Ns/m, Doy, = 0.0024Nms/rad, Do, = 0.0021Ns/rad, Dy, = 0.0021Ns/m, (118)

Vv

hrané profilu nez elasticka osa.

4.2 Numerické vypocty

Nejprve zavedeme veliCiny, které pouZijeme v numerické ¢asti pro popis proudéni.

4.2.1 Bezrozmérné veli¢iny

V této Casti se budeme zabyvat zavedenim bezrozmérnych veli€in uZivanych v popisu dynam-
ickych, kinematickych a geometrickych vlastnosti problému. Tyto bezrozmérné veliCiny jsou
dalezité, protoze pouzity software dava vystupni vypocitané hodnoty pravé v téchto veli¢inach.
Opirame se tak o zdkon podobnosti, uvedeny napt. v [11, strana 627]. Dal§im vyuZitim prob-
1ému podobnosti v hydrodynamice je, Ze experimentalni vyzkum Ize provddét na (zmenSenych)
modelech skuteénych téles. Bezrozmérné rovnice vzniknou vhodnou upravou Navierovych-

Stokesovych rovnic (42). Nejprve zavedeme bezrozmérnou polohu bodu x’
x =LY, (119)

kde L* je charakteristicky rozmér. V nasem piipadé to bude délka profilu. Dal$i bezrozmérnou

veli¢inou je bezrozmérna rychlost proudéni u’
u=U", (120)

kde U* je charakteristicka rychlost, kterou polozime velikosti nabézné rychlosti proudéni vz-
duchu Uyp. Témito rovnicemi je jiZ uren i pomér obou Casovych stupnic. Je-1i bezrozmérny Cas
¢’ dén vztahem

t=T%, (121)
kde T* je konstanta, pak z rovnic (119) a (120) plyne

_dx L7 dx’

U'd=u=—=—"——.
dt  T*dt
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Tudiz,
* L*
T"=—.
U*
Bezrozmérny tlak p’ je dan vztahem
p=Pp, (122)
kde za P* klademe
1 2
P =—(U")".
—(U")

Dosazenim (119), (120), (121) a (122) do (42) dostame

DA 1
ﬁu'—k (W' —w) - V]u'+Vp — ﬁAu’ =0 vQ,

divu' =0 v, (123)

kde Re je definovdno vztahem (1). Timto pfevedeme problém proudéni v aerodynamickém
tunelu na geometricky podobny problém proudéni, kde bude délka profilu 1'° a rychlost vstup-
niho proudu vzduchu rovnéz 1. Hlavnim kritériem podobnosti je jiZ zminéné Reynoldsovo Cislo

Re.

4.2.2 Frekvencni analyza

Jelikoz jsme jako vysledek experimentli obdrzeli pouze vyznamné frekvence signdli, musime
pred porovnanim provést s numericky obdrzenymi daty stejnou operaci, tj. Fourierovu trans-
formaci. K frekven¢ni analyze jsme nemohli pouzit diskrétni Fourierovu transformaci viz [16]

danou vzorcem

N-1
H, = Z hkeZJrlkn/N7
k=0

ktera zobrazuje N komplexnich Cisel 4; na N komplexnich Cisel H,,, protoZe ta ndm dava
hodnoty Fourierovy transformace ekvidistantné v nékolika malo bodech frekvence v intervalu
[—fc, fcl, kde fc je Nyquistova kritickd frekvence dand formul{

1
fC - ﬂa
pricemZ A je vzorkovani signdlu, tj. rozdil dvou po sobé jdoucich ¢asovych bodil v signdlu.
Pocet bodl v obraze odpovida poc¢tu bodu v signdlu. Tj. napt. pro A = 0.0001 s a aproximaci

signalu v 1000 bodech (1000 ¢asovych krokii) dostaneme aproximaci Fourierovy transformace

10Uveden4 konstanta je zimérné bez rozméru.
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ve frekvencich na intervalu [0,50] Hz pouze v 5 bodech. Proto jsme pouZili klasicky vzorec pro
Fourierovu transformaci
H(f) = [ hoe™ i,
ktery jsme numericky vyfteSili pomoci lichobéZnikové formule
H(f,) = ZNzlh(t )ik IN gy
n) =5 k 5

k=0

pro dostatené mnoZstvi bodd f,. V grafech frekvenéni analyzy vynd$ime |H(f,)| =

\/Rez(H(fn)) +Im?(H(fy))-

4.2.3 Volba oblasti

Zde jiz budeme veliCiny uvaZovat v bezrozmérném tvaru. Volba oblasti je na obr. (11)

0.75: b _
Iy Lo
o
0.0 A e R et .
Q, | '
-0.751 . :

Obrazek 11: Volba oblasti

Dirichletova okrajovd podminka pro rychlost na I'p je na vstupu 1 a O na sténédch aerody-

namického tunelu.

4.2.4 Triangulace oblasti

Triangulaci oblasti budeme provadét pomoci programu ANGENER viz [13]. Tento program
lze pouZit jak pro prvni izotropni triangulaci, tak pro anizotropni adaptivni zjemniovdni. Je-
likoz pracujeme s vazkou tekutinou, vznikd v blizkosti obtékanych téles mezni vrstva a za
obtékanym profilem se objevuje odtrZzeni a uplav, které je tfeba zachytit dostateCné presné v
reSeni. Tudiz, tyto problematické oblasti potfebujeme vice zjemnit. I tento problém lze uspoko-

jivé fesit pomoci tohoto programu (resp. jeho Upravou). Velikost mezni vrsvy je vSak zavisla



4.2 Numerické vypocty 48

na Reynoldsovém Cisle (resp. rychlosti ndbézného proudu vzduchu). Musime proto adaptaci

provadét pro kazdé Reynoldsovo Cislo zv1ast'.

0.6 %
0.4
0.2

0
0.2
0.4
0.6

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Obrazek 12: Izotropni triangulace vypocetni oblasti, 4978 bodii a 9625 elementii

Vypolty budeme provadét pro konecné prvky typu P»/P; s nasledujicimi stabilizacnimi
parametry

& =0.025, 1" = 1

a bezrozmérnym cCasovym krokem

Thez.roz. = 0.025.

4.2.5 Reseni bez vlivu tekutiny

Zde budeme uvaZzovat, Ze vliv tekutiny na pohyb profilu neni Zadny, tj. vertikdlni sila L, a
moment M jsou nulové. Resime tedy pouze rovnice (71) pro pohyb profilu s nulovou pravou

stranou. Pro tento systém obycejnych diferencidlnich rovnic dostadvdme vlastni Cisla
513 = —22.3966903 £ 142.63770471, 524 = —12.84639161 +217.63658641,

kterd jsou vlastnimi Cisly matice Q 2 (109), do které dosadime parametry (118). Tomuto odpovi-

daji rezonancni frekvence f1 = 22.7 Hz a f2 = 34.64 Hz, které jsou ddny podle vzorce

fl= Imz(;l) a analogicky pro f2. Numericky vypocet pro funkce o(f) a h(t) je na obr. 13 a
frekvenc¢ni analyza je na obr.14, kterd ddva rezonan¢ni frekvence 22.95 Hz a 34.8 Hz.

Buzeni budeme realizovat tak, Ze profil fixujeme do nerovnovéazné polohy v obou sourad-
nicich o # 0 a h # 0, konkrétné o0 = 2.86479° a h = 6mm a po jisté dobé profil uvolnime, tj. jeho
pohyb se zaéne fidit soustavou rovnic (71). Stejnym zptisobem budeme budit vibrace profilu i

pro vypocty s vlivem tekutiny.
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Obrazek 13: a(t) (vlevo) a h(t) (vpravo) pro vypocet bez viivu tekutiny
0.7
1.0
0.6 4
0.5 4 0.8 4
0.4
g g oe
%_ 03 %_
g g
< < 04
0.2 '
017 02
0.0 4
T T T T T T T T T 1 0.0 T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frehvence [Hz] Frekvence [Hz]
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Obrazek 15: Anizotropni adaptovand sit’ pro Oms™", 3996 bodii a 7670 elementii
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4.2.6 Nabézna rychlost Oms~!

YV VYR VT
i TV

1 1
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200 0.225 0.250 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200 0.225 0.250

time [s] time [s]

Obrazek 16: a(t) (vievo) a h(t) (vpravo) pro ndbéznou rychlost vzduchu 0 ms™"

Pro nabé&Znou rychlost vzduchu Oms~! zjemnime sit’ pouze kolem profilu viz. obr. 15.

Profil nejprve fixujeme do polohy odpovidajici soufadnicim o0 = 2.86479° a h = 6mm.
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0.2

0.0
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Frekvence [Hz] Frekvence [Hz]

Obrazek 17: Frekvencni spektrum pro aft) (vlevo) a h(t) (vpravo) pro ndbéZnou rychlost vzduchu 0 ms™"

V numerickém experimentu jsme dosahli pro o a & signali vynesenych na obr. 16.
Frekvencni analyzou - viz obr. 17 dostdvdme pro rezonancni frekvence hodnoty 22.8 Hz a
34.75 Hz. Na obr. 18 se miZeme presvédcit, Ze vliv tekutiny je pro nulovou nabéznou rychlost

maly.
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Obrazek 18: Porovndni viivu tekutiny p¥i nulové rychlosti tekutiny
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Obrazek 19: Anizotropni adaptovand sit’ pro 17.5ms™", 10151 bodii a 18647 elementii
4.2.7 Nabézna rychlost 17.5ms~! - Re 140000

Zacneme izotropni triangulaci z obr. 12. Na této siti provedeme vypocCty na fixovaném pro-
filu a ziskané vysledky pouZijeme pro adaptaci pomoci upraveného programu ANGENER.
Opakovanim tohoto postupu dostdvame sit’ na obr.19, kterd je vhodna k vypoctim na pro-
filu, na kterém budeme zkoumat vibrace. Vhodnost této sité¢ budeme ovérovat na modelu, kde je
pohyb predepsan pomoci harmonického kmitini v obou stupnich volnosti a to v o¢ekavanych
frekvencich - viz Vysledky experimentu. Profil nejprve fixujeme do polohy odpovidajici soutad-
nicim o0 = 3.43775° a h = —3.6mm.
V numerickém experimentu jsme dosdhli pro o a & signald vynesenych na obr. 20.

Frekvencni analyzou - viz obr. 21 dostavame rezonanc¢ni frekvence 36.0 Hz a 24.25 Hz.
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Obrazek 23: a(r) (vievo) a h(t) (vpravo) pro ndbéznou rychlost vzduchu 40 ms™!

4.2.8 Nabézna rychlost 40ms—' - Re 320000

Profil nejprve fixujeme do polohy odpovidajici soufadnicim o0 = 3.43775° a h = —3.6mm. V
numerickém experimentu jsme dosdhli pro o a 4 signdlii vynesenych na obr. 23. Frekvencni

analyzou viz. obr. 24 dostdvdme rezonan¢ni frekvence 22.0 Hz a 37.4 Hz.
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Obrazek 24: Frekvencni spektrum pro a(t) (vlevo) a h(t) (vpravo) pro ndbéZnou rychlost vzduchu 40 ms~!

4.3 Shrnuti a porovnani vysledku

Na obr. 25 je vyneseno porovnani v rezonancnich frekvencich pro experiment a numericky

dosaZeného feseni.
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Obrazek 25: Porovndni numerickych vysledkii a experimentu - rezonancni frekvence
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5 Diskuze

Nejprve se zabyvejme porovnanim vysledkii dosazenych pomoci experimentu a numerickych
metod. Z obr. 25 je patrné, Ze pro vyznamné frekvence doslo k vyznamnéjsi neshodé zejména
pro 2. JelikoZ je tato neshoda stejnd i pro nabéznou rychlost vzduchu 0 ms~! resp. pro prob-
1ém bez vlivu tekutiny, tuto chybu bych pfisoudil nepfesnosti vstupnich parametrii. Vstupni
parametry se ziskdvaji pomoci dynamickych experimentil a takto ziskana data se ,.fituji” na
nas model. Déle bychom cht€li upozornit na fakt, Ze s rostouci ndbéznou rychlosti vzduchu se
nam nepodafilo zachytit klesajici charakter ve vyznamnych frekvencich f1. Experiment ukdzal,
Ze tato frekvence klesd az do urcité kritické rychlosti. Tato chyba by se zfejmé dala zmensit,
ne-li odstranit zvySenim presnosti celého modelu, tj. vétSim zjemnénim sité, vétsim poctem ne-
linedrnich Oseenovych iteraci na jednom ¢asovém kroku a zmensenim ¢asového kroku. To by
samoziejmé vedlo k dal$im ¢asovym ndrokim.

Chtél bych jesté upozornit na skutecnost, kterou dokldda obr. 18. Tekutina nema témért

Zadny vliv na chovani profilu pfi nulové nabézné rychlosti tekutiny.
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6 Zaver

V této praci jsme ukdzali, Ze pomérné jednoduchymi zptsoby lze odvodit popis vhodny pro
kontinuum s proménnou geometrii. Dale jsme odvodili rovnice pro chovani tekutiny a pevného
télesa. To vSe jsme numericky feSili pro konkrétni problémy, které jsou zaroven studovany ex-
perimentédlné a ukdzali jsme ddle, Ze souhrn pouZitych metod je dostatecné robustni a vhodny
pro dany typ tloh. Ke zlepSeni pfesnosti modelu miize pfispét zaclenéni turbuletniho modelu
do nas$i metody. Samoziejmé Ize postupovat i hrubou silou a tim by bylo zjemnovani sité a
casového kroku, resp. zvyseni fadu konec¢nych prvki. OvSem za cenu vétsich ¢asovych narokd,
které by se daly zmirnit sofistikovanymi zplisoby, jak feSit vzniklé linedrni soustavy. MiZeme

zminit zejména techniku domain decomposition nebo multigrid metodu.
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A Vstupni parametry modelu - souhrn

maximum of time iterations =
maximum of nonlinear iterations=
epsilon nonlinear =

epsilon nonlinear relative =
elements type =

time step =

[stabilization]

stabilize delta =

stabilize sigma =

[fluid]

viscosity =

kinematic viscosity density =
reference length =

reference depth =

reference velocity =
[fluid-structure]

release profile at =

profilex =

profiley =

airfoil weight =

airfoil stiffness =

airfoil torsional stiffness =

airfoil torsional first moment =
airfoil torsional second moment =
damping of airfoil bending =
damping of airfoil torsion =
damping of airfoil bending torsion =
damping of airfoil torsion bending =
[ALE]

ALE hlavni poloosa =

ALE vedlejsi poloosa =

ALE podobnost elips =

10000

8

le-5
le-5
1(P2/P1)
0.025

0.025
1.0

1.5e-5 air viscosity, ms-2
1.28 ; air density

0.12 ; [m]

0.08 ; [m]

17.5 ; [m/s]

0.5;
0.3333333333
0.0

0.082;[kg]
1711.6 ;[N/m]
4.5;[N m/rad]
0.00013;[kg m]
-0.000095;[kg m2]
3.69

0.0024

0.0021

0.0021

0.7
0.2
3.0
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B Zdrojové kody pouzitych modulu

void MoveGrid () {

long i;

double c, alpha, beta;

double a, b, d;

a = 2;//a je delka hlavni poloosy elipsy

b =0.5;//a je delka vedlejsi poloosy elipsy
d=2.2;//d je parametr podobnosti elips = a2/a = b2/b
double _xh, _yh;

double dxh, dyh, pom;

for (i=0; i<NPoints; i++) {
_xh=xh[i]; _yh=yh[i];
dxh=_xh-xhc; dyh=_yh-yhc;
c=sqrt (dxh*dxh/ (a*a) +dyh*dyh/ (b*b) ) ;
beta=c-1.0;
beta= (beta>0) ? beta : 0;
beta= (beta> (d-1.0)) ? 1 : (beta/ (d-1.0));
alpha=1.0-beta;
//pom =
pom=cos (angle) *dxh+sin (angle) *dyh+xhc;
x[i]=alpha*pom+beta* _xh;
pom=-sin (angle) *dxh+cos (angle) *dyh+yhc+cofgheight;
ylil=alpha*pom+beta*_yh;

void GridVelocity (double *VGx,double *VGy, double _xi, double _yh)
double c, alpha, beta;
double a, b, d;
a=2;b=0.5;d =2.2;
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double dxh,dyh;

dxh=_xh-xhc; dyh=_yh-yhc;

c=sqrt (dxh*dxh/ (a*a) +dyh*dyh/ (b*b) ) ;
beta=c-1.0;

beta= (beta>0) ? beta : 0;

beta= (beta> (d-1.0)) ? 1 : (beta/ (d-1.0));
alpha=1.0-beta;

*VGx=aplha*angularvelocity* (-sin (angle) *dxh+cos (angle) *dyh) ;
*VGy=aplha*yvelocity-aplha*angularvelocity* (cos (angle) *dxh+sin (angle) *dyh) ;
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C Obrazky

Obréazky byly pofizeny pomoci programu General Mesh Viewer. Dalsi jsou umistény na

ptiloZzeném CD nosici.
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C OBRAZKY
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Obrazek 26: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 17.5 ms™!
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Obrazek 27: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 17.5 ms™" - detail triangulace ndbéiné hrany
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Obrazek 28: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 17.5 ms™" - detail triangulace mezni vrstvy na sténé profilu
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Obrazek 30: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 17.5 ms™" - detail triangulace mezni vrstvy na sténé tunelu
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Obrazek 31: Velikost bezrozmérného tlaku pro 17.5 ms™!
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Obrazek 32: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 17.5 ms™" - detail odtrieni, které vznikd po urcité dobé
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Obrazek 33: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 40 ms™!
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Obrazek 34: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 40 ms™! - detail ndb&iné hrany
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Obrazek 35: Velikost bezrozmérné rychlosti pro 40 ms™" - detail triangulace ndabéné hrany
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